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E – �
����� ������'��; 
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g – �	����
�� 	����$
��� ��$�
��; 
0l  – ��������
+ ������; 

m – ��		�; 
Q – ���%���+ ������ ������	��+ ����'��; 
q – ������
�	�
�� �%��
�	�1 ������ ��%���
��; 
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����	�%1
�� ������� ��	���

��, ��$��	 ��
�%�; 
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�� �����������; 

0t  – ��������
�� �����; 
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�� ������	��+ ����'��; 
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� ��		���$���; 
æ – ������'��
� ����������������$
�	��; 
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�������	��+ �����	��; 
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�����
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�������� ����� 
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��	�; Ne – �������+ J14��
�; 
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���$��� 

A
���%��
�+ ��� ������� � ��	������
��%1
�� �		%�$���
�� ��-
����	��� ����%�� � ��%�	�� ��$������$�
�����, ���%���		�����
�, 
������ ����
�� � �
����

�+ ��%%�	����, � ����� �����$�����%1	��� 
������ 	� 	��$�
���� � �	����
���� ">� � "!� � ���	��� �$
��� �� 
������� � ������ 	��'��%�������

� =������ �� ��;��� ��
$�$��	��� 
� $�����	��� $�		����'�+ (
���$� 	 ����
�����
��� $�		����'�+) ��-
����%�, ���, 
�	����� 
� ��%1*�� ��%���	��� 	��'��%1
�+ %�������� 
�� ��$�%1
� �����	�� ������ ��	������
��, ����	��4 ������-
��	������
����� $���	��4� ����� �*���� (�
��$� ����4;��) ��� 
��	��
����, ��������� � �
�%��� ����%1����� ��	������
���. � ��	�
�-
	��, ��� �		%�$���
�� 
�	��'��
��
� ���'�		�� �	��%1��4�	� $����-
�� � ��������%1
�� ����������, 
� �����%�4;�� � ���
'��� ��%����1 
�$�����
� ����%1��� ��-�� �%���
���
��� 
�	��%�	���
�� $�
�����-
	��� ���������	��� ���'�		� � $������. � 
������� $�		����'��� � 
	���1��, ����%�����

� � �����$���	��� ��$�
���, �	�������	� 
����-
���
�� ����	1 ����%1����� ������
�+ � ��	���
� �����%. "��, 
����-
���, � ���������
�� �������
	��� ���
�%� (Journal of Applied Physics. 
1966. – Vol. 73. –  No. 4. – pp. 1798–1808) � 	���1� Olive A. Engel «Crater 
Depth in Fluid Impacts» �����$�
� 	%�$�4;�� �����%� $%� ����$�%�
�� 
��$��	� �����
 R, ������4;�+	� ��� 	��%�
���
�� ���%� ��$��	�� r  
� 	����	�14 v  	 ������
�	�14 ��$��	��: 

 
 �
0,50,53 20,00122436496 1,68101952 1,2965R r� � � � � �� �� �

v .  

!�� ����	� ���+ �����% 
�����$��� �%� �����	�� �����%�
�� 
���$�;�� � 
�� ������'��
��� 	 ������ ���%1
�+ �����*
�	�� ������-

�� , ,R r v , ������� � �����$�

� ������� 	���1� ��	������
��� �%� 

� ��
�� 5 %. ����� ����, � ���+ �����%� 
� �����$�
 �$�
�' ����-
��
�+ ���$�;�� ��%���
 � ������
�	�� ������'��
���, ��� $�%��� 
�-
������
� �� �	��%1����
�� $%� ��������	��� ��	�����. 

=%�$��� �������1, ��� 	�;�	���4;�� ��
������� �� ��$�%1
� 
�����	�� ������ ��	������
�� 
� ����
������
 
� ��������	��� �	-
��%1����
��. �	���

� ��� ��������
� � ��%�	�� �%�
�����
�� ��	��-
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����
��, ����������	��+ 	����	����, $�
�����	��� ������
�+ � ��-
���
� ��$�� ����������	��+ ������ � ������ ��	������
��. =��'�-
�%1
� ��
������� (�� ��$��� �	�%4��
���), ����	%��
�, ��
$���
-
��%1
� � �	������4;� �	��;�4;�� ���$��� �		%�$���
��, ���	�� 
��������4� ��������	��� �����
���� � ��� ��%�� 	��$�
��� ���%��� 
������, ��%�$��, ���	
���
�+, 	%��
�	�14 ��%���
��. � ����%1���� 
�
���� ������-��	������
����� ��%���4�	� 
� 	��4 �
���'�4 �%� 
��%1��4�	� �$��������

�� ��	������, � ������ ���%�;�����	� 
	��1 $�	�����
� 	�����+ ������ ��	������
��. 

!�� 
���	�
�� 
�	���;��� ��	���� 	����%�	1 '�%1 ��	��%
��1 $�-
��'�� ����
�+ %�������� � ��		����������+ ��%�	�� � $��1 	������ 
%���
��
�� ��%���
�� �	
�� 	������

�+ ������ �
��
��
�-
������	���� ��	������
��, ����
������

�� 
� ��������	��� �� �	-
��%1����
�� ��� � �		%�$�����%1	��� %�����������, ��� � � ����
� ��-
����� 	��$�
���, � ����� ��� ��$������� $�		����'�+. 

� �
���, �� ��$��� �	�%4��
���, 
� ��		�������4�	� ����$ � 
	��$	��� ������
�+ ��
����
� ������	��� ���������� (����������, 
	����	��, $��%�
��, ��
'�
���'�� ��	��', ����$ �����%���'�� ������� 
� �. $.). �	
��
�� �
���
�� �$�%�
� ��;�� �����	�� ��� ��	��
���� � 
�����$�
�� %4���� �
��
��
�-������	���� ��	������
��. � 
�� ��
�-
	��	� �	
��
� ���
'�� ������	���� � ����������	���� ��$�%�����-

��, ������ �����*
�	��+ � ����������	��� ��������� ����%1����� ��-
����
�+, ������ ��$���� � �
�%�� ������
�	��+, �%�
�����
�� ��	��-
����
��, �����*
�	�� $�
�����	��� ������
�+, ��	��
���� � ����$ 
��*�
�� �����
� ��$�� � ������ ��	������
��. 

� �
��� �����$�
 ���%�', �������, �%������ � ������, ����-
�� �����%�� �������	�� ��������	��� 
���� � �	��%1����
�� �	�� 

�����$��� �%���
��� ������ �
��
��
�-������	���� ��	������
�� 
��� ���%
�
�� ����
� � �		%�$�����%1	��� �����. � ���%���
�� $�-

 ���%�' ���
�+*�� ��������� ��$���� � ������
�	��, 
����%�� 
��	���	���
�

� � �
��
��
�+ �������� ������	��� ��%���
. 

����� �%���$��
 ��'�
��
��� – �����		���� &��� =���
��
� 
�����
�+ � >�
�4 �%�$��������� ���
�'���, 	$�%��*�� ��$ ��%��
� 
�������	��� ������
�+. ����� 
�$�4�	�, ��� 
�	���;�� ��	���� ��$�� 
�	��%1�����1	� 
� ��%1�� � ����
� '�%��, 
� � � ��������	��+ ������ 
�������-��	������
������� � �
��
��
�-���
���	��� �����
����. 
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1. ������ 	��%�	� ��!������"� 
� �������������"� ��$�
������& 

@�����	��� ��%�
�� � ���'�		, 	 ������� � 	��%������	� � 
�����$�, � ����� � �
��
��
�+ �������� � ���%��
� ����	%�� ���
��� 
� ���
�%����, �������+
� ���
������
 � �����������4�	� $%� ���$�-
�� ��
����
��� ���'�		� 	���� 
������ ������	��� ����������. #	-
	%�$���
�� ������	��� ��%�
�+, 	��	���

�, � ���$	���%��� ���$��� 
��*��
�+ ��%�	�� 
���� – ������, ������� ��$���$�%���	� 
� ��$ ��%�� 
	��'��%�������

� $�	'��%�
 – ����
���, ����
�4 � �$��
�4 ����-
��, ���%�������, ���	����, ��%���%��
�4 ������, ������ ����$��� ��%�, 
������ ����	��� � ����
� � �. $. 

#		%�$���
�� �����$
� ��%�
�+ 	����
� 	 ������
�	�14 ����
�-
������
�� �� ��	%�$	���+, 	 �$
�+ 	����
, � 	 �	��%1����
��� �� 	 
��%1��+ $%� ��%����� – 	 $����+. � ����	��� �������� ���
� �����	�� 
�����
�� �	%���+ ���
��
���
�� � ������
� ��	%�$	���+ ����� ��%�-

�+, ��� �����
, *����, ��+��
, 	�����, ���%����	�
��, ����. �$-

�+ �� �����%1
� ����%�� ��%���	� $�%��	���
+ � ������	���
+ 
����
�� ����$. !�������� ��%��
��� �	��%1����
�� �����$
� ��%�-

�+ ����� 	%����1 ��$���%�����	��
'��, �����
�, ��������%1
� � 
���%��
� �	���
��� �
����� � �. $. 

#����
�� �� ������ ������� ���'�		�� � ���
���	��� �	���+	���� 
���	�� 
�����$��� $%� �� ������
��� ��
	��������
�� � ��������'�� 
�	
��
� ����������. !�� 	������
�� ����
� ��^����� (��	���, �%�-
��
, 
���	������, ��%������

� ��*�
 � $�.) 
�����$��� �
��1 ����
 
���
���	��+ ����
���, 	�������%�
�� �������%�� � ��$� $����� $�	'�-
�%�
. =��$�
�� 	������

�+ ����'�� � �����
�+ ���
��� 
��	%��� 
��� �
�
�� ����
�� ����$�
�����, ������+ $�
�����, ������ ����
��. 
!�� ��
	��������
�� ����
� ��������� �	��%1��4�	� ����
 �$��
�+ 
������, ������ ���%���		�����
�, ��$��$�
����� � �. $. 

E4��+ ����$ 
���
��� ���
�
�� ������4;��� ����, � ��� ��	%� � 
������	��� ���'�		��, �	
������	� 
� ��$�%�����
�� – �		%�$���
�� 
��^�����, ���'�		�� � ��%�
�+ ����� ��	����
�� � �����
�� �� ��$�-
%�+, �� �	�1 ����� �������%1
� �%� �	%�

� ���$	���%���� ��^�����, 
������ � ���'�		� �		%�$���
�� ����
�4� ���%1
� ��^��� (��%�
��, 
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���'�		) � �����
�� ������ ����
��� �%� $��� 
���� �
�
�� �� ��^-
����-�����
�%�. 

����� ���$	���%��� 	���+ ��^���, 	�	���� �%� ��
���� (�$�4) � 

�������+ �����, ��%��
�+ �� ���� �� ���%1
��� 	�;�	�����
��. �
� 
	%���� 	��$	����, ������4;�� � ��^�	
�
��, ��
���
�� �%� ������-
��'�� ��^����. A�$�%1 ������-%��� ��^���� ����� ��1 ���
�+ ��� ��-
���+ (���%
�

�+ �� $������ �������%� � � $����� ��	*����) �%� ���-
������1 
������� ��������
� 	��+	��� ��^���� � ��	�����
�+ �����. 

!�� �		%�$���
�� ������	��� ���'�		�� 	 $��
�� ��� 	�;�	����� $�� 
��$��$� – $�� ����$�: ���������	��� �		%�$���
�� (����������	��� ��$�-
%�����
��) � ��	������
��%1
�� �		%�$���
�� (������	��� ��$�%�����-

��). =������	���

�, ������ $�%��	� 
� ���������� � ��	������
�������, 
	��$� ������ ����	�
 �$�4;��	� ���
� 20-�� ���� – ���$����� 
_.�. C�%1$����, !.E. ����'�, #.�. ��������, E.�. E�
$��, J.J. =���
��, 
`.�. X�����
 � $�. A
���� �� 
�� ������	
� �%�$�%� ��� ��	������
��%1-

�, ��� � ���������	��� ����$��� �		%�$���
��. 

&�		������ �	
��
� ���
'��, ������;�	���, 
�$�	����� � ��-
��
���
�� ���$��� �� ���� ��$��$��. 

1.1. ��!������� ��$�
������� 
@�����	��� ��$�%�����
�� – ��� ��	������
��%1
+ ����$ �		%�-

$���
��. !�� ���� ���%1
��� ��^���� 	�����	� � 	������	���� ��� ����-
���%1
�� ����� – ������	��� ��$�%1 (���%���

�� �%� ���
1*�

��), 
$���	��4;�� �		%�$���
�� � %��������
� �	%�����. >%������ ���%�-
�$�
��� �%� � 	�����1, ��� ��$�%1 – ��� ��� ��^���, �����+ ���
� 
��	�����1, �%�$�, 
�������, � �����	��� �%� ��%�	��� 
� ���%1
+ 
��^��� (��^��� – �����
�%). !�� 	��$�
�� ������	��+ ��$�%� ���'�		� 
�%� ��^���� $%� ����� ����������	��� � �����
� ($��%�
��, 	��-
��	�1, �����������) ���������� ��$�%� 
�����$��� 	����� 	��%4$��1 
�����%� ��$�%�����
��, �	
���

� 
� ������ ��$����. 

J�	����� 
� �
�����%1
+ ������		 � �������� ����$�� ����������-
	���� ��$�%�����
��, �
� 
� ����
�� ������	��+ �%� 
����
+ (
� ���%1-

�� ��^����) ��	������
�, ��� ��� ��� �	��$� ��%���	� �	
���+ �		%�$���-

��. b	%� �����-�������� ����% ���
'����%1
� 
����
�4 ����������-
	��4 ��$�%1 ���'�		�, �� 
������ 	��� 	����*�

� ����$ ��	���� � 
	��������14��� 
� �����%�� ��%����1 $�	�����
�4 �
�����'�4 �� �	-
	%�$����� ���'�		�. �������, � ��	�
�	��, ��� 
� �$�
 �����
�-
��	����	��+ ����%��	, ��� � &�		��, ��� � � =Q�, 
� �% ���
�� � ��	-
�%����'�4 ��%1�� 
� �	
���
�� ���������	��� ��	�����. �%� ��������� ��-
$�%1
� �%���
��� ���������%�	1 �����$�
�� �
�����	%�

� %��������-

� �		%�$���
�+ � $�����	���;�� 	��
$��� �	���
�+. 
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!������ ��� �����
�� ������	��� ���'�		�� � ��%�
�+ ���
1 
���
 ��	������
��%1
� ����$ �		%�$���
�� (������	��+ ��	����-
��
�). <�� ����$, 	��	���

�, � $�4� ��%��� �������4 ���������	��+ 
������ � ������ � '�%�� (��������%1
+ ������ – %���
$� � �
���
�-
��� ��%��� J14��
�). 

#�����

� � �	%����� ��$�%1
��� ��	������
�� �%� � ���'�		� 

����
� �	���
�+ ���%1
��� ��^���� ���
� $�

� 
�����$�� 
$%� ��*�
�� 	%�$�4;�� ��$��. 
� !�
���
�� 	��� ������	��� ��%�
�+ � ��	����
�� 
� �	
��� ��	-

������
��%1
� $�

� �$�����
� ������-����������	��� ��$�-
%�+ ��		������������ ���'�		�. 

� !�%���
�� ��� $�

� (�	��$
�+ �
�����'��), 
�����$���+ $%� 
�����$�
�� ��	����� �� ��$�

�+ ����������	��+ ��$�%� ���'�		� 
(�
���
�� ������	��� ��
	��
�, ����	���	�� �� �� �
�*
�� ����-
������ � �. $.). 

� !�$�����$�
�� �$�����
�	�� ����������	���� ��$�%�����
�� 
	���
�
��� ��	���
� � ���
� $�

� � ����
�
�� ������-
����������	��+ ��$�%�. 
�%� �		%�$���
�� ������	��� ���'�		��, ��� � �	%����� ��$�%1
�-

�� ������	���� ��	������
��, ��� � ��� �����$�
�� �	���
�+ ���%1-

��� ��^����, 
�����$��� ������
�� '�%��� ��$� ���������� – $��%�-

��, ����������, ���%��� �������, ��
'�
���'�� � $�	���	
�	�� 
��
$�
	�����

� ��	��' � �
������
� 	��$�� � �. $. � ��%1*�
	��� 
	%����� ��� �������� ��%�4�	� $�
�����	����, �� �	�1 ����
�4�	� �� 
�����
�. !�� ���� 
�����$��� �	��%1�����1 ���
������
� ������-
��%1
� ���
�%����, ��%4��4;�� ��� ����������

� �%�		���	��� 
����$ � $������, ��� � 
��� ���
'�� � ����$ ������
�+, �$����-
����

� � ��*�
�4 ��
����
� ��$��. 

���
�4 ��%1 ��� ��	������
��%1
�� �		%�$���
�� ������	��� 
���'�		�� ������ �������
+ ���� $�������, ��������%1
� �������-
������%�+ � �%�������� ��������� ��%���

� $�

�, �	���

� ��� 
�����
�� 
�	��'��
��
� ���'�		��. 

J�	����� 
� ��*�4;�4 ��%1 ��	������
�� � �������� ������	��� 
�����+, $�

+ ����$ �		%�$���
�� ����� '�%+ ��$ ����
���
�+, ��-
���� ���
� �� �
���� 	
��1 ��� ����������	��� ��$�%�����
�� �	-
	%�$������ ���'�		� �%� ��%�
��. 

Q������ �	��%1����
�� ����������	���� ��$�%�����
�� � ������ 
� �
��
��
�+ �������� ���	%��%�
� 	%�$�4;��� ���������. 
� �	%��
�
�� �%�		� �		%�$���� ��$��, $%� �����
�� ������ 
���-

��$��� 	��$�
�� $�����	���;�� ��	������
��%1
� �	��
���� �%� 
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��$�%1
� ��^�����. � ��$� 	%����� ����������	��� ��$�%�����-

�� ���� ��$�� ���
�����	�� '�%�	������
�. 

� J����
+ ��	������
� 	����
 	 �
��������	���� � ��
�
	���� 
��������� 
� ��	%�����
�� ��	������
��%1
� �	��
����, �	���
-

� ��� �����
�� ����
��������
� ��^�����. � ����	��� ������� 
���
� �����	�� 	��
$, 	��
������

+ � >�	�$��	���

�� �����-

�� '�
��� ��. ���$����� �.!. A������ (�. A��		), 
� ������� ��-
$�%���4�	� ���'�		 ��$��$
��� 	����� �����. <�� �����$
�� 	�-
�����
�� �	���+ ��%�� 100 �, �����4;�� $%� ��	%�����
�� ��-
$�%1
+ ��%%����� �	������%���'�����

� 	��'��%�	���. 

� J�����$���	�1 ��*�
�� ���%�����	���, 	�'��%1
� � ��$� $����� 
����%�� ��� �����$�
�� ����
���	*���
� ��	������
���. 

� � ��	������
�� ��%�����	�, ��� �����%�, %�*1 ����
���

+ ��^-
�� �
�����'�� ��-�� ���
���	��� ���$
�	��+ (
�������, �����;�-

�� ��%1*��� ��%���	��� $������� $%� ������
�� ���	���
	���
-

� ���������	��� ������). 

� J�������
�	�1 �����$�
�� ������	���� ��$�%�����
�� �%� 
����-

��� ��	������
�� � ��$� ��%�	��+ �		%�$���
�� (
�������, �����-
$�
�� $���%1
� ������
�+ � ��+��
��, ������� ��%���� � �. �. ��-
�� 	%���+
�	�� �����
� � ��	�� �� ����%�
��). � ���� 	%����� ��-
��������	��� ��$�%�����
�� ��%���	� �$�
	���

� ������
�. 

1.2. �������������� ��$�
������� 
!�� ����������	��� ��$�%�����
�� ��^����� �����
�� ��%�4�	� 

����
�
��, �� ���	��+*�� �%��������	��� $� 	%��
� 	�	��� 
�%�
�+-

� $������
'��%1
�, �
�����%1
� �%� �
�����-$������
'��%1
� 
����
�
�+. 

� ��$� ����������	���� ��$�%�����
�� �����
���%1
� �������	� 
���������� ����� ��^����, ���'�		� �%� ��%�
��. !�� ���� ���%1
+ 
��^��� ����
���	� ��� �$��%�������

�+ 	����+, ������4 �	%��
� 
���
� 
�����1 «����������+» ��^����. ���� ����+ ��$�%� – ��%1*�� 
�	��		���, �����4;�� �� ������ �%������� ��
���
�� 	��� ��		�����-
������� ��^���� �%� ��%�
��. = �$
�+ 	����
, ������-����������	��� 
��$�%1 $�%�
� �$�����
� �������1 �	
��
� 	��+	��� ��^����, � 	 $��-
��+ – ��%4���1 �;���%1
� ���	
���

� $���;�
�� (����;�4;�� 
���$��%���
��), �����%�4;�� ��%����1 ��*�
�� ��$��� $�	���
�� 
����$��� � 	��$	�����. 

��%�� ����	����	� 	�	���� ����
�
�+, ��� �����%�, $������
'�-
�%1
�, 	 	������	���4;��� ������� �	%������, ���	��4;�� ����-
$�
�� ��$�%1
�+ 	�	��� (����������	��� ��$�%1), � �������	� ����$ 
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�� ��*�
�� – ��� �����%�, ��	%�

+, 	 �	��%1����
��� <�A (� ��-
$�%1
� 	%����� �$���	� ��%����1 �
�%�����	��� �%� �	���������	��� 
��*�
�� ��$���). @�����	��� � ����������	��� ��$�%� � 	������
�	�� 
	�	���%�4� �����-�������������! ����� �		%�$������ ��^����, 
���'�		� �%� ��%�
��. 

=��'��%�	� �� ����������	��+ ������ $�%��	� 
� ���	%���%�+ � 
�
�%������. �������, ��� ��	����
�� � �������� 	��$	�� ���	%���%1-

�+ ���
��� ��
���%� ��	����%� ��		�+	��� ������� ��%�� �%����� �
�-
���1 � 	�;
�	�1 ��*���� ��$�� � ������
� �����
��1 (�$� ��� ������-

�) 	�����
�� �
�%�����	��� � ��	%�

� ����$�� ��� ����������	��� 
��$�%�����
�� 	%��
� ���'�		�� � ��%�
�+. ������
�, ��� ���%�	1 �$-

�+ �� �����
 ����%�*�
�� � �	��*
�+ ����� ��		�+	��� 	��'��%�-
	��� � ��$�;�� �		%�$�����%1	��� '�
���� C���$
�+ b���� � =Q�.  

=%�$�4;�� ������ ����������	���� ��$�%�����
�� ��%���	� ���-
��$�
�� 	���� ��	����� (�������������" #����������) $%� ��$�

� 
$������
�� ����
�
�� ����$�%�4;�� ���������� � �
�%�� ��%���

� 
����%1�����. � ������+ $�
�����, 
�������, ��� ���	���
	���

�-
�����

� ��	���$�%�
�� �	
��
� ���������	��� ������ – ������� 
	����	�� v� , $��%�
�� p , �%��
�	�� �  � ���������� T  

 
 �, , ,x y z t�v v
� � ,  

 
 �, , ,p p x y z t� ,  
 
 �, , ,x y z t� � � ,  
 
 �, , ,T T x y z t� ,  

�%� 
������� �
�����%1
� ���������	���� – ��	��$ ���� ����� ��$�
-

�� 	���
�� ��
�%�, ���� 	��%�, ����$�
�����	��� 	�������%�
�� ��%� � 
������ � �. �.). 

��	�����
�	�1 ���������

�+ ������-����������	��+ ��$�%� ���-
������	� �����$�
��� ��
���%1
� ��	������
��� � 
�	��%1��� �����-
���
� ������ ��%� �		%�$������ ����
��. 

� 	������

�� ��
���
�� ����������	��� ��$�%�����
�� ��� 
�-
�+ 	��	�� �		%�$���
�� � ��%���
�� 
��� �
�
�+ 	���������%�	1 � 
70-� ��. 20-�� ���� 	 ����%�
��� <�A, 	��	��
� �������$��1 ���	%�-

�� 	� 	����	�14, 
�$�	���
�+ $%� ��%�����. !��'�		 ��$�%�����
�� 
����� ��1 ���$	���%�
 � ��$� 	%�$�4;�+ ��	%�$�����%1
�	��: �		%�-
$����� ��%�
�� – ������-����������	��� ��$�%1 – ��	%�

+ �%������ 
– �������������
�� – <�A – ���	%���%1
+ ��	������
� – �
�%��, 
��������� � ���
�
�� ����%1�����. �	� �%���
� ���+ ���
�%�����	��+ 
'������ ������	����
, � ��� 	���1 
�%�
�+
�, � ����
�
�� �$
��� �� �� 
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�%���
��� ����� �����	�� � ����
�
�4 
� ��%1�� ��	%�$�4;��, 
� � 
���$$�;�� �%���
���. 

<�������
�	�1 ����������	���� ��$�%�����
�� ���
� �'�
��1 
��� �
�%��� �	�+ ���
�%�����	��+ '������. &�		������ �	
��
� �%�-
��
� ���+ '������ (���� ������-����������	��+ ��$�%� � ��	%�
-

� �%��������) 
� ������� ��$�� ����
��� 	�%�*
�+ 	��$. �%� ���� 
��$�� � 
����%�� ��%
�+ ��	��
���� ������-����������	��� ��$�%� ��-
��� ��1 ���	�
 �
�����%1
�� ����
��� 	����
�
�� 

 
o o o

o
V S V

W dV WdS FdV
t

�
� �

� � � � , (1.1) 

�����4;��� 	���1 ���$� ����
�
��� �� �����
� � ����
���� ��^��� 
oV  
������� ��%���
 (�������) ,oW W  � �� ����
�
��� ��� ������$� 

����� ���
�' oS , � ����� ������$�+	����� ������� 	 �
�*
��� �	���-

����� �%� 	������ F. #
�����%1
� ����
 	����
�
�� (
�������, 
��		, ����%1	� � �
����� $%� ��$�%�+ 	�%�*
�+ 	��$) ��%�4�	� 

����%�� ��;�+ �����+ ���	�
�� $����
�� 	��$ � 	�����$%�� ��� $%� 

������
�, ��� � $%� �����
� ��*�
�+. J���$� 	 �
�����%1
�+ 
�	��%1����	� �� $������
'��%1
�� ����� 

 di voW W F
t

�
� �

�
, (1.2) 

	�����$%���� %�*1 $%� 
������
� ��*�
�+. 
J�������, ����
 	����
�
�� ��;�	��� � ��$������$�
����� ���-

����	� ����
�
��� 
������
�	��, $%� �������� �
�����%1
�� ����� 
(1.1) ����� ��$ 

 0
o oV S

dV dS
t

�
� � � �

� � � v
� ,  

�$� ,� v
�

 – �%��
�	�1 � ������ 	����	�� ��$��	�� �%� ����. 
�������
'��%1
�� ����� (1.2) ����
�
�� 
������
�	�� ����-

*��	� � ��$� ����
�
�� 

 div 0
t

��
� � �

�
v
� .  

�� 
���%� ��$�%�����
�� 
�����$��� ����$�%��1, ������ ��
��
�� 
'�%1 �		%�$���
�� � ����� $�

� ���$��%�����	� ��%����1 � ����%1��-
�� ��*�
�� ��$���, ������ ���
�	�1 ��$�%� � 	 ����+ ���
�	�14 �����-
��	� ��%����1 �� ��*�
��, ����� ��	��	 
�����$��� ����%��1 $%� ��-
*�
�� ��$��� � ����� ���4�	� ������
�	�� (����������	��� � ���
�-
%�����	���). !�	%� �
�%��� �	�+ ���
�%�����	��+ '������ 
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��$�%�����
�� $�%���	� ���$ � ������
�	�� ��*�
�� ����%�� 
� 
�	
��� 	�;�	���4;�� ��$�%�+, ��	%�

� �%�������� � ���
���	��� 
	��$	�� (<�A) �%� �����%���4�	� �	%����, 
�����$��� $%� �� ��*�-

�� (
������� �������
�� � ����
�
�4 ��$�%�+, 	��$�
�4 
��� �%��-
������, <�A � �. $.). 

�	� �%�		 ��$�%�+ $%� ��$�� ����
��� ���
� ���$�%��1 
� ���-
�� ����
�. 
1. �
�%�����	��� ����%���
�� � %�
��������

� ����
�
��. 
2. J�%�
�+
� ����
�
�� ��� ����� $�		������
� ���'�		��. 
3. J�%�
�+
� ����
�
�� 	 ������ $�		������
� ���'�		��. 
4. !�%
� 
�	��'��
��
� ��$�%�, ���	����� ����
�
���� 	 ���-

��� ���%1
� �������� – ����
�
�� J��1�–=���	� 	 ������ 	��-
�����	�� � ���%������$
�	��, �����%�
�
�	�� � �. $., ����
�
�� 
�
��������
�
�
� � �
������
� 	��$, ���
�����$��$�
�����-
	��� ��$�%� � �. $. 
A
�������������
�	�1 �		%�$���� ��$�� � ���
���	*���
�	�1 

���'�		��, �� 
�%�
�+
�	�1 � �
������
�	�1 
� �����%�4� 	�����%�-
�����1 ��;�� ��$��$ ��� ��	��
���� ��$�� � ��%���
�� ��*�
�+. �	-

��
� ��
$�
'�� �������� ����������	���� ��$�%�����
�� ��%4��4� 
	%�$�4;�� 
�����%�
��. 
� #	��%1����
�� ��$�%�+ ���%��
��� ����
� � ����	���	�� �� '�%�+ 

�		%�$���
��. 
� !����
�
�� �	� ��%�� 	%��
� ��$�%�+, ������4;�� ��%1*�� 

��	%� ���%1
� ������	��� �������� �		%�$������ ��^����. 
� �
�%�� ��$�%�+, �� 	�	��������'�� � ���%�
�� 
������� �%�	-

	�� ��;�� ��$�%�+, �����$
� $%� ���	�
�� *������� ����%��	� 
����%��. 

� ��%1
�+*�� ����������	��� ���	
���
�� ������-����������	��� 
��$�%�+ � �������
�	�� ��	��
���� ������ ��$��. 
����;�

� ��$�%� ��%���4�, ��� �����%�, �� ��$�%�+ ��%�� �-

	����� ����
� ��� ���%��
� ����;�4;�� ���$��%���
��� � �������-
�� �		%�$������ ���'�		�. "���� �������, ���� �� �	
��� ��%�� ��%
�4 
(
�����4;�4) ��$�%1, ���
� ��%����1 '������ ����;�

� ��$�-
%�+. � ����
��� 	�%�*
� 	��$, 
�������, ����+ ��%
�+ ��$�%14 ���-
������� ����
� ��%�4�	� ����
�
�� J��1�–=���	� $%� 	��������� ���-
%������$
��� ����. � ���
������
�� ��������� �����	�� � ���%����-
��$
�	�� ��%����� ��$�%1 ������+ $�
����� (����
�
�� <+%���); $%� 
	�%1
������� ����
�+ ����� ��1 �	��%1����
� ����%���
�� �����-

��
��� 	%�� (����
�
�� !��
$�%�) � ��� $�%��, ��%��1 $� ����
�
�+ 
��$���%��� (��$�%1 ������� ����
�, $���	��4;�� � ��$� 	%����� ��%�-
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��
�� �
�%�����	��� ��*�
�+). #	��%1����
�� ������ ��$��$� �����%�-
�� 	�������1 ��	%� ��		���������� ��$�%�+ � 	�	��$������1	� 
� ���-
��
�� ������ ��$�%�+, ���	��4;�� '�%� �%�		 ��$��. 

����	���

+ 	����� � �	���$�+	���� <�A $� 1012–1014 �%�� 
(�%�� – ��%���	��� �����'�+ � 	���
$� 
�$ ��	%��� 	 �%���4;�+ ����-
��+) �����%��� ����+�� � ��$�%�����
�4 ��$�� ���������� ����
�. 

� ����� ��$���� ��
�	��	�, 
�������, ��$�%�����
�� ���%1
� ���-
'�		�� � ����%%����� � ������	��+ ���
�%����, � �����
� $������%�� � 
����
� ���������. � �$
�+ �� 	%��
�+*�� ��$��, � ��	�
�	��, ��
�	��	� 
��$�%�����
�� ���'�		�� ������$� ����
�� �� %���
��
��� � �����%�
�-

��� � �����
� (�.A. E���
��, `.@. ��	����, #.>. �%4�
����, 2001 �.). 

J�%�
�+
�	�1 ��%1*�
	��� �		%�$���� ��$�� 
� �����%��� ��%�-
���1 �� ���
� ��*�
��. ��%�� ����, ����� ��*�
�� 
� �	��$� 	�;�	�-
��4�, ������� �	
��
�� ����$��� �� 
����$�
�� ��%�4�	� ����%�-
��

� � ��	%�

�. !���� �	
���
 
� 
�������� ���$	���%�
�� 
��*�
�� �	��$� �� ����	�
� ���$��%���
�+ � ��� ���������. J����-
���, � �	���������	��� ����$�� � ����$�
����� � ������ ����
�� �	-
��%1����	� ���$	���%�
�� ��*�
�� � ��$� ��� ���%���
�� �� ��%��� 
��������� (&.=. �����
�, �.J. ��%4
��, 1982 �.). <�� ��$��$ �����-

�� %�*1 $%� 	���
���%1
� ���	�� ��$��, � ������ �����%�$��� 
�$�
 ��� ����
�+, 
�������. �	���������	��� ����$ *����� �	��%1-
��4�	� 
� 
���%1
�� ����� ��$�%�����
��; � ���$�� ��
����
�� 	%���� 
�
� �����4� ���	
���
�� � �
�%��� �	%���+ �����
���	��. 

!�����$ � ��%�� 	%��
� ��$�%�� ���������% ���������� ��	%�
-

� �%�������� ��*�
�� �
������
� ��$�� � ������ ���%��
� ����-
��-����������	��� ��$�%�+. J� 	������

�� ����� �������� ��������-
��	���� ��$�%�����
�� *������ ��	���	���
�
�� ��%���%� ����$ ��-

��
� ���
�	��+, ����$ ��
��
� ��^����, ����$ ���
��
� 
�%���
���, � ����� ��$ 	��'��%1
� ����$�� – ����$ ��	��' � ���+���, 
����$ 	����	����	��� �	���
�+ � $�. (�.A. ����
�, 2002 �.). 

&�		������ �	
��
� ��
���� ��	%�

� ����$�� ��*�
�� ��$�� 
����������	��+ ������. !�	�1 � ��%�	�� 
 �x� � �  	 ���
�'�+ � �����-
��	� 
�+�� ��*�
�� ������+ ��$��� 

 ,Lu f lu�� � � , (1.3) 
�$� ,L l  – $������
'��%1
�, �
�����%1
� �%� �%��������	��� ��������; 


 �u u x�  – ������ �	���� ��
�'�+; 
,f �  – ������ ����� ��	��+; 


 �1 2, , , ..., Nx t x x x� . 
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!��$��%����, ��� ��$��� (1.3) ��	���%�
� �������
�. !�����$ �� 
����������	��+ ��	��
���� ��$��� � �� ��	%�

��� ��*�
�4 ��%4���� 
	%�$�4;�� ����. 
� C���
� ��%�	�� �  
������
��� ������
�� x  �� $�	����
� �
�-

%���� h� . 
� C���
� (������	���'��) ��
�'�+ , ,u f �  
������
��� ������
�� 

x  $�	����
�� ��
�'���� , ,h h hu f � . 
� ������	���'�� �	��$
� ���������� ,L l  �� $�	����
�� �
�%�-

���� ,h hL l . 
!�	%� ����� ������$�� � 	�	���� $�	����
� ����
�
�+ 
 h h hL u f� ,              

h
h h hl u � � � , (1.4) 

������� 
������	� �������" �$��". 
"�� ��� ���$+ ���� ��	��
���� $�	����
�+ ��$��� ����� �����-

$��1	� ���%��
�� 	��	�����, �� � ����%1���� $%� ��*�
�� ��$��� (1.3) 
����� ��1 ��%���
 	���+	��� $�	����
� ��	��
���� (1.4). 

� ��	%�

� �%�������� ���$^��%�4�	� 	%�$�4;�� �������
��. 
� =��$���	�1 ��*�
�� $�	����
�+ ��$��� (1.4) � ��*�
�4 �	��$
�+ 

��$��� (1.3). 
� ��	�����
�� ���
�	�1 ��	����. 
� <��
����
�	�1 �%�������. 
� �
����	�%1
�	�1 �%�������, �� �	�1 ������
�	�1 ��� �$����'�� � 

���%��
� ������-����������	��� ��$�%��. 
� �$����'�� �%������� � ���%��
� ����� � ������������ <�A. 
� �$�����
�	�1 �%� �%���	�1 	��+	�� ���
�	�
�+ 	��� � 	��+	���� 

�	��$
�+ ��$���, ��
	�������
�	�1 	���, �$
���$
�	�1 �%�������. 
A���������	��� ��$�%�����
�� 
���$� 	 ������	��� � 
����
� 

��	������
���� ��%���	� �	
��
� 	��	���� �		%�$���
�� � ��%���-

�� 
��� �
�
�+ � ���%��
� ��%�	��� ������. A��
� ���$��1, ��� 
��� ��%1 � $�%1
�+*�� �����	���, 
� �
� 
� ����
�� ������	��+ �%� 
�-
���
+ ��	������
�, ��� ��� ��� �	��$� ��%���	� �	
���+ ���
�
��. 
=%�$��� ���$��1 	�%���
�� ���%��
� ���� �		%�$���
��, $���%
�4-
;�� $��� $����. 

1.3. ��$�
� �����& �	
�'�� ���$ 
>�$������$�
�����	��� ���'�		 ��%�4�	� �$
��� �� �%4���� � 

'�%�� ��$� ���
���	��� �	���+	�� � ���
�%���+. ��	�����
� ������	-
%��1 %�*1 ����� ���
�+*�� ����	%�, ��� �����
�-��	����	��� � ����-
'��

�� ���
���, ����
�� ����*%�

�	�1, ���%��
��������, ������-
	��� ���
�%����, ���%����, �������%����, � ������ 
�����$��� ��*��1 
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���
������
� ��$��� ����
��� 	�%�*
� 	��$. &�		������ �	
��
� 
��$�%� ����
�� ��$��	��+ � �����, �	��%1����� ��� ����������	��� 
��$�%�����
�� 	������	���4;�� ���'�		��. 

� ����	���	�� �� ����
� 	����	��+ � ������, �����
� � ������-
����	��� ���������	��� �		%�$������ ���'�		�, � ����� �� ��������+ 
���
�	�� ��	����, ��� ����������	��� ��$�%�����
�� �	��%1��4�	� 
���%��
� ��$�%� ����
�� 	�%�*
� 	��$ ���
��� ����
� 	%��
�	��. 

��������	
��� ������ 
�� �
���� 	%����� ����
�� ��$��	��+ � ����� �� �%��
�	�1 �  

���
� 	�����1 ��	���

�+ �� �	��� ��^��� ��$��	�� � ����
�� �	��� 
�����
� $����
��. �%� ��%����
�� ��*�
�� ��$��$�
�����	��� ��$�� 
���$�
� ��
���� �������" %������, ������� 	������	� 	����*�

� 

�	�������+ � 
���	*���4;�+	� 
 �const� � , ��%�$��� ��	�%4�
�+ 
��$���
�	�14 ��	��', � � ������+ ��	��	���4� 	�% �
����

��� ���-

�� (������'��
� $�
�����	��+ �����	�� 0� � ). "���+ ��$��$ � ��$�-
%�����
�4 
������	� &�������������; �
 �����
�� $%� ���	�
�� ��-
��
�� ����%1
� ��$��	��+, � ����� ����� ��� ��%� 	����	��� $����-

�� v�  (��%� �
���
��� ��	%� A��� M � v �

� , �$� c – 	����	�1 �����). 
� ������ ��$���%���	���� ��$��$� ��;�� ����
�
�� ��$������$�
���-
�� 	�;�	���

� ����;�4�	� � � ��$� 	%����� �����%�4� ��%����1 �� 
�
�%�����	��� ��*�
��. 

�
	
��� �����
���� ��
������� ���� 

� ������ $�

��� ��$��$� ��� 	������	� 
������� 
 �0� � , 
����%�-
�����$
� (������'��
� ���%������$
�	�� 0� � ) � ���4;�� ��	��-
�

� �
���
�� �$�%1
� ���%�����	��+ pc  � cv . 

����� ����, ���$��%�����	�, ��� � ��		����������� ������ ��	��	�-
���� ��^��
�� �$�%�
�� ���%�. "���
�� �������& �%�����& &��� 
���	����	� ����������� '"����, ��%�4;���	� �$
��� �� �	
��
� 
����
�
�+ ���������	��+ ��$��$�
�����. ����
�
�� <+%��� �	��%1��-
4�	� ��� ��	���� $�- � 	����������� ������� (
�������, � 	��%�� E���-
%�), ���$� 
�����$��� �������1 	�������	�1 ����. ��� �������4� ���-
��$�

� ���������	��� � ��	������
��%1
� �		%�$���
��, ��� ��	%�� 
A��� M 0,5�  ��� ���
� ��		��������1 ��� 
�	�������4 ��$��	�1. 
!�� �
���
��� M 0,5�  ��� �����
�� ������ ������� 
�����$��� ���-
����1 	�������	�1 ����. &�		�����
�� ���� ��� �$��%1
��� ������
� 
��� ��	����� ��	���$�%�
�� $��%�
�� 
� ������
�	�� ��������� ��% � 
��� ��	����� 	����	��+ � ���������� ���� 
� $�	�����
� ��%1*�� ��	-
	���
�� �� ����$�+ ������
�	�� �%� �� ������$
� ��%�	��+. 
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���������
 �����
 �
	
��� 

���" %������! 
����4� ��$��	�1, ��� �����
�� $����
�� ��-

����+ 
�����$��� �������1 	�% �
����

��� ���
�� � ���%������$-

�	�1, ���	%��%�

� ��%���%��
� $����
���. �����
�� �����+ ��$-
��	�� �%� ���� ����� ��1 %���
��
� �%� �����%�
�
�. (��������� 

����4� ����� ����
��, ��� ������� ��	��' ��$��	�� 	%�$�4� �� ���-
��������, ���$	���%�4;�� 	���+ �%��
� �����, ����$�%���� ��
-
������'��+ ����$� ���
�', ����
�����4;�� $����
�� ��$��	��. 

���������, ����$�%�4;�� �%��
�� �����	�� 
� �������� $����
�� 
��$��	��, 	%���� ���� ��"������, �����������4;�� 	���+ ��
�*�
�� 
	�% �
��'�� � 	�%�� ������� ���
�� 

 Re ,
D D�

� �
� �
v v
� �

  

�$� v�  – ��������
�� 	����	�1; 
D  – ��������
+ ������; 
� � � �  – ������'��
� ��
�������	��+ �����	��. 
!�� Re � �  ��$��	�1 ���
� ��		��������1 ��� �$��%1
�4. �%� 

���	�
�� ������ ����
�+ �	��%1��4�	� ��������� )����–�����. A��-
$� ������
�	�14 ����$��� ��%� � �����+ ��$��	�14 �	��$� 	�;�	���4� 
	�% ��%���%��
��� 	'��%�
��, �����$�;�� � ����, ��� ���%���4;�+ � 
����$�+ 	��
�� 	%�+ ��$��	�� ��%
�	�14 ��$��������	� («���%�����» � 

�+). =������	���

� ����� ���
��
� �	%���� � ����
�
��� J��1�-
=���	� 	�	���� � �������
�� = 0v

�  
� 
���$���
� ����$� ������
�-
	���. �������, ��� �$�	1 �������	� ����;�
�� � 
�%1 ��� 
����%1
�+, 
��� � ��
��
'��%1
�+ �����
�
� 	����	��, ���$� ��� ��� ���
��
� 
�	%���� � ����
�
��� <+%��� �����4� ����;�
�� � 
�%1 ��%1�� 
��-
��%1
�+ �����
�
� 0n �v  (�	%���� 
��������
��). 

������
����
 �
	
��� 
�����
�� ��$��	��, ��� ������� ���������� ��	��' �	��� ����-


�4�	� �� �����
�, ��� ���� ����
�
�� ���� ���������+ ����� 	%���+-

+ ��������, 
������	� �����%�
�
�. !�� ����������� ���%���� 
����� ��	�� 
�����%��
��, ��	����$��
�� ����
�
�� 	����	�� � $����� 
���������� ������ ��� �� ��%���
�, ��� � �� 
�����%�
�4 (��%1	�'�� 
��$��$�
�����	��� ��%���
 � ��	��' ��$��	��). 

��������� ������$� �� %���
��
��� � �����%�
�
��� ����
�4 ��-
%���	� �������	��� �
���
�� ��	%� &�+
�%1$	� Re�� , ��%���
� �������� 
����	�� �� ��������� � 	������� ������. 
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!�� �����
�� �����%�
�
� ����
�+ �����$��	� 	����	����	��� �	-
��$
�
�� �� �����
� � �� ��
�*�
�4 � ������ ��	��' ��$��	��. =�	���-
%�4;�� ������� $�+	�����%1
�+ ��
���

�+ (�	��

�+) 	����	�� ������ 
u , v , w  � $�

�+ ����� ���	���
	��� ���$	���%�4�	� � ��$� 	���: 

 u u u � � ,        , � �v v v         ,w w w � �      (1.5) 
������          u u !! ,             !!v v ,           w w !! . 
C$�	1 u , v , w  – 	�	���%�4;�� ������� 	��$
�+ (��	�
�+) 

	����	�� ������; 
  u ,  v , w  – ��%1	�'��

� 	�	���%�4;�� ������� 	����	��. 
=��$
�� ��	�
�� 	����	�1 – ��� 	��$
�� 	����	�1, ��%���4;��	� � 

����%1���� �	��$
�
�� �	��

�+ 	����	�� � ���$�+ ����� ���	���
	��� 
�� ������ �����
�, ���� 
�����%��
�	�1 �	��

�+ 	����	�� 	�%�����-
%�	1 � 	��� 	��$
�� 	����	�1 ���$	���%�%� 	���+ �%��
� ��
�4;�4	� 
��
�'�4. 

!�$	���%�� (1.5) � ����
�
�� J��1�–=���	� � �����	��� �%�
 
������� ����$�� ��%�	�� ��
�	���%1
� ��%1	�'��

� 	�	���%�4;��, 
���
� ��%����1 ����
�
��, ���	��4;�� �����%�
�
�� ����
�� ��$-
��	�� (��������� ��"������). 

!�� �����
�� �����%�
�
� ����
�+ ���$��%�����	�, ��� �	��$-

�

��, � �����

�� �*� 	�	%�, $����
�� ���
� ��		��������1 ��� 
$����
�� 	�%�*
�+ 	��$, ������� �������������	� 	��$
�� ��	�
� 
$��%�
��� p , 	��$
�+ ��	�
�+ 	����	�14 v� , 	��$
�+ ��	�
�+ �%��-

�	�14 �  � 	��$
�+ �����������+ T . 

!�%1	�'��

�� $����
�� 	�������	� 
� �	
��
�� ��$��
� ��%�-
��%��
��� $����
�4. �
� �����$�� � ����, ��� ����%�4�	� $���%
�-
��%1
� 	�% �����%�
�
��� ���
��, �����%�
�
�� ���%������$
�	�1 � 
�����%�
�
�� $�������. 

�������
��
 �������	���� ���� 
��� �%� ������
� �*�, ��%1*�� �
���
�� ��	�% &�+
�%1$	� ����-

��%�
�
 ��%�+ �����	��, �� �	�1 ��� ��%1*�� Re ��$��	�1 ���
� ���$-
	�����1 ��� �$��%1
�4. �$
��� ����� ����%���
�� $%� ���%1
�+ (�����+) 
��$��	�� 
������$
� ��%��� ��������� 	��
��. >��
��
� �	%���� $%� 
����
�
�+ <+%��� �����4� %�*1 �	���
���
�� 
����%1
�+ � ������
�	�� 
�����
�
� ������� 	����	�� 0n �v , ��	���%1
�� �� 	�	���%�4;�� �	��-
��	�, ����;� ������, ��
��
�+. A��$� ���, � ���%1
�+ �����+ ��$��	�� 
	����	�1 
� ��������� 	��
��� $�%�
� ��1 ���
� 
�%4: 0�v

� . 
��	4$� 	%�$���, ��� ��� ��%1*�� ��	%�� &�+
�%1$	� ��$�
�� 	��-

��	�� $� 
�%� ��$�� ����	��$��1 ����� ��%
�	�14 � ��
��� ���	��
��-

�� 	%�� (�&������� ���) ��%;�
�+ " , �����+ �������������	� 
�-
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%����� � 
�� �
�����%1
� ���$��
��� 	����	��. "���
�� � �����
��-

�� 	%�� ����� ��1 ��� %���
��
�, ��� � �����%�
�
�. 

&�		������ ������
�� ��$��	�14 �%�	���� ���	��� ������
�	�� ��-
%�. �	� ����$�
�� x, y ������ ���, ��� �	1 x 
�����%�
� �� 
�����%�
�4 
������
��, � �	1 y – �����
$���%��
� � �	� x �� 
�����%�
�4 �
�*
�+ 

����%�, �����$�

�+ � $�

�+ ����� ������
�	�� ��%� (��	. 1.1). 

�$�%1 �	� x 	����	�1 ��
���	� 
��$%�

�, � �$�%1 �	� y ����	��$�� 
������ ����
�
�� 	����	�� �� 
�%� 

� 	��
�� $� ��
��
��� �
���
�� 
� 
��		���
��� ����$�� ��%;�
 "  ��-
���
��
��� 	%��. � 	�%� ��
��	�� 
�����
��
��� 	%�� ��� ���	�
�� � 

�� ����
�� ��$��	�� ���
� ���-

��1 	%�$�4;�� $���;�
��. 
� #���
�
�� ��$��$�
�����	��� 

���������� �$�%1 ���$�%1
�+ 
����$�
�� x �
��� ��
1*�, 
��� �$�%1 �	� y: 

 ,a a
x y

� �
!!

� �
 

�$� a – 
�������� ��$��$�
�����	��� ��%���
�. 
� � �����
��
�� 	%�� ��� ��	��	���� �%�������	��� � ���
��
� 

��%�+ 
�� �������
��� ���$��
�� $��%�
��, �� �	�1 

 0p
y

�
�

�
. 

� "���
�� � �����
��
�� 	%�� ����	��$��, � �	
��
��, ����%%�%1
� 
���������+ ������
�	��, �� �	�1 
 .y x!!v v  
= ������ ���� $���;�
�+ ����
�
�� J��1�–=���	� 	�;�	���

� 

����;�4�	�, � ��%���

�� ��� ���� 	�	���� ����
�
�+ ($%� %���
��-

��� ����
�� – ��������� *�������) � ��$� 	%����� $���	���� �
�%���-
��	��� ��*�
��. 

����!����
 �
	
��� 
!�� ����������	��� ��$�%�����
�� ������� ���'�		�� � '�%�� 

��$� ���
���	��� �	���+	�� 
�����$��� �������1 $������
�	�1 ����-
���� ��%�. >�$������$�
����� �
������
� 	��$ ��%�����	� �� �%�		�-
��	��+ ����
��� «��	����» ���� 
�%����� � ������� ������ ��$��� �%� 
����$� (��
$�
	�����

�) ��	��' ���%��
� ��������, ������ ��-

 
���. 1.1. �$��� ������� 

� �&������� ���: 
x, y – ��������; 

"(y) – ��0��� ��� 
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��� ����
����1	� 	 ����� ��
�����	��+ � ���%���+ �
�����+. A�		��+ 
��	��$ ��
$�
	�����

� ��	��' ����� � 
�	��%1�� ��� �����	��$��1 
��	��$ ���� � 	�;�	���

� ��
��1	� �� ������ ����
�� �� 	��� ������$� 
�� �� �$
��� �������
��� 	�	���
�� � $����� (�	����
��, ��
$�
	�'��, 
����
�� ��	��'). !�	��%1�� ����
��� $����
�� �
������
� 	��$ ��-
�%4����	� � ��%���
�� ������� 	�%��� ���� �
���
� ��	��' � 	����-
���$���	� ���%�����
�� ���$� ����� � ��	��'���, ��������
��� 
�-
�� ��	��', �� ��	���, �����%�'��+, $���%�
���, �� ��*�
�� ��$��� � 
$����
�� $������
� ����
�+ ��%���	� ��	1�� 	%��
�+ ����%���+. 

!�� ���������	��� �		%�$���
�� $������
� ������� � ����	���-
	�� �� ��		���+ ��
'�
���'�� � $�	���	
�	�� ��	��' ��
$�
	�����
-

�+ ��� �	��%1��4�	�, � �	
��
��, $�� ��$��$�. 
� !���+ (����;�

+) ��$��$ 	�	���� � ���, ��� 
� ��������	� 

�%��
�� $�
�����	���� � ���%����� �����$��
�� ��	��' 
� ����-
���� �������� ������. !�� ���� �� ����
�� ��		����

� ����-
������ �������� ������ � �		%�$����� ��%� ����
�� ��		�����4�-
	� ���������� ��	��' 	 �	��%1����
��� ���
���

� $������
-
'��%1
� ����
�
�+ $����
�� ��	%�$
�� (���������" ��$�). 
��

+ ��$��$ �����
�� $%� 
��	���� �
���
�+ ��^��
�+ ��
-
'�
���'�� ��	��' � ������ 0,02 0,05VC ! # . 

� ������ ������ ����$�� �	
���
� 
� ���$�
�� ��
���� �
���	����-
	�
�+ �
�������������
�+ ���������
���4;�+ 	��$, �� �	�1 
	��$, � ���$�+ ����� ������+ �����	� 	��%1�� 	����	��+ � �����-
�����, �� ������ ��%���	��� ��� 	�	���� 	��$�. �������
�� 	��$� 
��� ���� ��		���������	� ��� 	������
�	�1 $��� ���������
�-
��4;�� ��
��
����� – «��	����» ���� � «����» ��	��', ���4;��� 
	��	���

� �
���
�� 	����	��, ����������, «�%��
�	��» (��
-
'�
���'�� ��	��'), 
� 
� ���4;��� $��%�
��. "���� 	��������'�� 
� 
�	���;�� ����� ��%���	� �	
���+ ��%1*�
	��� 	������

� 
��$�%�+ ��	���� �
������
� �������. 
"
�����#$�
 ������ 
J����%�� 	%��
� ��%���	� ����������	��� ��$�%�����
�� �����-

��4;�� 
��$��������	��� �������. ��	����
�� ����
���	�� � ��%
�-
� 	������	���4;�+ 	�	��� ����
�
�+ �	�;�	��%���	� 	 ����;14 
����%���
�� 
����� ��$�%�+ ������	��� ���'�		��, �������4;�� � 
������ 	 ������	���� ����'����. =����
1 ��$���
�	�� ���	�
�� ���� 
���'�		��, ��� �����%�, ����
���
� %��� �� 
�$�	�����
�+ �����

�-
	�14, %��� ���	%���%1
�� ������
�	���� �	��%1����� ����14��-
���. !�� ���� 
�����$��� ��	����
�� �$�����
� ��$�%�+ $%� 	%�-
$�4;�� �	
��
� ���'�		��. 
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� 2������������ – 	 �	��%1����
��� ��$�%�+ 	 ����
�
���� $%� 
������'��
��� �����%�
�
��� ����
� %��� 
���	��$	���

� $%� 
�����%�
�
� 
������
�+. 

� ����������" ���������� – 	 �	��%1����
��� �
�����-
$������
'��%1
� ����
�
�+ ������ ����
�	� ��%���
��. 

� 3��������� ������� – ��%4��� ��$�%�����
�� ���$������%1
� ����-
��*�

� � $�������

� �%���
, ��������
�� ������
�4;�� ��-
;�	��, ������	��+ ��
�����, � ����� ���� �%��
�� 	������� �����-
%�
�
�	�� 
� 	��$
�� �� �����
� 	����	�� ������	��� ����'�+. 
�������, ��� 
����%�� 	%��
�+ ��$���+ ��%���	� �����%1
�� ���	�-


�� 	%��
� ������	��� ����'�+ � �����%�
�
� �������4;�� ������� 
�����
���%1
� � ��
����
� �	���+	����. �	���

� �	%��
�4�	� ��$��� 
����������	���� ��$�%�����
�� � 	%���� $������
� �������4;�� ����-
���, ��� ��*�
�� ������ 
���$� 	 ����%����� �
���
� $������
� 
������� 
��%�$��4�	� �������
�� �$�����
��� ���	�
�� 	����	�� �	��-
��
�� � ����
�� ����%1 � ��������	�+ � �		%�$����� ������. 
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2. #
����� ������ 	�"��'�����  
� �������������� ��������� ��!�
(����� 

�!������ 

&���%1��� %4���� ������
�� ����� ��%�4 '�

�	�1, �	%� 
� �����-

� �����*
�	�1, 	 ������+ �
� ���%
�
�. X��� �����%� ��	%�

�+ 
�'�
�� �����*
�	��+ $��
� � $���%1
� ���������
 
� �	
��� ������ 
������
�	��+ � ����������	��+ 	����	����, ��� 
� �	��$� ��%1��4�	� 
$��� ���
� ��	������
�����. <�� 	����
�, ��-��$�����, 	 ���, ��� 
������ �����*
�	��+ � ��$� ��	���+ ��%�����	� 	%�*��� 
���������
�, 
��� ���������� ���������, %��� 	����*�

� �	����
� � 
������� ��-
��$���	��� ��	�����. J����%�� �$��
�� ��%���
��, 	�����4;�� 	���-
��	�1 ��$��$� � ��������	��4 
�����%�

�	�1, 	�$�����	�, �� 
�*��� 
�
�
�4, � ��
�������� �.�. ��		�
$����+, �.�. E���$��� (1970) � 
�.J. C�+$�%� (1985). 

2.1. !�$��� �!������ 
���$��� ������	���� ��^���� ���	�; ��$ 	��+	��, ��%1*�
	��� 

�� ������ ���
� ������1 ��	%���. ��� �� �
�
�� ��������	�� 
����-
���
� ���	��1 ��^��� ���, ���� �� ���	�
�4 ���
� �%� $�	�����
� 
���
� ��	�������	�� ���� ��^��� (
�������, $%�
� � $������ 	����
�). 

�%� ����$�%�
�� ��	%��� ���������	��� 	��+	��� ��^���� 
���-
��$��� ����$�%��1, �� 	��%1�� ��� $�

�� ��� ���������	���� ��%1*� 
(�%� ��
1*�) 	������	���4;�+ ���������	���� $������ ��^����, ���
�-
��+ �� �$�
�'�. 

4��������� 
������	� �����'�� 	���
�
�� ��%���
 �		%�$����-
�� ��^���� 	 ��%���
�+ �$�
��
��� ��^���� (���%�
�). &�������	�, 
� 
�������� 
����$� 
� ��%1��4�	� 	���
�
��� ��������� ��%���
 	 �	-

��
�� ���%�
��� (��%������, ����, 
�������). ���	�� ����� ��%1-
��4�	� �������������� ��������, ��� �%� �
� 	��	���� 	����

-
�� 	 ���%�
�� (%�
�+��, ���������, ��������%1
� �����	���, ��	, 
�%�������������%1
� ������ � �. �.). 

�������, ��� 
������ ������
�� 
� ����� ��1 ���%
�
� ��	�-
%4�
� ���
�; ��� ����%1��� �	��$� 	�$����� 
�������4 �����*
�	�1. #�-
����
��, ������ �%� �����$�
 ��� 	���
�
�� ��������%1
� �����-
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��� 	 ���%�
���, ����� ���%� �����*
�	�1. �����$
�, ��� ��� ������-

�� ����� ��������� 
�������
�, ��� �����%�, 	$�%��1 �����*
�	�1 
��
1*�+, ��� ��, ������� ����$�%���	� �����*
�	�14 	����� �������. 
J�%1��, 
�������, %�
�+��+ 	 ��
�	���%1
�+ �����*
�	�14 0,1 % (1 �� 
*��% 
� %�
�+�� $%�
�+ 1 �) �������1 $%�
� 	 �����*
�	�14 0,01 %. 

� ��$��� ������
�+ ���$�� 
� ��%1�� 
����$�
�� 	���+ ��%���
, 

� ����� � �'�
�� $���;�

�+ ��� ������
�� �����*
�	��. 

#�����
�� $�%��	� 
� ������ � ��������. � ����� ������
��� 
�	����� ��%���
� 
���	��$	���

� ����$�%���	� �� ������
��� �����-
�� (%�
�+�� – ��� ������
�� ��		���
��, ��
������ – ��� ������
�� 
$��%�
��, ���������� – ��� ������
�� 	�% ���� � �. $.). 

�$
��� �����$� ��;� �����$��	� ��	��

� ������
��, ���$� �	��-
��� �
���
�� ���������+ ��%���
 ��%���4� ��	���
� ����� �� ��-
��%1����� 
�	��%1��� ����� ������
�+. !�� ���� ��	��� ���������+ 
��%���
 ����� �����$��1	� 	 �	��%1����
��� %4�� ����������	��� 
�����'�+ – �� ���	��+*�� �%��������	��� �����% $� ��*�
�� 	������-
	���4;�� �����
� ��$�� ����������	��+ ������. � ����	��� ������� 
���	��+*��� ��	��

��� ������
�� ���
� �����	�� ����$�%�
�� �%�-
;�$� ��������%1
��� S �� ������

� 	����
�� a � b: 

 S a b� � .  
� 	%��
�+*�� ��	��

� ������
��� ��
�	��	�, 
�������, ��$�-

�� ����������, 	����

� 	 ����$�%�
��� ��
������'�� �
����

��� 
��^���� �%� ����
� �� $�

� �
��������	
��� ���	������
�� ��
$�-
��4;�� ��%���
���. 

��� $%� �����, ��� � $%� ��	��

� ������
�+ 
�����$��� 
�+�� 
�� �����*
�	�1, �� �	�1 ��	���$�
�� ������

�+ ��%���
 	 �� �	��
-

� �
���
���. !�$����
��, ��� ��%���
� �����*
�	�� ��
��1 ���
� 

�������
�. b	%� � � ���%� ����$�%��1 ���
�	�1 ���$� �������-
�� � �	��

� �
���
����, ��, ������� �� � ��$� ��������, 	���� �� 
��%���%� � ���
�� �	��

�� �
���
��. 

� $�+	�����%1
�	�� $�%� ��	���� 	%��
��. A � %��*�� 	%���� 
����� %�*1 ������1 ($� � �� ����%���

�) �
�����% ������
� �
���-

�+ ������

�+ ��%���
 ���x , �
���� �������� ��	��%���
� �� �	-
��

�� �
���
�� ���x :  

 
 � 
 ���� ��� ���x x x x x� $ ! ! � $ . (2.1) 
��%���
� x$  
������	� ����!��" �&��5����! ������
�+; 

��� ��
1*� x$ , ��� ���
�� ���%
�
� ������
��. 
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2.2. ��	� 	�"��'����� 
!����*
�	�� ������
�+ $�%��	� 
� 	�	��������	���, 	%���+
� � 

����� (�������). 
��������������� �&��5���� ����4�	� ���������, $�+	�-

��4;��� �$�
����� ������� ��� �
�������
�� �������
�� �$
�� � 
��� �� ������
�+. J�������, ����*���
�� ��%� ��� ����� ����
� ����-
��$�. C
�� �%��
�	�� ���� � ��;�	���, �� �������� 	�	���� ����*����-
��� ��%�, ��� �����*
�	�1 %���� ���	�1. 

�����"��� �&��5���� – ��� �����*
�	��, ������ ��%���4�	� 
$��� �� $���� � ��$�%1
� ������
���, � ��� ���%���� ���4� 	%���+-

�4, 
�����	�
�4 
�� ��%���
�. 

�%� 	
���
�� 	%���+
�+ ��	�%4�
�+ �����*
�	�� x$  (���%�
�
�� 
������

�+ ��%���
 �� �� �	��

��� �
���
��) �����$��	� 	���� �� n  
$��%���4;�� ������
�+ � ����$�%���	� ������� ������������� ��-
��%1����� 	���� ������
�+: 

 
1

1 n

i
i

x x
n �

� % . (2.2) 

	����� �&��5���� – ��� �����*
�	��, 	�;�	���

� ����*�4-
;�� ���$���� ��� $�

� �	%����� ������
�� (�*���� � ����	� ��-
����
�+ �%� � ������
�� ��	���� ������� � �. $.). 

!�� ����������	��+ ��������� ����%1����� ������
�+ 	�	������-
��	��� �����*
�	�� ������4� (�� ������
�	��) � ��$� ��������, ���-
�� �����*
�	�� �	�%4��4�, � �����%� ����$�%�
�� 	%���+
� ��-
���*
�	��+, �	
���

� 
� ������ ������
�	��+, ��		������ 
���. 

����	��� ����%1����� ������
�+ �$��
� ��		��������1 
� � ��$� 
��	�%4�
�+ �����*
�	�� x$ , � � ��$� �� ��
�*�
�� � 
�+$�

��� �
�-
��
�4 ���������+ ��%���
 

 100%
���

xx
x

& '$
" � �( )

* +
, (2.3) 

������� �������	� � ���'�
��� � 
������	� ���������" �&��5-
����!. 

2.3. �������������& ��������� ��!�
(����� �!������ 
&�		������ ���
�+*�� ����$�%�
�� � �����%� ����������	��+ 

��������� ����%1����� ������
�+. �%� ��������	���� �	��%1����
�� 
����� ����	��4 ����� ���%
� $�	�����
�. 
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����
%����� ���
����� ���
�
�� 
!���%�
�� ���� �%� �
��� �
���
�� ���������+ ��%���
 ix  � 

���'�		� ������
��, � �
���� � ��	�%4�
�+ �����*
�	�� i ix x x$ � � , 
��%���	� 	%���+
� 	������. =%�$�����%1
�, 	�;�	����� 
�������� 
������
�	�1 ����%�
�� ���+ �����*
�	�� � �
�����%� id x$ . 

C� ������
�	�1 
 �i iy x d x$ $  ����%�
�� ��	�%4�
�+ �����*
�	�� 

ix$  � �
�����%� id x$  ���
���4� ��
�*�
�� ��	%� �	�� �
���
�+ ix$ , 
����$�4;�� � �
�����% id x$ , � ��	%� �	�� �
���
�+ ix$  (��� n � � ). 

� ������ ������
�	��+ ���������	�, ��� 	%���+
� �����*
�	�� 
ix$  ��$��
�4�	� ��������� ����� �������������, �����+ ���	��-

��	� �����%�+ >��		� 

 
 �
2

2
1 exp
2 2

i
i

xy x
& '$

$ � �( )( )� , �* +
, (2.4) 

�$� 
 �iy x$  – �%��
�	�1 ��	���$�%�
�� ������
�	��+; 
2�  – ��	���

�� ��%���
�, 
�������� $�	���	��+ ��	���$�%�
��. 

<�� �����%� ��%���
� ��� 	%�$�4;�� �����
� $���;�
���. 
� !����*
�	�� ix$  ����� ���
����1 
������
+ ��$ �
���
�+. 
� !�� ��%1*�� ��%���	��� ������
�+ n  �����*
�	�� �$�
�����+ 

��%���
, 
� ���
� �
���� 
 �ix-$  �	�����4�	� �$�
����� ��	��, 
�� �	�1 ��	���$�%�
�� 	��������
�. 

� F�	���� ����%�
�+ �����*
�	��+ ���
1*���	� 	 ���%���
��� ix$ , �� 
�	�1 ��%1*�� �
���
�� �����*
�	�� 
��%4$�4�	� ����, ��� ��%�. 

>������ ����	���	�� (2.4) 
�����$�
 
� ��	. 2.1. $%� 
�����-
�� �
���
�+ �. #� �������� ��$-

�, ��� ��� ��%1*� �
���
�� �, ��� 
*��� ��	���$�%�
��. !�� ���� 
�%�;�$� ��$ ������ 
 �iy x$  	 
���%��
�� �
���
���� � �$�
�-
���. ��	���	�� 2�  ������������� 
�	����� ���
1*�
�� ������
�	�� 
����%�
�� �����*
�	�� ix$  	 ��	-
��� ��%���
 ���+ �����*
�	��. 

� ������ �����*
�	��+ ���-
$��	� ��
���� «�����������" 
��������» 

���. 2.1. 7��� ������������� 	�����
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 �,i ix x x x� $ � $ ,  (2.5) 
� �����+ �� ����$�%�
�4 ����$��� �	��

�� �
���
�� ���������+ ��-
%���
 ���x  	 ��$�

�+ ������
�	�14 �. 

8���������" ���������! (����%����!) ����%1���� ������-

�+ 
������	� ������
�	�1 � ����, ��� �	��

�� �
���
�� ���x  ����-
�����+ ��%���
 ����$��� � $�

+ $�������%1
+ �
�����% (2.5). 

 
 �i ��� iP x x x x x� � � $ ! ! � $ ,  
�$� P – ������
�	�1 	�����. 

�%� �'�
�� �
���
�� 	%���+
�+ ��	�%4�
�+ �����*
�	�� ix$  ��-
$�%1
��� ������
�� 	�;�	����� 
�	��%1�� 	��	����. J����%�� ��	���-
	���
�
� �'�
�� 	 ����;14 ������" ������������" �&��5���� nS , 
������4 �
��$� 
����4� ���������" �&��5����!, �%� �������-
�� ��������": 

 

 �2

1

1

n

i
n i

i

x x
x S

n
�

�
$ � �

�

%
.                          (2.6) 

!�� ���%���
�� ��	%� ������
�+ ��%���
� 	��$
�+ ���$������-
	��+ �����*
�	�� ��$�%1
��� ������
�� nS  	������	� 
� � 
�%4, � � 

��������� 	����	����	���� ���$�%�, �����+ 
���$��	� ��� ��	����� 

�����$�%�

�	�� � �  � �����
�� (2.6) ��� n � �   

 lim n

n
S

��
� � , (2.7) 

���$��� �������� 2� ��%���	� $�	���	��+ ��	���$�%�
�� (2.4) �%� ���-
������" ��������". !�� ���� 2�  ��%���	� &��������" ���������" (��� 
n � � ), � 2( )nS  – ������" ���������" (��� ����
���

�� ��	%� ��-
����
�+ n). ��%���
� �  �%� nS  ���
� ���������1 ��� �����*
�	�1 ��-
��$� ������
�+. 

&�������	�, ��� ��%1*�+ 
�$��
�	�� �  � �������, ��� ��%1*� 
��%�����	� 	������	���4;�+ $�������%1
+ �
�����%, � 
�������, ��� 
��%1*�+ $�������%1
+ �
�����% � ��$���, ��� ������
��, ��� ����%1-
��� ������
�+ 
� �+$�� �� ��� ���$�%. 

"���� �������, $%� ���������	���� ��%���
 �����*
�	�� 
���-
��$��� ��$��1 $�� ��	%� – $�������%1
+ �
�����% ix$  � $�������%1-

�4 ������
�	�1 �. �����
�� ��%1�� ix$  (��� 	������	���4;��� � ) %�-
*�
� 	�	%�, ��� ��� 
�����	�
�, 
�	��%1�� 
�$��
 ��%���

� $�
-

�. C
�
�� �  �����%��� �'�
��1 	����
1 $�	�����
�	�� ��%���

��� 
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����%1����. J�����$���� 	����
1 
�$��
�	�� ����$�%���	� ���������� 
�������$��� ������
�+. ��%���
� � �������	� ��� ��%1*�, ��� ��-
���	���

�� �������$��� ������
��. J�������, ��� ������
�� $��-
����� ���*
� ����'��

��� $������%� �������	� �
�����%1
� ��%1*�� 

�$��
�	�1, ��� ��� ������
�� $������� ��%�	� �����. 

��%�� �	���� 	����
1 
�$��
�	��, ��������� ��� �����	���

� 
������
���, ��
�����, ��� ��� �� �����$�
�� 
��
� ������1 ��%1*�+ 
(� $�%�� � ) $�������%1
+ �
�����%. !�� ���
� ������
��� ���
� 
���
���4� 0,9� �  �%� 0,95� � , $%� �������+
� �����	���

� 

0,999� � . 
�$��	��� �����
�
�� 	��$
�+ ���$������	��+ �����*
�	�� � ����-

	��� �	
��
��� ��	%�

��� �����
�� 	����
� ���
�	�� (���
��, ��	-
�������$���	��) ������
�+ ���%4����	� � ���, ��� ���+ ��%���
� 	���-
���	����� ���%
� ����$�%�

�� �
���
�� $�������%1
�+ ������
�	��. 
!�� %4��� �
���
�� $�	���	�� 2�  ��%���
� $�������%1
�+ ������
�-
	�� � �$
��
��
� 	����
� 	� �
���
��� $�������%1
��� �
�����%� ix$ , 
�����

��� � $�%�� � , � ����� ��1 ��		����
� 	 ����;14 �
�����%� 
������
�	��: 

 
2

0

2 exp
22

ix
ix t dt

$ � & '$& '� � �( )( ) ( )� ,* + * +
� ,  

�$� t x� $ � . 
"��%�' �
�����%� ������
�	�� �����$�
 � ��%1*�
	��� 	���-

���
���� �� ����������. !����$�� 
������� �
���
�� �: 

 
��� , 0,6827,
��� 2 , 0,9545,
��� 3 , 0,9973.

i

i

i

x
x
x

$ � � � � .
/$ � � � � 0
/$ � � � � 1

 (2.8) 

!����$�

� �
���
�� � ��%��
� �����
��1, ��� ��� �	%� � ���%�-
��'��� �����$�
� �
���
�� 	��$
�+ ���$������	��+ �����*
�	�� (�, 2� 
�%� 3�), �� 	������	���4;�� �
���
�� $�������%1
�+ ������
�	�� � 
���
� 
� ������4�	�. 

����
%����� �
��� ���
�
�� 
�*� � ����$�%�%� $�������%1
�4 ������
�	�1 � $%� ��$�%1
��� 

������
�� ix , �� �	�1 ����$�%�%� ������
�	�1 ����, ��� ������

�� �
���-

�� ix  
� ��$�� ���%�
��1	� �� �	��

��� �
���
�� ��%�� ��� 
� ix-$ . 

�����$
�, ��%�� ���
� �
��1, 
� ����4 ��%���
� ����� ��%�
��1	� 
�� �	��

��� �
���
�� 	��$
�� ����������	��� �
���
�� (2.2) 	���� ��-
����
�+ x . � 	������	���� 	 '�
���%1
�+ ���$�%1
�+ �������+ E���-
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���, ��	���$�%�
�� 	%���+
�+ ��%���
 x$  – ����!��" �&��5�-
��� ����� ��������" (�����*
�	�� 	��$
��� ����������	���� �
���
�� 
x ) – ���	����	� 
����%1
� ����
�� (2.4) 	 �
� �
���
��� $�	���-
	�� 2

x� : 

 
 �
2

2
1 exp

2 2x x

xy x
& '$

$ � �( )( )� , �* +
.  (2.9) 

� ������ �����*
�	��+ ������
�, ��� $�	���	�� 2
x�  	���� �� n  

������
�+ � n  ��� ��
1*� $�	���	�� 2�  ��$�%1
��� ������
��: 

 
2

2
x n

�
� � .                                             (2.10) 

!�� ����
���

�� ��	%� ������
�+ ����%���

� �����
��� 
��
���%1
�+ $�	���	�� 2

x�  ��$�� ������
�� $�	���	�� 2n
xS : 

 

 �

2
2

2 1

1

n

in
n i

x

x
SS
n n n

�

$
� �

�

%
.    (2.11) 

!�� ���� ������� �������������� �&��5���� ���������� ����� 
��������" ���
� 

 

 �

2
2

1

1

n

in
n i

x

x
SS
n n n

�

$
� �

�

%
. (2.12) 

!�	��%1�� $�	���	�� ��$�%1
��� ������
�� 2n S  – ��%���
� ��
��-

�� (�����*
�	�1 ����$�), �� �� (2.12) 	%�$���, ��� ��� ��%1*� ��%���-
	��� ������
�+ n , ��� ��
1*� �����*
�	�1 ����$�%�
�� 	��$
��� 
����������	���� n

xS . � ���
'���, ��� n � �  ���
� ��%
�	�14 �	�-
��
��1 �%��
�� 	%���+
� �����*
�	��+ 
� ����%1��� ������
�� x . 

� ���%1
� ������
��� �
�������
� ���%����1 n  	%��
�, �� �	�1 
�������	�� ����$�%���	� n

xS , � 
� x� . !������ ��� 
���%1*�� ��%�-
��	��� ������
�+ n  
����	
���

� ���*���	� ���
�	�1 ������
�+. � 
��$� ����� ����	��4 
� $�%�4� ���%���+ ���$� ��
���%1
�+ 2

x�  � �-
�����
�+ 2n

xS  $�	���	����. 
�%� ����� ����
���

�	�� ��%���	��� ������
�+ n $�������%1
+ 

�
�����% $%� ����%1���� 	���� ������
�+ ( ,x x x x� $ � $ ) ���$	���%���-
	� � ��$� 
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 � 
 �, ,
n

n
x

Sx t n t n S
n

$ � � � � , (2.13) 

�$� 
 �,t n�  – ������'��
� =�14$�
��, ����	�;�+ �� ��	%� �����$�

� 
������
�+ n � �� ����

�+ ��%���
 $�������%1
�+ ������
�	�� �. 

������'��
� =�14$�
�� $%� 
������� �
���
�+ �, ��		����
-

� �� 	������	���4;�� �����%�� ������ ������
�	��+, �����$�
 � 
!��%���
�� 1. !�� ���%���
�� ��	%� ������
�+ (�������	�� ��� 

60 100n 2 # ) ������'��
� =�14$�
�� 	������	� � ���$�%1
�+ ��%���-

�, ����	�;�+ �� ����

��� �
���
�� �. 

!�� ����� $�������%1
�+ ������
�	�� 
�����$��� �������1 ��-

��
�4 '�%1 �����$��� ������
�+. F�� ��%1*� ��$������� �����*-

�	�1 ������
�+ x$ , ��� 	 ��%1*�+ 
�$��
�	�14 � �� �	��

�� �
���-

�� ����$��� � $�������%1
+ �
�����% ( ,x x x x� $ � $ ). �%� �����	�-
��

� ������
�+ 
�����$��� ���%������1 ��� �, ��� � n. 

-3 -2-1 0 1 2 3

y

a)

$x
�x

 -3 -2-1 0 1 2 3

y

�)

$x
�x

 -3 -2-1 0 1 2 3

y

�)

$x
�x

 
���. 2.2. 7������� ����%���� � (��5���$������ ��0���) 

��� �����$ ��������$ xk x� $ �      

� – 1k � , � = 0,68; � – 2k � , � = 0,95; � – 3k � , � = 0,997 

J� ��	. 2.2. ��%���
� 
�$��
�	�� �$�%�
� ��*�������

�+ �%�-
;�$14 ��$ �����+ ��	���$�%�
�� >��		� (�	� �%�;�$1 ��$ �����+ ���
� 
�$�
�'�). !�� ����� xx$ � �  (� = 0,68) �� ���$�% $�������%1
��� �
-
�����%� 
 �,x xx x� � � �  ��� �������
�� 	���+ �� n ������
�+ ����$��� 
(1-�) $�%� �� ��	%� �	�� 	���+, �� �	�1 � 32 % �	�� 	���+ ���%1
�� ��	�-
%4�
�� �����*
�	�1 ��$�� ���$��1 �� ����� $�������%1
��� �
�����%� 
(��	. 2.2, �). 

�
�%����
�, ��$���� 2 xx$ � �  (� = 0,95), ��%����, ��� �� ���$�% 
$�������%1
��� �
�����%� 
 �2 , 2x xx x� � � �  ���$��� 5 % �	�� 	���+ 
(��	. 2.2, �). 
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J���
�', ��� ����� 3 xx$ � �  (� = 0,997), �� ���$�% $�������%1
��� 
�
�����%� 
 �3 , 3x xx x� � � �  ���$��� 0,3  % �	�� 	���+ (��	. 2.2, �). 

&���� 	���� ���
�
�� 
!����$�

+ �
�%�� 	%���+
� �����*
�	��+ ����%1���� 	���� �� 

n ������
�+ ���������, ��� $%� ���
1*�
�� 	%���+
�+ �����*
�	�� 

 
n

n
x

SS
n

�  

���
� �	��%1�����1 $�� 	��	��� – �%��*�
�� ���
�	�� �	��%1������� 
����$� ������
�+ (���
1*�
�� nS ) �%� ���%���
�� ��	%� ������
�+ n. 

!�� ����� ��	%� ������
�+ 
�����$��� �������1 �����������-
���! �&��5���� ��������" ��x$ , ����$�%����4 �%�		�� ���
�	�� 
�	��%1������� ������� �%� $������ �
�%����
�� ��	�����%1	�����. 
J�������, ��� ������
�� $������� �����$� 	 ����;14 ���������� 
	�	��������	��� �*���� 1 �����x$ � . 

���
1*��1 	%���+
�4 �����*
�	�1 �� 	��� ���%���
�� ��	%� ��-
����
�+ '�%�	������
� ��%1�� $� ��� ���, ���� ��;�� �����*
�	�1 ��-
����
�+ x3$  
� ��$�� ��%
�	�14 ����$�%��1	� �� 	�	��������	��+ 	�-
	���%�4;�+. �%� ����� 
�����$���, ���� $�������%1
+ �
�����%, 
����$�%�

+ 	 ����

�+ 
�$��
�	�14 �, �% 	�;�	���

� ��
1*� 
��%���
 	�	��������	��+ �����*
�	�� ��x$ : 

 ��x x$ !! $ . 
!�������	�� ���
� ���
� �$��%�������1	� �����$� ��
�� ��	�-

��� �������
���: 

 
3
��x

x
$

$ �  �%� 
2
��x

x
$

$ � . 

���$� 	%���+
�� �����*
�	�1, ��%���

�� �� ������	� ��$�%1
� 
������
�+ ��
�	���%1
� 	��$
��� �
���
��, ��������	� 	���
���+ 	 
�����*
�	�14 ������� ��x$ , �� ���
�' $�������%1
��� �
�����%� ��-
��$�%�4�	� 	���
�*�
��� 

 
 � 
 � 2
2 2 2,

,
3

n
x ��

t
x t n S x3

� �& '
$ � � � $( )

* +
. (2.14) 

&�		������ �%������ ����� ��	%� ������
�+ 
� 	%�$�4;�� �������. 
#�������	� $������ �����$� 	 ����;14 ����������, ���4;��� 

�����*
�	�1 1 �����x$ � . !�	�1 	��$
�� ���$������	��� �����*
�	�1 
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��$�%1
��� ������
�� 2 ���n S � . ����$�%��, 	��%1�� ������
�+ 
��-


� 	$�%��1, ���� ��%����1 
2
��x

x
$

$ �  	 
�$��
�	�14 � = 0,95. 

C���*�� �����
�� $%� x$  � ��$� 

 
 �,
nSx t
n

$ � � � . (2.15) 

#� (2.15) 	%�$���, ��� ��	%� ������
�+ ���
� 

 

 �

2
, nt S

n
x

� � �
� ��

$� �� �
. 

!�$	���%�� 
 �0,95, 2t � � , 2 ���nS �  � 0,5 ���x$ � , ��%���� 
64n � . "���� �������, 
�����$��� 	$�%��1 ��%�� 60 ������
�+, ���� 

	%���+
�� �����*
�	�1 ����
�%� ��;�4 �����*
�	�1 ����%1���� ����-
��
�+ 
� ��%�� ��� � ��%���� ���� ( 1 �����x$ � , 0,5 ���x$ � ). 

=%�$��� �������1, ��� ���%���
��� ��	%� ������
�+ ���
� �	���-

��1 �%��
�� 	%���+
�+ �����*
�	�� 
� ��
��
+ ����%1��� ��%1�� � 
��� 	%����, �	%� 	��$
�� ���$������	��� �����*
�	�1 ��$�%1
��� ����-
��
�� 
� ��%�� ��� � 
�	��%1�� ��� �����	��$�� 	�	��������	��4 ��-
���*
�	�1. !�� ��%1*�� �
���
��� n S  $%� 	�;�	���

��� ���
1*�
�� 
��%� 	%���+
�+ �����*
�	�� �����4�	� 	��
� � �	��� ������
�+. 

!�� ����+ 	����'�� $%� ���
1*�
�� ��;�+ �����*
�	�� ����%1��-
��� ������
�+ 
�����$��� ��$���%1
� ��
��1 ����$���, 	 ��� ���� 
	�;�	���

� ���
1*��1 	%���+
�4 �����*
�	�1 ������
�+. 

����
%����� ����
���� ���
�
�� 
&�		������ 	%���+ �������$ ��������", ���$� �	����� ��%���
� z  

��%���	� ��
�'��+ 
�	��%1��� ������

� , , , ...a b c , �
���
�� ������ 
����$�%�4�	� �� 	���� ����� ������
�+: 

 
 �, , , ... , , , , ...z f a b � A B C�  (2.16) 
�$� , , , ...a b c � ����%1��� ����� ������
�+; 

, , , ...A B C ���	%��� ��
	��
�. 
�%� ���$�+ 	���� ����� ������
�+ ��%���
 
 �, , , ...a b c , ���$�-

;�� � ����$�%�
�� �	����+ ��%���
 z , �����$��	� ����������	��� 
��������� ����%1����� ������
�+, �� �	�1 ����$�%�4�	� �� 	��$
�� 
����������	��� �
���
�� � $�������%1
� �
�����% �� ��		�����
-

� �*� ����	���	���: 
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,
,
,
.

a a a
b b b
c c c

� - $ .
/� - $ /
0

� - $ /
/1����

 (2.17) 

!�� ���� $%� �	�� ��������� ��%���
 
 �, , , ...a b c  ��$���	� �$
� � 
�� �� �
���
�� $�������%1
�+ ������
�	�� �. 

� ���$��%���
�� a a$ !! , b b$ !! , c c$ !! , … ���
� �������1, 
��� ��	�%4�
�� �����*
�	�1 ����%1���� ��	��

� ������
�+ ���
� 

 
2 2 2

2 2 2 ...f f fz a b c
a b c

� � �& ' & ' & '$ � $ � $ � $ �( ) ( ) ( )� � �* + * + * +
, (2.18) 

�$� �������$
� , , , ...f f f
a b c

� � �
� � �

 ���	%�4�	� ��� �
���
��� 

 , , , ...a a b b c c� � � . 
��
�	���%1
�� �����*
�	�1 ����%1���� 	���� ��	��

� ������-


�+ ����$�%���	� �� �����%� 

 100 %zz
z

$
" � � , (2.19) 

�$� 
 �, , , ...z f a b c�  – �
���
�� ��
�'�� ��� ��$	��
���� � 
�� 	��$
�� 
�
���
�+ ����%1����� ����� ������
�+. 

���
����%1
+ ����%1��� ����	����	� � ��$� 
 
 �, , , ... , , , , ...z f a b c A B C z z� � - $  (2.20) 
@����% $%� ��	���� ��	�%4�
� � ��
�	���%1
� �����*
�	��+ 

$%� 
������� ��
�'�+ �����$�
 � !��%���
�� 2. 

2.4. !�	��( ��!�
(����� �!������ 
!�� ��������� ����%1����� ������
�+ 
� �������%1��%����� �%� 

<�A �	��$� ����������	�� ��%�����	� ��%1*� �
���;�� '���, ��� ��� 
	������	����� ���
�	�� ������
�+. !�� ���� � ���
����%1
� ����%1��-
��� 
�����$��� $�%��1 	������	���4;�� �����%�
��, ��� ��� ��%1*�� 
��	%� �����$��� �
���� 	��$��� %��
�� ������%�
�� � 
����	
���

� 
��%1*�+ ���
�	�� ������
�+. 

�� 	�� ��� ����%1��� 
������� ��	������
��%1
� �		%�$���-

�+, ����%�����

� � 
���
�+ �����$���, ����4� �$��%�
�� ��-
%�*
�� ��	%�� �
���;�� '���. #	��%1��� �����%�
��, ���
� 	$�%��1 
��� ����%1��� ��%�� ���$���%1
�� � %���� ��������. 
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&�		������ �	
��
� �����%� ����	� ���
����%1
� ����%1����� 
�����$�

�+ 	���� ��	������
���. 
� �	� ����%1��� ������
�+, � ����� ���	%�

+ �� 
�� ���
��-

��%1
+ ����%1��� �������%1
� �����$��	� ���	�� 	 �����*
�	�14. 
��	�%4�
�4 �����*
�	�1 �	��$� ������4� ���	�� 	 
�+$�

� 
�
���
��� ���������+ ��%���
, 
�������: 
 
 �7,62 0,03 ��x x x� - $ � - . 

� �%� ���
����%1
��� ����%1���� �����$�� ����� � ��
�	���%1
�4 
�����*
�	�1, ������4 ����	��4� ��$�%1
�: 

 0,03100% 100 % 0,39 %
7,62

xx
x

$
" � � � � � . 

� ��	�%4�
�4 �����*
�	�1 �	��$� �����4� � ��� �� �$�
�'��, ��� 
� 	��� ���������4 ��%���
�. 

���
� J����
� 
x = (1,572 - 0,005) �  x = 1,572 � - 5 �� 

� &���%1��� ������
�+ � ��� ��	�%4�
�4 �����*
�	�1 ����	��4� 
���, ���� �� ��	%�$
�� '��� ���
�$%���%� � �$
��� � ���� �� 
�����$�. 

���
� J����
� 
x = (16,2 - 0,3) � x = (16 - 0,3) � 


 � 3 12,67 0,06 10 � 	�� - � �v 
 �3 12,67 10 60 � 	�� � - �v  

!�	%�$
�� ����	1 
� �����%��� 	���� ���$��1, ����� '���� ��-
��%1���� ��%���	� 
�
�$��
�+. 

� !�� ����	� ����%1���� ������
�+ 
�%1 ��	��1 ��� �� �����-
��%1
�, ��� � %4��4 $����4 '����. 

���
� J����
� 
  x = (25,70 - 0,02) �� x = (25,7 - 0,02) �� 

������ ����	1 x = 25,7 �� ��
�����, ��� ��	%� 	��� $�%�+ 
���-
��	�
�, � ������ ����	1 x = 25,70 �� ���������, ��� ��	%� 	��� $�-
%�+ ����	�
� � ���
� 
�%4. 

� !�� �����%�
�� 
�����$��� 	��%4$��1 	%�$�4;�� �����%�. 
��%���
� 	%���+
�+ �����*
�	�� $$, ��� � 	�� ����%1��� ����-

��
��, ����$�%���	� 	 �����*
�	�14, ������� $�	�����
� ��%��� � 
	�	���%��� (15#30) % � ����	���	�� �� ��%���	��� ������
�+. !����-
�� �������1 $$ 	 ��%1*�+ ���
�	�14 ��		�	%�

�, ��	��%1�� �
� 
�	��$� ����$�%���	� $�	�����
� �����. 
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!�� ��%���	��� ������
�+ n = 5 #10 ��%���
� $$ ����$�%���	� 	 
�����*
�	�14 ��%�� 30 %. !������ �
���
�� $$ 	%�$��� �����%��1, 
�	���%�� �$
� �
���;�4 '����. "�%1�� �	%� ��� '���� ���
� �$�
�-
'�, ���
�	�1 �����
�+ �����*
�	�� �$
�+ '����+ 
�$�	�����
� (���-

�'� ���$� 1 � 2 	�	���%��� 100 %) – � ���� 	%���� 	%�$��� �����	�� 
� �����4 '����, �����%�� �� $� 0 �%� 5. ������ $���
��
� ��	%�, 

�������: 1,7; 2,5; 2,7; 3,5 � �. �., � ����	� �����*
�	�� 
� $���	��-
4�	�, ��� ��� ����� ����	1 �����
$��� 
� 
������$�

�4 ���
�	�1. 
!�� �	��%1����
�� ��%�� 	������ ����$�� ��������� �
��$� �	���-
%�4� � �����4 '����. �����%��1 �����*
�	�� 	%�$��� � 	����
� ��-
�*�
��. � 	����
� ��
���
�� �����%�4�	� ��%1�� ��	%�, ������ 
'���� ������ 
� ����*��� 1/3 �
�����%� �����%�
�� (������ '���� 
��
1*� 4 – ��� �����%�
�� $� �$
�+ �
���;�+ '���; ������ '���� 
��
1*� 2 – ��� �����%�
�� $� $��� �
���;�� '���). 

���
� J����
� 
$t = 0,5 c $t = 0,523 c 
$x = 0,15 � $x = 0,12 � 
$2 = 1,0 � $2 = 1,1 � 

� =%�$��� �����	�� ����%1��� ������
�+ � %���� ��������� ��$�, 
�	��%1��� �
�����%1 10 � 	������	���4;�+ 	����
� �%� ���	����� 
«��%%�», «�����» � �. $., �����$�

� � !��%���
�� 3. 

���
� J����
� 
 t =(14,85 - 0,05) �103 �c 
t = (14,85 - 0,05) c t = (14850 - 50) �c 

2 = (1,25 - 0,02) �103 � 2 = (1250 - 20) � 

2.5. �
"����� ��������� ��!�
(����� �!������ 

�����
 ���
�
��� 
1. =�	�����1 ���%�'� ������
�+: 

!���$���+ k ������
�� 1 2 3 … i … n 
&���%1��� ������
�� x1 x2 x3 … xi … xn 

2. J�+�� 	��$
�� ����������	��� �
���
�� ��%���
 x1, x2, …, xn: 

 1 2

1

... 1 n
n

i
i

x x x
x x

n n �

� � �
� � % . 

3. J�+�� 	��$
44 ���$������	��4 �����*
�	�1 ��$�%1
��� ����%1��-
�� ��� n ������
��� (�����*
�	�1 ����$� ������
�+) 
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 �2

1
1

n

i
n i

x x
S

n
�

�
�

�

%
. 

4. ����������1 ����%1��� (�	�%4���1 �������). 
4.1. J�+�� ��
�	���%1
�� ��%�
�
�� «��$������%1
���» 
 �kx  ����-

��
��, �����

�� � $�%�� nS : 

 k
� n

x x
S

�
�v . 

4.2. J�+�� �
���
�� minv , maxv  �� ����	�
��� ��%���	��� ������
�+ � 
���%�'�, �����$�

�+ � !��%���
�� 4. 

4.3. =���
��1 v  	 maxv  � minv : 
�	%� max2v v  – ������
�� kx  ����������1 (������); 
�	%� min!v v  – ������
�� kx  �	�����1; 
�	%� min max! !v v v  – ������
�� kx  ���
� � �	�����1 � ����������1. 

5. J�+�� ����
�

� �
���
�� x  � n S  $%� �	���*��	� ��	%� �����-
����� ����%1����� (� 	������	���� 	 �.�. 2–3). 

6. J�+�� 	��$
�� ���$�����
�� ���%�
�
�� 	��$
��� ����������	���� 
(�����*
�	�1 ����%1���� 	���� ������
�+): 

 
n

n
x

SS
n

� . 

7. J�+�� $�������%1
+ �
�����% x$  $%� x  (��	�%4�
�4 �����*-

�	�1 ����%1���� 	���� ������
�+). 

7.1. C�$��1 $�������%1
�4 ������
�	�1 �  ($%� ��%1*�
	��� �
��-

��
�-������	��� ��	������
��� �����4� 0,95� � ). 

7.2. J�+�� ���%��
�� �
���
�� ������'��
�� =�14$�
�� 
 �,t n�  �� 
����	�
��� ��	%� ������
�+ n  � ��$�

�+ $�������%1
�+ ����-
��
�	�� �. 

!����$�� ���%�'� �
���
�+ 
 �,t n�  $%� �
���
�� $�������%1
�+ 
������
�	�� 0,95� � : 

n 2 3 4 5 6 7 

 �,t n�  12,71 4,30 3,18 2,78 2,57 2,45 

 
n 8 9 10 11–14 15–28 29–� 


 �,t n�  2,36 2,31 2,26 2,2 2,1 2,0 
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��%�� ��$���
�� ���%�'� ������'��
��� =�14$�
�� �����$�
� � 
!��%���
�� 1. 

7.3. ����$�%��1 x$ : 
 
 �,n

xx S t n$ � � � . 
8. b	%� ��%���
� �����*
�	�� ����%1���� 	���� ������
�+ x$  ���-

���	� 	���
���+ 	 ��%���
�+ 	�	��������	��+ �����*
�	�� ��x$ , 
�� �	�1 �����*
�	�� �������, �� � ����	��� $�������%1
��� �
���-
��%� 	%�$��� ����1 ��%���
� 

  
 � 
 � 2
2 2 2,

,
3

n
x ��

t
x t n S x3

� �& '
$ � � � $( )

* +
, 

�$� 
 �,t � �  – ���%��
�� �
���
�� ������'��
�� =�14$�
�� $%� ��%1*�-
�� ��	%� ������
�+ (n � � ). 
9. J�+�� ��
�	���%1
�4 �����*
�	�1 ����%1���� 	���� ������
�+: 

 x
x

x
$

" � . 

10. !����	�� � 	������	���� 	 ��%���

�+ �����*
�	�14 ����	1 ��-
��%1���� ������
�+. � ����	��� ������� �����$�� ����	1 ����%1��-
�� ������
�+ �����
� ��$����� ��	�%���
�
�� ���4��+ 	��	�. 

 
10.1. C���	��1 ����%1��� ������
�+ � ��$� 

 
 �1,4386 0,381 	x � - . 
10.2. �����%��1 x$ : 

 0,381c 0,4 cx$ � 4        ($%� 5 10n � # );  

 0,381c 0,38 cx$ � 4      ($%� 25n �  � ��%��). 
10.3. �����%��1 x : 

 
 �1,4 0,4 	x � -          ($%� 5 10n � # );  

 
 �1.44 0.38 	x � -      ($%� 25n �  � ��%��). 

'���
���
 ���
�
��� 

!�	�1 
 �, , , ... , , , , ...z f a b � A B C� � ����%1��� ��	��

� ������
�+, 
�$� , , , ...a b c � ����%1��� ����� ������
�+; 

, , , ...A B C ���	%��� ��
	��
�. 
1. �%� ���$�+ 	���� ������
�+ ��%���
 
 �, , , ...a b c , ���$�;�� � ��-

��$�%�
�� �	����+ ��%���
 z, �����	�� ���������, ��� ���	�
� � 
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���$$�;�� ���$�%� (����� ������
��). !�� ���� $%� �������-
�� ��%���
 
 �, , , ...a b c  ��$�4� �$
� � �� �� �
���
�� $�������%1-

�+ ������
�	�� � . 

2. �'�
��1 ���
�' $�������%1
��� �
�����%� $%� ����%1���� ��	��
-

� ������
�+: 

2 2 2
2 2 2 ...f f fz a b c

a b c
� � �& ' & ' & '$ � $ � $ � $ �( ) ( ) ( )� � �* + * + * +

, 

�$� �������$
� , , , ...f f f
a b c

� � �
� � �

 ���	%�4�	� ��� 

, , , ...a a b b c c� � �  
3. ����$�%��1 ��
�	���%1
�4 �����*
�	�1 ����%1���� 	���� ��	��
-


� ������
�+: 

100 %zz
z

$
" � � , 

�$� 
 �, , , ... , , , , ...z f a b c A B C� . 
C
���
�� $z � "z $%� 
������� ��
�'�+ �����$�
 � !��%���-


�� 2. 
4. ���
����%1
+ ����%1��� ����	��1 � ��$� 

z z z� - $ . 
5. !����	�� � 	������	���� 	 ��%���

�+ �����*
�	�14 ����	1 ��-

��%1���� ������
�+. 



 39

3. ����� ������ 	�$���& � ��
�!� 
��!�������� 

b	%� �����
�� ���� �%� �
��� 	%��
��� ������	���� ���'�		� 	��-
��
� 	 ��%1*��� ���$
�	����, �� ��	�� ����� 	�	% �����	�� ��	����-
��
� � ���%���

�� �%� ���
1*�

�� ��	*���� 
� ��$�%1
�+ 	�	����, 
	��+	��� � ������ ������+ ���
� %���� ����
��1. C���
� ���%1
�+ 
������	��+ 	�	��� ��$�%14 �	
���
� 
� ��� 
������� ����
�� ��-
$����, ������ �����%�4� ����
�	�� $�

�, ��%���

� 
� ��$�%�, 
� 
�	��$
�4 ������	��4 	�	����. 

�%� � ��%1*�+ �*����+ $����1, ��� 
� ��$�%� ��$
� �� �� 	�-
���, ��� � 	 �����%���, 
���$�;���	� 
� ��%1*�+ �	��� 
�$ �������� 
����
� ��^�����, �%� � �����	��� – ��� 
��%4$�
�� ��%���� ��^����. 
A�$�%1
+ ��^��� 	�;�	���

� ��%���
 �� ���%1
���. J�������, ����� 
��$�%1 ���	��� ���� ��$� ��������� �
�����%1
� �	����, ��� ����� 	�-
�����	���4;�+ ���	��� ���%1
�+ ����. �%� ���� ���� �������
� ����-

�	��1 ����%1��� ��$�%1
� ����� 
� ���'�		 � ���%1
� 	�	�����, 

�����$��� ��	��$	���� ���%
�
�� ����$�%�

� �����% ��$�%�����-

�� $����1	�, ���� �������� ��$�%1
��� ���'�		� 
���$�%�	1 � ����-
$�%�

� ��	*���
� 	���
�*�
���, ����$�%���� �� ������ ��$����.  

3.1. ������ 	����
� ��$�
������& 
!�� ��$�%�����
�� ������	��� ���-

'�		�� �$
����

� ���������	���� ���%1-

��� ��^���� � ��$�%� $�%�
 ��%����1	� 
$��� �� $���� ��	���

� �
�����%�� – 
��1 ��$��
��. !��	��+*�� �
�%���� ��-
���� �	%���� ��%���	� ����������	��� ��$�-
���, 
������� ��$���� ������%1
����, ��� 
������� 	����
 ������%1
���� ��%���4�	� 
�$
� �� $����+ �� $%�
� 	������	���

� � n 
��� (��	. 3.1): 

AB AC BC n
ab ac bc

� � � . 

 
���. 3.1. 

*���� ����&������ 



 40

�	
��
�� �����%� ��$�%�����
�� 	�����%�����
� ������ 
A.�. ��������� � �.�. >����
�� � ��$� ������ (�� 
����4� 
������" �����" ����� ��� �����" ���������–	�$����). 

�������: 
*���� �� �������, ������� ��� �������, 

 ����� ������!��� ��������� �����������  
����� � ������ ���������� ����$ �����. 

!�$���� �	%���+ �$
��
��
�	�� (
���%1
� � ���
��
� �	%����) 
���	��������	� ����
	���� ����$�%�4;�� ��������� ��$���� � 	%����, 
�	%� ��%�
�� �%� ���'�		 ����	���

� �$�
���� (�
�%����
). ����-
	���

� �$�
������ ��$�� ���'�		, ����������	��� ���	�
�� ����-
�� �$�
�����. <�� ������� �����%����� 
�����$��� � $�	�����
� 
�	%���� $%� ��$���� ��%�
�+, ���'�		�� �%� 	�	���. 

#	��$� �� ���+ ������, ��%
�� ��$���� ��$�%� ���%1
��� ��^��-
�� ����$�%���	� ���%
�
��� ���� �	%���+. 
1. !��'�		 � ��$�%� � �����'� ��
�	��	� � �$
��� �%�		� ��%�
�+. 
2. <�� ���'�		 ���	��4�	� �$
��� � ���� �� ����
�
����. 
3. =��%4$���	� ����������	��� ��$����. 
4. ���������
� ������ �	%���� ��	%�

� ���
. 
5. ����$�%�4;�� �������� ��$���� ��	%�

� ���
. 

"��
�� ��	�������$�
�� � ��$�%� ��	%�

� �
���
�+ �	�� ����-
$�%�4;�� ��������� ��� ��%1*�� �� ��	%� � ��� �	%���� ����������-
	���� ��$���� ��������	�� 
�������
�. 

J� ��������, ��� �����%�, �	%���� ��%
��� ��$���� 
� ���%
�4�-
	�, ��� �
��$��� ������$��1 
� ����%���

�� ��$�%�����
��, ��� ��-
����� � ��$�%� ��	�������$��	� ��� �� ������	��+ ���'�		, ��� � � 
���%1
�� ��^����, ��� ��	���
�� 
���*�
�� 
������� �� ���� �	%�-
��+ ��%
��� ��$�%�����
��. 

��� �����%�, ������ ��$�%�����
�� ��$��$�
�����	��� ���'�		�� 
���
� �����$��1 	 ������ �$
��� ����$�%�4;��� ��������. "��, 
�-
������, $%� ��$��� ����$�%�
�� ������'��
�� ��$���%���	���� 	����-
���%�
�� ����� ���� � ���$�*
�� ������ ����� ��������� ��%���	� ��	-
%� &�+
�%1$	�. � ���� 	%���� ��$�%�����
�� ���
� �����$��1 ��� 
� 
���$���, ��� � 
� ��$��	��. b	%� �� 
�����$��� ����$�%��1 � ���%���-
��

� ���������	���� $�

�+ 	�	���, �� ����� ����$�%�4;�� 
��������� ��$�� ��	%� !��
$�%�, �
���
�� �������� $%� ���$��� � ��$-
��	�� 	�%1
� ��%���4�	�, � �����
�
�� ��$��	�� � ����	��� ��$�%�-
��4;�+ 	��$ $%� $�

�+ ��$��� 
������%���. "�� ��	���� $�%� � 	%�-
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��� $��� ����$�%�4;�� ���������. !�� ���%���
�� �� ��	%� ��$��� 
�;� ��%1*� �	%��
���	�. 

������
� ����� 	����'��, ���$� ��	�������$��	� ��%1�� ��	�1 ����-
��	���� ���'�		� (%���%1
�� ���%���� �%� %���%1
�� ����$�
�����	��� 
��$�%�����
��). !����
�4� ����� ��$�%�����
�� �� �
�%����, ���$� � 
��$�%� ��	�������$��	� ���'�		 $����+ ������	��+ �����$, ��� � ��-
���'�, 
� ���	����+ �$�
������ ���������
�� ����
�
���� (
�-
������ ��$�%�����
�� ���'�		� ���%������$
�	�� � ����
'��%1
��� ��-
����
�� �$��%1
�+ ��$��	�14 ���'�		�� �%����������$
�	��). 

��$�� 
������� ����$�%�
��, ������ �	��%1��4�	� � ������ ��-
$����. 

�������� – ��� ��
�*�
�� �$
����

� (�$
���$
� ��%���
), 
������ ����� ��1 ����������	����, ������	���� �%� $������. ���-
��$
�, 	���%��	 ��%���	� ���������
�+ ��%���
�+, �� �	�1 ���%���
-

� ��	%��. J�������, ��
�*�
�� $%�
 L � $������� D ��������: 

 KL
D

� . 

������� – ��� ���������
�� ��%���
�, 	�	���%�

�� �� ���
���$
� 
��%���
 	 ���
�+ ������
�	�14, ���	��4;�� ���'�		 �%� 	�	����. 

J�������, ��	%� &�+
�%1$	�: 

 Re uD�
�

�
, 

�$� � (��/�3), � (!��	) – �%��
�	�1 � ������'��
� $�
�����	��+ �����-
	�� ������4;��� ������; u (�/	) – ��������
�� 	����	�1; 
D (�) – ��������
+ ������ ����������� ��%�. 

�%� �
����

�� ����
�+ � ����	��� D ���
� �������	� $������ ��-

�%�, $%� ��$�� �
�*
��� ������
�� ��������
� �������� ��%���	� $��-
���� ��$�%��� 	���
�� ($%� 	������	��� ��% – �� $������). 

�������" ����� (���� �����) – ��� 	���%��	 �%� ���������
+ 
����%��	 (�
��$� ��� 
����4� �
�����
� ��$����), ��	%�

�� �
���
�� 
�������� �$�
����� $%� ��$�%� � 
����
��� ��^����. 

J�������, $%� ��$�%1
��� � 
����
��� ��������� ��
�*�
�� �� 
$%�
 � $������� $�%�
 ��1 �$�
������: 

 K idemL l
D d

� � � , 

�$� L, l – $%�
� 
����
��� � ��$�%1
��� ��������� 	������	���

�; 
D, d – $������ 
����
��� � ��$�%1
��� ��������� 	������	���

�. 
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�������� ��$���� 
� �������� ����$�%�4�	� �%� � ����%1���� �
�-
%��� ������
�	��+ ����������, �%� � ����%1���� �
�%��� $������
'�-
�%1
� ����
�
�+, ���	��4;�� ���'�		. 

3.2. 	�$���� &�
��� 
� ��%1*�
	��� 	%����� ����$ �������%�
��� $�����	���;��� ����
�-

�� ��^���� (	���%��, �����%1, �����
+ $������%1, ������	��+ �%� ����-

+ �������, �%���
� � �. $.) $%� ��%���
�� 
��%��*�� ��� ���������	��� 
�����$��	� �	���
�� 
� ��$�%�� – ������	��� ��$�%�����
��. !�� ���� 

�$� �
��1, ��� ����	�����1 ����%1��� ��$�%�����
�� 
� 
����
�� ��$�-
%��. b	%� ����� 
� �
��1 – ��$�%�����
�� ��	��%��
�. �%� '�%�+ ��'��-

�%1
��� ��$�%�����
�� �	
��
� ��%���	� ��
���� �����$ ������". 

�	��
�����: 
I������ ������!��� �������, ���� �� 

�����!��� ���� ���������� ���������� �-
������!0�$ ��������$ ��������� � ����� 
���, �� ��� ��$ ���������!0�� ���������-
��� �������� ����� 1 2, , ..., m� � �  ������!�. 

&�		������ $�� ��$��
� ��%�
�� – ������� � �������. !�	�1 
$%� ���� ��%�
�+ �����	� 
�������� ����	���	�1 ����$�%����+ a  � n 
����$�%�4;�� 1 2, , ..., na a a  ������
� ��%���
: 

 
 �1 2, , ..., na f a a a� . (3.1) 
C���	���	�1 (3.1) ���%
���	� ��� $%� 
����
���, ��� � $%� ��-

$�%1
��� ��%�
�+, 
� ��	%�

� �
���
�� ����$�%�4;�� ���������� 
1 2, , ..., na a a  � 
�� ���
�. 

"���� �������, 

 

 �

 �

( )( ) ( )
1

( )( ) ( )
1

, ..., ,

, ..., ,

�� �
n

�� �
n

a f a a

a f a a

.� /
0

� /
1

 

�$� �
$��	 (�) ��
�	��	� � 
����
��� ��%�
�4, � �
$��	 (�) – � ��-
$�%1
���. 

!�	��%1�� ����	���	�1 (3.1) ������� ����$�%�

�4 ������	��4 ��-
��
����
�	�1, �� ��
�'�� f 
� $�%�
� ����	��1 �� �������%� ����� �$�-

�' ������
��. &����1�� �������� 1 2, , ..., na a a  
� $�� �����. � �����4 
������ 1 2, , ..., ka a a  (k n� ) ��%4��4�	� ��%���
 	 
�����	���� ���-
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���
�	����. �� �����4 ������ 1 2, , , ...,k k na a a a� �  ���$�� �	��%1
� ��%�-
��
 	 ������
�	����, ��������� ����� ������
�	�� ��%���
 �����+ 
�����. !�� ���� ����	���	�1 (3.1) ���
� ���$	�����1 � ��$� 

 
 �1 1, ..., , , ...,k k na f a a a a�� . 

� 	������	���� 	� 	�����%�����

�+ 
��� �-�����" ��%���	�-
�� ���������
� ��������� ��$���� ���
� 

 m n k� � , 
�� �	�1 ��
1*� ��	%� ������
� ����$�%�4;�� ���������� 
� ��	%� 
���������� 	 
�����	���+ ������
�	�14. 

#	��%1��� �-�������, 
���$�� $%� ����� ��%�
�+ 

 

 �

 �

( )( ) ( )
1

( )( ) ( )
1

@ , ..., ,

@ , ..., ,

�� �
m

�� �
m

.� � � � /
0

� � � � /1

 (3.2) 

�$� ���������
�� ��
�'�� @ $%� ��$�%1
��� � 
����
��� ��%�
�+ $�%�-

� ��1 �$
� � �� ��. !�	��%1�� �� ����$�%�
�4 ��$��
� ��%�
�+ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2, , ...,� � � � � �

m m� � � � � � � � � , 
�� �� (3.2) 	%�$���: 

 ( ) ( )� �� � � . (3.3) 
=������	���4;�� ������	��+ ����
����
�	�� (3.1) ����	���	�1 

���$� ���������
�� ����������� ����� ��1 ���$	���%�
� � ��$� 
 
 � 
 �1 2 1 2@ , , ..., @ , , ...,m n k�� � � � � � � � � . (3.4) 
������;��	1 	
��� � ������
� ������

�, ��%���� �� 	���
�-

*�
�� (3.3) 

 
( )( ) ( )

( ) ( ) 1 2
( ) ( ) ( )
1 2

�� �
� � k

� � �
k

aa a
a a

a a a

�� 5
� �  � 

� � � � � �� � � �
� � � � � �� � � � � �

� . (3.5) 

�����
�� (3.5) ���$	���%��� 	���+ �����%� ����	���� ����%1����� 
������
�+ 	 ��$��
��� ��$�%1
��� ��%�
�� 
� 
����
��, $%� �������� 

���	��$	���

� ������
�� ����� ��1 �����$
�
. �%������ ����$�-
%�
�� �
���
�+ ��������%�+ 	����
�+ , , ...,� 5 �  �����$�
 
���. 

�	%���� ��$���� ��$�%1
��� ��%�
�� 
����
��� (����
	��� 	���-
���	���4;�� ��������� ��$���� 1 2, , ..., n k�� � �  $%� ����� ��%�
�+) 
��������, ��� 
�$� ������1 ����$�%�4;�� ������
� �������� ��-
$�%� ( ) ( )

1 , ...,� �
nka a� , ���� ���	�����1 �� ��$���� 
����
��� ��%�
�4: 
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11 1 ( )( ) ( )
( ) ( ) 1 2

1 1 ( ) ( ) ( )
1 2

( )( ) ( )
( ) ( ) 1 2

( ) ( ) ( )
1 2

,
kk k

n n

�� �
� � k

k k � � �
k

�� �
� � k

n n � � �
k

aa a
a a

a a a

aa a
a a

a a a

�� � �� 5

� �

� 5

� �  � 
� � � � � �� � � �

� � � � � �� � � � � �

� �  � 
� � � � � �� � � �

� � � � �� � � � � �

�

���������������������
���������������������

� .
n�

.
/
/
/
/
0
/
/
/
/� 1

 (3.6) 

!������� ��$�%� ( ) ( ) ( )
1 2, , ...,� � �

ka a a , ���4;�� 
�����	���4 ���-
���
�	�1, ����� ��1 ����
 �������%1
�. 

3.3. ����$  ��
�!�  ��!�������� 
� ��$� 	%����� ��-�� 	%��
�	�� ���'�		� 
�������
� 	�	�����1 ��� 

��%
�� ����������	��� ���	�
�� � ��$� 	�	��� $������
'��%1
� 
����
�
�+, � ������
� %�*1 � 	���� ��;�� ��$� ���$	�����1 ����	�-
��	�1 ���$� ������	���� ��%���
��� � ����������	���� ���������-
��, �����������4;��� ���'�		. 

��$ ����+ ����	���	�� ���
� 
�+�� 
� �	
��� �
�%��� ������
�-
	��+ ������	��� ��%���
, ���$�;�� � ����
�
��. <��� ����$ �	
���
 
� 
��� �����, ��� ��*�
�� ������	��� ��$�� 
� $�%�
� ����	��1 �� ����� 
	�	��� �$�
�', ������� ��������	� ��%1�� 
� ��	%�

� �
���
��� 
������'��
��� ����
�
�+ (
� 
� 
� �� 	��������). 

(����)� ���
�
�� 
@�����	��� ��%���
 �	��$� �����4�	� 
�������� ��	%���, 

������ ��%���4�	� ����� ������
�� – ������� �%� ��	��

���. #���-
��
�� – ��� 	���
�
�� ������	��+ ��%���
 	 	������	���4;�+ �$�
�-
'�+ ������
��. b$�
�' ������
�� ���$�%�4� 
� ������ � ������-
���. �	
��
� �$�
�' ������
�� ��$�4�	� �������%1
� � ��$� ��� 
�%� �
� ���%�
�� (�	��		���

� �%� �����$
�). !������$
� �$�-

�' ������
�� ��%���4�	� �� �	
��
� � 	������	���� 	 ����$�%�
�-
�� ������	��+ ��%���
, ������� �	��$� ��%���	� �����
��� 	��	��� 
(�%�������) �� ������
��. 

J�������, 	����	�1 u, �� ����$�%�
�4, �	�1 ��
�*�
�� ��		���
�� 
L, ���+$�

��� �� ����$�%�

+ ���������� �����
� t, � ��%���
� ���-
�� ����������: u = L/t. !������ �� �$�
�'� 	����	�� ���
� �����1 ��-

�*�
�� �$�
�' $%�
 � �$�
�'� �����
� � $�

�+ 	�	����. 
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!%��
�	�1, �� ����$�%�
�4, �	�1 ��
�*�
�� ��		 m � ���%4��4-
;��� �� ��^��� 3~V L . !������ �� �$�
�'� �%��
�	�� ���
� �����1 
��
�*�
�� �$�
�' ��		 � �$�
�'� ��^��� 3m L� � . 

=������
�	�1 �	
��
� �$�
�' ������
��, $�	�����
� $%� ����-
��
�� ���������	��� ��		������������ �%�		� ��%�
�+, 
������	� 
������" ������ ��������". J�������, � ����
��� �����
���	� 	�	��-
�� �$�
�' ������
�� =>=, � ������+ �� �$�
�'� ��		 ���
�� 1 � 
(1/1000 ��		 �;���%1
� 	����
������ ���%�
� �� 	��'��%1
��� 	�%�-
��), �� �$�
�'� $%�
 ���
�� 1 	� (1/100 $%�
 $������ ���%�
�), �� 
�$�
�'� �����
� ���
��� 1 	 (1/86400 $%���%1
�	�� 	��$
�� 	�%
��
� 
	����). b$�
�'�+ 	����	�� � ���+ 	�	���� ��%���	� (	�/	), �$�
�'�+ �	-
����
�� – (	�/	2), �$�
�'�+ 	�% – (��	�/	2) �%� $�
� � �. $. 

�������, ��� � ����$�%�
�� 	�	��� �$�
�' ������
�� 
� 	�$��-
���	� �������
�� �� ��
���%1
�	�� (�� �	�1 ��
���%1
�+ 	������
�-
	�� �	
��
� �$�
�' ������
��) – �������	� ��%1�� $�	�����
�	�1. !�-
����� ���
� ��		��������1 ��������	��� 	�	���, 
�������, 	�	���� 
�$�
�' ������
��, � ������+ �	
��
� �$�
�' – 

 [m] = �,     [L] = $�,     [t] = ��
,     [u] = ��/��	. 
� ���
'��� $���	����	� $%� �	�� ������
� ��%���
 ���	�� 	��� 

�	
��
� �$�
�' ������
�+ (�
�����, 	�%�, $��%�
��, ����%1	 � �. $.). 
����$�%�� ��
����: ����� ������ ������ ��������� ��� 	������
�	�1 
	�	��� �$�
�' ������
��, ��%���4;��	� ���$� 	���+ ��%1�� ��%���-

�+ �	
��
� �$�
�' ������
�� (
� 
� �� 
������). 

=�	���� =>=, 
�������, ���$�� � �%�		 	�	��� �$�
�' ������
��, 
� ������� �	
��
�� �$�
�'��� ������
�� ��%�4�	� 

 � 	� c, ,
M L T

, 

�$� M, L, T – ���%���

� ��	%�, �������4;��, �� 	��%1�� ��� ���
1-
*�4�	� �	
��
� �$�
�' ��		, $%�
, �����
� ��� ������$� �� �	-
��$
�+ 	�	���� =>= � $����+ 	�	���� $�

��� �%�		�. <��� �%�		 	�	-
��� �$�
�' ������
�� ����
�����	� MLT. ����
���
�� �%�		� 	�	��� 
�$�
�' ������
�� ��%�����	� ��	%�$�����%1
�+ ����	14 	����%�� ��-
%���
, �$�
�' ������
�� ������ ���
�� �� �	
��
�. �$
������
-

� ��� 	����% ����
���4� ����
�	�1 – �� 	��%1�� ��� ���
1*���	� 	�-
�����	���4;�� �$�
�'� ������
�� ��� ������$� �� �	��$
�+ 	�	��� � 
$����+ 	�	���� $�

��� �%�		�. 

= 1960 ��$� ���$�
� A��$�
���$
�� 	�	���� �$�
�' =# (SI) – 
System International d’Unites, � ������+ �	
��
�� �$�
�'��� ������-

�� ��%�4�	� 1 �� = 1000 � (��%
�� ��		� ���%�
�); �$�
�'�+ $%�
 – 
1 � = 100 	� (��%
�� $%�
� ���%�
�), �$�
�'�+ �����
� – 1 	. 
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"���� �������, ��� ������$� �� 	�	��� =# � 	�	���� =>= 
 M = 1000; L = 100; T = 1. 
���$� *������� ��	���	���
�
�� 	�	��� =# ������
$���	� ��� 

�����$�
�� ������
�+ � ��	����� �	��%1�����1 �� $%� ����	� �	�� ���-
���
� ������	��� ��%���
. 

� ���
��� ����� �	��%1����	� 	�	���� FLT, � ������+ �	
��
� 
�$�
�' ������
�� ���4� ��$ 

 ��	 � c, ,
F L T

, 

�$� ��	 �%� �> – ��%������-	�%� (�$�
�'� 	�% �%� ��	�). 
"���
������ !���	
��� �
��	��� 
����������! ��������" �������� 
������	� ��
�'��, ����$�-

%�4;��, �� 	��%1�� ��� ����
��	� ��	%�

�� �
���
�� ���+ ��%���
 
��� ������$� �� �	��$
�+ 	�	��� �$�
�' ������
�� � $����+ 	�	���� 
(�
���� $�

��� �%�		�). &�����
�	�1 ������	��+ ��%���
 a ����
���-
��	� ���$���
�� 	�������: [a]. �������, ��� ������
�	�1 ����	�� �� 
�%�		� 	�	��� �$�
�' ������
��. 

������������ �������� – ��� ��%���
�, ��	%�

�� �
���
�� ������+ 
�$�
����� $%� �	�� 	�	��� �$�
�' ������
�� (�
���� $�

��� �%�		�). 

J�������, ��		������ '�%�
$����	��+ 	�����
1 $%�
�+ L � $��-
������ D. ��
�*�
�� L/D = K �	�1 ���������
�� ��%���
�, ������
�	�1 
������+ ���
� �$�
�'�: [K] = 1. 

b	%� �$�
�'� ��		 ���
1*��1 � M ���, �$�
�'� $%�
 – � L ���, 
�$�
�'� �����
� – � T ���, �� ��	%�

�� �
���
�� 	�% �����	��� � 

2MLT �  ���. "���� �������, ������
�	�1 	�% � �%�		� MLT -	�	���: 
 6 7 2F MLT �� . 
&�����
�	�1 ��		 � �%�		� FLT-	�	��� ����� ��$ 
 6 7 1 2M FL T�� . 
�������, ��� �� �	�� �����$�

� �������� ������
�	�1 ������-

	��+ ��%���
 ���$	���%���	� 	����

� �$
��%�
��. # ��� 
� 	%���+-

�. &�����
�	�1 %4��+ ������	��+ ��%���
 a �	��$� ���$	���%��� 
	����

�+ �$
��%�
 

 6 7a P Q R S� 5 � "� � � � ��, (3.7) 
�$� PQRS… – 	�	���� �$�
�' ������
��. 

=���
�*�
�� (3.7) 	����� $��������	� � ������ ������
�	��+. 
�
� 	%�$��� �� �	��	���

� �����%�������� ������$�
��: ������ ���-
�& ������ ��� ������� ����������, �� �	�1 	��$� 
�� 
�� �����

�, 
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���-�� ����

� 	�	���. "���� �������, ���� �	��$
�+ 	�	��� $%� 
���������	���� $�

��� �%�		� 
� ����� �
���
��. 

<�� ������$�
�� �%����� �� 	��� � ��%���	� 	%�$	����� ��
$���
-
��%1
��� ��;�������	���� �������� ������������. b	��	���

� 
���
����� �����	: ���4�	� %� ������	��� ��%���
, $%� ������ ���-
���
�	�1 
� �$��%�������� �����%� (3.7), �� �	�1 �� ������
�	�1, 
�-
������, � �%�		� MLT �������	� � ��$� sinL M , lnM T , 
 �exp L M  � 
�. $.? � $�+	�����%1
�	�� ����� ��%���
 
�� � ������
�	�1 %4��+ ��-
����	��+ ��%���
 �	��$� ���$	���%��� 	���+ 	����

�+ �$
��%�
. 

&�����
�	�� 
����%�� ��	�� �	��%1����� ������	��� ��%���
 
(� 	�	���� =#) �����$�
 � !��%���
�� 5. 

3.4. �-������� 
>������, ��� ��%���
 1a , 2a , …, ka  ���4� 
�����	���4 ������-


�	�1, �	%� ������
�	�1 
� �$
�+ �� ���� ��%���
 
�%1�� ���$	�����1 � 
��$� �������$�
�� 	����
�+ ������
�	��+ �	��%1
� ��%���
 (3.7). 

C���
����
�	��, ����$�%���� � ������	��+ ������ �%� � ��	��-
����
��, �	��$� ���
� ���$	�����1 � ��$� 

 
 �1 2 1, , , , , , ,k k na f a a a a a�� � �  (3.8) 
�$� a – ����$�%���+ ��������; 1a , …, na  – ����$�%�4;�� ��������. 

E4��� �		%�$���
��, � ��
'� ��
'��, 	��$��	� � 
����$�
�4 �$-

�+ �%� 
�	��%1��� ����	���	��+ ��$� (3.8). 

!�������	��� �����
�
�� ������ ��$���� � �
�%��� ������
�	��+ 
� ��	������
��%1
��� � ���������	���� �		%�$���
�4 ������	��� 
���'�		�� �	
���
� 
� 	�����%�����

�+ �*� ������� ���������–
>����
�, ������� ����
����–@�$����
� (������ ������� ��$����) � 
������� ����
���� (�-�������). 

2����� �#���&���–J�������� �����%�����	� 	%�$�4;�� �������. 
�������: 

(!��� ���������� ��%�� ����������� ��-
��������, $����������!0��� ������, �%�� 
���� ������������ � ���� ������" ���������� 
��%�� ���������� �����, � ���� � ���� 
��0���& �����������& ��������� ���� 

 
 �1 2, , , 0nf � � � �� . (3.9) 
<�� ������� ���������, ��� ����������1 ��%���

� ��	������
-

��%1
� $�

�, �%� � ����+ ����� ���
� ��%����1 ��*�
�� 	�	��� 
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$������
'��%1
� ����
�
�+, ���	��4;�� ���'�		, 	 ����;14 ��-
��$�� ������ ��$����. 

=%�$��� �������1, ��� �������� ��$����, ���$�;�� � (3.9), 
����-

�'�

. �������� ��$����, 	�	���%�

� �� ������	��� ��%���
, 
���$�;�� � ������ �	%���� (� �	%���� �$
��
��
�	��), 
����4�	� 
�������!0���. ��������, 	�	���%�

� �� ������	��� ��%���
, 
� 
��%�4;��	� 
�����$���� $%� �$
��
��
�+ ���������	���� $�

��� 
���'�		� �, � 	��4 �����$1, ����	�;�� �� ���� �	%���+, 
����4�	� �-
�����������. 

@�
�'��
�%1
�4 ����	���	�1 (3.9) �$��
�� ���$	�����1 � ����� 
��$�, ���� ��	%� 
����$�
�� �
���
�+ ����$�%�4;�� ��������� ���-

� �%� � 
�+�� �
���
�� ����$�%������ �������� � ����� �� 
��� – 
�
���
�� �	����+ ������	��+ ��%���
. "���� �������, �	%� ����$�-
%���+ �������+ ����
���� ����� 1� , �� 

 
 �1 2 3, , , ,n� � 	 � � ��  (3.10) 
�$� 2 3, , , n� � ��  – ����$�%�4;�� �������� ��$����. 

F�	�
� 	%����� �����+ ������ ��$���� ��%���	� �-������� – 
'�
���%1
�� (� �� 	�;�	���, �$�
	���

�� 	�$������%1
��) ������$�-

�� �
�%��� ������
�	��+. 

�������: 
*���� ��0������� ���������� �������-

����, ����%����� � ���� ���������� ����-
�" �������", ��0� &���, �������� � ���-
�����$ %� �������!0�$ ���������. '�� ����-
������ �%�� ���� ������������ � ���� 
���������� ����������" �������� � ������-
�����$ ��������" �������!0�$ ���������. 
�������� #��$ �����������$ ��������" 
����5� �0�& ����� ��������$ �������!0�$ 
��������� �� �������� �������!0�$ ����-
����� � ���������" ����������!. 

"���� �������, ����	���	�1 (3.8) ���
� ���$	�����1 � ��$� ����-

�
�+ (3.9) �%� (3.10), ������ ���
� �����	�� � ��$� 

 
 �1 2, , , ,k k n� �� � 	 � � ��  (3.11) 
�$� �  – ����$�%���+ �������+ ��$����;   

1 2, , ,k k n� �� � ��  – ����$�%�4;�� �������+ ��$����. 
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C���
� ���������� 	 ����	���� ������
�	���� a , 1, ,k na a� �  � 
����
�
�� (3.8) 
� ���������
� �������� 1 2, , , ,k k n� �� � � ��  �����-
��$��	� � 	������	���� 	 �����%�+ ������
�	�� (3.7), ������� $%� ��-
����	��+ ����
����
�	�� (3.8) ����� ��$ 

 6 7 6 7 6 7 6 71 2 , ka a a a� 5 �� � � �� . 
!�� ���� �������� ��$���� ��		������������ ���'�		� ����$�%�-

4�	� 	%�$�4;��� �����
����: 

1 2 , k

a
a a a� 5 �� �

� � ��
, 

1 1 1
1

1
1 2 ,k k k

k
k

k

a
a a a� � �

�
� � 5 �� �

� � ��
, 

 
1 2 ,k i k i k i

k i
k i

k

a
a a a� � �

�
� � 5 �� �

� � ��
, …, 

1 2 ,n n n
n

n
k

a
a a a� 5 �� �

� � ��
.  

"���� �������, � 	������	���� 	 �-�������+ ��	%� ������
��� � 
�	����+ ����	���	�� (3.8), ����	�

�+ � ���������
�� ��$� (3.11), 	�-
���;���	� 
� ��	%�, ���
�� ��	%� ����$�%�4;�� ������
� �������-
��� 	 
�����	���+ ������
�	�14. 

J� �������� ��	%� ���������� 	 
�����	���+ ������
�	�14 ���-

� 	����$��� 	 ��	%�� �	
��
� �$�
�' �	��%1�����+ 	�	���. �%� 
	�	��� �%�		� MLT ��� ��	%� ���
� ����. �%� ���%��� ��$�� $����%�-
��	� �;� �$�
 �������� – ���$�	 ��%1��
� (�). 

�-������� ����� ��%1*�� �
���
�� ��� �����$�
�� ��	������
-
��%1
� �		%�$���
�+. !�� ���� ��	%� ������

� ���
1*���	� 
� 
��	%� �	��%1����

� �$�
�' ������
�� (1, 2, 3, 4 � ��%��), ��� 	�;�-
	���

� ����;��� �	%���� �����$�
�� ��	������
��. 

J�������, $%� 
����$�
�� ����-
	���	�� 
�������+ ��%���
 a �� �$-

��� ����$�%�4;��� ��������� 
 �if a  

�����$��� �����	�� ������
�� ��
�-
'�� 
 �if a  $%� 
�	��%1��� �
���
�+ 
������
�� � ��$�

�� $������
� ��� 
����
�
�� (��	. 3.2). b	%� ��%���	��� 

�����$��� �
���
�+ ia  ���
� 10, �� 

�����$��� �����	�� 10 ������
�+. 
b	%� ��%���
� a ����	�� ��  n ����-

������, �� $%� ��%
��� �		%�$���
�� ��
�'�� 
 �1, ..., na f a a�  
�����-

$��� �����	�� 10n  ������
�+. =��%�	
� �-������� ��*�
�� ��$��� 
	��$��	� � 
����$�
�4 ��
�'�� m n k� �  ���������
� ������
���, 

 

���. 3.2. '��������������� 
���������� ���������� 


 �ia f a�  
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$%� ��*�
�� ������+ $�	�����
� �����	�� 10n k�  ������
�+ (� 10k  ��� 
��
1*�). 

"��$�����	�1 ����$�%�
�� �	����+ ��
�'�� 	����;���	� 
� 
	��%1�� ����$���, 	��%1�� 	��$� ����$�%�4;�� ���������� �����	� ��-
%���
 	 
�����	���� ������
�	����. 

!����$�� 
������� ������ �	��%1����
�� ����$� �
�%��� ���-
���
�	��+ (�-������). 

'��
����� ���
����	
����� �������� 
&�		������ ����������	��+ ����-


�� (��	. 3.3), ���$	���%�4;�+ 	���+ 
�������%1
�4 ����� ��		�+ m, ��$��-
*�

�4 
� 
���	���+ 
���	������+ 

��� $%�
�+ l, ������� ������%�
� 
�-
��$���
� � ����� O. ����$�%�� ����
 
$����
�� � �����$ ��%� ��%���
�+ 
����
���, ���%�
�

��� � 
���%1
+ 
����
� �����
� 
� ���% o�  � ����;�
-

��� �� ����� ��%���
�� 	 
�%���+ ��%�-
��+ 	����	�14. 

��%���� ����$�
��� � � 
�����
�� 

��� F ����	�� �� ���� ��%���
: 


 �

 �

1

2

, , , , ,

, , , , ,
o

o

t l g m

F mg t l g m

.� � � � /
0

� � � /1
  

�$� 1 2,� �  – 
������� ���������
� ��
�'��;  
g – �	����
�� 	�% ����	��; 
t – �����. 
#� �
�%��� ������
�	��+ ���� ��%���
 ([t] = c, [l] = �, [g] = �/	2, [m] = ��, 

[ o� ] = 1) 	%�$���, ��� 	��$� 
�� ���4�	� ��� ��%���
 	 
�����	���� 
������
�	����. =��%�	
� �-������� 5 3 2m n k� � � � � , �� �	�1 ���-
'�		 ��%���
�+ ����
��� ����	�� �� $��� ���������
� �����
�'�+ 
(��������� ��$����). � ����	��� ���� ��������� ���
� ����1, 
�������, 

 1 2,o
gt
l

� � � � � . 

�	� $����� ���������
� �����
�'�� ��$�� ��
�'���� 1 2,� � . 
"���� �������, �	���� ����	���	�� ���
� ���$	�����1 � ��$� 

 

���. 3.3. �$��� ����������-
��& ��������  
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1

2

, ,

, ,

o

o

gt
l

gF mg t
l

.& '
� � 	 � /( )

/* +
0

& ' /� 	 �( ) /
* + 1

 (3.12) 

�$� 1 2,	 	  – ���������
� ��
�'�� �� ���������
� ������
��� 1 2,� � . 
#� (3.12) 	%�$�4� ���
� ���$ � ����$�
�� ����
���: ����
 

$����
�� 
 �t�  
� ����	�� �� ��		 �����, � 
�����
�� 
��� ����� ���-
���'��
�%1
� ��		� �����. 

��
����
+ ��$ ��
�'�+ 
 �1 1 2,	 � � , 
 �2 1 2,	 � �  �
�%�� ������-

�	��+ 
�+��, ��
��
� ��, 
� �����%���. �$
��� $%� 	%���� ��%� ��%�-
��
�+ �� ��%���

��� ����
�
�� $����
�� ���
� ����$�%��1 �����$ 
��%���
�+ T. � ���� 	%���� �����$ ��%���
�+ T 
���$��	� �� �	%���� 

 1 ,o o
gT
l

& '
� � 	 �( )

* +
, (3.13) 

�� �	�1 �� ����� T ����
�� ������;���	� � 
���%1
�� ��%���
�� o� . 
&����*�� (3.13) ��
�	���%1
� ������� ������
��, ��%���� 

 
 �o
lT
g

� 8 � , 

�$� 
 �o8 �  – 
�����	�
�� ��
�'��. 
#� �	%���� 	�������� 	%�$���, ��� 
 � 
 �o o8 � � 8 �� , �� �	�1 

��
�'�� 8 – ���
��. &��%���� 
 �o8 �  � ��$ ��� ��%� o� , ��%���� 

 
 � 2 2
1 2 3 1 3... ...o o o o� � � C C8 � � � � � � � � � � � . 

C$�	1 ���
��� 2 0� �  � 	�%� ���
�	�� ��
�'�� 
 �o8 � . �%� ��%� 
��%���
�+ 
�%�
�+
�� �%�
��� ���
� ���
�����1, � ���$� $%� �����-
$� ��%� ��%���
�+ ��%���� �����%� 

 1
lT C
g

� . 

"���� �������, �
�%�� ������
�	��+ �����%�% ��%����1 �����%� 
$%� �����$� ��%���
�+ 	 ���
�	�14 $� ��	���

��� �
�����%� 1C . 

��
	��
�� 1C  ����$�%���	� �� ��	������
��%1
� ������
�+. �%� 
��		����������+ ��$��� ��%�� 	������ ����������	��� ��*�
�� $��� 
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�
���
�� 1 2C � , . =%�$�����%1
�, �����$ ��%� ��%���
�+ ����
��� 
����
 

 2 lT
g

� , . 

*���	� �� ������� �����
 
!�� ����
�� ����� � ��%�+ ��%�	�� (���
� 	�����1 � �����) ��
�-

��

� �$�%���	� �
�����%1
�� �
����� E. � ��%�	�� ����� ���
����� 
	�%1
�� 	������	��� �$��
�� ��%
�, ��$�%�4;�� 
������;�

�4 ����-
	���� �� $����;���	� �� �$��
�+ ��%
�+ ��	��%�

��� ���� (��	. 3.4). 

 

���. 3.4. �������������� ���������" �����" ���� � ���� ������: 
1 – ������0����� ��������; 2 – ���%�0�"�� ����������" &��; 

r – ������ �����" ����  

J�+$�� ����
 ��	���	���
�
�� �$��
�+ ��%
 
 �r t . &�		���
�� r 
���
�� �$��
�+ ��%
 �� '�
��� ����� ��$�� ����	��1 �� �����
� t, 
�
����� ����� E � 
���%1
�+ �%��
�	�� 
������;�

��� ���$��� �: 

 
 �, ,r t E� � � . 
���%�
�� �� ���
��� �$��
�+ ��%
 
� 
���%1
�+ 	��$�� ����� 


� 
�	��%1�� ����$��� �*� ����	���
��� $��%�
��, �%��
��� ������-
�� 
� ���'�		 ��	���	���
�
�� ��%
 ���
� ���
�����1. 

&�����
�	�� ����$�%�4;�� ����������: 

 6 7t c� ,    6 7
2

2
�� ���

	
E �

� � ,    6 7 3
��
�

� � . 

�����$
�, ��� 3 3 0m n k� � � � � , ��� ��� ��
�'�� 	 � �����
�� 
(3.11) � $�

�� 	%���� 
� ��$�� ����	��1 
� �� �$
��� ������
��� ����-
��
�� – �
� ����$���	� � ��
	��
�� const�	 � � . 

A��
� ��%����1 ($�%�� ��$�� ��		�����
 	������	���4;�� ����$) 
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1 52E tr C

�
& '�

� � �( )( )�* +
, ����$� 

1 52E tr C
& '�

� ( )( )�* +
.  

&�*�
�� ����$�
�����	��+ ��$��� � 	�%1
�� ����� (=�$�� E.#. 
A���$ ��$���� � ������
�	��+ � ����
���. A.: J����, 1977.– 446 	.) 
������%�, ��� �
���
�� ��
	��
� 1� 4 . !�� ���� ����
 ��	���	���
�-

�� �$��
�+ ��%
 ��$��: 

 
 �
1 5

2 5Er t t& '
� �( )�* +

.  

<�� �����%� ���������, ��� �	%� �������1 ��$��	 �$��
�+ ��%
 
� ���
� ����
� �����
�, �� � %����������	��� ����$�
���� lg t , 
(5 2) lg r  ��	������
��%1
� ����� $�%�
 %��1 
� �����4, ���4;�4 

��%�
 459 � �	� lg t  (��	. 3.5): 

5 1lg lg lg
2 2

Er t� �
�

. 

 
�
�%�+	��+ ���
+ ��. "�+%�� 

��������% ��
���%1� � ��	���	���
�-

�� ��
�

��� *���, 	
��+ 
��. A���� �� ����� ������� �����-
��
	���� ����� ����
�+ ���� � 
J14-A����� � 1945 �. #� ��������� 
��	������
��%1
�+ ����	���	��, ���-
��$�

�+ 
� ��	. 3.5, �%� ��%���
�, 
��� 


 �1 lg 7
2

E � 4 . 

!�%���� 31 �� �� 4 , ����$�%�� �
����4 �����: 

 1310 �� 10 " � �E � �  
(����$���%�+), �� �	�1 $�	��1 ��%%��
�� ����$���%�+. !��%���'�� 
��. "�+%���� ���+ ��%���
 (Proc. Royal Soc. 1950. – Vol. 201, 
No. 1065. – P. 159–168) ����%� � 	��� ����� 
���%�� 	��;�
�� � ���-
����%1	���

� ������ =Q�, ��� ��� ��� '���� 	����%�	1 	����� 	��-
���
�+, ���� ��%1� ��. A��� 
� �% ��	������
. 

 

 
���. 3.5. 7��� �������������� 
���������" �����" ���� � 

�����& ������ ([t]=c;   [r]=�)
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3.5. �
"������ 	�
����& ��������� 	�$���& 
�	
��
� �������� ��$����, ���	��4;�� �		%�$���+ ���'�		, 

���
� ��%����1 $���� 	��	����� – 	 ����;14 ����$� �
�%��� ������-

�	��+ � ����� �
�%��� $������
'��%1
� ����
�
�+. 

+
��� ������� ����
�����
 (���
����	
��� �
��� "--
�
�) 
&�		������ ��������	��� �����
�
�� ����$� �
�%��� ������
�-

	��+ 
� ������� ��$��� � ���%�����
� ��� 	��'��
��
�� �����%�
�
�� 
����
�� ���%�
�	���%� (���� �%� ��$��	��) � �����. <�� ��$��� �����-
%�����	� ��� ����$�%�
�� ������'��
�� ���%���$��� � � ����	���	�� 
�� �������� ���� � ���������	��� ������. @�����	��+ �
�%�� ��		���-
�������+ ��$��� ���������, ��� ���������	���� ���%�����
� ����	�� 
�� 	����	�� u, �%��
�	�� � , �$�%1
�+ ���%�����	�� c, ������'��
�� 
���%������$
�	�� �  � ������'��
�� $�
�����	��+ �����	�� �  ���%�-

�	���%�, � ����� �� $������� ���� D. �%�
� ���� � ����� �	�%4��-

 �� ��	%� ����$�%�4;�� ����������, ��� ��� ��		���������	� 	��-
'��
��
+ ���'�		. 

&�����
�	�� ���� ��%���
 � 	�	���� =# 	%�$�4;��: 

 6 7 2
��

� K c
� �

� �
;   �

	
u � ;   6 7 3

��
�

� � ;   6 7 ��
�� K

� �
�

; 

 6 7 ��
� K c

� �
� �

;   6 7 ��
	 �

� �
�

;   6 7 �D � . 

=��%�	
� �-�������, ���'�		 ���%�����
� ����	�� �� ���� ������-
���
� ����%��	�� (��	��%1�� ��	%� ������
� ���������� n = 7, � ��-
%���	��� �$�
�' 	 
�����	���+ ������
�	�14 4k � : ��, �, 	, �). 

#	����4 ��%���
� ������'��
�� ���%���$��� ���
� ���$	�����1 
� ��$�: 

 3 51 2 4x xx x x�w c D� � � � , (3.14) 
�$� � – ���������
+ ������'��
�; w u� �  – ��		���� 	����	�1 

6 7 2
��

� 	
w& '�( )�* +

, ���$�

�� $%� ����;�
�� ��	�����. 

!�$	����� ������
�	�� 	������	���4;�� ��%���
 � (3.14): 

 6 7
2 3 41

5
2 2
�� �� �� �� �� �

�� K � K c � c� K c � c

x x xx
x�

�  �  � �  � � � � �� � � � � �� � � � � � � �� � �� � � � � � � � � �
. (3.15) 

 
�������, ��� � ����
�
�� (3.15) ������
�	�1 ���%���+ �
����� 

���
� ���$	�����1 ����� ������
�	�� �	
��
� �$�
�' 
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6 7
 �2 2�� �� � 	� �  � ��%����1 ����
�
��, �
�%����
�� (3.15), 
� 
� 	�-
$����;�� ��. �$
��� 
� ����%1��� ��*�
�� ��$��� ��� 
� ���%����. 

!�	��%1�� ������
�	�� %���+ � �����+ ��	��+ ����
�
�� (3.15) 
$�%�
 ��1 �$�
����, 	������� ��������%� 	����
�+ ��� �$�
���-
�� �$�
�'�� ������
�+, ��%���� 	%�$�4;�4 	�	���� ����
�
�+: 

 

6 7
6 7
6 7
6 7
6 7

2 3

1 2 4

1 3 4 5

1 3 4

2 3

�� : 1 ,

�� : 0 ,

� : 2 2 ,

	 : 1 ,

K : 1 .

x x

x x x

x x x x

x x x

x x

� � .
/

� � � /
/� � � � � � 0
/� � � � � /
/� � � � 1

. 

&�*�
�� ��%���

�+ 	�	��� �%��������	��� ����
�
�+ $��� 	%�-
$�4;�� ����	���	�� ���$� ��������%��� 	����
�+ ix : 

 3 2 4 2 1 5 11 ; ; 1x x x x x x x� � � � � � . (3.16) 
!�$	���%�� ��%���

� ����	���	�� (3.16) � �	��$
�� ����
�
�� 

(3.14), ��%���� 
 1 2 2 2 1 11 1x x x x x xCw c D� � �� � � � . 
!���������� ��� ����
�
�� � 	%�$�4;��� ��$�: 

 
1 21 x xD w D cC & '� � ��& ' & '� �( ) ( )( )� � �* + * +* +

. (3.17) 

 
���$�;�� � ����
�
�� (3.17) ���������
� ����%��	 ���$	���%�-

4� 	���+ �	���� �������� ��$����: 

 NuD�
�

�
 – ��	%� J�		�%1��,              

 RewD uD�
� �

� �
 – ��	%� &�+
�%1$	�, 

 Prc�
�

�
 – ��	%� !��
$�%�.              

"���� �������, (3.17) ���$	���%��� 	���+ ������������ ��������� 
��$� 

 Nu Re Pra bC� , 
�$� ��
	��
� C, a, b 
���$��	� ��� �����$�
�� 	������	���4;�� 

��	������
���. 
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� ��	�
�	��, ��� �����%�
�
�� ����
�� � $%�

�+ ( 50L D 2 ) '�-
%�
$����	��+ ����� $%� ��	���� ��	%� J�		�%1�� �	��%1����	� �����%� 

 0,8 0,33Nu 0,023Re Pr� , 

	�����$%���� � $������
� 4 5Re 10 10� # , Pr 200!  (E��� �.�. "�-
�%���		�����
: =������
��.– A.: <
�����, 1978. – 480 	.). 

!�� �	��%1����
�� ����$� �
�%��� ������
�	��+ �	
��
� � ���-
��
���%1
� ������ � ��	��
���� ��$��� ��%���	� ���� ��$�%� � 	��-
������'�� 	��+	�� �	������ ��*�
��. ��� ���������, ��� ��	��
���� 
��$��� � ���� 	�;�	���

� ����$�%�4;�� ������
� ���������� 
���$	���%�4� 	���+ 
����%1*�4 ���$
�	�1. 

�	��*
�� ��*�
�� ��$��� ����	�� �� �����%1
��� ����� ������-
	��� ��%���
, �%��4;�� 
� ���'�		, ��� ��%
�	�14 ����$�%���	� ����-
��	��+ �
���'��+ � ����� �
��
���-�		%�$�����%�. J� �����	���1 
���
� ����$�%�4;�� �������� � 
� ��%4���1 � �� ��	%� ��%�	�;�-
	���

� �������� – ��� �%��
�� '�%1 �
�%��� ��$���. 

J����� ����+-%��� 	�;�	���

�+ ��%���
 (����
��'�� ���� ��� 
����
�� ����%�+ ��$��	��, 
�������) ����� �����	�� � 
����
� �����-
���%1
� ����
�
���. "� �� 	���� ��$�� � ��� ����� 
�	�;�	���

� 
��%���
 (���� 	�% ����	�� ��� ����
�� %������ ���� � �����, 
�������). 
�������, ��� ��� ��%1*�� ��	%� ������
� ���������� ��$��� ���$
� 
�����1 ���������
� ����%��	, ���4;�� �	
+ ������	��+ 	�	%. 

�%� �'�
�� �
�����	�� 
�������+ ������
�+ ��%���
 ��� ���	�-

�� ��
����
��� ������	���� ���'�		� ���
� ������
$����1 	%�$�4;�+ 
�����. ��� �����%�, �$��
� 	�	���%�

� �������� ��$���� ���$	���-
%�4� 	���+ ��
�*�
�� ��
������4;�� 	�%. b	%� ��%���
 �������� 
��$���� 	������	� � 
�%4 (�%� � ��	��
��
�	��), �� 	������	���4;��� 
	�%��� ���
� ���
�����1. 

J�������, ��	%� &�+
�%1$	� ����$�%��� 	���
�*�
�� ���$� 	�-
%��� �
��'�� � 	�%��� ���
�� � $����;�+	� ��$��	��. !�� Re 0�  
	�%��� �
��'�� ���
� ���
�����1 (��%��;�� ����
��), � ��� Re � �  
���
� 
� �������1 	�% ���
��, �� �	�1 ������'��
� $�
�����	��+ 
�����	�� (����
�� �$��%1
�+ ��$��	��). 

+
��� ������� ��!!
�
�)������� �����
�� 
#	��%1����
�� ����$� �
�%��� $������
'��%1
� ����
�
�+ $%� 

��%���
�� ��������� ��$���� ������
�, �	%� ����	��
 ��		��������-
�+ ������	��+ ���'�		 (�����+, 	��	���

�, � ���	����	� 	������-
	���4;��� ����
�
����). b	%� �� ���'�		 a priori 
�����	��
, �� $%� 

����$�
�� ��������� ��$���� '�%�	������
� �	��%1�����1 �%������-
��	��+ ����$ &�%��. 
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&�		������ ���� ��$��$ 
� ������� ����
�
�� 	��'��
��
��� ��
-
������
��� ���%�����
�: 

 
��

Tq
y

�
� ��

�
, 

�$� q  – ���%���+ ����� � 	��
��, � – ������'��
� ���%������$
�	��, 

��

T
y

�
�

 – ���$��
� ���������� � ������
�	�� 	��
��. 

&�		������ $�� ��$��
� � ���%���� ��
�*�
�� 	�	��� (��$��-

 ���%��� ������). !�� ���� 	��%4$���	� ����� ����������	��� � 
��$��$�
�����	��� ��$����. 

� 	������	���� 	 ����
�� ���%�����
� J14��
� 
 q T� � � $ , 

�$� �  – ������'��
� ���%���$���; 
T$  – ���
�	�1 ���������� ���%�
�	���%� � 	��
��. 
!�$	���%�� q � ����
�
�� ���%�����
�, ��%���� 

 TT
y

�
� � $ � ��

�
. 

�%� $��� ��$��
� 	�	��� 	������	���4;�� ����
�
�� ���4� ��$ 

 

 �


 �

1
1 11

1

2
2 22

2

,

.

TT
y
TT
y

� .� � $ � �� /� /
0� /� � $ � ��
/� 1

 (3.18) 

����
���� ����� iC  ��
�*�
�� 	������	���4;�� ���������� 	�	���: 

 2

1
C�

�
�

�
;  


 �

 �

2 2

1 1
T

TTC
T T

$
� �

$
;  2

1
y

y
C

y
� ;  2

1
C�

�
�

�
. (3.19) 

������ ������

� �����+ 	�	��� ����� ������

� �����+, 
��%���� $%� �����+ 	�	��� 

 
 � 1
1 11

1

T
T

y

C C T
C C T

C y
�

�
�

� $ � � �
�

. 

#� �	%���� ���$�	���

�	�� ��		���������� 	�	��� ����� 

 T
T

y

C C
C C

C
�

� � , 

�%� 	���1 ���$� iC : 
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 1yC C
C

�

�

�
� . (3.20) 

#� (3.19) � (3.20) 	%�$��� 

 1 1 2 2

1 2
idem Nu

y y� � � �
� � �

� �
. 

"���� �������, ��%���%� �������+ ��$���� ��		������������ 
���'�		� – ��	%� J�		�%1��. 

���$�� �������+ ����
���	���� ��$���� ����$�� �
�%��� $��-
����
'��%1
� ����
�
�+. &�		������ $�� ��$��
� ����
���	��� 
	�	��� – $����;��	� ��%�. #� $����
�� ��$��
���	� ������� ����
� 
J14��
�, �����

��� � ����� $������
'��%1
��� ����
�
�� 

 duF m
dt

� , (3.21) 

�$� m – ��		� ��%�; F – $����;�� 	�%�; u – 	����	�1 ��%�. 
C���*�� ��� ����
�
�� $%� $��� ��$��
� 	�	���: 

 

1
1 1

1

2
2 2

2

,

.

duF m
dt
duF m
dt

.� //
0
/�
/1

 

!� �	%���4 ��$���� ������	��� ��%���
 �$
�+ 	�	��� ���
� 
������1 ����� ��%���
 $����+ ($%� 	������	���4;�� �����) 	 ����-
;14 ��
	��
� ��$����: 

 2

1
F

F
C

F
� ;  2

1
m

mC
m

� ;  2

1
u

u
C

u
� ;  2

1
t

t
C

t
� . 

������ ������

� �����+ 	�	��� ����� 	������	���4;�� ��-
����

� �����+ 	�	��� � ��$	���%�� � �	��$
�� ����
�
��, ��%����: 

 1
1 1

1

u
F m

t

C du
C F C m

C dt
� . 

����
�
�� ��$�� ���$�	���

� �	��$
��� ��%1�� ��� �	%���� ��-
��
	��� ������'��
���: 

 u
F m

t

C
C C

C
� ,   1F t

m u

C C
C C

� . 

�
�%����
� ���$$�;�+ ��$��� ��%����: 

 1 1 2 2

1 1 2 2
idem Ne

F t F t Ft
m u m u mu

� � � � , 
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�$� Ne – �������+ ����
���	���� ��$���� (�������+ J14��
�). 
@����%1
� ����$ �
�%��� $������
'��%1
� ����
�
�+ 	��$��	� 

� �������������
�4 	�	��� ����
�
�+. 
!����$�� ����
�
�� $����
�� (3.21) � ���������
��� ��$�. 
�%� ����� ���$�� ��	*��� 	�% *F , ��		 *m , 	����	�� *u  � ���-

��
� *t . ����
�
�� (3.21) � ���������
� ������

� *F F F� , 
*m m m� , *u u u� , *t t t�  ����� ��$ 

 *
* *

*

u duF F m m
t dt

� ,   duF Am
dt

� , 

�$� * *

* *

m uA
t F

�  – ���������
+ ������'��
� ��� �������$
�+. 

"���� �������, 1 * *

* *
Ne F tA

u m
�� �  – �	���+ �������+ ��$���� 

(�������+ J14��
�). 

3.6. ������ �������� 	�$���& 
�������� ��$���� ���
� 
����4� ���
��� ���
�, �� ����$�-

%��*�� %��� ���4;�� ��%1*�� ��	%��� � 	������	���4;�+ ��%�	�� 
������. �������� ��$���� ���4�, ��� �����%�, ��
+ ������	��+ 
	�	% (���
1 ��	�� – ��
�*�
�� 
������� $��� 	�%, $�+	���4;�� 
� 
��		����������4 	�	����). 

!� ���� �������� ��$�%1
� ���$�%�� ������ ��%���	��� �������-
�� ��$���� ��	���

� ���%�������	�, � ���� ���'�		 ���$�%����	� � 
��$�� ���$�%���1	�. J������� �������� ��$���� ��
�	��	� � ������ 
�%�		� ������	��� ��%�
�+, 
�������, �������+ ������

��� ����
�� 
����$� �����
� ���%�� Vi , ���$�

+ �����		���� "��	���� ��	�-
$��	���

��� �
����	����� �.J. ��%4
���. 

� ��	%� �
����	�%1
� ��������� ��$����, ����4;�� ���
�4 
��%1 �� �
���� �
��
��
�-������	��� ��$����, ��
�	��	� ����������	���, 
����
���	���, ��$��$�
�����	���, ���%�$�������

� � ��
�����	��� 
�������� ��$����. 

1. 	������������ �������� �����4�	� 	���%��	��� (��
�*�-

���� �$
���$
� ��%���
, �����������4;�� ������ 	�	���) 

 l d , 2 2l d , 3 3l d  
� ����$�%�4� ��
�*�
�� %�
�+
� ��������, �%�;�$�+ � ��^���� 

���%��
� �%���
��� ��		���������� 	�	���. ����� ����, ������ 
����� ��
�	��1	� � ������� 	��$�� � ���'�		�� ($������ ��	��' $�	-
���	
�+ ��� � ������, �%�;�$1 ��$�%��� 	���
�� ����������� ��%�, 
������ �		%�$���� �����'�� � �. $.). 
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2. �	
��
� ��������� ��$�������& ����� 	�	��� ��%���	� 
�������+ J14��
� 

 2Ne Ft Fl
mu mu

� � . 

3. � 	%���� ����
���	���� ��$���� $��� 	�	��� �������$�
�� 	�% 
F 
� $%�
� l, $�%�

�� 
� ��		� m � ���$��� 	����	�� 2u  $%� %4��+ ��-
� 	��$	���

� ����� ���%1
��� ��^���� � ��$�%�, ����� �$
� � �� �� 
��	%�

�� �
���
��. 

	��������������� �������� �����������4� �	���

�	�� ����
�� 
��$��	�� �%� ����, � ����� �	%���� ������
�� ��% �
�*
�� �������. 
�%� �'�
�� ��$���� ��$��$�
�����	��� ���'�		�� ���
� �����
��1 
�������+ J14��
�. !�� ���� � ����	��� $�+	���4;�+ 
� 	�	���� 	�% 
F 
�����$��� ��		��������1 	�%� ���
��, 	�%� $��%�
��, 	�%� ����	��, 
	�%� 	�������%�
�� 	��$ � �. �. 

U��� ��"������ 
!�� $����
�� �����+ ��$��	�� � ������ ���
����� 	�%� ���
�� 

 ��
duF S
dy

� � , 

�$� � – ������'��
� $�
�����	��+ �����	��; 
2S y�  – �%�;�$1 ���
��; 

du dy  – �������
+ ���$��
� 	����	��. 

!�$	���%�� � �������+ J14��
� ��F  � 3m l� �  (� – �%��
�	�1 
��$��	��), ��%���� 

 2Ne du
dyu

�
�

�
. 

!�	%� �
���������
�� ����
�
�� 

 2Ne dudy
u

�
�

�� �  

��%���� �������+ ��$���� � ��$� 

 Ne
uy
�

�
�

. 

����%��	 

 1Re Ne uy� �
� �

�
 


������	� ��	%�� &�+
�%1$	�. 
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� ����	��� ��������
��� ������� y ���
� ���
�����	� $������ 
��
�%� �%� $������ ����������� ��%�. 

�������+ (��	%�) &�+
�%1$	� ����$�%��� 	���
�*�
�� ���$� 	�-
%��� �
��'�� � 	�%��� ���
�� � ������. F�	%� &�+
�%1$	� ��%���	� �$-

�� �� ���
�+*�� ��$��$�
�����	��� ��������� ��$����. � ��	�
�-
	��, �
� ������������� �	%���� %���
��
�-�����%�
�
��� ������$� ��-
���� ����
�� ��� $�	����
�� 
��������� �������	���� �
���
�� ��	%� 
&�+
�%1$	� 
 �Re Re��2 . 

U��� '"���� 
!�� ���	�
�� $����
�� ������ ��$ $�+	����� ������$� $��%�
�� 

���$� 
�������� ������� 	�%� F � �������� J14��
� ����
�� 	�%�+ 
��$��	������	���� $��%�
�� p$ , $�+	���4;�+ 
� �%�;�$�� 2S l� . 

!�$	���%�� � �������+ J14��
� 2F p l� $ � , 3m l� � , ��%���� 

 2Eu
�

p
u

$
� , 

�$� p$  – ������$ $��%�
�� (��$��$�
�����	��� 	�������%�
��). 
F�	%� <+%��� ������������� 	���
�*�
�� 	�% $��%�
�� � 	�% 

�
��'�� � ��$��
� �������. 
U��� J���� 
!�$	���%�� � �������+ J14��
� 	�%� ����	�� F mg� , ��%���� 

 2Ne gl
u

� . 

����%��	 

 
2

1Fr Ne u
gl

�� �  


������	� ��	%�� @��$�. 
F�	%� @��$� ������������� ��$���� ���'�		��, �$�;�� ��� $�+	�-

��� 	�% ����	��, � ������� 	���
�*�
�� 	�% ����	�� � 	�% �
��'��. 
U��� ��$� 
�%� $����
�� 	�������+ ��$��	�� (����) ��� ��%1*�� 	����	��� 

u � ����	��� �������� ��$���� �	��%1��4� ��	%� A��� 

 M u
c

� , 

�$� c – 	����	�1 ����� � ��		����������+ ��$��	��. 
F�	%� A��� �������� �%��
�� 	�������	�� ��$��	�� 
� �������� 

�� $����
��. 
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U��� �������� 

 
0

Kn l
l

� , 

�$� l – $%�
� 	����$
��� ������� ��%���%; 0l  – ��������
+ ������ � 
��%� ����
��. 

<��� �������+ ������������� �%��
�� �������

�	�� ���� 
� �����-
��� ����
��. 

U��� ����$��� (�������" &�$������) 
!�� ���	�
�� 
�	��'��
��
��� $����
�� ��$��	�� �	��%1����	� 

��	%� =�����%�, �����������4;�� 	���
�*�
�� ���$� 	�%�+ �
��'�� 
2u l�  � ��%���
�+ u� : , ������4;�+ �%��
�� 
�	��'��
��
�	�� 

$����
�� 
� 	����	�1 ��$��	��: 

 Str u
l
:

� , 

�$� l – ��������
+ ������; 
: – ��������
+ �
�����% �����
�. 

��%�� ��$���
�� 	��$�� ��$��$�
�����	��� ��������� ��$���� 
�����$�
� � !��%���
�� 6. 

4. 2������ �������� ����� 
U��� )�������� (�����������" �#�������� ���������) 

 Nu l�
�

�
 

������������� 	���
�*�
�� ���$� ��
������
� ����
�	�� ���%�� �� 
��$��	�� � ������
�	�� ��%� � ����
�	�� ���%�� ���%������$
�	�14 
����� �����
��
+ 	%�+ ��$��	�� (� – ������'��
� ���%���$���, 
l – ��������
+ ������, � – ������'��
� ���%������$
�	�� ��$��	��). 

� ��$���� ��
������
��� ���%�����
� ��	%� J�		�%1�� ���
� ��-
%���	� �	����+ ��%���
�+. 

U��� *���� 

 Pe ul
�

æ
 

������������� 	���
�*�
�� ���$� ��
������
� � ��%���%��
� ����
�-
	�� ���%�� � ������ (u – 	����	�1 ������; c� � �æ  – ������'��
� �����-
�����������$
�	��; �, c – �%��
�	�1, �$�%1
�� ���%�����	�1 ��$��	��). 

U��� *������� 

 Pr c� �
� �

�æ
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��%���	� ��������� ��$���� ����������
��� � 	����	�
��� ��%�+, � 
����� ������������� 	��+	��� ���%�
�	���%� (�, � = �/� – ������'��
-
� $�
�����	��+ � ��
�������	��+ �����	��). 

F�	%� !��
$�%� ���$	���%��� 	���+ �����
�'�4 ��	�% &�+
�%1$	� 
� !��%�: 

 PePr
Re

� . 

U��� ������� 

 St
uc
�

�
�

 

������������� 	���
�*�
�� ���$� �
��
	��
�	�14 ��
������
�+ ���-
%���$��� � �$�%1
� ���%�	�$����
��� ������. 

F�	%� =��
��
� �	��%1����	� �
��$� ���	�� ��	%� J�		�%1�� � ���$-
	���%��� 	���+ �����
�'�4 ��	�% J�		�%1��, &�+
�%1$	� � !��
$�%�: 

 NuSt
Re Pr

�
�

. 

U��� �� (�������" �����& �����) 

 Bi
��

l�
�

�
 

��%���	� ����+ ��
�*�
�� �
����

��� �������	���� 	�������%�
�� 

 ���l �  � �
�*
��� �������	���� 	�������%�
�4 
 �1 � . 

���  – ������'��
� ���%������$
�	�� ����$��� ��%�. 
!� 	�������� ��	%� ��� 
�����
��� ��	%� J�		�%1��, 
� ����� 

�
�+ ������	��+ 	�	%. 
U��� J���� 

 2Fo
l

�
:
æ  

��%���	� ��������� ���%���+ �������

�	�� � ������������� 	���1 ��-
�$� ������ ����
�
�� �	%���+ � ������4;�+ 	��$� � ������ ����-
	���+�� ����������
��� ��%� �
���� ��%� (: – ��������
�� �����). 

F�	%� @��1� �����
���	� ��� �����
�� 
�	��'��
��
��� ���%�����
�. 
5. 8���������� �������� ����� 
U��� X������ (���������� ���� )��������) 

 Sh Nu D
D

l
D

�
� �  



 64

������������� 	���
�*�
�� ���$� �
��
	��
�	�14 ��
������
��� ��	-
	�����
� � ��%���%��
�+ $�������+ � �����
��
�� 	%�� ������ ( D�  – 
������'��
� ��		���$���; D – ������'��
� $�������). 

<��� �������+ �	��%1����	� ��� �����
�� $������� � �
��$�
-

�� ������ � ��%���	� ���������
� ������'��
��� ��		���$���. 

U��� X����� (���������� ���� *�������) 

 Sc PrD D
�

� �  

�������������	� ��
�*�
��� ������'��
��� ��
�������	��+ �����	�� 
� $�������. 

U��� (�!���–������� 

 Le D
�

æ
 

������������� 	���
�*�
�� $�������

� � ���%��� ��%���%��
� 
����
�	��. 

6. ������������ �������� ����� 
*���� ���� 8�������� 

 0
1Da k l

u
�

� , 

�$� u – ��$��$�
�����	��� 	����	�1 ������; k – ��
	��
�� 	����	�� ��-
����	��+ ����'��; 0l  – ��������
+ ������. 

<��� �������+ ������������� 	���
�*�
�� ���$� 	����	�14 ���-
����
�� ������	��+ ����'�� � ��$��$�
�����	��+ 	����	�14 ������. 


��� ���� 8��������  

 2Da
p

Q
c T

�
�

, 

�$� Q – ���%���+ ������ ������	��+ ����'��; pc  – �$�%1
�� �������-
��	��� ���%�����	�1; 2 – �����������. 

<��� �������+ ������������� 	���
�*�
�� ���$� ���%��� �����-
��� ������	��+ ����'�� � �
��%1���+ �����
�
���. 

�������" Y�������� 

 Arn E
RT

�  

��%���	� 	���
�*�
��� �
����� ������'�� E � ���������� (R – �
�-
���	�%1
�� ������� ��	���

��) � ������������� ���	�����%1
�	�1 	��-
��	�� �������
�� ������	��+ ����'�� � ����
�
�4 ����������. 
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4. #
����� ������ 	
�������& 
#��	������� 

!�	%� ���� ��� �	��
���� $%� �		%�$���
�� ��		������������ ��-
����	���� ���'�		� 	����
� � ��%���
�, �����$�
� �'�
�� �����*
�-
	��+ ������
�+, ����
 �������� ��$����, ���
� ���	�����1 
���-
	��$	���

� � �����$�
�4 	���� ��	������
���. �$
��� ����$ ���� 
�-
����$��� 	�	�����1 ��'��
�%1
+ �%�
 ��	������
��. ��� 
�%���� 
������ �%�
� ����%1�����
�	�1 ��	������
�� ��$�� �
�����%1
� 	
���-

�. A���� ��1 ��������� �%� $��%�����
�� ������
�+ 
������� 
����������, � �� ����� ��� $����� �������� ��$�� �'�
�
 
�$�	��-
���
� ���
�, ����� ��1 
�$�	�����
+ ��
���%1 �� �	%������ ��	��-
����
��, %��� ����� ����;� ��	��	������1 ��
���%1 �� ����
�
��� 
�
�*
�� �	%���+. 

&�		������ 	��	�� ��'��
�%1
��� ����������� #�����������, 
�����%�4;�� 	�������1 ����� ��� �����$�
��, 	��	�� � ��
����� ��-
���*
�	��, ��%����1 ���	���%1
� ��%��
� $�

� � �	�;�	��%��1 
���	���%1
+ ��
���%1 �� �
�*
��� � ��	����

��� ���$�+	������. 

4.1. �	��$�
��� ������
� ���$� #��	�������
(��� $���� 
!�� �		%�$���
�� ������	��� ���'�		�� ���
1 ���
� �'�
��1 ���-


+ ��^�� ��	������
��%1
�+ �����. !�� 	%�*��� ��%�� ��^��� ���-

� $�

� ����� ������1	� 
�������
� 
�+�� ����
 �%� ��
�'�4, 

���	��4;�4 $�

+ ���'�		, ���
� 
� 
��
������1 ����+-%��� 	%��+ ������, 
���4;�+ ���
�� ���������	��� �
���
��. 
!�� ������
�� 
�������+ ������	��+ ��
-
	��
� ���
� ��%����1 
����4 ���
�	�1. 

= $����+ 	����
, ��� 	%�*��� ��%1-
*�� ��^��� ��%������ $�

� ��	����-
��
� $%��	� ���
1 $�%��, ��������� $�

� 
����������	�, � ����� �����$
���	� ����;�-

�� ��%���

� ����%1�����. � 
������� 
��	������
��� �������
�� ��%���	��� $�
-

�, �� 	�;�	���, ������	����� ��
�����-

�4 ���
� ������	��� ��������. 

 
���. 4.1. 

)������� �����$ �����$:
1 – ���������� ���������� (x); 
2 – �������� ���������� y(x) 
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!����� �����$�
�� ��	������
��� 	 
�$�	������ ���
� $�

� 
�����$�
 
� ��	. 4.1. !�� �����
�� 
�������+ ������	��+ ����
����
�-
	�� 
 �y f x�  �� ���� ������

� ������ ���
� ��%����1 �%��
�4 
�����4 1. �$
��� ��� ���� ������
� ������ �
�����'�� � ����$�
�� 


 �f x  � ����������
� ������, � ������

�� ����	���	�1 1 ����� 	�-
;�	���

� ��%����1	� �� ���%1
�+ (������ 2). 

!����� �����$�
�� ��	������
��� 	 ������� ���
� $�

� 
�����$�
 
� ��	. 4.2. 

 

  
���. 4.2. 4����� �����$ �����$: 

� – �������" ������; � – &����� ������ 

!�� �������� ����	���	�� $������'�� x �� 
������
�� y � ��-
$�%1
�� �����'�, 
���$�;��	� ��$ $�+	����� ��	������4;�+ 
�������, 
$%� 
������� 	����� 	��%� ��
���������	� 
���%1*�� ���
1*�
�� 

������
�� � ��
'� ��%�	�� ������� $������'�+ (��	. 4.2, �). ����	-
��� �����1, ��� �	������	� 
�	��%1�� �����'��, $%� ���$��� �� ����-
�� ���� 	��$ ����� ��1 
�	��%1�� 	��;�
 ��
�	���%1
� �	� x �%� 
�	� y �� 	���
�
�4 	 $������ �����'���. b	%� �	� ����� 
�
�	�� 
� 
������, 
� $�%�� ���%���+ ���$� �����'���, �� ���� 	��$ ����� ��%
�-
	�14 �	���
��1 (��	. 4.2, �). 

!%�
 ��	������
�� ��$�� �������
� � ��������
�, �	%� ����-

�� �	��
����1 �
�����% ���$� �
���
���� ������

�. b	%� � 
�;�� ��
�'��
�%1
�� 	���
�*�
�� ���$� 
�����	���+ ������

�+ x 
� ����	���+ ������

�+ y, �� ��
�'�4 y(x) ���
� ���������1 � ��$� 

�������+ �����+ (�%� �����+) � 	�	���� ����$�
�� (x, y). "���� ������ 
	�	���� �� ��	��
��
��� ��	%� ��$�%1
� �����, �� ������ 
�����$��� 
�����1 
�������� ��
��
�� ��������	�� �����%���� ��	%� �����, 
���$	���%�4;�� $�

�4 ��
�'�4 (�$
�������
+ ��	������
�). b	%� 
��		���������	� ��
�'�� $��� � ��%�� 
�����	��� ������

�, 
�-
������ z(x, y), �� ��%
�+ 	������
�	�� $�

� 	������	����� 
�������� 
�%�	��	�1 � �. $. (�
���������
+ ��	������
�). 

"���� �������, ���� ��
��
�+ 	������
�	�� ���
� ����� ��%�-
��	� 
�����$��� ������ �%�
�����
��, �����+ �����$��	� $� 
���%� 
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��	������
��. �����$
�, ��� ���� ���
� ����� 	%�$��� 
���
��1 	 
����$�%�
�� ��	�����%1
� ������
�+ ��������%1
�+ ���������, ��� 
��� ��� �����%�� ��%����1 ��%�	�1 �		%�$���� �
���
�+, �������4-
;�4 �	4 	������
�	�1 $�

� (��
���%1
�� � ���	���%1
�� �
���
�� 
���%����� ������ ��� ������
�� ����$� �����
� ���%��, ��
���%1-

�� � ���	���%1
�� �
���
�� 	����	�� ����%1 � �	��
���� $%� �����
�� 
�� $������'�� � �. $.). "� �	�1 ����$�%�4�	� ���
�' ������
�	�� 
$�

�+ �	��
����: ���$�%1
�� $��%�
��, 	��$������� ������		����, 
����������� �%��%�
�� ����%%�, ���$�%1
+ ��	��$ ��$��	��, ���	%��-
%�

+ $�������� ����, � $����� ��������. 

� 	%���� ���	��+ ��
�'�� y(x) ���$� $���� ������� �����+ 
���-
$��	� �	� �	��%1
�. ��%�	�1 ��$�
�� ��
�'�� z(x, y) ���$	���%��� 	�-
��+ 
������+ ���	��� �%�	��	�� (x, y) �%� �����, � $%� ����$�%�
�� 
���
�' ���+ ��%�	�� ����� ����������1	� �ó%1*�� ��%���	��� �����. 
@�
�'��, 	�$����;�� �ó%1*�� ��%���	��� ������

�, �������4�	� 
� 

�	��%1�� ����� ����. 

&�		������ �������� ����� �
-
�����%�� ���$� ������� ��
�'�� y(x). 
�������, ��� ��
�'�4 z(x, y) ���
� 
���$	�����1 ��� �
���	��� ��
�'�+ 
y(x), ��� ������
� 
� ��	. 4.3. ��%���
� 
z �	������ �$�	1 ��� ��������. "���� 
������� 
����4� 
�����������. 

=�;�	����� $�� �	
��
� �������� 
����� ��	������
��%1
� �����. 

 

0������
����� ����
%����� ������ 
�� �����	��� �	������ ������� ����
��
��� ���	
�� 
�� �
���� 	%����� ��%������ $�

� ���4� ���
�4 �����*
�	�1 


� ���%��
� ���	���� �		%�$������ $������
� (xmin, xmax). b	%� �
�%�� 
�����*
�	��+ ���������, ��� 
� �����-�� ���	��� $�

� ����4� 

����%1*�� 	��
�
��, �� ���� ���	��� ����%
���	� �ó%1*�� ��	%�� ��-
���. J�������, ������
�� ����	���	�� ��%���+ 	����	�� ���;�
�� ���-
��
�� ��	��$����� �� ��	��$� ���� �����$��	� 	 ��%1*��� �����*
�-
	���� � ��%�	�� ��%� ��	��$��. �%� �'�
�� ���
� �	��%1�����1 	%�-
$�4;�� �����%�: ����� ����� $�4� �$��� �ó%1*�4, � $����1 ����� – 
����� �ó%1*�4 ���
�	�1, ��� �$
� �����. b	%� ���
�	�1 
� �$
�� ���-
	��� �����%�	1 � $�	��1 ��� �*�, ��� 
� $�����, �� ���������	�� 
� 

 
���. 4.3. 
��%��� ������ 
�������" ���������$ x � y ��� 

��������$ ��������$ 
��������� z 
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���	��� ��$*�+ ���
�	�� 	%�$���%� � ����1 � 	�� ��� ��%1*� ��	�����. 
�$
��� ��� 
������
� 	 ��������	��+ ����� ���
��, � � ����� 	%����� 

�����$��� ������$	������1	� �$���� 	�	%��. 

1�����
� -���
���
������� !���)�� 
b	%� �������� �		%�$����+ ��	������
��%1
�+ ����	���	�� ����-


�� 
�����	��
, �� '�%�	������
� �����1 �%�
 ��	������
�� 	 �$�
�-
����� �
�����%��� ���$� �������. � ��%1*�
	��� �
��
��
� ��	-
������
��� �������� ���������+ ��
�'�� ��	���
� �%� ��%
�	�14 ��-
��	��
. &�		������, 
�������, ������
�� �����1 $��%�
�� � 
��$���%���	��+ ����	���%� �� 	��� ������ ����� ����%�$��. #� ��$���-
%��� ����	�
�, ��� ���������� ��
�'�� $�%�
� ����1 	%�$�4;�+ ��$: 

 
2

2
up k �

$ � , (4.1) 

�$� p$  – ������ $��%�
��; u – 	����	�1 ��$��	��; k – ������'��
�, ��-
���+ ����� %��� �	�����1	� ��	���

� ��� ����
�
�� u  %��� 	%��� 
����	��1 �� 	����	�� ��$��	��. 

b	%� ��;�� ��
�'�� ����	�
� ���
� �%� ���$��%�����%1
�, �� 
���
����
�� ����
�
�� �$
�+ �� ������

� ���$ %� ��%���	� ����-
��%1
� �%�
�� ��	������
��. b	%� � ��$�� ����
��1 ����%�����+ 
�������� u ����� ���
� ���������� $u, �� ��%���� ������, �����$�
-

+ 
� ��	. 4.4. �����$
�, ��� ����+ ���� �
�����%�� 
�������%�
. J� 
���	��� ��%1*�� �
���
�+ 	����	�� ����� 
�$�	�����
�, � 
� ���	��� 
��%� 	����	��+ �
� � ������. 

���	�� ����� ���
� �����1 ����� ����� �������, ���� ��%����1 
�$�
����� �����;�
�� $p (��	. 4.5). C$�	1 ��
'�
���'�� ����� �*� � 
��%�	�� ��%1*�� 	����	��+. �� �
���� 	%����� ������
�� ��%� $��-
%�
�+ �����������4�	� ��%1*�+ �����*
�	�14, ������� �%�
 ��	����-
��
��, � ������� �����	� �$�
����� �
�����% ���$� �
���
���� 	��-
��	�� (	�. ��	. 4.4), ����� ������1	� ��%�� �$��
�. 

����	��� �����1, ��� �����*
�	�1 ������
�+ �$�
����� $%� �	�� 
�
���
�+ u � $p. � ���� 	%���� 
�����$���, ���� ���$� ������� �%� 
���%4��
 �$�
����� ������� ��	������
��%1
�+ �����+ $S. �%� %4-
��+ 
������
�+ $������
'������+ �����+ 
 �y x  ��;�� �����
�� 
$%� $S ����� ��$ 

 
1 22

1 dyS x
dx

� & '$ � � $� �( )
* +� �� �

.   (4.2) 

�%� ��		����������+ ��
�'�� (4.1) 



 69

 
 �21S u k u$ � $ � � . 

b	%� ���$� $���� ��$�

�� ������� ��� u1 �����	� �
�����% $u1, 
�� 	%�$�4;�+ �
�����% $u2 
���$��	� (��� $S1=$S2) �� 	���
�*�
�� 

 

 �

 �

2
1

2 1 2
2

1

1

k u
u u

k u

� �
$ � $

� �
, 

�$� u2 – 	����	�1 � 
���%� 	%�$�4;��� �
�����%�. 
����$�%�� ����� ����� �
�����% �� �
�����%��, ��%���� �������-


+ � %�����	�� ���	
���

+ ������ (��	. 4.6). 

 

���. 4.4. 
	����� ���������� 
 �p u$  

� ������� �����0������ u$  

 

���. 4.5. 
	����� ���������� 
 �p u$  

� ������� �����0������ p$  

 

���. 4.6. 
	����� ���������� 
 �p u$  � 
�������� ��������� $S 

���� ����" 
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� 	���%�
�4, $%� �
���� ��	������
��� ��		�����

+ �*� ��-
��$ 
������%��. �	
��
�+ '�%14 ��	������
�� �� ������
�4 
 �p u$  
��%���	� 
����$�
�� ������'��
�� k. !�� ����$�%�
�� �
�����%�� ��-
�$� �
���
���� ������

� �� �����%� (4.2) 
�����$��� �
��1 k. "�-
��� �������, 
�����$��� �	��%1�����1 $����� ����$, 
� �����4;�� 
��%
��� �
�
�� �		%�$����+ ��
�'��. 

b	%� ���$���	�, ��� ��
�'�� ��$�� ���	��+, �� 	 ����;14 �%���-
�����	��� �����������
�+ �� ���
� �����	�� � %�
�+
��� ��$�. � ��-
	�
�	��, ����	���	�1 (4.1) ���
� ���$	�����1 � ��$� 

 ln ln 2ln
2

kp u�
$ � � . 

!�	����� ������ ln (ln )p f u$ � , ���
� ��%����1 �����4 	 ���
�-
���
� ��	���$�%�
��� �����, ���� �$�
����� �����;�
�� lnu , � 
� u. 

&�		������ $����� ������ �
�%����
� �����������
�+. J� 
������� ��%���
  

 2
a by

x
�

� , 

�$� a, b – 
������� ��
	��
�, ���
����
�� ��	��%���
�� ����� ��%�-
���	�, �	%� ����1 �$�
����� �����;�
�� $%� 21 x . 

�%� ��
�'�� exp( )y a bx� �   �%�  ln lny a bx� �  	%�$��� ��	�����1 
������ $%� ln y  ��� ��
�'�� x, ���� �$�
����� �����;�
�� x. �%� ��
�-
'�� lny a bx�   �%�  (ln ln )y a b x� �  	%�$��� ��	�����1 ������ $%� y ��� 
��
�'�� ln x , ���� �$�
����� �����;�
�� ln x . 

�������, ��� ���� �
�����%�� ���$� ������� �������$��	� 
� 
$%� ����, ���� ��%����1 	��������
�4 �%� «�$��
�4» �����4. b$�
-
	���

�+ �����
�+ ����� �
�����%�� ���$� ������� ��%���	� 	����-
%�
�� � ����, ���� � %4��+ ��	�� ��	������
��%1
�+ �����+ �%� ���-
� ����1 ����4 �� ���
�	�1, ��� � � %4��+ $����+. 

4.2. 	��&$�� 	����$��& #��	������� 
!�	%� ����� �
�����%�� ���$� ������� (����
�+ 
�����	��� 

������

�) 
�����$��� �	��
����1 ��	%�$�����%1
�	�1 �����$�
�� 
������
�+ (�%�
 ��	������
��). � ��$� 	%����� ������
�	�1 ����� 
��	%�$�����%1
�	�� ����� ��%� �%� ����;� ��	��	�����, 
�������, 
��� �����$�
�� �	���
�����	��� 
��%4$�
�+. 

� ���
��� � �
��
��
�-������	��� ��	������
�� ���
� �	��%1-
��4� ��	%�$�����%1
+ �%� ��
$���������

+ �%�
. !�� �	��%1��-
��
�� ������������& ����� ����
�
�� 
�����	��� ������

� 
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����	��$�� ����%��
� � �����	��4;�+ �%� ����4;�+ ��	%�$�����%1-

�	��. �
���%� ���
� ����1 ����
�� �%� 
��
�� ���$�%1
�� �
���
�� 
�-
����	���+ ������

�+ � ����
��1 ��� 	����������
� $� ��� ���, ���� 
� 
��$�� $�	���
��� $����� ���$�%1
�� �
���
��. 

!�� �	��%1����
�� �������������& (�����"�&) ����� �-
���

� �
���
�� 
�����	���+ ������

�+ ����$�4�	� ��	�� 	%���+-

� ������� (����� ��1 ����
� �� ��%1*��, �� ��
1*�� �
���
��) �� 
������-%��� 
�����%��
��� �����%� (���	�
�� ����%1
�+ ��	��, ���	-
����
�� ���� �� ��%�$, �	��%1����
�� 	%���+
� ��	�% � �. $.). 

���� �%�
� (��	%�$�����%1
+ �%� ��
$���������

+) ����	�� 
�� ����, ��%���	� ��	������
� 
���	�������$��� �%� ��	�������$�-
��. J���	�������$��+ ��	������
� ��������� �� �����
� ��� ���-
���
�	�� ��� ����
�
�� �%� �������
��. J�������, �	���
�� ����-
���%� 
� $�+	���� ��	������4;�+ 
�������. ����	���, � ��*�%� ���-
�%�$���1 ����
�� ����

� �
���
�� 
������� 	%���+
� ������� � 
	%�$�4;�+ ��	%�$�����%1
�	��: 3; 0,5; 0,45; 0,75 �J � �. $. 

"���+ �%�
, ����	%��
�, ��$�� 
������%1
�. !����
���%1
�� 
�-
������ ����*��� ���$�% ������� $������'�+, ������� ������' �����-
������ �	�����
�4 $������'�4, � �	� ��	%�$�4;�� ������
�� ��$�� 
�����$��1	� 
� $����������

�� �����'�. 

������� ��������� 
���	�������$��� ��	������
��� ��%�4�	� 
�����, � ������ �	���� ����������, ��$��'��

� ��%� �%� ��%1-
*�� $��%�
�� ����
�4� ���	��%%���	��4 	�������� �		%�$������ ��-
���'�. =����� ������, �	� ��	������
� 
���	�������$�� (
� �$�
 
������' �%� ������ ��	%� �	��%1����
�� 
� ������;���	� � �	��$
��� 
	�	���
�4). b	%� ����
�
��, �
�	��� � ��$� ��	������
��, 
�	��%1�� 
��%, ��� �� 
�������
� ��
������1, �� ����� ��	������
� 	����4�-
	� ��	�������$����. �����$
�, ��� $%� 
���	�������$��� ��	����-
��
���, � ��	�
�	��, ��� �����$�
�� �	���
�+ �������%��, 
�����$�� 
��	%�$�����%1
+ �%�
. �%� ��	�������$��� ��	������
��� $���	��� 
��� ��	%�$�����%1
+, ��� � ��
$���������

+ �%�
. 

!�	%�$�����%1
+ �%�
 
�����$�� ����� � 	%�����, ���$� ��	%�$�-
����%1
�	�1 ��%���
�� $�

�, � 	��4 �����$1, ��%���	� ���������� 
��	������
��. J�������, �%�		���	��+ ��	������
�, 	����

+ 	 �		%�-
$���
��� ���
�� ��$��	�� � �����. b	%� ��� %���
��
�� ������ �%��
� 
���%������1 ��	%� &�+
�%1$	�, �� ����� 	����
��� %���
��
�	�1 � ��-
%�	�� %���
��
�-�����%�
�
��� ������$� ��� $�	����
�� 
��������� 
�������	���� �
���
�� Re�� , � ��� �%��
�� ���
1*�
�� ��	%� &�+
�%1$-
	� 
��%4$���	� �����
�� �����
� (	����
�
�� �����%�
�
�	�� ������). 
!�� 	%���+
�� ����� ��	%� &�+
�%1$	� (�� � ��%�	�� %���
��
���, �� � 
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��%�	�� �����%�
�
��� ������) ��%�������
�, ���� ����+ ��
��+ ��-
���� �% ��
�����
 ����;�. C$�	1 	��� ��	%�$�����%1
�	�1 �	%���+ ��-
%���	� ����$�%�

� ����������. �
�%����
�� �����
� 
��%4$���	� 
��� �	���
�� ����*�� �
$�����
�	�� 	 ��%��
� 	��$��
����, ���$� 
����� ���%� ��	������	� ����� ����	��1 �� ���$$�;�+ ������+ �����. 

�%� ��%1*�
	��� ��	�������$��� ��	������
��� ��$��$�� ��	���
� 
�%� ��%
�	�14 ��
$���������

+ �%�
, �����+ �����%��� �	�%4���1 
%4�� ����%��
� ����
�
��, ���	%��%�

� ������4;��� �	%������, 
��	%�����4;�� ���	�
�%�� � $�������� ��������%1
�+ ���������. 

b	%� 
�����	���� ������

�� x ���1�����	� ��
���

�, �� ����	�-
��� ������

�� y ����� ����
��1	� ��� �	%�$	���� ����
�
�� x, ��� � 
�	%�$	���� ����
�
�� �
�*
�� �	%���+ (����	���
�� $��%�
��, �����-
������ ������4;�+ 	��$, �%��
�	�1 ���$��� � �. $.), ������ ����� 
��	����

� ����
��1	� � ���'�		� ��	������
��. b	%� �� ������

�� x 
����
���	� 	%���+
� �������, �� �	�%4����	� ������
�	�1 �*����
� 
���
��1 �%��
�� �
�*
�� �	%���+ �� �%��
�� ������

�+ x.  

J����%�� ���
�+ �����
�+ �����
�
�� ��
$���������

� �%�-

�� ��%���	� ������
�� ����
�
�� ������

�+ x �� 	��� ����
���	��� 
���$�+	���+, ����

� $�������� �	�����%1
�+ ���������. ����	-
���, ��� � ��������%1
�� �������, ����%�����, ��
������ � �. �. 
��%4-
$���	� «���$�
��». b	%� ���$$�;�+ ��	��� 
���$�%	� � ����
�+ ��	�� 
$������
�, �� ������ ������� ���*�

�� �
���
��, �	%� �� ���$$�-
;�+ ��	��� 
���$�%	� � 
��
�+ ��	�� $������
�, �� «���$�
��» ������� 
�����$�� � ��
���

��� ������
�4. 

� ����� ��;�+ ����%1��� ��	������
�� ��$�� ����1 	�	��������-
	��4 ��	���

�4 �����*
�	�1 (��%�����%1
�4 �%� ����'���%1
�4), 
������4 ���$
� ��
������1. !�� 	%���+
�� �� ����� ����� ��%���	�-
�� ��	�����, ��%���

� ��� ������$� �� ��%1*�� �
���
�+ � ��
1*��, 
��$�� ������
� ���
� ��%���	��� ��	�����, ��%���

� ��� ������$� �� 
��
1*�� � ��%1*�� �
���
���. !�%���

� $�

� ����� ����1 ���-
���	, 
� �
� ��$�� �����������1	� ������ ���
� �
���
�+. 

!����$�� 
������� ������ ����� ������
�+ 	 «���$�
���» �������. 
� ��	������
���, 	����

� 	 ���%�����$���+ � �	���
��� $������%�+, 
���
���4� �*����, ���	%��%�

� ���, ��� 
� $�	������	� �	��
����*��	� 
	�	���
��. !�� �	��%1����
�� ��	%�$�����%1
��� �%�
� � �	��$� ��$�� 

���$��1	� �� �$
� � �� �� 	����
� ��
�	���%1
� 	��'��
��
� �	%���+ 
(	%�*��� �	���� �%� 	%�*��� 
����� �����������) � ��%���� 	�	������-
��	��4 �*����. A�
����� 	 ��	����*���	� ��������, ����������$ ��$ 
$��%�
��� 	 
���%1*��� �������� ��$�� 	��� ��� ������ 	 «���$�
���». 

�%� ��
$�����'�� �
���� ��	������
��� ���
� �	��%1�����1 ��-
��+-%��� ���	��+ «������+» ����$. J�������, ����

� �����
�'�� 
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�	%���+ ���
� ���
��������1, � 
����� ���	�����1 ��� ��� �����1��-
��. ����� ����, ���
� �	��%1�����1 ����$ ���	�
�� �$
�+ �%� 
�	��%1-
��� ����%1
� ��	��+ �%� ���%�' 	%���+
� ��	�% $%� ����� ��	%�-
$�����%1
�	�� ����
�
�� �	%���+ ��	������
�� ($%� 	�	���%�
�� ��
-
$���������

��� �%�
� ��	������
��). 

4.3. �$��������� #��	������� 
&�		������ �$
�������
� ��	������
�, ���4;�� �$
� 
�����-

	���4 (����%������4) ������

�4 x � ����	���4 ������

�4 (��-
��%1���) y. ���� $%� ����� ���	��+*�� ��	������
���, � ������ ��	-
	���������	� ��%1�� �$
� 
�����	���� ������

�� (������), 
�����$�-
�� �������1 �%��
�� ���%��
� $�����, 
�����%������, �%� 
�
�*
�� �������� (����
�
�� ����������, $��%�
��, �%��
�	��, ��%�-
��
�� ������	��	��
�	�� ���������� � �. �.). b	%� �
�*
�� ������ 
����
�4�	� 
������
� 	 ����
��� �����
�, �� �� �%��
�� �����
	�-
��4� ����� ���	��+ ��
$�����'��, ��� ������
� �*�. 

� ��$� �$
�������
� ��	������
��� �
�*
�� ������

� ����� 
��1 $�	����
�� (����� %4$�+, ���%��
� 	��
�� �%� ������, ���%��-

� �������$	���

� �����$ �%� ������ �������%��, ���%��
� $
� 
�-
$�%� �%� �����
� ��$� � �. $.). #	�%4���1 �%��
�� �
���� �
�*
�� �����-
��� �%� ���	�� �������� 
� �� ���$�+	���� 
�������
�. �%� ��
�����'�� 
�� �%��
�� �	��%1����	� ��
$�����'��, �����%�4;�� ��	���$�%��1 ���$�+-
	���� �
�*
�� �������� ��%�� �%� ��
�� ���
����
� �� �	�� �	%����� 
��	������
��. b	%� $�	����
� �
�*
�� ������ ����� ��1 �$�
����-
'�����
, �� �	��%1����	� ����$ �������������� ���� ��� �������� 
(��������$, &���-��������$, ��5������$, �������� Z���� � �. �.). 

+
��� ��������� ��������� 
&�		������ 	��1 ����$� 
� 	%�$�4;�� �������. !�	�1 �������	� ��-

��$�%��1 ������%1
�4 	����	�1 ��������� $%� ���'�, ���	������4;�4 
���	���%1
�4 �������$���%1
�	�1 ��� ��$�

�� ���'�
�� ����� � �����-
��$	���

� �	%�����. <�� �$
�������
+ ��	������
�, � ������� 
���-
��	���� ������

�� x – 	����	�1 ���������, � ����	���� ������

�� y – 
���$ ���$��'��. � ����� ��	������
�� ���4�	� �
�*
�� ������

�. 
�$
� �� 
�� – �����1, ��	%�����4;�+ 	��
��. ���$+ �� 20 ������+, 
�-
������, ����� ��%����1	� �� ��	���	���, ���������
��, ������	��+ 	�%� � 
�. �. !������ ������ 	%���+
� ������� ������ ������+ (�, �, =, D), 
���$+ �� ������ ��$�� �������1 ��%
�4 	��
� ��� ��$�

�+ x. F��� 
	��%�
	������1 ��	������
�, ������ ����� ���%��
� 	����	�� ����-
����� ($1, $2, $3, $4), 	 ��� ���� ���$+ �����1 �� ����� $
� ��������% 
���$�4 �� ������ 	����	��+. !�� ���� ����%1���, ��%���

� $%� ���-
$�+ 	����	��, ���
� �	��$
��1. <��� $�	������	� ��
$�����'�� ��	����-
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��
�� �� ����+ �
�*
�+ ������

�+, ��� �����1. !%�
 ��	������
�� ���-

� ���$	�����1 � ��$� ���$���� (���%. 4.1). 

"���+ �%�
 
� ��%���	� ������%1
�, ��-
	��%1�� �
 
� �������� �%��
�� ��	%�$�����%1-

�	�� ����
�
�� �	%���+ ��	������
��. <
����-
��� � �
����	, ������ ������ � ������ 
��+ 
����' � ��
�$�%1
��, � �������� ����� �	%��
��1, 
��� ����� �����	�� � 	
���
�4 �������$���%1-

�	��. # 
�������, ����� ������1	� 
����
���-
��

�	�1, � �������$���%1
�	�1 ���%����	�. 

� �%�
� (���%. 4.1) 
� �����$�
� ��
$���-
��'�� �� ����+ �
�*
�+ ������

�+, ��� ������+ $�
1. ����	��� ��-
���1, ��� $%� ���$��� ������ ���� x �������$��	� 	%���+
� (�� ���-
��4, 
�������) � ����� ������� ��
$���������	� ��	%�$�����%1
�	�1 
����%�
�� xi (���%. 4.2). 

 "��%�'� 4.2 "��%�'� 4.3 
"����1 �
� 
�$�%�  "����1 �
� 
�$�%� 

 !
 �� =� F�   !
 �� =� F� 
� $4 $2 $1 $3  � $1 $2 $3 $4 
� $2 $3 $1 $4  � $3 $4 $1 $2 
= $3 $2 $1 $4  = $2 $1 $4 $3 
D $1 $3 $4 $2  D $4 $3 $2 $1 

<�� ��%�� 	����*�

+ �%�
, 
� ��� ���
� �%��*��1. !������$�� 
��%
�4 ��
$�����'�4 ��	������
�� ����� �������, ���� � $�

+ $�
1 
���$�� 	����	�1 ��������� xi �	�����%�	1 ��%1�� �$�
 ��� � ���� 
� �$�
 
�����1 
� �	��%1����% �$
� � �� �� xi ��%1*� �$
��� $
� (���%. 4.3). 

"���+ �%�
 
������	� ��������� �������� � ���$	���%��� 	���+ ��-
	�
+ �%�
 � ��;�� 	���+	��� ��� 
������� �������$ #�����������. 

+
��� ��
��-��������� ��������� 
&�		������ ����$ 
� ��� �� �������. b	%� ���$��� ������ (�, �, 

=, D) ��������1 �� $�

� 	��
��� (� 	��
�� ����� �
�����%1
� ��%�-
���1	� $��� �� $����), �� �	%�$	���� ���%���+ ���$� 	��
���� ����� 
������1	� 	�	��������	��� �*����. ����
���� 	��
�� 	����%��� z1, z2, 
z3, z4, ��	���$�%�� �	%���� ��	������
�� ���$� 	��
���� ����� ����-
���, ���� ���$+ �����1 ��	%�����% ���$+ 	��
�� ��%1�� �$�
 $�
1 
� ���� 
� ���$�+ 	����	�� xi ���$+ 	��
�� ������% ��%1�� �$�
 $�
1. 
� ���� 	%���� �%�
 ��	������
�� 	�����	� � ��$� &���-�������& 
�������� (���%. 4.4), �����+ �����%��� �	��$
��1 �%��
�� ���� �
�*-

�� �������� – ������+ $�
1, 	��
�� � �����1. 

"��%�'� 4.1 
�
� 
�$�%� "����1 

!
 �� =� F� 
� $1 $2 $3 $4 
� $1 $2 $3 $4 
= $1 $2 $3 $4 
D $1 $2 $3 $4 
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A��
� ��		��������1 �;� �$-

� �
�*
44 ������

�4 – ����� 
	��%�, 
�������. "���� ���$��� 
«�	����� ����$��» ��$�� �	��%1-
��4�	� 
� �������� ��-�� ���$
�	�� 
��%���
�� �������� �����
�'�+ 
���� � ��%1*��� ��	%� ������
-

�, ���$� �	� �
� �����	� ��� 
�$�
������ ��%���	��� ����
�+ (� 

$�

�� 	%���� ��� ������ ����
��). �������, ��� ���$��� 6;6 �������
 
��%1�� � 	%���� ���� ������

�, �� �	�1 ��� � %���
	��+ ���$���. 

!�	%� �����$�
�� �	�� 16 �����
�'�+ �	%���+ 	�����	� ����	���	�1 
	��$
�� �
���
�+ �������$���%1
�	�� �� 	����	�� ���������: 
 �y f x� . 

�%� �
���� ��	������
��� ���$��� 
� �	��$� ��%���	� 
����%�� 
�$��
� �%�
��. J�������, 	����	�1 x ���
� ����
��1 *�	�1 ���, � ����� 
����1 ��
1*�� ��%���	��� ������+ � 	��
���. J� �������� �	��%1����	� 
'�%+ ��$ ��	���
� 	��%�
	�����

� � 
�	��%�
	�����

� �%�
�� 
��	������
�� (���$��� `$�
�, ��*������ ���$��� � �. $.). �%� 
���
� �
��
��
� ��	������
��� $�	�����
� ��	�����1 �%�
 �� ��-
��$� �����-%���
	���� ���$���� ���� 3;3, � ��� �����
�
�� 
� ������ 
�����$
�
�+. J�������, ��� 	����	��� ����
�� x1, x2,…, x6, ������� �, 
�, = � 	��
��� z1, z2, z3 ���
� ��	�����1 $�� ���$���� 3;3 (���%. 4.5). 

C$�	1 *�	�1 	����	��+ ��	���$�%�
 ���
����
� ���$� ����� � 
����� �%����� 	 '�%14 ���	����
�� ��� ���
� ��%1*��� ���������. 
<��� �%�
 
� ��%���	� ����� �� ��
$���������

�, ��� �$�
 ���$��� 	 
36 ���+���� (6 ������� $
�+, 6 	��
���, 6 ������+), 
� ��%���	� ���%
� 
�$��%��������%1
�. 

"��%�'� 4.5 
��
1 ��
1 "����1 !
 �� =� F� !� =� 

� $1z1 $3z3 $5z2 $2z1 $4z3 �6z2 
� $3z2 $5z1 $1z3 $4z2 $6z1 $2z3 
= $5z3 $1z2 $3z1 $6z3 $2z2 $4z1 

4.4. ��"��������� #��	������� 
�� �
���� ��	������
��� ��		�������4�	� $�� �%� ��%1*�� ��	%� 

����%������ ������

� ��������. "���� ��	������
� 
����4�	� 
$���������
��, ����������
�� � �. $. � ���� ��	������
��� ����� 
���	��	������1 �$
� �%� ��%�� �
�*
�� ������

�. � �
���������-

"��%�'� 4.4 
�
� 
�$�%� "����1 !
 �� =� F� 

� $1z1 $2z2 �3z4 $4z3 
� �3z2 �4z1 $1z3 $2z4 
= �2z3 $1z4 $4z2 $3z1 
D $4z4 $3z3 $2z1 $1z2 
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� ��	������
��� �������
 ���� �$
��� �� $��� ����� �%�
�� – 
�%�		���	���� �%� ������
���. 

'�����	
���
 ����� 
�%�		���	��+ �%�
 ���
� �����
��1 ��	�%4�
� �� �	�� ��%�	���. 

@�����
+ �%�
 ��	�� ����� ������, �
 �	��$� ���
�� (��� $�

�+ ���-
$�%����%1
�	�� ��	������
��), 
� 
���$�� ��
�� *������ �����
�
��. 

b	%� ��$�
� ����	���� ������

�� F, ������� ��%���	� ��
�'��+ 

�	��%1��� 
�����	��� ������

� x, y, z …, �� �	
��
�+ �%�		���-
	��+ �%�
 	�	���� � ���, ��� �	� 
�����	��� ������

�, ����� �$-

�+, ��%���4�	� ��	���

��, � ��� �$
� ������

�� ����
���	� �� 
�	�� �
�����%� �
���
�+. !�� ���� ���� �
�����%�� ���$� xi �����-
��$��	� �� �$
��� �� ��		�����

� �*� �����%, � ���� �%��
�� 
�
�*
�� �������� �������$��	�, ��� ������
� �*�. b	%� ���$� 
���-
��	���� ������

�� 	�;�	����� ���	��� ����������	��� 	���
�-
*�
��, �� ���
� ����$�%��1 ����	���	�1 F �� ����
����+ ������

�+ 
(
�������, x). C���� �	� ������

�, ����� 	%�$�4;�+ (
�������, y), 
��%���4�	� ��	���

��, � ����
�� y, 
���$�� ����	���	�1 F �� y. 

!� 	��� �%�		���	��+ �
���������
+ 
��	������
� ���$	���%��� 	���+ ��	%�$���-
��%1
�	�1 �$
�������
� ��	������
���. 
<��� ����
���

+ �%�		���	��+ ��$��$ ��-
���%��� 
�+�� ����� ���	�� ��
�'��, ��� 

n mF ay bx� � ,     n mF ay x� ,     cxF ayb�  
� �. $. (a, b, c, m, n – 
������� ��
	��
�). 
!%�
 $���������
��� ��	������
��, � ������� 
���$+ ������ �����	� 
� ���� ����
��, 	��-

������	�� ���
� ���$	�����1 � 	%�$�4;�� ��$� (���%. 4.6). C���$���� 
����
����� �����
�'�� �	%���+, ��� ������ $�%��
 �����$��1	� ��	-
������
�. � 	%���� ��%�� 	%��
� ��
�'�+, 
������� ��$� 

 
 �sinF ax by x� ; n mF a bx y cx� � � ; byF ax� , 
��%�������
�, ��� 	 ����;14 ����
���

��� 
�%�
�, ���$� ��� ������

� x � y �������$
� 
�����	� 
� �$
�� ����
�, �$�	�	� ����$�%��1 
��� ����	���	��. ������
�, ��� ���� 
�����-
$��� ��		������1 
�	��%1�� ����
�+ ����-
��

� x � y, 
������� (���%. 4.7) �%�, ���-
���
�, ����%
��1 ��	1 ���$��� � �����	�� 
��	������
� $%� �	�� 25 �����
�'�+ �	%���+. 

"��%�'� 4.6 
 y1 y2 y3 y4 y5 

x1   *   
x2   *   
x3 * * * * * 
x4   *   
x5   *   

 

"��%�'� 4.7 
 y1 y2 y3 y4 y5 

x1 * * * * * 
x2 *  *  * 
x3 * * * * * 
x4 *  *  * 
x5 * * * * * 
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b	%� �%�
�����	� �%�		���	��+ ��	������
� (��	���
+ �%� ��%-

+), �� �
 
� �������%1
� $�%��
 ��1 	��%�
	�����

�. <�� ��
���-
��, ��� ���
� �����1 $�	��1 ����
�+ xi � ��%1�� ��� ����
� yi, �	%� ��-
��	�
�, ��� ����	���	�1 
 �F x  ��%���	� ��%�� ���
�+ �%� ��%�� 	%��
�+. 

J�������, ��� �		%�$���
�� ��
������
��� ���%�����
� ����$�-
%���	� ����	���	�1 ��	%� J�		�%1�� �� ��	�% &�+
�%1$	� � !��
$�%�: 

 Nu Re Pra bC� , 
�$� ��	%� J�		�%1�� Nu  – ����	���� ������

��; ��	%� &�+
�%1$	� Re  � 
!��
$�%� Pr  – 
�����	��� ������

�; C, a, b – ��������	��� ��
-
	��
�. � ��%1*�
	��� ��������	�� ������
� 	%����� � *������ �
-
�����%� ���������� ��	%� !��
$�%� ����
���	� ���
1 ��$%�

�, � ��	%� 
&�+
�%1$	�, ������� ����	�� �� 	����	�� ������ ���%�
�	���%�, ����� 
����
��1	� � *������ ���$�%��. !�� ���� 	%�$��� ���1������1 ��	%� 
!��
$�%� 
� �
�����%1
� ��
1*�� ��	%� ����
�+, ��� ��	%� &�+
�%1$	�. 

2�������
 ����� 

@�����
� �%�
 � ��$� �����-%���
	���� ���$���� ���
� �����-

��1, ��� ������
� �*�, � 	%���� �$
�������
��� ��	������
�� 	 
�-
	��%1���� �
�*
��� ������

��. <�� �%�
 ���
� �	��%1�����1 � 
$%� �
���������
� �
��
��
�-������	��� ��	������
��� 	 ������ 

������� ����
���
�+. 

J����%�� 	��1��
�� ����
���
�� – ������
�	�1 �����
�
�� ���-
���
� �%�
�� ��%1�� � 	%���� ������� �����% $��� �����. ����� ����, 

�����$��� �
��1 $� 
���%� ��������� $�

�, � ������ �%�		� ��
�-
	��	� ��		����������� �����%�. � ������� �%�		� ��
�	��	� �����%, 
� ������ ����	���� ������

�� ��%���	� 	����+ ��
�'�+ �� 
�����-
	��� ������

�: 

 
 � 
 � 
 �1 2 3F f x f y f z� � � , (4.3) 

�$� 
 �1f x , 
 �2f y , 
 �3f z  – ��
�'�� %4��+ 	%��
�	��. 
�������, ��� � ���
��� � ������ ������ ������ �%�		� 
�������$�+-

	���4;�� 	���
�*�
�+ �	�����4�	� ��$��. �����+ �%�		 ��
�'�+, $���	-
��4;�+ �����
�
�� ������
��� �%�
�, �	�������	� ��;� � ���$	���%��� 
	���+ �������$�
�� ��$�%1
� ��
�'�+ 
�����	��� ������

� 

 
 � 
 � 
 �1 2 3F f x f y f z� � � . (4.4) 
C���	���	�1 (4.4) ��%���	� ��	�
� 	%����� (4.3), ��� ��� ��� %�-

�����������
�� (4.4) ��%���� ����	���	�1, ��$��
�4 (4.3): 
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 � 
 � 
 �1 2 3ln ln ln lnF f x f y f z� � � . (4.5) 
�����
�� (4.4) ��%���	� �$
�� �� 
����%�� ���
� ��;�� 	���-


�*�
�+ � �
��
��
�-������	��� �		%�$���
���. �
� ��%4���� �
�-
��	��� ���%��
� 	%��
� �����%, 
������� �����, ��� 

 a b cF kx y z� ;   
 �expa bF kx y cz� ;   sinykF a bz
x

� , 

�$� , , ,k a b c  – 
������� ��
	��
�. 
�$
��� 	�;�	���4� ��
�'��, 
� ��
�	�;��	� � $�

��� �%�		�, 


������� 

 a b cF kx y z� � ,   expa byF kx
z

& '� ( )
* +

, 

� �
���	��� $����� ��
�'�+ ��%�� �	����� ����
� 	%��
�	��. 
&�		������ ����$�� �����$�
�� ������
��� ��	������
��, ���$� 

����	�
�, ��� ��
�'�� ��
�	��	� � �%�		� (4.4). &�		������ ����+ 	��-
%�
	�����

+ ��	������
�, � ������� x, y, z �����	� 
� ���� ����
��, � 
%���
	��+ ���$��� ����� ��$, �����$�

+ � ���%. 4.8. 

����	���, ��� 
�� ����	�
� (�� ������ 
�%� ���*%��� ����, 
�������) ��� (4.4) ��-
%���	� ��;�� 	���
�*�
���, ���	��4;�� 
�%��
�� x, y, z 
� F. C���*�� ��� %��������-
��	��� ����
�
�� $%� 	�����, 	�$����;�+ x1: 

 


 � 
 � 
 � 
 �

 � 
 � 
 � 
 �

 � 
 � 
 � 
 �

1

1

1

1 1 2 1 3 3

1 1 2 2 3 1

1 1 2 3 3 2

ln ln ln ln ,

ln ln ln ln ,

ln ln ln ln .

x

x

x

F f x f y f z

F f x f y f z

F f x f y f z

.� � �
/
/� � � 0
/

� � � /1

 

=������� ��� ����
�
��, ��%����� 

 

 � 
 � 
 � 
 � 
 �


 � 
 � 
 �

1

3

1 1 2 1 2 2 2 3
1

3 3 3 2 3 2

ln 3ln ln

ln .

x
i

F f x f y f y f y

f z f z f z
�

� � � � �� � �

� � �� � �

%
 (4.6) 

�
�%����
�4 ���'�$��� �����$�� $%� 	����, 	�$����;�� x2 � x3, � 
��%����� 	�	���� ���� ����
�
�+ ���� (4.6), ������4 ���
� ����	��1 � 
	%�$�4;�� ��$�: 

"��%�'� 4.8 
 y1 y2 y3 

x3 z1 z2 z3 
x2 z2 z3 z1 
x1 z3 z1 z2 
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 �

 �


 �

 �


 �

 �

1

2

3

1
1 1

1
1 2

1
1 3

ln
ln ,

ln
ln ,

ln
ln ,

n

x
i

n

x
i

n

x
i

F
f x C

n

F
f x C

n

F
f x C

n

�

�

�

.
/
/� �
/
/
/
/

� � 0
/
/
/
/� �
/
/
1

%

%

%

 (4.7) 

�$� C – ��
	��
��. 
�%� ���$���� 3;3 ��%���
� n = 3, � $%� ���$����� ��%�� �	����� 

����$�� n ���
� ��	%� ����
�+. "���� �������, � ������%�, ��� �	%� 
%������� ����%1����� �	��$
�4�	� �� ������-%��� �$
��� ����
4 
������

� x, y �%� z, �� �%��
�� ����
���� �������� (y � z � ��	-
	����������� 	%����) �	����	� 
�����

� ��� ������$� �� �$
��� 
����
� x � $������. !�� ���� �	� ����
�
�� �	��$
�

��� %�������� 
����%1���� ��%
�	�14 ���	%��%�
 �%��
��� %�*1 �$
�+ ������

�+ x. 

"���+ �� ����%1��� ��$�� ��%���
, ���$� �	��$
�
�� �������$��	� 
�� �	�� ����
�� ������

�+ y, � ����� �� �	�� ����
�� ������

�+ z. 
b	%� $������1 �;� �$
� ������

�4, 
������� w, �� ��%����	� �����-
%���
	��+ ���$���, � ��� �� �����%� 	%�$��� �����
��1 $%� 
����$�
�� 
�%��
�� ������

�+ w 
� ����%1��� F. 

b	%� ����
�� ����	�
�, ��� �		%�$����� ����	���	�1 ����� ��$ 	��-
� (4.3), �� �%��
�� x, y, z 
� ����%1��� F 
���$��	� ����� �	��$
�
�� 	�-
�����	���4;�� �
���
�+ F, � 
� ln F . b	%� 
�����	�
�, � ������ �%�		� 
��
�	��	� ��
�'�� � ��$��$�� %� �
� ����;�, �� ������
$���	� ���	�� 
������
��� ��	������
�� �����
��1 	��
$���
+ �%�		���	��+ ����$. 

�
�%�� ���%��
� ��
�'�+ ���
� �����$��1 	 ����;14 �������� 

 �ln xF  �� ln x  %��� ���� �
��%������� � �		%�$�� ����	���	�1 
 �xF  
�� x ��	%�

�� ����$���. ����	���, ��� � ��%���%� ���%�' �%� 
����� $%� F ��� ��
�'�� ������

� x, y, z � ��$�%1
�	��. #� �����% 
��$� (4.7) 	%�$���, ��� 	 ����;14 ����� ����� �%� ���%�' ��%���� 
	%�$�4;�� ��
�'��: 

 
 � 
 �1 1xF C f x� ;   
 � 
 �2 2yF C f y� ;   
 � 
 �3 3zF C f z� , (4.8) 
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�$� 
 �xF  – �
��%������� 
 �
1

ln
n

x
i

F n
�
% ; 1�  – ��
	��
��, ���$�;�� � 

�����% (4.7), 	�	���%�

�� �� �
���
�+ y �%� z, �	�%4����� ��� �	-
��%1����
�� %���
	���� ���$����. 

b	%� ��*��1 ����
�
�� (4.8) ��
�	���%1
� 
 �1f x , 
 �2f y , 
 �3f z  � 
��$	�����1 �� � (4.4), �� ��%���� 

 
 � 
 � 
 �x y zF K F F F� � � , 

�$� 
 � 1
1 2 3K C C C �� � � . 

b	%� ����	��
 ���
����%1
+ ����%1��� F  � 	 ����;14 ����� 
�%� ���%�' $%� ������

� x, y, z ���
� ����$�%��1 ��$�%1
� �
���-

�� F , �� ���
� ���	%��1 � ��%���
� K . 

�	
��
� ������;�	���� ������
��� �%�
�����
�� ��� �����$�-

�� �
���������
� ��	������
��� ��%���	� ��%�� �	���� ���
�	�1 
��� ����� �� �%� 
�	��%1�� ��%1*�� ��^��� ��	������
��, ���	%��%�
-

�� ���, ��� $%� ��%���
�� ���$�+ �����+ �	��%1����	� �	� 	������-

�	�1 $�

�. �	
��
� 
�$�	������ ��%���	� ��, ��� ���� ��%1*��� 
��	%� �����
�'�+ �	%���+ ��	������
�� �	�;�	��%���	� ��� ��	��	���� 
$�

� � ������+ ��%�	��, � ����� 
�������
�	�1 �����
�
�� ��%����-
�� �������� ��� ������$� � ��;�� ��
�'��
�%1
� 	���
�*�
���. 

� 
�	���;�� ����� ��%1*�
	��� �
��
��
�-������	��� ��	������
-
��� �	�;�	��%���	� �� �%�		���	���� �%�
�. �$
��� � ��� 	%�����, ���$� 
����	�
�, ��� ��$�� ��%���
� ��
�'�� ���� �������$�
��, � ������� ���-
$�� 
�	��%1�� ������

�, � ���$� ���$��%�����	�, ��� ���
�	�1 ��$�� 
�-
$�	�����
� �	���+, 
�����$��� �����$��1 ������
+ ��	������
�. 
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5. �		�������%�& �	���� $��� 

5.1. "���������� ��
�! $��� 
!�	�1, ������ ��
�'��
�%1
�4 ����	���	�1 
 
 �y f x� , 

� �����%� ��$ ������
�+ ��%���
 x � y, � ����%1���� ������ ��%���-
%� 	%�$�4;�4 ���%�'�: 

"��%�'� 5.1 
x 1x  2x  … nx  
y 1y  2y  … ny  

b	%� a priori �
�%�����	��� �����
�� �	����+ ��
�'�� 
���-
��	�
� �%� ��	1�� 	%��
�, �� ���
����� ��������	�� ���
�� ��$���: 

�+�� #����������! ������ 

 
 �y f x� �� ,  
�
���
�� ������+ ��� ix x�  ������
� ��%� � ��%���%�	1 �� ���
� 
$�

� iy  ( 1, 2, ...,i n� ). � ����+ ��	��
���� ��$��� ��	1�� 
�����$�%�-


�, ������� ���
�, �� ��$� 	�������
�+, ������4� $�	�����
� ��-
��+ �%�		 ��
�'�+ � (
�������, �
���	��� ��
�'�+ %�
�+
�, 	��-
��

�, ��������%1
� � �. �.), � �������� $�%�
� ���
�$%����1 
 �f x� . 

"���� �������, ��$��� 	��$��	� � 
����$�
�4 %�*1 
��%��*�� 
���������� ���+ ��
�'��. �%�		 ��
�'�+ � ����$�%���	� �� �������
�� 
���	��� ��������	��+ �����%, � ��$� 	%����� �
 ����$�%���	� 	���+ 
�����$�+ ��%�
�� (�� ������	��� 	�������
�+). 

>���������	�� ��$��� ������	���'�� 	��$��	� � ����$�%�
�4 ���-
��+ 	 �� 
��������� �%�		� �, ������
� �%��� ������4;�+ � 	�	���� 
����� (��	. 5.1) 
 �,i i iM x y . !�� ���� 
�����$��� ��	
��1 ����������-
	��+ 	�	% ��
���� �%���	�� �����+ 	 � 	�	���� ����� 
 �,i i iM x y . ��-
�����, ��� ������ ��
�'�� 
 �y f x� �� , ����;� ������, 
� �����$�� ���
� 
����� ����� 
 �,i i iM x y . ����� ����, 	��� �	��$
� ��������	��� $�

� 

ix  � iy , ��� �����%�, ����%���

� � 	�$����� �����*
�	�� ��	����-
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��
��. !������ ������	���'��

�� �����%�, �������4;�� ��� �*���� 
(
������� 	1), ����� 	���+ 	%��
�	��, 
� ��%���	� �$��%1
� ��*�
���. 
"���� ������ ����� ��1 ��%���
�, � ��	�
�	��, 	 ����;14 	�%�+
��. 
������
�, ���	��� ��������	��� �����%�, 	�%�����4;�� �����*
�	�� 
������
�+, %��*� ��������� ���%1
+ ���'�		. 

!�	����
�� ������	���'�� ��%4��-
�� $�� ����� – ��	
�
�� ��;��� ��$� ��-
����	�����4;�+ �����% � ����$�%�-

�� �� 
��%��*�� ����������. 

b	%� 
�����	��
 �������� ����	���	�� 

 �y x , �� ��$ ��������	��+ ��
�'�� 


 �y f x� ��  �������	� �������%1
�, ���-
��� ���$�����
�� ��$���	� ���	�� ���-
��%��. ���
� ���$��%�����	�, ��� 


 �y f x� ��  – �
�%�����	��� ��
�'�� ��� 
����� ������, � ������ �� ���$	���%��� 
�%��
�4 �����4. 

!���;1 ������ � ����� ��$� ������	���'�� ����� ������1 ���-
�����
�� ���
� ����� 
� ������� � $��������, ��%�%����������-
	���, %����������	��� � $����� 	�	����� ����$�
��. !�%��
� ��%1��-
���1	� ��� ����� ������	���'�� �%1������ �����, �����$�

� � 
	������
�+ %���������. 

�� �
���� 	%����� ��� ����� ������	�����4;�+ ��
�'�� ���-

� ����
����1	� ��%�
���� 

 
1

n
k

k
k

y a x
�

� %� � , 

�$� ka  – ��
	��
�, ��$%���;�� ����$�%�
�4. 
����� ����, �����
�4�	� $����� �%���
���
� ��
�'�� ($���
�--

%�
�+
��, 	����

��, ��������%1
��, %����������	��� � �. $.). <�����-
��	��� �����% 
� ��%�4�	� ����
��� �����$, � ���$	���%�4� 	���+ 
%�*1 
������� �������, ��%�� �%� ��
�� 	��%�	�4;��	� 	 ���
�� 
$�

��. !�������	��� �
���
�� ������	�����4;�� ��
�'�+ 	����
� 
	 �������
�	�14 ���	�
�� ��%���

� ����%1����� ������
�+, �	���
-

� $%� ��
�'�+ 
�	��%1��� ������

� � ��%1*��� ��	%� ���
� ��-
���. ����� ����, ������	�����4;�� ����	���	�� �$��
 ��� �����$�-

�� ����������	���� ��$�%�����
�� 	%��
� ������	��� ���'�		�� � 
��� �
�%��� 	������	���4;�� ������	��� ����
����
�	��+. 

 
���. 5.1. 

Y����������!0�� ������: 
	 – �&��%����� ������; 
	1 – ������, ��$��0�� 

����� ��� ���� 
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� $�%1
�+*�� ��$�� ��		��������1 ���
� $�

� (���%�' ��-
��%1����� ��	������
���) ��%1�� 	 ��%�����%1
�� ix , iy . � ��$� 	%�-
���� �
���
�� ix , iy  ����� ��1 �
���������

��. !�	��%1�� ���%�'� 
�
���
�+ ix , iy  ��
��
�, �� �	��$� ���
� ��$�����1 ��%�����%1
� 
��	%� m � n �����, ���, ���$� 
��� ������

� 

 
� 0,
� 0,

i i

i i

m x
n y

� � 2

� � 2
 

��$��� ���
� 	��	�� � 
����$�
�4 ��������	��+ �����% $%� 	�	��-
� ��%�����%1
� ������

� �i , �i . 

5.2. 
����& !���������( 
!�	�1 $%� ������

� x � y ����	�
 �� �
���
�� ix  � iy  

( 1, 2, ...,i n� ), ��	��%���

� � ����$�� �����	��
�� ix : 
 1 2 ... nx x x! ! ! . 
J� ����$�
��
�+ �%�	��	�� Oxy 	�����	� 	�	���� ����� 
 �,i i iM x y . 

!�� ���� $%� 
��%�$
�	�� ��	*��� 
� �	�� Ox � Oy ����� ��1 �-
���
 ���
��. b	%� ��� ����� ��������4�	� ��%��� 
�������+ �����+ 
%�
�� 	, �� �	��	���

� ���$��%����1 %�
�+
�4 ����	���	�1 y �� x: 

y ax b� � , 
�$� a, b – ��
	��
�. 

!���%�$��� �������
�4 %�
�+��, 
�%� 
�������� 
��1, ���
� 
�+�� 
��%��-
*�� ��%���
�� �����+ 	, ������
� �%��-
��� � ���$�+ �� ����� (��	. 5.2). ���
� 
��	����
�� �������$�� 
� ������ 	 ��%-
%��������+ 	����+ («��%%���������»). 

�%� 
����$�
�� ���������� a � b 
������4� ����$�
�� $��� ����� (
� ���-

����%1
� �� ��$�

�) 
 �1 1 1,N x y� �  � 
 �2 2 2,N x y� � , %���;�� 
� �����+ 	 � 
�� ������
�	�� �$�%�

� $��� �� $���� (�$��
 ����� ����	���
�� 	 	 
�	��� ����$�
��). "��$� �
���
�� a � b ���
� 
�+�� 	��	���� ����
-

� �����, �� �	�1 ��*�
��� 	�	��� ����
�
�+ 

 1 1

2 2

,
.

y ax b
y ax b

� � .
0� � 1

� �
� �

 (5.1) 

A���$ ����

� ����� ��	1�� 
��%�$�
, 
� ��%�$��� 
����+ ���-

�	�14. �$
��� $%� �'�
��
� ��	������
��� �
 ��%���
 � *����� �	-
��%1����	� 
� ��������. 

0 x

y

	
N1

N2

���. 5.2. 
(���"��� ������������ 
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&�		������ �����
�
�� ����� ����$� 
� 	%�$�4;�� �������. !�	�1 
��$�
� ���%�'� ��	������
��%1
� $�

� (���%. 5.2). 

!�	����� ����� 
 �,i i iM x y  $%� i 
= 1, 2, 3, 4 � $��������+ 	�	���� ��-
��$�
��, ����$���	�, ��� �
� ��	��-
%���
 ����%�����%1
� 
� �$
�+ 
�����+ 	 (��	. 5.3). 

#� ������� 
���$�� �������, ��	����-
�+ ���+ �����+ 
� �	� ��$�
��: ��� 

1 0x �� , 1 0,15y ��  (����� N1). �
�%����
� 

���$�� ��$�
��� ����� N2, �����+ ��� 
�
���
�� 2 10x �� . =������	���4;�� �
���-

�� 2 1,14y �� . !�$	���%�� ����$�
�� ��-
��� N1 � N2 � 	�	���� ����
�
�+ (5.1), ��-
%���� 	%�$�4;�4 ������	���'��

�4 
�����%�:  

0,099 0,15y x� �� � . 
�%� �'�
�� ����	��� ������	�-

��'�� �����$�� �
���
�� iy , iy�  � 
�� ���
�	��+ i i iy y$ � � �  (���%. 5.3).  

���$�� �������+ �����%�
�+-

�	�� ��$� ����� 
 �,i i iM x y  

 i
i

i

yk
x

$
�

$
, ( 1, 2, ..., 1i n� � ), 

�$� 1i i ix x x�$ � � ;  1i i iy y y�$ � � , ( 1, 2, ..., 1i n� � ). 
b	%� constik k� � , �� ����� 
 �,i i iM x y , ���
� %���� 
� �$
�+ ���-

��+. b	%� ���%
���	� 	���
�*�
�� 
 1 2 1... nk k k �4 4 4 , (5.2) 

�� ����� 
 �,i i iM x y  ����%�����%1
� %���� 
� ���+ �����+. � ��	�
�	��, 
�	%� �
���
�� ix  – ���
���	���;��, �� �	�1 constix$ � , �� $�	�����
� 
���$��1	�, ��� 	������	���4;�� �
���
�� iy$  �%���� $��� � $����. 

� ����	���	�� �� ���
�	�� ���%
�
�� 	���
�*�
�� (5.2) $�%���	� 
���$ � �������
�	�� ����� %�
�+
�+ ������	���'�� $%� �		%�$����+ 
����	���	��. 

 

"��%�'� 5.2 
xi 2 4 6 8 
yi 0,35 0,57 0,72 0,94 

 

"��%�'� 5.3
ix  2 4 6 8 

iy  0,35 0,57 0,72 0,94 

iy�  0,348 0,546 0,744 0,942

i$  0,002 0,024 –0,024 –0,002

0

0.5

1.0

2 4 6 8 x

y

	
N1

N2

���. 5.3. *����� 
����"�" ������������
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5.3. ����$ ���������& 
!�	�1 $%� ������

� x � y �� 	������	���4;�� �
���
�� ix  � iy  

�����, ��� ����� 
 �,i i iM x y  
� %���� 
� �����+. !�� ���� �� �
���� 
	%�����, ���$� 
��� ������

� 

 
 �,X x y� � ,     
 �,Y x y� < , 
���
� $����1	� ����, ��� �����������

� ����� 
 �,i i iN X Y , �$� 


 �,i i iX x y� �  � 
 �,i i iY x y� <  ��$�� %����1 
� 
�������+ �����+ � 
�%�	��	�� OXY. A���$ ����
���
�� 	�	���� � �����

�� �����������-

�� ������

�. &�		������, 
�������, 
�%�
�+
�4 ����	���	�1 ��$� 

 
 � 
 �y a x b< � � � , (5.3) 
�$� a, b – 
������� ��
	��
�; 
 �x�  � 
 �y<  – 	����� ��
���

� 
��
�'��. J� �%�	��	�� Oxy ����	���	�1 (5.3) ����������	� 
�������+ 
�����+. ���$� 
��� ������

� 
 �X x� � , 
 �Y y� < , ��%���� %�
�+-

�4 ����	���	�1 

 Y aX b� � , 
$%� ������+ ����� 
 � 
 �,i i iN x y� � <� �  ��$�� %����1 
� �����+ � 
��� 
����$�
���� OXY. 

�����
�, �	%� � �%�	��	�� OXY ����� iN  ��������	�� %���� 
� ���-
��+, �� ���$� ������

�� x � y ����� ��	�� ����	���	�1 (5.3). J� ����-
���� ��
�'�� 
 �x�  � 
 �� y �;�� ����$�� ���� 
� �	
���
�� 	��$	��� 
������� ��
�'�� (5.3) � �%�	��	�� Oxy 	 ��������� ����	�
� ��
�'�+. 

3�
�
���� ����������� 
!��$��%����, ��� �	����� ����	���	�1 �������	� � ��$� 	����
-


�+ ��
�'�� 
 ay Cx� , (5.4) 

�$� � � � – 
������� ��
	��
�, x > 0, y > 0. 
E����������� ��
�'�4 (5.4) � ����
���� lgX x� , lgY y� , 

lgb C� , ��%���� %�
�+
�4 ����	���	�1 
 Y aX b� � . (5.5) 
"���� �������, 	����

�� ����	���	�1 (5.4) ���$� x � y ��
�����-

����	�, �	%� ����� 
 �lg , lgi i iN x y  %���� 
� �����+ � �%�	��	�� OXY. �%� 
��	����
�� ������� %�
�+
�+ ��
�'�� (5.5) �$��
� �	��%1�����1 	��-
'��%1
�4 %����������	��4 ������ 	 
����
����
�+ 	����+, ��� ��� 
��� ���� 
� 
�$� ���	%��1 �
���
�� %���������. 
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� ����	��� �������  �	��%1����
�� 	����

�+ ������	���'�� ��	-
	������ ����%1��� ������
�� ����	���	��  	����	�� ����
�� ����$��� 
�����
��� ���%��� �� $��%�
�� � ������ 	����
��,  �����$�

� � ���%. 5.4. 

"��%�'� 5.4 
ip  10 20 30 40 50 60 70 80 

iu , 	�/	 1,06 1,30 1,50 1,70 1,80 1,95 2,05 2,11 

#� ������ ����
�� ����$� �����
� ���%�� ����	�
�, ��� �	����� 
����	���	�1 ��$��
���	� 	����

��� ����
� 	����	�� ����
�� 

 1 1
a

pu u u p
p

�
�& '

� �( )
* +

, (5.6) 

�$� 1 constu �  – 	����	�1 ����
�� ��� ����	���
�� $��%�
�� ap ; 
ap p p�  – ���������
�� $��%�
�� � ������ 	����
��. 

J�
�	�� ��	������
��%1
� ����� 
� ������ � %����������	��� 
����$�
���� � ����$���	�, ��� �
� 	 $�	�����
�+ ���
�	�14 ��	��%�-
��4�	� 
� �����+ 	 (��	. 5.4, �). E����������� (5.6), ��%���� 

1lg lg lgu u p� �� . 
!�$	���%�� ����$�
�� $��� ����� (���1��� ���+
�� ����� N1 � 

N2), ��%���� 	%�$�4;�4 	�	���� ����
�
�+: 
1

1

lg1,06 lg � lg10,
lg 2,11 lg � lg80.

u
u

� � .
0� � 1

 

#� ��*�
�� ���+ 	�	��� ����$�%�� �
���
��: 1 0,495u � ; 0,331� � . 
"���� �������, �	����� ����	���	�1 ����� ��$ 

0,3310,495u p� . 
��

�� ����	���	�1 � $�������� ����$�
���� �����$�
� 
� ��	. 5.4, �.  

10 20 30 50 70 p
1.0

1.2

1.4
1.6
1.8
2.0

u, 	�/	

	

N1

N2

 
���. 5.4, �. 7��� ������ &����� 

� �&�����������$ ��������$ 

10 30 50 70
1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

u, 	�/	

p  
���. 5.4, �. 7��� ������ &����� 

� ��������$ ��������$ 
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�
�%����
� ���$$�;��� �������, �����$�� ���%�'� �����*
�-
	�� ������	���'�� (���%. 5.5). 

"��%�'� 5.5 
ip  10 20 30 40 50 60 70 80 
iu  1,06 1,30 1,50 1,70 1,80 1,95 2,05 2,11 
iu�  1,060 1,333 1,525 1,677 1,806 1,918 2,019 2,110 
iu$  0 –0,033 –0,025 0,023 –0,006 0,032 0,031 0 

�������
����� ����������� 

!��$��%����, ��� �	����� ����	���	�1 
 �y x  ��$��
���	� 	%�-
$�4;�+ �����%�: 

 
 �expy C ax� , (5.7) 
�$� �, � – ��
	��
� (� > 0). 

E����������� ��� �����%� � ���$� ����
���
�� 3 = $, Y = lny, b = lnC, 
��%���� %�
�+
�4 ����	���	�1 ��$� 

 Y = aX + b. 
�%� ��	����
�� ������� � �%�	��	�� OXY �$��
� �	��%1�����1 ��-

%�%����������	��4 *��%� 	 ���
����
�+ 	����+ �� �	� OX � %������-
����	��+ 	����+ �� �	� OY. J���%� ����$�
�� � ��%�%����������	��+ 
*��%� 	������	����� ����� x = 0, y = 1 (��� ��� ln1 = 0), ������� �	��$-

� $�

� �$��
� ��
����1 
� ��$��$�;�� ��%�����%1
� �
�����-
%�, ���� ���	�����1 	���
�*�
�� 1iy � . �%� �����+ � �%�	��	�� OXY, 
	������	���4;�+ �����%� (5.7), ��
	��
�� � 
���$��	� �� ��$�
�� 
����� ����	���
�� �����+ 	 �	14 OY � ����� X = 0, Y = ln�. 

���
�����	
���� ����������� 
&�		������ ����%1��� ������
�+ 
�������+ ������	��+ ����
�-

���
�	��, �����$�

� � ���%. 5.6. 
"��%�'� 5.6 

xi 0 0,2 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 
yi 1 0,85 0,68 0,53 0,36 0,33 0,31 0,26 0,21 0,20 0,18 0,17

� ����$�
���� Oxy 
�
�	�

� ��	������
��%1
� ����� 

 �,i i iM x y  ��	��%���
 ��%��� �����+ 	, ���$	���%�4;�+ 	���+ ����1 

�������%, �	���������	�� ����%���4;�+	� � �	� Ox (��	. 5.5, �). !�-
����� �		%�$����4 ����
����
�	�1 ���
� ���$	�����1 � ��$� 

 1y
ax b

�
�

�
�

, (5.8) 

�$� a, b – ��
	��
�. 
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���$�
��� 
��� ������

� X x� , 1Y y��  ����	���	�1 (5.8) 
���
� ������������1 � %�
�+
��� ��$� � ����$�
���� OXY: 

 Y aX b� � . 
!�	����� � �%�	��	�� OXY ����� 
 �,i i iN X Y , ��%���� �����4 %�-


�4 	 (��	. 5.5, �). #� ������� ��$
�, ��� ��� X = 0 �
���
�� Y = 1 �%� 
1 1y Y �� � . #� (5.8) 	%�$���, ��� b = 1 � �	����� ����	���	�1 ����� ��$ 

1
1

y
x

�
�

�
�

. 

 

	

0 1 2 3 4 x
1

2

3

4

5

y

 
���. 5.5�. 	������������� ����������

� ��������$ ��������$ 

0 1 2 3 4 X1

2

3

4

5

Y
N2

N1

	

 
���. 5.5�. 	������������� ����������

� ������������$ ��������$ 
'�������	��� (��������	
����) ����������� 
b	%� $%� ��$�

� �
���
�+ ix , iy  
� ��$��$�� %�
�+
�� ������	�-

��'��, �� ���
� �	��%1�����1 ��%�� ��;�4 �����������! ���������� 
 2y ax bx c� � �� � � ,   0a = . (5.9) 
<�� �����%� ���
� �	��%1�����1 $%� ������	���'��, �	%� ����� 


 �,i i iM x y  ��	��%���4�	� 
� ������� ������% 	 �������%1
�+ �	14 
(��	. 5.6,�). �%� �������� ����, ��� ����	���	�1 ���$�����
��, �����-
$�� �%��
�4 �����4 	, ������ ������+ ��������4�	� ���
� ����� 


 �,i i iM x y , � ������� 
� 
�+ �
����

44 ����� 
 �,o o oM x y , �� ���-
���
�	�� 	����$�4;�4 	 �$
�+ �� ���
� ����� ( o nx x x� � ). !��$-
��%����, ��� �		%�$����� ������ 	 ��%���	� ������%�+, ��%����: 

 2
o o oy ax bx c� � � . 

������ �� ����
�
�� (5.9) ��� ����
	���, 
���$�� 

 
 � 
 �2
1o o oy y a x x b x x� � � � �� � � , 

�$� 1 2 ob b ax� � . 
���$� 
��� ������

� 
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 oX x x� �� ;     o

o

y yY
x x

�
�

�
�
�

, 

�� ��	%�$
��� ����
�
�� ��%���� %�
�+
�4 ����	���	�1 
 1Y aX b� � . 
"���� �������, ������%� (5.9) 
� �%�	��	�� Oxy 	������	����� 

������ 
� �%�	��	�� OXY (��	. 5.6, �). �����
�, �	%� ��$�� ��
�����
�, 
��� ����� 
 �,i i iN X Y , �$� 

 i i oX x x� � ,     i o
i

i o

y yY
x x

�
�

�
 

%���� 
� �����+, �� ����� 
 �,i i iM x y  � $�������� ����$�
���� ��	��-
%���
 
� ������%�. 

 
���. 5.6�. *������������ ����������

� ��������$ ��������$ 

 
���. 5.6�. *������������ ����������

� ������������$ ��������$ 

5.4. �	��$�
��� 	��������� #�	��������� �����
 
#���, ��$ ��������	��+ �����% ����
. !�	%� ����� ���
����� 

��$��� ����$�%�
�� 
��%��*�� ������'��
��� (����������), ���$�;�� 
� ��� �����%�. � ��;�� ��$� ��$��� 	�����	� ���. !�	�1 $�

�� 	���-
���
�	�1 ���
� $�

� 
 �,i i iM x y , 1, 2, ...,i n�  ����%���

� ���	-
����	� �����%�+ ��$� 

 
 �1 2, , , ..., my f x a a a� �� , (5.10) 

�$� f�  – ����

�� ��
�'��
�%1
�� ����	���	�1; 1 2, , ..., ma a a  –  
�-
����	�
� ��������, ��	%� ������ ���
� ��
1*� ��	%� ����� iM , 
�� �	�1 m n! . "������	� ����$�%��1 ��� ��������. 

b	%� �
���
�� ix , iy  ���
� 	����
 ����	���	�14 (5.10), �� ����-
���� 1 2, , ..., ma a a  ���
� 
�+�� �� ��*�
�� 	�	��� ����
�
�+ 

 
 �1 2, , , ...,i i my f x a a a� � , 1, 2, ...,i n� . (5.11) 
J� �������� �
���
�� ix , iy  	�$����� �����*
�	�� ��	������
���, 

� ��	%� ����
�
�+ 	�	��� (5.11) �
�����%1
� ��%1*� ��	%� 
�����	�-

�, �� �	�1 ��� 	�	���� ��%���	� 
�	����	�
�+. !������ �����$��	� 
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�	���1 
��%��*�� �
���
�� ������'��
��� 1 2, , ..., ma a a , ����%���

� 
�$��%������4;�� (5.11), �����, ��� 
������ (��%�
�
��)  

 
 �1 2, , , ...,i m if x a a a y�� , 1, 2, ...,i n�  
��%�4�	� ������
� ��%�� �� ��$�%4. >���������	�� ��$��� 	��$��	� 
� �����$�
�4 �����+ ��$� (5.10), 
����%�� ��	
� ������4;�+ � 	�	-
���� �����. �%� ����$�%�
�� ���������� ��������	��+ �����% �	-
��%1����	� '�%+ ��$ ����$��. J����%�� ��	���	���
�
 ����$ 
��-
��
1*�� ���$����� (�)�). 

+
��� ����
��%�� ��������� 
!�	�1 ����	��
 ��$ ��������	��+ �����% (5.10) � ��%�
�
�� ���+ 

�����% �� �	��$
� $�

� iy : 

 
 �1 2� , , , ...,i i m if x a a a y� �� . 
=��%�	
� ����$� 
����
1*�� ���$�����, 
��%��*��� �
���
���� 

1 2, , ..., ma a a  	����4�	� ��, $%� ������ 	���� ���$����� ��%�
�
�+ 

 
 � 
 �
2 2

1 2 1 2
1 1

, , ..., , , , ..., �
n n

m i m i i
i i

S a a a f x a a a y
� �

� � � �� �% %�   

��$�� ��
���%1
�+. 
b	%� �����
��1 $%� ��
�'�� 
�	��%1��� ������

� 


 �1 2, , ..., mS a a a  �����4 �	%��
� ��	��������, �� ��� 	������	���4-
;�� ���$��%���
��� � $������
'������	�� ��
�'�� f�  ��%���4�	� 

�����$��� �	%���� $%� ����$�%�
�� ���������� 1 2, , ..., ma a a : 

 
1 2

0, 0, ..., 0
m

S S S
a a a

� � �
� � �

� � �
. 

<�� ����
�
�� 
����4�	� 
����%1
�� ����
�
����. b	%� 	�	��-
�� 
����%1
� ����
�
�+ ����� �$�
	���

�� ��*�
��, �� �
� � ��$�� 
�	����. �����$
�, ��� � ��;�� ��$� ��*��1 ��� 	�	���� ����
�
�+ 

�%1��. J����%1
�� 	�	���� ����;���	�, �	%� ��������	��� ��
�'�� 


 �1 2, , , ..., mf x a a a�  %�
�+
� ��
�	���%1
� ���������� ja  (j = 1, 2, …, m). 
J� �������� ���
� ��� �	%���� ���%
���	�. � ��	�
�	��, �	%� �����1 
� ����	��� ������	�����4;�+ ��
�'�� �
����%�
 ��
�	���%1
� x: 

 
1

2 1
0 1 2 1

0
...

m
m j

m j
j

y a a x a x a x a x
�

�
�

�
� � � � � � %� , 

�� 
����%1
� ����
�
�� ���
���4� ��$ 
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1

1 0
0

n m
jk

k i i i
j i k

S a x y x
a

�

� �

& '�
� � �( )� * +

% % . 

<�� �	%���� �����$�� � 	�	���� ����
�
�+ 

 
1

0 1 1

m n n
k j j

k ii i
k i i

a x y x
�

�

� � �

& '
�( )

* +
% % % , 

�%�  

 

6 7 6 7 6 7 6 7
6 7 6 7 6 7 6 7 6 7

6 7 6 7 6 7 6 7

2 1
0 1 2 1

2 1
0 1 2 1

1 2 2 1 1
0 1 2 1

... ,

... ,
..............................................................................,

... ,

m m
m m

m m
m m

m m m m m
m m

a n a x a x a x y

a x a x a x a x yx

a x a x a x a x yx

� �
� �

�
� �

� � �
� �

.� � � � �
/
/� � � � � /
0
/
/� � � � � � /� � 1

  

�$� j = 0, 1, …, m–1;    I  = 1, 2, …, n (n – ��%���	��� ���
� �����; 
m – ��%���	��� ������'��
��� ja  �, 	������	���

�, ��	%� 
����%1
� 
����
�
�+). 

C$�	1 $%� ������	�� �	��%1����
 	����% >��		� 

 
 � 
 �
1

n

i
i

x x
�

� � �� � � % . 

&�*�
�� ���+ 	�	���, 	�$����;�+ m %�
�+
� ����
�
�+, �����-
%��� �$
��
��
� ����$�%��1 ������'��
� ja  ���%���
�� 
 �y f x� �� . J� 
�������� �	��%1��4� ��
���%1
��, 
�	��%1�� ������
�, ��	%� �������-
��� ��%�
���. �%� ����� 	
���%� �����%1
� �������4�, %���� %� ���
� 
�����, 
�������, ��%��� ��
�'�� – ��
	��
�, �����+, ������% � �. $., 
� � 	������	���� 	 ���� �	��%1��4� �� �%� �
�� ���%���
��. 

�	
��
�� ������;�	��� ����$� 
����
1*�� ���$����� 	�	���� � 
���, ��� �	%� 	���� ���$����� ��%�
�
�+ i>  ��%�, �� 	��� ��%�
�
�� 
��% �� ��$�%4. �������, ��� �%������ ������	���'�� $�

� 	 ��-
��;14 ����$� 
����
1*�� ���$����� ���$�� � ����������	��� ���	��-
��
�� !<�A, ������� � ��		�����%� %�*1 �	
��
�4 �$�4 ����$�. 

5.5. "������ #
�������� ���%�� 
'������������ ��������� 
����4�	� ��
�'��, ����$�%���� 

�����%���, 	�$����;��� ��
��
�� ��	%� �����'�+ 	%���
��, �����
��, 
��
���
��, �����$�
�� � 	����
1, ������ %��������, ���	%�
�� �����-

��������	��� ��
�'�+. ��� ������%�	1 �*�, ��� ����� ��$� ������-
	���'��

�+ ����	���	�� �$��
� ��%1�����1	� ��������� ����	�
� 



 92

�%���
���
� ��
�'�+. !����$�� ��$ ����� �������� $%� 
����%�� ��	-
���	���
�

� 	%����� ������	���'�� ���
� $�

�. ��$�� ��		���-
�����1 ����� ��������, ��	��%���

� � ������ ���$��
�� (x > 0, y > 0). 

���
��� !���)�� 
����
�
�� ����"�" ������� ����� ��$ 
 y kx b� � , 

�$� ������'��
� k, b – 
������� $�+	�����%1
� ��	%�. 
>������� %�
�+
�+ ��
�'�� ��%���	� ������. <�� ��
�'�� ��
�-

��

�: ��� k > 0 �
� �����	����, ��� k < 0 – ������, ��� k = 0 ������ 
����%%�%1
� �	� ��	'�		. 

������'��
� k � b � ����
�
�� 
�����+ ���4� 
��%�$
+ ����������	��+ 
	�	%. C
���
�� ������'��
�� b ����$�-
%��� �������, ��	�����+ �������� %�-

�+
�+ ��
�'�� 
� �	� ��$�
��. ����-
��'��
� k (��%���+ ������'��
�) ��%�-
��	� ��
��
	�� ��%� �, ��������

��� 
�	14 ��	'�		 � �����+ (���% ��	�����-
��	� �� ��%�����%1
��� 
�����%�
�� �	� 
Ox ������ ��	���+ 	���%��). !����� 
�������� %�
�+
� ��
�'�+ �����$�
 

� ��	. 5.7.  

 

'�������	��� !���)�� 
����
�
�� ���$�����
�+ ��
�'�� ����� ��$ 
 2y ax bx c� � � , 

�$� a, b, c – $�+	�����%1
� ��	%� (a = 0). >������� ���$�����
�+ 
��
�'�� ��%���	� ������%� 	 �	14 	��������, ����%%�%1
�+ �	� ��$�-

��, � ���*�
�+ � ����� C 	 ����$�
����� 

 
2C
bx
a

� � ;    
24

4C
ac by

a
�

� . 

= ����;14 �����������
�� ����$�
�� (����%%�%1
� 	��;�
��� 
������� �� �	�� Ox � Oy) ����
�
�� ������% ���
� �����	�� � ��$� 

 2y ax� . 
J� ��	. 5.8, a �����$�
 ������� ���+ ��
�'�� $%� ���
� �
���-


�+ ������'��
�� a. !�� ���� $%� %4���� a > 0 ������ ��
�'�� 
2y ax�  ��%�����	� �� ������� ��
�'�� 2y x�  	������ � �	� ��	'�		 � 

��
�*�
�� 1a� . 

 
���. 5.7. (���"��� ������� 
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���. 5.8�. ������������ ���������� 

��� a > 0 

 
���. 5.8�. ������������ ���������� 

��� a < 0 
 

>����� ��
�'�� 	 a < 0 ��%�����	� �����%1
� ������
��� ��
�-
'�� 2y a x�  ��
�	���%1
� �	� Ox (��	. 5.8, �). �
�%����
�, ����
�� 
����$�
�� ������

� x � y, ���
� ��%����1 «������
��%1
�» ����-
��%, �	1 	�������� ������ ����%%�%1
� �	� ��	'�		 Ox. 

0������� ������)����������� 

b	%� ��
�'��
�%1
�� ����	���	�1 
 �y x  �����
� ������'��
�%1-

�, �� �	�1 

 Cy b
x a

� �
�

, 

�$� a, b, � – 
������� ��
	��
�, �� ������ ���+ ����	���	�� ���$-
	���%��� 	���+ �������%�. #	��%1��� 	������	���4;�� �����������
�� 
����$�
��, ����
�
�� �������% ���
� �����	�� � ��$� 

 1y C x�� � . 
�	��������� ������� ���+ ��
�'�� ��%�4�	� �	� ����$�
�� Ox � 

Oy. X�������
+ ��$ �������� �������% �����$�
 
� ��	. 5.9.  

3�
�
���� !���)�� 
��;�� ����
�
�� 	����

�+ ��
�'�� ����� ��$ 
 by ax� , 

�$� a, b – $�+	�����%1
� ��	%�. 
&�		������ 	%���+, ���$� a = 1, ��� ��� �	��%1
� ������� ��%�-

��4�	� ���	�� ����
�
��� ��	*����. � ����	���	�� �� ��������%� 
	����
� b ������� 	����

�+ ��
�'�� ���4� ���
+ ��$. 
� b = n (n � 2 – '�%�� ��%�����%1
�� ��	%�) 

!�� ���� �	� ������� �����$�� ����� ����� (x = 0, y = 0) � (x = 1, y = 1) 
� ��	�4�	� �	� ��	'�		 � 
���%� ����$�
�� (��	. 5.10, �). !�� n = 2 ��-
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%����� ������%���	��4 ����	���	�1, �� �
�%���� 	 ������+ �	� �����-
�� ny ax�  
����4�	� ������%��� n-�� ����$�� (��� n = 3, 
������� 
������	��� ������%�). 

 
���. 5.9,�. 	������� ��� C > 0 

 
���. 5.9,�. 	������� ��� C < 0 

� b = –n (n – '�%�� ��%�����%1
�� ��	%�) 
�	� ������� �����$�� ����� ����� (x = 1, y = 1) � 
� ���4� ��	���-

�����, ����$�
��
� �	� ��%�4�	� �	��������� ����� (��	. 5.10, �). 
!�� n = 1 ��%����� ������ �����
�+ ������'��
�%1
�+ ����	���	�� 
(�������%�). 
� b = m/n > 0 (m � n – �����
� ���	�� '�%� ��%�����%1
� ��	%�) 

�	� ��� ��
�'�� ���4� 
�%1 � 
���%� ����$�
��, � �� ������� ���-
��$�� ����� ����� (x = 1, y = 1). b	%� m/n < 1, �� ������ ��	���	� �	� Oy 
� 
���%� ����$�
��, �	%� m/n > 1, �� ������ � 
���%� ����$�
�� ��	���	� 
�	� Ox (��	. 5.10, �). 
� b = m/n < 0 (m � n – �����
� ���	�� '�%� ��%�����%1
� ��	%�, n = –1) 

>������ ���� ��
�'�+ �����$�� ����� ����� (x = 1, y = 1) � ���4� � 
����	��� �	������ �	� ����$�
��. J� ��	. 5.10, & �����$�
 ������� 
	����

� ��
�'�+ $%� 
������� �
���
�+ m/n < 0. 

�������
����� !���)�� 
����
�
�� ��������%1
�+ ��
�'�� ����� ��$ 

xy a� , 
�$� a > 0, a = 1. 

!�� a > 1 ��
�'�� ��
���

� �����	����, � ��� 0 < a < 1 – ��
�-
��

� ������, ��� ���� �	�������+ ��%���	� �	1 ��	'�		 (��	. 5.11). 
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���. 5.10,�. ��������� �������  

(b = n) 

 
���. 5.10,�. ��������� �������  

(b = –n) 

 
���. 5.10,�. ��������� ������� 

(b = m/n > 0) 

 
���. 5.10,&. ��������� �������  

(b = m/n < 0) 
������!��	
���� !���)�� 
����
�
�� %����������	��+ ��
�'�� ����� ��$ 
 logay x� , 

�$� a > 0, a = 1. 
E����������	��� ��
�'�� ����$�%�
� ��%1�� $%� ��%�����%1
� x 

(x > 0). �
� ��%���	� �����
�+ ��
�'��+ $%� ��������%1
�+. >����� �� 
��%�����	� �� ������� ��������%1
�+ ��
�'�� (��� ��� �� �	
���
��) 
��������� �� ��		�����	� ��%� Oxy. !�� a > 1  ��
�'�� ��
���

� ���-
��	����, � ��� 0 < a < 1 – ��
���

� ������ (��	. 5.12). 

 
���. 5.11. *����������� ������� 

 
���. 5.12. (&������������ ������� 
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6. �%��� ���	�� �$��������� 
#��	�������
(�� !����������� 

��
��
�+ '�%14 �
��
��
�-������	���� ��	������
�� �� �
���� 
	%����� ��%���	� ��%���
�� 
�������+ ��	������
��%1
�+ ����	���	�� 
���$� ������	���� ��%���
��� � ���$	���%�
�� �� � ��$� ������	���-
'��

�+ �����%. !���%���

�� �'�
�� 	����
� �$�����
�	�� ���+ 
�����% ����� ��1 �����$�
� �� �������4 �����%�
�+
�	�� ��$� ��	-
������
��%1
� ����� (5.2), ��		�����

��� � ���$$�;�� ���$�%�. ��-
%�� ���
�� �'�
�� ������
� %�*1 	 ����;14 	����	����	��� ����$��, 
��%4��4;�� �����$�
�� ��&�������& � ����������& �������. 

6.1. 
����� ��"�������� ��
�! 
� ����%1���� ��	������
�� ����$�%���	� �������������� ����� 

�		%�$������ ���'�		� (����� #�����������, ��������� ��&������), 
������� ��%���	� �
�%���� ������	��+ �����%. �$
��� 
� �	��$� ��	-
������
��%1
+ �������% �����%��� 
�+�� �$��
+ � ���
+ ��$ ��-
$�%�. � ��;�� 	%���� ����������	��� ��$�%1 	�����	� 
� �	
���
�� 
	����	����	���� ����$� – �����		��

��� �
�%���. 

����
�
�� �����		�� ���$	���%��� ����������	��4 ����� ����	���-
	�� ���������+ ������	��+ ��%���
 �� �%��4;�� 
� 
�� ��������. �-
��� ���� �%� �
��� ��$� ����
�
�� ����$�%��� ���
�	�1 (�$�����
�	�1), 	 
������+ ��$�%1 ���	���� ���%1
+ ���'�		. ���� ��$� ����
�
�� ����-
$�%���	� 
� �	
���
�� ������
� 	��$�
�+ � ���'�		�, �����
�� �%��4-
;�� ��������, �� ������ ����	�� ���������� ��%���
�, � ����� �$��	��� 
�	��%1����
�� ����������	��+ ��$�%� $�

��� ��
����
��� ��$�. 

&����		��

+ �
�%�� 	��$��	� � ����$�%�
�4 
� �	
���
�� ��	-
������
��%1
� $�

� ������'��
��� ��$�%� (������'��
��� ���-
��		��), �'�
�� �
�����	�� �
���
�+ ���� ������'��
��� � 	����
� 
�$�����
�	�� ��$�%�. 

���
��� �
��
���� �������
���� ���� �
�
�
��� 
��� �%� ������
� �*�, 	 ����;14 ����$� ����
���
�� �
���� 

������	��� ����
����
�	�� ���
� �����	�� � %�
�+
��� ��$�, �� �	�1 
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� ����
�
�4 %�
�+
�+ ����	���	�� ��%���
 y �� �$
�+ 
�����	���+ 
������

�+ (�������) x: 

 y a bx� � , (6.1) 
�$� a, b – ������'��
� �����		��. 

!�� 	����	����	��+ �'�
�� 	����
� �$�����
�	�� ��$�%� ��	����-
��
��%1
� ����%1����� 
����%�� ��	�� �	��%1����	� �������+ �
���
�� 
���$���� ���%�
�
�� ���� ����%1����� �� ��	���
� �
���
�+, ��%���

� 

� �	
���
�� $�

�+ ��$�%� (6.1). !��'�$��� �'�
�� �
���
�+ ������'�-
�
��� �����		�� � �$�����
�	��, ��� ������+ ���$��� ���%�
�
�� ��%���	� 
��
���%1
�, �����$��	� ����$�� 
����
1*�� ���$�����. !�� ���� ��-
����'��
� �����		�� ��		�����4�	� �� 	%�$�4;�� �����%��: 

 1 1

n n

i i
i i

y b x
a

n
� �

�

�
% %

; 

 1 1 1
2

2

1 1

n n n

i i i i
i i i

n n

i i
i i

n x y x y
b

n x x

� � �

� �

�

�
& '

� ( )( )
* +

% % %

% %
. 

������'��
� �����		�� ����$�%�4�	� 
� �	
���
�� ������
�+, 
�����$�

� � n ��	������
��%1
� ������ n > 2), �� �	�1 �� n ����
�-

��� (6.1). 

��	���	�� �$�����
�	�� ��$�%� 2S  ������������� ���� ���%�
�
�� 
$�

� iy , ��%���

� ��	����� �� ����
�
�4 �����		�� (6.1), �� ��-
�%1
� ��	������
��%1
� ����%1����� iy  $%� i-+ �����. C
���
�� $�	-
���	�� �$�����
�	�� ��$�%� 
���$��	� �� �����%� 

 

 �2

2 1
2

n

i i
i

y y
S

n
�

�
�

�

%
 

��� ��	%� 	����
�+ 	����$ 1 2f n� � . 
��	���	��, 	����

� 	 ����$�%�
��� ������'��
��� �����		��, 

��		�����4�	� �� �����%�� 

 

2 2

2 1

n

b i
i

a

S x
S

n
��
%

;   
2

2
2

2

1 1

b
n n

i i
i i

nSS

n x x
� �

�
& '

� ( )( )
* +

% %
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��� ��	%� 	����
�+ 	����$ 1 2f n� � . 
!�	%� ��	���� $�	���	�+ �����$��	� �������� 	����	����	��+ �
�-

����	�� �
���
�+ ������'��
��� �����		�� a � b. J����%�� ���	�� 
��������� �
�����	�� $%� ����+ �������� ��%���	� �������+ =�14$�
-
��. ��������%1
� �
�����% a$  � b$  $%� ���� ������'��
��� ��		��-
���4�	� �� �����%�� 

 
 �1, aa t f S$ � - � ;   
 �1, bb t f S$ � - � , 

�$� 
 �1,t f�  – �
���
�� ������'��
��� =�14$�
�� $%� ��$�

�+ $�����-
��%1
�+ ������
�	�� �. 

������'��
� �����		�� ��$�� �
������, �	%� ���%
�4�	� �	%���� 
 a a2 $ ;   b b2 $ . 
!�	%� ����$�%�
�� ������'��
��� �����		�� � �'�
�� �� �
���-

��	�� �����$��	� �������� �$�����
�	�� 	����� ����
�
�� �����		��. 
���%�
�
�� ��	���
��� �
���
�� iy  �� ��	������
��%1
��� iy  ����� 
��1 ���	%��%�
� %��� 
�	����*�
	���� ����

�+ ��$�%�, %��� 	%�-
��+
�� �����*
�	����. !������ 	����	����	��� �'�
�� �$�����
�	�� 
�	
���
� 
� �������� 
�%���+ ������� oH : 

 2 2
yS S� , (6.2) 

�$� 2
yS  – $�	���	�� ��	�������$���	�� ����%1����� ��� ������
�� ��-

%���
 y. <�� �'�
�� �����$��	� �� �������4 @�*��� (F-�������4) 

 
2

2 1
y

SF
S

� 2  

��� ��	%� 	����
�+ 	����$ ��	%���%� 1 2f n� � , � �
���
���%� –


 �2 1f n m� � . ������
�� $�	���	�� 2
yS  ����$�%���	� �� �����%� 

 

 �

 �

2

1 12
1

n m

ij i
i j

y

y y

S
n m

� �
�

�
�

%%
, 

�$� 1,2,...,i n�  – ��	%� ����� 
� %�
�� �����		��; 
1, 2, ...,j m�  – ��	%� ����%%�%1
� ������
�+ � ���$�+ �����. 

b	%� � ���$�+ �� ����� ��	%� ������
�+ im  ���
��, �� $%� ��	���� 

�
���
�� 2
yS  ���
� �	��%1�����1 �����%� 
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 � 2

2 1

1

1
i

n

y
i

y n

i
i

m S
S

m n

�

�

�

�

�

%

%
. 

�%� ��	����� �� ���+ �����%� ���$������%1
� 
���$��	� �
���
�� 
$�	���	�+ 2

iyS  � ���$�+ �� i �����. 
b	%� �
���
�� �������� @�*���, ��%���

�� �� �����%� (6.2), 

��
1*� ���%��
��� (!��%���
�� 7) ��� ����

�� ����
� �
�����	�� 
15 � � � , �� ����
�
�� �����		�� (6.1) �$�����
� ���	���� ��	����-

��
��%1
� ����%1���. b	%� �� ��� �
���
�� ��%1*� ���%��
���, �� 
	%�$��� �����1 $����+ ��$ ����
�
�� � �		%�$����1 
���� ����
�
�� 
�����		��. 

=����	����	��+ �
�%�� ������'��
��� �����		�� �����%��� 
�+�� 
���$�% ����
�
�� ��%����� ������'��
�� � ������� 
� �	� ��$�
�� 
$%� %�
�� �����		��, � �		%�$���
�� �$�����
�	�� �����%��� �'�
��1 
	����
1 ���%�
�
�� ��	������
��%1
� ����� �� ���+ �����+ %�
��. 

C
�����	�1 ����� ���%�
�
�+ ���
� �'�
��1, ��	����� $�����-
��%1
� ���
�' y$  ��		��
�� ��%���
 y. !�� ���� ��%�	�� $���	��-
�� �
���
�+ (������ 5���) 	�����	� �� ����$� 
����
1*�� ���$-
����� 	 �	��%1����
��� 	%�$�4;�+ �����%: 

 
 � 
 �2
2

1 2
2

1 1

1, k
k

n n

i i
i i

n x x
y t f S

n
n x x

� �

�
$ � - � �

& '
� ( )

* +
% %

. (6.3) 

@����%� (6.3) ���$	���%��� ����-

�
�� $��� �������%, �
���� ������ 

���$��	� ��%�	�1 $���	���� �
���-

�+ y (��	. 6.1). &����� ���+ ��%�	�� 
����$�%���	� 
� ��%1�� ��	%�� ��	��-
����
��%1
� ����� n, �
���
��� $�	-
���	�� �$�����
�	�� 2S  � $�������%1-

�+ ������
�	�� (����� ������'��
� 
=�14$�
��), 
� ����	�� � �� ����, 
�-
	��%1�� �		%�$����� �
���
�� ����-
��
�� kx  �$�%�
� �� 	��$
��� �
���
�� 

��x . ��%��� �
���
�� k cpx x�  � ���-
�� 
����%�� ����� $�������%1
� ���-

�' ��		��
�� �����: 

���. 6.1. 8����������� &��-
���� (����� 5���) 

��� ����� ��&������ 
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 �1,t f S
y

n
�

$ � - . 

J�������, ���+
�� ����� 
� �����+ �����		�� ��� �$
�� � ��� �� 
����
� �
�����	�� � ��$�� ����1 � ��	������
�� 
����%1*�� 	%���+-

�� ��		��
��. <��� ���$ �� �����% (6.3) ����� ���
�� ��������	��� 
�
���
��. �%� ���$������� ����$�� ������
��, �$��%������4;�� �	%�-
���� %�
�+
�	�� (6.1), ��	������
��%1
� ������, ��	��%���

� 
� 
��
'�� �������� $������
�, 	%�$��� ���$����1 ��%1*�+ 	����	����	��+ 
��	, �� �	�1 ��	%� ����%%�%1
� ������
�+ � ���+
�� ������ $�%�
� 
��1 ��%1*�, ��� � ������, %���;�� ��%��� ��	'�		 ��x . 

+���
���
���� ���
��� �
��
���� 

b	%� ���������� 	%���+
�� ��%���
� y ����	�� �� 
�	��%1��� 
���-
��	��� ������

� 1 2, , ..., kx x x , �� ��	��� ������'��
��� ����+ ��-
$�%� � �� 	����	����	��+ �
�%�� �����$��	� ����$��� ��%�������" 
��&������. J����%1*�+ ��������	��+ �
����	 ���$	���%��� �
���	�-
��

�� %�
�+
�� �����		��, ����
�
�� ������+ ����� ��$ 

 0 1 1 2 2 ... k ky a a x a x a x� � � � � . 
��� � $%� 	%���� �$
�+ 
�����	���+ ������

�+, ���	%�
�� ����-

��'��
��� �����		�� �������$��	� ����$�� 
����
1*�� ���$�����, 
� 
�-
	��%1�� �	%��
���	�. &�*�
�� ���+ ��$��� 	 ����;14 ������
�+ �%���� 
� 	��
$���
� �������� !<�A 
� ���$	���%��� �����$
�
�+. #		%�$���-

�� �$�����
�	�� �
���	���

�+ ��$�%� �����$��	� ����$���, �
�%����-

�� ��		�����

� $%� �����		�� 	 �$
�+ 
�����	���+ ������

�+. 

� ���
'��� �� ����$� 
����
1*�� ���$����� ���
� �'�
��1 ����-
��'��
� �����		�� � 
�%�
�+
� ��$�%�+, �� �	�1 ����
�
�+, � ������ 

�����	��� ������

� ix  ���4� 	����
�, ��%���4;��	� �� �$�
�'. 
!�� ���� ���	%�
�� �
���
�+ ������'��
��� �����		�� ������
�, �	%� 
��	%� ����
�
�+ ���
� �%� ��%1*� ��	%� ����$�%���� ������'��
���. 

6.2. �����
&%���� ��
�! 
!�$ ���������" ��
�����	� �	���� 	���1 ���$� $���� �%� 
�	��%1-

���� �		%�$����� ��%�
����. <�� 	���1 ����� ��1 $������
�����

�+ 
�%� 	%���+
�+ (������
�	�
�+). !���+ ��� 	���� ����$�%���	� 	������� 
����
����
�	����, ���
� ���	������ 
�������� ������	���� 
�����%���. "��, 
�������, ����
 ��� ����$�%��� ��	���4 	���1 ���$� 
���
�	�14 ����
'��%��, 	�%�+ ���� � �%�������	��� 	�������%�
���.  
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&�		������ ��%�� ��$���
� �����+ ��� 	����, ���$� ��� 	���1 ���-
$� ��%�
���� ��%1�� ���$��%�����	�, � ��	��	���4� ���������	��� 
���$��	%��, 	��$���%1	���4;�� � 
�%���� ����+ 	����. � ��%���� �� 
�����		��

��� �
�%���, �����%�'��

+ �
�%�� �����
���	� $%� �	-
	%�$���
�� 	%���+
�+ 	���� ���$� ������

��. C�$���� �� �%� �
�� 
����
�
�� �����		��, � ��� 	��� ����$�%��� ��� 	��� 	�;�	�����-

�� ����	���	�� ���$� 
�����	���� ������

��, ��� � ����������-
	��+ ��$ ���+ ����	���	��. !�� �����%�'��

�� �� �
�%��� ���������-
	� %�*1 	�� ����, �� �	�1 	����	����	��� �������� � 
�%���� �%� ��	��-
	���� 	����. =��� �����$� ��%���
, ���$� ������� ����� 	%���+
�� 
	���1 ���$��%�����	�, �����%��� 	�$��1 � 
�+ ��� � ������
�	�
�+. &�-
��%1��� �����%�'��

��� �
�%��� ����� 
�	�� 	����	����	��+ ��������, 
��� ��� ���%4��
�� � 
�%���� �%� ��	��	���� 	���� ���
�����	� 	 
�-
������+ ����
�� ��$�

�+ $�������%1
�+ ������
�	�14. 

� ����	��� ������� ��$��� �����%�'��

��� �
�%��� ���
� ���-
��	�� �		%�$���
�� �%��
�� ����������
��� ������ 
� ���$ 
�������-
�� ������	���� ���$���� � 	%��
�� ���
�%�����	��� ���'�		�. !�� ���� 
	 ��	��� ���������� ������
� 
� ��%1�� ���*�
�� 	����	�� �	
��-

�+ ����'��, 
� � �������
�� �����
� ����'�+, � ����� � �����
�� 
����'�� ���%���
�� ���$����. !������ 	���1 ���$� �����������+ � 
���$�� ���$���� ���
� ��������������1 ��%1�� ��� 	%���+
�4. 

���
� ��� �����%�'��

�� �
�%��� �		%�$�4�	� ��%1�� %�
�+-

� 	���� ���$� ��%���
���, ������� ����'���%1
+ ����� ��� ���-
����� ������� � �����%�'�� ����� ��
����1 
� ��%1�� ��	��	���� 	��-
��, 
� � ������
�� 
�%���� 
�%�
�+
�+ ����	���	�� ���$� �		%�$��-
��� ��%���
���. 

'�-!!�)�
�� ���
�� ����
��)�� ���� �
��	�� 

=���1 ���$� $���� ��%���
��� x � y 
����%�� ���	�� ���
� ���$-
	�����1 � ��$� ���%�', � ������4 ��
�	�
 ��� �
���
�+ (x1, y1), 
(x2, y2), …, (xn, yn), 	������	���4;�� ���
� �	%����� ��	������
��. 
��%�� 
��%�$
�+ �����+ ��%���	� ���&����� ����������� – ������ � 
����$�
���� x, y, 
� ������� 
�
�	�
 ����� (xi, yi). ������
� ��� 
����� $������� �����$�
 
� ��	. 6.2. 

b	%� �����%�'��

�� 	���1 �$��%1
� � ��� 	�	%�, ��� ���$� x � y 
	 �	���+ 	����
14 ������
�	�� 	�;�	����� %�
�+
�� ����	���	�1, � 
	%���+
�� ��		��
�� ����� ��%���
 ���
�������� ��%�, �� 
� $��-
������ 	���1 ���������	� � ��$� �����+ %�
��. 
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���. 6.2. ������������ ���������� ��%�� �����"���� ���������� x � y: 

� – ��%�������� �����; � – ������������ �����; � – ��������� ����� 

�$
��� ��	��%1�� �	��$� 	�;�	����� 	%���+
�� ��		��
��, ����� 
��$�� ��	��%����1	� 
� ������� � 
�������+ ��
��
�+ ��%�	��, ���4-
;�+ ����� �%%��	� (��	. 6.2, �; 6.2, �). J�������, �	%� 	���1 ��	��	����� 
(�%� 
� ��%���	� %�
�+
�+), ������	 ����� 
� $�������� ��		����
�� 
��$�� ����1 ��$ �������	��+ ��%�	��, �%����+ � ����� (��	. 6.2, �). 

�%� ����	���

�+ �'�
�� 	����
� 	%���+
�+ 	���� �����$��	� 	�-
�����	���4;�� 	����	����	��� ��	���. � �����4 �����$1 �����$��	� 
��	��� ��������� $%� n ��� �����: 


 � 
 �
 �
1 1 1 1

1 1cov ,
n n n n

i i i i i i
i i i i

x y x x y y x x y y
n n� � � �

& '& '
� � � � � �( )( )

* +* +
% % % % . 

�������'�� ����� 	�	% 	��*�

�+ $�	���	��, 	����

�+ 	 
�%�-
���� �����%�'��

�+ 	���� ���$� x � y. =���1 
������	� ��%�����-
�", �	%� ��� ��	�� �$
�+ ��%���
 �����	���� � $����� (��	. 6.2, �). 
|����������" 
����4� 	���1, ���$� ��� ���%���
�� �
���
�+ �$
�+ 
�� ��%���
 �
���
�� $����+ ���
1*�4�	� (��	. 6.2, �). =������	���

�, 
�������'�� ��%�����%1
�, �	%� 	���1 ��%�����%1
�, � 
�������. �%� 
����	���

�+ �'�
�� %�
�+
�+ �����%�'�� �	��%1����	� ������
+ 
������'��
� ���
�+ �����%�'�� xyr  – ���������
�� ��%���
�, 
����-
����

�� � �
���
��� 	��$
�� ���$������	��� ���%�
�
�+ �		%�$���� 
��%���
 xS  � yS : 

 

 �
 �


 � 
 �

1

2 2

1 1

n

i i
i

xy n n

i i
i i

x x y y
r

x x y y

�

� �

� �
�

� � �

%

% %
. (6.4) 
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������'��
� �����%�'�� xyr  ����� ���
����1 	%�$�4;�� �
���
��. 
� 0xyr � . <��� 	%���+ 	������	����� ��	��	���4 	���� ���$� x � y 

(��	. 6.2, �). 
� 1xyr � � . A��$� x � y 	�;�	����� 	������ ��%�����%1
�� %�
�+
�� 

	���1 (��	. 6.2, �). 
� 1xyr � � . A��$� x � y 	�;�	����� 	������ ����'���%1
�� %�
�+
�� 

	���1 (��	. 6.2, �). 
� 1 1xyr� ! ! � . <�� 
����%�� ��	�� �	�����4;�+	� 
� �������� 	%�-

��+. !�� ���� � �����%�'�� 	�$�� ��� %�*1 	 ����� ���
�� ��%1-
*�+ �%� ��
1*�+ ������
�	��. 
=�%� 	���� �'�
�����	� ����$�� 	����	����	��+ �������� �������. 

!�� ���� ���$��%�����	�, ��� 
�%���+ ��������+ 0H  ��%���	� �	%���� 
0xy� � , �� �	�1 ��	��	���� 	����. C$�	1 xy�  – �	��

+ ������'��
� 

�����%�'�� $%� ��
���%1
�+ 	������
�	�� ��%���
 x � y. �%1���
���-
��+ ��%���	� �������� H : 0xy� = , �� �	�1 
�%���� 	����. =����	����-
	��� �������� ������� �� ��	��	���� �����%�'��

�+ 	���� �����$��-
	� 	 �	��%1����
��� ���%�' �
���
�+ ��	���$�%�
�� ������'��
�� ���-
��%�'��, �����$�

� � 	��	�� %�������� � $�

�+ �%���. <�� 
��	���$�%�
�� ����	�� �� �����

��� ����
� �
�����	�� 5 � �� ��	%� 
	����
�+ 	����$ 1 2f n� � , �$� n – ��;�� ��	%� 	���
������ ��� �
�-
��
�+ x � y. 

�������, ��� ������ � 
� �%� �
���
�� ������'��
�� �����%�-
'��, ���%4��
�� � 
�%���� 	���� ���
� 	$�%��1 ��%1�� ��	%� �������� 
�������. J�������, �
���
�� 0,8xyr �  $�	�����
� �%���� � �$�
�'� �, 
����%�	1 �, � ���� 	%���� 	���1 $�%�
� �������%1
� 	�;�	������1. �$-

��� �	%� �������1	� � ���%�'�� ��	���$�%�
�� ������'��
�� �����%�-
'��, ��������	�, ��� �
���
��� 0,055 �  � 1 4f �  (��� 6n � ) 	������-
	����� 0,811����r � . =%�$�����%1
�, �	%� � ����� ��%1�� *�	�1 ��� 
�		%�$���� ��%���
, �� 	 ������
�	�14 95 % � � ���
�%� �������� 
�� ��	��	���� 	����, ��� ��� xy ����r r! . 

+���
���
���� ���
��� ����
��)�� 
#		%�$���
�� �����
� ������
�	�
� 	����+ ���� � ��%1*��� 

��	%� ������

� 
��
��� 	%��
�� �		%�$���
�� ���
�+ �����%�'��. 
��^�	
���	� ��� ���, ��� �	
��
�� �	%���� �����%�'��

��� �
�%��� – 

����%1
�� ��	���$�%�
�� �	�� �����%���4;�� ��%���
 – ���
� 
� 
	��%4$���	�. !������ ��� ��*�
�� ��$�� �
���	���

�+ �����%�'�� 
���1 �$��, ��� �����%�, %��� � ���� ������

�, %��� � �
�����%1
� 
����%���
��� ��� �		%�$���
�� ��%1*��� �� ��	%�. 
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&�		������ �����%�'�4 ���� 	%���+
� ��%���
 x, y, z, ������ 
	%�$�4� 
����%1
��� ��	���$�%�
�4 � ���$� ������� ������
� %�-

�+
�� 	���1. � ���� 	%���� ���
� ������
� ������'��
� �����-
%�'�� , ,xy xz yzr r r  �����������4� 	�%� 	���� ��%1�� $%� ��+ ��� ��%�-
��
, ������� ������
� �
$��	���. <�� ������'��
� ��		�����4�	� 
�
�%����
� ���
��� ������'��
�� xyr  �� �����%� (6.4). 

�$
��� ���$� x � y ����� 
��%4$��1	� 	���1 � � ��� 	%����, �	%� 
����� ��	�� �$
������

�� ���$�+	���� 
� ��� ��%���
 ����1�+ ����-
��

�+ z. "��$� �
���
�� ��%
��� ������'��
��, ����$�%�

��� �� 
(6.4), ������������� ��� 
� �����%�'��

�4 	���1 ���$� x � y, � ��%4-
���� ����� � ��	�1 �����%�'��, ����$�%����+ $�+	����� ������

�+ z. 
����
���� ������'��
� �����%�'�� ���$� x � y �� ������ �����%�'�� 
	 ����1�+ ��%���
�+ z ����� xy zz � , ������ ��� ����� 	������	���4;�� 
���
� ������'��
� �����%�'�� , ,xy xz yzr r r : 

 

 �
 �2 21 1

xy xz yz
xy z

xz yz

r r r
r

r r
�

�
�

� �
. (6.5) 

J�������, �	%� 0.9xyr � ; 0.8xzr � ; 0.6yzr � , �� �� (6.5) 	%�$���, 
��� 0.87xy zr � � . "���� �������, 
� $�%4 �����%�'�� ���$� �������� z 
� ������

�� x � y �����$��	� 0.90 – 0.87 = 0.03 �� ��;��� �
���
�� 
������'��
�� �����%�'��, ���	%�

��� ��� ����� ����1��� �������. 

������'��
� xy zr �  
������	� ������� �#��������� ������-
���. �
�%����
� �����
�4 (6.5) ���
� ����	��1 �����% $%� ��	�-

� ������'��
��� �����%�'�� xz yr �  � yz xr � . <�� �����% ��%���4�	� 
���	��+ ����
�+ ���� ��� �
$��	�'��. 

���%���
�� ��	%� �		%�$���� ������

� ��� �����%�'��

�� 
�
�%��� �����%��� ��*��1 	%��
� ��$��� �		%�$���
�� 	����+. "��, 
�-
������, ���
� �����1, �����	� %� %�
�+
�� 	���1 ���$� ����+-%��� 
�� ��� ������

� xy, xz, yz � ����1�+ ������

�+ z, y �%� x. A���+ ��-
��+ 	���� 	%���� �
���	���

� ������'��
� �����%�'�� z xyr � , y xzr �  
� x yzr � , ������ ��		�����4�	� �� �����%� 

 
2 2

2

2

1
xy xz xy xz yz

x yz
yz

r r r r r
r

r�
� �

�
�

. (6.6) 

@����% $%� ��	���� �	��%1
� �
���	���

� ������'��
��� 
�����%�'�� ��%���4�	� �� (6.6) �
�%����
�, ����� ����	��
���� ���� 
	������	���4;�� �
$��	��. 
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7. $���������� �!�����& 

7.1. ���$�� !������& 
!�� �����$�
�� ��	������
��%1
� �		%�$���
�+ � � �
��
��
�+ 

�������� ��	���
	��� ���������+ ��%���
 � ����
�� �	��� �����
� 
��	������
�� – ��	1�� ��$��+ 	%���+. ��%1*�
	��� ��������%1
� 
	�	��� ���$
��
���
� $%� ����$�%�
�� ���������� ���'�		�� �%� ��-
;�	��, ����
�4;��	� �� �����
� �� 
��������� ����
�, �� �	�1 $%� 
�����$�
�� �����������$ ��������". 

J�������, ��� ������
�� ���������� � �����%�
�
�� ������ ���� 
�� ��%���
� ����� ����
��1	�, ������ ����
�
�� 
�	�� 	%���+
+ � 
�����������

+ ��������. F��� �%����1 ��� ����
�
��, �
��'��

� 
���������	���� ��������%1
�+ 	�	��� $�%�
 �$��%�������1 ����$�-
%�

� �������
���. "��, ��		��
+ 	��+ �������� ����� 
� �	��-
���1 ������������1 
� �����������

�� ����
�
�� ����������. ��%�� 
����, $��� ��� 
�%���� ����'�� 
� �� ����
�
�� ������
�� ����	���-
��4;��� ������� ����� ��	�����1 �� �����
� ����
�
�� ����������� 
���������. �%� ��%
��� �
�%��� 
�����$��� �
��1 �����

� (�
��'�-
�

�) ���������	���� 
� ��%1�� ��������%1
��� �������������%� ($��-
����), 
� � �	�+ 	�	��� � '�%��, ��%4��� �� �	�%���%1
�, ����	���-
��4;�� � ����$�4;�� �%���
�. 

�	���� �������� ����� ����	%�+ ���
���, ��� �
��������	���, ����-
'��

�-��	����	���, ����
�� � $����� � �
�����%1
�+ 	����
� ����$�-
%�4�	� ���%���'�����

� ��*�
��� $�
�����	��� ��$��. � 	���� 	 
���� ���������� ����$�� � �������
�� �����$�
�� ������
�+ �	���-
�������4;�� ���'�		�� ���4� ��	1�� ���
�� �
���
��. 

� ��	�
�	��, � ������ �����
� $������%�+ �$
�� �� 	%��
� ��-
���	�� ��%���	� $�
����� ������$
� ���'�		��. !�����$
� ���'�	-
	 	����
 	 �%��
� �%� 	����
���� ����%�����
��� ����, ��	����+ 
���� �����
��� $������%� 
� ����$�� ���%��� (&�""), ��	����+ ���� 
�	������ $���%
���%1
� 	���% � (�%�) ���$�� �%�$���
��, ������-

� ����	��� � ��*�
��� &�"" �
�������
��� ��%4��
��. !�� ���� 
����	��$�� ����
�
�� �� ����$�%�

� ����
�� $��%�
�� � ���������-
� �����, 	����	�� ����
�� ����$��� �����
��� ���%��� � $����� �
��-
�������
� ����������. 
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�%� �����
�� �	����������4;�� ���'�		�� 
�����$�� $������ � 
����������, $�
�����	��� 	��+	��� ������ �����%�%� � ����	�����-
���1 ��������� �������� 	 ��
���%1
�� �	����
����. �$
��� ��-
��� ���������� ����� ��1 �����%1
� 	��
	��������
� ��%1�� � ��� 	%�-
���, ���$� $�
�����	��� ���������	���� 	����� ���������� ���'�		� ��� 
����	�
. ��

�� ������������ ��*���	� 
� �������� ��$�� ��	%�$���-
��%1
� ����%���
�+ ��� ���������� $������� �%� ��	��$	���� �� �-
���� �� ����$��� ���*�

� �������
��� 	 �	��%1����
��� ������
�+ 
�
�����'�� � ��	���
� ���������	����� �		%�$���� ���'�		��. 

!�� ������
�� ������	��� ��%���
, ����
�4;��	� �� �����
�, 
����%1��� ������
�+ ����� ��1 �	����
 
� ��%1�� ������������ 
�&��5������ (��		�����

�� �*�), 
� � �����*
�	���� �;� �$-

��� ��$�, ���
���4;��� ��%1�� � $�
�����	��� ������, – ��������-
����� �&��5������.  

������%�'�� ����
���	��+, ���%���+ �%� �%�������	��+ �
����� � 
�%���
��� ��������%1
�+ 	�	��� $�%��� �� �
��'��

�+. #
��'��
-

�	�1 �����%���	� � ���, ��� ������
�� ������� 
�$�	�����
� �	��� 
	%�$�4� �� $�+	�����%1
� ����
�
��� �� �����
� ������	��+ ��%�-
��
. �'�
�� $�
�����	��� �����*
�	��+ � �� ��
�����'�� ��%�4�	� 

�����$���� �%���
���� $�
�����	��� ������
�+. 

&�		������ ������4 	���� ������
�+ ��� ��	������
��%1
�� �	-
	%�$���
�� 
��������� ��^���� �%� ���'�		� (��	. 7.1). ��^��� �		%�$���-

�� 1 ���	����	� 	������
�	�14 ������	��� ��%���
 ( 1,2, ..., )ix i n�  – 
��������� ����������. ���$+ �������� ix , � ��;�� 	%����, ����
���-
	� �� �����
�, �� �	�1 
 �i ix x t� . X������� � �
��
	��
�	�1 ����� ����
�-

�� ����$�%�4�	� ������	��+ �����$�+ ��������� � ����� ��1 ���%��-

�� 
� ���%��
� �������� �����
�. 

C�$���+ ��������%1
��� �	���+	��� 2 ��%���	� ��%���
�� 	 ��$�
-

�+ �����*
�	�14 �'�
�� ��������� ���������� � ��$� ��
�'�� 
�����
� 
 � 
 �, 1, 2, ...,iy t i n� . !�� ��	%�$�4;�� �
�%��� ���$+ ����-
����+ �������� kx  � ��$�%1
�	�� �%� � 	������
�	�� 	 $������ �	-
��%1����	� $%� ���	%�
�� ���%��
��� ��$� ��
�'�+ 

 

 � 
 �

 �

1 2

1

; , ...,

, , ..., ...,
k k

k k n

f x f x

f x x x�

./
0
/1

 

�%� ��
�'��
�%�� 

 

 � 
 �

 �

1 2

1

; , ...,

, , ..., ...,
k k

k k n

F x F x

F x x x�

./
0
/1

, 

�����������4;�� �		%�$���+ ��^���. 
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!�� ���� �$�
 � ��� �� �������� ����� ��1 �	��%1����
 ��� �-
��	%�
�� 
�	��%1��� ���������	���. 

x t1( )x1 y t1( )

x t2( )x2 y t2( )

x tn( )

t

t

t

xn y tn( )

f
F
i

i

1 2

3

 
���. 7.1. 2����� �$��� ��������": 

1 – ����������" �}���; 2 – ������������ ����"���; 
3 – ��� ������� ���������� ��������" 

!�%���
�� ��	������
��%1
� $�

� ��� ������
�� 
���
���	� 
��$���+ ����������� ��������� 
� ���$ ��������%1
��� �	���+	��� � 
����
������	� ����	���'��+ ��%���

��� 
� ���$� 	��
�%�. 

#�������%1
�� �	���+	��� ���
� �	%��
� ���$	�����1 � ��$� 
�%��-	��� (��	. 7.2), ���� ���$+ �� 	�	���%�4;�� �� �%���
��� ��-
���, � 	��4 �����$1, ���$	���%��1 ��$�%1
�� ��������%1
�� �	���+	���. 

x t( ) y t( ) fi

Fi

1 2 3 4 5

 
���.7.2. ���-�$��� �����������& ����"����: 
1 – ������; 2 – ��������� ��� �������������; 

3 – ����������" #������; 4 – ����"��� �����; 5 – '
� 

J� ���$ $������ (���	�����%1
+ �%���
�, ������
+ �����������-
��%1) ��	������ ���������� ��%���
� 
 �x t . C���� 	%��� 	��
�% ����� 
�	�%����1	� 	��'��%1
� ���������� �%� 	 ����;14 ������������� 
�������������1	� � ��%�� �$��
��� ��$�. *���������" #������ 
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(�%�������	��+ �����$
��, ��	�����%��
�� 	�	����) ����$��� 	��
�% 
� 
����"��� �����. <�� �	���+	��� %��� 
���	��$	���

� �$��� �
-
�����'�4, %��� ���
�� �� $%� $�%1
�+*�+ ��������� 	 ����;14 ���-
�14����. b	%� � ��������%1
��� �	���+	��� ��$�%4��
� <�A, �� ����-
����� $�

� (��%���
�� ��$�

� ��
�'�+ if  �%� ��
�'��
�%�� iF ) 
����	��$�� 
���	��$	���

� � ���'�		� ������
�+. 

= ����� ���
�� 	�	���
��� �
�%��� �	� ��	������
��%1
�� �	��-

����, ��� � �� ��$�%1
� �%���, ��
�'��
�%1
� �$�
�����: � 	�	���� 
��$���	� ���$
�+ 	��
�% ( )x t , � ��	%� ����������� 
� �� ���$� ����%�-
��	� ���$
�+ 	��
�% ( )y t . 

7.2. �
��������%�& � �������������� ��"�
�� 
"���� �������, ��������
�+ �����+ ������
�� ��%���	� ����$��� 	��
�-

%��. !�$ 	��
�%�� ��
�����	� ������	��� ��%���
�, 
�	�;�� �
�����'�4. � 
���'�		� �����������
�� � ��������%1
�� �	���+	��� �������� � ��$ 	��
�%� 
����� ����
��1	� (�
�%����+ ������$�� � ��	���
+, 
�������). !�� ����, 
�$
���, ����$������� �� ��������%1
�� �
�����'�� (����
�
�� �� �����
� 
������� ������	��+ ��%���
) $�%�
� �����������1 ��
���%1
� �	����
��. 

���$
�+ � ���$
�+ 	��
�% 	����
 $��� 	 $����� ����$�%�

�� 	�-
��
�*�
����, ������ �����������4� ��������%1
�4 	�	����. <�� 	���
�-
*�
�� 
����4� ������������ $��������������� ��������%1
�+ 	�	��� 
� �� ��$�%1
� ���
1��. ��
�����	��� ������
�� ������
�, �	%� 	��+	��� 
���
1�� � 	�	��� � '�%�� 	������	���4� 	��+	���� ��������%1
��� 	��
�%�. 

&�		������ �%�		�����'�4 � �	
��
� ���������	���� 	��
�%��. 
�%�		�����'�4 	��
�%�� ���
� �	�;�	��%��1 	 ���%��
� ����� ���
��. 
��$�� ����$�%�
�� 
����%�� ��	���	���
�

� ����� 	��
�%��. 

8��������������" ��&��� � %4��+ ����
� �����
� ����$�%�
 
�$
��
��
� � ��%���	� ��	�������$���. #���
�
�� 	��
�%� �� �����-

� ���
� ����
�� ���$	�����1, �	��%1��� ��� ����������	��� ���	�
��. 

��$���������" ��&��� � ���$+ ����
� �����
� ����
���	� 	%�-
��+
� ������� � ����� ��1 ���	�
 ��%1�� 	����	����	���� ����
�-
��. A���������	��� ���	�
�� 
� $��� ������
�	�� ���$	�����1 ��
-
����
� ����
�
�� 	��
�%�. 

*����������" ��&��� �������������	� ����
	���� 
 ( ) ( )x t x t T� � , 

�$� T – �����$ 	��
�%�; ����� t  ����� ���
����1 %4�� �
���
�� �� 
–� $� +�. 

Y�����������" ��&��� – ��� � ��;�� 	%���� 
������$���	��+ 	��-

�%, �����+ 
� ��$��
���	� ����� �	%���4. <��� 	��
�% 
� 	�$����� 
��%�����%1
�+ 	�	���%�4;�+. 
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����������" ��&��� – ��� 	����	����	��+ 	��
�%, 	����	����	��� 
���������	���� �������� (	��$
�� �
���
�� � ���%���$
�� �%��
�	�1 
	��
�%�) 
� ����
�4�	� �� �����
�. <���� �	%���4 �$��%��������, � 
��	�
�	��, $������
�����

+ �����$���	��+ 	��
�%, �����+ a priori 
��%���	� 	��'��
��
�. 

~�������5�"�� ��&��� – ��� 
�����
����� �� �����
� ��%���
� 
 ( ) constx t x� � . 
�%� ����� 	��
�%� ������ � �	� �	*�� �������$
� �� �����
� 

���
 
�%4. 
J� ��	. 7.3 �����$�
 ������ ��		�����

� ����� 	��
�%��. #� 

���� �������� ��$
�, ��� ���$+ 	��
�% ����� �$
������

� ��
�-
	��1	� � 
�	��%1��� �����. 

!�� �
�%��� $�
�����	��� ���������	��� ��������%1
� 	�	��� 
��		�������4� �� ����'�4 
� ������ ����
�
�� ���$
��� 	��
�%�. � 
����	��� ������ �	��%1��4� ����� �	
��
� �$��%�������

� ���� 
���$
� 	��
�%��: 
� �$�
��
�� ����%1	
�� ��
�'��; 
� �$�
��
�� ��
�'��; 
� %�
�+
� 
���	��4;�� ��
�'��; 
� �����
���	��� ��%���
��. 

�	� ��� 	��
�% ��
�	��	� � �%�		� $������
�����

�. &�		���-
��� �����

� ���������	���� ���� 	��
�%�� (��	. 7.4.) 

��������� ���������� ������� (������� 3�����"��) ����$�%���	� 
��� ���$�%1
+ 	%���+ ��������%1
��� ����%1	�, �%�;�$1 �������� 


 �xF f t t� � $  ���
� �$�
�'� (��	. 7.4, �). 

 
 � 
 �
0 0

0 ��� 0;
lim lim 1 ��� 0 ;

0 ��� .
t t

t
t f t t t t

t t
$ � $ �

!?
/" � � $ � ! $@
/ � $A

 

��������� ������� (	�����, 	����������
�� ��
�'��), �����$�

�� 

� ��	. 7.4, �, ����$�%���	� 	%�$�4;�� �������: 

 
 �
0 ��� 0;
1 ��� 0.

t
t

t
�?

> � @ 2A
 

b$�
��
�� ��
�'�� ���$	���%��� 	���+ �
�����% �� �$�
��
�+ 
����%1	
�+ ��
�'��. 

(���"� �������!0�� ������� ��%�����	� � ����%1���� �
���������-

�� �$�
��
�+ ��
�'�� � ����$�%���	� 	%�$�4;�� ������� (��	. 7.4, �): 

 
 �
0 ��� 0;

��� 0.
t

t
t t

�?
� � @ 2A
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8��������������" ��&��� 

x t( ) x t( )

t t  

��$���������" ��&��� 

x t( ) x t( )

t t  

*����������" ��&��� 

x t( ) x t( )

t t

TT

 

Y�����������" ��&��� 

x t( ) x t( )

t t  

����������" ��&��� 

x t( ) x t( )

t t  

~�������5�"�� ��&��� 

x t( ) x t( )

t

t

 
���. 7.3. |������ ���� ��&���� 
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	����������� �������� (��	. 7.4,&) ����$�%�4�	� �����%�+ 
 
 � 
 � 
 �cosx t f t x t� � B � � , 

�$� x , � , B  – ���%���$�, 
���%1
�� ���� � ��%���� ��	���� ��%���
�+. 
� ��;�� 	%���� ��%���
�� �� ����
� ��	�
�	� ���
� ���$	�����1 

� ��$� 	��� ��%���
�+ 
 
 � 
 � 
 � 
 �cos cos sin sinx t f t x t x t� � � � B � � � B . 
���	�
�� �����
���	��� ��%���
�+ ���
� ���$	�����1 ����� � 

����%��	
�+ �����, �	��%1��� ����
�
�� <+%���: 
 
 � 
 � 
 � 
 �cos sin expx t x t i t x i t� B � � � B � � � B � ��  � � � � � , 

�$� 1i � �  – �
���� �$�
�'�. 
 

 

���. 7.4. 2����� ���������������� ��&����: 
� – ��������� ���������� �������; � – ��������� �������; 

� – ����"� �������!0�� �������; & – &����������� �������� 

7.3. 	���$������ �������������� �!������
(�� ������� 
&�		������ ����������	��� ���	�
�� ��������%1
�+ 	�	��� ��� 

�������������%� ���������+ ��%���
 � ������
��. � �����4 �����$1 

�	 ��$�� �
����	����1 ����$����
� 	��+	��� ��������%1
� 	�	���, 
������ �����%�4� �'�
��1 �����$
�	�1 �� $%� ������
�� 	��
�%��, 
����
�4;��	� �� �����
�. 

��%�� ��$�� ��		��������1 ��%1�� ����"��� ������������� ���-
����, ��$��
�4;��	� ���
'��� 	��������'�� (
�%���
��). =��%�	
� 
����� ���
'��� ������ 
�	��%1��� ���%���

� � 	�	���� ���$�+	�-
��+ ����
 	���� �������� ���$��� �� ���� ���$�+	���+ � ��$�%1
�	��. 
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J� �������� �	��%1��4�	� ��� �	
��
� 	��	��� ���	�
�� ���'�	-
	� ����$��� 	��
�%��. �	� ��� 	��	�� ���������	�� ���
�����
, 
� 
���%���4�	� �� 	���+ 
��%�$
�	�� � �$��	��� ��� �����$�
�� ��	�����. 

0������
 �
�
����	��� ������
������  
��!!
�
�)�������� �����
����� 
�� �
���� 	%����� ��������%1
� 	�	��� ��%�4�	� ������	���� 

�	���+	�����, 	�$����;��� 
�%�
�+
� �%���
�. � �
��
��
�+ 
�������� ���
� �$�� 
� �����
�� ����;�
��, ������� 	��$��	� � ��-
���������� ���������	��� ��������%1
�+ 	�	���. <�� �����%��� �	-
��%1�����1 $%� ���	�
�� $�
�����	���� �����������
�� ���������+ 
��%���
 %�
�+
� $������
'��%1
� ����
�
�� 	 ��	���

�� ��-
����'��
����: 

 


 � 
 � 
 � 
 �


 � 
 � 
 � 
 �

1

1 1 01

1

1 1 01

...

... ,

n n

n nn n

m m

m mm m

d y t d y t dy t
a a a a y t

dtdt dt
d x t d x t dx t

b b b b x t
dtdt dt

�

� �

�

� �

� � � � �

� � � � �

 (7.1) 

�$� ia  � jb  – ��	���

� ������'��
� ( 0,1, ..., ;i n�  0,1, ...,j m� ). 
!�� %�
������'�� ����
�
�+ 
�����$��� ������1 �	��$
+ ����� 


 �x t  � ���
�' $���	������ ����
�
�� 
 �x t , � ������ ���
� �	��%1-
�����1 %�
��������

� ����
�
��. 

&�		������ ������, �%%4	�����4;�+ ���� 	��	�� ���	�
�� ����-
$����
� ���������	���. !�	�1 
�����$��� �������1 ����
�
�� �����-
����� � ������ ���� 
 �tC  	 ����;14 ��������. !��$��%�����, ��� ��-
�%������$
�	�1 	��� �������� $�	�����
� ��%���, �� �	�1 ����������� 
	��� �C  ���
� 	�����1 �$�
�����+ �� ��� ��^���. ����� ����, ���
��-
������ �������� ���%�, 	����

�� 	 ���%������$
�	�14 � ��%���
���. 
� ������ ���� $���;�
�+ ����
�
�� ���%����� ��%�
	� ����� ��$ 

 
 � c
c

dS cm
dt
C

� C � C � ,  (7.2) 

�$� � – ������'��
� ���%���$���; m, � – ��		� � �$�%1
�� ���%�����	�1 
	��� ��������; S – �%�;�$1 ��
�������4;�+ 	 ����� ������
�	��. 

<�� $������
'��%1
�� ����
�
�� ���$	���%��� 	���+ �	����4 ��-
��	���	�1 ���$� ���$
� C  � ���$
� cC  	��
�%���. #� (7.2) ��%�-
���� ����
�
��, ���	��4;�� ������ ��������: 

 c
c

dcm
S dt

C
C � C �

�
. 
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��%���
� 
 �cm S�  ������������� �
��'��

� 	��+	��� �������� 
� 
������	� ������" ������� ������� (��������): 

 c VT
S

�
�

�
, (7.3) 

�$� � – �%��
�	�1 �������%� 	��� ��������; V – ��� ��^��. 
#� (7.3) 	%�$���, � ��	�
�	��, ��� �
��'��

�	�1 �������� %�-


�+
� �����	���� 	 ���%���
��� �� $������� D, ��� ��� 3~V D , � 
2~S D . ����
���� ���$
�� ���$�+	���� 
 �x tC � , � ���$
�+ 	��
�% 

 �c y tC � , ����
�
�� (7.3) ���
� ���$	�����1 � ����� 

 
 � 
 � 
 �dy t
x t y t T

dt
� � . 

<�� ����
�
�� ���	���� $�
�����	��� ���������	���� ��������. 
�������, ��� 
��%�$
�� �
��������'�� $������
'��%1
��� ����
�
�� 
��	1�� ����
���
�. "�%1�� ��*�
�� ����� ����
�
�� $%� ��	�
� ��$�� 
���$
� ��
�'�+ 
 �x t  �����%��� 	���
��1 ���$
�+ � ���$
�+ 	��
�%. 

0������
 �
�
����	��� ������
������  
�
�
������� !���)���� 
!���$����
� 	��+	��� %�
�+
�+ 	�	��� ���
� ���������������1 

���	�
��� �� ���$
��� 	��
�%� 
 �y t  ��� ����'�� 
� ������+ ���$
�+ 
	��
�% 
 �x t . =��
�% 
 �y t  ���
� ����$�%��1 �� ��*�
�� %�
��������

�-
�� ����
�
�� �%� ��	������
��%1
�. !�� ��	������
��%1
�� ����$�%�-

�� ������$
� ��
�'�+ 
�����$���, ���� ��������%1
�� 	�	���� ��-
��$ 
���%�� ���� 
���$�%�	1 � �	��
����*��	� 	�	���
��. ��� ���$
�+, 
��� � ���$
�+ 	��
�% $�%�
 ��1 
�����

 �� �����
�, �� �	�1 

 
2 2

2 2 0
m n

m n
dx d x d x dy d y d y
dt dtdt dt dt dt

� � � � � � � �� � . 

� ����	���	�� �� �������� ���$
��� 	��
�%� ��� �
�%��� $�
���-
��	��� 	��+	�� 	�	��� �	��%1��4�	� 	%�$�4;�� ������$
� ��
�'��. 

5��������� �
�
������ !���)�� 
 �g t  

b	%� � ����
� �����
� 0t �  
� ���$ 	�	��� ��$�
� ���$�+	���� � 
��$� �$�
��
�+ ����%1	
�+ ��
�'�� 
 �t" , �� ����
�
�� �� ���$
��� 
	��
�%� 
������	� ����%1	
�+ ������$
�+ ��
�'��+ (��	. 7.5). � ��;�� 
	%���� ���$
�+ 	��
�% 
 �g t  
��������	� �� ��%���
� �%�;�$� ��-
��%1	� 
 �x yF t t F� " � $ � . 
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���. 7.5. ������� ������� �� ��������! 
���������! ������! 

�
�
������ !���)�� 
 �t�  
#���
�
�� ���$
��� 	��
�%� 	�	��� ��	%� �$�
��
��� 	�����-

�����
��� ����
�
�� �� ���$
��� 	��
�%� 
 �t>  
������	� ������$
�+ 
��
�'��+ (��	. 7.6). � ��;�� 	%���� ���$
�+ 	��
�% 
 �t�  
��������	� 
�	���+ 	����� ���$
��� 	��
�%� 
 �t> . �	��
����*��	� �
���
�� ����-
��$
�+ ��
�'�� ����$�%���	� ������'��
��� ����$��� 

 

 �

 �

const
t

t
K

t
��

�
� �

>
. 

<��� ������'��
� ������������� ������
� 	������	��+ ���������-
	���� 	�	��� � 	������	����� ���	�����%1
�	�� %�
�+
�+ (�%� %�
��-
��������

�+ ��%��� ������+ �����) 	�	���. 

 

  
���. 7.6. ������� ������� �� ��������! ������! 

"
��)�� �� ���
�� �������#$

 ����
����
 
 �h t  

b	%� 
� ���$� ��������%1
�+ 	�	��� 	��
�% 
 �t�  %�
�+
� �����	���� 
�� 
��������� �	��
����*���	� �
���
��, �� 	������	���4;�� ����
�
�� 
���$
��� 	��
�%� 
������	� ����'��+ 
� %�
�+
�� �����	��
�� (��	. 7.7). 

  
���. 7.7. ������� ������� �� ����"� �������!0�� ����"����� 
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�����

� ��
�'�� 
 �g t , 
 �t� , 
 �h t  ���$�� �� 	����� ��%
�	�14 
���	��4� %�
�+
�4 	�	����. !�����;�	��� �� 	�	���� � 
��%�$
�-
	��, � 
�$�	����� – � 	%��
�	�� ����$�%�
�� �� ���� ��
�'��� ���$-

��� 	��
�%� 
 �y t  ��� �������%1
�� ���$
�� 	��
�%� 
 �x t . � ���� 	%�-
��� 
 �y t  	����
� 	 
 �x t  � ������$
�� ��
�'���� ��� 
������� �
-
�����%�� 	������, ��*�
�� �������� $%� ��	������
��%1
� 
����$�%�

� ������$
� ��
�'�+ ����� ��1 ��%���
� ��%1�� ��	-
%�

�� ����$���. 

�
�
����	��
 !���)�� � 	�������
 ������
������� 
#	��%1����
�� ����$����
� ��
�'�+ � ��	���
� ���������	��� 

$%� ���	�
�� $�
�����	��� 	��+	�� ��������%1
� 	�	��� ������
� 
��%1�� $%� %�
�+
� 	�	���. J�	����� 
� �� ��� $�

+ 	��	�� 
� 
���	�������� 
��%�$
�+ �
��������'�� ����%1�����, �
 ���	� � �$���
 
$%� �'�
�� $�
�����	��� �����*
�	��+ ������
�+. 

�
�
����	��� !���)�� 
!�� 
�%��� ���
��
� �	%����� ����
�
�� (7.1), ���	��4;�� 

$�
�����	��� �����������
�� ���$
��� 	��
�%� 
 �x t  � ���$
�+ 	��
�% 

 �y t , 	 ����;14 �����������
�� E��%�	� ���
� ���$	�����1 � ��$� 

 
 � 
 � 
 � 
 �A p Y p B p X p� � � ,  (7.4) 

�$� 
 �X p � ��������
�� ��
�'�� 
 �x t ; 

 �Y p � ��������
�� ��
�'�� 
 �y t ; 

p i� B  (B – ��%���� ��	����, 1i � �  – �
���� �$�
�'�). 
������'��
� ����
�
�� (7.4) ��		�����4�	� �� 	%�$�4;�� 

�����%��: 
 1

1 1 0( ) ...n n
n nA p a p a p a p a�

�� � � � � ; 

 1
1 1 0( ) ...m m

m mB p b p b p b p b�
�� � � � � . 

*��������" �������" 
������	� ��
�*�
�� (��� 
�%��� ���-

��
� �	%�����) 

 
 � 
 �

 �

Y p
W p

X p
� . 

=��%�	
� (7.4), ����$����
�� ��
�'�� ���
� ��
�*�
�4 ��%�
���� 

 �B p  � 
 �A p : 

 
 � 
 �

 �

B p
W p

A p
� . (7.5) 
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� ��%1*�
	��� ��������	��� 	%����� ��������%1
�� 	�	���� ����� 

�	��%1�� ��	%�$�����%1
� �%���
��� (	�. ��	. 7.2): $�����, �	�%�-
��%1, 	��$�
���%1
�4 %�
�4, ����	�����4;�+ ������. !�� ���� ����-
$����
�� ��
�'�� 	�	��� ���
� �������$�
�4 ����$����
� ��
�'�+ 
���$��� �� 	�	���%�4;�� ��������%1
�4 	�	���� k �%���
���:  

 
 � 
 � 
 � 
 �1 2 ... kW p W p W p W p� � � � . 

6�������
 ������
������� 
U�������� $��������������� ��������%1
�+ 	�	��� 
����-

4�	� $�
�����	��� ���������	����, ����$�%�4;�� ����'�4 	�	��� 

� ���$
� ���$�+	���� � ��$� �����
���	��� ��%���
�+ � *������ 
$������
� ��	���. �
� ��%4��4� $�� ���� ���������	��� – ���%���$
�-
��	���
�4 (�FX) � ����-��	���
�4 (@FX). <�� ���������	���� ���4� 

��%�$
+ ������	��+ 	�	% � ����� ��1 ��%���
 ��	������
��%1-

� �%� ��	���
� �����. 

!�� ��	������
��%1
�� ����$�%�
�� ��	�
� ���������	��� 
� 
��������%1
�4 	�	���� ��$�4�	� �����
���	��� ��%���
�� (
�������, 
�� ��
������� �%�������	��� ��%���
�+) ��$� 

 
 � 
 �sinx xx t A t� B � � . 
b	%� ��������%1
�� 	�	���� %�
�+
�, �� 
� �� ���$� � �	��
�-

���*��	� ������ ��%���
�� ����� ��$�� �����
���	����: 
 
 � 
 �siny yy t A t� B � � . 

C$�	1 xA , yA � ���%���$ ���$
� � ���$
� ��%���
�+; 

x� , y� � 
���%1
� ��� ���� ��%���
�+. C
���
�� yA , y�  ����	�� �� 
��	��� ���$
��� 	��
�%� B  � �� $�
�����	��� 	��+	�� ��������%1
�+ 
	�	���. X������� ���$
� � ���$
� ��%���
�+ %�
�+
�+ $�
�����-
	��+ 	�	��� �����$�
 
� ��	. 7.8. ��$�� ����$�%�
�� ���%���$
�-
��	���
�+ � ����-��	���
�+ ���������	���. 

 

���. 7.8. 
$���� � ��$���� �������� ����"�" ����������" ������� 
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Y��������-�������� $������������� Y 
 �B  – ��� ����	���	�1, 
�������4;��, ��� ����
���	� 	 ��	����+ ��
�*�
�� ���%���$ �-
��$
��� 	��
�%� 
 �yA B  %�
�+
�+ $�
�����	��+ 	�	��� � ���%���$� 
���$
� ��%���
�+ 
 �xA B : 

 
 �

 �

 �

y

x

A
A

A
B

B �
B

. 

�%� ���	�����

�+ ��	��� constkB �  �
���
�� �FX ���$	���%��� 
	���+ ���%
� ����$�%�

�� ��	%� 
 � 
 � 
 � constk y k x kA A AB � B B � . 

J��-�������� $������������� 
 �� B  – ��� ����	���	�1 	$���� 
�� ���� ���$� ���$
� � ���$
� 	��
�%��� ��������%1
�+ 	�	��� 
�� �� ��	���: 

 
 � 
 � 
 �y x� B � � B � � B . 

�%� ���	�����

��� �
���
�� ��	��� constkB �  ��%���
� 	$���� 
�� ���� ���$� y(t) � x(t) ����$�%���	� �����%�+ 

 
 � 2
k k

k

tt
T
, � $

� B � �B � $ � � , 

�$� t$ �  ���������� �����
�, 	������	���4;�+ 	$���� (��	����
�4) 
�� ���� ���$� ���$
�� � ���$
�� ��%���
���� (	�. ��	. 7.8); 

2k kT � , B ������$ ��%���
�+. 
!�� ��	������
��%1
�� ����$�%�
�� �FX � @FX �����$�� 	���4 

������
�+ $%� ��$� �
���
�+ ��%���+ ��	��� B  	 ���	�����

� �
�-
��
��� ���%���$ xA  ���$
��� 	��
�%�. � ���%1
� 	�	��� 	 ��	��� 
��	��� B  ���%���$� ���$
��� 	��
�%� yA  ���
1*���	�, � 	$��� �� 
���� 
 �� B  – ���%�������	�. �	%�$	���� ����� $�
�����	��� �����*
�-
	�� ������
�+ 	 ��	��� ��	��� 	��
�%� ���%�����4�	�. 

#�����
�� ��	���
� ���������	��� 
�����$��� �����$��1 �� 
�	�� ������� $������
� ��	��� �� 0B �  $� &�B � B  ( &�B  – ����
�� ���-

�'� �������� $������
� ��	���). ��%���
� &�B  �������	� �� �	%���� 

 

 �

 �

~ 0,05 0,1
0
&�A

A
B

# , 

�� �	�1 $� ��� �
���
�+ ��	���, ��� ������ ���%���$� ��%���
�+ �-
��$
��� 	��
�%� ���
1*���	� � 20 ÷ 10 ���. "����
+ ��$ ��	���
� 
���������	��� $%� %�
�+
� $�
�����	��� 	�	��� �����$�
 
� ��	. 7.9. 
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���. 7.9. U������� $������������� ����"��$ �����������$ ������: 

� – ���������-�������� $�������������; � – ���-�������� $������������� 

���%���$
�-��	���
�� � ����-��	���
�� ���������	���� ��%
�-
	�14 ���	��4� $�
�����	��� 	��+	��� ��������%1
�+ 	�	��� � ��-
���%�4�, � ��	�
�	��, ����$�%��1 ��%�	� �����	��
�� ��	��� (��%�	�1 
��	��� 
����%1
�+ ����� 	�	���). 

������ ���� ���������� ����� ��������%1
�+ 	�	��� – ��� 
��%�	�1 ��	���, � ������+ ���%�
�
�� A(�) �� 	������	���4;��� �
���-

�� A(B) ��� � = 0 
� ����*�4� ��$�

�+ ��%���
 (���
� ���
�-
��4� ���%�
�
�� ±5 % �%� ±10 %), � 	$��� �� ���� �(�) 
� ����*��� 
30 9 �%� �/6 ��$��
. ����
�� �
���
�� ������+ ��%�	 
������	� ���-

��
�+ ��	����+ &�B . 

��
�����	��� 	��+	��� ��������%1
�+ 	�	��� ����	�� �� �� �
��-
��

�+ 	������� � ���������	��� ���$�;�� � 
�� �%���
���. �������, 

�������, ��� � ���%1
� �	%����� $������ $��%�
�� ������4� ��� 
�-
%���� 	��$�
���%1
� %�
�+ – ����������$��, *��'���� � �. �. � ���� 
	%���� 
�����$��� �������1 �%��
�� ���� %�
�+ 
� $�
�����	��� 
	��+	��� �	�+ 	�	���. !�� ������
�� ���������� ����������� �%� 
������������ 	�������%�
�� 
�����$��� �������1, ��� �� $�
�����-
	��� 	��+	��� ����	�� �� ��������, ��%���
�� ���	�����%1
��� �%���
�� 
� 	�	���� $������ ����������, ���%�������	��� 	��+	�� �������%�� 
$������, � ����� �� �	%���+ ���%�����
� $������ 	 ���������+ 	��$�+. 

&���������� �������� �������� ������	
���� ������ 
���
���
����� ����
� 
&�		�����

� �*� 	��	�� ���	�
�� $�
�����	��� 	��+	�� ��-

������%1
� 	�	��� ��%�4�	� ������	����

��, � � ���
'��� %4��4 
�� $�
�����	��� ���������	��� ���
� ����$�%��1, �
�� $����4 �����-
����	���� ���+ 	�	���.  

��!!
�
�)������
 �����
��
 – �
�
����	��� !���)�� 
!�����$ �� $������
'��%1
��� ����
�
�� � ����$����
�+ ��
�'�� 

� 
������� ���
� �	�;�	����1 ����� 	���
�
�� �����
�+ (7.1) � (7.5). 
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�������
'��%1
�� ����
�
��: 

 


 � 
 � 
 � 
 �


 � 
 � 
 � 
 �

1

1 1 01

1

1 1 01

...

... .

n n

n nn n

m m

m mm m

d y t d y t dy t
a a a a y t

dtdt dt
d x t d x t dx t

b b b b x t
dtdt dt

�

� �

�

� �

� � � � �

� � � � �

 

!���$����
�� ��
�'��: 

 
 � 
 �

 �

1
1 1 0

1
1 1 0

m m
m m

n n
n n

B p b p b p b p bW p
A p a p a p a p a

�
�

�
�

� � � �
� �

� � � �

�
�

, 

�$� 
 �A p , 
 �B p  – ������'��
� ����
�
�� (7.4). 

����
������� ������ – 	�����
��� ����� 
������	���1 ������$
� ��
�'�+ $��� 	 $����� � 	 ����$����
�+ 

��
�'��+ �����$�
� � ���%. 7.1, � ������+ �p i� ; 1,L L�  – ������ � ��-
���
�� �����������
�� E��%�	�, � *����� ��
���4� 	������	���4;�� 
�������$
�. �%� ������$
� ��
�'�+, ��%���

� ��	������
��%1
�, 
�����������
�� E��%�	� �	�;�	��%���	� ��	%�

�. 

"��%�'� 7.1 
 
 �W p  
 �g t  
 �t�  
 �h t  


 �W p  – 
 � 
 �D EW p L g t� 
 � 
 �D EW p L t � � 
 � 
 �D EW p L h t  �


 �g t  
 � 
 �D E1g t L W p��  – 
 � 
 �g t t � �  
 � 
 �g t h t  �  


 �t�  
 � 
 �1 W p
t L

p
� ? .

� � @ 0
A 1

 
 � 
 �
0

t
t g t dt� � �  – 
 � 
 �t h t � �  


 �h t  
 � 
 �1
2

W p
h t L

p
� ? .

� @ 0
A 1

 
 � 
 � 2

0

t
h t g t dt� � � 
 � 
 �

0

t
h t t dt� ��  – 

 
������� ������	���1 ���$� ���$�%1
�� �
���
���� ����$����-


�+ ��
�'�� 
 �W p  � ������$
�+ ��
�'�� 
 �t� . J� �	
���
�� ������ 
� ���$�%1
� �
���
��� �����������
�� E��%�	� � ���$��%���
��, ��� 
���$�%1
� �
���
�� 	�;�	���4�, ���
� ����	��1: 

 

 � 
 �


 � 
 �
0

0

lim lim ,

lim lim .
t w

t w

t W

t W
�� �

� ��

� � B

� � B
 

�*� �%� ������
�, ��� ������'��
� ����$��� 	�	��� K ��%�-
��	� ���$�%�� ��
�'�� 
 �t�  ��� t � � . !������ �
���
�� ����$����
�+ 
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��
�'�� ��� 0B �  ����� 	������	����� ������'��
�� ����$��� K, �� 
�	�1 ������
� 	������	��+ ���������	����. 

�
�
����	��� !���)�� – 	�������
 ������
������� 

=���1 ����$����
�+ ��
�'�� 
 �W p  � ��	���
� ���������	��� 

 �A B  � 
 �� B  ����� ��1 �	��
��%�
�, �	%� 
� ���$ %�
�+
�+ ������-

��%1
�+ 	�	��� ��$�4�	� �����
���	��� ��%���
�� ��$� 
 
 � 
 �expx xx t A i t� B � �� � �

� . 
#� ������ %�
�+
� �
��$�

� ��%���
�+ ����	�
�, ��� ��	%� 

�����*�
�� ������$
��� ���'�		� �
��$�

� �����
���	��� ��%���-

�� 
� ���$� 	�	��� ���4� �� �� ��	����, 
� $����� �
���
�� ���%�-
��$ � ���: 

 
 � 
 �expy yy t A i t� � B � �� �
� . 

�%� ��%���
�+ 
 �x t�  � 
 �y t�  ����� ��	�� 	%�$�4;�� ����	���	�1: 
 
 � 
 � 
 �y t x t W p� �

� � . 
&����*�� ��� �����
�� ��
�	���%1
� 
 �W p , ��%���� 

 
 � 
 �

 � 
 �expy

y x
x

Ay t
W p i

x t A
� � � � � �� �

�
� . 

"���� �������, ����$����
�� 
��
�'�� ���$	���%��� 	���+ ������-

�� ��������
�� ���%���$
�- ��	-
���
�+ 
 � 
 � 
 �y xA A AB � B B  � ����-
��	���
�+ 
 � 
 � 
 �y x� B � � B � � B  ��-
�������	���. =�	���� ��%
�	�14 
���	�
�, �	%� $%� �	�� B ����	�
 


 �A B  � 
 �� B . >������ �FX � @FX 
(��	. 7.10) ���
� ��^�$�
��1, �	%� 
���������1 �� � ����%��	
�+ �%�	-
��	�� 	 ����$�
����� 
 �Im W p� � � , 


 �Re W p� � � , 	������	���4;��� �
�-
��+ � $�+	�����%1
�+ ��	��� 
 �W p . 

 

 

 
���. 7.10. 4����%���� �������$ 

$������������ � ���������" 
������� � ��������" ������� 
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7.4. $���������� �������� ������ �!������
(�� ������ 
��������	� 
	���	���	 �������� 	���	������ �	��� ������ 

	 ������� ����
��. ��	 �	���� ��	��� ������������� � �����	� 
	������-�	�	���	� �����	�����. 

3���
�� �
����� ������� 
�	�	���� �	����� ������ ����
�� ������� ������������ ��� 

���� 	����	� ������!�� � ����� ���� � ����"�# ��������. 
$����� 
	���	����� �	���� ��	������� 
	����%	������ !����-
�	� ������ ����
�� (7.1), � ������ ��
� �����	%	�� K: 

 
 � 
 � 
 �dy t
K x t y t T

dt
� � � .  (7.6) 

&���
��� �������	��	�� ��
������� ����� ���	 !�����	� 
(7.6) 
�� �	������ �	����� – 
	�	���� �!��%		 
 �t> :  

 
 � 
 �
0, 0,

, 0.
t

x t K t
K t

�?
� � > � @ 2A

 

���	 ����� !�����	� 
�� 0t 2  	�� �	
 

 
 � 1 exp ty t K
T

� & '� � �( )� �* +� �
. 

'	���� � ����� ����
��� �������	��	��� ��������� ��������-
��	 
����	 ������ �������. *����	%	�� K ������� �����	%	���� 
��
��	 (�!����	��������# �	����), � T – ���������� ����	 	��-
�	������ �	����. +��������� 
�� 
����� �	���� ������� ������ 
�����	 ������� !��� ������� ����
��� �������	��	�	 ��	 0t � : 

 
0t

dy K
dt T�

� . 

&���%	� ������ ���������� �� ��	�����! 
 �y t K�  ������� ��-
�������� ��	�	���, ������ T. /����	 �!��%		 
 �y t  ��	 t T�  �����: 

 
 � 
 �
 � 11 exp 1 1 0,63
e

y T K K K& '� � � � � 4 �( )
* +

, 

�
 e 2,7184  – �������	 ���!������� �����	����. 
���	� �������, ��	�	�! ���������� ����	 T ����� ���
�	�� 

�� ������ �����	�������� ��	��� ����
��� �!��%		 ��� ������ 
����	, �� ������� 
 �y t  
���	��� 63 % �� ����� !������	������ 
�����	� K (�	�. 7.11). /����	� ����
��� �������	��	�	 
�� �����-
��� �����!���� ����	 (� 
���� �� ���������� ����	 T) ��	�
-
�� � ����. 7.2. 
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����	%� 7.2 

&�
������� �!��%	� 	��%	����-
�� ���� ������ ����
��, ���!����� � 
����"�# 
	����%	������� !�����	� 
(7.6), 	�� �	
 


 �
1

KW p
i T

�
� B

.              (7.7) 

5������ �	��	��� 	 ��������� 
(7.7) �� ��	�	�!, ��������� �������-
�!# ��������#, ���!�	� 
����	-

����!# 	 ��	�!# ����	 ��
������� �!��%		: 

 


 �

 �


 �

 �

2

2

Re ,
1

Im .
1

KW p
T

K TW p
T

.�� � � /� B /
0B /� �� � � /� B 1

. (7.8) 

9� !�����	� (7.8) ����� ����	 �����	� ��
!�� ������ 
 �W p  	 

�� ���� 
 �W p : 

 

 �


 �

 � 
 �

2
,

1

arctg .

KW p
T

W p T

�
� B

� �B

. 

'��������!#"	 ����	�	 ;<+ 	 =<+ � �����	��	���	� ����-

	����� ��	�
�� �� �	�. 7.12. 

9� ����	�� ����	���, ��	�
���� �� �	�. 7.12, ��
!�, ��� 
�� 
	���	������ �	���� ������ ����
�� ���������� ������� ��
�	 
�����	��	����� ����	�!
��-��������� �������	��	�	 �� 
��
! 
(�	�. 7.12, �). ����� �����	� ��	������ � ���	���������� ���# 


 � 1W p �  ���������!� ������ 0 1 TB � . &�	 ���� ������ ������	 

����	�!
 ��������� 
 � 
 �00 2 2 0,707A A B � 4 , � �
�	� �� ��� 


 � 
 �0 45W p� B � � � �  	�	 8,  ��
	��. 
 

t 0.5T T 2.303T 3T 4.61T
y(t) 0,393K 0,632K 0,9K 0,95K 0,99K

 
���. 7.11. ���������� ��-

������������ ����������� 

���� ������ ������� 
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���. 7.12. �������� $������������� ��������& ����� ����& ������:

� – ���������-�������� $�������������; 
 � – ���-�������� $������������� 

3���
�� ������� ������� 
&�		������ ����;�

�4 ��������%1
�4 	�	����, 	�$����;�4 

�����
� 1, ��$���
�4 ��	�1 2, $������ 3 � ������ $%� ������
�� ��-
����;�
�� 4 (��	. 7.13). 

 
���. 7.13. |��0����� ������� ���& ������: 

1 – ���%���; 2 – ����%��� �����; 3 – �������; 
4 – ����� ��� ��������� ������0���� 

J� 	�	���� $�+	����� ���$
�� ���$�+	���� – 	�%� 
 � 
 �F t x t� . 
� ����	��� ���$
��� 	��
�%� ������ %�
�+
�� ������;�
�� 	�	��� 


 �y t , ����	��������� �������� 4. J� ��������%1
�4 	�	����, ����� 
	�% F, $�+	���4� 	%�$�4;�� 	�%: 

 ��F y� ��  – 	�%� ������	��; 

 
2

2m
d yF m
dt

�  – 	�%� �
��'��; 

 �
dyF k
dt

� �  – $�������4;�� 	�%�, 



 124

�$� �  – ������'��
� ������	��;  
m – ��		� ��$���
�+ ��	��; 
k – ������'��
� $���������
��. 
#� �	%���� ���
���	�� �	�� $�+	���4;�� 
� 	�	���� 	�% ��%���� 

$������
'��%1
�� ����
�
�� $�

�+ 	�	���: 

 
 � 
 � 
 � 
 �2

2
dy t d y t

x t y t k m
dt dt

� � � � . (7.9) 

��;�� ����
�
�� $%� 	�	��� ������� ����$��, ��� ��� 	%�$��� �� 
(7.1), ����� ��$ 

 

 � 
 � 
 � 
 � 
 � 
 �

2 2

2 1 0 2 1 02 2
d y t dy t d x t dx t

a a a y t b b b x t
dt dtdt dt

� � � � � . 

�%� ��������%1
��� �������������%�, ��		�+ ��$���
�+ ��	�� ����-
���� 
�%1�� ���
�����1, ��� ����
�
�� 	��$��	� � ����
�
�4 ��$� (7.9): 

 
 � 
 � 
 � 
 �2

0 1 2 2

dy t d y t
x t a y t a a

dt dt
� � � . (7.10) 

!������� 0 1 2, ,a a a  ���
� 	��	�� � �$
��� ���������, �	%� ����-

�
�� (7.10) ������������1. � �	��
����*��	� 	�	���
�� (7.10) ������-
$�� � ����
�
�� 

 0 0 0x a y� , 
�$� 0x , 0y  – �	��
����*��	� �
���
�� 
 �x t , 
 �y t  (��� t � � ). 

������ ���$
�4 � ���$
�4 ��%���
 � ��$� 

 

 �
0

x t
x

	 � ,   

 �
0

y t
y

F � , 

��%���� 

 
 � 
 � 
 � 
 �2
1 2

2
0 0

d t d ta at t
a dt a dt

F F
	 � F � � . (7.11) 

���$�� ���������
�� ����� 0t: � B , �$� 0 0 2a aB �  – ����
�
	
�� 
��	����, � ���������
+ ������'��
� ������������ 1 0 24D a a a� . 
!�� ���� ����
�
�� (7.11) ������ ��$ 

 
 � 
 � 
 � 
 �2

22
d d

D
d d
F : F :

	 : � F : � �
: :

. (7.12) 

&�*�
�� $������
'��%1
��� ����
�
�� (7.12) $%� �$�
��
�+ 
��
�'�� 
 � 
 �x t t� >  ���4� 	%�$�4;�+ ��$: 
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 �


 � 
 � 
 �


 � 
 �


 � 
 � 
 �

2 2
2

2 2
2

1 cos 1 sin 1 exp ,
1

��� 0 1;
1 1 exp , ��� 1;

1 ch 1 sh 1 exp ,
1

��� 1.

DD D D
D

D
D

DD D D
D

D

? & '
� : � � � : � � � � :/ ( )( )/ �* +

/ � !//F : � � � : � �: �@
/

& '/ � : � : � � � : � � � � :( )/ ( )�* +/
/ 2A

 

=���+	��� ������$
� ��
�'�+ 
 �� : , ���$	���%�4;�� 	���+ ��-
*�
�� $������
'��%1
��� ����
�
�� (7.12), ��� ���
� �
���
��� ���-
������
��� ������'��
�� $���������
�� �����$�
� 
� ��	. 7.14. 

 
���. 7.14. *���$���� ������� ������� ���& ������ 

��� ��$
� �� ��	. 7.14, ��*�
�� $%� 1D !  ��%���4�	� �� ��*�
�+ 
$%� 1D �  
�%����� ��%�����%1
�+ 	�	���%�4;�+. =���	���%�� ����
�-

�� (7.9) 	 ����
�
��� (7.10), ��%���� 

 0 ;a � �  1 ;a k�  2 .a m�  
!�� ���� ����
�
	
�� ��	���� 
�$����������

�+ 	�	��� ���
� 

 0
0

2

a
a m

�
B � � , 

� ���������
+ ������'��
� $���������
�� ����$�%�4� �� �����%� 

 1

0 22 2
a kD
a a m

� �
�

. 

"���� �������, ���������
� �������� ��		����������+ 	�	��� 
�����4�	� ����� 	������	���4;�� ������	��� ��%���
 � , k , m. = 
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����;14 ����
�
�� (7.9) ���
� 
�+�� �����
�� $%� ����$����
�+ 
��
�'�� 	�	��� ������� ����$��: 

 
 � 
 �

 � 
 �2

1
1 2

W i
Di i

F :
� � �

	 : � �� �

�
� , 

�$� 0 2 0a a� � B B � B  – ���������
�� ��	����. 
J� ��	. 7.15 �����$�
� 	���+	��� ���%���$
�-��	���
� �������-

��	���, ���$	���%�4;�� 	���+ ��$�%1 ������� 
 �W i� , � %����������-
	��� ����$�
���� $%� ��������%1
�+ 	�	��� ������� ����$��. ��� 
��$
� �� ��	. 7.15, ��� 1� �  
��%4$���	� ����
�
	 
���$���������
-

�+ 	�	���, �� �	�1 	�	��� 	� �
���
���� 1D ! . !�� ���� 

0 0 2a a mB � � �  	������	����� 	��	���

�+ (�%� ����
�
	
�+) ��	-
���� 
���$���������

�+ 	�	���. 

 
���. 7.15. (&������������ YU3 ������� ���& ������ 

7.5. $���������� 	�"��'���� �!������ 
��� �%� ������
� �*�, ��� ������
�� ������	��� ��%���
, ��-

��
�4;��	� �� �����
�, ����%1��� ������
�+ ����� ��1 �	����
 

� ��%1�� �� 	��� 	������	��� �����*
�	��+, 
� � �����*
�	�14 �;� 
�$
��� ��$�, ���
���4;�+ ��%1�� � $�
�����	��� ������, – ��������-
��" �&��5����! ��������". <�� �����*
�	�1 ���
����� �	%�$	���� 
����, ��� ������
�� ��������%1
�+ 	�	��� 
 �y t  
� ����� ���
� ��	%�-
�����1 ����
�
�� ���������+ ��%���
 
 �x t . !�� ��$%�

�� (�� ��-

�*�
�4 � $�
�����	��� ���������	����� ��������%1
�+ 	�	���) 
����
�
�� ���������+ ��%���
 ���+ �����*
�	�14 ���
� ���
��-
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���1. �$
��� ��� �	��� ����
�
��� 
 �x t  �����*
�	�1 	��
����	� 
�
�����%1
�+ � � ��$� 	%����� 
�	��%1�� ��%1*�+, ��� ����%1��� ����-
��
�� ��%���	� 	����*�

� 
������%���. 

0��
�
�
��
 ������	
��� ����
%����� ���
�
�� 
��$�� ��		��������1 %�
�+
�4 ��������%1
�4 	�	����, � ������+ 

	������	��� �����*
�	�� ��y$  
� ����	�� �� $�
�����	��� ���y$  � ��-
����� ����� ��1 �	�%4��
 �� $�%1
�+*��� ��		�����
��. <���� 	���-
���	����� ���
���� 	������	�� �	����%�

� �
���
�+ ������
�+ ������� 

 
 � 
 �*
��y t y t y� � $ . 

"��$� ��
���

�� $�
�����	��� �����*
�	�1 
 ����y t$  ����� ��1 
����$�%�
� �� �����%� 

 
 � 
 � 
 � 
 � 
 �*
��� ��y t y t x t y t x t y$ � � � � � $ . (7.13) 

"���� �������, $�
�����	��� �����*
�	�1 – ��� ���
�	�1 ���$� 
�����*
�	�14 ��������%1
�+ 	�	��� � $�
�����	��� ������ � �� 
	������	��+ �����*
�	�14, 	������	���4;�� �
���
�4 ��%���
 � 
$�

+ ����
� �����
� (��	. 7.16). 

 

���. 7.16. �&������� ������������ �&��5���� 
� �	��
����*��	� 	�	���
�� 
 � 
 �*y t x t�  � $�
�����	��� �����*-


�	�1 0���y$ � . =��%�	
� ����� ����$�%�
�4, ��
���

�� $�
�����-
	��� �����*
�	�1 ��%���	� ��
�'��+ �����
�, ��� ��� ���'�		 
 �x t  � 


 �*y t  ����� ��%�4�	� ��
�'���� �����
�. 
�%� ���	�
�� $�
�����	��+ �����*
�	�� � ��	���
�+ ��%�	�� 

����
�
�� (7.13) ��$�������	� �����������
�4 E��%�	�: 

 
 � 
 � 
 �*
���y p y p x p$ � � . (7.14) 
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��%���
� ���y$  ��%���	� ��
�'��+ �����
� (�%� ������

�+ ���-
�����
�� p i� B ) �, 	%�$�����%1
�, ��%���	� ���'�		��. !������ ����+ 
	��	�� ���	�
�� $�
�����	��+ �����*
�	�� 
� ��%�$��� 
��%�$
�	�14 
� �����
���	� ��$��. J� �������� ���
� �	��%1��4�	� 
������� �	-
��$
�

� �
���
�� $�
�����	��+ �����*
�	��. �� �����

�+ ��%�	�� 
��� 
�	��'��
��
�� ����
�
�� ���������+ ��%���
 
 �x t  �� �
�%���� 
	 ������+ ����������	���� ����%�����
�� � ����	��� ��� �����*
�	�� 
�	��%1��4� ���
��� �������� ����	���, � ��	�
�	�� 

 
 � 
 � 
 �
2 2*

0 0
��� ���y K y t x t dt K y dt

� �
� $ � � � $� �� � . 

�%� 	��'��
��
� ���'�		�� ����
�
�� ���������+ ��%���
 

 �x t  (�����$���	��� �%� 	��'��
��
� 	����	����	��� ���'�		��) 


����%�� ��	�� �	��%1����	� 	��$
����$�����
�� $�
�����	��� ��-
���*
�	�1: 

 
 � 
 � 
 �
22 *

0

1lim
t

��� t
y y t x t dt

t��

? ./ /� $ � � �@ 0� �/ /A 1
� . 

"��	
� ������	
���� ����
%����
 ���
�
��� 

"�� ��� ���'�		 
 �x t  � 
 �*y t  	����
 $��� 	 $����� ��	��$	���� 
����$����
�+ ��
�'�� ��������%1
�+ 	�	��� 
 �W p , $�
�����	��� 
�����*
�	�� ������
�� ���
� ��		�����1, �
�� 
 �x t  � 
 �W p . �%� %�-

�+
� 	�	��� � $������
�����

� 	��
�%�� � ��	���
�+ ��%�	�� �-
��%
���	� ��;�� 	���
�*�
�� ���$� 
 �x p  � 
 �*y p : 

 
 � 
 � 
 �*x p W p y p� � . (7.15) 
#� ����
�
�+ (7.14) � (7.15) 
�+$�� �����
�� $%� $�
�����	��+ 

�����*
�	�� ������
�� $������
�����

� 	��
�%��: 

 


 � 
 � 
 �

 � 
 � 
 �


 � 
 � 
 �

 �


 � 
 �

*

* *
*

1 1 ,

11 1 .

���

���

y p
y p x p x p W p

x p

x p
y p y p y p

W py p

.� 
�  /$ � � � �� � � � /� �� � /

0
�  �  /

$ � � � �� � � � /
� � � � /� � 1

 (7.16) 

!�� ����	�
�+ ����$����
�+ ��
�'�� 
 �W p  ��������%1
�+ 	�	��-
� ��%���
� 
 ����y p$  ���
� ����$�%��1 �� ���'�		� 
 �x p  �%� �� 
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���'�		� 
 �y p , �	��%1��� ��� �����
��. = ����;14 �����
��� ���-
��������
�� E��%�	� �� (7.16) ���
� ��%����1 �����% $%� ��	���� 
$�
�����	��+ �����*
�	�� ������
�+ �� �����

�+ ��%�	��: 

 


 � 
 � 
 �D E


 � 
 � 
 �

1

1 *

1 ,

11 .

���

���

y t L x p W p

y t L y p
W p

�

�

.� $ � �� � //
? . 0� / /$ � � /@ 0� �
/ / /� �A 1 1

 (7.17) 

&�		������ ���� 	��	�� ����$�%�
�� $�
�����	��� �����*
�	��+ %�-

�+
�+ ��������%1
�+ 	�	��� $%� 
������� 
����%�� ���
� 	��
�%��. 

(����	��� !���)�� 

!�	�1 ���$
�� ���$�+	���� ���$	���%��� 	���+ �$�
��
�4 ��
�'�4 

 
 � 
 �
0 ��� 0;
1 ��� 0.

t
x t t

t
�?

� > � @ 2A
 

"��$� � � ��	���
�+ ��%�	�� 
 � 1x p p� , � $�
�����	��� �����*-

�	�1 ������
�+ ����$�%���	� �����%�+ 

 
 � 
 �1 1���y p W p
p

� $ � �� � . 

�%� �����

�+ ��%�	�� �� ����
�
�� (7.17) 	%�$���: 


 � 
 � 
 �1 11 11���
W p

y t L W p L
p p p

� � ? .� ? . / /� $ � � � �@ 0 @ 0� �� �
A 1 / /� �A 1

. 

�	�;�	��%�� ���%�

� �����
�� 
�����������
�� E��%�	�, ��%���� 


 � 
 � 
 ����y t t t$ � � � > , 

�$� 
 �t�  – ������$
�� ��
�'�� ����-
����%1
�+ 	�	���. 

C���	���	�1 $�
�����	��+ ��-
���*
�	�� �� �����
�, 	������	�-
��4;�� ����� ����
�
�4, �����$�
� 

� ��	. 7.17. 

 

 
���. 7.17. *����� ��������� ��-

��������" �&��5���� ��� ���-
����" ������� 
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�������	
���
 ���
����� 
b	%� 
� ���$ %�
�+
�+ ��������%1
�+ 	�	��� ��$�4�	� �����
�-

��	��� ��%���
�� ��$� 
 
 � 
 �cosx t t� B � � , 

�� ���$
�+ 
 �x t  � ���$
�+ 
 �*y t  	��
�% ����� ��1 ���%���
 � ��-
$ @��1�: 

 
 � 
 �0cos nx t n t� B � � , 
�$� 0, 1, 2, ...n �  – 
���� �����
���	��+ 	�	���%�4;�+ ���'�		�; 

0B  – ��%���� ��	���� �	
��
�+ �����
���	��+ 	�	���%�4;�+; 
n�  – 	������	���4;�+ 	$��� �� ����. 

� ����%��	
�+ ����� ��� ��%���
�� ����*��	� � 	%�$�4;�� ��$�: 
 
 � 
 �D E0Re exp nx t i n t� � B � �� � . (7.18) 

= ����;14 �����% (7.18) ���
� ��%����1 	������%1
�� ��	���-
$�%�
�� �����*
�	�� $�
�����	��� ������
�+ $%� �����
���	���� 
���$
��� 	��
�%�: 

 
 � 
 � 
 �0 01 exp��� xn xn
n

y A W in i n
�

���

$ B � B � B � ��  � � � � �%  

�%� 

 
 � 
 � 
 �0
0

11 exp��� yn yn
n

y A i n
W in

�

���

� 
� $ B � � B � �� � � �B� �

% , 

�$� xnA  � ynA  – ���%���$ n-+ �����
���	��+ 	�	���%�4;�+ ���$
��� � 
���$
��� 	��
�%��, � xn� , yn�  – 	������	���4;�� 	$���� �� ����. 

!� 	������%1
��� ��	���$�%�
�4 �����*
�	�� ���
� � 	������-
	���� 	 (7.17) ��		�����1 	��$
����$�����
�4 $�
�����	��4 �����*-

�	�1 ������
�+ �� �����%�� 

 
 � 
 � 22 2
0

1 1
2��� xn

n
y A W in

�

���

$ � B �% , 

 
 � 
 �

2
2 2

0

1 11
2��� yn

n
y A

W in

�

���

$ � �
B% . 

�������
���� �)
��� ������	
���� ����
%����
 

�*� �%� ������
�, ��� $�
�����	��� �����*
�	�� ����	�� ��� �� 
��������%1
�+ 	�	���, ��� � �� ���'�		� ����
�
�� ���������+ ��%�-
��
 �� �����
� 
 �x t . ���
����%1
�� ��*�
�� � �����$
�	�� ����
-
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�+ ��������%1
�+ 	�	��� $%� �		%�$���
�� ��
����
��� ������	���� 
���'�		� ���
� �
�	��, ��%1�� �
�� ��� $�� �������. "���� �������, 

�����$��� �����$��1 ���� $������ 	 ������ ����, ��� ��� $�
�����-
	��� ���������	���� $�%�
 ��1 	��%�	���
 	� 	��+	����� �		%�$��-
���� 
�	��'��
��
��� ���'�		�. �%� 	���
�
�� ���%��
� ��������%1-

� 	�	��� ��	�� ����� $�	�����
� 	���	�����1 $�
�����	��� 	��+	��� 
	���� ��������%1
� 	�	��� �%� $�������. &�		������ 
������� ���-
�%���

� �'�
�� � ��������	��� ������
$�'�� �� ����� 	�	��� ��-
����
�+ � ����$�%�
�4 �� $�
�����	��� �����*
�	��+. 

������	
���
 ������
������� ����
��
���� ���)
��� 
!�� ����� 	�	��� ������
�+ ����$� �	��� 
�����$��� �'�
�� 

	����
� 
�	��'��
��
�	�� ���'�		�, �� �	�1 
�����$��� �'�
��1, 
�-
	��%1�� ���� ���'�		 «�	����������4;�+». �%� ����� ���
� �	��%1��-
���1 $�� ��������� – $��������� ����� ������� ��T  � ��� $���������! 

������ 
 �1�� ��f T� . ��
��
� ��, ��� �����
�� 	%��
� ������	��� 
���'�		��, �	���

� 
��� ��%�
�+, ���
� ����$�%��1 �
���
�� ��T  � 

��f  a priori 
�������
�. �$
��� �� ���
� �'�
��1 �� ��;�� ������	��� 
	�������
�+, �� ���������	���� ��*�
�� ��$��� (���� � ����%���

�-
��), � ����� �� %��������
� $�

� $%� �%����� �� ������ ���'�		��. 

J�������, ��� �		%�$���
�� ������$
� ���'�		�� � �����
�� 
$������%� (����	� $������%�, ��� �	��
��, ������$ 	 ������ ��%�+ ���� 

� ����� ���	���%1
�+ ���� � 
�������) ��������
�� ����� ������$
�-
�� ���'�		� �'�
�����	� �� ��%���
� ������� ���������� �����& 
�}��� ������ �&����� 

 

 �

k
k

��

Vt
F k RT

�
G

, 

�$� kV  – 	����$
+ ��^�� ����� 	����
��; ��F  – �%�;�$1 �������	��-
�� 	���
�� 	��%�; R, T – ������� ��	���

�� � ����������� ���$����� 
	����
��; 

 
 � 
 �
1

2 12
1

k
kk k

k

�
�& 'G � ( )�* +

  

– ��
�'�� ��������%� �$����� p Vk c c�  ���$����� 	����
��. 
��%���
� kt  �����	���� 	 ���%���
��� ��������� �����
��� $����-

��%� � 	�	���%��� 
 �0.002 0.05kt c� # . ���
� �� ����� ������$
��� 
���'�		� � ������ 	����
�� ���
�����	� ��%���
� 3�� kT t� . ����� ��-
%��	�'�� 	����$
��� ��^��� kt  �	��%1����	� ����� ��� �
�%��� ����-
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��$
� ���'�		�� � %4�� ��%�����
��� ��^���� –  ��	������, ����-
�� ���%��, ����������$�� � �. $. 

������	
���
 ������
�����	
���
 �
��	���  
���
���
����� ����
� 
�%� ���	�
�� $�
�����	��� 	��+	�� ��������%1
� 	�	��� ����� 

��1 �	��%1����
 ����$, ��%���

� � ��$���$. 7.3. J����%1*�� ����-
����	��� �
���
�� ����� ����$����
�� ���������	���� 
 �W p . �$
��� �� 
�
���� 	%����� ���
� �	��%1�����1 ��%�� ���	�� ���������	����	��� 
��%���
. &�		������ ������$
�4 ��
�'�4 �(t) $%� 	�	��� ������� ��-
��$�� (������� ���	����	� $������
'��%1
� ����
�
��� ������� ��-
��$��). @�
�'�� ���%��� y(t) 
� 	����������
+ 	��
�% 
 � 
 �x t K t� � > , 
������� ���	���� 	��
�% 
� ���$� ��������%1
�+ 	�	���, $%� ot t2  
��	��
�
'��%1
� 	������	� � ��	���

��� �
���
�4 
 � consty t K� � : 

 
 � 
 � 1 exp ot ty t K t K
T
�� & '� � � � �( )� �* +� �

, 

�$� T – ��	���

�� �����
� ��������%1
�+ 	�	���. 
>����� ��
�'�� y(t) �����$�
 
� 

��	. 7.18. �%� $�

��� ���'�		� ���
� 
���	�� $�� ���������	����	��� ��%���-

 – �������! ������� 2 � ����� ��-
��������� yT . 

� *������� ������� 2 – ��� 
�����'�� ��	���%1
�+ ��
�'�� y(t) 
��� ot t�  
� �	������� 
 �y t K� . 
� ����
� ot T�  ���$
�+ 	��
�% 	�-
	���%��� 63 % �� 	��'��
��
��� �
�-
��
��. 

� 
���� ����������� (����� ����$����) yT  – ��� ���������� �����-

� 	 ����
�� 	����������
��� ����
�
�� ��%���
 
 �x t  $� ����
-
��, ���$� �
���
�� y(t) $�	������ ��%�	 $���	�� � �	����	� � 
�+ 
(	�. ��	. 7.18). !�%�	� $���	�� ���
� ���
�����	� ���
�+ ±5 % �� 
���%���$ 	����� K. !�����;�	��� �����
� �	��
��%�
�� 	�	���� 
� 
��%�$
�	��, �$
��� �
� ����$�%���	� ��	1�� ����%���

�. 
�%� $�
�����	��� ��������%1
� 	�	��� ������� ����$��, ����-

�� ���	��4�	� $������
'��%1
� ����
�
��� ������� ����$��, ��-
����$
�� ��
�'�� �(t) ����� ��%�����%1
+ �������� (��	. 7.19). 
� ���������� ������ 	�	��� ������
�+ of . 

 
���. 7.18. 3�����������������

�������� �����������" 
������� ����& ������ 
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 1of T� . 

 
���. 7.19. 3����������������� �������� 
�����������" ������� ���& ������ 

�%� $�

��� ���'�		� ���$��	� 	%�$�4;�� ���������	����	��� ��-
%���
, ������4;�� $�
�����	��� 	��+	��� 	�	��� ������
�+ 
(	�. ��	. 7.19): 
� 
���� ����������� yT  – ��� ����� �� 
���%� ���$�+	���� ot t� , �� 

�	����
�� �������� ���$
�� ��%���
� y(t) 
� ���$�� �� ��$�

�+ 
��%�	 $���	�� (±5 % �� ��%���
 K). 

� 8���������� ������ �������" kT . 
� *����" ����� ���$
�+ ��%���
 – ��
�*�
�� �����+ ���%���-

$ ���$
� ��%���
�+ � 
��������� 
����������� �
���
�4 
(���
� � 	��'��
��
��� �
���
�4 K) 
 1 1 KA A A� . 

� =����
1 ������
�� ��%���
�+ 
 3 11 A A< � � . 

� ���������� ������ 	�	��� ������
�+ of  
 1o kf T� . 
���
� ��%���
� of  (>') ��������	� � ��	����� 
� ��
����
+ 

��������%1
+ ������ �%� $�����. F�� �*� �
���
�� 	��	���

�+ 
��	��� of , ��� %��*� $�
�����	��� 	��+	��� ��������%1
�+ 	�	���. 

3����������
 ������
������ ���
���
����  
����
�� � ���)
��� 
� ��%1*�
	��� �
��
��
�-������	��� � ���
���	��� ��$�� ���
� 

	�����1, ��� ����� �$�
��
��� ��������%1
��� ����%1	� ����	�������-
	� �$��%1
�, �	%� ��������%1
�� 	�	���� �����	���� �� �����
���, ��-
�%���$� ������ ����*��� ��%���
�, 	�	���%�4;�4 10 % �� 
��-
��%1*�+ ���%���$ � 	������%1
�� ���%���
�� 	��
�%�. !�� ���� $%� 
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����$��� ��� �	����
�+ ���� ����%1	� �	*�� ��	���� &�f , �����	-
������ 	�	����+ ������
�+, $�%�
� �$��%�������1 
�����
	��� 

 23&�
���

f
t

,
� , (7.19) 

�$� ���t  – $%���%1
�	�1 ��������%1
��� ����%1	�, �%�;�$1 �������� 2S  
	������	����� �%�;�$� 1S , ����
��������+ �����+ ��$�

��� 
�	��-
'��
��
��� ���'�		� (��	. 7.20). 

�%� �%��
� ��
�4;��	� 	��-

�%�� (� ��	�
�	��, ��	��
�
'�-
�%1
���) ��%���
� &�f  ��������	� 
��%�� 
����+, ��� $%� �$�
��
��� 
��������%1
��� ����%1	� ��+ �� 
$%���%1
�	��. @�����	��+ 	�	% 
�	%���� (7.19) 	�	���� � ���, ��� 
	��	���

�� ��	���� 	�	��� ��-
����
�+ of  �	��$� $�%�
� ��1 � 

�	��%1�� ��� �*� ��	��� 
��-
�	*�+ �����
��� 	��
�%� $%� 
�	�%4��
�� ����
�
	
� ��%�
�+, 
�	����4;�� ����	1. �%� ����
��-
�����
��� ����� �������� ��-
�������	��� ��������%1
� 	�	-
��� ���
� �	��%1�����1 	%�$�4-

;�� ������
$�'��. 
� ��%���
�� ��������%1
�+ ���� 	 ��	����+ ��f : 

 20o ��f f� .  

� ��%���
�� ������%1
�+ ���� 	 ��	����+ ��f : 

 4o ��f f� .  

� =�
�	��$�%1
� ��%���
�� 	 ��	����+ ��f : 

 2o ��f f� . 
!����*
�	�1 ������
�� ������

�+ 	�	���%�4;�+ 	��
�%� ��� 

���� ������'��
�%1
� ��%���
� 

 
 �2
~��� �� oy f f$ , 

�$� of  – 
����
1*�� �
���
�� 	��	���

�+ ��	��� �%���
��� ������-
��%1
�+ '���. 

 

&�	. 7.20. C���
� ��	������
��%1
�+ 
�����+ x(t) ������%�
�
� �����-

���%1
� ����%1	�� 
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� 
�	���;�� ����� *����� �	��%1��4�	� $�	����
� ��������%1-

� 	�	��� – �
�%�����-'������ �������������%� (��!). J����-
��
+ ���$
�+ 	��
�% ��� ���� ����� ��1 ��		��
��%�
 ��� �	��-
��
�+, �	%� ���%
�4�	� �	%���� ������ ����%1
����� 

max

1
2

t
f

$ � , 

�$� t$  – *�� ���
����
�� �� �����
�; 
maxf  – ����
�� ���
��
�� ��	���� 	������ ���$
��� 	��
�%�. 

$���������� �������������� �������� ���$��� �!�����& 

3���
�� ���
�
��� ����
��� 
�%� ������
�� $�
�����	��� $��%�
�+ �	��%1��4�	� ������
� 

�������������%� ($������) ���%��
� ����� – �1����%�������	���, ��
-
���������	���, �1�������	���
� � $�. J����%�� ��������

�� ��%�-
4�	� ��
���������	��� ( 5 15 �>'of � # ) � �1����%�������	��� 
( 30 200 �>'of � # ) $������. �������, ��� 
���$� 	 ��%�� �	���+ 	��-
	���

�+ ��	����+ of , �1����%�������	��� $������ ���4� ��%1*�4 
	������	��4 �����*
�	�1 �� 	���
�
�4 	 ��
���������	����. �	
��-

� ���������	���� 
������� 	���+
� ���	����� �����	���

� 
$������� ���$	���%�
 � ���%. 7.3. 

"��%�'� 7.3 

A���� "�� �������
, 
�*� 

=��	���

��  
��	���� of , �>'

��
�	���%1
�� 
�����*
�	�1, %

EX-412 "�
���������	��+ 6; 8; 10; 15; 
25; 40; 60 15 0.8 

EX-415 "�
���������	��+ 0.5; 1; 1.5; 2; 
3; 4; 5 0.8 

EX-418 "�
���������	��+ 6; 8; 10; 15; 
25; 40; 60 5 0.8 

#=-401 "�
���������	��+ 6; 8; 10 10 1.2 
EX-600 !1����%�������	��+ 5 30 10 
EX-606 !1����%�������	��+ 3 100 10 
EX-611 !1����%�������	��+ 5 200 15 

�%� �����������
�� 	��
�%� 	 $������ $��%�
�� 
����%�� *����� 
�	��%1��4�	� ��
���������	��� �	�%���%� (��
��	��
'��), � ������ 
	��
�% 	 $������ ��$�%�����	� 
�	�;�+ ��	����+ 	 ��	%�$�4;�+ $���-
$�%�'��+ � �
�%����� ���$�� 
� ����	�����4;�� �	���+	���. 
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� ���%. 7.4 �����$�
 ���������	���� 
�	��%1��� *���
� ��
��-
	��
'�+. 

"��%�'� 7.4 
"�� ��%���	��� 

��
�%�� 
J�	�;�� ��	����, 

�>' 
�	
��
�� �����$�

�� 

�����*
�	�1, % 
8 �JF–7� 8 3,5 3 
8 �JF–23 8 8,2 0,5 

"�–5 4 7 3 
EX–7000 16 10 0,7 

3���
�� ���
�
��� �
��
������ 
�%� ����������
� ������
�+ *����� �	��%1��4�	� ������%��-

�����	��� �������������%� (��������). � ��%�	�� �	���� ���������� 
($� 2770 �) ���
� �����
�4�	� ��%1����–��
���� ��������. ��-

�����	��� ���������	���� ����������
���� ����	�� 
� ��%1�� �� �� 
�������%� � ��
	����'��, 
� � �� �	%���+ ���%�����
� 	 ���������+ 
	��$�+ � ��$%���� ����$�%�
�4 � ���$�� ��
����
�� 	%����. ��� ���-
��%�, ����$�%�
�� ��	���

�+ �����
� T �%� �����
� �	��
��%�
�� yT  
�����$��	� � ����%1���� ����������" &��������� ��������. !�� 
���� ����	�������	� ���$
�+ 	��
�% �������� y(t) $%� ���$
��� ���-
$�+	���� � ��$� �$�
��
�+ ��
�'�� 
 � 
 �x t t� > . 

�'�
�� �����
� ���%���+ ��%��	�'�� �������� ���
� �����	�� 	 
�	��%1����
��� ��		�����

�+ �*� �����% (7.3) 

 c VT
S

�
�

�
, 

������� $%� 	��� 	������	��+ ���� $�������� D ����� ��$ 

 
2

3
4y

c DT T �
� �

�
. 

C$�	1 c, � – �$�%1
�� ���%�����	�1 � �%��
�	�1 �������%� ��������; 
� – ������'��
� ���%������$
�	�� ���������+ 	��$. 
��%���
� oT  $%� ��%1����-��
���� �������� � ����	���	�� �� 

$������� 	��� D �����$�
� � ���%. 7.5. 
"��%�'� 7.5 

D, ��� 10 50 100 200 500 
yT , 	 0,7 ·10-3 1,75 ·10-2 0,07 0,28 1,75 

!�� ����� ����������
��� 
�����$�� ��������		 ���$� ��� 
�
��'��

�	�14 � ������	��	��
�	�14 (
�������, � �	%����� ����� 
	����
�� �����
��� $������%� �������� ��%��� $������� ��$�� 	�����1 
� ����� 	���
$ ����� $������%�). 
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"
��������#$�
 ������� 
E4��� ��������%1
�� 	�	���� ��%4���� � 	��4 	�������� �	���+-

	��� ���$� ��������%1
�+ �
�����'�� 
� <�A �%� 
������+ ����-
	�����4;�+ ������ (	�. ��	. 7.2). � �������� �
��
��
�-������	���� 
��	������
�� �	��%1��4�	� ����	�����4;�� ������ ���
��� ���� – 
	���%��
� ��
�����, ���������, ��������, � ����� 	�����	', 
	����%����� (*%�+����) � �%�����

� �	'�%%����� � �. $. ��

� 
������ �
�	�� 	��+ ��%�$ � ��;�4 $�
�����	��4 �����*
�	�1 	�	-
��� ������
�+. !���$�� ��%���
 �����
� �	��
��%�
�� yT  � ���-
$�%1
�+ ��	��� &�f  $%� 
����%�� ��	���	���
�

� �%�������	��� 
�������4;�� � ����	�����4;�� �������� �����$�
 � ���%. 7.6. 

"��%�'� 7.6 
"�� �������� yT , 	 &�f , >' 

<%�������	��� �������4;��
	���%��
� ������ 1 # 10 0,05 # 0,5 

A���
���	��� 	�����	', 
 �	��%1��4;�� ���
�%� 0,01 # 1 0,5 # 5,0 

=����%����� �	'�%%����� (0,1 #1) �10-3 (0,5 # 5,0) �103 
<%�����

� �	'�%%����� (0,1#10) �10-6 (0,05 # 5,0) �106 

!�� ����	���'�� �
�%����� 	��
�%�� 
� 	����%������ �	'�%%�-
����� 
�����$��� �������1 $�
�����	��� ���������	���� �	��%1���-
�� �	'�%%��������	��� ��%1��
�������-�	����� (*%�+���). � �����-
	���

� �	'�%%������� J115, J117, J043, J145 �	��%1��4�	� �
���-
'�����

� ��%1��
����� 	 	��	���

�+ ��	����+ of  �� 20 >' $� 
15 �>'. ��
�����	��� ���������	���� �	�����	���
� ��%1��
����-
��� 	���� A1005 �����$�
 � ���%. 7.7, � ����	���	�1 ������+ ��%�	 
��	��� �� $���	����+ ��%���
 
�%�
�+
�	�� ���%���$
�-��	���
�+ 
���������	���� – � ���%. 7.8. 

"��%�'� 7.7 
"�� ��%1��
�-

����� 
F��	�����%1
�	�1 � 

����, ��/�� 
=��	���

�� 

��	���� of , �>'
&������ ��%�	� ��	��� 	 

�%�
�+
�	�14 - 10 %, 

�>' 
A1005–600 24 0,6 0 # 0,3 

A1005–1200 6 1,2 0 # 0,6 
A1005–2500 1,2 2,5 0 # 1,25 
A1005–5000 2,0 5,0 0 # 2.5 
A1005–10000 0,5 10,0 0 # 5,0 

"��%�'� 7.8 
J�%�
�+
�	�1 �FX, % ±3 ±5 ±10 ±15 
&������ ��%�	� ��	��� (0 ÷ 0,1) of (0 ÷ 0,4) of (0 ÷ 0,5) of  (0 ÷ 0,6) of
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8. ������� !�$��� � ������ #��	������� 

8.1. 	�&��� � ������� !�$��� �������������� ��!��� 
�	
��
�� '�%1 �
��
��
�-������	���� ��	������
�� – ��� ���-

%�
�� �%��
� �	���

�	��+ �������� ��^����� �%� ��%�
�+ � �����-
����
�� 
� �	
��� ��	������
��%1
� ����%1����� 
�������+ ��������-
��	��+ ��$�%�. <�� ��$�%1 	%���� �
	�����
��� � ����� �
��
���-
�		%�$�����%� � ����� ����1 ���
�4 	����
1 	%��
�	�� – �� ���	��+-
*�� �%��������	��� �����% $� 	�	��� ��
�'��
�%1
� ����
�
�+. 
!����$�� 
������� ������ ��$�
�� ����������	��+ ��$�%�. 

*����� 1. �%� ��	���� %�
�+
�+ 	����	�� ����
�� ����$��� �����-

��� ���%��� u ��� ��$�

�� $��%�
�� � ������ 	����
�� p �	��%1����	� 
��%���

�� ��	������
��%1
� ����	���	�1 

 
 �a au u p p �� , 
�$� ap  – ����	���
�� $��%�
��; ,au �  – ��������	��� ��
	��
� ( au  – 
	����	�1 ����
�� ���%��� ��� ����	���
�� $��%�
��). 

� $�

�� 	%���� ����������	��� ��$�%1 	��$��	� � ���	��+ ����-
����	��+ �����%� – 	����

��� ����
� 	����	�� ����
��. 

*����� 2. �%� ��	���� ����$�
�� ��������%� ��� ���
� 	����	��� 
$����
�� (�	��+����	�1, ������'��
� %������� 	�������%�
��, $%�
� 
������
��� ���� � �. $.) �	��%1����	� ����� ����%�$
� ��������, ��%4-
��4;�+ �%������ ��	%�

��� ��*�
�� 
�	��%1��� ������	����

� ��-
$�� (��	��� ����$�
����� ������
��, �	��+����	��, ���
�� � �. �.). A���-
������	��� ��$�%1 ��� ���� ���$	���%��� 	���+ 	%��
�4 	�	���� $����-
��
'��%1
� ����
�
�+ 	 	������	���4;��� ������� �	%������. 

!�� ��	��
���� ��	������
�� ���
1 ��	�� �	�����4�	� 	����'��, ��-
�$� ��^��� �		%�$���
�� ���
'����%1
� 
�$�	����
 $%� 
��%4$�
��. J�-
������, ��	������
� �� �����
�4 �
����

��� 	����
�� C��%�, 
� �	
��� 
������ ���
� �%� � ����
��������1 ��	�����$�
�� 
���� � $����� 
��%��
� �	�������, ���$	������1 ����� � ��	�� ���%����	�
�+. �%� 

���	��$	���

� ������
�+ $�	���
� %�*1 
���%1*�� ���������
�	�
�� 
��	�1 C��%� (
����%1*�� �%���
� ����
�� *��� 
� ����*��� 20 ��). !�� 
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���� 
�����$��� $�%��1 ���%4��
�� � 	��+	���� C��%� (
�������, �� ����-

�
�� �� �%��
�	�� 	 �%���
�+) �� ������

� � ��	������
�� ��	��

� 
�����%�
���, 
�������, �� ���%���$� � ���� ������

� ��%
, ��
������-
�� 
������� �	���
���� ��%���
�+. �
�%����
�� 	����'�� ���
����� � 
��$���� 
������*�4;��� ��
���%� ��$�%�+ � ��^�����, ���$� �������	� �-
����1 	�������� �%� $����� �
����

��� ��^��� ������4;��� �����
��� 
$������%� �%� �$��
��� ��������, � ����� � ��$���� ��$�'�
	��+ �������-
��� ��� ��	%�$���
�� ����%���� ���%��
� ����
�� ��%����� in vivo. 

��;�� � ��		�����

� ��$�� ��%���	� ����$�%�
�� ������� �� ����-
��

� � ����%1���� ��	������
�� ���������� ���+ �����
, �� �	�1 ����-
;�
�� �����

�-	%�$	���

�+ 	����. = ����� ���
�� 	���
�*�
�� �����
�–
	%�$	���� �	� ��$��� ����������	���� ��$�%�����
�� $�%��	� 
� $�� ��%1-
*�� �%�		� – ������ ������ ������������" ������ (����	�
 �����
, 

�����$��� 
�+�� 	%�$	����) � ������� ������ ������������" ������ 
(����	�
 	%�$	����, 
�����$��� 
�+�� �����
, �����*�� ��� 	%�$	����). 

�����
 ����	� 
!�� ��	��
���� � ��*�
�� �����+ ��-

$��� ����������	���� ��$�%�����
�� $�%�-

� ��1 ��$�
� ����������	��� ��$�%1 M 
�		%�$������ ��^���� �%� ��%�
��, � ����� 
	������
�	�1 ���$
� ���$�+	���+ �$x  
� 
��� ��$�%1 (��� �����%�, ��� 
���%1
� � 
���
��
� �	%���� 	������	���4;�� $��-
����
'��%1
� ����
�
�+). ��
��
�+ '�-

%14 ��*�
�� �����+ ��$��� ��%���	� 
����$�
�� ����$�
�� ��$�%� 
(	������
�	�� ��$x ) ��� ���$�+	���� 
� 
�� �$x  (��	. 8.1). 

&�*�
�� �����+ ��$��� ��%
�	�14 ���$����$�%���	� 	���+ ��$�-
%14 M � ��$�

�� ���$
�� ���$�+	������ �$x . � ����� ��$���� ��-

�	��	�, 
�������, ��$��� ��	���� ����
���	���, ���%���, �%��������-

��
� ��%�+ $%� ��^�����, 	��+	��� � ��
������'�� ������ ����	�
. 
= ����;14 ��*�
�� �����+ ��$��� ���
� 
� %4��+ ����
� �����
� 
��		�����1 ��%���
�� �%�
�� =�%
��
�+ 	�	���, �
�� �%��
�4 �����
�, 
������� %���� � �	
��� �� $����
�� – ����
 �	����
��� ������
�� J14-
��
�. � ����� ��$���� ��
�	��	� � ��		�����

� �*� ������ 1 � 2. 

!���� ��$��� ����������	���� ��$�%�����
�� � 
�	���;��� �����-

� $�	�����
� ����*� �����
 � 	�	���%�4� ���$��� �$
��� �� ���
�+*�� 
���$�%�� 	������

�+ ���������� – ����
�
�+ ����������	��+ ������ �%� 
����
�
�+ � ��	�
� �������$
�. !���� ����� � ���+ ��%�	�� �����-

 
���. 8.1. � �������� 

����" ������ 
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%�	1 ��%�� $��� 	��%���+ 
���$, � 	 ��� ��� 
����%�
� ��%1*�� ��%���	��� 
����$�� � ����%1����� ��*�
�� '�%��� ��$� 	%��
�+*�� ��$��. 

!�� ��
����
� ��$�

�+ ��$�%� � ��$�

� ���$
� ���$�+	����� 
����$�
�� ��^����, ���	������� ���+ ��$�%14, ���%
� ����$�%�

� � 
���$	�������. b	%� ��*�
�� �����+ ��$��� 	�;�	���

� ��	��$��	� 	 
���
�� $�

��, �� ��� $��� �	
���
�� $%� ����
�
�� �%� $��� ��-
��	����� ����������	��+ ��$�%� ���������� ��%�
��. 

0������
 ����	� 
!�� ��	��
���� � ��*�
�� �����
�+ ��$��� ����� ��$���	� ������-

����	��� ��$�%1 ���'�		� �. !�� ���� ���$
� ���$�+	���� �$x  ��	-
���
� �%� ��%
�	�14 
�����	�
 � �� ���$
� �%� 
�������
� ��%�-
���1. C��� �� ���%1
� ��	������
��� ����	�
 ���$
� �������� 
��$�%� ��$x  ��� ����%1��� ������$�+	���� ��$�%� � 	 
�����	�
�� 
���$
�� ���$�+	������ �$x  (��	. 8.2). 

� �����
� ��$���� ��
�	��	� ��$��� 
����$�%�
�� 
������� ������	��� 	��+	�� 
��^���� (�%��
�	��, ������'��
�� ���%�-
�����$
�	��, ��$�%� ������	�� � $����� 
���������	���) � ����	���	�� �� ����$�
�� 
�%� � ��$� ��
�'�+ $����� ����������. &�-
*�
�� �����
� ��$�� 	����
� 	 ��	����-
��
��%1
� �		%�$���
��� ($���
�	����+) 

������	��� ��%�
�+. #��������� ��%���
� � �
��
��
�-������	��� ��	-
������
�� ���
1 ��$�� ��
���������	� � ��	��� ��$�. F�;� �	��� ������ 
����	������� ����%1��� � ��$� 
�������+ 	��� ���$�+	���+. 

�	���

� ���
�4 ��%1 ����4� �����
� ��$��� � $���
�	���� ����
� 
���������, �
������%%�	����	��� ���������	��� 	���%1
� 	�	��� � �����-

� $������%�+. <�� 	����
� 	 ��	�����%1
�� �	%������ ����� ���� 	�	-
��� – ��%� ��������
� �����
�, �	���� ���������� � $��%�
��, 	����-
������� 	����	�� ������, ���	��
�	�1 �����
��� � �. $. !�� ���� 
�������-

� �����$��1 ����� ������
�� '�%��� ��$� ���������� 
���	��$	���

� � 
�������� �%� � ������ 	����
��, �	���

� � �	%����� %��
� �	���
�+. 

&�*�
�� �����
� ��$�� �����$��	�, ��� �����%�, � ������ 
�����-
��+ ����������	��+ ��$�%� �		%�$������ ��^����. �
� 	�	���� � ����-
$�%�
�� ������'��
��� $������
'��%1
� ����
�
�+ %��� ��%�	��, � 
������+ $�+	����� ��������, %��� 
���%1
� �	%���+, %��� 	�����
�� 
���� �����
. !��'�$��� ��*�
�� �����
� ��$��, 	�	���;�� � ����;�-

�� �����

�-	%�$	���

� 	����+, 	����
� 	 ����$�%�
��� 	��1��
� 
����������	��� ���$
�	��+. ����	��� ��*�
�� ����	�� ��� �� ���
�	�� 

 
���. 8.2. � �������� 

�����" ������ 
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� ��%���	��� ��%���

�+ �� ��	������
�� �
�����'��, ��� � �� 	��	�-
�� (�%�������) �� ���������. !����$�� 
������� ������ ���
� $%� 
�������� �����
� ��$�� ����������	��+ ������. 

*����� 3. �����
�� ��	��' ��		 m ���	����	� ����
�� J14-
��
� � ��$� ���
���

��� $������
'��%1
��� ����
�
�� 

 
 �
2

2
d xm F t
dt

� , 

�$� 
 �x t  – ��%���
�� ��	��' � ����
� �����
� t;  
     
 �F t  – $�+	���4;�� 
� ��	��'� 	�%�. 

!��$��%����, ��� ��� ��$�

� 
���%1
� �	%����� (��%���
�� � 
	����	�1 ��	��' ��� 0t � ) ����	�
� �� ��%���
�� ��� ��
�'�� �����
� 


 �x t . �����
�� ��$��� 	�	���� � ����$�%�
�� ����	���	�� 
 �F t , �� �	�1 � 
����$�%�
�� $�+	���4;�+ 
� ��	��'� 	�% �� ������

�+ �� ����������. 

*����� 4. &�		������ ��$��� 
����14���
�+ ����������. !�	�1 
� ���	���
	��� ��	��%���
� 
�-
$�	���
�� $%� 
���	��$	���

��� 

��%4$�
�� ��%� (
������� ���-
��%1 � ��%��
�� �����). ��%���� 
��%� ��
���
��	���� %����� ��$ 
���
�� ��%��� � ����	������ 
��� ��
1 
� 
�������+ ���	���-
��

�+ �%�	��	�� S, ���
� ��%�-
���1 	���+	��� ��� ��
�+. �����-

�� ��$��� 	�	���� � ����$�%�
�� 
���� ��%� �� ������

� ��
�� 
(��	. 8.3). 

!�	�1 
 �f x  – ������'��
� 
���%�;�
�� ��
���
��	��� %���+ 
������
��� � ����� x, �����+ 
������'��
�%�
 �%��
�	�� ���-

�+. b	%� ����
����1 ����� 0I  
�-
��%1
�4 �
��
	��
�	�1 ��%���-

�� �����%�
�+
��� %���, � ����� 
I  – �
��
	��
�	�1 ��%���
�� ��-
	%� ������$�
�� 	����1 ��%�, �� � 
	������	���� 	 ����
�� ������ 
��%���� ����
�
�� 

 
���. 8.3. 7����� ��&�����: 

1 – ���������� ���; 
2 – ������ �����%���� �� ������� S 

 
 

���. 8.4. |������� ������ 
&������� 
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 �
 �
0

expIT f x dx
I

� � �� , 

�$� T  – ������'��
� �����	��
��. 
� ��$� ��	������
��, ��� ��%���
�� ��%� �� ���%��
� 
�����%�-


���, ������4�	� �
�����% �� ��
�'�� 
 �f x . �����
�� ��$��� 	�	��-
�� � ����$�%�
�� 
 �f x  �� 	������
�	�� ���� �
�����%��, �� �	�1 � 
�-
���$�
�� ��
������'�� ��%�. 

*����� 5. �$
�� �� �������� ���
� $%� �������� �����
� ��$�� 
��%���	� ����$�%�
�� ��
������'�� 
����
��� �%�	�� («%�
�») 	 ����-
;14 ���������	��� ����$��. �� �	���
��� �%��������
��
��� ��%� ��	-
���	���
���	� 	��
�% 
 �x t , �����+, �������	1 �� 
����
��� �%�	��, ��-
	������ 
� �����
�� ��%���
�� � ��$� 	��
�%� 
 �y t  (��	. 8.4). �����
�� 
��$��� 	�	���� � ����$�%�
�� ��
������'�� � �%���
 ��%���
�� 
����
�-
�� �%�	�� �� ���������	����� 	��
�%� 
 �y t  – ��� ���%���$� � ����. 

*����� 6. #�����
�� 
�	��'��
��
�+ ���� ��� ����	�� ����$����-
%��
��� �����
��� $������%� (&�"") 
� 	��
$� (��	. 8.5, �). = ����;14 
$������ ���� ����	�������	� 	��
�% 
 �y t , �����+ �������� 
� ��%1�� 
���%1
�� ����
�
�� ���� 
 �x t  � ���'�		� ����	��, 
� � ��%�����%1
� 
���'�		 � ������+ 	�	���� «�����–$�����–$������%1». �����
�� ��$�-
�� 	�	���� � ��%1���'�� ����� 	��
�%� 	 '�%14 ��%���
�� ���%1
�+ ��-
��	���	�� 
 �x t  (��	. 8.5, �). 

 
���. 8.5. 4�������� ��&� ������& ���&�����: 

� – �$��� ��������"; � – ���������� y(t), x(t) 

*����� 7. ����$�%�
�� ��$��%1
��� ��	���$�%�
�� 
 �f r  �������-
��� �	�	��������
� �%� 	������	��-	��������
� ��^����� (�����-
�����, �%��
�	��, ��
'�
���'�� ��	��', ��������%� ���%��%�
�� � �. 
$.) �����$��	� ����� 	��
�����
�� ��^����, �� �	�1 ������
��� ����-
��'��
�� �����	��
�� 
 �y:  �� ���%��
� ���$�� 	 ����$�
����� iy . 
=���� 	��
�����
�� �����$�
� 
� ��	. 8.6. 
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���. 8.6. �$��� ����������� ������������& �}����: 

1 – �����; 2 – ����������" �}���; 3 – ��������� �������; 
4 – �������!0�� ����"���; 5 – �������� ��������� 

C�$��� 
����$�
�� ��	���$�%�
�� 
 �f r  �� ������

�+ ����	���-
	�� 
 �y:  	��$��	� � �����
�+ ��$��� – ��*�
�4 �
�����%1
��� ����
�-

�� ���%� 

 
 � 
 �
1

2 2
ln 2

R

y

rf r
y dr

r y

�
� 
� �: � �� � �
� ��� �

� , 

�$� R – ��$��	 ��^����; r – ��$��%1
�� ����$�
���; y – $�������� ����-
$�
��� (y = 0 # R). 

*����� 8. ����$�%�
�� 	����	�� 
�	��'��
��
��� ����
�� ����$�-
�� �����
��� ���%��� 
 �u t  ��� ������ 	���	� $��%�
��. !�� ���� ����-
��4�	� ����	���	�� $��%�
�� 
 �p t  � ���������� 
 �T t  � ������ 	����-

�� ��� 
�	��'��
��
�� ���'�		�. ����$�%�
�� ����	���	�� 
 �u t  ��� 
���� 	��$��	� � ��*�
�4 	������	���4;�+ �����
�+ ��$��� �
����

�+ 
��%%�	����, ������� 	����
� 	 ��	%�

� $������
'�����
��� ��	��-
����
��%1
� ��%���

� ����� 
 �p t  � 
 �T t . ��

�� ���'�$��� – ��	-
%�

�� $������
'�����
�� ���%��
� ��$�

� �%� ��	������
��%1
� 
������

� ��
�'�+ – ����� ��%���	� �����
�+ �����
�+ ��$���+. 

&�		�����

� �*� ������ 3–8 ���
� ���������1 ��� �����
� 
��$��� �$�
������'��, �� �	�1 ��$��� ����$�%�
�� 	��+	�� ��^����. 
!�� ��*�
�� �����
� ��$�� �$�
������'�� ��%���%1
� �	��%1�����1 

�������4 ������
�4 �
�����'�4, �� �	�1 $���%
���%1
� 	��$�
�� � 
	��+	���� �		%�$������ ��^����. ����  ������
�+ �
�����'�� �����-
$�� � 	���
�4 �%�		� ������
� ��*�
�+ �, ��� �����%�, � 	
���
�4 
�����*
�	��+ ����$�%�
�� �	���� ���������	���. 

�������, ��� 
���$� 	 ��$����� �$�
������'�� 	�;�	���4� �;� 
$�� ���
� ���� �����
� ��$�� – ��� �����������
�� ���
���	��� 
��^����� (	��$�
�� ����$�
�����	��� �����%�+ ������%1
�+ ����, 
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�������) � �����%�
�� 	%��
�� 	�	������. � ��%���� �� ��$�� �$�
-
������'�� $%� ��$�� �����������
�� � �����%�
�� ��	*���
�� �
���-
	��� $���	���� ��*�
�+ ���
� �%��*��� 	����'�4, ��	��%1�� � 
�� 
�������	� 
�+�� %4��� ���
���	�� ���%
���� ��*�
��, ���	����-
��4;�� �������+ ����	��� 	 
�����$���+ ���
�	�14. 

8.2. ��)�& �������������� ������� !�$�� 
!�$ �����
�+ ��
�����	� ��$��� ��	��
�� ��
�'�� 
 �f x  �� ����-

��

�+ ��	������
��%1
� ��
�'�� 
 �y�  �� ��������
��� ����
�
�� ��$� 

 
 � 
 �,A y f x y� �� � � , (8.1) 
�$� A – 
������+ ����	�
+ �������� (�
�����%1
+, $������
'��%1-

+ �%� �%��������	��+), �	��
��%���4;�+ �����

�-	%�$	���

�4 
	���1 ���$� ��
�'��+ 
 �f x  � �������	��� ���	���
	��� X  �	���� 
���������	��� ��^���� �%� ���'�		� � ��
�'��+ 
 �y�  � �������	��� 
���	���
	��� Y  
��%4$���� ���������	���, �� �	�1 ��	��

� �����-
����	��� ��^���� �%� ���'�		�. "���� �������, ��
�'�� 
 �y�  ���	��-
�� ��������� ������-%��� ���'�		�, ������� �������� ����$�%���	� 
��
�'��+ 
 �f x . !�� ��*�
�� �����
�+ ��$��� � $�%�
 �� 
��%4-
$���� 	%�$	����� 
 �y�  ���'�		� 
�+�� �����
 
 �f x , �����*�� ��. 

�����	 � �$�
	���

�	�� ��*�
�� (8.1) ��
�	���%1
� 
 �f x  ���%�-
����	� ��%1�� � ��
����
� 	%����� � %�*1 ��� ���
�� ��$�
�� �����+ 
��	�� 
 �y�  – 
��%4$���� ���������	���. @����%1
�� $�������%1	��� 
�$�
	���

�	�� ��*�
�� (8.1), �	%� ��� ���$���%1
� 
� 	%�$��� �� ��-
����	���� 	�	%� ��$���, ��%���	� ��	�� ����������	��+ ����%���+. 

!��'�$��� ��*�
�� ����� ��$��, 	�	���;�� � ���0���� �����

�-
	%�$	���

� 	����+, 	����
� 	 ����$�%�
��� 	��1��
� ����������	��� 
���$
�	��+. �������, ��� ��� ���
�� ��*��1 ����� ��$��� 
�������
� 
��$�+�� � �����
�. &�*�
�� �����
� ��$�� �����$��	�, ��� �����%�, � 
������ 
�������+ ����������	��+ ��$�%� ��^���� �%� ���'�		�. 

� ����	���	�� �� ����$�%����+ ��� ��*�
�� ��$��� �����

�+ 
���������	����, �����
� ��$��� ��$���$�%�4� 
� 	%�$�4;�� �����: 
� ���
��
� �����
� ��$���, 	�	���;�� � 
����$�
�� ��
�'�+ � 

����������, ���$�;�� � ���
��
� �	%����; 
� ������'��
�
� �����
� ��$���, ������ ����$�%�4� ��
�'�� � ��-

������, ���$�;�� � ����	��� ������'��
��� � ����
�
�� ���'�		�; 
� ����������	��� �����
� ��$���, 	����;�� '�%14 ����
	����'�4 

����������	��� ���������	��� ��%�	�� ��*�
��, � ������+ $�+	����� 
�������� A , �%� ��������
� �����, %�
�+, ������
�	��+ �
���� 
��; 



 145

� �����	������
� �%� ����;�

� �� �����
� �����
� ��$���, ��-
��$�%�4;�� ���������	���� ���'�		� � ���$$�;�� ����
� ���-
��
�, �� �	�1 �	��
��%���4;�� ���$	����4 $�

��� 	�	���
��;  

� �����
� ��$��� ������	��+ ��
�����, 	����

� 	 ����$�%�
��� 
�������
�����	��� ��	���

� ������

� � ��������

� ����-
��	��� ����'�+. 
3�
)�!��� �������� ����	 
�����
� ��$��� ��%�$�4� ��$�� 
������
� 	 ����������	��+ 

����� ���
�� �	���

�	��+. 
� �
�, ��� �����%�, 
�%�
�+
, �� �	�1 
�����	�
�� ��
�'�� �%� 
�-

����	�
+ �������� ���$�� � ��������
�� �%� ��
�'��
�%1
�� 
����
�
�� (8.1) 
�%�
�+
� �������. 

� &�*�
�� �����
� ��$�� ���
� 
��$�
	���

�, ��� ����� �����	-
�� � ����%�
�4 ��	����

�� («��
���
�») ��*�
�+. 

� �����
� ��$��� ��%�4�	� 
��������
� ��	���%�

�� (
� 	%�$��� 
�����1 ��� ��
���� 	 �*����
� �%� 
������%1
� ��	���%�

��). 
<�� �	���

�	�� ��%���
 � �	��$
�+ ������	��+ ��	��
���� ��-

���
�+ ��$���. ���$�� ������ ��$��� � ������ ���
���+ ����������-
	��+ ��$�%� ����� ��1 	���	���%�
� 	 
������� �
���	���� �����-

� ��$��, �����4;�� ������ 
� �����	 – ������ �$�
	���

�� �����
�, 
�����$*�� � 
��%4$������ � ��	������
�� 	%�$	���4? ����� 
� ���� 
�����	 
��$
��
���
 �� 	���. J�������, �	��
��%�
�� �$
��� � ���� �� 
����������
��� ��%� � ����$�� ��%� ����� ��1 ����%1����� ���%��
� 
�
�*
�� ���%��� � $�
�����	��� ���$�+	���+. "���� �������, ��� � 
�	��$
�+ ��	��
���� �����
� ��$�� �����%���	� �� ������	��� 
����-
����
�	�1 – 
��$�
	���

�	�1 �����
, �����$�;�� � �$
��
��
� ���-
��%������ 	%�$	���4. @�����	��� 
��������
�	�1 �����
�+ ��$��� ��-
���$��� ����$�%�

�4 	��'����� �� ����������	��� ��	��
����: ��-
���
� ��$��� ��
�	��	� � �%�		� 
��������
� ��	���%�

� ��$�� 
����������	��+ ������. 

!�
���� �������
�	�� ��$���, ��%�4;��	� �$
�� �� ���
�+*�� � 
	������

�+ ����������, �%� 	�����%�����
� ���
'��	��� ���
� 
�. �$������ � 1923 ��$�. <�� ��
���� ��
�����, ��� ��$��� ���� (8.1) 
��%���	� ������� ���������", �	%� �� ��*�
�� �$��%�������� 	%�-
$�4;�� �������
��� (�	%����� �$�����): 
� ��*�
�� ��$��� 	�;�	����� 
� �
���	��� 
 �y Y� H  (�	%���� ���-

��*���	��); 
� ��*�
�� ��$��� �$�
	���

� 
� �
���	��� 
 �f x XH  (�	%���� �$-


��
��
�	��); 
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� ��*�
�� ��$��� 
������
� ����	�� �� ���$
� $�

� 
 �y�  (�	-
%���� �	��+����	��). 
=�	% ������� �	%���� (��0��������� ��5����) 	�	���� � ���, 

��� 	��$� �	��$
� $�

� 
�� �����������;�� $��� $���� �	%���+, 
�	�%4��4;�� ������
�	�1 ��*�
�� ��$���. ������ �	%���� (������-
�������) ��
�����, ��� $�

� $�	�����
� $%� �$
��
��
�+ ����$�%�
-

�	�� ��*�
�� ��$���. "���1� �	%���� (����������� ���������� � 
��$���$ �����$) ��
�����, ��� ��%� ����
�
�� � $�

� �����$�� � 
��%� ����
�
��� � ��*�
��. C�$���, 
� �$��%������4;�� ���� � �$-

��� �� �	%���+ �$�����, 
����4�	� ��������� ������������. � 
�������
�+ %��������� �	��%1����	� �����
 «ill–posed problem» (	%��� 
��	���%�

��, �%��� ��	���%�

�� ��$���), ��� ��%�� ���
� �������� 
	��1 ��
���� «
��������
�	�1». � �����
� ��$����, ��� �����%�, ��-
	��	����� 
������
�� ����	���	�1 ��*�
�� �� �	��$
� $�

�, � ��-
%���� �� ����� ��$��.  

!�	��%1�� ���$
�+ �
�����'��+ � �����
� ��$���� ��%�4�	� 
���
� $�

�, ������ �	��$� ���4� �����*
�	�1 (��%���
� ������+ 

� �	��$� ����	�
�), �� ��*�
�� �����
�+ ��$��� 	 «�	�����

��» 
���$
�� $�

�� ����� 	�;�	���

� ��%����1	� �� ���
��� ��*�
��. 
<�� ��
�����, ��� ��%� �����;�
��� ���$
�+ �
�����'�� 
 �y�  ��-
��� 	������	������1 	��%1 ���$
� ��%1*�� �����;�
�� ��%���

��� 
��*�
�� 
 �f x , �� �	�1 ��*�
�� 
��	��+����. 

*����� 9. ������	��� $���
�	���� �������� � ��
'�
���'�� ����-
��%1
� ��	��' ��%4���� ����$ ��%� ��%�� (AA�), 	������%1
�+ 
�������
�	�� (A=!), ��%
�+ �
$������	 (A!#). !�� ���� ������4�-
	� ���������	���� ��		��

��� �%� �	%��%�

��� ������%1
� ��%���� 
��%���
�� ��� ������$�+	���� ��
$���4;��� %����
��� ��%���
�� 	 
��	��'���. ��

� ��$��� 	��$��	� � ��*�
�4 	������	���4;��� �
��-
���%1
��� ����
�
�� � ����� ��%�4�	� �����
�� �����
�� ��$����� 
����������	��+ ������. 

� ������	��+ $���
�	���� ����
�
�� (8.1) – ��� ����
�
�� @��$-
��%1�� ������� ��$� 

 
 � 
 � 
 �,
�

�

x

x

R x y f x dx y� �� , (8.2) 

�$� 
 �,R x y  – �$�� ����
�
��;  
      
 �f x  – �	����� ��
�'��; 
      
 �y�  – ���������� ��
�'��. 
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���
� 
 �f x  – ��� ��
�'�� ��	���$�%�
�� ��	��' �� ��������, � 

 �y�  – �
$������	� ��		��
�� %��� 	������%1
+ ������'��
� ���-

��	��
�� ��%��� ������%1
� ��	��'. � �$�� ����
�
�� 
 �,R x y  ��%���-

� �
�����'�� � ������ ���'�		� (	������	���4;�� ������ �����-
���
�	�� �	%��%�
�� �%� ��		��
��, ��		����

� �� ������ A�). <�	-
������
��%1
�� ����$�%�
�� 
 �y�  �	��$� 	����
� 	 �����*
�	���� 
������
�+. <�� �����$�� � ����, ��� ����
�
�4 (8.2) � ���$�%�� ���� 
�����*
�	��+ �$��%�������� ��	��
��
�� 	������
�	�1 ��*�
�+, �� 
�	�1 ��$��� (8.2) 
��������
�. =����
1 
��������
�	�� �� �
���� ����-
	�� �� ����$�
�� �$�� 
 �,R x y  ��� ��
�'�� x (������

�+ �
���������-

��). b	%� �$�� 
 �,R x y  ��� consty �  ��%�$��� 	�%1
� 	�%�����4;�� 
$�+	�����, �	���

� � ��%�	�� �	���� ��	���, �
� 	��	��
� 	�%�$��1 
%4��4 ��
�'�4 
 �f x . �����

�� 
��������
�	�1 ��%���	� 
������
�+ 
$%� ��		������������ �%�		� ��$�� 
�����	��� �� ����, ����� %� ����-

�
�� ���� (8.2) �
�%�����	��� ��*�
�� (
�������, ��%���

�� 	 �	-
��%1����
��� �����������
�+ ���%�, A�%%�
� � $�.), %��� �
� ��*���-
	� ��	%�

� ����$��. 

8.3. ���
��� ����$� ��'��& ������� !�$�� 
� ���+ 	����'�� ��%1*�4 ��%1 ����4� 	��	�� ����������	��+ 

��������� ���$
�+ ��	������
��%1
�+ �
�����'��. � 50-� ��$ ���-
*%��� ���� 	��%� ���
� ��������1	� ��;�� ������ � ����$ ��*�
�� 

��������
� ��$�� (�.J. "���
��, >.#. A�����, A.A. E����
�1�� � 
$�.). ���$���� �.J. "���
�� ���$%���% �$�
 �� ������
� 	��	���� 
����%�����'�� 
��������
� ��$�� – 	��$�
�� �	��$
�+ ��$��� ��*�
�� 
��������
��� ����
�
�� � ����%��� ��	��
�� ��
����� 
��������� 
��
�'��
�%�. � 
�	���;�� ����� 	��$�
 ��$ ����%�������4;�� �%��-
������ ��*�
�� *������� �%�		� �����
� ��$��. &���%�������4;�� 
�%������ 	�����	� 
� �	
��� ����%���
�� $���%
���%1
�+ (������-

�+) �
�����'�� �� �	����+ ��
�'�� 
 �f x  – �%�$��	��, ����%�	��, 
��
���

�	�� ��*�
��, ���
�$%��
�	�� ��� � ��
��
�-
�����������	���� 	���+	��� � �. $. = ����;14 ����+ �
�����'�� �� 
�
���	��� ������
� ��*�
�+ ��������	� �����, ������� � ����$�%�
-

�� 	�	%� �%���� � �	��

���. &���%�������4;�� �%������ �����-
%�4� ��%����1 �	��+����� ����%���
�� � �	��

��� ��*�
�4 
����-
����
�+ ��$���, �� �	�1 ��� 	����%�
�� �����*
�	�� ������
�+ � 
�%4 
����%���

�� ��*�
�� 	������	� � �	��

���. 
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0������
 ������� � �
%
��# �������� ����	 
!�	�1 	���1 �	��$
� $�

� x XH  � ��*�
�� 
�������+ ��$��� 

y YH  ��$�
� � ��$� ��������
��� ����
�
�� 
 y Ax� . 
�������� A ������� ����������	��4 ��$�%1 ���'�		�. 

� ��	�
�	��, �
 ����� ��1 ��$�
 �%���������	��. !����� ��$��� 	�-
	���� � ��	��
�� ��*�
�� y $%� 
��������� �%���
�� x �� ��%�	�� X 
$���	���� �
���
�+ �	��$
� $�

�. �����
�� ��$��� �����%�����-
	� 	%�$�4;�� �������: 

 1x A y�� , 
�$� 1A�  – ��������, �����
+ ��������� A. 

�%� ��*�
�� �����
� ��$�� ���������
 ���%��
� ��$��$: �	-
��%1����
�� ������ �4���%�, �����
�
�� ������+ ����
���
� %�
�+-

�� ��$�����, ��	%�

� ����$ ��
��
� ���
�	��+ � ��
��
� 
�%���
��� $%� ��*�
�� 
�%�
�+
� ��$��, � ����� �%������, �	
���
-

� 
� ���
� ��*�
���. �%� ��*�
�� ���%1
� ��$�� 
����%1*�� ��	-
���	���
�
�� ��%���%� ��� �	
��
� ��$��$� – �	��	���

�� ����%���-
��'��, ����%�����'�� �� "���
��� (����$ ��������'��) � ���
�%���� 
������� ���	��. 

�����
 �
���� 
!���� ����$ ��%�4�	� ��	%�

�+ ���%���'��+ ���
'��� �	��-

	���

�+ ����%�����'��. !��
'�� �	��	���

�+ ����%�����'�� ��
���-
��, ��� �����
�� ��$��� ��*���	� � �	��$
�+ ��	��
���� 	 ����;14 ��-
��� ����$��, ������ $���	��4� �����%�
�� ����+ «�%���	��» ����%�-
��

��� ��*�
�� � ���
��� � ����%1���� ����
�
�� ���������� 
���	%���%1
� ���'�$�� (*���� �� ������
���, ��	%� �%�
�� ��$� � 
���%���
�� ��
�'�+, ��	%� �����'�+). #	���
����� �	��	���

�+ ��-
��%�����'�� ��%�4�	� ������ ����%�����'�� ������ 
������ ����� 
��%�, � ������+ �	��
��%�
 ��������	�����%1
+ �%���
�, � «�����	�-

�» 	��+	��� ���	%���%1
� �%��������, ���%4��4;��	� � �	��	�-
��

�+ ��%1���'�� �	�����	���
� 	�	���%�4;�� � �	����+ �����
-

�+ ���������	����. J� �������� ���
'�� *�����+ ����%�����'�� ���-
%�����	� � �����
�
�� �������
�
� �%�������� � ���
�	�
� 
�%�������� 
� �	
��� ��
� 	��� ���$�%��
�� ����������
��� ��%�. 

F�	%�

�� ���%���'�� ������� ����$� ���%4����	� � �%���������'�� 
��	���� �����
��� ��������� � $���%
���	� �%�������� 	�%�����
��. !��-
�� ����$ *����� �	��%1��4�	� ��� �%��������	��� ��*�
�� 
����-
����
� ��$�� � �
�����%1
� ������ (�����
�� ��$��� ���%������$
�	��, 
������	��� ��
$�����
��). �� �
����

�+ ��%%�	���� ����� ����$ � 	�-
����
�� 	� 	�%�+
-������	���'��+ ����� ��������
� �	��%1�����1	� ��� 
�����
� ��$���� �
����

�+ ��%%�	���� � ���	�� ��	��
����� (
�%1-
���
�), �$� 
�	%��
� ��%����1 �����
+ �������� Y-1. 
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+
���� ��������)�� 
b	%� �������� A ��$�
 �%���������	��, �� ��%�� �$��
� ��	���-

��%1
�� (�����'��

��) ��	��
���� �����
�+ ��$��� �
����

�+ ��%%�-
	����. !�� ���� 
��������
�� ��$��� ��$�'�����	� � ��$��� ���	�� ��-

����� ��
�'��
�%�. <�� ����$ ��%�4�	� �	
��
� �
	�����
��� 
��*�
�� �����
� ��$�� �
����

�+ ��%%�	���� (��-�� 	%��
�	�� ���-
������ A). C�$��� ��������'�� ����� ��*��1	� � ��
��
����
�� ���-
	���
	��� ���������� (�����������	��� ��������'��), � ����� � ��	��-

��
����
�� ��
�'��
�%1
�� ���	���
	��� (��
�'��
�%1
�� ������-
��'��). J����%�� *����� �����
�4�	� ���$��
�
� ����$ (����$ 

��	����+*��� 	��	�� � ����$ 	������

� ���$��
���). �	
��
�+ 
����%���+ ��� ���%���'�� ���$��
�
� ����$�� ��%���	� ��	����
�� 
���
����
�+ ���'�$�� ���	%�
�� ���$��
�� '�%����� ��
�'��
�%�. 

�
�������� ������� ������ 
�$
�� �� ���	������
� ����$�� ��*�
�� �����
� ��$�� �
����
-


�+ ��%%�	���� ��%���	� ���
�%���� ������� ���	��. !�� ���� ��*�
�� 
�����
�+ ��$��� 	��$��	� � ����� 
����%�� ������%1
��� ��*�
�� �� 	�-
��� ���	%�
�+ ����� ��$��. ��;�� ���
�%���� ��	���� ��������	� 
� 
�����'�� ��
�'��, ����$�%�4;�+ ��*�
��, ����� ������� ����� �� ��$� 

� ��������
�+ �	
��� ��
������� �������'�+ 	 ����
���
����. #	���� 
��
�'�� ��$�%���4�	� ��	��
�-��	���

�+ ����	���	�14 	 ���%�����4-
;�+	� (�� ���� ���*�
�� ���
�	��) 	����
14 $�	�������'�� � ��%�	���, 
�$� ��� ��
�'�� ���	���%1
� 	������	���4� �	��$
�+ 	�	���� ����
�
�+. 
=�	���� ����
���
�+ 	�����	� 
� ���� ������	���� �
�%��� ��$���, �
�%��� 
����;��� ����$�
�� ��*�
��, � ����� ������
�+ �
�����'�� � ��*�
��. 

!�����;�	��� ����$� �������*�
�+ 	�	���� � ���	���� ��$�
�� 
	�	��� ����
���
�+, ��	����
�� � ���'�		� ��*�
�� 	������� ����-
	���	�� ��
�'��
�%� 
������ �� ����$�%�4;�� ���������� � � ���-
���
�	�� �$�%�
�� ��%�	�� ��*�
��. �����$
�� 
����
����
�	�1 
����$� 
� 	������

�� ����� �������� ���	%���%1
�+ ���
��� ��%���-
	� ���%
� ����$�%��� ������	�����. 

0������
 -���� �
%
��� �������� ����	 
&�		������ �	
��
� ���� ��*�
�� �����
� ��$�� 
� ������� 

�����
�+ ��$��� �
����

�+ ��%%�	����, ������� � ��;�� ��$� �����-
%�����	� 	%�$�4;�� �������. !�	�1 	�;�	����� 
�������� ��	������
-
��%1
�� �	��
���� (	��
$) � 	���� �����$�
�� �	���
�+, � ����%1���� 
������ ����$�%���	� �
���
�� ���������+ ��%���
 � �$
�+ �%� 
�-
	��%1��� ������ (��;� �	��� ��� ����	���	�1 $��%�
�� �� �����
� 


 �p t ). "������	� ��		��
����1 
�������4 �����

�4 ���������	���� 
�		%�$������ ���'�		� – ���� $������%�, �$�%1
��� ����%1	� ����, 	��-
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��	�� 
�	��'��
��
��� ����
�� ���%��� � �. $. &�*�
�� �����
� ��$�� 
�
����

�+ ��%%�	���� ��%4���� 	%�$�4;�� ����. 

1. &���� ���
�� ���)
��� 
A�$�%1 ��$���	� 	���+ ��	��
����+ ��$���, �	%� ���������� ��%�-

��
� ���$	���%��� 	���+ 
���+ ��������
+ ��������. � ��;�� 	%���� 
���� ��$�%� $������	� ��������		�� ���$� 	����
14 �$�����
�	�� � 
���	����+ ����������	���� ���	�
��. A��
� �$�%��1 $�� �������, 
	�;�	���

� ��� ��	��
���� �����
� ��$�� �
����

�+ ��%%�	����. 
� � ��%
�4 (� 	%��
�4) ��$�%1 ���$�� ����� �	������ � $����� ��-

������, 	��$
� �� �%��
�4 
� ���������4 ��%���
�, ������ 

�����	�
 �%� ����	�
 	 ��%�+ ���
�	�14. 

� F�	%�

�� ���%���'�� �����
� ��$�� �
����

�+ ��%%�	���� 
���$��%����� �
�������
�� ��*�
�� �����+ ��$���, ��� $��� ��� 
	������

� <�A 
��%�$���� ����
���
�� 
� ��$�%1. 
2. 5���
������
 ����� ����	� 
<��� ���� ��%4���� ���������� � ��������'�4 ��	���
��� �%��-

����� � ��� ��������
�+ ���%���'��, �����$�
�� �����������	��� �	-
	%�$���
�+ � ����%���

� � �	%����� ���� ����������, ����	���
-

�� 	���	���%�
�� ��	������
��%1
� ������

� �����%�
�+ � 	���-
���	���� �� ��	���
� ��%���
. 

3. ����
��� 	�������
������� 
J� $�

�� ����� 
�����$��� �������1 
� �����	 � 	����
� ���	�-

����%1
�	�� ���������+ ��%���
 y � �����'��� ��		��
��%������+ 
���������	���� x. �����$
�, ��� �	%� y 
� ��
���	� ��� ����
�
�� x, �� 
��*�
�� �����
�+ ��$��� �
����

�+ ��%%�	���� ���$ %� �$�	�	� ��%�-
���1. #		%�$���
�� ���	�����%1
�	�� ���
� �����$��1 ��� �
�%�����-
	��, ��� � ��	%�

� ��*�
��� �����+ ��$���. 

4. &���� ������� � �
��������)�� 
�������	� �$�
 �� ���� ��		�����

� �*� ��$��$��. 
5. 2����������
 )
�
���� !���)������ 
<��� ���� 
�����$�� ��� ��*�
�� ��$��� � ��	�����%1
�+ ��	��
����. 
6. &���� 	���
����� �
���� 
7. +��
����
 �
%
��
 �������� ����	 �����
��
  
���������� (	���
��� -���
���
��) 
C�$���	� ���
�� �
���
�� �	������ ��������� x, � ��*���	� ������ 

��$���. !�%���

�� �����%�
�� y �����;���	� 	%���+
�+ �����*
�	�14 � 
�	��%1����	� $�%�� � ��$� ���$
�+ «��	������
��%1
�+» �
�����'�� $%� 
��*�
�� �����
�+ ��$��� �
����

�+ ��%%�	����. C���� ��*���	� �����-

�� ��$��� �
����

�+ ��%%�	����, � ��		��
��%�

�� ���������	���� x 
	���
�����	� 	 ��$�

� ���
� �
���
���. ��

+ ���� �����%��� �'�-

��1 �%��
�� �����*
�	��+ ������
�+ 
� ����%1��� ��		��
��%�
��. 
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9. ������� !�$��� ��	
������ 

� 
�	���;�� ����� � ���%���� �����������
�� � ��$�%�����
�� ��-
�%��� ������� ���
���	��� 	�	��� *����� �	��%1��4�	� ����$, �	-

���

� 
� ���
'���� �����
� ��$�� ���%�����
� � ������	��+ ��
�-
����. �	���

�� �
���
�� ��� ����$ ���4� ��� ��	������
��%1
�� 
�����
�� 
�	��'��
��
� ���%��� ���'�		�� � ���%�
������

� ��-
������� � 	�	����� %�����%1
� ���������, �����
� $������%�+, ���%�-
�� ��*�
, ����
� ���������. �%� 	%��
� ���
���	��� 	�	��� ���
� 
�$�%��1 ��� ��%1*�� �%�		� ��$��: �����
� ��$��� ���%������$
�	��, 
�����
� ��$��� ���%�����
� � �����
� ��$��� ������	��+ ��
�����. 

9.1. ������� !�$��� ��	
�	����$���� 
!�� ��	��
���� �����
� ��$�� $%� ����
�
�� ���%������$
�	�� – 

�����
� ��$�� ���%������$
�	�� (�C"), ���$��%�����	�, ��� ���'�		 
���%�����
�	� � 
�������� ����$�� ��%� ����	��$�� %��� �� 	��� ��	�� 
��
$�����
��� ����
����, %��� ��$�%1 ���%�����
� � ��%� ����� ��1 
���$	���%�
� � ��$� ����;�

��� ����
�
�� ���%������$
�	�� 	 ��-
������
�� �
���
���� ������'��
���. &�		������ �	
��
� �%�		 
�����
� ��$�� ���%������$
�	��. �%� �������
�	�� � �	
�	�� ��%�-
��
�� ������ �$
����
�4 ��	��
����. 

!�	�1 � ��%�	��  
 
 � 
 � 
 �D E1 2, : , 0 mD x t x t x x t t t� ! ! ! �  

��$�
� 
�%�
�+
�� ����;�

�� ����
�
�� ���%������$
�	�� 

 
 � 
 � 
 � 
 �T T Tc T T k T Q T
t x x x

� � � �� � � � �� �� � � �� �
. (9.1) 

C$�	1 ,x t  – ���	���
	���

� ����$�
�� � ����� 	������	���

�; 
1 2,x x  – ��$���
� ���
�' ��%�	�� D; 

c  – �$�%1
+ ��^��
+ ������'��
� ���%�����	��; 
T  – ��	�%4�
�� �����������;  
�  – ������'��
� ���%������$
�	��;  
Q  – ��;
�	�1 �
����

�� �	���
���� ���%� � ��%�; 
k  – ������'��
�, ����	�;�+ �� ����������. 
#���	�
� 
���%1
�� ��	���$�%�
�� ����������: 
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 � 
 � 
 � 
 �1 2, 0 , 0 0T x x x x x� < � � , (9.2) 
� ����� ��$�
 ���
��
� �	%����: 

 
 � 
 � , 0 , 1, 2i i mL T T t t i� � � � � . (9.3) 
�%� ������+ ��$��� ������� ��$� �������� L  ����	��4� � ��$� 
 
 � 
 �1 ,jL T T x t t� I � � , 

$%� ������ ��$�� ������� ��$�: 

 
 � 
 �

 �

2
,

, , 1, 2j
j

T x t t
L T T x t j

x

� � � �� I �� �� � �
. 

������
� ����� � 	��*�

�� ������� ��	��
����. 
!����� ��$��� ���%������$
�	�� ���%4����	� � 
����$�
�� ��
�-

'�� 
 �,T x t , �$��%������4;�+ ����
�
�4 (9.1) � ��%�	�� D , �$��%����-
��4;�+ �	%����� (9.2) � (9.3), � 
������
�+ ���	�� 	 ���$��
��� 


 �,T x t x� �  � ��%�	�� D . 
b	%� �� �$
� �� ��
�'�+ 
 �i t� , 
 �x< , 
 �c T , 
 �T� , 
 �k T , 
 �Q T  
�-

����	�
� � �������	� 
�+�� ��� ��
�'�4 � ��%� ���������� 
 �,T x t  �� 
����	�
� �	��%1
� � $���%
���%1
��� �	%���4 
 � 
 �* 1,T x t f t�  �%� 


 � 
 �* 2,T x t f x� , �$� * *,x t  – ��$�

� ����� �%� ����� 
 � 
 �* *,x t t x� � �  
�
���� ��%�	�� D , �� ����� �����
�4 ��$��� ���%������$
�	��. 

� 	������	���� 	 �����

�� ���������	������ ���'�		� ���%�-
����
� ���
� �$�%��1 ����� ���� �C". 
1. &����	������
�� ��$��� ���%������$
�	�� (��$��� 	 �����
� ���-

��
��), ������� ���%4����	� � 
����$�
�� ��	���$�%�
�� �������-
��� � ���$$�;�� ����
� �����
�, �� �	�1 � �	��
��%�
�� ���-
$	����� $�

��� ���%����� 	�	���
��. 

2. >��
��
�� �����
�� ��$��� ���%������$
�	��, ������� ���%4����	� � 
��		��
��%�
�� ���%��� �	%���+ 
� ���
�'� ��%�. � ����� ���� ��$�� 
���
� ��
�	�� ����� ��$���, 	����

� 	 ���$�%��
��� ��*�
�� 
����
�
�� ���%������$
�	�� �� 
�������+ ���
�', �$� �$
������

� 
��$�
 ����������� 
 �*,T x t  � �%��
�	�1 ���%����� ������ 
 �*,q x t . 

3. ������'��
�
�� �����
�� ��$��� ���%������$
�	��, ���%4��4;��-
	� � ����$�%�
�� ������'��
��� ����
�
�� ���%������$
�	�� – ��-
$��� �$�
������'�� ��������� ���%������$
�	�� (9.1). 

4. >���������	��� �����
�� ��$��� ���%������$
�	��, ���%4��4;��	� 
� 
����$�
�� 
������� ����������	��� ���������	��� 
���������-
�� ��%�, � ��	�
�	��, ����$�%�
�� ����
� $����
�� ���%�����

�+ 
���
�' ��%� �� ����%1����� ������
�+ ���������� �
���� ��%�. 
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�������, ��� �C" 	 ���
��
�� �	%������ ����1��� � ���������� 
��$� ���
� 	��	�� � ���
��
� �C". � ��	�
�	��, ����$�%�
�� ��
�'�+ 
� ����������, ���$�;�� � ���
��
� �	%���� (������'��
�� ���%���$�-
�� �  � ���
��
� �	%����� ����1��� ��$�, ��
����
��� 	�������%�
�� R  
� ���
��
� �	%����� ���������� ��$�, �
�����%1
� ������'��
��� 
���%�;�
�� 5 � ��%���
�� > ), ���
� ���
� 	��	�� � ���
��
�+ �C". 

J�������, ������'��
� ���%���$��� 
 �T�  ��		�������	� �� 
�%��
�	�� ��
������
��� ���%����� ������ 
 �kq t , ����������� ������-

�	�� ��%� 
 ���T t  � ����������� ������4;��� ������ 
 �gT T : 

 
 � 
 �

 � 
 �

k

g ��

q t
T

T t T t
� �

�
. 

��%���
� 
 �kq t  
���$��	� �� ����
�
�� ���%����� ��%�
	� 
� ��-
����
�	�� ��%� �� ����	�
�+ �%��
�	�� ��
$�����
��� ���%����� ����-
��  (� ���$��%���
��, ��� ���%���� ��%���
�� ����, � ����� �
�	 ��		 
� �$�� � �����
��
+ 	%�+ ��	��	���4�): 

 
 � 
 � 
 �4
k ��q t q t T t� � >� , 

�$� >  – ������'��
� ��%���
�� (	����
1 ���
��) ������
�	�� ��%�; 
�  – ��	���

�� =����
�–��%1'��
�. 
� ����+ ��	��
���� $���%
���%1
� $�%�
 ��1 ��$�
 ��
�'�� 


 �gT t  � ������'��
� ��%���
�� > . @�
�'�� 
 �q t  � 
 ���T t  
���$��	� �� 
��*�
�� ���
��
�+ �C". 

������
 ����� �����
�����

� ��	��
���� �����
� ��$�� ��-
�%������$
�	��, ���$� �$
������

� ����$�%�4�	� �����

� �����-
����	���� ���
� �����. J�������, �$
������

� ����� �'�
����1	� 
���
��
� �	%���� � ����������
�� ��%� � ���*�$*�� ����
� �����-

� � ��$��� ��� 
���%1
� �	%���+, �� �	�1 �����
�'�� ���
��
�+ � 
�����	������
�+ ��$�� �C". A���� ����� ��1 �����
�'�� ���
��
�+ � 
������'��
�
�+ ��$��, � ����� ���
��
�+ � ����������	��+ �C". 

� ��;�� 	%���� �����
� ��$��� ���%������$
�	��, � ����	���	�� 
�� ��$�%� ���'�		� � ��$� ��%�	�� ����
�
�� 
�����	��� ������
-

�, $�%��	� 
� �$
����
� � ���	���
	���

�, %�
�+
� � 
�%�
�+-

�, 	 ���	�����

�� � ��$���
�� ���
�'���, �$
�	���
� � �
�-
��	���
�. C�$��� ����$�%�
�� ����+-%��� �����

�+ ���������	���� 
����� ��1 ��������$�%�
�, �� �	�1 ��$�
� 
� �$
�, � 
�	��%1�� $���%-

���%1
� �	%���+. 
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9.2. ������� !�$��� ��	
������ 
�
�%����
� �����
� ��$���� ���%������$
�	�� ���
� ���	�� 

�����
� ��$��� 	%��
��� ���%�����
�, �����
� ��$��� � 	�	���� ��%, 
�����
� ��$��� � 	������

�+ ��	��
����, �����
� ��$��� ������-
	��+ ��
����� � �. $. �%� ���%����� �����������
�� � ��$�%�����
�� 
	%��
� ���
���	��� 	�	��� 
����%1*�+ ��������	��+ �
����	 ���$-
	���%�4� �����
� ��$��� ���%�����
�. 

&�		������ 	�	����, 	�	���;�4 �� 
�	��%1��� ��% 	 �
����

�� 
�$�%�
��� �%� ���%�;�
��� ���%�. � ��	�
�	��, ��� ����� ��1 ���-
���
+ ��	�� ��	����	���� ��������, � ������� ��	��%���
 ���%��-
$�%�4;�� �%���
� (��$�������
�
�), ��
���
� ���%��� ����, 
�
���
� � ���%���� ��
�*�
�� ��
	����'��

� ��
�%�. J� ��	�� 
���$�+	����� 	�%
��
�� ��$��'�� � ����'���%1
� ���������� (	 ��
�-
��+ 	����
). <%���
� $�

�+ 	�	��� ����
���4�	� ���%���+ �
��-
���+ 	 ������4;�+ 	��$�+ � ���$� 	���+. 

� $�

�� 	%���� �	
��
�� ����
�
�� ���%�����
� ��%�����	� �� 
�
�%��� ���%����� ��%�
	� � ���$��%���
��, ��� $�

�� ���
���	��� 
	�	���� ����� ��1 �	%��
� ���$�%�
� 
� ��
��
�� ��	%� n ��������-
��	��� �%���
���: 

 
 � 
 �4 4

1 1

n r n s
i

i ij j i ij j i i �i i
j j

dTc T T k T T S Q Q
dt

� �

� �

� � � � � � � �% % , (9.4) 

 I = 1, 2, …, n;     s � 0;     r � 0.  
C$�	1 ic  – �$�%1
�� ��^��
�� ���%�����	�1 i-�� �%���
��; 

 ij�  – ������'��
� ���%�����
� (���%���� �����$���	�1 ��-
�$� �%���
���� i  � j ); 

ijk  – ��%��� ������'��
� ���$� �%���
���� i  � j ; 

ciQ  – ��%���	��� ���%�, ��$��$����� � i-�� �%���
�� �� ��-
����4;��� ���	���
	���; 

iQ  – ��%���	��� ���%�, �$�%������ i-� �%���
���; 
iS  – �%�;�$1 ������
�	�� i-�� �%���
��; 

r � s – ��%���	��� �%���
���, ������$�+	���4;�� 	 ������4;�+ 
	��$�+ ����� ��
���'�� � ��%���
�� 	������	���

�. 

������'��
� ij�  ��		�����4�	� �� ���
� �����%�� � ����	�-
��	�� �� ����, ����+ ��$ ���%�����
�  ���$� �%���
���� i  � j  ���%�-
����	� – ���%������$
�	�1, ��
���'�� �%� 	��*�

+ ����
��� (��
-
���'�� � ���%������$
�	�1). 

!��'�		 ���%�����
�, ���	����+ ����
�
��� (9.4), ����$�%���	� 
����������� ���
��
� �	%���+ � ����
�
�+ ���%����� ��%�
	�, 	����-
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�� ��
$�����
���, ��
������
��� � ��$��'��

��� �����, ���������+ 
�����
��� ��	��%���
�� ��% � ���	���
	���, � ����� 
���%1
� ���%�-
�� 	�	���
��� ��		����������+ 	�	���. !� �
�%���� 	 ��$����� ���-
%������$
�	�� ���
� ���	�� ����� � �����
� ��$��� ���%�����
�. 

!����� ��$��� ���%�����
� 	�	��� ���%4����	� � ��	���� �� ��-
��;��� ���%����� 	�	���
�� (����������
��� ������) �� ��$�

� 
�����

� ���������	�����. 

�����
� ��$��� ���%�����
� 	�	��� ���%4��4�	� � ����$�%�
�� 
��$�%1
� ����
�� 
�����	�
� �����

� ���������	��� �� ����	�
�+ 
�
�����'�� � ���%��� 	�	���
��� ��		����������+ 	�	���. !�� ��-
$�%�����
�� 	�	��� �	��%1����	� �
�����'�� � �������	��� (������
-

�) ����������
� ��%��, � ��� �� �����������
�� – � $���	���� 
(��$�

� ��
	���������) ����������
� ��%��. 

=%�$��� �������1, ��� �$
������

�� ����$�%�
�� �	�� ����������, 
���$�;�� � ����
�
�� (9.4), ������
� %�*1 	 ���
�	�14 $� ��	���

��� 
�
�����%�. !�� �		%�$���
�� ���%����� 	�	���
�� 	%��
� ���
���-
	��� 	�	��� � ��$� 	%����� ��������	� 
�����$��� ����$�%�
�� ��%�� 
��$���
��� ����������
��� ��%� � ��$�%1
� 
����%�� ���
� �%���
-
��� ��		����������+ 	�	���. =�	���
�� ��$�%1, ���	������ ����
�-

��� (9.4), 
� �����%��� ��*��1 ��� ��$���. !����
�� ��	�%�
�
�� 	�-
	���
�+ ��$�%� 
� ��%�� ���	��, ���
� ����+�� � ��	��
����� %���%1-

� �����
� ��$�� ���%�����
�, ������ � ��%1*�
	��� 	%����� 
	��$��	� � 	������	���4;�� �����
� ��$���� ���%������$
�	��. 

9.3. ������� !�$��� ���������� ������� 
!��'�		 �������	���� ���%���
��, ��	�%���
�
�� � ����
�� ����-

'��

�	��	��
� 	�	���, � ��	�
�	��, ����$�, ��$��� � ���������
� 
���%�� ����4� ����$�%�4;�4 ��%1 � '�%�� ��$� 	������

� ����	%�+ 
���
��� � ���
�%����. =��$� 
�� ����� ���
�+*�� 
�����%�
��, ��� ���-
%��
��������, ������	��� ���
�%����, �����
��, ����'��

�� � ��������-
���
�� $������%�	����
��, ����%%�����, ��������*�
��, ���%���� � �. $. 

� ����� ��$���� ������	��+ ��
����� ��
�	��	� ��	��� �	%�-
��+ ��	�%���
�
��, 	����	�� ��	���	���
�
�� �%���
�, �	%���+ ��*�-

�� � $����� ���������	��� ����
��. !�� ���� $�%�
� ��1 ��$�
� ��-

�����	��� 	���� ����'�+, � ����� �������
�����	��� ��	���

� ��-
����	��� ����'�+. !�� 	������

�� ����
� �������� ���	%���%1
�+ 
���
��� ���
� ��%����1 ��	%�

�� ��*�
�� ����� ��$�� ������	��+ 
��
�����, � ��� ��	%� ������ ����
�� $%� 	��%1 ���$
� 	%��
�+ ��
�-
���� � �����
�
�
��� 	�	���� ���%���. 

!� 	���+ �����$� ���%1
� ���'�		�� ����
�� $%� 
�� �����$� ���-

�� 
� ������, � �����
�� ��$��� ������	��+ ��
����� – ���%�
�� �� 
�-
�%4$���� ��
���
�%�����	��� ���������	��� ����
�� ��
����� � ����-
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���� ������	��� ����'�+, �����$�;�� � ��	�%���
�
�4 � ��	���	���-

�
�4 �%���
�. �	� ���'�		 ����
��, ���4;�� ���%1
�� �
���
�� � 
�����$� � ���
���, �	
���
 
� 	%��
� ������	��� ����'���, 	�	���-
;�� �� �
���� ��	%�$�����%1
� � ����%%�%1
� 	��$�+ 	 ���	���� 
�-
	��%1��� ����������
� ���$�����. ��
�����	��� ��	������
�, �����-
$��� �� 
�����$���	�� � $�%���� �� ���%1
� ���'�		�� �	%�����, 
� 
����� �����1 ��%
+ ����
��� ���'�		� � $��1 ��
�����	��� ����
�-
���
�	��, �����$
� $%� ��	�����%�'�� � �	%����� ����
��. ��
�����-
	��� ������
��, �����$�

� ��� 
����� ������������, 
� �����%�4� �-
����1 ��%
�	�14 ����
��� ����'�+; � 
�� �	��4�	� 
�������

�� �� 
	��$��, ������ ���$�� 
� ����$
�+ �%�
 ��� �	���� ������������. 

"���� �������, �	
��
�+ ����%���+ ��� ��*�
�� ����� ��$�� 
������ ����
�� ��%���	� 
�$�	�����
�� ��%���	��� � (�%�) 
����� ���-

�	�1 �	��$
� $�

� �� �������
�����	��� ���������� �		%�$��-
�� ���'�		��. �%� ����$�%�
�� ���+ ����%�� 
�����$��� ��*��1 
�����
� ��$��� ������ ����
��. �
� �����%�4� �� ������
�+ � �	%�-
���� 	����� ����
�� ���	�� ��
�����	��� ����
����
�	��, ��������-

� $%� ���� �	%���+. � 	�����
�� 	 
��������������
�+ ��
�����+ 
�
� �����%�4� �����1 ��%
+ ����
��� ����'�+ � 	��$��1 �����4, 
�����$
�4 $%� ��	�����%�'�� � %4�� �	%�����. 

� 
�	���;�� ����� $%� ����$�%�
�� �������
�����	��� ��	���
-

� *����� �	��%1��4�	� 
�����������	��� ����$. J����%�� ��	���-
	���
�

� $%� ����$�%�
�� �������
�����	��� ��	���

� ��%���	� 
«����$ 	����%�
��», �	
���

+ 
� 	���	���%�
�� ��%���

� �����-
����	�� � ��	������
��%1
� ��������������	��� ���'�		�. � ��	�
�-
	��, ����$ ����$�%�
�� �������
�����	��� ��	���

� ������

� 
������	��� ����'�+ ��� ����;� ��������������	��� ��	�%���
�
�� 
(����
��� ���$�%� � �����
� ��	�%���
�
��) �%� ������ � ������� 
J.J. =���
���, �.A. "�$�	�, �.�. @��
�-����
�'����, �.J. ��%4
���, 
�.>. A����
���, �.A. >��*�
� � ��$� $����� �������. 

0������
 ������� ����	
��� ���
���� 
!����$�� ������� 	��$�
�� �� ������	��+ ��
����� – 
���� � ��-

��
���� � 	����	�� ������	��+ ����'��. ���
�+*�� ��%���
� – 	��-
��	�1 ������	��+ ����'�� – ����$�%���	� ����
�
��� �� �����
� ��-
%���	��� ������-%��� �� �	��$
� ��;�	�� �%� ���$����� ����'�� � ��-
��%1���� ������	���� ������;�
��. X�����	��� ����'�� ����� 
��������1 ������

� (� ��^��� �$
�+ ���) �%� ��������

� (
� ��-
����
�	�� ���$�%� ���). =����	�1 ������

�+ ����'�� – ��� ��%���	��� 
��;�	���, �	����4;��� � ����'�4 �%� ������4;���	� � ����%1���� ��-
��'�� � �$�
�'� �����
� � �$�
�'� ��^���. �%� ����'�+, �������4;�� 
� 	�	����� ��	���

��� ��^���, 
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 i
i

dCu
dt

� , 

�$� iC  – ��
'�
���'�� i-�� ��;�	���, 3��%1 ���  �%� 3�� ��� ; 

iu  – 	����	�1 ����'�� �� i-�� ��;�	���, 3 1��%1 � 	� �� �  �%� 3 1�� � 	� �� � . 
b	%� i-� ��;�	��� – ���$��� ����'��, �� 0idC dt 2 ; �	%� ��� �	-

��$
�� ��;�	���, �� 0idC dt ! . X�����	��� ����'�� $�%��	� 
� ���-
	�� � 	%��
�. !��	��� ����'�� ��������� � �$
�� 
�����%�
�� � � 
�$�
 ����; ��
�����	��� 	���� ����+ ����'�� ����� ��$ 

 1 2 1 2X X Y Y� � � � �� �, 
�$� iX  – �	��$
� ��;�	���; iY  – ���$��� ����'��. 

� 	%��
� ��
�	��	� �������� ����'�� (�$
������

� �����-
��4;�� � $��� ���������%��
� 
�����%�
���) 

 1 2 1 2X X Y Y� � � �� �� , 
����%%�%1
� ����'��, ���	����� � ��	�
�� 	%���� ��
�����	��+ 	����+ 

 
1 2 ...X X+ + 1 2

1 2

...
...

Y Y
Z Z

+ +
+ +  

� ��	%�$�����%1
� ����'��, 
������� 
 1 2 1 2 1 2X X Y Y Z Z� � � � � � � �� � � . 
�%� ���	��+ ����'�� ���
� ����	��1 	������������	��� ����
�
�� 
 1 1 2 2 1 1 2 2X X Y Y� � � � � > � > �� � , 

�$� ,i i� >  – 	������������	��� ������'��
�, 	������	���

� ���
� ��	-
%�� ��%���% �	��$
� ��;�	�� � ���$����� ����'��, ���	���4;�� � �%�-
��
���
�� ���'�		�. =������������	��� ����
�
�� �����%��� �	��
����1 
	���1 ���$� 	����	���� ���	��+ ����'�� �� ���%��
� �����
�
���: 

 1
1

XdC
u

dt
� ;   2

2
XdC

u
dt

� ;   …;   1
1

YdC
u

dt
 � ;   2

2
YdC

u
dt

 � … .  

!�� �����	��'��
��
�� �������
�� ���'�		� �	� �	��$
� ��;�-
	��� $�%�
 �	�����1, � ���$��� – ����%��1	� � ����%1���� ������	��+ 
����'�� � ������%�
�
� ��%���	����, �� �	�1 $�%�
� �$��%�������1	� 
�	%���� 	�����������: 

 1 2 1 2

1 2 1 2
... ... idemu u u u  

� � � � � � � �
� � > >

.  

F�� ��%1*� ��%���
� i�  �%� i> , ��� ��%1*� �� ��$�%4 $�%�
� ��1 
	����	�1 ����'�� iu  �%� iu  (�� �	�1 ��� ��%1*�� �
���
�� 	��������-
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����	���� ������'��
�� ��%1*�� ��%���	��� 	������	���4;��� ��;�	��� 
��������� � �$�
�'� �����
�). ��	4$� 	%�$���, ��� 
�����	��� �� ����� 
��;�	��� 	����	�1 ����'�� ���
� ���������������1 ��%���
�+ 

 1 2 1 2

1 2 1 2
... ...

u u u u
u

  
� � � � � �

� � > >
. 

��%���
� u  
������	� 	����	�14 ���	��+ ����'�� ��� ��
�*�
�� 
� ������-%��� ��
����
��� �����
�
��. 

=����	�1 ���	��+ ����'�� ��$��
���	� ����
� $�+	���4;�� ��		 
 1 2

1 2X Xu kC C� �� �, 
�$� k – ��
	��
�� 	����	�� ����'��, ��	%�

� ���
�� �� 	����	�� ��� 
�$�
��
� ��
'�
���'���. 

!�$����
��, ��� � ��� ����
�
�� ���$�� ��%1�� ��
'�
���'�� �	-
��$
� ��;�	�� � 	����
� �� 	������������	��� ������'��
���. 

=���� 	������������	��� ������'��
��� i� � �% , ���
�� ��%�-
��	��� ��%���%, ���
���4;�� ���	��� � �$�
��
�� ����, 
������	� 
	������������	��� ����$��� (��%���%��
�	�14) ����'��: 

1i� � � �%  – ��
���%���%��
�� ����'��; 
2i� � � �%  – ����%���%��
�� ����'��;     
3i� � � �%  – �����%���%��
�� ����'��.   

=������������	��+ ����$�� ���	��+ ����'�� – �	��$� '�%�� ��	%� 
(
� $���
��) � 
� ����*��� ���� (������
�	�1 	��%�
���
�� ��%�� ��� 
���� ��%���% �%���� � 
�%4). !����
��1 ����
 $�+	���4;�� ��		 $%� 
��	���� 	%��
� ����'�+ ���
� $%� �$
�	��$�+
�+ ��������+ ����-
'��, 	����	�1 ������+  

 u u u� �� � , 
�$� u� ,  u�  – 	����	�1 ����'�� � ������ � �����
�� 
�����%�
���. !� 
����
� $�+	���4;�� ��		 

 1 2 1 2
1 2 1 2

... ...X X Y Yu k C C k C C� � > >
� �� �  , 

�$� k� , k�  – ��
	��
� 	����	�� �����+ � �����
�+ ����'�+. !�� u u� ��  
��%���
� u = 0, ��� 	������	����� ������	���� ���
���	�4 	�	���. 

� ��;�� 	%���� $%� ���	�
�� 	%��
�+ ����'�� 
��
� 
�	��%1�� 	��-
����������	��� ����
�
�+. =�%�$��� ��, ��%����� ������-����
�
�� 
����'��, ������� ���	���� ���'�		 � '�%��, 
� 
� �������� �	��

��� 
����
���� ������	��� ������;�
�+. �%� 	%��
�+ ����'�� ���
� (
� 
�	
��� ��	������
���) ����	��1 ����
�
��, 	�����4;�� 	����	�1 ����-
'�� 	 ��
'�
���'��+ �	��$
� ��;�	�� (��
�����	��� ����
�
��) 
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 1 2
1 2

n n
X Xu kC C� � 1 2

1 2

m m
Y YC C �, 

�$� ,i jn m  – ����$�� ����'�� �� i-�� � j-�� ��;�	���; i jn n m� �% %  – 
����$�� ����'�� (��
�����	��+ ����$�� ����'��). � ��%���� �� 

i� � �% , ��
�����	��+ ����$�� ����'�� n ����� ��1 $���
� ��	-
%��. ������
� � $����� ��
�'��
�%1
�� ����	���	�1 	����	�� ����'�� 
�� ��
'�
���'�� �	��$
� � ��
��
� ��;�	��. &�����
�	�1 ��
	��
� 
	����	�� ����'�� k ����	�� �� �� ����$��: 

0n � ,  6 7 6 7 1k C c�� � ;     1n � ,  6 7 1k c�� ;     2n � ,  6 7 6 7 1 1k C c� �� � , 

�$� 6 7C  – ���
���� ������
�	�1 ��
'�
���'��. 
&��%���� � ������
�	�� ��
	��
� 	����	�� ����'�� k  	����
� 	 

���, ��� ������
�	�1 	����	�� ����'�� �	��$� $�%�
� ��1 
6 7 3 1��%1 � 	u � �� � �  �%� 6 7 3 1�� � 	u � �� � � . 

=����	�1 ��$��%�4;��� ��%1*�
	��� ����'�+ (���	�� � 	%��-

�) ���*���	� 	 ��	��� ���������� 2, � ��
	��
�� 	����	�� ����-
'�� ��$��
���	� ����
� ����
��	� 

 exp Ek z
RT

& '� � �( )
* +

, 

�$� z – ���$��	��
�
� (���$��	��
�
'��%1
+ �
�����%1, ��	���
+ 
������), ������
�	�1 �������� ���
� ������
�	�� ��
	��
� 	����	�� 
����'�� [z] = [k];  

2 – ��	�%4�
�� �����������, �; 
E – �
����� ������'�� ����'��, �� � ��%1 1� ; 
R = 8,3134 �� � � 1� � ��%1 1�  – �
����	�%1
�� ������� ��	���

��. 

���������
+ ��������%1 ��	��
�
� � ����
� ����
��	� 
����-
��	� ��������� ����
��	�: 

 
*

Arn E
RT

� , 

�$� *T  – ��������
�� �����������. 
<��� �������+ ������� ���	�����%1
�	�1 	����	�� ������	��+ 

����'�� � ����
�
�4 ����������. F�� �*� �
���
�� Arn, ��� 	�%1-

�� ��� ���	�����%1
�	�1. ���$�;�� � ����
 ����
��	� ��%���
 z � E 

����4�	� ��
�����	���� ��
	��
���� ������	��+ ����'��. @�����-
	��+ 	�	% �
����� ������'�� � $%� ���	��+ ����'�� 	�	���� � ���, 
��� ��� �
�����, ������+ $�%�
� ��%�$��1 ��%���%� $%� ����, ���� 
�	�����1 � ����'�4. �%� 	%��
� ����'�+ � 
� ����� ���	���� ������-
	���� 	�	%�. C
���
�� z, � ����$�%�4�	�, ��� �����%�, ��	������
-
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��%1
� �����. ��
�����	��� ��
	��
� ��%
�	�14 ����$�%�4� 	��-
��	�1 �������
�� ���$�+ ��
����
�+ ����'��, � ��� ��	%� � ����'�� 
��	�%���
�
�� �%� ����
��. C�$��� ��	������
��%1
��� ����$�%�
�� 
���� ��
	��
� ��%���	� ���
�+*�+ ��� �		%�$���
�� ������-
������	��� ���'�		�� � �	����
��������	��� �	��
�����. 

X�����	��� ����'�� �����$�� 	 �$�%�
��� ���%� (�����������	��� 
����'��), %��� 	 ��� ���%�;�
��� (�
$��������	��� ����'��). b	%� ������ 
����'�� – �����������	���, �� �����
�� – �
$��������	���. ��%���	��� ��-
�%�, �$�%������ ��� ��%
�� ���������
�� �$�
�' ��%���	��� ��;�	��� 
(1 ��%1 �%� 1 ��), 
������	� ���%��� �������� ����'�� Q . &�����
�	�1 
���%����� ������� ����'�� 6 7 1�� ��%1Q �� �  �%� 6 7 1�� ��Q �� � . 

����$�%�
�� ��
	��
� �����%1
�+ ������	��+ ��
����� 
��� ��
$�����
�� 
������ �����'� 

&�		������ $�� ��������	�� ���
� �����
� ��$��� ����$�%�
�� 
�����%1
�+ ������	��+ ��
����� 
� �	
���
�� ���
� $�

� �� 
������
�4 ����$��� ���%��� � �	%����� ��
$�����
��� 
������ � � �	-
%����� ������
�� %���	��+ �
�����+. ��

� ����$ �	
���
 
� ���-
����+ �.J. ��%4
��� ������ ������
�� ��
$�
	�����

� ��;�	��. 

>���
���
�������� ��������� 
=���� ��	������
��%1
�+ �	��
���� ���$	���%�
� 
� ��	. 9.1. 

� ����	��� 
������+ ������
�	�� �	��%1����	� ��*%�����

�� �%4��-

����� '�%�
$����	��� �%�	��
� 3 $�������� 20 �� � �	���+ 3 ��, ��-
���		���

�� � ��%��%�
�� ��		��
��� ��$
��� 	����
� 2 $�����-
��� 50 �� � �	���+ 250 ��. =�����
1 
��������	� � ����%1
�+ ���� 1. � 
�%�	��
� 3 
� ��		���
�� 0,3 ÷ 0,4 �� �� ������+ ������
�	�� �� ��$��	� 
���	���%�
 $�� �����	��� $�������� 1,5 ��, � ������ ����;�
 ��$1-
��
	��
��
���� 7 � �����%1-�%4��%���� 5 �������� $�������� 0,5 ��. 

"����	��������
�� ��$
��� 
	����
� �	�;�	��%���	� ����������-
	��� �	���+	���� <!!-0.9, ��%4-
��4;�� (�%� ��%4��4;��) 
���
	��������, ����4;�+ ����%1-

�4 ���1. �����%�4;�+ 	��
�% ��-
��������	���� �	���+	��� ��$���	� 
�� ��$1-��
	��
��
���+ ��������. 
!�	%� ���$� 
� ��$�

+ ���%���+ 
����� ����������� 
������+ ��-
����
�	�� �%�	��
 ��$$��������	� 
��	���

�+ 	 �����*
�	�14 ±0,5 �. 
"���������� ������
�	�� ��%�� ���-

 
���. 9.1. �$��� ��������  

���������& ��&����
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� (	 �����*
�	�14 0,1 %) ��������	� �����%1-�%4��%���+ ���������+ 5, 
������
�� ������+ ����	�������	� ����
'�������� ����� !!. 

� ��	������
��� �	��%1��4�	� '�%�
$����	��� �����' 4 �		%�-
$������ �	����
��������	���� �������%� (������ J, �����	�%�
� �%� 
$������ ��
$�
	�����

��� ��;�	���) $�������� 8 ÷ 10 �� � �	���+ 10 
��. ������' ������%���	� � ��%��%�
�� �	
���
�� ��		��
��� 	��%1
��� 
(��		�+ 0,5 ��) 	����
� 6, ��� ���	�������� 
�$��
+ ���%���+ ��
���� 	 

������+ ������
�	�14 �%�	��
 3. ����� ��$����� ��	�%���
�
�� ��-
���'� ����$�%���	� 	 ����;14 ��%��
��'��

�+ %�
���
�+ ��$1-
��
	��
��
���+ �������� 8 $�������� 7 ÷ 10 ���, ������� ����%����-
��	� �'���
�� � '�
��� ��*%�����

�+ ������
�	�� �����'�.  =��
�% 	 
%�
���
�+ �������� ����	����	� 
� 	����%������ �	'�%%������ J-
115; �$
������

� 
� �	'�%%������� ����	��4�	� ����� �����
� 
(��	. 9.2). J� �	'�%%������� ����� ����	�������	� ����
� ��
����� ���-
%��� 	 
������+ ������
�	�14 � ����
� ��	�%���
�
��. !����*
�	�1 
������
�� �����
� ��$����� ��	�%���
�
�� ignt  
� ����*��� 0,01 	. 

+
������ ���
�
�
��� ���
��	
���� �������� 
&�		������ ����$����
�4 ��$�%1 ��
$�����
��� ������
�� ��
$�
	�-

����

��� ��;�	��� (�-��;�	���), � ������+ ���$��%�����	�, ��� �����	���
-

�� �� ������
�� ��%�4�	� 	�����
�-�����������	��� ���'�		 ���%���-

��, �������4;�� � ��
$�
	�����

�+ ���� (�-����) ��;�	���. ������
� 
������ ������$ (�	����
��, �%��%�
��, ��%�'��) 
� ������4�	�. 

 
���. 9.2. |�����&����� ��������� ����������� �� ����$���� ������: 

1 – ����� �������; 2 – ����� ������������; 
3 – ��&��� � �������� ������� �����&���� 

�� ����
�� �����
� 0t !  �%�	��
� �-��;�	��� ���
����
� �������� 
$� 
���%1
�+ ���������� 0�T 2 ; ��� 0t �  �
� �$
�+ 	���+ ������
�-
	�14 �����$��	� � 	������	
���
�� 	 
������ $� 
�������+ ��	���

�+ 
���������� s �T T2  ������� ��%��. ����
�
�� ��	���	���
�
�� ���%� � 
�$
����
�+ ��	��
���� $%� ����$����
�+ ��$�%� ������
�� ����� ��$ 
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2

2 expT T Q Ez
t c RTx

� � & '� � � �( )� � * +
� . (9.5) 

� ����
�
�� (9.5) ���
�� 	%�$�4;�� ����
���
��: 
�  – ������'��
� ����������������$
�	�� �-��;�	���, � 2 � 	 1� ; 
	 – �$�%1
�� ���%�����	�1 �-��;�	���, �� � �� � � 1� . 
!����� ��$��� �		%�$���
�� ���%4����	� � ��*�
�� ����
�
�� 

(9.5) ��� 	������	���4;�� 
���%1
� � ���
��
� �	%�����, �� �	�1 � 

����$�
�� ����������
� ��%�+ T(x) � ���%��
� ����
� �����
�, � 
����� �����
� ��$����� ��	�%���
�
�� ignt , ��� ������� 
�	������ 	�-
���������%1
�� ���������
�� 
���������+ ������
�	�� �-��;�	���. 
�����$
�, ��� $%� ��*�
�� �����+ ��$��� 
�����$��� �
��1 ��
�����-
	��� ��
	��
� �		%�$������ �-��;�	��� z, E, � ����� ��%���
� ���%�-
���� ������� Q ����$����
�+ ����'��. 

�%� ��*�
�� �����
�+ ��$��� ����$�%�
�� ��
�����	��� ��
	��
� 
����'�� �� ��	������
��%1
� ������

�+ ����	���	�� �����
� ��-
$����� ��	�%���
�
�� ignt  �� ���������� 
�������� ��%� sT  ���
� 
�	��%1�����1 �����%� �.J. ��%4
��� 

 
 �3 21.18 expign s �
S s

c E Et T T
T Q z R RT

& '
� � � ( )� � * +

.  (9.6) 

@����%� (9.6) ��%���
� �
�����%�'��+ ����%1����� ��	%�

� 
��	����� ��$��� (9.5) 	 �����*
�	�14 ������	���'�� 
� ���� 0,5 %. 
���$� 
��� ������

� 

1

s
X

T
� ,   


 �3 2ln ign s

s �

t T
Y

T T

� �
� ��
� ��� �

,     (9.7) 

� ����
���� 
E a
R

� ,   1.18ln c E b
Q z R

� 
�� ��� �

, 

����
�
�� (9.6) ���
� �����	�� � 
%�
�+
��� ��$� 

Y aX b� � . 
b	%� ��	������
��%1
� ����� 

, ,,ign i s it T  
�
�	�� 
� ������ � ����$�
�-
��� X, Y, �� �
� $�%�
 ��%�$���1	� 
� 
�����4 %�
�4 (��	. 9.3). !����$� ��-

���. 9.3. |���������� ������� 
�������" �������� 
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����	���'�4 ��	������
��%1
� ����� iX , iY  (
�������, ����$�� 

����
1*�� ���$�����), �� 
��%�
� ��%���

�+ �����+ ���
� 
�+�� 
������'��
� a �, 	%�$�����%1
�, �
����4 ������'�� E: 

 E a R� � . 
������'��
� b 
���$��	� 	 ����;14 ����$�
�� ����� ����	���
�� 

������	�����4;�+ �����+ 	 �	14 ��	'�		 ( oX X� , 0Y � ): 

 o o
Eb aX X
R

� � � � . 

!��$	���%�� ������'��
� b � ��$� 

 
 �1,18ln ln 1,18 lnc E Eb c Q z
Q z R R

& ' & '
� � � �( ) ( )�* + * +

, 

���
� ��%����1 �����%� $%� ��	���� �������$�
�� ���%����� ������� 
����'�� 
� ���$��	��
�
� Q � z: 

 exp ln 1,18
so

E EQ z c
R R T

� & '
� � �� �( ) �� �* +� �

,                (9.8) 

�$� 1
so oT X �� . 
!�%���

� 	 �	��%1����
��� $�

�+ ����$��� ��
�����	��� ��
-

	��
�, � ��	�
�	��, $%� �����	�%�
� � $������
� ���������� 
484 514 KsT � #  (E = 0,185 A�� � ���%1 1� , Q � z = 0,251�1019 A�� � �� 1� � 

	 1� ) ����*� 	��%�	�4�	� 	 %��������
�� $�

��.  
"���� �������, ����$��� ����$�%�
�� ��
�����	��� ��
	��
� ���%4��-

��	� � ������
�� ����	���	�� �����
� ��$����� ��	�%���
�
�� �� �������-
��� 
�������� ��%�, ����$�%�
�� 	 ����;14 ������� (	�. ��	. 9.3) �
���
�� 
������'��
�� a �, 	������	���

�, �
����� ������'�� E, � ����� � ��	���� 
�������$�
�� Q � z �� �����%� (9.8) ��� ����	�
� �
���
��� c, R, E, soT . 

�	��$�
��� ������ �����
(�� ������� 
	�� 
������� !���"��� ����!%� 

>���
���
�������� ��������� 
�%� ������
�� �����
� ��$����� ��	�%���
�
�� ��
$�
	�����

� 

��;�	�� ��� %���	��� 
������ �	��%1����	� �	��
���� «���
-1». �	��-

���� (��	. 9.4, �) 	�	���� �� �%��� ����
��, �
�	
��� �%��� �����%�
�� 
� ��%�����%�. �%���� ����
�� ��%���	� ��������%1 
� ����
���� $��-
$��. �%�� �����%�
�� ���$
��
���
 $%� ��$��� 
� %���� 
������
�� 
��$����4;��� ����%1	� (30 ��, 0.5 A>') � $%� �%��
��� ����%�����
�� 
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��;
�	�� %���. ��
	����'�� �	��
���� ���$�	��������� ������
�	�1 
����������	���� ��$$����
�� ��$�

��� ������ %��� �	��
��%�
��� 
�����
�+ 	���� � ��$���+ � �%�� �����%�
�� 	��
�%� �� �		%�$������ ��-
���'�. #�%�����%1 	�	���� �� �%%������	���� �����%�, ��
����������%� � 
�	�
�
���+ %��� ���� ��	&-10000. ������	��� 	���� ��%�����%� ���-
��$�
� 
� ��	. 9.4, �. Q
�� �����$� %��� ����;�
 � ����+ ����	 ���-
��%�. �� ������ ����	� ��%�����	� ���%���

�� ��������
�� 	���
�� 
�����$�. J���
�%1
+ ����� %��� �������������	� ��%���
�+ ���� 
285 �, 
������
��� 35 �. &�	���$�%�
�� ��%���
�� �� ��%�	��� 	������: 
0,5 ��� (9 %) � �%1������%�����+ ��%�	�� 	������, 2 ��� (36 %) � ��$�-
��+ ��%�	�� � 3 ��� (55 %) � �
������	
�+ ��%�	��. J� ���$��� �%� � 
$����+ ������+ 	��$� 
� ������
�	�� �����'�, ����;�

��� � ����	� ��-
������%�, $�	������	� ����������� 42770 �.  

#�%���
�� �	�
�
���+ %��� ��	&-10000 ����	�����	� �%%������-
	��� �����%�� � ���
� $�������� 12 # 20 ��. �	��
���� ���	�������� 
	����%1
�	�1 ������ ��%���
�� �� �����
� 
� 
��� 95 %. ���%�
�
�� �� 
����%1
�+ �%�	��	�� 
� 1 �� � %4��4 	����
� �����$�� � ���
1*�
�4 
���%����� ������ 
� 5 %. #
��
	��
�	�1 ���%����� ��%���
�� ��������	� 
��$
� ��%��������� 	 �����*
�	�14, 
� ����*�4;�+ 10 %. #		%�-
$���� �����' ���4� ����� '�%�
$��� $�������� 10 �� � �	���+ 
5 ��. ������'��
� ������
�� �		%�$���� �����'�� ����$�%���	� 
� 
*������ ��������� @AQ-56A � $������
� $%�
 ��%
 (0,36 # 1,10) ���. 
�%� ��%1*�
	��� �����'�� ������'��
� ������
�� 	�	���%��� 
(11 # 13) % � ��������	�� 
� ����	�� �� $%�
 ��%
 ��%���
��. 

�%� ��%���
�� ��������%1
��� ����%1	� ��%���
�� �	��%1����	� 
$�	���+ ������. ��%���
� ���%����� ������ 	����
���	� ��	���

�+ � 
����
�� 60 % �� �����
� ��	����'��. J���%� � ��
�' ��	����'��, � 
����� ����
� ����%�
�� �%���
� ���	���4�	� �����%�������	��+ 	�	-
����+ � ����	�����4�	� 
� 	����%������ �	'�%%������ J117. 

����� ��$����� ��	�%���
�
�� tign � ����� ����$�%���	� �� ����-
%�
�4 �%���
�, ����	���������� ��
���'��

� $�������. <%�����$ 
��
���'��

��� $������, 
� ������ ��$���	� 
������
�� 600 �, ��	��-
%���
 
� ��		���
�� (3 # 5) �� �� �����'�. !�� $�+	���� ��%���
�� 
�%�������	��+ 	��
�% �� ����$��$� @�-9 ����	���� �%�����

�	���
+ 
��	������� FC-54, � ��� ����%�
�� �%���
� 	��������� ��
���'��

+ 
$�����, 	��
�% �� �������� ����� ��$���	� 
� ��	�������. !�����
�� ��	-
�������� 	������	���4� ��%���
� �����
� ��$����� ��	�%���
�
��. 
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�
����� ����

������
�
���

�����
���

��
�
���


) �)

���� 
��
���

����
���
	�����

!
��


35

10-20��  
���. 9.4. ~������� ������& ��&���� «~���-1» � ������" ����" 10 �
�: 

� – �0�" ��� ��������; � – �$��� ���������� 
+
������ ���
�
�
��� ���
��	
���� �������� 
"����� ������
�� ��
$�
	�����

� ��;�	�� %���	��+ �
�����+ 

�����%��� ��*��1 �����
�4 ��$��� ����$�%�
�� �����%1
�+ �������-

����� ���'�		� ������
��. !�� 
������ ������
�	�� �����'� %���-
	�� ������� 	 �
��
	��
�	�14 q $� (20 # 40) ��/ 2	�  ���'�		 ������-

�� %���������	� �����������	���� ����'���� � ��
$�
	�����

�+ 
���� ��;�	���. �%� 
��������
� ��;�	��, 
������� $%� ������ J 	 
$����%�
��� 1 % 	���, ����������	��� ��	��
���� ��$��� 	��$��	� � 
��*�
�4 
�	��'��
��
��� ����
�
�� ���%������$
�	�� 	 �	���
���-
�� �%�
�� (9.5). � 	%���� %���	���� ������
�� ������ �	%���� $%� 
����� ����
�
�� ���4� ��$ 

 


 � ;,0 const, 0

const 0, 0, 0;

0, , 0.

�T x T x
T q x t
x

T x t
x

�� � !
�

�� � � 2 � 2
�

�
� � � 2

�

�

 

C$�	1 q – �
��
	��
�	�1 (������
�	�
�� �%��
�	�1) ������ ��%���
��; 
�T  – 
���%1
�� ����������� �����'�. 
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�
�%�����	��� ��*�
�� $�

�+ ������+ ��$��� $%� ������%���	��-
�� ����
�
�� (9.5) ��%����1 
� �$���	�. ������	���'�� ��	%�

��� ��-
*�
�� ����� ����
�
��, ��%���

�� �.J. ��%4
���, ����� ��$ 

 
2

* *
0,35 1 exp�

ign
T E c Et
T R Q z RT

& ' & '�
� �( ) ( )� �* + * +

, (9.9) 

�$� *T  – ��	*���
�� �����������, ��%���
� ������+ 
���	��$	���

� 
��	������
��%1
� 	��	���� ����$�%��1 
�%1��. �%� �� ��	���� �	-
��%1����	� 	%�$�4;�� �����%�: 

 * 1,2 ign
�

t
T T q

c
� �

� �� �
,  (9.10) 

�$� �, � – ������'��
� ���%������$
�	�� � �%��
�	�1 �		%�$������ �����'�. 
���$� 
��� ������

� 

 
*

1X
T

� ,   

 �

2
*

2
*

ln ign

�

t T
Y

T T

� �
� ��
� ��� �

 

� ����
���� 

 E a
R

� ,   ln 0,35 E c b
R Q z

� �
�� �� �� �

, 

����
�
�� (9.9) ���
� �����	�� � ��$�  
 Y aX b� � . 
� ����$�
���� X, Y ��%���� ������	���'�4 � ��$� �����+, �
�%�-

���
�+ �����$�

�+ 
� ��	. 9.3. J��%�
 �����+ ����$�%��� ��������
�4 
�
����4 ������'�� E, � 	%�$�����%1
�, �� ����$�
���� ����� ����	���
�� 
������	�����4;�+ �����+ 	 �	14 ��	'�		 ��� ����	�
� ���%�������-
	��� ��
	��
��� �		%�$������ ��
$�
	�����

��� ��;�	��� ���
� ����-
$�%��1 � �������$�
�� Q � z. !�	��%1�� ��%���
� ���%����� ������� ����-
'�� � ��
$�
	�����

�+ ���� Q ����	�
� �� �����$�
�����	��� ��	����� 
�%� �� ��	������
��, �� ����$�%���	� � �
���
�� ���$��	��
�
�� z. 

A���$��� ����$�%�
�� �������
�����	��� ��
	��
� ��%4���� 	%�-
$�4;�� ����. 
� #�������	� ����	���	�1 �����
� ��$����� ��	�%���
�
�� ignt  �� 

������
�	�
�+ �%��
�	�� ���%����� ������ q, � �� �����%� (9.10) 
��		�����4�	� �
���
�� ��	*���
�+ ���������� *iT  $%� ���$�+ 
��	������
��%1
�+ �����, � ����� ��		�����4�	� 	������	���4-
;�� �
���
�� iY  (���%. 9.1). 
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����	%� 9.1 
i 1 2 … n 
iq  1q  2q  … nq  

ignt  , 1ignt  , 2ignt  … ,ign nt  

*T  *1T  *2T  … *nT  

iY  1Y  2Y  … nY  

� &� 
����� ����. 9.1 ��������� �����	�������� ����	 �� ����	� 

 �Y X  	 �����
	��� 	� �������	��%	� � �	
 �	����� ���	�	����	. 

� &� ������! ���!����� ������ ����
	��� �����	 �����	%	��� 
a, 	, ������������, ����		 ���	��%		 E a R� � . 

� &� ����
	����� ����	 �����	� �������	�	�!#"� ������ � 
���# ���%	�� ( oX X� , 0Y � ) ���
����� ���	��
�	 Q � z: 

 
*0

0,36exp ln E c EQ z
R RT

� �& '� � �� �( )
* +� �� �

, 

�
 
*

1
0 0T X �� . 

$�� ���!���������� ���
��	�������� �"��� ���
	�� ���
-
��	� �	��	���	� �������� �� 	����	# ����	 ��
���	 ������-
���	� ��	 �!�	���� ����� �������� 	�������. B ���� ��!�� �-
����
	�� 	����	� ��������� �����"�	� �����%� 	 	����������	 
�������� !��������� ����!�� 
�� ���
��	� ����	 ��
���	 
���������	�. $�� ����� �	��	���	� �������� �
��� ������	�-
��, �� � ����	������ ����� ��
���	 ���������	�. 

9.4. �
"����� �$�������%�� 
��	
�- � ����������� 	��%����� 

C�����	����� ��
�� ������� ���	����� �	���� ����	���, 
��� ����	��, � 	����������	� ��
�� ��
����� ������� �	���� 	 
���������������� ���%����, ���	���
�"	� � ��. $�� ������, ���-
���	����	 	 �%��	 �
��������	 ��� �������, ��� 	 ��������� ��
-
�� �	���� 	������!#��� ���
� �	�	������ ��
�	�����	� – ����-
�	�������� 	���
����	�. &�	 ���� ������� ��
��	 ����!��#� ��� 
��
��	 	
��	�	��%		 ������� ��D���� (���	���	� !�������� 	�	 
���������������� ���%����), � ���� ��� ��
��	 ��������	 ��!��-
����� �������� �����	���� 	 �������� ���������!#"	� ��	�	���� 
�������	��	� � ���%�� 	������	�. 
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"���� �������, ��$ �$�
������'��+ ��
�����	� ���'�$��� ����$�-
%�
�� �%� �'�
���
�� 
�����	�
� ���������� $%� �	��
��%�

��� ��$� 
���%���+ ��$�%�. !��'�$��� �$�
������'�� �	
������	� 
� 	��'��%1-

� ��	���%�

� ��	������
��� � ��%�� ���
� ���������	��� ����%1��-
��� 	 ����%���
��� ��%���
�+ ������ ��$���� � �
�%��� ������
�	��+. 

J� �	
��� �
�%��� �
�����	%�

� ����� �� �$�
������'�� ���-
'�		�� 
�	��'��
��
��� ���%�- � ��		�����
�	� � �������4;�� 	��$�� 
� ��
������� �.A. >��*�
�, �.#. C�
��
��, �._. ����
� � $�. (2006 �.) 
�% ���$%���
 �%������, �%��-	���� �������� ���$	���%�
� 
� ��	. 9.5. 
�%� �		%�$���� ������-������	��� ���'�		�� ����	����	� �$�
��-
��'������� ������%1
�� ����������	��� ��$�%1 (AA) � ��$� 

 
 �hA w u f"� , 
�$� ,w u  – 
������� 	������
�	�� ����$�%���� ��%���
 �� ��	%� ���-
%�������	��� ���������	���, 
���%1
��� ��	���$�%�
�� ����������, 
����������	��� ���������	���, ���������	���, ���$�;�� � ���
��
� 
�	%����, $�	�����������

��� ����������
��� ��%� � �. $.; 

hA  – ���
�	�
+ ��������; 
f"  – �	��$
� ��	������
��%1
� $�

�, ��$�

� 	 ����	�
�+ 

�����*
�	�14 "  (
�������, �
���
�� ������

�+ 	�	���
�� ���'�		� � 

������� ������ ��%�	�� ����
�
�� ���	���
	���

� ������

�). 

C���� �����$��	� �%�
�����
�� ��	������
�� � ���%
���	� 
���� 
	���� 	��'��%1
� %��������
� �%� 
����
� ��	������
���. �	�;�-
	��%���	� ������
�� ����������	��� ��������� ��%���

� � ��$� ��	-
������
��� ����%1����� � �����$��	� 	���
�
�� ��*�
�� �����+ ��$��� 
	 ��%���
�+ f" . b	%� �� ���
�	�1 �� 
���� ����*��� 
�����$ ��$�

�4 
��%���
�> , �����$��	� ��*�
�� �����
�+ ��$��� 	 ����;14 ��
�� ��	-
	�����

� 	������	���4;�� �%�������� � ����$�%���	� 
���� ����%�-
��
�� � �	���� ����������. !��'�		 ��	���� ���������	� $� ��� ���, 
���� ��� ���
�	�1 
� 	��
�� ���
�+ �%� ��
1*�+ > . !�	%� ����� �����-
$��	� �������� �$�����
�	�� ��$�%� ���%1
� ������	��� ���'�		�� � 
��		����������+ 	�	����. =����
1 �$�����
�	�� ����������	��+ ��$�%� 
����$�%���, � ��
��
�� 	����, $�	�����
�	�1 � ���
�	�1 ��$�%�����
��. 

b	%� ���� �$�����
�	��, ����$�%����� ��� 
 
 � sup inf

o
h Fu Uf F

A A u f
"

" "
HH

J � � , 

�$� oF FK  – 
�������� �
���	��� ������
� 	�	���
�+ �		%�$������ 
���'�		�, ������ $�%�
 ��1 ���	�
 $�

�+ ����������	��+ ��$�%14, 
��%1*� ���$�%1
� $���	����+ �����*
�	�� ��$�%�����
��, �� �����$��	� 
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���� 	���� ��	������
��� � �������$��	� ������������
�� �$�
����'�-
�����+ ����������	��+ ��$�%� � �%�������� ��*�
�� �����
�+ ��$���. 

� 	%���� ���$� ���� �$�����
�	�� 
� ����*��� ���$�%1
� $���	-
����4 �����*
�	�1, ���'�		 �$�
������'�� 	������	� ����
��

�. 
J�����$��� �������1, ��� ���� �%�������� �����������	��+ �$�
��-
����'�� $�%��
 ��1 ����� 	����
 	� 	��������+ ����������	��+ ��$�-
%�, ������� ����	�� �� �	���

�	��+ ��
����
��� �		%�$������ ������-
	���� ���'�		�. 

 

���. 9.5. ���-�$��� �������������: '8 – #���������������� ������; 
�� – �������������� �����; *7 – ������ ������; |7 – ������� ������ 
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10. ������� !�$��� �	���� �#��!�
�� 

"���
�� ���� 	� ����*�

�� � 
�� ����$�� �%� ��$���� ��	��'�-
�� ��
$�
	�����

�+ ��� (������%���) *����� ��	���	���
�
 � �����-
$�, � ����� ����4� ���
�4 ��%1 �� �
���� ����	%�� 	������

�+ ���
��� � 
���
�%����. ����
�� �
�������� � �������%����, ������	����	��� ���
��� 
� ������	��� ���
�%����, $������%�	����
�� � ���%���� – ��� $�%��� 
� 
��%
+ ������
1 ��%�	��+ ��������	���� �	��%1����
�� ����
�� $�
����� 
$������
� 	��$. �$
��� �� ���
�+*�� ���������	��� ������%1
� 	�	-
��� ��%�4�	� �� $�	���	
�	�1 (��	���$�%�
�� ��	��' �� ��������) � ��
-
'�
���'��, ������ ����$�%�4�	�, ��� �����%�, ��%1�� ��	������
��%1
� 
�����. J����%�� ���	������
�� ���$	���%�4�	� ��	��
����
� ������-
	��� ����$ ������
�� ���� ���������	���. #� �	
��
�� ������;�	��� 
����$ ����$��� ������ � �
�%��� ���� (��
$���� ����$���) 	�	���� � ��-
	��	���� �����;�
�� �		%�$����+ 	��$. ����
�	���� �	�������������-

� $������
� ������� � ��%1*�
	��� 	%����� ������
� ��%1�� 	 �	��%1-
����
��� ��	��
����
� ����$��, ��	��%1�� ���$��� � ����� ��
$ ��$�� 
�����*��1	� ��$ ���$�+	����� �	���� ����������. 

10.1. ������ 	�&��& �	���� �#��!�
�� 
A���$ %����
�+ $���
�	���� $������
� ������� �	
���
 
� 

��������	��� �	��%1����
�� ����
����
�	��+ ������$�+	���� ������-
	���� ��%���
�� 	 ��%�� ��	��'���. �	
�� ������ ������%�+ ��$���-

� ��%���
 � ��
�������� �.=. Q����
�, �.b. C����, �. ��+���
$��
� 
� $����� �������. &�		������ %�*1 �	
��
� ��
���� � ����$�%�
��, 

�����$��� ��� �
�%��� ��
����
� ����$�� ������
��. 

0����	��
 	����)� 
!�� ������$�+	���� ��	��' 	 ��%�� ��$�4;��� 
� 
�� �%�����-

���
��
��� ��%���
�� ����%���	� ��%� ��%���
��, ��		��

�� � �
� 

�����%�
���, ��� ��%� ��$�4;��� ��%���
��. !�� ���� ����� ��$�4-
;��� ��%���
�� �	%��%���	� �� 	��� ��		��
�� � ���%�;�
�� ��%���
�� 
��	��'�+. �%� ��%���	���

��� ���	�
�� ���� �������� ���$��	� 	%�-
$�4;�� ���������	����. 
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� @����� ��������
�	�� �	%��%�
�� Q , ��		��
�� pQ , ���%�;�
�� 

�Q  – $�%� �����*��� �
���1 ��
���� ��	��' ������ ��%���
��, 
	������	���

�, ���$�;�� �� ������� �����, ��		��

�� ��	��'�+ 
�� �	�� 
�����%�
���, ���%�;�

�� ��	��'�+. @����� ��������-

�	�� ��%�4�	� ���������
�� ��%���
��� � 	����
 ���$� 	���+ 
	���
�*�
��� 
 p �Q Q Q� � . 

� !�%
�� 	���
�� �%� ������'��
� �	%��%�
�� 3 , ��		��
�� p3 , 
���%�;�
�� n3  – ��
�*�
�� ������ ��%���
��, 	������	���

�, 
��������� ��	��'�+ �� ��$�4;��� 
� 
�� �����, ��		��

��� �� 
�	�� 
�����%�
���, ���%�;�

��� ��	��'�+, � �%��
�	�� ������ ��-
%���
�� � ��$�4;�� 
� ��	��'� �����. <�� ������'��
� ���4� 
������
�	�1 �%�;�$�; $%� 	������	��� ��	��' $�������� D 

 
2

4
D Q,

3 � ;   
2

4p p
D Q,

3 � ;   
2

4n n
D Q,

3 � . 

� #
$������	� ��		��
�� 
 �J C  – ��
�*�
�� ������ ��%���
��, ��	-
	��

��� ��	��'�+ � �$�
��
�� ��%�	
�� ��%� � $�

�� 
�����%�
�� C , 
� ��%
��� ������ ��		��

��� ��	��'�+ ��%���
��. #
$������	� ��	-
	��
�� ��%���	� ���������
�+ ��
�'��+ �&�� ��������� C  � ���������-
���� ���	���
	���

�� ��	���$�%�
�� ��		��

��� ��	��'�+ 	����. #
-
�����% �� 
�� �� �	��� ���	���
	��� ����
 �$�
�'�. ���% ��		��
�� C  
����$�%���	� 
�����%�
��� ��$�4;�� ��%
, �����+ ��		��
�� (��		��-

��4;�+ ��	��'�+) � 
�����%�
��� 
� 
�����
�� ��%���
�� (��	. 10.1). 

� ������ ������%�+ ������
�, 
��� $%� �$
���$
� 	������	��� 
��	��' ��%���	���

� ���������-
	���� 	������		��
�� ��%
�	�14 ��-
��$�%�4�	� $���� ����������� – 
����%��	
� ��������%�� ���%��%�-

�� �������%� ��	��' m n i� � ��  
(n – ��������%1 ���%��%�
��; �  –
 ��������%1 ���%�;�
��) � ������-
���
� ��������� ��������� (��-
������� ��): 

D,
� �

�
, 

�$� � – $%�
� ��%
 ��$�4;��� 
� ��	��'� ��%���
��. 

 
���. 10.1. |���������� �&��  

��������� C: 
1 – ������� ��������� (�����); 

2 – ��������!0�� �������; 
3 – �������� ��������� 
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b	%� ������ ��	��' �
��� ��
1*� $%�
 ��%
 ��%���
�� (� < 
0,2 �%� 0,06D ! � ), �� ���������	���� 	������		��
�� ����$�%�4�	� 
���	��� ����	���	���� (����%���
�� &�%��): 

 


 � 
 �


 � 
 � 
 �


 � 
 �

2 22 2

22 22 2 2 2

4
22 22 2

24 ,
2 2

2 6
8 ,
3

2 2

.

p

� p

nQ
n n

n n n
Q

n n

Q Q Q

� .� /
� � � /

/
/� � � � � � /� � /� �� � � � 0

�  /� � �� � /� � /
� � /

/
/1

æ

æ æ

æ æ æ

æ æ
 (10.1) 

#
��
	��
�	�1 ��%���
��, ��		��

��� ��$ �������%1
� ��%�� C, 
����$�%���	� 	���
�*�
��� 

 
 �
23 2

2
2 2

10,5 1 cos
2 1 o

D mJ I
L m

& ', �
� � � C( )( )� �* +

, 

�$� L  – ��		���
�� �� ��	��' $� �����
��� ��%���
��; 
oI  – �
��
	��
�	�1 ��$�4;��� 
� ��	��'� ��%���
��. 

�%� 	%���� ��%� ��	��' ��������-

� 	�%1
�� ����	���	�1 �
��
	��
�	�� 
��		��

��� 	���� �� ������� ��	��' 


 �6~ D  � �� $%�
 ��%
 ��$�4;��� 
� 

��	��'� ��%���
�� 
 �4~ �� . #
$������-

	� ��		��
�� 	��������
� (��	. 10.2), �� 
�	�1 ����� ��%���
��, ��		��

+ � 
�-
����%�
�� ��	���	���
�
�� ��%���
�� 

oI , ����
 ������ ��%���
��, ��		��

��� 
� �����
�� 
�����%�
��. 

�����+ ���$�%1
+ 	%���+, ���$� ������ ��	��' �
��� ��%1*� 
$%�
 ��%
 ( 30� 2  �%� 10D 2 � ), �������������	� ���, ��� ������ 
��������
�	�� ��		��
�� ��������	�� ��	���
�
 ( const 2pQ � � ), �� 
�	�1 ��		��
�� 
� ����	�� �� $%�
 ��%
 ��
$���4;��� ��%���
�� � 
������	��� ��
	��
� �������%� ��	��'.  

���. 10.2. 4���������� ���-
������ ��� ����$ ������: 

1 – ������� ��������� (�����);
2 – ��������!0�� �������; 
3 – ����������� ��������� 
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"��
�� �
�%�����	��� ��*�
�� ����%�� ����$�%�
�� �������� 
��������
�	�� � �
$������	 ��		��
�� (� ��
�'�� ��������� $�����-
'�� � � ����%��	
��� ��������%� ���%��%�
�� m) $%� �������%1
� �
�-
��
�+ ��������� $�����'�� �%� ��%���
� 
���'��� ���
� A� 
(1908 �.) � ����%1���� �����
�
�� ������ �%��������
��
��� ��%� A��-
	��%%� � ��$��� ��		��
�� 	���� �$
���$
�+ 	������	��+ ��	��'�+, 
� 
������4 � ����$�%�

�� 
�����%�
�� ��$��� �%�	��� ��%
�. ����$�
�� 
��*�
�� $� ��	%�

� �
���
�+ ������
� ��%1�� 	 ����;14 <�A. 

+�������
����� ��
�� 
&�		������ ��
�$�	���	
�4 	��$�, �� �	�1 ������%1
�4 	�	����, 

	�	���;�4 �� ��	��' �$�
������� �������. !�� ������$�
�� ������-
	���� ��%���
�� 	 $%�
�+ ��%
 �  ����� 	%�+ ������%1
� ��	��' ��%-
;�
�+ l, 	�	���;�+ �� ���
����
� ��	���$�%�

� ��
�$�	���	
� 
��	��' $�������� D  	� 	���
�+ ��
'�
���'��+ nC  (��%���	��� ��	��' 
� �$�
�'� ��^���), ����	��$�� ��� �	%��%�
�� �� 	��� ��		��
�� � ��-
�%�;�
�� ��	��'���. ��%���	���

�+ ���������	����+ �	%��%�
�� ��-
%���	� 	������%1
+ ������'��
� �����	��
�� T� , ���
+ ��
�*�
�4 
������ ��%���
��, ���*�$*��� 	����1 	%�+, � ����*��� 
� 
��� ������ 
��%���
��. ��%���
� T�  ����$�%���	� ����� ��&���: 

 
 � 
 �exp exp
o

IT K l
I
�

� � �� � �: � � � , (10.2) 

�$� �:  – 	������%1
�� ������	��� �%��
�	�1 	%��; K�  – 	������%1
+ 
��������%1 �	%��%�
��, �����+ ������������� �	%��%�
�� 	���� �$�-

��
� ��^���� 	��$, 	�$����;�� 
�����	��� ��		����4;�� ��	��-
'. �����
�� $%� K�  ����	����	� � ��$� 

 
 �
2

,
4n n
DK C C Q m�

,
� 3 � � � . 

X��������	���� ��%���
��, ��		��

��� �%� �	%��%�

��� ��
�-
$�	���	
�+ 	��$�+ (��� ����� �%��
�� �
�������
��� ��		��
��), ����� 
��1 ����$�%�
 ���	�� 	��������
��� ����%1����� �$�
��
� 
������$�+	���+ 	 ���$�+ ��	��'�+. 

��������
����� ��
�� 
!�� ��		�����
�� ��%�$�	���	
� 	��$, 	�	���;�� �� ��	��' ���-


� ��������, ��$�� ���$��%����1, ��� ��	��' 	������	���, ��		��
�� 
	���� 
� ���$�+ �� 
�� ����	��$�� 
�����	��� �� $�����, � 	%�+ ��	-
	����4;�+ 	��$ $�	�����
� ��
��+, ��� ��� ��		��
�� ������� � ��%�� 
����$��� ���
� 
� �������1. !�������%1 �	%��%�
�� $%� ��%�$�	-
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���	
�+ 	��$ 	 $������
'��%1
�+ ��
�'��+ ��	���$�%�
�� ��	��' �� 
�������� 
 �f D  ����
 

 
 � 
 �2

0

,
4

nCK Q m D f D dD
�

�
,

� �� . 

C���
�� nC  ����� ��		���4 ��
'�
���'�4 mC  (	�����
�� ��		� 
��	��' � �$�
�'� ��^���) 

 
 �3

06
k

m nC C D f D dD
�,�

� � , 

�����
�� $%� ��������%� �	%��%�
�� ���
� ���$	�����1 � ��$� 

 

 � 
 �


 �

2

0

3

0

,
3
2

m

k

Q m D f D dD
CK

D f D dD

�

� �

�

�
�

�

�
, 

�$� k�  – �%��
�	�1 �������%� ��	��'. 
!� �
�%���� 	 �$�
��
�+ ��	��'�+ ���
� ���	�� ��
���� �	��$-


�

��� ������� ��������
�	�� �	%��%�
�� $%� ��%�$�	���	
�+ 	��$: 

 

 � 
 �


 �

2

0

2

0

,Q m D f D dD

Q

D f D dD

�

�

�

�
�

�
. (10.3) 

�
�%����
� ���$��	� ��
���� �	��$
�

� �������� ��������
�-
	�� ��		��
�� � ���%�;�
��. �����
�� $%� 	������%1
�+ ������	��+ 
�%��
�	�� ��%�$�	���	
�+ 	��$ ��� ���� ���
� ���$	�����1 � 	%�-
$�4;�� ��$�: 

 
32

3
2

m

k

C l Q
D�

� �
: � �

� �
, (10.4) 

�$� 32D  – 	��$
�+ ��^��
�-������
�	�
+ $������ ��	��', ����$�%��-
�+ �� �����%� 

 

 �


 �

3

0
32

2

0

D f D dD
D

D f D dD

�

��
�

�
.  (10.5) 
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���
�4 ��%1 � ���	�
�� ������	��� ���������	��� ��%�$�	���	-

�+ 	��$ ����� �	��$
�

+ �������� $�����'�� 

 32
32

D,
� �

�
, 

�����+ ������ ��%1, �
�%����
�4 ��������� $�����'�� � � 	%���� 
��
�$�	���	
�+ 	��$. 

10.2. $��	����� �������������� �#��!�
(�� �����% 
=�$����
�� ��	��' ���%��
� �������� � ��%�$�	���	
�+ 	�	���� 

��%
�	�14 ����$�%���	� ��$�
��� �� $������
'��%1
�+ ��
�'�� ��	-
���$�%�
�� �� ��������� x, �����������4;��� ������ �
$���$��%1
�+ 
��	��' (��$��	, $������, ��		�, ��^�� ��	��' � �. $.). <�� ��
�'�� 
����� 	�	% �%��
�	�� ��	���$�%�
�� ������
�	��, �� �	�1 
��������-

� 
� �$�
�'�: 

 
 �
0

1f x dx
�

�� . (10.6) 

!�� ���� 
 � 
 �df x f x dx�  – $�%� ��%���	��� ��	��', ������ ����-
�� %���� � $������
� 
 �,x x dx� . 

J���$� 	 ��
�'��+ ��	���$�%�
�� $%� ���	�
�� $�	���	
� 	��$ 
*����� �	��%1��4�	� �	��$
�

� ���������	����, ����$�%���� 	%�-
$�4;�+ �����%�+: 

 

 �


 �

1

0

0

m n
m

mn
n

x f x dx
x

x f x dx

� �

�

� 
� �
� �� � �
� �
� �� �

�

�
, (10.7) 

�$� m, n – '�%� ��	%�, ��
���4;�� ����$�� ����
�� ��
�'�� ��	���-
$�%�
��. 

J����%�� ��	���	���
�

�� �� 
�� ��%�4�	� 	%�$�4;�� ������: 
10x  – 	��$
�����������	��+ (	��$
�	���
+); 
20x  – 	��$
����$������	��+; 
30x  – 	��$
���^��
+; 
32x  – 	��$
�+ ��^��
�-������
�	�
+; 
43x  – 	��$
���		��+. 
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�
�%�� �
�����	%�

� %��������
� $�

� �� ���
�%��������-
	���� 	�	���� ���%��
� ������%1
� 	�	��� ������%, ��� �	� 	�	��� 
(� ��� ��	%� � 
�
�����*�� ����%%��) 	 �
���$�%1
�+ (�$
����*�
-

�+) ��
�'��+ ��	���$�%�
�� ����� ��1 ���	�
 	 ����;14 %��� 
����;�

��� �����-��	���$�%�
�� (�>&), %��� %����������	�� 
��-
��%1
��� ��	���$�%�
�� (EJ&). 

@����%� $%� ����;�

��� �����-��	���$�%�
�� ����	����	� � ��$� 

 
 � 
 �expf x ax bx� 5� � � , (10.8) 

�$� 0a 2  – 
������4;�+ �
�����%1; , , b� 5  – �������� ��	���$�%�
�� 
( 1� 2 � , 0b 2 , 
 � 
 �sgn sgn� � 5 ). 

J������4;�+ �
�����%1 $%� ����;�

��� �����–��	���$�%�
��, 
����$�%���+ �� �	%���� 
��������� (10.6), ����� ��$ 

 

1

1
b

��
55 �

� �
& '

G � �( )5* +

. 

C$�	1 G – �����-��
�'��. !�� 15 �  ����;�

�� �����-��	���$�%�
�� 
������$�� � >& – �����-��	���$�%�
�� ( 0� 2 ): 

 
 � 
 �expf x ax bx�� � , 

������4;�+ �
�����%1 $%� �������� 

 

 �

1

1
ba

��
�

G � �
. 

E����������	�� 
����%1
�� ��	���$�%�
�� ����� ��$ 

 
 � 
 �

 �

2

2

ln ln1 exp
2 ln 2 ln

p

p p

x x
f x

x

� �� �� �
� �� , � � �� �

, 

�$� ln px  – ����������	��� ���$�
�� %�������� �������� ��	��'; 


 �2
ln p�  – 	��$
����$������	��� ���%�
�
�� %�������� ��������. 
�����
�� $%� %����������	�� 
����%1
��� ��	���$�%�
�� �$��-


� ����	��1 � �������
�� ��$�: 

 
 � 
 �2exp lnaf x b x
x

� � � 5� �� �
, (10.9) 

�$� �������� �, 5, b 	����
 	 ����������� px , p�  	%�$�4;��� 	���-

�*�
����: 
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 1
2 ln p

a �
�

,   

 �2

1

2 ln p

b �
�

,   1

px
5 � . 

>������ 
 �f x  $%� ����;�

��� �����-��	���$�%�
�� � %������-
����	�� 
����%1
��� ��	���$�%�
�� ��� 	������	���4;�� ����� ���-
$�;�� � 
�� ���������� ���4� �%����+ ��$. � ����	��� ������� 
� ��	. 
10.3 �����$�
 ��
�'�� ��	���$�%�
�� $%� ����*�� �%4��
�� ����� 
�=�-4, ��������������� ������ �����$�
� 
� ��	. 10.4. 

�$
�+ �� ���������	��� $�	���	
�	�� ����*�� ��%���	� ��� �$�%1-

�� ������
�	�1 ��S , ����$�%����� ��� ��
�*�
�� 	�����
�+ ������-

�	�� ��	��' � �� ��		�. �%� 	������	��� ��	��' ��%���
� ��S  ��		��-
�����	� �� �����%� 

 

 �


 �


 �


 �

2 2

0 0
3

3

0 0

6

6

��
k

k

D f D dD D f D dD
S

D f D dD D f D dD

� �

� �

,

� �
�,

�

� �

� �
. 

� 	������	���� 	 (10.5) ��� �����
�� ���
� ���$	�����1 � ��$� 

 
32

6
��

k
S

D
�

�
. 

"���� �������, $%� 	������	��� ��	��' �$�%1
�� ������
�	�1 �����
� 
������'��
�%1
� 	��$
��� ��^��
�-������
�	�
��� $������� ��	��'. 

10.3. ����$� �!�����& ���%�� ���	��$�
��& 
����$�%�
�� 	��+	�� ��;�	��� �� �	���

�	��� ��		��
�� ��%���-


�� ��%���	� �$
�+ �� ��
$���
��%1
� ����%�� ������. � ������ 
�%���
���
� ��	��' � ����
�+ ������, 
�������, ��$��� 	�	���� � 
��		��
��%�
�� ����
'��%� ��%� �� �	��������� ��%
��� ��
�'�+ 
� 
��	��
��
�	�� �%�, � �%�		���	��+ �����%������, �� ��$�

�+ ����	�-
��	�� ��������
��� 	���
�� �� ��%� ��		��
��. 

�� �	�� 	%����� ��		��
�� ����
��, �-��	��' � �. $. � ����� $�%� 
	 ����" � �����" ������". � �����+ ��$��� ��$�
 ��
$���4;�+ 
����� � 	��+	��� ��;�	���; ��� ���� 
�����$��� �		%�$����1 �	���

�-
	�� ��		��
��. � �����
�+ ��$��� (��$��� ��
$�����
��) ����	�
�� 
	����4�	� ���������	���� ����� $� � ��	%� ��		��
��. J�����$��� ��-
��$�%��1 	��+	��� �%���
�� ��^��� ��;�	���, 
� ������� ����	��$�%� 
��		��
��. X��� ��� ��$��� ���$	���%�4� �� 	��� $�� ���
� ��$��$� � 
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�$
��� � ���� �� ��%�
�4, ����$ ��*�
�� �� 	�;�	���

� ���%��
. 
��%�� ����, �	%� $%� �����+ ��$��� ��*�
�� �	��$� 	�;�	�����, �� $%� 
�����
�+ ��$��� ��� $�%��� 
� ���, ��� 	����
� 	 
��������
�	�14 ��$�-
��. �%� ��*�
�� �����
�+ ��$��� 
�����$��� 
�%����1 $���%
���%1-

� �	%���� (	����1 ��	��
���� ��$���), �	�%4��4;�� ������	�� ��-
	��$
� (��
���
�) ��*�
��, �� �	�1 �����	�� ����%�����'�4 ��$���. 

���������� ����	� 
!��$��%����, ��� ������%1
� ��	��' ��%�4�	� �$
���$
�� 	��-

���� ��$��	� a. ��$�� ����� 	�����1, ��� �%���
� ��^��� ��%�����	� ��-
��%%�%1
� ������ ��
����������	���� 	���� � ��� � ��		��

�� ����� 
��	��	���4� �
�������
'�� � �
�������
�� ��		��
��. � ���� 	%���� ��-
$��� 	��$��	� � ����;�
�4 �
�����%1
��� ����
�
�� ������� ��$�: 

 
 � 
 � 
 �
0

,x F x a f a da
�

� � � . (10.10) 

C$�	1 
 �f a  – $������
'��%1
�� ��
�'�� ��	���$�%�
�� ��	��' �� 
���-�����; 
 �,F x a  – �$�� ����
�
��, ����	�
�� �� ������ ��		��
�� 	���� 

� ��$�%1
�+ ��	��'�; 
 �x�  – ��
�'��, ����$�%����� � 	��'��%1
� ��	���-
%�

�� ��	������
��. � ��	�
�	��, �	%� �$�� 
 �,F x a  – �
$������	� ��	-
	��
�� ��
�$�	���	
�+ 	�	��� ��	��', �� 
 �x�  ��%���	� ��%�$�	���	
�+ 
�
$������	�+ ��		��
��, ���	��4;�+ ��		��
�� ��$ ��%�� xC � . 

����;�
�� ����
�
�� (10.10) ����� ����
 ��� �%��������	��+ 
	�	����+ �����$�� � ���
'����%1
� ���$
�	���, 	��+	���

� �
��-
���%1
� ����
�
��� ������� ��$�. !�%���4;��	� �%��������	��� 	�	-
���� ��%���	� �%��� ���	%��%�

�+ – 
���%1*�� 
����
�	�� � 
 �x�  � 


 �,F x a  �����$�� � �����$
� �*����� � 
 �f a . @����%1
� �����%1-

�� ��*�
�� 	�$����� ����'���%1
� ���
�, ��� ������	�� ��		�	-
%�

�. !����
� ���� ���$
�	��+ 	����
� 	 
��������
�	�14 ��$���. 

� ������� �.=. Q����
� ������
�, ��� 	�;�	����� ��� 	%����, � 
������ �$���	� ��%����1 �
�%�����	��4 �����%� $%� �$�� 
 �,F x a . 
<�� 	%���� �
$������	 ��		��
�� ��$ ��%�� ��%���, ������'��
�� 
��		��
�� $%� «������» ��	��' � ��%
�+ �
$������	 $%� «������» 
��	��'. �%� ���� 	%����� �$�� 
 �,F x a  ��$�� ����	��1 ��%1�� �� �����-
��$�
�� ������
��� � ����
�
�� (10.10) �$���	� ���
� ����
��1. !�� 
���� �	����� ��
�'�� 
 �f a  ��
� �������	� ����� �
�����% �� 
 �x�  � 

�������� 
�	%��
�� �$�� � ���$�� 	%���� 	���. 



 179

!�%���

� �.=. Q����
� ���
� ��*�
�� �$��
 $%� ������-
�� ���%��
� ����$�� ����%�����'��, �����%�4� ����$�%��1 
�����$�-
�� �������
�� � �����*
�	��� ������
�+, � $������
� � ��	%� ����-
����%1
� �����. ����� ����, ��� ��	�
� 	%���� 	��� �� 	��� ���
 � 
*����� �����
�4�	� � �������� ������
�+ $�	���	
�	�� ���%��
� 
������%1
� 	�	���. &�		������ ��%�� ��$���
� ��� ����$ – ����$ 
��%� ��%�� (AA�), ����$ 	������%1
�+ �������
�	�� (A=!) � ����$ 
��%
�+ �
$������	 (A!#). 

+
��� ����� ����� 
<��� ����$ �	
���
 
� �		%�$���
�� ����%� ������ 
�����%�
�� 
� 

�	���
�� ��
$���4;��� ��%���
��. !�� ���%���
�� ������� ��	��' �
-
$������	� ��		��
�� 
 �,J C �  $����������	�: $�%� ��%���
��, ��		��

�-
�� �����$, ��	��� (������ A�) � � 	%���� ����
� ��	��' (� 2 L) 	��
�-
���	� 	�%1
� ���
���+ �����$ (� ��%�	�� ��%� ��%�� ��		��
�� C). 

��� �������4� ��	���, ��	��'� ���
� 	�����1 ����
�+ ��� �
�-
��
�� 30� 2 . J�������, ��� $%�
� ��%
 ��%���
�� � = 0.6328 ��� 
(��%���
�� ��%�+-
��
����� %�����) ����
�� ���
� 	�����1 ��	��' 
$��������  2 6 ���D a� 2 . ��%1*�
	��� ��	�%���%�+ ��$��	�� ('�
-
������
�, ���	����	��� � �
��������	��� ���	�
��) 	�$����� ����-

� (�� ������	��� 	��+	����) ��	��', � $%� �		%�$���
�� ���������-
	��� ��	�%���%�+ ���
� �	��*
� �����
��1 ����$ ��%� ��%��. 

#
��
	��
�	�1 ��%���
�� 
 �J C , ��		��

��� ����
�+ ��	��'�+ ��$ 
��%�� ��%���  (C 4 L�, ����� ��1 ���$	���%�
� � ��$� 


 � 
 �2
12

0 2
Y

J I a
� � C

C � �
C

,        (10.11) 

�$� 0I  – �
��
	��
�	�1 ��$�4;�-
�� 
� ��	��'� ��$��	�� a ��%���-

��; 


 �1Y x  – ��
�'�� ��		�%� ���-
���� ��$� ������� ����$��; 

2 a� � , �  – �������� $�����-
'��. 
� �����%� (10.11) ��������-

	� ��%1�� $�����'��

�� ��		��-

��, ��� ��� ��� �
��
	��
�	�1 � 
��%�	�� ��%� ��%�� 
��
��� ���-
��	��$�� �
��
	��
�	�1 ��		��
�� 

 

���. 10.3. ������������� ������������
��������& ����� ��� ����������" 

������� ������$ ������ 
�� ������ �&���� 
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�	%�$	���� ���%��%�
��. &�	���$�%�
�� �
��
	��
�	�� ��		��

��� 
	���� $%� ����
� ��	��' 
 �1� 22  ��$ ��%�� ��%��� 
 �1C !! , ��		��-
��

�� �� �����%� (10.11), ���$	���%�
� 
� ��	. 10.3. 

#
��
	��
�	�1 ��%���
��, ��		��

��� ��%�$�	���	
�+ 	�	����+ 
��	��', ����$�%���	� �����%�+ 

 
 � 
 � 
 �2 20
12

0

I
J f a a Y da

�

C � � � � � C
C � . (10.12) 

�����
�� (10.12) ���$	���%��� ��	�
+ 	%���+ ��;�+ �����% 
(10.10). ����;�
�� ����
�
�� (10.12) �����%��� ����$�%��1 ��
�'�4 
��	���$�%�
�� ��	��' �� ��������: 

 
 � 
 � 
 �2
0

2f P d
�

� � � � � C � C C
� � , (10.13) 

�$� 
 � 
 � 
 �1 2P x xY x Y x� ; 
 �2Y x  – ��
�'�� J�+��
�, � ��
�'�� 
 �� C  
����� ��$ 

 
 � 
 � 3
3

0

2 Jd
d I

� C,& '� C � , C� �( ) C�* + � �
. (10.14) 

"���� �������, ����$�%�� ��	������
��%1
� �
$������	� ��		��
�� 

 �J C  � ��		����� �� �����%� (10.14) ��
�'�4 
 �� C , $�%�� 	 ����;14 

(10.13) ���
� 
�+�� ��
�'�4 ��	���$�%�
�� ��	��' �� �������� 
 �f �  
(�%� 
 �f a  $%� ��$�

�+ $%�
 ��%
 � ��
$���4;��� ��%���
��). 

"��
���	��� ���%���'�� ����$� ��%� ��%�� ������
� 	 �	��%1��-
��
��� ���%��
� ������	��� 	���. �$�
 �� �����
��� 	��� ������-

�� ��%���%����� ��		��
�� �����$�
 
� ��	. 10.4. #�����
�� �
��
-
	��
�	�� ��		��

��� ��%���
�� �����$��	� � ����%1
�+ �%�	��	�� 8 
�����
�+ %�
� 7 (�� ���$�%��� ����%1
��� ���
�, � ������� 	����
 
�����+ �����). ��%%������, 	�	���;�+ �� �%���
��� 1–6, 	��$��� ��-
��%%�%1
+ ��
����������	��+ ����� ��%���
��. !�� �	��%1����
�� � 
����	��� �	���
��� ��
$���4;��� ��%���
�� ��> (%�����), 	���� ��%-
%������� 	�;�	���

� ����;���	�. 

#�������� ��	��' ��	��%���
 � ��������%1
�� ��^��� 9. #�-
%���
��, ��		��

�� ��$ $�

� ��%�� C, �����$�� � ����%1
�4 �%�	-
��	�1 8 
� ��$�

�� ��		���
�� �� �� '�
���. &���	���'�� �
��
	��
�-
	�� ��		��

��� ��%���
�� 
 �J C  �������$��	� ���������
���� 10 (��-
��$��$, ������
�����%1), �����+ ������;���	� � ����%1
�+ 
�%�	��	�� 8 �� ��$��	�, �� '�
��� � ���������. 
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���. 10.4. |��������� �$��� ��������� ����&��& ���������: 
1 – ������" �������; 2 – ���������� �����; 

3 –���������������" ����������; 4 – ������� ������&��; 
5 – ������������ �����; 6 – ��$���� ������&��; 

7 – �������� �����; 8 – �������� ������� ������" �����; 
9 – ������������" �}��; 10 – ���������� 

 
�������
 ��%�� ������
�� ��� ���%���'�� $�

��� ����$� 

min maxC ! C ! C  ����$�%���	� 	%�$�4;�� �������. ��%���
� maxC  ���-


� ���
�����	� ���
�+ 
 �max 5 6C 4 # � , ��	��%1�� ��� 6C 2 �  ����%1
�� 
��	�1 ��		��
�� ����� ���
1*���	�. ��%���
� min 10 C 4  ����$�%���	� 
��������� ����%1
��� ���
�, � ������� 	����
� ������ ��%���
��. 

!��$�% �����
���	�� ����$� ��%� ��%�� �� �������� ��	��' 
����
���
 	
��� �	%����� �������
�	�� 30� !  ($%� � = 0,6328 ���, 

�������, min 3 ���a 4 ). !�� ���
1*�
�� $%�
 ��%
 ��
$���4;��� 
��%���
�� 
��
�+ ���$�% �� ������� ��	��' ���
� 	
����1 � 	������-
	���� 	 �����%�+ 

 min
30 4,8
2

a �
� 4 �

,
. 

=� 	����
 ��%1*�� �������� ����
���
�� ����$�%���	� ���
���-
	���� ������
�	���� ������-�%�����

��� �������. �%� ����
� ��	-
��' $����������

�� 	�	���%�4;�� �
$������	 ��		��
�� 
�����%�
� 
�����$ � ����� ��
�	� ( 1~ �C � ), � �� ���$
� ��$�%��1 �� ��
$���4;��� 
�����. J� �������� ���
� ���
���4� �
���
�� ����
��� ���$�%� ��-
����
�+ max 50 ���a 4 . 

� $�	���
	���� ����$� ��%� ��%�� ��
�	��	� ��� 	%���� ���	���-
��%1
�	�1 � ��������%4 ���%��%�
�� �������%� ��	��', � ����� 	���
�-
��%1
�� ���	���� 	��� ������-�%�����

��� ������� � ������
�	�1 
�����$�
�� $�
�����	��� ������
�+. #�����
�� ��%���%���+ �
$����-
��	 ���
� �	�;�	����1, 
�������, 	 ����;14 ����'��

�-
���	�����%1
� �����
���� ��%���
�� – $�		������� 	 ���
1 �	���� 
�����

� �����*�
���. 
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+
��� ��
�������� ������	����� 
A���$ 	������%1
�+ �������
�	�� �	
���
 
� ������
�� 	���-

���%1
��� ������'��
�� �����	��
�� T�  ������%1
�+ 	�	��� � 
���-
����� $������
� $%�
 ��%
 ��
$���4;��� ��%���
��. #	��$
� $%� 
����$� 	������%1
�+ �������
�	�� ��%���	� ����
�
��, �����4;�� 
����
 ������ (10.2) $%� ��%�$�	���	
�+ 	�	��� ��	��': 

 
 � 
 �

 � 
 � 
 �2

0 0

exp ,n
I

T C l Q m a f a da
I

�� �
� � � �, �� �

� � �� �
� . (10.15) 

!� ������

�+ ��	������
��%1
�+ ����	���	�� 
 �T �  ���
� �� 
(10.15) ��%����1 �����%� $%� ������'��
�� �	%��%�
��: 

 
 � 
 � 
 �2

0

,Q m a f a da
�

3 � � , �� . (10.16) 

����
�
�� (10.16) ��%���	� ��	�
� 	%����� �
�����%1
��� ����-

�
�� (10.10). !�� ����;�
�� ����
�
�� (10.16) ���
�� 	%�$�4;�� 
$���;�
��: 
� ��	��' 	������	���; 
� ��		��
�� �$
�����
� � 
�������
�
�; 
� ��	��' «������», �� �	�1 ��������%1 ���%��%�
�� ��;�	���

+ 

(æ=0) � �%���� � �$�
�'� ( 1n 4 ). 
� ������� ��
 $� X4%	�� � �.=.Q����
� ������
�, ��� � ������ 

$�

� $���;�
�+ ��%�
�� ��		��
�� ����	�� 
� �� n � � � ��$�%1
�-
	��, � �� ��%���
  

 
 �2 1 ay n a� , � � 5�
�

, 

�$� 
 �2 1n5 � , � ; 1�� � �  – ��%
���� ��	%�. 
�%� ������� ��������
�	�� �	%��%�
�� ��� ���� 	�����$%��� 

�����%�, ���$%���

�� ��
 $� X4%	���: 

 2
sin 2 1 cos22 1

2
y yQ

y y

& '�
� � �( )

* +
. (10.17) 

��%���
� 
 � 2Q y �  ��� y � �  	����*��� ������4;�� ��%���
�� 
������ �
���
�+ Q = 2. !�$	���%�� (10.17) � ����
�
�� (10.16), ��%���� 
�	
��
�� �
�����%1
�� ����
�
�� ����$� 	������%1
�+ �������
�	�� 

 
 � 
 �2
2

0

sin 2 1 cos 22 1
2

y y a f a da
y y

� � �
3 � � , � �� �

� �
� . (10.18) 
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!����
�� � ����
�
�4 (10.18), ����	�

��� � 	������	���4;�� 
���������
� ������

� (� ����	��� ��	*���� �������	� ��$�%1
+ 
��$��	 ����%1 0a , 	������	���4;�+ ���	����� ��
�'�� ��	���$�%�-

��), �����������
�� A�%%�
�, ���
� ��%����1 �����%� $%� ����$�%�-

�� 
 �f a . <�� �����%� 	�$����� �
�����% �� ������

�+ ����	���-
	�� 
 �3 �  � ���$� �� ������$��	�� 
� �����$��	�. 

A���$ 	������%1
�+ �������
�	�� �����
�� � ��%�	��, �$� ����-
	���	�1 ������� ��������
�	�� �	%��%�
�� �� � 
����%�� 	�%1
� �-
����
� (� ��%�	�� $� ������� ���	����� ��
�'�� Q). �	��+����� ��*�-

�� ������
�, �	%� �������
�	�1 (	������%1
+ ������'��
� �����	-
��
��) ����$�%�
� �� �	�� �
�����%� $%�
 ��%
 0 ! � ! � . "�� 
� ��
��, 
�	%� �������1 �	��������� ����$�
�� 
 �Q �  (
�������, ��� 0� �  
������$�+	���� ��%���
�� 	� 	��$�+ ���	����	� � ����%���
�� &�%��, 
� ��� � � �  ���	����	� ����%���
��� ����������	��+ ������), �� 
�������+ �
�����% � ���
� 	����1, ������$	����	1 	���
�*�
���� 

 min 0

max 0

0,5
3 .

a
a

� � 5 .
0� � 5 1

 

!�� ���� � �
�����%� min max� � � � �  $�	�����
� �������	�� ��-
��$�� 20–30 ������
�+ ������'��
�� �����	��
�� 
� ���
���	���;�� 
�
���
��� �. !����*
�	�1 ������
�� $�%�
� ��1 
� 
��� 1 %. 

"��
���	��� ���%���'�� ����$� 	������%1
�+ �������
�	�� 	����-

�, ��� �����%�, 	 �	��%1����
��� ���%��� �	���
���� ��
$���4;��� 
��%���
�� � 	�����
�� 	� 	��
���4;��� 	������%1
�� ���������. 
#	��%1����
�� ����	��������� �� $%�
� ��%
 %������ 
� ����
���-
	��� ���	���%�� �����%��� 	�;�	���

� ����	���1 	���� ������-
�%�����

��� ������� $%� $���
�	���� ������%�+ � ��	*����1 ��%�	�1 
��������	���� �	��%1����
�� ����$� 	������%1
�+ �������
�	��. 

+
��� ����� ����������� 
� ����$� ��%
�+ �
$������	 �	��%1����	� �� �� �	
��
�� ����
�
�� 

(10.12), ��� � � ����$� ��%� ��%��. !�%�$�	���	
�� �
$������	� 
 �J C  
��������	�, � ��%���� �� ����$� ��%� ��%��, � �����$� ��%1*�� $������
� 
��%�� ��		��
�� min maxC � C # C . ��

+ ����$ �����
�� � ������ ��� �� 
$���;�
�+, ��� � ����$ 	������%1
�+ �������
�	��, �� �	�%4��
��� ����, 
��� �	%���� ������	��+ «�����	��» ��	��' ����	����	� � ��$� 

 
 �1 1n� � ! . 
#
$������	� ��		��
�� $%� «�����+» ��	��' ����	����	� � ��$� 



 184

 
 � 
 � 
 � 2
0,J a I G q aC � < 5 , (10.19) 

�$�  

 
 �

 �

22 2
2

2 2
3 1 1 cos2

4 2 1 cos

n
n

� & '� � 5
< 5 � , � �( )( ), � � 5� �* +� �

; 

 
 �
2sin cosq q qG q

q
& '�

� ( )
* +

; 

 
 �2 sin 2q � � 5 . 
�	
��
�� ����
�
�� ����$� �
�%����
� ��;��� �
�����%1
��� 

����
�
�4 (10.10): 

 
 � 
 � 
 � 2

0

,J J f a a da
�

C � C �� . (10.20) 

!� �'�
��� �.=. Q����
�, � 	%���� �����-��	���$�%�
�� ��	��' 
�� �������� $�	�����
� ���� ��	������
��%1
� ����� ��� �����*
�-
	�� ������
�� 1 % $%� ��		��
��%�
�� 
 �f a . "������+ $������
 ��-
%�� ��		��
�� ��� ���� ����	�� �� ��$ ��	���$�%�
��. !�� 

0 0,1���a �  
�����$��� ��%����1 ��	������
��%1
�� �
���
�� �
$�-
�����	 � $������
� ��%�� 30 130C � # � , $%� 0 2,5 ���a �  – 1 5C � # �  ($%� 
$%�
 ��%
 ��
$���4;��� ��%���
�� 0,55 ���� � ). �%� ��%� ��	-
��' 
�����$��� �������1 �
$������	� � ��%1*�� $������
� ��%��. A�-

���%1
�� �
���
�� 0a  $%� max 180C � �  	�	���%��� 0,9 ��� 
( 0,55 ���� � ). �%� ���$����
�� � ��%�	�1 ��
1*�� �
���
�+ 0a  
���-
��$��� �������1 
� ��%�� �������� $%�
�� ��%
. !�� ������
��� ��	-
���$�%�
�+ ��	��' 	 ��%1*��� �
���
���� 0a  �
�����'�� � ��	���$�-
%�
�� %���� � ��%�	�� ��%� ��%�� ��		��
��, ��� ��%�� ����+, ��� 
��%1*� 0a . !�� ���� '�%�	������
� �	��%1����
�� ����$� ��%� ��%��. 

������� �
��� 
#	��%1����
�� ��		��
�� ��%���
�� � �����
�� 
�����%�
�� 

( 180C M � ) �$�%���	� � ��$�%1
�4 ������ ����$�� ���$� ������
�	�� 
��	����
�� 	��� $�	��
'��

�+ $���
�	���� ������%�. ��%1*�+ ��%�$ 
� �������� %�$��
� ����$�� �
�	%� ����� #
	������ ������ ����-
	��� =� &�J, �. "��	�. !��
'�� $�+	���� %�$��� ���%4����	� � 	%�-
$�4;��. �������+ ����%1	, $%���%1
�	�14 ~10–8 	, ����
�����%�

��� 
(� ��%�	
�� ��%� ~10–3 ��$) %����
��� ��%���
�� 
�����%���	� 
� �		%�-
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$���+ ��^���. !����
+ ��%�	���, ��	��%���

+ ��$�� 	 ��%�����-
%��, 	������� ��		��

�� � �����
�� 
�����%�
�� ��%���
�� 
� ���$� 
�����
��� ��%���
��. !� ���������	����� ��%���

��� 	��
�%� ����-
$�%���	� ��		���
�� R $� �		%�$������ ��^����. 

=���
�*�
�� ���$� ��		����4;��� ���������	������ ������%� � 
����	�������� 	��
�%�� 
 �P R  $���	� %�$��
� ����
�
���, ������� 
� ���$��%���
�� �$
�����
��� ��		��
�� � ��%�+ $%���%1
�	�� ��
$�-
��4;��� ����%1	� ����� ��$ 

 
 � 
 � 
 �2
2

EP R AT R R
R � ,� 5 , (10.21) 

�$� 
 � 
 �
0

exp
R

T R K x dx� �

� 
� �� �

� �� �
�  – �������
�	�1 �� %�
�� ��
$�����
��; 

Y – ���������
�� ��
	��
��; 
,5  – ������'��
� �����
��� ��		��
��, �����+ 	����
 	 ������'�-

�
��� �	%��%�
�� K�  	 ����;14 %�$��
��� ��
�*�
�� ,æ  	�-
��
�*�
��� K, , �5 = æ ; 

� – �
����� ��%���
�� ����%1	�. 
b	%� ���
�����1 ��%���%��
� ��		��
��� � ���%�;�
���, �� ��-

����'��
� ,5  � K�  � %�$��
�� ����
�
�� ��%
�	�14 ����$�%�4�	� 
���������	������ ������%�. X��������	���� 	��
�%� ����$�%�4�	� 
$���� 
�����	���� ��%���
���: T�  � ,5  �%� ,æ  � �����%�� K� , ��-
����� � ��;�� 	%���� ����
�
�� (10.21) 
� ����� ��1 ��*�
�. &�	-
	������ ��	�
� 	%����, ���$� ��*�
�� ������
�. 
1. b	%� ��
$������� 	��$� $�	�����
� �������
� (���
� ���
��1 


 � 1T R� 4 ), �� �� (10.21) 
���$��	� 
 �R,5 . 
2. �%� 	��$ 	 ��	���

�+ �����	��������+ �%�, � ��%�� ��;�� 	%�-

���, 	 ��	���

� %�$��
� ��
�*�
��� ����
�
�� �����*���	� 
��
�	���%1
� ,æ : 

 

 �


 �

2

0
2

2
1

R

P x x dx
E
A T R,

�

�
�

�
æ . 

!�� const, �æ  $�	�����
� �������1 �������
�	�1 � �$
�+ �����. � 
	%���� ������	�� �%��
� 	��$ �
���������
�� ���
� ��	�� $� kR  ��� 


 �2 1�T R� � , ���$� 
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 � 2

0

2 �RE P x x dx
A, � �æ , 

 
 � 
 �


 �

2

22
�R

R

P R R
K R

P x x dx
� �

�
. 

"���� �������, � ����%���
�� %�$��
��� ����
�
�� (10.21) ����-
$�%�
�� �����	������� ������%� ������
� ��%1�� 
� �	
��� �	��%1��-
��
�� ����	���	�� �� � ��%���
 ,æ , ������'��
��� �	%��%�
�� � ��-
����'��
��� �����
��� ��		��
��. b	��	���

�, ��� ��� ����$�%�
�� 
���������� �����	������� �� ��%���

� ����	���	��� 
 �,5 � , 


 �, �æ  �����$��	� ��*��1 �����
�4 ��$���, � �	� ��%���

� �*� 
���$
�	�� ��������
 � $%� %�$��
� ����$�� $���
�	����. 

10.4. ����$ �!�����& ���$�"� ��!���� � ��%����%�� �����% 
&�		�����

� � ��$���$. 10.3 �����
� ����$ ������ ������%�+, 

�����%�4;�� ����$�%��1 ��
�'�4 ��	���$�%�
�� ��	��' �� �������� 

 �f a , �	��*
� �	��%1��4�	� $%� $���
�	���� ����%� ��	�%� ���	�-


��, ������$��	�
� � ���%�

� �������, ����	���
� ������%�+ � 
$����� $������
� 	��$. !����
�
�� ���� ����$�� � �	%����� �	���-
����������
� $������
� ������� ����
���
� ��� �� ���	���%1
�+ 
����������� ������, ��� � �� ���$�%1
� �
���
��� ��
'�
���'�� ��	-
��' � �������� �		%�$������ ��^����. J����%�� ���	������
 � ���� 
�	%����� ����$, �	
���

� 
� ������
�� 	������%1
� ������'��
-
��� �����	��
�� $������
��� ������ $%� 
�	��%1��� ���	�����

� 
$%�
 ��%
 i�  ��
$���4;��� ��%���
��. <�� ����$ 
� �����%�4� 
�+�� 
��
�'�4 ��	���$�%�
�� ��	��' �� �������� ��� ������
�+ �
�����-
'�� � ��$� ��
�'��
�%1
�+ ����	���	�� 
 �f a , �$
��� $%� �'�
�� 
	��$
�� �������� ��	��' ��%�$�4� ��$�� ������;�	�� – ���	����+ ��-
�������
��� �����%�
�� � 4	�������, ��������
�	�14 ��%���
�� ��-
��%1�����, ���	
���

�	�14 �����
�
�� ������ A�, ����
� ������ � 
����%���
�� �$
�����
��� ��		��
��, � ����� ������
�	�14 $���
�-
	���� ������	�� �%��
� ��%���4;�� $������
� �������. &�		���-
��� ����$, �	
���

+ 
� ������
�� 	������%1
��� ������'��
�� 
�����	��
�� T�  $%� $��� ���	�����

� $%�
 ��%
 1�  � 2�  ��%���
�� 
��
$���4;��� %�����. 
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0���������
 �
���� 
�	
��
� ����
�
��� ����$� ��%���	� �����
�� $%� ������	��+ 

�%��
�	�� 	%�� ���
����
� ��	���$�%�

� ��%�$�	���	
� ��	��' 
(10.4), ����	�

�� �����
���%1
� � $��� $%�
�� ��%
: 

 
 �
,

, 32

1,51ln , 1, 2m i
i

i k

C lQ
i

T D�
�

& ' �
: � � �( )( ) �* +

. (10.22) 

�	��$
�

� ������ ��������
�	�� �	%��%�
�� Q , ���$�;�� � 
(10.22), ��%�4�	� ���
�+*��� ���������	������, ����$�%�4;��� ��-
����	��� 	��+	��� 	������
�	�� ��%�$�	���	
� ��	��'. ��	
�
�� 
����	���	�� Q  �� �����	������� 	��$ ���$	���%��� �
����	 ��� 
��*�
�� ��� �����, ��� � �����
� ��$�� ������ $�	���	
� 	��$. 
��%���
� �	��$
�

��� ������� ��������
�	�� ��		��
�� $%� 
���-
�%�;�4;�� ��	��' (æ = 0 ) 
� ����	�� �� ��$� ��
�'�� ��	���$�%�
�� 


 �f D , � ����$�%���	� (��� ��$�

�� m = n – iæ) �	��$
�

� �������-
��� $�����'�� �32 �%� 	��$
�� $�������� 32D  (��� ��$�

�� 32� ). 

<��� ����%1��� ����� ��1 ��%���
 � �	
��� ����$� ������
�� 	��$-

��� ��^��
�-������
�	�
��� $������� ��	��' 32D . �%� �������� ���$� 
�� �$
��
��
�+ ����	���	�� Q  �� �32 � ��	���	���
�
�� ��� 
� ��%�� *�-
����+ �%�		 ��	��' ( 0=æ ) � ������� ������� �%� �����$�
� ��	���
�-
���������	��� �		%�$���
�� �%��
�� ��$� ��
�'�� ��	���$�%�
�� 
� ��-
������ ����	���	�� 
 �32Q �  
� ������� ��	��' ���	� �%4��
��. 

&�	��� �	��$
�

� �������� ��������
�	�� �����$�%�	1 $%� 
���� ��
�'�+ ��	���$�%�
��, ��%���4;��	� �� 	����� ��$�: 

 
 � 
 �expf D a bD� � � ; 

 
 � 
 �2 2expf D a D bD� � � ; 

 
 � 
 �2exp lnf D a b D� � � 5 . 

C$�	1 a  – 
������4;�+ �
�����%1; b , 5  – �������� ��	���$�-
%�
��, 	����

� 	 32D  	���
�*�
���� 32 3D b� , 32 1,5D b� , 

1
32 exp1,75D b�� 5  	������	���

�. 

J� ��	. 10.5 �����$�
 ������� ����	���	�� 
 �32Q �  $%� 
m = 1,8  – 0,0074i (��	�$ �%4��
��). ����� 
 �32Q � , 	������	���4;�� 
���%��
� ��	���$�%�
��� 
 �f D , 	����$�4� (	 �����*
�	�14 
� ��-
%�� 4 %) $%� �
���
�+ 32 10� 2 . =%�$�����%1
�, $%� ���
� ������
�+ 
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32D  
�����$�� ���� $%�
 ��%
 ��%���
�� %����� ����� �������, 
���� ���%
�%�	1 	���
�*�
�� 

320,1 D� ! , . 
!�� �	��%1����
�� ��%�+-


��
��� � ����
��� %������ ���-
���
� $���
�	���� ��%�$�	���	-

� ��	��' ���	� �%4��
�� ��	-
	���������� ����$�� ��� 32D  
� 
��
�� 1,5 ���. ��� ��$
� �� �����-
$�

� �������� (��	. 10.5), � $��-
����
� �������� ��	��' 

32 1 15 ���D � #  ��%���
� �	��$
�
-

��� ������� ��������
�	�� �	-
%��%�
�� �
�����%1
� ��%�����	� �� 
	����� �	���������	���� �
���
�� 

2Q � . ����;�
�� 2Q � , ���
���� 
� 
������� �������, ��%���	� ����� � �����$�� � ��%1*�� �����*-

�	��� � ����$�%�
�� 32D . 

��
�*�
�� ,i�:  $%� $��� $%�
 ��%
 ��%���	� �$
��
��
�+ ��
�-
'��+ 32D : 

 
 �


 �

 �2

1

,2
2 32

,1

Q
F D

Q
��

� �

:
� I

:
. (10.23) 

"���� �������, �� ��	-
������
��%1
� ������

� 

,iT�  � ��		����

��� �����-
�� 
 �2 32F D  (��	. 10.6) ���
� 

���	��$	���

� 
�+�� 32D  
� ��
'�
���'�4 ��	��' � ��-

� ������
�+: 


 �
, 32

321,5
i �

m
i

D
C

l Q D
�: �

�
� � �

. 

� 	%���� ������
�+ 	 
�	��%1����
��� �$
�+ $%�-

 ��%
 ��
$���4;��� ��-
%���
�� �� ������

��� 

 

���. 10.5. 7��������� 
 �32Q �  
��� ���$ ������" ������������� 

������ � �������� 
( 1,8 0,0074m i� � ) 

 
���. 10.6. �����" &����� ��� ���������� 32D

������ ���� ��!����� � ����������� 
��������" T�  �� ���$ �����$ ���: 

1 – 1 0,63 ���� � ,   2 1,15 ���� � ; 
2 – 1 0,63 ���� � ,   2 3,39 ���� � ; 
3 – 1 0,365 ���� � ,   2 1,01���� �  
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�
���
�4 �:  ���
� ����$�%��1 32D , �	%� ����	�
� ��
'�
���'�� ��	-
��'. !�� ���� 32D  ����$�%���	� ����� ��*�
�� 	�	��� ����
�
�+ 

 

 �1 32

32.

, ,

1,5
�

m

Q F D

Q D
C l

�

.� �
/

: � 0
� /

1

. (10.24) 

&�*�
�� 	�	��� (10.24) �$��
� �����$��1 �������	��� 	��	���� 
(��	. 10.7). J� ����
�� ��	����

�� ������� 
 �1 32,F D�  �����$��	� ��-
��� 
���%� ����$�
�� ������ 	 ��%��� ������'��
���  

 
1,5

�

m
k

C l
�: �

� . 

��	'�		� ����� ����	���
�� $��� �	����4 ��%���
� 32D . !�� ��-
����
��� 	 �	��%1����
��� �$
��� %����� ��
'�
���'�4 ��	��' 
���-
��$��� ����$�%��1 
�����	��� 	��	����. A��
� �	��%1�����1 $%� 
����� ��	������
��%1
� ������

�4 	����	�1 ��	��' u: 

 2
4

m
�

zMC
l u

�
, �

, 

�$� M – ��		��+ 	���
$
+ ��	��$ � ������; z – ��		���� $�%� ��	��' � 
������; ��  – �%��
�	�1 �������%� ��	��'. 

 
���. 10.7. �����" &����� ��� ���������� 32D  ������ ���� ��!�����  

� ����������� ��������" iT�  �� ��" ����� ����: 
1 – � = 0,48 ���;   2 – � = 0,63 ���;   3 – � = 1,15 ���;   4 – � = 3,39 ��� 

����� ����, mC  ���
� 
�+�� ��	���
� �����: 

 
1m

zC
z

�
�

�
,  



 190

�$� �%��
�	�1 ���� � ��		�������	� �� ���%�'�� ����$�
�����	��� ��
�'�+. 
&������ �������, 
�����$��� ��� ��������	��+ ���%���'�� ����� 

����$�, �����$�
 
� ��	. 10.8 $%� ��	��' ���	� �%4��
��. 

 
���. 10.8. 7��������� 
 �32Q D  ��� ������ ���� ��!����� 

(������� ������� �������� ����� ���� ������!0�& ��������� � , ���) 
 

� ���%��
� ���
���	��� �	���+	���� ��	�� ���
����� 
�����$�-
��	�1 ����$�%��1 $�	���	
�	�1 � ��
'�
���'�4 ��	��' 	��� � ������. � 
�����4 �����$1, ��� ��$��� �����%1
� ��� �		%�$���
�� ���
���	��� �%�-
��
 � ����
�+ ���$����� 	����
�� ��%���$���$
� ���%��. #	��%1����
�� 
������
�� 	������%1
�+ �������
�	�� $%� $��� $%�
 ��%
 �����%��� ���-
%������1 ��	���		
+ ����$ $���
�	���� 	����� ��	��'. X��������	��-
�� 	��� � ���$����� 	����
�� $�	�����
� ����*� �����
 ����� �
�%��� 
��������������+ ������

� ����. F�	��' 	��� ��%�4�	� 	�%1
�� 
���%�����%��� � ������	��� $������
� (æ ~ 1); ��$�%1
+ $������ ��	-
��' ����� ����$�� D0 N 0,1 ���. &�	���$�%�
�� ��	��' �� �������� ���
� 
	 $�	�����
�+ $�	�����
�	�14 ������	��������1 ��
�'��+: 

 
 �
2 2

2
0 0

4 expD Df D
D D

& '
� �( )( ), * +

. 

J�%���� ������
�+ �
�����'�� � $�	���	
�	�� ��	��' �����%��� 
�	��%1�����1 $%� 
����$�
�� 
 �f D  ����$ �����������'��. !�$	���%�� 


 �f D  � 	�	���� ����
�
�+ (10.22), ��%���� 

 

 � 
 �


 � 
 �

 �

4 2 2
2 0

,2 0
0

,1 4 2 2
1 0

0

exp

exp

D Q D D dD
D

D Q D D dD

�

�
�

�

� �
:

� � 	
:

� �

�

�
, 
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�$� 
 �0D	  – �$
��
��
�� ��
�'�� ��$�%1
��� $������� 0D . 
!�%�$�	���	
+ ��������%1 �	%��%�
�� $%� $�

�+ ��
�'�� ��	-

���$�%�
�� ����� �$
��
��
� ����	�� �� 0D : 

 
 �

 � 
 �


 � 
 �

4 2 2
2 0

0
0

4 2 2
1 0

0

exp

exp
m m

D Q D D dD
K C D C

D Q D D dD

�

� �

� �

� 8 �

� �

�

�
. 

&�		����

� ����
�� ������� 
 �0D	  � 
 �0D8  �����%�4� �� ��-
����

� �
���
��� ,2 ,1,� �: :  ����$�%��1 	��$
�+ ������ � ��
'�
���-
'�4 ��	��'. 

J� ��	. 10.9 �����$�
 ������� �������� ��������
�	�� $%� 	�-
���� ��	��' � $������
� ��������, ��������
� $%� ���%1
� �%���
. 
��� ��$
� �� ���� ��������, �	
��
�+ ��%�$ � �	%��%�
�� %����
��� ��-
%���
�� �
�	�� ���%�;�
��; �%��
�� ��		��
�� 
��
�����%1
�. >����-
�� ��
�'�+ 
 �0D	  � 
 �0D8  �����$�
 
� ��	. 10.10. <�� ������� ��-
%�4�	� �������� ��� �	��%1����
�� %����
��� ����$� ������
�� ����-
������ 	����� ��	��' � ������. 

 
���. 10.9. J����� #����������� Q(1#4), Q�(5#8) ��� ������ ��%�: 

1 – � = 0,49 ���;   2 – � = 0,63 ���;   3 – � = 1,15 ���;   4 – � = 3,39 ���; 
5 – � = 0,49 ���;   6 – � = 0,63 ���;   7 – � = 1,15 ���;   8 – � = 3,39 ��� 

&�		������ 
������� ���$�%1
� 	%����. 
����� ������ ( D !! � ) 
�%� ����� ��	��' �����
�� $%� Q  	�;�	���

� ����;���	�: 

 
 �

 � 
 �

2 22 2

24,
2 2

nQ m
n n

�
� �

� � �

æ

æ æ
. 
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!�$	���%�� � ��� �����%� ����	���	�� n  � æ �� � , ��%���� 

 
 � 
 �, 1,36 1 0,1 DQ m ,
� � � �

�
. 

!�������%1 �	%��%�
�� ��� ���	�����

�+ �  ��%���	� ��	���

�+ 
��%���
�+ 

 
 �1,5 1,36 1 0,1m m
�

K C C� �
,

� � � � � 8
��

. 

C
���
�� �8  $%� $%�
 ��%
 ��%���
�� 
������� %������ ���$-
	���%�
 � ���%. 10.1. 

"��%�'� 10.1 
@�
�'�� �8  $%� ��	��' 	��� ( 31,75 � 	��

�� � � ) ��� D !! �  
�, ��� 0,5 0,63 1,15 3,39 

2 1, 	� ��
�8 �  6,96 � 104 5,44 � 104 2,82 � 104 0,71 � 104 

 

#	��%1��� ��� �8 , ���
� �� 
������

�+ �:  
���	��$	���

� 
����$�%��1 ��
'�
���'�4 ��	��'. 
&����� ��	��' ��� ���� ����$�-
%��1 
�������
�, ��� ��� �:  
� 
����	�� �� 
 �f D . ��������� ���-
��
���	�� ����%���
�� ��%� 
��	��' ��%���	�  ���%
�
�� 
�-
����
	��� 0,05� ! . 

���	��� ������ ( D 22 � ) 
� ���� 	%���� Q  
� ����	�� 


� �� �, 
� �� m  � 	������	� � 
���$�%1
��� �
���
�4 2Q � . 

������	��� �%��
�	�1 ��� 
���� ����� ��1 ���$	���%�
� � 
��$� 

32

3 m

k

C l
D�: �

�
. 

 

���. 10.10. ������ &������ ��� ���-
������� D0 � Cm ������ ��%� 

(������� ������� �������� ����� ���� 
������!0�& ��������� � , ���) 
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� 	%���� ����
� ��	��' �:  
� ����	�� �� �, �, 	%�$�����%1
�, �$-

������

�� ����$�%�
�� $�	���	
�	�� � ��
'�
���'�� ��	��' 
� 
���$	���%���	� ������
�. !�� ���� ���
� ����$�%��1 32D  �� ����	�-

�+ mC  � 
�������. ��������� �����
���	�� ����%���
�� ����
� 
��	��' ��%���	� ���%
�
�� 
�����
	��� � 2 30, � ����� 
�����	���	�1 

�:  �� $%�
 ��%
 ��%���
��. 

+�������
����� ��
�� (D = const) 

� ��$��%�4;�� ��%1*�
	��� ����� �� ������	��+ $���
�	���� 	���-
�� ��	��', � �	
��
��, �	��%1����%�	1 ���	��+*�� ��$�%1 – ��
�$�	-
���	
�� 	��$�. =���
�� �� ������	��� ���������	���� 	 ����������� ��-
�%1
�+ ��%�$�	���	
�+ 	��$. ������	��� �%��
�	�1 � ���� 	%���� ���
�  

 
 �
2

,
4 m
D C lQ m�

,
: � � . 

��
�*�
�� ,2 ,1� �: :  ����� ��1 ����	�
� � ��$� 

 
 �,2 2
1

,1

2

,

,

DQ m
D

DQ m

�

�

& ',
( ): �* +� � 	

: & ',
( )�* +

. 

!�������%1 �	%��%�
�� ����� ��$ 

 
 � 
 �1
1,5 ,m m
�

K C Q m C D
D� � � � 8

�
. 

J� ��	. 10.10 �����$�
 ������� ��
�'�+ 
 �1 D	 , 
 �1 D8 , ������ 
����� ��1 �	��%1����
 $%� 
����$�
�� ���������� 	��$, 	�	���;�+ 
�� ��	��' �$�
����� ��������. #� �
�%��� ����%1�����, ���$	���%�
-

� 
� ��	. 10.10, 	%�$���, ��� �	��%1����
�� ��$�%� ��
�$�	���	
�+ 
	��$ �����$�� � ��%1*�� �����*
�	��� � ����$�%�
�� ��
'�
���'�� 
� $�	���	
�	�� 	����� ��	��'. 

�%� �����$�
�� ���
� ������
�+ 
�����$��� �	��%1�����1 ���-
���� 
 � 
 �0 0,D D	 8 , ��		����

� $%� ���%1
�+ 	��$, 	�	���;�+ �� 
��%�$�	���	
� ��	��'. 
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	��
����& 

�������	�� 1 
'�-!!�)�
��� 3��#�
��� 
 �,t n�  

� n 
0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 0.98 0.99 0.999 

2 1.38 2.0 3.1 6.3 12.7 31.8 63.7 636.6 
3 1.06 1.3 1.9 2.9 4.3 7.0 9.9 31.6 
4 0.98 1.3 1.6 2.4 3.2 4.5 5.8 12.9 
5 0.94 1.2 1.5 2.1 2.8 3.7 4.6 8.7 
6 0.92 1.2 1.5 2.0 2.6 3.4 4.0 6.9 
7 0.90 1.1 1.4 1.9 2.4 3.1 3.7 6.0 
8 0.90 1.1 1.4 1.9 2.4 3.0 3.5 5.4 
9 0.89 1.1 1.4 1.9 2.3 2.9 3.4 5.0 
10 0.88 1.1 1.4 1.8 2.3 2.8 3.3 4.8 
11 0.88 1.1 1.4 1.8 2.2 2.8 3.2 4.6 
12 0.87 1.1 1.4 1.8 2.2 2.7 3.1 4.5 
13 0.87 1.1 1.4 1.8 2.2 2.7 3.1 4.3 
14 0.87 1.1 1.4 1.8 2.2 2.7 3.0 4.2 
15 0.87 1.1 1.3 1.8 2.1 2.6 3.0 4.1 
16 0.87 1.1 1.3 1.8 2.1 2.6 2.9 4.0 
17 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2. 6 2.9 4.0 
18 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.6 2.9 4.0 
19 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.6 2.9 3.9 
20 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.9 3.9 
21 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.8 3.8 
22 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.8 3.8 
23 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.8 3.8 
24 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.8 3.8 
25 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.8 3.7 
26 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.8 3.7 
27 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.8 3.7 
28 0.86 1.1 1.3 1.7 2.1 2.5 2.8 3.7 
29 0.86 1.1 1.3 1.7 2.0 2.5 2.8 3.7 
30 0.85 1.1 1.3 1.7 2.0 2.5 2.8 3.7 
40 0.85 1.1 1.3 1.7 2.0 2.4 2.7 3.6 
60 0.85 1.0 1.3 1.7 2.0 2.4 2.7 3.5 
120 0.84 1.0 1.3 1.7 2.0 2.4 2.6 3.4 
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�������	�� 2 
2������ ���	
�� �����#��� z$  � �������
���� z"   

����
%����
 ����
���� ���
�
�� ��� �
������� !���)� 
(a, b – �
�������� ������ ���
�
��; 

A, B – 	���
���
 ���������; 
a , b  – ��
���
 ���!�
��	
���
 ���	
��� 

�
��������� ������ ���
�
��) 

E 
�/� 

B	
 �!��%		 
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" �  
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5 exp a
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 expa a
A A

$ & '
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6 lna  
a

a
$

 
ln
a

a a
$

 

7 sin a
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* +
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A A
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A A

$ & '
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1 Aa Bb�  2 2 2 2A a B b$ � $  
2 2 2 2A a B b

Aa Bb
$ � $
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2 Aa Bb�  2 2 2 2A a B b$ � $
2 2 2 2A a B b

Aa Bb
$ � $
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3 ab  2 2 2 2b a a b$ � $  
2 2

2 2
a b

a b
$ $

�  

4 
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b

 
2 2 2

2 4
a a b

b b
$ $

�  
2 2

2 2
a b

a b
$ $
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�������	�� 3 
+�����
�� ��� ����������� �
����	��� �������  

� ������� 
����) 
 

G�������	 H�	������	 C���	��� �!���� ��
!����
�� 
���� 1018 � E 
��� 1015 & P 
��� 1012 � T 
�	�� 109 K G 
��� 106 C M 
�	�� 103 � k 
���� 102 � h 

�� 10 
� da 

%	 10-1 
 d 
����	 10-2 � c 
�	��	 10-3 � m 
�	��� 10-6 �� � 
���� 10-9 � n 
�	�� 10-12 � p 

���� 10-15 � F 
���� 10-18 � A 

 
�������	�� 4 

�����)� ��� �����
��� �������� 
n  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13  
minv  1.41 1.65 1.79 1.89 1.97 2.04 2.10 2.15 2.19 2.23 2.26 0.15 �  

maxv  1.41 1.72 1.96 2.13 2.27 2.37 2.46 2.54 2.61 2.66 2.71 0.015 �  
 

n  14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24  
minv  2.30 2.33 2.35 2.38 2.40 2.43 2.45 2.47 2.49 2.50 2.52 0.15 �  

maxv  2.76 2.80 2.84 2.87 2.90 2.93 2.96 2.98 3.01 3.03 3.05 0.015 �  
 
5 � ���������� ��!������� ������	� ������	��#"	� �����	� � 

��
! n  	����	�. H���	��, 
�� 15n �  � ����������# 5 = 0,01 (1 %) 
���� ����	���� �����	 kx  � max 2,80�v . B��������� ������	� ix  � 

2,802v  �� 1 %. '�
��������, ���	 �����	� ix  ����� ��	���� 
��������	 	 �������������. 
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�������	�� 5 

��!������� ������ ����������� � 
��	
�$����!���� ��
��� � ������� �� 

0������
 
����)� 35 
G�������	 B�	�	�� H�	������	 �!���� intern. 

$�	�� C�� � m 
C���� *	������� �� kg 
B��� '�!�
� � s 
'	�� �����	������ ���� ;��� ; A 
����
	���	����� ������!�� *���	� * K 
*��	����� �"���� C��� ���� mol 
'	�� ���� *��
�� �
 cd 

+
����	
���
 �
��	��� 
G�������	 B�	�	�� �!���� intern. ����������

'������� �/� m/s ��c–1 
5�����	 �/�2 m/s2 ��c–2 
����	� 	 ������ $� J ����2�c–2 
C�"����� B� W ����2�c–3 
'	�� H N ������–2 
$����	 &� Pa ����–1�c–2 
&�������� � � ����–3 
*����	%	�� 
	���	����� �������	 � � ����–1�c–1 
*����	%	�� �	����	����� �������	 � � �2�c–1 
*����	%	�� ������������� ������	� � � ���c–2 

�
�����!!�������
 �
��	��� 
G�������	B�	�	�� �!���� intern. ���������� 

*��	����� ������ $� J *� � �2 � c–2 
������� ����� B� W *� � �2 � c–3 
&�������� �������� ������ B�/�2 W/m2 *� � c–3 
5
����� ���������� � � �2 � c–2 � K–1 
*����	%	�� ���������
����	 � � *� � � � c–3� K–1

*����	%	�� ������
��	 � � *� � c–3� K–1 
*����	%	�� ������!�������
����	 æ æ �2 � c–1 
*����	%	�� 
	��!�		 D D �2 � c–1 
*����	%	�� �������
��	 �D �D C � c–1 
K������ ���������� R R �2 � c–2 � K–1 
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