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��� ������ ��	���� � ������  
���
��� ������� 

1. ?�����	��	 �����	���� (���������) �������
$�! ��� ����	-
��! (���) 
�	
���	���! ������ � ����	�����	 �������� �$	-
��� ��	��� C��� �������
$�!; ����!������� � �������� ����-
����! ��	
�. 

2. @	"	��	 ��������� ����	��! � ����	
 ���
�
� ��� ��	�$���-
��
� 
	���
�, �����	
�
� �� �����E	��! C����
������� ��-
������	�%���� ������
. 
+� ��	�� 
��E	��� ��������� ��	
 	��	���	��� �����% �	, ����-

��	 �����	������� ���	�	�	���
 ��	������
: 
 
 

��������	��
�	��� ��	
� ����	�, ��� ��� 
���	
�	��� � ����
 "��� ���
	���� �	"	��	 
����	
� ��������� ����	��! ���	
���� � �	"	-
��� ��������� ����	�	�$��%���� ����	��� ��� 
������ ��	��� ��������, 


��������� ������ ���� ��	
�, ��� ������! 
�"���� ������	���, �	���	E��	 ��� �����
 ��	-
�	, ��� �
	�%"	��� "��� ���
	���� (��� ���-
#	��� �	���) �	 �������� � ���%"�
 ���E	���
 
�	"	���. = ��������
 ����	 ��	
� ������ �	-
����!����!, 

 
 
 
 

�)��A���&�
)�������!��%+:

 
 

�����	��� ��	
� ��� 		 ����	���! �	���$�� 
� �=; 	��% ��	�����	 ������	
	���! �������-

���	
���� � ����!�������. 

 
 

��!�"�#$�"%��� "#$�&�$'&� 

1. >
����! '.'. =�	�	��	 � �	���� ��������� ��	
. – ;.: F��, 1971. 
2. ;���� *.+. ;	���� ��������	�%��! 
�	
����: ��	�. ������	. – 

;.: F��, 1989. 
3. *������ >.�., @��	�%��! =.>. =�	�	��	 � �	���� ��������� ��	
. – ;., 

&��
����, 1962. 
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�������� �	����
��� 

?���% D  – ������	��� ��-
���% �� nR  � ����$	! D� . 
?���������� nR  ����%	
 � 
C�	
	�����	 ��	!�� 

� �nxxxx ,....,, 21� , ���	 ��� 

� �1k h x k hi i i i i� � � , ni ,...2,1� , 

ik  – $	��	 ����; 0	ih . 

hD  – ��G	���	��	 C�	
	���-
��� ��		� �
	��	 � �� ����-
$
�; ���	 ��� 

DDD ��
 �hD , 

��	 hD�  	��% ����$ ������ hD . 
;��E	���� �	�"�� ��		�, ������	E#�� hD , �������
 C��
 E	 

��
����
 � ����	
 ������, ��	�	���! � D ,  �
� �	�"��� – 
���	� 
�����. 

;��E	���� ����� �	���, ������	E#�� D , ���	
 �������% �� 
hD ,  �
� ���	 ���� ����	
 ��
������	�. ;��E	���� �����, ���-

���	E#�� ����$	 D� , ����	
 ��������	�. 
H��� consthi � , �� �	�� �� ix  ����	��� �����	�����. 
= ���� �	��� 
�E�� ���	�	���% �	������	 ����$��. &���$��, ��-

���%� ���	�	�	��� ������� ����	��� �	��, �������� �������	� 
�
�����	�. 

J��	!��	 ����	��	 �������	�%�� �	�����! ����$�� ����	
  
�������	 ���������	 
��������	 

 � � � � � �10 1a i u a i u f ii i� �� ; (1) 

 � � � � � � � �0 1 1 2 2i i ia i u a i u a i u f i� �� � � . (2) 

(1) 	��% ��������	 ����	��	 �	����� ������, 
(2) 	��% ��������	 ����	��	 ������� ������. 

1X

2X

k

i

D

iku -����$��, 
���	�	�	��� � 
�������! ����	

hD�

-������� ����
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	������ ������ �������� 

J	�� ������% 
 iuiuiu ���� 1 .  (3) 

?��� ������% 
 iuiuiu ���1 .  (4) 

K	����%�� ������% 
 � � 1 11

2 2
i i

i i i
u uu u u� � ��

�  �� � .  (5) 

@������ ������� ������: 
 � � � �2

1 2 12i i i i i i iu u u u u u u� � � �   �  � � � � ; (6) 

 
 � � 111 2 ��� ������ iiiiii uuuuuu  (7) 

��� 
1

2
��� ii uu . 

 
���� ������% m -�� ������ 
�E�� �����% 

 � �im
i

m uu 1�� . (8) 

 
�� �	�����	 ����$�� ���
������ �����	���	 ��� ��������	  

����� ����	�	�$��%��� ����	��! 
�	
���	���! ������ 
 

?���% 

 
� ;

� ,
Au f
au g

�
� �

D
D  (9) 

��	 A  – ���	!��! ��	����; a  – ���	!��! ��	���� �������� ����-
��!, 	��% �	������ ��� 
�	
���	���! ������. 

 
���� 	L ���	���-�������� �������
$�� ���	� �
	�% ��� 

 

 
� ;

� ,

h h h
h

h h h
h

A u f D
a u g D

�

� �
 (10) 

��	 hh aA ,  – ���	!��	 ��	�����, �����#�	 �� "� �	��� h
h Uu 
 , 

h
h Ff 
 , h

h Gg 
 . 
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> ���! �������%� 
� �������
���	
 ����	�	�$��%��	 ��	����� 
��������
�,  ����	�	�$��%��� ���� (9) ��������! ���	! (10)? 

 
A$	��
 ����	"����% ��������! �������
$��: 

 
 � � AuuAx hh ��� ; (11) 

 � � � � � � � � � �3
2

2
hOxuhxuhxuhxu �������� ; (12) 

dx
duu �� ; 2

2

dx
udu ��� , 

u  – ��������� ����� ����$�� � �	������! ���	������� ����� x : 
� � 000   ,, hhhxhx ��� . 

 

	&#(�& 1 

 
?���% 

 
dx
duuAu ��� . (13) 

���� 
 

� � � � � � � � � �2

2
hOxuhxuu

h
xuhxuuA xh �������

��
� �� ; 

� � � � � � � � � �2

2
hOxuhxuu

h
hxuxuuA xh �������

��
� �� ; 

� � � � � � � �20
2

0 hOxuxu
h

hxuhxuuhA ����
���

� ; 

                     � � � �hOxuuxx ���� ��� ; 
                     � � � �hOxuuxx ���� ��� ; 
                     � � � �2

00 hOxuuxx ����� . 
 
 

�� 	��%, �	�� � ���� ������� �������
����� ����	�	�$��%-
��! ��	���� � ����	"����%� � �hO ; $	����%�� ������% – � ����	"-
����%� � �2hO . 

 

i i+1  
 

i-1 i  
 

i+1i-1
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	&#(�& 2 

?���% 

 2
2

dx
uduAu ���� . (14) 

���� 
� � � � � �

2

2h u x h u x u x h
A u

h
� � � �

�                                                 

��� 
� � � �

h
xuhxu

h
uuuA xxxxh ���� ��

�
�

� . 

 
>�	����	�%�� (� ��	��
 (12)), 

� � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � �

2 31 4
2 2 6

2 3 4 2     2 .
2 6

h hh hA u x Au x u x hu x u x u x O h
h

h hu x u x hu x u x u x O h u x O h

�
�

� �� ���� � � � � � � ��
��

�
� �� ��� ��� � � � � � � ��

��

(15) 

�!&�)�"��#� 

?���% U  – ���� ��������� ������ ����$�!, Uu
 , ������ � 
���	������� �	������! ����� x , ���	�E#	! ��� 0hh �  "���� ����-

������ ��	���� hA  (�. 	., ��	 �����	���	 ����� ������ � C�� ���	-
������%). ���	
 �������%, ��� ��	���� hA  �������
���	� ����	�	�-
$��%��! ��	���� A  � �������
 0	m  � ����	 x , 	��� 

 
 � � � � � � � �h h mx A u x Au x O h� � � � . (16) 

i-1 i i+1i-1 i i+1
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	������ ����� �������������� *�����. 
������ �����
� �
� ���������  

������� 	������ 

 � �xf
dx

ud
�� 2

2

, 10 �� x ; (17) 

 � � au �0 , � � bu �1 .  

@���%	
 ���
	E���� � �1,0  ���-

�
� kx  � 2�N  ����� ���
	E��-

�� 1��� kk xxx  � ���������
 "��
 

kk xxh �� �1 . 

=�	�	
 ��������! ��	���� 

 � � 2
112

h
uuuAu kkk

k
�� ��

� , 1,...2,1 �� Nk . (18) 

���� �������� ��	
 ��� ���� (17) ���"	��� 

 � �
0

,   1, 2,... 1,

,          ,
kk

N

Au f k N
u a u b

� � ���
�

� ���
 (19) 

� �kk xff � . 

+�����	
 �������	 ����� �� ��������� ����	��! � ��
�#%� 

�������� ������! � �������
 � ����	
	 ��	����	���� ����	��!: 

122
212 f

h
a

h
uu

��
� ; k

kkk f
h

uuu
�

��
� ��

2
11 2 ; 1,...2,1 �� Nk ; 

 122
12 2

�
�� ��

�
� N

NN f
h
b

h
uu . (20) 

 
 
 
 
 

kx 1�kx1�kx

h

kx 1�kx1�kx

h
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>���	
 ��	����	���� ����	��! (20) 
�E	� ���% ��	�����	� � 

������
 ���	: 
 gAu � , (21) 

��	 

 

2   1   ...   0   0   0    0
...  ...   ...   ...  ...  ...   ...

0   0   ...  1   2   1   0
0   0   ...   0   1  2   1
0   0  ...   0    0    1   2

2
1

�

��
��

�

�
h

A ,     

1

2

2

1

...

�

�

�

N

N

u
u

u
u

u ,     

1

2

2

1

... 
  

 

�

�

�

N

N

g
g

g
g

g . (22) 

 

�
�

�

�
�

�

�

���

��

��

�

� .1         ,
2

;2,...,3,2        ,

;1                 ,

1

21

Nkbf

Nkf

k
h
af

g

N

kk  

?������ �������
$�� ��	��	� �� ���
��� (15). 
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�������� ������ ����� 

f
dx

ud
�� 2

2

, 

a
dx
du

�  ��� 0�x ;     b
dx
du

�  ��� 1�x , 

��	 ,a b  – �����	 ��������. 
��� �����	��� ���������� ���� ���� ������� ������ �����-

��
$�� �	"	��	 ������ ������E��% ��	 ������ ���	�	�	��� 0,1� �� � , 
	#	 � ���� ���	��� h  ��	� � ���� �� ����$�.1 

 
khxk � , 1,,...,1,0,1 ��� NNk . 

���� 

k
kkk f

h
uuu

�
��� ��

2
11 2 , Nk ,...,1,0� ; 

a
h
uu

�
� �

2
11 ; b

h
uu NN �

� ��

2
11 . 

+������ 1�u  � 1�Nu  �� ��������! �������
$�� �������� ����-
��! � ��
�#%� ��������! �������
$�� ����	�	�$��%���� ����	-
��� (� ����� 0�k  � Nk �  �����	����	���), ����	
 � ���	 (21), ��	 
 

1   1-   ...   0   0   0    0
1-  2    ...   0   0   0    0

...  ...   ...   ...  ...  ...   ...
0   0   ...  1-   2   1-   0
0   0   ...   0   1-  2   1-
0   0   ...   0   0   1-   1

1
2h

�A ,      

N

N

u
u

u
u
u

 

...
 
 
 

1

2

1

0

�

�u ,      

N

N

g
g

g
g

 

... 
  

 
g 

1

2

1

0

�

�g , 

 

�
�

�

�
�

�

�

��

��

��

�

.               ,
2

;1,...,2,1        ,

;0                 ,
2
0

Nk
h
bf

Nkf

k
h
af

g

N

kk  

                                                 
1 =��
�E	� ���! ������ �������
$�� �������� ������!. 

–
– 

–

– 

–

– 

– 
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	������+�� ������ ��	
�	��������� 

 
 

� �txf
x
u

t
u

c
,1

2

2

2 �
�
�

�
�
� ; 

� � � � � � � �tbtutatu �� ,1       ;,0 ;      (23) 
� � � �xuxu 00, � , 

 
��	 � �2 cc  ! "� �  – ��C���$�	�� �	
�	����������������; af , , 0,ub  – 
�����	 ��������� �����	 ����$��. 

@�������! ���� ����	�	�$��%��! ���� �����
 � �� ���	
: 
1) <�����	
 ����	
� �������	���� ����	�	�$��%��� ����	��! 

� ��������! �	��	, �������
���� ���	���
� �������
� ���%�� 
����������	���	 ��	�����: 

 

� �tf
h

uuu
dt

du
c k

kkkk �
���

� ��
2

11
2

21 ; 

 � � � �0 ;      Nu a t u b t� � ; (24) 
0uuk �  ��� 0�t ; 

1,...2,1 �� Nk . 
 

+�����	
 �������	 ����� � ��
�#%� �������� ������!, �� 
	��% �	�	!�	
 �� �	���������� �������� ������! � ���������
: 

 

� �tg
h

uuu
dt

du
c k

kkkk �
���

� ��
2

11
2

21 ; 

 0     ;00 �� Nuu , (25) 

 
��	 

�
�

�

�
�

�

�

���

��

��

�

.1     ,

;2,...,3,2    ,

1              ,

12

12

N kf
h
b

Nkf

;kf
h
a

g

N-

kk  

 

kx 1�kx1�kx

h

kx 1�kx1�kx

h
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2) ?�����	�����	
 �E��	 �� ����	��! (25) �� ��	
	�� � ���	���	  

 1��� jj ttt  (26) 

 ,2
2

11
1

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k g

h
uuu

t
uu

�
��

�
� ��

�

 (27) 

��	 

 ;1 1

#
�


�

j

j

t

t
k

j
k dtu

t
u   #

�


�

11 j

j

t

t
k

j
k dtg

t
g ; (28) 

� �jk
j

k tuu � ; tc � 2$ ; jj ttt �� �1 ; ,...2,1,0�j  

 

@������	 ��������	 ��	
� 
� ���	
 ������% � �����	 �	� ��� 

���� �������
$�! ���	����� � (28). 

?�	�����E�
, ��� �
		� 
	��� ��� �� ��	� �������
$�!: 

11 1

11
2

jukt j ju dt uk kt j j ju uk k

$

�
�
�
�
�
�

% &�
' (� ) *�

� �+#

��

; 

(29) 

11 1

11
2

jgkt j jg dt gk kt j j jg gk k

$

�
�
�
�
�
�

% &�
' (� ) *�

� �+#

��

. 
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��,�
�� ���	��������� �������� ����� 
�
� ������� ��	
�	��������� 

O��� ��	
 ��	����%��� 

 j
kg

h

j
kuj

kuj
kuj

kuj
ku

������
��

2
121

1

$
.  (30) 

� �$�t,x

� �t,x� �t,hx � � �t,hx �� �t,x� �t,hx � � �t,hx �  

F	���� ��	
 ��	����%��� 

 1
2

1
1

11
1

1 2 �
�
�

��
�

�

�
��

�
� j

k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k g

h
uuuuu

$
. (31) 

 

� �t,x

� �$�t,x � �$�� t,hx� �$�� t,hx

 

>�	
 ����-F������� 

 
2

22
2
1 1

2

1
1

11
1

2
11

1 ��
�

��
���

� �
��

�

�
�
�

� ��
�

��
�

� j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k gg

h
uuu

h
uuuuu

$
. (32) 

� �t,x� �t,hx � � �t,hx �� �t,x� �t,hx � � �t,hx �

� �$�t,x � �$�� t,hx� �$�� t,hx

 
�����, ������	E#�	 ����! ���	���������� jtt � , �������� ����	.
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����� ��	�
-������ �,������� 

t
u
�
�

,
� � � �

$$
$ uutxutxuut

�
�

��
�

-
,,   ; � �txuu ,� ; � �$��

-
txuu , ; 

 � �$��
.

txuu , ;  (33) 

2

2

x
u

�
�

,                        � � � � � �
2

2
h

xuhxuhxuu
xx

����
��� . 

?��%����% ���
��
� 

� � � � � � � � � �22
2

2 2,,
2

, $$$$ O
t

txuO
t

txu
t

txuut �
�
��

��
�

�
�

�
�

� ; 

� � � � � �4
4

42

2

2 ,
12

, hO
x

txuh
x

txuu
xx

�
�

�
�

�
�

��� ; 

 � � � � � �22
2

3

2

2 2,
2

2, hO
tx

txu
x
txuu

xx
��

��
��

�
�

��
��� $$$$ ; (34) 

� � � � � �
2 3

2 2
2 2

, 2 , 2
ˆ

2xx

u x t u x t
u O h

x x t
$ $$ $��

� � � �
�� � � �

� � �
, 

������	 ��������� � ��
�#%� ����E	��! ����$�! � �� ��������-

��� � ���� �	!���, �!�	
 �$	��� ������ �������
$�� ��� ��-

����	���� ��������� ��	
 (30), (31) � (32): 

 � �$� �� 2
1 hO ;   � �$� �� 2

2 hO ;   � �22
3 $� �� hO . (35) 

 

����� ������������������� ��������� ���������� ����������: 

 � �� �ˆ 1h t
xx xx

A u u u u/
$ / /�� ��� � � � . (36) 
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��
���� ������� 

 2

2

2

2

x
u

t
uLu

�
�

�
�
�

� . (37) 

= C��
 ����	 ��� ����� ���������� ��	���� ��E�� �����%��-
��% ���	��� �	�����! ����$�� ��� ��	� 
�
	���� ��	
	��: 

ttttt ��   ,  , . 
;���
�%��
 ��� C��! $	�� ����	��� �������	���! "����: 

  

 � 

  

� � 

F���
	�, �������� �������
$��, �����	������#� "����� 
(�), ���	� �
	�% ���: 

 ���� ��
xxtt

h uuuL $ . (38) 

@������� �������
$�� �����! ����������! �� ��	
	�� �
		� ��� 

� � � � � � � �� � ��
�

��
� ��������

.-

�� uuutxutxutxutxu
tt

21,,2,1, 22 $
$$

$
. 

'�������� 
�E�� �����% ��	���� 

����

-
��

xx
uuuL

tt
h$ . 
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���		 �������� ����% ��� "���� (�): 

 2
11

2

11 22
h

uuuuuu j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k ��

�� ��
�

��
$

; (39) 

��� "���� (�) 

 2

1
1

11
1

2

11 22
h

uuuuuu j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

�
�

��
�

�� ��
�

��
$

; (40) 

��� "���� () 

 2

1
1

11
1

2

11 22
h

uuuuuu j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

j
k

�
�

��
�

�� ��
�

��
$

  (41) 

+
		
 ������
	����	���	 �	
	!���� ��������� ��	������  

��� �	�������	����� "���� (�) 

 
� �

1 1 1 1 1
1 1

12 2

1 1 1
1 1 1 1

1 2 22 2

2 2         

2 21 ;

j j j j j j
k k k k k k

j j j j j j
k k k k k k

u u u u u u
h

u u u u u u
h h

/
$

/ / /

� � � � �
� �

� � �
� � � �

� � � �
� �

� � � �
� � � �

  (42) 

������� �������
$�� 

 � �22 hO �� $� . (43) 

O��� ��	
 ���	"	��� �	� ����. ��, ��� ����	��� �	������-
�������� �
		
 

 kkkk ufuuu
h

u kk
.....-

����
�

��
� ��� �� $$

11 22 ; (44) 

��� ��������� ����	��� 

 1 1

2

2ˆ 2 2k k k k kku u u u u u
h
$

� �

. . . . .� �� � � � �� �� �
.  (45) 
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= ������ ������ 
� �������
 � ����	
	 ��	����	���� ����	-
��! ���: 
 iiiiiii fubucua ���� �� 11 ; (46) 

 
;0,0 00 ii ba   1,...,2,1 �� Ni ; 

�������
$�� �������� ������! ��#	�� ���: 

 2121110     ; 1 1 ���� �NN uuuu  (47) 

 
= 
������! ����� �
		
 ����	
� ����	��!: 

 
 FAu � , (48) 

��	 
 

10...000...000
...000...000

.................................
000.......000
..................................
000...000...
000...000...01

2

111

111

1

 

 

�
�

�

�
�

�

��� NNN

iii

bca

bca

bca

A ;  

 

2

1

2

1

1

...

1

1

N

N

f
f

f
f

�
�

�
�

�

�

F . 

 
<��� ����� ��� ��	���� ��	$��%��� 
	����� �	"	���. 
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