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Введение 3

Введение

Теория вероятностей — раздел математики, в котором изу-
чаются общие закономерности случайных явлений массо-
вого характера независимо от их конкретной природы.
Она разрабатывает методы количественной оценки влия-
ния случайных факторов на различные явления. Знание
этих закономерностей позволяют предвидеть, как эти со-
бытия будут протекать в реальном опыте.

Исторически первым полем приложения статистиче-
ских методов анализа явились азартные игры. Схемы
азартных игр явились первыми четкими моделями случай-
ных явлений (начало XVII века: Галилей, Паскаль, Ферма,
Гюйгенс, Якова Бернулли). В связи с серьезными потреб-
ностями естествознания (теория ошибок, теория стрельбы,
статистика народонаселения) в XVIII веке создавался раз-
витой математический аппарат и связан с именами Муав-
ра, Лапласа, Гаусса, Пуассона.

Окончательно теория вероятностей как математиче-
ская наука оформилась в 30-х годах XX века, когда
А. Н. Колмогоровым была предложено аксиоматическое
определение вероятности.

Во второй половине XX века характерно проникнове-
ние статистических методов во все отрасли человеческих
знаний. Это теоретическая физика, кибернетика, теория
информации, теория массового обслуживания, теория на-
дежности, математическая теория игр, теория операций и
др. Теория вероятностей, как прикладная наука, стала од-
ним из надежных, точных и эффективных способов позна-
ния реальной действительности.

Структура пособия следующая. В начале каждого па-
раграфа дается сжатое теоретическое введение, содержа-
щее основные определения, формулировки главных теорем
и необходимые формулы. Затем приводится полное реше-
ние нескольких характерных задач и задачи для самосто-
ятельного решения; большинство из них снабжены ответа-
ми.

Работа содержит 20 заданий по 11 задач в каждом.
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Задача 1 имеет целью привить навыки решения ком-
бинаторных задач.

Задача 2 посвящена теме «Алгебра событий».
Задачи 3-4 — на подсчет вероятностей по классической

схеме.
Задача 5 предусматривает подсчет вероятностей слож-

ных событий с помощью формул сложения и умножения
вероятностей.

Задача 6 посвящена независимым испытаниям, в
каждом из которых вероятность появления события оди-
накова.

Задача 7 предусматривает подсчет вероятностей слож-
ных событий с помощью формулы полной вероятности и
формулы Байеса.

Задачи 8-9 по теме «Дискретные и непрерывные слу-
чайные величины».

Задача 10 посвящена числовым характеристикам
случайных величин.

Задача 11— по теме «Законы распределения случайных
величин».

Цель данного пособия:

• Дать студентам некоторые Методические рекоменда-
ции, разъясняющие подход к решению задач.

• Активизировать самостоятельную работу студентов,
предложив им индивидуальные задания.

Настоящие пособие рекомендуются в помощь студен-
там второго курса при изучении темы «Теория вероятно-
стей», а также преподавателям — при подготовке к прак-
тическим занятиям.



Глава 1
Случайные события и их
вероятности

1.1 Алгебра событий

1.1.1 Классификация событий

Под опытом (экспериментом, испытанием) будем пони-
мать воспроизведение некоторого конкретного комплекса
условий. Всякое испытание заканчивается одним и толь-
ко одним из исходов. Опыт называется случайным, ес-
ли его результат точно нельзя предсказать. Всякий исход
опыта называется событием. Исходы случайного экспери-
мента называются случайными событиями. События бу-
дем обозначать большими буквами латинского алфавита
A, B, C, D, ....

Примеры событий:

• Появление герба при бросании монетки.

• Попадание в цель при выстреле.

• Обнаружение объекта при одном цикле обзора радио-
локационной станции.

• Обрыв нити в течение часа работы ткацкого станка.

Событие называется достоверным, если оно в резуль-
тате опыта обязательно произойдет, и обозначается Ω.

Событие называется невозможным, если оно в резуль-
тате опыта не может произойти, и обозначается ∅.

Пусть, например, при бросании двух монет наступили
события: A — выпадение двух решек, B — выпадение не
более двух решек, C — выпадение трех решек. Здесь A —
случайное событие, B — достоверное событие, C — невоз-
можное событие.
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Два события называются несовместными, если их сов-
местное осуществление — событие невозможное при одном
испытании. Если события не являются несовместными, то
они совместны.

Различают элементарные и составные события. Собы-
тие называется элементарным в условиях данного опыта,
если оно является результатом одного и только одного ис-
хода. Все остальные события называются составными.

Множество всех взаимоисключающих (элементарных)
в условиях данного опыта событий (ω1, ω2, . . . , ωn) называет-
ся пространством элементарных событий и обозначается
Ω, а сами эти события называются точками этого простран-
ства. Это множество составляет, в то же время, достовер-
ное событие.

Говорят, что несколько событий в условиях данного
опыта образуют полную группу событий, если в результате
опыта обязательно произойдет одно и только одно из них.

Событие A называется противоположным событию A,
если они несовместны и образуют полную группу.

1.1.2 Aлгебра событий

Aлгебра1 событий строится по аналогии с алгеброй в теории
множеств. Будем изображать пространство элементарных
событий Ω в виде прямоугольника, а любое событие в ви-
де произвольной геометрической фигуры схема Эйлера —
Венна, см. рисунок 1.1.

Рис. 1.1. 1–событие A; 2–событие B; 3–A,B совместны;4–A,B несовместны; 5–
событие A и ему противоположное

Случайное событие — это некоторая выделенная под-
группа элементарных событий, рассматриваемая как одно

1 Aлгебра — это множество элементов с операциями, установленными на данном
множестве.
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целое. Следовательно, случайное событие, в рамках данно-
го случайного опыта, может иметь различные формы реа-
лизации. В математической модели случайное событие A—
это подмножество множества Ω: A ⊂ Ω.

Для того чтобы математически выражать отношения
между элементарными и составными (простыми или слож-
ными) событиями достаточно ввести две основные опера-
ции: взятие противоположного события и одну из двух опе-
раций — сложение или умножение событий. Все другие
операции выражаются через основные.

Суммой событий A и B называется событие C = A +
B (C = A ∪B), состоящее в наступлении хотя бы одного из
этих событий, то есть, если наступает или одно событие A,
или одно событие B, или оба события вместе.

Произведением событий A и B называется событие C =
AB, C = A ∩ B), состоящее из всех элементарных событий,
принадлежащих одновременно и событию A и событию B,
т.е. когда происходят вместе и событие A, и событие B.
Введенные операции удобно изобразить на схеме Эйлера
— Венна (1.2, 1.3), где результаты операций изображены в
виде заштрихованных областей.

Рис. 1.2. Произведение и сумма
совместных событий

Рис. 1.3. Произведение и сумма
несовместных событий

События называются равными, если они состоят из од-
них и тех же элементарных событий (эквивалентные, или
равносильные события). Введенные операции над событи-
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ями обладают следующими свойствами:

A + A = A A · A = A

A + B = B + A (A + B) + C = A + (B + C)
A + Ω = Ω A · Ω = A

AB = BA A · ∅ = ∅
A(B + C) = AB + AC A + (BC) = (A + B)(A + C)

A + A = Ω A + ∅ = A

A + B = AB A ·B = A + B

Разностью событий A и B называется событие C =
A − B или (C = A\B = A · B), состоящее из элементарных
событий, которые принадлежат A, но не принадлежат B,
т.е. событие A происходит без события B.

Говорят, что событие A влечет событие B (A ⊂ B), ес-
ли при совершении события A событие B обязательно про-
изойдет (событие A содержится в B). (Рисунок 1.4)

Рис. 1.4. Схема Эйлера–Венна для разности и включения.

1.1.3 Решение задач

Задача. 1.1.1 По каналу связи последовательно передано
три знака. Описать пространство элементарных собы-
тий и события:

1. принят только первый знак;

2. принят, по крайней мере, один знак;

3. приняты два и только два знака;

4. принято меньше двух знаков;

5. принят один знак
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Решение. Используем цифры 0, 1 для обозначения собы-
тий: 0 — знак искажен, 1 — знак принят. Тогда простран-
ство элементарных событий запишется в виде
• Ω ={000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111} и имеет раз-
мерность восемь.

• Событие A1 — принят только первый знак: A1 = {100};

• Событие A2 — принят по крайней мере один знак:

• A2 = {100 + 010 + 001 + 110 + 101 + 011 + 111} = Ω\{000};

• Событие A3 — приняты два и только два знака: A3 =
{110 + 011 + 101};

• Событие A4 — принято меньше двух знаков: A4 = {000+
100 + 010 + 001};

• Событие A5 — принят один знак: A5 = {100 + 010 + 001}.
Из полученных результатов следует, что
1. события A1 и A3 — несовместные

2. события A4, A3 — несовместные

3. события A3, A5 — несовместные

4. A5 влечет A4 (A5 ⊂ A4)

5. события A1 и A2 — совместны,

6. A2 и A3, A1 и A4, A1 и A5, A2 и A4 — совместные;

7. A1 ⊂ A5 ⊂ A4 ; A3 ⊂ A2 ; A1 = A5 + A2.

Изобразим эти события на схеме Эйлера–Венна.(1.5)

Рис. 1.5. К решению задачи 1.1.1
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Задача. 1.1.2 Игральная кость брошена дважды.

1. Описать пространство элементарных событий Ω.

2. Описать пространство элементарных событий, если
его элементами служат суммы выпавших очков.

3. Назвать элементы Ω, составляющие события:

• A — сумма очков равна 7;
• B — хотя бы на одной кости выпала 1;
• C — сумма очков делится на 3.

4. Описать словами события:

• D = {(11), (12), (21)};
• E = {(46), (55), (64)}.

5. Изобразить события A, B, C, D, E на диаграмме
Эйлера–Венна.

Решение.

1. Ω = {11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, ..., 66},

2. Ω = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

3. • A = {16, 61, 34, 43, 25, 52};
• B = {11, 12, 21, 13, 31, 14, 41, 15, 51, 16, 61}
• C = {12, 21, 36, 63, 45, 54, 33, 15, 51, 24, 42, 66}.
• D = {СУММА ОЧКОВ РАВНА 2 ИЛИ 3 };
• E = {СУММА ОЧКОВ РАВНА 10}.

Рис. 1.6. Схема Эйлера — Венна к решению задачи 1.1.2
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Задача. 1.1.3 Даны две электрические схемы:

Рис. 1.7. К решению задачи 1.1.3

Описать событие: C = {ЦЕПЬ ЗAМКНУТA} для каж-
дого случая.

Решение. Введем обозначения: событие A — контакт 1 за-
мкнут; событие B — контакт 2 замкнут; событие C — цепь
замкнута, лампочка горит.

1. Для параллельного соединения цепь замкнута, когда
хотя бы один из контактов замкнут, поэтому C = A+B;

2. Для последовательного соединения цепь замкнута, ко-
гда замкнуты оба контакта, поэтому C = A ·B.

Задача. 1.1.4 Составлены две электрические схемы:

Рис. 1.8. К решению задачи 1.1.4

Событие A — цепь замкнута, событие A i − i–й кон-
такт замкнут. Для какой из них справедливо соотноше-
ние

A1 · (A2 + A3 · A4) · A5 = A?

Решение. Для первой схемы A = A1 · (A2 · A3 + A4 · A5), так
как параллельному соединению соответствует сумма собы-
тий, а последовательному соединению — произведение со-
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бытий. Для второй схемы A = A1 · (A2 + A3 · A4 · A5). Сле-
довательно, данное соотношение справедливо для второй
схемы.

Задача. 1.1.5 Упростить выражение (A+B)(B +C)(C +A).

Решение. Воспользуемся свойствами операций сложения
и умножения событий.

(A + B)(B + C)(A + C) =

(AB + AC + BB + BC)(A + C) =

= (AB + AC + B + BC)(A + C) =

(AB + AC + B)(A + C) = (B + AC)(A + C) =

= BA + BC + ACA + ACC = BA + BC + AC.

Задача. 1.1.6 Доказать, что события A, AB и A + B обра-
зуют полную группу.

Решение. При решении задачи воспользуемся свойства-
ми операций над событиями. В начале покажем, что эти
события попарно несовместны.

A ·
(
ĀB

)
=

(
AĀ

)
B = ∅ ·B = ∅

A
(
A + B

)
= A

(
Ā · B̄

)
=

(
AĀ

)
B = ∅B = ∅

ĀB ·
(
A + B

)
= ĀB ·

(
ĀB̄

)
= ĀĀ

(
BB̄

)
= Ā∅ = ∅

A теперь покажем, что сумма этих событий дает простран-
ство элементарных событий.

A + AB + A + B = A + AB + A ·B =

= A + A(B + B) = A + AΩ = A + A = Ω

Задача. 1.1.7 С помощью схемы Эйлера–Венна проверить
правило де-Моргана:

AB = A + B
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Решение.

Рис. 1.9. К решению задачи 1.1.7

а) Заштриховано событие AB.

б) Событие A — вертикальная штриховка; событие B —
горизонтальная штриховка. Событие {A+B} — заштри-
хованная область.

Из сопоставления рисунков а) и в) следует:

AB = A + B.

1.1.4 Задачи для самостоятельного решения

Задача. 1.1.1 По радиоканалу передано 3 сообщения. Со-
бытия Ai — i-е сообщение искажено помехами. Описать со-
бытия:

• E1 — искажено только одно сообщение;

• E2 — искажено хотя бы одно сообщение;

• E3 — ни одно сообщение не искажено;

• E4 — второе сообщение искажено;

• E5 — первое и второе сообщения искажены.

Ответ:
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• E1 = A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 ;

• E2 = Ω\A1 · A2 · A3 ;

• E3 = A1 · A2 · A3;

• E4 = A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3;

• E5 = A1A2A3 + A1A2A3.

Задача. 1.1.2 При наличии трех патронов производит-
ся стрельба по цели до первого попадания. Описать про-
странство элементарных событий и события:

• E1 — попадание при первых двух выстрелах;

• E2 — произведено не более двух выстрелов;

• E3 — израсходованы все патроны.

Ответ: Ω = {П, НП, ННП, ННН}; E1 = НП; E2 = П+НП; E3 =
ННН+ННП.

Задача. 1.1.3 Среди студентов, собравшихся на лекцию,
выбирают наудачу одного. Событие A — выбран юноша, В
— он не курит, С — он живет в общежитии.

1. Описать событие ABC;

2. При каком условии имеет место тождество ABC = A?

3. Когда справедливо соотношение C ⊂ B?

Ответ:

1. Любой выбранный юноша не курит и не живет в обще-
житии;

2. Все юноши живут в общежитии и не курят;

3. Не живущие в общежитии юноши не курят.

Задача. 1.1.4 Упростить выражение (A+BC)(B +AC)(C +
AB).

Ответ: A ·B · C + A ·B · C



1.2. ВЕРОЯТНОСТЬ СОБЫТИЯ 15

Задача. 1.1.5 Доказать, что A + B = AB + AB + BA

Задача. 1.1.6 Изобразить на схеме Эйлера–Венна собы-
тие:

A ·B · C + A ·B · C + A ·B · C

Задача. 1.1.7 Составлена электрическая схема, где собы-
тия Ai — i-й контакт замкнут.

Записать событие C цепь замкнута — лампочка L го-
рит.

Ответ: C = (A1 + A2)(A3 + A4) · A5.

1.2 Вероятность события

Чтобы сравнивать события по степени возможности их на-
ступления, вводится количественная характеристика, на-
зываемая вероятностью события.

Понятие вероятности события является в теории ве-
роятности первичным, не сводимым к другим понятиям.
Имеется несколько подходов, поясняющих понятие веро-
ятности.

1.2.1 Статистический подход к понятию вероятно-
сти

Пусть при проведении серии из n испытаний событие A на-
ступило m раз (m 6 n). Число m

n = P ∗(A) называется отно-
сительной частотой появления события A в данной серии
испытаний. Если провести другую серию из n1 опытов, то
получим другое число P ∗

n1(A) = m1

n1
.
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Если в различных сериях испытаний относительные
частоты наступления события A незначительно отличаются
друг от друга, то говорят, что частота обладает свойством
устойчивости. В качестве вероятности события A прини-
мают число PA = P (A), вблизи которого колеблется часто-
та события при неограниченном увеличении числа испы-
тания в серии, т.е.

PA = P (A) = lim
nk→∞

P ∗
nk

(A) (1.1)

1.2.2 Классическое определение вероятности

Классическое определение вероятности основано на поня-
тии равновозможных событий, образующих полную группу
несовместных событий. Об опыте, исходы которого обра-
зуют полную группу попарно несовместных, равновозмож-
ных событий, говорят, что он укладывается в классическую
схему.

Равновозможные события, составляющие полную груп-
пу, называют случаями.

По отношению к каждому событию случаи делятся на
благоприятные, при которых происходит событие, и небла-
гоприятные, при которых событие не происходит.

Вероятностью появления некоторого события A назы-
вается отношение числа случаев, благоприятствующих по-
явлению этого события, к общему числу равновозможных
в данном опыте случаев и обозначается

P (A) =
m

n
, (1.2)

где
m — число исходов, благоприятствующих событию A,
n — общее число исходов опыта.
Это определение вероятности называется классиче-

ским. Достоинство определения — вероятность события
можно определить до опыта. Недостаток — вероятность
можно определить только для равновозможных исходов
опыта.
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1.2.3 Геометрическая вероятность

Классическое определение вероятности непосредственно
применимо лишь к опытам, которые имеют конечное число
равновозможных исходов.

Однако его можно распространить и на некоторые
опыты, которые имеют бесконечное множество равновоз-
можных исходов.

Это можно применять в задачах, сводящихся к случай-
ному бросанию точки на конечный участок прямой, плос-
кости, пространства.

Если возможность появления точки внутри некоторой
области или пространства определяется не положением
этой области и ее границами, а только ее мерой, т.е. длиной,
площадью, объемом, то вероятность появления случайной
точки внутри некоторой области находится как отношение
меры этой области к мере всей области, в которой может
появиться данная точка:

P (A) =
Mes (A)

Mes (Ω)
(1.3)

или

P (A) =
l1
l
; P (A) =

S1

S
; P (A) =

V1

V
, (1.4)

соответственно, для отрезка l прямой, области S на плоско-
сти, области V пространства. Это определение вероятности
называется геометрическим. 2

1.2.4 Аксиомы вероятности

В математической модели случайного эксперимента ве-
роятность вводится как числовая функция, заданная на
множестве событий, связанных с данным экспериментом.
При этом вероятность события обладает всеми свойствами
относительной частоты появления события. Эти свойства
считаются аксиомами.

2 Определение вероятности (1.3) подходит и для классического случая, так как ме-
рой события является число элементарных событий, составляющих данное.
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Аксиома 1 (Аксиома неотрицательности)

0 6 P (A)

для всех событий, определенных на Ω.

Аксиома 2 (Аксиома нормировки)

P (Ω) = 1

Аксиома 3 ( Аксиома сложения) Если AB = ∅, то

P (A + B) = P (A) + P (B).

Аксиома сложения распространяется на любое конеч-
ное семейство попарно непересекающихся событий:

Аксиома 4 (Расширенная аксиома сложения) Если со-
бытия A1, . . . , An попарно несовместны, то

P (A1 + A2 + · · ·+ An) = P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An).

Следующие свойства вероятности выводятся как след-
ствия из данных аксиом:

1. P (∅) = 0;

2. P (A) 6 P (B) если A ⊂ B;

3. Если A — событие, противоположное событию A, то

P
(
Ā

)
= 1− P (A)

1.2.5 Элементы комбинаторики

При решении задач на классическую вероятность прихо-
дится подсчитывать число способов (комбинаций), с по-
мощью которых может осуществиться некоторое событие
(действие). Задачи такого рода называют комбинатор-
ными. При подсчете числа комбинаций руководствуются
принципами сложения и произведения комбинаций.

Принцип сложения комбинаций состоит в том, что
если некоторое действие может осуществиться нескольки-
ми независимыми способами, то общее число способов осу-
ществления этого действия равно числу таких способов.



1.2. ВЕРОЯТНОСТЬ СОБЫТИЯ 19

Принцип произведения комбинаций заключается в
следующем. Если какое-либо действие осуществляется за k

последовательныхшагов, при этом первыйшаг может быть
реализован n1 числом способом, второй шаг n2 числом спо-
собов, k-й шаг — nk способами, то общее число способов
реализации действия равно произведению n1 · n2 · . . . · nk.

Пусть мы имеем конечное множество элементов. Тогда
из элементов данного множества можно составить различ-
ные соединения (подмножества), отличающиеся либо сво-
им составом, либо порядком взаимного расположения.

Перестановками из n элементов называют всевоз-
можные упорядоченные соединения из данных элементов.
Число таких перестановок Pn подсчитывается с помощью
принципа произведения комбинаций: первый элемент в
перестановке можно выбрать n числом способов, второй —
(n− 1) числом, третий — (n− 2) числом и т.д.

Общее число комбинаций равно:

Pn = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 1 = n! (1.5)

Размещениями из n элементов по m называются
всевозможные упорядоченные соединения (подмножества)
m элементов из n данных элементов. Число размещений Am

n

(от французского arrangement — размещение) подсчитыва-
ется по тому же принципу, что и число перестановок:

A
m
n = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · (n−m + 1) =

n!

(n−m)!
(1.6)

Сочетанием из n элементов по m называется любое
неупорядоченное подмножество m элементов из n. Число
сочетаний Cm

n (от латинского combinare - соединить) под-
считывается следующим образом. Если во всех сочетани-
ях произвести всевозможные перестановки, то мы полу-
чим всевозможные размещения. Следовательно, имеет ме-
сто формула

C
m
n =

Am
n

m!
=

n!

m! · (n−m)!
=

n(n− 1)(n− 2)...(n−m + 1)

m!
. (1.7)
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Основное свойство сочетаний:

Cm
n = Cn−m

n (1.8)

1.2.6 Решение задач

Задача. 1.2.1 Сколькими способами можно рассадить 8
человек:

1. В один ряд?

2. За круглым столом?

Решение.

1. Искомое число способов равно числу перестановок из
8, т.е.

P8 = 8! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 = 40320

2. Так как за круглым столом выбор первого человека не
влияет на чередование элементов, то первым можно
взять любого, а оставшихся упорядочим относительно
выбранного. Это действие можно осуществить 8!

8 = 5040
способами.

Задача. 1.2.2 На курсе изучается 5 предметов. Скольки-
ми способамиможно составить расписание на субботу, ес-
ли в этот день должны быть две различные пары?

Решение. Искомое число способов есть число размещений
из 5 по 2, так как нужно учесть порядок пар: A2

5 = 5·4
1·2 = 20

Задача. 1.2.3 Сколько экзаменационных комиссий, состо-
ящих из 7 человек, можно составить из 15 преподавате-
лей?

Решение. Искомое число комиссий (без учета порядка) —
это число сочетаний из 15 по 7:

C
7
15 =

15!

7! · 8!
=

15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9
1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7

= 6435
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Задача. 1.2.4 Из корзины, содержащей двадцать прону-
мерованных шаров выбирают на удачу 5 шаров. Опреде-
лить число элементов пространства элементарных собы-
тий этого опыта, если:

1. шары выбираются последовательно один за другим с
возвращением после каждого извлечения;

2. шары выбирают один за другим, не возвращая;

3. выбирают сразу 5 шаров.

Решение.
1. Число способов извлечь первый шар из корзины равно
20. Так как извлеченный шар вернулся в корзину, то
число способов извлечь второй шар также равно 20 и
т.д. Тогда число способов извлечь 5 шаров в этом слу-
чае равно 20 · 20 · 20 · 20 · 20 = 3200000.

2. Число способов извлечь первый шар из корзины рав-
но 20. Так как извлеченный шар после извлечения не
вернулся в корзину, то число способов извлечь второй
шар стало равно 19 и т.д. Тогда число способов извлечь
5 шаров без возвращения равно 20 · 19 · 18 · 17 · 16 = A5

20

3. Число способов извлечь из корзины 5 шаров сразу рав-
но числу сочетаний из 20 по 5:

C
5
20 =

A5
20

5!
= 15504.

Задача. 1.2.5 Подброшены две игральные кости. Найти
вероятность события A того, что выпадет хотя бы одна
единица.

Решение. На каждой кости может выпасть любое число
очков от 1 до 6. Поэтому пространство элементарных со-
бытий содержит 36 равновозможных исходов. Событию A

благоприятствуют 11 исходов: (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1),
(1,4), (4,1), (1,5), (5,1), (1,6), (6,1), поэтому

P (A) =
11

36
≈ 0, 3055.
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Задача. 1.2.6 На красных карточках написаны буквы у, и,
я, к, ц, ф, н, на синих — буквы а, а, о, т, т, с, ч. После тща-
тельного перемешивания, что вероятнее: с первого раза
из букв на красных карточках составить слово «функция»
или из букв на синих карточках слово «частота»?
Решение. Пусть событие A — наудачу составленное из 7
букв слово «функция», событие B — наудачу составлен-
ное из 7 букв слово «частота». Так как упорядочиваются
два множества из 7 букв, то число всех исходов для со-
бытий A и B равно n = 7!. Событию A благоприятствует
один исход m = 1, так как все буквы на красных карточ-
ках различны. Событию B благоприятствуют m = 2! · 2! ис-
ходов, так как буквы «а» и «т» встречаются дважды. Тогда
P (A) = 1

7! , P (B) = 2!2!
7! , P (B) > P (A).

Задача. 1.2.7 На экзамене студенту предлагается 30 би-
летов; в каждом билете два вопроса. Из 60 вопросов, вошед-
ших в билеты, студент знает только 40. Найти вероят-
ность того, что взятый студентом билет будет состо-
ять
1. из известных ему вопросов;

2. из неизвестных ему вопросов;

3. из одного известного и одного неизвестного вопроса.
Решение. Пусть A — событие, состоящее в том, что на оба
вопроса студент знает ответ; B — не знает ответа на оба
вопроса; C — на один вопрос знает ответ, на другой — не
знает. Выбор двух вопросов из 60 можно осуществить n =

C2
60 = 60·59

2 = 1770 способами.
1. Имеется m = C2

40 = 40·39
2 = 780 возможностей выбора из-

вестных студенту вопросов. Тогда P (A) = m
n = 780

1770
∼= 0, 44

2. Выбор двух неизвестных вопросов из 20 можно осуще-
ствить m = C2

20 = 20·19
2 = 190 способами. В таком случае

P (B) = m
n = 190

1770
∼= 0, 11

3. Существует m = C1
40 ·C1

20 = 40 · 20 = 800 способов выбрать
билет с одним известным и одним неизвестным вопро-
сом. Тогда P (C) = 800

1770
∼= 0, 45.
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Задача. 1.2.8 По трем каналам послана некоторая ин-
формация. Каналы работают независимо друг от друга.
Найти вероятность того, что информация достигнет це-
ли

1. только по одному каналу;

2. хотя бы по одному каналу.

Решение. Пусть A— событие, состоящее в том, что инфор-
мация достигает цели только по одному каналу; B — хотя
бы по одному каналу. Опыт — передача информации по
трем каналам. Исход опыта — информация достигла цели.

Обозначим Ai — информация достигает цели по i-му
каналу. Пространство элементарных событий имеет вид:

Ω =

{
A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3;

A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3

}
Событию A благоприятствуют 3 исхода:

A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3.

Событию B благоприятствуют 7 исходов: все исходы, кро-
ме A1A2A3. Тогда n = 8; mA = 3; mB = 7; P (A) = 3

8 ; P (B) = 7
8.

Задача. 1.2.9 На отрезке единичной длины случайным об-
разом появляется точка. Найти вероятность того, что
расстояние от точки до концов отрезка больше 1/8.

Решение. По условию задачи искомому событию удовле-
творяют все точки, появляющиеся на интервале (a; b).

Так как его длина s = 1 −
(1

8 + 1
8

)
= 3

4, а
длина всего отрезка S = 1, то искомая ве-
роятность равна P = s/S = 3/4

1 = 0.75.

Задача. 1.2.10 В партии из n изделий k изделий являются
бракованными. Для контроля выбирается m изделий. Най-
ти вероятность того, что из m изделий l окажутся брако-
ванными (событие А).
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Решение. Выбор m изделий из n можно осуществить Cm
n

способами, а выбор l бракованных из k бракованных — C l
k

способами. После выбора l бракованных изделий останется
(m − l ) годных, находящихся среди (n − k) изделий. Тогда
число исходов, благоприятствующих событию A, равно C l

k ·
Cm−l

n−k и искомая вероятность P (A) =
Cl

kC
m−l
n−k

Cm
n
.

1.2.7 Задачи для самостоятельного решения

Задача. 1.2.1 Решить уравнение: A2
x+2 = 42

Ответ: x = 5.

Задача. 1.2.2 Решить систему уравнений:{
Cy

x = Cy+2
x

C2
x = 66

Ответ: x = 12, y = 5.

Задача. 1.2.3 На девяти карточках написаны буквы а, а,
а, м, м, д, г, р, и. После тщательного перемешивания бук-
вы разложены в ряд. Какова вероятность получения слова
«диаграмма».

Ответ: P = 0, 00003.

Задача. 1.2.4 В марте 10 солнечных дней. Найти вероят-
ность того, что

1. первые два дня солнечные;

2. первые два дня — разная погода.

Ответ: P1 = 3
31; P2 = 14

31.

Задача. 1.2.5 25 экзаменационных билетов содержат по
два вопроса, которые не повторяются. Студент подгото-
вил только 45 вопросов. Какова вероятность того, что вы-
тянутый студентом билет состоит из

• подготовленных им вопросов;
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• неподготовленных вопросов.

Ответ: P1 = 0, 808P2 = 0, 008.

Задача. 1.2.6 Набирая номер телефона, абонент забыл
последние три цифры и, помня лишь, что они различны,
набрал их на удачу. Найти вероятность того, что набра-
ны нужные цифры.

Ответ: P = 1
720.

Задача. 1.2.7 Телефонная линия, соединяющая два узла
связи А и В, отстоящих друг от друга на расстоянии 3 км,
оборвалась в неизвестном месте. Найти вероятность то-
го, что обрыв произошел не далее, чем в 500 метрах от
пункта А.

Ответ: P = 1/6.

Задача. 1.2.8 Интервал движения трамвая по заданному
маршруту 10 мин. Описать пространство элементарных
событий и случайное событие A — пассажир ждет трам-
вай не менее 2 и не более 5 минут. Найти P (A).

Ответ: Ω = [0, 10], P (A) = 0, 3.

1.3 Сложение и умножение вероятностей

C вероятностной точки зрения, вероятность события да-
ет полную исчерпывающую характеристику этого события.
Если даны два случайных события A и B, то возникает во-
прос их взаимосвязи. Если, например, событие B уже на-
ступило, то в некоторых случаях это может дать дополни-
тельную информацию о событии A, а поэтому изменить его
вероятность, а в других случаях эта информация не оказы-
вает никакого влияния на вероятность события A. События
A и B называются зависимыми, если вероятность появле-
ния одного из них зависит от того, произошло другое или
нет. B противном случае события называются независимы-
ми. Вероятность события A, вычисленная при условии, что
событие B произошло, называется условной вероятностью
события A и обозначается P (A | B).
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1.3.1 Условная вероятность.

Если в ходе испытания становится известно, что произо-
шло событие B, то эта дополнительная информация при-
водят к изменению пространства элементарных событий
так, что именно событие B теперь играет роль достоверно-
го события. При этом условии вероятность события A будет
определяться вероятностной мерой пересечения A и B.

P (A|B) =
Mes(AB)

Mes(B)
=

Mes(AB)/Mes (Ω)

Mes (B) /Mes (Ω)
=

P (AB)

P (B)
(1.9)

Уравнение (1.9) удобно переписать в форме так, чтобы
выразить вероятность произведения двух зависимых собы-
тий:

P (AB) = P (A) P (B|A) = P (B) P (A|B) (1.10)

Теорема. 1.1 Вероятность произведения двух зависимых
событий равна произведению вероятности одного из них
на условную вероятность другого при условии, что первое
произошло.

Рис. 1.10. К понятию условной вероятности

Следствие: все события на пространстве элементар-
ных событий Ω для единичного эксперимента являются за-
висимыми.

Произведение большого числа событий удобно предста-
вить в виде упорядоченной последовательности событий
A1, A2, A3, . . . , An. Тогда можно рассматривать условные ве-
роятности типа
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P (An | A1), P (An | A1A2), P (An | A1A2A3), . . . ,

. . . , P (An | A1A2 · · ·An−1),

и т. д., смысл которых ясен из определения условной веро-
ятности. Например, для трех событий получим:

P (A1A2A3) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1A2)

P (A1A2A3A4) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1A2)P (A4 | A1A2A3)

и т. д.

Теорема. 1.2 (Произведения вероятностей) Если собы-
тия A и B независимы, то

P (A | B) = P (A); P (B | A) = P (B) и P (AB) = P (A)P (B).

Обобщение на случай n независимых событий
A1, A2, A3, ..., An :

P (A1 · A2 · A3 · . . . · An) = P (A1) · P (A2) · . . . · P (An)

1.3.2 Теорема сложения вероятностей совместных
событий

Теорема. 1.3 (Сложения вероятностей) Пусть A и B —
совместные события. Тогда вероятность появления хотя
бы одного из этих событий (т.е. вероятность суммы
событий A и B) равна сумме вероятностей этих событий
без вероятности произведения этих событий

P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB) (1.11)

Теорема может быть обобщена на любое конечное число
совместных событий

P (A1 + A2 + · · ·+ An) =

= P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An)− P (A1A2)−
· · · − P (A1A3)− · · · − P (An−1An)− P (A1A2A3)−

− P (An−2An−1An)− · · · − P (A1A2 · · ·An) (1.12)
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При вычислении вероятности суммы большого числа
событий A = A1+A2+A3+ · · ·+An часто бывает проще перей-
ти к вычислению вероятности противоположного события.
Для независимых событий получим формулу:

P (A) = 1− P (A1 + A2 + A3 + · · ·+ An) =

= 1− P (A1 · A2 · A3 · . . . · An) =

= 1− P
(
A1

)
· P

(
A2

)
· P

(
A3

)
· . . . · P

(
An

)
.

(1.13)

Или
P (A) = 1− q1q2 · · · qn, (1.14)

где qi = 1− Pi .
Частный случай: если P1 = P2 = . . . = Pn = P, 1− P = q, то

P (A) = 1− qn.

1.3.3 Решение задач

Задача. 1.3.1 B урне 30 шаров: 15 красных, 10 синих и
5 белых. Найти вероятность того, что наугад вынутый
шар — цветной.

Решение. Пусть событие A — вынут красный шар, собы-
тие B — вынут синий шар. Тогда события (A + B) — вынут
цветной шар. Имеем P (A) = 15

30 = 1
2 , P (B) = 10

30 = 1
3. Так как

события A и B несовместны, то P (A + B) = P (A) + P (B) =
1
2 + 1

3 = 5
6
∼= 0.83.

Задача. 1.3.2 Вероятностьтого, что будет снег (событие
A), равна 0.6, а того, что будет дождь (событие B), равна
0.45. Найти вероятность плохой погоды, если вероятность
дождя со снегом (событие AB) равна 0.25.

Решение. События A и B совместны, поэтому P (A + B) =
P (A) + P (B)− P (AB) = 0.6 + 0.45− 0.25 = 0.8

Задача. 1.3.3 B первом ящике 2 белых и 10 черных шаров,
во втором — 3 белых и 9 черных шаров, в третьем — 6 бе-
лых и 6 черных шаров. Из каждого ящика вынули по шару.
Найти вероятность того, что все вынутые шары белые.



1.3. СЛОЖЕНИЕ И УМНОЖЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 29

Решение. Событие A — вынут белый шар из первого ящи-
ка, B — из второго ящика, C – из третьего. Тогда P (A) = 2

12 =
1
6; P (B) = 3

12 = 1
4; P (C) = 6

12 = 1
2. Событие ABC — все вынутые

шары — белые. События A, B, C — независимые, поэтому
P (ABC) = P (A)·P (B)·P (C) = 1

6 ·
1
4 ·

1
2 = 1

48
∼= 0.02

Задача. 1.3.4 B электрическую цепь последовательно
включены 5 элементов, работающие независимо друг от
друга. Вероятность отказов первого, второго, третье-
го, четвертого, пятого элементов соответственно равны
0.1; 0.2; 0.3; 0.2; 0.1. Найти вероятность того, что тока в
цепи не будет (событие A).

Решение. Так как элементы включены последовательно,
то тока в цепи не будет, если откажет хотя бы один эле-
мент. Событие Ai(i =1. . . 5) — откажет i -й элемент. События
Ai — независимые. Имеем P (A1) = 0.1; P (A2) = 0.2; P (A3) =
0.3; P (A4) = 0.2; P (A5) = 0.1. P (A1) = 0.9; P (A2) = 0.8; P (A3) =
0.7; P (A4) = 0.8; P (A5) = 0.9.

Тогда

P (A) = 1− P (A1A2A3A4A5) =

= 1− P (A1) · P (A2) · P (A3) · P (A4) · P (A5) =

= 1− 0.9 · 0.8 · 0.7 · 0.8 · 0.9 =

= 1− 0.92 · 0.82 · 0.7 = 1− 0.36288 = 0.63712.

Задача. 1.3.5 Цепь состоит из независимых блоков, соеди-
ненных в систему с одним входом и одним выходом.

Выход из строя за время Т различных элементов цепи
— независимые события, имеющие следующие вероятно-
сти P1 = 0.1; P2 = 0.2; P3 = 0.3; P4 = 0.4. Отказ любого из
элементов приводит к прерыванию сигнала в той ветви
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цепи, где находится данный элемент. Найти надежность
системы.

Решение. Если событие A — {СИСТЕМА НАДЕЖНА}, Ai —
{i- й БЛОК РАБОТАЕТ БЕЗОТКАЗНО}, то A = (A1 + A2)(A3 + A4).
События A1+A2, A3+A4 — независимые, события A1 и A2, A3

и A4 — совместные. По формулам умножения и сложения
вероятностей

P (A) = P (A1 + A2)(A3 + A4) = P (A1 + A2)P (A3 + A4) =

= [P (A1) + P (A2)− P (A1A2) · [P (A3) + P (A4)− P (A3A4)];

Имеем P (Ai) = 1 − P (Ai) = 1 − Pi , т.е. P (A1) = 0.9;
P (A2) = 0.8; P (A3) = 0.7; P (A4) = 0.6; Тогда P (A) =
[0.9 + 0.8− 0.9 · 0.8] [0.7 + 0.6− 0.7 · 0.8] = 0.8624 или P (A) = (1 −
P1P2)(1− P3P4) = (1− 0.1 · 0.9)(1− 0.3 · 0.4) = 0.8624.

Задача. 1.3.6 Рабочий обслуживает 3 станка. Вероят-
ность того, что в течение часа станок не потребует вни-
мания рабочего, равна для первого станка 0.9, для второго
станка — 0.8, для третьего станка — 0.7.

Найти вероятность того, что в течение некоторого
часа

1. потребует внимания второй станок;

2. потребуют внимания два станка;

3. потребуют внимания не менее двух станков.

Решение. Пусть Ai — i-й станок потребует внимания ра-
бочего, Ai — i-й станок не потребует внимания рабочего.

Тогда

P (A1) = 0.9; P (A2) = 0.8; P (A3) = 0.7;

P (A1) = 0.1; P (A2) = 0.2; P (A3) = 0.3.

Пространство элементарных событий:

Ω =

{
A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3;

A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3; A1A2A3

}
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1. Событие A — потребует внимания второй станок: A =
A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3.

Тогда

P (A) = P (A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3) =

= P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) =

= P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (A3)+

+ P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (A3).

Так как события несовместные и независимые. P (A) =
0.9·0.8·0.7 + 0.1·0.8·0.7 + 0.9·0.8·0.3 + 0.1·0.8·0.3 = 0.8

2. Событие B — потребуют внимания два станка:

B = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3.

P (B) = P (A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3) =

= P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) =

= 0.1 · 0.8 · 0.7 + 0.9 · 0.2 · 0.7 + 0.9 · 0.8 · 0.3 =

= 0.398.

3. Событие C — потребуют внимания не менее двух стан-
ков:

C = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3.

P (C) = P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3)+

+ P (A1A2A3) = 0.398 + 0.504 = 0.902.

Задача. 1.3.7 B машину «Экзаменатор» введено 50 вопро-
сов. Студенту предлагается 5 вопросов и ставится оценка
«отлично», если на все вопросы получен верный ответ. Най-
ти вероятность получить “отлично”, если студент подго-
товил только 40 вопросов.

Решение. A — {ПОЛУЧЕНА ОЦЕНКА «ОТЛИЧНО»}, Ai —
{ОТВЕТИЛ НА i- й ВОПРОС}. Тогда A = A1A2A3A4A5, имеем:

P (A) = P (A1) · P (A2 | A1) · P (A3 | A1A2) · P (A4 | A1A2A3) ·

· P (A5 | A1A2A3A4) =
40

50
· 39

49

38

47

37

46

36

46
∼= 0.31
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Или, другим способом— c помощьюформулы классической
вероятности (1.2): n = C5

50, m = C5
40 и

P (A) =
m

n
=

C5
40

C5
50

=
40 · 39 · 38 · 37 · 36

50 · 49 · 48 · 47 · 46
∼= 0.31

Задача. 1.3.8 Вероятности того, что нужная сборщику
деталь находится в I, II, III, IV ящике, соответственно рав-
ны 0.6; 0.7; 0.8; 0.9. Найти вероятность того, что сборщику
придется проверить все 4 ящика (событие A).

Решение. Пусть Ai — {НУЖНАЯ СБОРЩИКУ ДЕТАЛЬ НАХОДИТ-
СЯ В i-м ЯЩИКЕ.}
Тогда

P (A1) = 0.6; P (A1) = 0.4;

P (A2) = 0.7; P (A2) = 0.3;

P (A3) = 0.8; P (A3) = 0.2;

P (A4) = 0.1; P (A4) = 0.9.

Имеем :

A = A1A2A3A4 + A1A2A3A4.

Так как события несовместны и независимы, то

P (A) = P (A1A2A3A4 + A1A2A3A4) =

= P (A1A2A3A4) + P (A1A2A3A4) =

= P (A1)P (A2)P (A3)P (A4)+

+ P (A1)P (A2)P (A3)P (A4) =

= 0.40.30.2(0.9 + 0.1) = 0.024.

1.3.4 Задачи для самостоятельного решения

Задача. 1.3.1 Оператор обслуживает три прибора, рабо-
тающих независимо друг от друга. Известны вероятно-
сти того, что в течение часа приборы потребуют внима-
ния оператора: первый — 0.1; второй — 0.25; третий —
0.3. Найти вероятность того, что в течение часа не более
одного прибора потребуют внимания оператора.
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Ответ: P = 0.885.

Задача. 1.3.2 Известно, что в апреле бывает в среднем 16
солнечных дней. Найти вероятность того, что первого и
второго апреля будет различная погода.

Ответ: P = 0.515.

Задача. 1.3.3 Радист вызывает корреспондента. Вероят-
ность того, что вызов будет принят, равна 0.6. Найти
вероятность того, что корреспондент ответит лишь на
четвертый вызов.

Ответ: P = 0.0384.

Задача. 1.3.4 При каждом включении стартера двига-
тель начинает работать с вероятностью 0.8. Найти ве-
роятность того, что для запуска двигателя нужно не бо-
лее двух включений.

Ответ: P = 0.96.

Задача. 1.3.5 BНИИ работают120 человек, из них 70 зна-
ют английский язык, 60 — немецкий, 50 — знают оба язы-
ка. Найти вероятность того, что наудачу выбранный со-
трудник не знает ни одного иностранного языка.

Ответ: P = 1/3.

Задача. 1.3.6 Цепь состоит из независимых блоков, соеди-
ненных в систему

Зная, что надежность блоков соответственно равна
0.6 для a, 0.7 — для b, 0.8 – для c, 0.9 — для d, найти на-
дежность системы.

Ответ: 0.5076
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1.4 Формулы полной вероятности и Байеса

Пусть событие A может произойти совместно с одним из
событий H1, H2, . . . , Hn , которые попарно несовместны и
образуют полную группу событий, т.е.

n∑
i=1

Hi = Ω, а Hi ∩ Hi = ∅, i 6= j и P (H1) + P (H2) + . . . +

P (Hn) = 1.
События Hi называются гипотезами. Тогда любое собы-

тие можно представить в виде суммы непересекающихся
составляющих: A =

∑
A ·Hi. См. рисунок.

Рис. 1.11. Разложение события на составляющие

Пусть известны вероятности гипотез P (H1), P (H2), . . . ,
P (Hn) и условные вероятности P (A | H1), P (A | H2), . . . ,

P (A | Hn). Тогда вероятность события A равна сумме ве-
роятностей составляющих его частей:

P (A) =
n∑

i=1

P (A ·Hi) =
n∑

i=1

P (Hi) · P (A|Hi) (1.15)

Формула (1.15) называется формулой полной вероятно-
сти. Вероятности P (Hi) называются доопытными (априор-
ными) вероятностями гипотез.

Предположим, что произведен эксперимент, в резуль-
тате которого наступило событие A . В связи с этим возни-
кает вопрос: какова вероятность того, что данное событие
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произошло в результате реализации той или иной гипоте-
зы? Эта вероятность рассчитывается как условная вероят-
ность интересующей нас гипотезы при условии, что про-
изошло событие A.

P (Hi|A) =
P (Hi · A)

P (A)
=

P (Hi) · P (A|Hi)
n∑

i=1
P (Hi) · P (A|Hi)

(1.16)

Формула (1.16) называется формулой Байеса. Вероят-
ности P (Hi | A) называются послеопытными (апостериор-
ными) вероятностями. Заметим, что знаменатель в форму-
лах (1.16) совпадает с правой частью формулы (1.15). Фор-
мулы (1.16) называют так же формулами гипотез.

1.4.1 Решение задач

Задача. 1.4.1 Обследовалась группа из 10000 человек в
возрасте свыше 60 лет. Оказалось, что 4000 человек яв-
ляются постоянно курящими. У 1800 курящих обнаружи-
лись серьезные изменения в легких. Среди некурящих изме-
нения в легких имели 1500 человек. Какова вероятность
того, что наугад обследованный человек, имеющий изме-
нения в легких, является курящим?
Решение. Введем гипотезы: H1 — обследованный является
постоянно курящим, H2 — является некурящим. Тогда по
условию задачи

P (H1) =
4000

10000
= 0, 4, P (H2) =

6000

10000
= 0, 6

Обозначим через A событие, состоящее в том, что об-
следованный имеет изменения в легких. Тогда по условию
задачи

P (A | H1) =
1800

4000
=

9

20
, P (A | H2) =

1500

4000
=

5

20

По формуле (1.15) находим
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P (A) = P (H1)P (A | H1) + P (H2)P (A | H2) =

= 0, 4 · 9

20
+ 0, 6 · 5

20
=

1

20
(3, 6 + 3) =

6, 6

20
= 0, 3

Искомая вероятность того, что обследованный человек
является курящим, по формуле Байеса равна

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

0.4 · 9
20

6.6
20

=

=
0.4 · 9
6.6

=
3.6

6.6
=

6

11
= 0.55

Задача. 1.4.2 В продажу поступаюттелевизоры трех за-
водов: 30% с первого завода, 20% — со второго, 50% — с
третьего. Продукция первого завода содержит 20% теле-
визоров со скрытым дефектом, второго — 10% , третьего
— 5%. Какова вероятность приобрести исправныйтелеви-
зор?
Решение. Рассмотрим события: A — приобретен исправ-
ный телевизор; гипотезы H1, H2, H3 — телевизор поступил в
продажу соответственно с первого, второго, третьего заво-
да. По условию задачи

P (H1) =
30

100
= 0.3; P (H2) =

20

100
= 0.2; P (H3) =

50

100
= 0.5.

P (A | H1) =
80

100
= 0.8; P (A | H2) =

90

100
= 0.9;

P (A | H3) =
95

100
= 0.95.

По формуле (1.15) находим

P (A) = P (H1) · P (A | H1) + P (H2) · P (A | H2) +

+ P (H3) · P (A | H3) =

= 0.3 · 0.8 + 0.2 · 0.9 + 0.5 · 0.95 = 0.895.
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Задача. 1.4.3 Имеются три одинаковых по виду ящика. В
первом 20 белых шаров, во втором — 10 белых и 10 черных
шаров, в третьем — 20 черных шаров. Из наугад выбран-
ного ящика вынут белый шар. Найти вероятность того,
что этот шар из второго ящика.
Решение. Пусть событие A — вынут белый шар, гипотезы
H1,H2,H3 —шар вынут соответственно из первого, второго,
третьего ящика. Из условия задачи находим

P (H1) = P (H2) = P (H3) =
1

3
; P (A | H1) =

20

20
= 1;

P (A | H2) =
10

20
=

1

2
; P (A | H3) =

0

20
Тогда по формуле (1.15) находим

P (A) = P (H1)P (A | H1) + P (H2)P (A | H2) + P (H3)P (A | H3) =
= 1

3 · (1 + 1
2 + 0) = 1

2

По формуле (1.16) находим

P (H2 | A) =
P (H2)P (A | H2)

P (A)
=

1
3 ·

1
2

1
2

=
1

3

Задача. 1.4.4 Телеграфное сообщение состоит из сигна-
лов «точка» и «тире». Статистические свойства помех та-
ковы, что искажаются в среднем 2/5 сообщений «точка»
и 1/3 сообщений «тире». Известно, что среди передавае-
мых сигналов «точка» и «тире» встречаются в соотноше-
нии 5 : 3. Определить вероятность того, что принят пе-
редаваемый сигнал, если:

а) принят сигнал «точка»;

б) принят сигнал «тире».

Решение. Пусть событие A — принят сигнал «точка», а со-
бытие B — принят сигнал «тире».

Можно сделать две гипотезы:H1 —передан сигнал «точ-
ка», H2 — передан сигнал «тире». По условию P (H1) : P (H2) =
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5 : 3. Кроме того, P (H1) + P (H2) = 1. Поэтому P (H1) =
5/8, P (H2) = 3/8. Известно, что

P (A|H1) =
3

5
, P (A|H2) =

1

3
,

P (B|H1) =
2

5
, P (B|H2) =

2

3
.

Вероятности событий A и B находим по формуле пол-
ной вероятности:

P (A) =
3

8
· 3

5
+

3

8
· 1

3
=

1

2
, P (B) =

5

8
· 2

5
+

3

8
· 2

3
=

1

2
.

Искомые вероятности будут:

а) P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

5
8 ·

3
5

1/2
=

3

4
;

б) P (H2|B) =
P (H2)P (B|H2)

P (B)
=

3
8 ·

2
3

1/2
=

1

2
.

Задача. 1.4.5 Из 10 каналов радиосвязи 6 каналов защи-
щены от воздействия помех. Вероятность того, что за-
щищенный канал в течении времени t не выйдет из строя,
равна 0.95, для незащищенного канала — 0.8. Найти ве-
роятность того, что случайно выбранные два канала не
выйдут из строя в течение времени t, причем оба канала
не защищены от воздействия помех.
Решение. Пусть событие A — оба канала не выйдут из
строя в течение времени t, событие A1 — выбран защищен-
ный канал, A2 — выбран незащищенный канал.

Запишем пространство элементарных событий для
опыта — {ВЫБРАНО ДВА КАНАЛА}:

Ω = {A1A1, A1A2, A2A1, A2A2}
Гипотезы:
H1 — оба канала защищены от воздействия помех;
H2 — первый выбранный канал защищен, второй вы-

бранный канал не защищен от воздействия помех;
H3 — первый выбранный канал не защищен, второй

выбранный канал защищен от воздействия помех;
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H4 — оба выбранных канала не защищены от помех.
Тогда

P (H1) = P (A1A1) =
6

10
· 5

9
=

30

90
; P (A | H1) = 0.95 · 0.95 = 0.9025;

P (H2) = P (A1A2) =
6

10
· 4

9
=

24

90
; P (A|H2) = 0.95 · 0.8 = 0.760

P (H3) = P (A2A1) =
4

10
· 6

9
=

24

90
; P (A|H3) = 0.8 · 0.95 = 0.760;

P (H4) = P (A2A2) =
4

10
· 3

9
=

12

90
; P (A|H4) = 0.8 · 0.8 = 0.64

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) +
+ P (H3)P (A|H3) + P (H4)P (A|H4) =
= 30

90 · 0.9025 + 2 · 24
90 · 0.760 + 12

90 · 0.64 =
= 1

90 (30 · 0.9025 + 48 · 0.760 + 12 · 0.64) = 0.7915

и

P (H4|A) =
P (H4) · P (A|H4)

P (A)
=

1
90 · 12 · 0.64

0.7915
=

=
1
90 · 7.68

0.7915
= 0.1078.

1.4.2 Задачи для самостоятельного решения

Задача. 1.4.1 В группе из 10 экипажей имеются два от-
личных, пять хороших и три удовлетворительных. Ве-
роятность выполнения упражнения отличным экипажем
0.9, хорошим — 0.8; удовлетворительным — 0.5. Какова
вероятность того, что наудачу выбранный экипаж выпол-
нит упражнение?

Ответ: P = 0, 73

Задача. 1.4.2 Прибор на борту самолета может рабо-
тать в двух режимах: в условиях нормального полета и
в условиях перегрузки при взлете и посадке. Нормальный
режим осуществляется в 80% всего времени полета, усло-
вия перегрузки — в 20%. Вероятность выхода прибора из
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строя во время полета в нормальном режиме равна 0.1, в
условиях перегрузки — 0.4. Какова надежность прибора во
время полета?

Ответ: P = 0.16

Задача. 1.4.3 Известно, что 5% всех мужчин и 0.25% всех
женщин, дальтоники. Случайно выбранное лицо страда-
ет дальтонизмом. Какова вероятность, что он мужчина?
Считать равными количество мужчин и женщин.

Ответ: P = 0.9524.

Задача. 1.4.4 Вероятности того, что во время рабо-
ты ЭВМ произойдет критический сбой в арифметиче-
ском устройстве, в оперативной памяти и в остальных
устройствах, относятся как 3:2:5. Вероятности иденти-
фицировать сбои соответственно равны 0.8, 0.9, 0.9. Ка-
кова вероятность того, что произошедший сбой был обна-
ружен в оперативной памяти?

Ответ: P = 0.2045

Задача. 1.4.5 В партии 120 лампочек, из них 70 изготов-
лены на первом заводе, 50 — на втором. Продукция пер-
вого завода содержит 80% стандартных ламп, второго —
60%. Найти вероятность события A = {НАУДАЧУ ВЗЯТЫЕ
ДВЕ ЛАМПОЧКИ ЯВЛЯЮТСЯ СТАНДАРТНЫМИ}. Если событие
A произошло, то какова вероятность, что обе лампочки
изготовлены на первом заводе.

Ответ: P = 0.513; P = 0.42

1.5 Повторные независимые испытания

Пусть производятся испытания, при которых вероятность
появления события A в каждом испытании не зависит от
исходов других испытаний. Такие испытания называются
независимыми относительно события A. Будем рассматри-
вать независимые испытания, в каждом из которых веро-
ятность появления события A одинакова. Очень большое



1.5. ПОВТОРНЫЕ НЕЗАВИСИМЫЕ ИСПЫТАНИЯ 41

число теоретических и практических задач сводится к схе-
ме последовательных независимых испытаний, даже если
они не последовательны во времени.

Рассмотрим опыт, состоящий в проведении серии n

независимых испытаний, в каждом из которых некоторое
событие A может произойти с одной и той же вероятностью
P (A) = p и не произойти с вероятностью q = 1 − p. Подсчи-
таем вероятность Pn(m) события: {СОБЫТИЕ A В СЕРИИ ИЗ n

ИСПЫТАНИЙ ПРОИЗОШЛО РОВНО m РАЗ}. Тогда вероятность
элементарного события ωi :

{ СОБЫТИЕ A ПРОИЗОШЛО РОВНО m РАЗ И НЕ ПРОИЗОШЛО
n−m РАЗ}

будет равна произведению вероятностей соответствующих
событий:

p · p · . . . · p · (1− q) · (1− q) · . . . · (1− q) = pm · (1− p)n−m = pm · qn−m.

Рис. 1.12. Пример реализации серии независимых испытаний. Светлые точки
— событие произошло; темные точки — событие не произошло

Число таких элементарных событий ωi, составляющих
интересующее нас событие, равно числу всевозможных ре-
ализаций последовательностей появлений и непоявлений
(рис. 1.12) события A, т.е. числу сочетаний из n по m.

Pn(m) = Cm
n pm(1− p)n−m (1.17)

Эта формула называется формулой Бернулли или би-
номиальной формулой. Правая часть формулы Бернулли
представляет собой общий член разложения бинома Нью-
тона:

(p + q)n =
n∑

i=0

Cn−i
n pn−iqi. (1.18)

Первый член этой формулы — pn — дает вероятность
наступления события A n раз в n опытах; второй член — ве-
роятность наступления события (n−1) раз и не наступления
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1 раз и т.д.; последний член дает вероятность не появления
события A ни в одном испытании, т.е.

Pn(n) = pn, Pn(n− 1) = Cn−1
n pn−1q1,

Pn(n− 2) = Cn−2
n pn−2q2, . . . , Pn(0) = qn.

Формула Бернулли (1.17) позволяет определить не толь-
ко вероятность появления события A ровно m раз при n ис-
пытаниях, но и вероятность P (m1 6 m 6 m2) того, что число
m появлений события A заключено на некотором отрезке
[m1, m2], 0 6 m1 < m2 6 n. Искомая вероятность находится
как сумма вероятностей несовместных событий:

Pn(m1 6 m 6 m2) =

m2∑
i=m1

Pn(i). (1.19)

1.5.1 Наиболее вероятное число появлений события

Формула Бернулли позволяет установить, какое число по-
явлений события A в серии из n испытаний наиболее веро-
ятно.

Число m0 называется наиболее вероятным, если
Pn(m0) > Pn(m) при всех m, т.е. при некотором m0 Pn(m)
достигает своего наибольшего значения.

Наиболее вероятное число m0 определяется из двойного
неравенства

np− q 6 m0 6 np + p, (1.20)

устанавливающего для m0 границы, которые отличаются
на единицу.3

Если левое граничное значение np−q - дробное, то дроб-
ным будет и правое граничное значение. Тогда существует
одно число m0; Если np− q - целое, то np− q + 1 тоже целое. В
этом случае существует два наиболее вероятнейших числа
m0 = np− q и m0 + 1 = np + p.

3Действительно, левая граница np− q = np− (1−p) = np+p−1 отличается от правой
на единицу.
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1.5.2 Приближение Пуассона

При больших n формула Бернулли приводит к громоздким
вычислениям. Сформулируем предельное соотношение.

Теорема. 1.4 (Теорема Пуассона) Если существует

lim
n→∞
p→0

np = λ, (1.21)

то справедливо приближение Пуассона:

Pn(m) = lim
n→∞
p→0

Cm
n pm(1− p)n−m =

λm

m!
· e−λ (1.22)

где λ = np называется параметром Пуассона.

Практическое использование этой формулы допустимо при
λ 6 10. Формула (1.22) табулирована. Из-за малости p фор-
мулу Пуассона или распределение Пуассона называют так-
же законом редких явлений.

1.5.3 Локальная и интегральная теоремы Лапласа

Если условие применимости формулы Пуассона (1.21) на-
рушается, рассматриваются случаи, когда p 6= 0 и p 6= 1. При
этом для подсчета Pn(m) пользуются локальной предельной
теоремой Муавра-Лапласа.

Теорема. 1.5 Локальная теорема Муавра — Лапласа.
Пусть вероятность события A в n независимых испыта-
ниях равна p (0<p<1). Тогда вероятность того, что в этих
испытаниях событие A наступит ровно m раз, приближен-
но равна

Pn(m) =
1

√
npq

ϕ(x), (1.23)

где

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , x =
m− np
√

npq
, q = 1− p.
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Функция ϕ(x) называется функцией Гаусса; она являет-
ся четной, т.е. ϕ(−x) = ϕ(x); для неё составлены подробные
таблицы.

На практике при большом числе испытаний n и не
слишком малой вероятности p важно оценить вероятность
того, что число появлений события A лежит в некоторых
границах. Эту оценку устанавливает

Теорема. 1.6 Интегральная теорема Муавра — Ла-
пласа.Если вероятность p наступления события A в каж-
дом испытании постоянна, причем 0<p<1, то вероят-
ность того, что событие A появится в испытаниях от
m1 до m2 раз, приближенно равна

Pn(m1 6 m 6 m2) ≈ Φ(x2)− Φ(x1), (1.24)

где Φ(x) = 1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt, x1 = m1−np√
npq , x2 = m2−np√

npq , q = 1− p.

Функция Φ(x) называется функцией Лапласа и функци-
ей ошибок; она является нечетной, т.е. Φ(−x) = −Φ(x); при
x >0 эта функция табулирована. Оценка погрешности при
использовании формулы (1.23) показывает, что эта фор-
мула обеспечивает хорошую точность уже при значениях
npq > 10.

Таким образом,

Pn(m)
n→∞−→

{
λm

m! e
−λ, n · p = const

1√
npq ·

1√
2π

e−
(m−np)2

2·npq , n · p · q →∞

1.5.4 Отклонение частоты появления события от его
вероятности

Пусть n — число испытаний, p — вероятность появления
события A в каждом испытании, m

n - относительная часто-
та появления события A. Тогда вероятность того, что от-
клонение частоты появления события при n испытаниях от
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его вероятности по абсолютной величине не превышает за-
данного числа ε, приближенно равна удвоенной функции
Лапласа при x = ε

√
n
pq :

P
(
|m
n
− p| 6 ε

)
≈ Φ(0)− Φ

(
−ε

√
n

pq

)
+ Φ

(
ε

√
n

pq

)
− Φ(0) =

= 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
(1.25)

1.5.5 Решение задач

Задача. 1.5.1 По каналу связи передается 6 сообщений.
Каждое из сообщений может быть искажено помехами с
вероятностью 0.2 независимо от других. Найти вероят-
ность того, что

1. 4 сообщения из 6 не искажены;

2. не менее 3 из 6 переданы искаженными;

3. хотя бы одно сообщение из 6 искажено;

4. не более 2 из 6 не искажены;

5. все сообщения переданы без искажения.

Решение. Так как вероятность искажения 0.2, то вероят-
ность передачи сообщения без помех — 0.8.

1. Используя формулу Бернулли (1.17), найдем вероят-
ность передачи 4 сообщений из 6 без помех:

P 4
6 = C4

6 · 0.84 · 0.22 =
768

3125
= 0.24576

(n = 6, m = 4, p = 0.8 1− p = 0.2).

2. не менее 3 из 6 переданы искаженными:

P6(3 6 m 6 6) = P6(3) + P6(4) + P6(5) + P6(6) =

= C3
6 · 0.23 · 0.83 +C4

6 · 0.24 · 0.82 +C5
6 · 0.25 · 0.81 +C6

6 · 0.26 · 0.80 =

=
1

56 (1280 + 240 + 24 + 1) =
1

15625
· 1545 = 0.09888.
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3. хотя бы одно сообщение из 6 искажено:

P6(1 6 m 6 6) = P6(1)+P6(2)+P6(3)+P6(4)+P6(5)+P6(6) =

= 1− P6(0) = 1− C0
6 · 0, 20 · 0, 86 =

= 1− 4096

15625
=

11529

15625
= 0, 737856.

4. хотя бы одно сообщение из 6 искажено:

P6(0 6 m 6 2) = P6(0) + P6(1) + P6(2) =

= C0
6 · 0.26 · 0.80 + C1

6 · 0.25 · 0.81 + C2
6 · 0.24 · 0.82 =

=
1

56 (1 + 24 + 240) =
256

15625
= 0.01696.

5. все сообщения переданы без искажения:

P6(6) = C6
6 · 0.86 · 0.20 = 1 ·

(
4

5

)6

=
4096

15625
= 0.26144.

Задача. 1.5.2 Вероятность того, того, что летом день
будет ясным, равна 0.42; вероятность пасмурного дня рав-
на 0.36 и переменной облачности — 0.22. Сколько дней из
59 можно ожидать ясных и пасмурных?

Решение. Из условия задачи видно, что надо искать наи-
более вероятное число ясных и пасмурных дней.

Для ясных дней p = 0.42, n = 59. Составляем неравен-
ства (1.20):

59 · 0.42 + 0.42− 1 ≤ m0 ≤ 59 · 0.42 + 0.42.

Отсюда
24.2 6 mo 6 25.2 ⇒ mo = 25.

Для пасмурных дней p = 0.36, n = 59 и

0.36 · 59 + 0.36− 1 6 M0 6 0.36 · 59 + 0.36;

Следовательно 20.16 6 M0 6 21.60; ⇒ M0 = 21.
Таким образом, наиболее вероятное число ясных дней

mo =25, пасмурных дней—M0 = 21. Тогда летом можно ожи-
дать mo + M0 =46 ясных и пасмурных дней.
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Задача. 1.5.3 На лекции по теории вероятностей при-
сутствует 110 студентов курса. Найти вероятность то-
го, что

1. k студентов (k = 0,1,2) из присутствующих родились
первого сентября;

2. хотя бы один студент курса родился первого сентя-
бря.

Решение. Вероятность родиться 1 сентября любому сту-
денту курса p = 1

365 очень мала, поэтому используем фор-
мулу Пуассона (1.22). Найдем параметр Пуассона. Так как
n = 110, то λ = np = 110 · 1

365 = 0.3.
Тогда по формуле Пуассона Pn(k) = λk

k! e
−λ:

P110(k = 0) =
λ0

0!
e−0.3 = 0.740818

P110(k = 1) =
λ1

1!
e−0.3 = 0.3 · e−0.3 = 0.222245;

P110(k = 2) =
λ2

2!
e−0.3 =

0.32 · e−0,3

2
= 0.033337;

P110(k > 1) = 1− P110(0) = 1− 0.740818 = 0.259182.

Задача. 1.5.4 Вероятность того, что деталь не стан-
дартная, равна 0.1. Сколько деталей нужно отобрать,
чтобы с вероятностью P = 0.964228 можно было утвер-
ждать, что относительная частота появления нестан-
дартных деталей отклоняется от постоянной вероятно-
сти p = 0.1 по абсолютной величине не более, чем на 0.01?

Решение.
Требуемое число n найдем по формуле (1.25). Имеем:

p = 1.1; q = 0.9; P = 0.96428. Подставим данные в форму-
лу:

2Φ

(
0.01

√
n

0.1 · 0.9

)
= 0.96428.
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Откуда находим

Φ

(
0.01

√
n

0.09

)
= 0.48214.

По таблице значений функции Φ(x) находим, что
0.48214 = Φ(2.1) или 0.01

√
n

0.09 = 2.1 ⇒ n = 2102 · 0.09 = 3969.

Задача. 1.5.5 Вероятность выхода из строя за время Т
одного конденсатора равна 0.2. Определить вероятность
того, что за время Т из 100 конденсаторов выйдут из
строя

1. ровно 10 конденсаторов;

2. не менее 20 конденсаторов;

3. менее 28 конденсаторов;

4. от 14 до 26 конденсаторов.

Решение. Имеем n = 100, p = 0.2, q = 1 — p = 0.8.

1. Ровно 10 конденсаторов.
Так как n велико, воспользуемся локальной теоремой
Муавра — Лапласа: Pn(m) = 1√

npqϕ(x), где ϕ(x) = 1√
2π

e−
x2

2 .

Вычислим x = m−np√
npq = 10−100·0,2√

100·0,8·0,2 = 10−20
4 = −2, 5, √npq = 4.

Так как функция ϕ(x) — четная, то ϕ(−2, 5) = ϕ(2, 50) =
0, 0175 (находим по таблице значений функции ϕ(x)).
Искомая вероятность

P100(10) =
1

4
· 0, 0175 = 0, 004375.

2. Не менее 20 конденсаторов;
Требование, чтобы из 100 конденсаторов из строя вы-
шли не менее 20, означает, что из строя выйдут либо
20, либо 21, . . . , либо 100. Таким образом, m1 = 20, m2

=100. Тогда

x1 =
m1 − np
√

npq
=

20− 100 · 0.2
4

= 0,
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x2 =
m2 − np
√

npq
=

100− 20

4
= 20.

По таблице значений функции Φ(x) найдем Φ(x1) =
Φ(0) = 0, Φ(x2) = Φ(20) = 0.5. Искомая вероятность:

P100(20 ≤ m ≤ 100) = Φ(x2)− Φ(x1) = 0.5.

3. Менее 28 конденсаторов;

0 6 m 6 27. Тогда x1 = 0−20
4 = −5, x2 = 27−20

4 = 7
4 = 1, 75.

P100(0 6 m 6 27) ≈ Φ(1.75) − Φ(−5) = Φ(1.75) + Φ(5) =
0.45994 + 0.5 = 0.95994

(здесь было учтено, что функция Лапласа Ф(x) — нечет-
ная).

4. От 14 до 26 конденсаторов. По условиюm1= 14,m2 = 26.
Вычислим x1, x2 :

x1 =
14− 20

4
= −6

4
= −1, 5; x2 =

26− 20

4
=

6

4
= 1.5.

Тогда P100(14 6 m 6 26) ≈ Φ(1.5)− Φ(−1, 5) = 2Φ(1.5) =
2 · 0.4319 = 0.86638.

Задача. 1.5.6 Вероятность появления некоторого собы-
тия в одном опыте равна 0.6. Какова вероятность, что
это событие появиться в большинстве из 60 опытов?

Решение. Количество m появлений события в серии ис-
пытаний находится в промежутке [0; 60]. «В большинстве
опытов» означает, что m ∈ [30, 60.] По условию n = 60, p =
0.6, q = 0.4, m1 = 30, m2 = 60. Вычислим x1 и x2:

x1 =
m1 − np
√

npq
=

30− 60 · 0.6√
60 · 0.6 · 0.4

=
−6√
14.4

= −1.581,

x2 =
m2 − np
√

npq
=

60− 60 · 0.6√
14.4

= 6.324.
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Тогда

P60(30 6 m 6 60) = Φ(x2)− Φ(x1) =

= Φ(6.324)− Φ(−1.581) = Φ(6.324) + Φ(1.581) =

= 0.5 + 0.44295 = 0.94295.

1.5.6 Задачи для самостоятельного решения

Задача. 1.5.1 Отдел технического контроля проверяет
изделия на стандартность. Вероятность того, что изде-
лие стандартное, равна 0.9. На проверку взято 5 изделий.
Найти вероятность того, что

1. ровно два изделия стандартные;

2. все изделия нестандартные;

3. не менее двух изделий стандартные.

Ответ: p1 = 0.0081; p2 = 0.00001; p3 = 0.99954.

Задача. 1.5.2 Станок-автомат штампует детали. Из-
вестно, что в среднем на 1000 деталей приходится 4 бра-
кованных. Найти вероятность того,что среди 50 взятых
наудачу деталей:

1. 2 бракованных;

2. нет бракованных деталей.

Ответ: p1 = 0.016375; p2 = 0.818731.

Задача. 1.5.3 Имеется 100 станков одинаковой мощно-
сти, работающих независимо друг от друга в одинаковом
режиме, при котором привод оказывается включенным в
течение 0.8 всего рабочего времени. Какова вероятность
того, что в произвольно взятый момент времени окажут-
ся включенными

1. от 70 до 86 станков;

2. ровно 80 станков.
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Ответ: p1 = 0.92698; p2 = 0.0997.

Задача. 1.5.4 Событие B наступает в том случае, если
событие A появится не менее трех раз. Определить веро-
ятность появления события B, если вероятность появле-
ния события A при одном испытании равна 0.3 и произве-
дено:

а) пять независимых испытаний;

б) семь независимых испытаний.

Ответ: а) 0.163; б) 0.353.

Задача. 1.5.5 Если известно, что на лотерейный билет
выпал выигрыш, то вероятность того, что выигрышем бу-
дет велосипед или стиральная машина, равны соответ-
ственно 0.03 и 0.02. Найти вероятность выигрыша хотя бы
одного из этих предметов на 10 выигравших билетов, вы-
бранных из разных серий.

Ответ: p = 0.4



Глава 2
Случайные величины и их
распределения

2.1 Случайные величины

На практике результаты случайного эксперимента чаще
всего представляются в числовой форме. С другой сторо-
ны, результат случайного эксперимента — «СЛУЧАЙНОЕ СО-
БЫТИЕ». Чтобы связать эти представления вводят новое по-
нятие — «СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА». По сути дела — это число-
вая функция, заданная на множестве элементарных собы-
тий {ωi ∈ Ω} с областью значений в < или <n.

Полагают, что случайная величина в результате испы-
тания принимает то или иное возможное значение, заранее
неизвестное и зависящее от случайных обстоятельств.

С введением понятия «СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА» расширя-
ется понятие «СЛУЧАЙНОЕ СОБЫТИЕ» — теперь под случай-
ным событием понимается событие состоящее в том, что
случайная величина в результате испытания приняла зна-
чение, принадлежащее некоторому конечному или беско-
нечному числовому множеству.1

Обычно рассматривают два вида случайных величин:
дискретные и непрерывные.

Определение 2.1 Случайная величина называется дис-
кретной, если она принимает конечное или счетное мно-
жество значений.

Дискретная случайная величина используется при опи-
сании измерений, принимающих целочисленные значения:

1«СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА» — понятие более емкое, чем прежнее понятие «СЛУЧАЙНОЕ
СОБЫТИЕ». Ее введение позволяет обойтись без описания Ω, отвечающего данному
эксперименту. Ведь часто пространство элементарных событий описать очень слож-
но, а перечислить все ωi не всегда и возможно.
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число дефектных изделий, число телефонных вызовов, чис-
ло неисправностей в приборе и т.д. и может быть записана
в виде последовательности x1, x2, x3, ..., xn.

Для некоторых случайных величин число возможных
значений, принимаемых этой величиной, бывает настоль-
ко велико, что удобнее представлять их в виде непрерыв-
ных случайных величин, которые принимают любое значе-
ние в некотором интервале, например, продолжительность
работы электрической лампы2, дальность полета снаряда,
уровень воды в половодье и т.д. Ниже мы дадим другое,
более строгое, определение непрерывной случайной вели-
чины.

2.1.1 Закон распределения дискретной случайной ве-
личины

Для полного описания дискретной случайной величины
необходимо:

• Указать все её возможные значения.

• Задать вероятности, с которыми принимаются эти зна-
чения.

Соотношения между возможными значениями дис-
кретных случайных величин и их соответствующими веро-
ятностями называется законом распределения дискретной
случайной величины.

Удобен табличный способ задания закона распределе-
ния: в первой строке таблицы указывают значения случай-
ной величины, во второй строке — вероятности этих зна-
чений.

X x1 x2 . . . xi . . . xn . . .
P P1 P2 . . . Pi . . . Pn . . .

Таблица 2.1. Ряд распределения дискретной случайной величины

2Срок службы электрической лампочки — пример смешанной случайной величи-
ны: ее значения могут принимать одно дискретное, равное нулю значение, и любые
значения из промежутка (0, ∞)
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Эту таблицу называют рядом распределения дискрет-
ной случайной величины. Так как дискретная случайная
величина обязательно примет одно из своих значений xi, то
события {X = xi} образуют полную группу событий, поэтому
справедливо условие нормировки

∞∑
i=1

pi = 1. (2.1)

Полагают, что x1 < x2 < x3 < · · · < xi < xi+1 · · · .

2.1.2 Функция распределения случайной величины

Определение 2.2 Функцией распределения, или инте-
гральной функцией распределения случайной величины X

называется вероятность того, что случайная величина X

примет значения, меньшие заданного значения x, где x —
любое действительное число:

F (x) = P (X < x) (2.2)

Данное определение подходит как для дискретных, так
и для непрерывных случайных величин.

Свойства F (x):

1. Значения F (x) принадлежат отрезку [0, 1], т.е.

0 6 F (x) 6 1.

2. F (x) — неубывающая функция, т.е.

(x1 < x2) ⇒ F (x1) 6 F (x2).

3. F (x) — непрерывная слева в каждой точке x0, т.е. су-
ществует F (x0) и существует левосторонний предел:

F (x0) = lim
x→x0−0

F (x).

4. При любом x0 существует правосторонний предел, не
обязательно совпадающий с левосторонним:

lim
x→x0+0

F (x) = P (x 6 x0).
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Функция F (x) может иметь разрывы только первого ро-
да, причем в силу монотонности F (x) и неравенства
06 F (x) 61 таких скачков конечное или счетное мно-
жество.

5.

lim
x→−∞

F (x) = 0 ⇐⇒ { Невозможное событие},

lim
x→+∞

F (x) = 1 ⇐⇒ { Достоверное событие} (2.3)

6. Вероятность того, что случайная величина попадёт на
полуинтервал [a, b) равна разности значений функции
распределения в точках b и a:

P (a 6 x < b) = F (b)− F (a) (2.4)

Замечание. Если F (x) непрерывна в точке a и a = b, то
P (X ∈ [a, b]) = P (X = a) = F (b)− F (a) = 0. Следовательно, для
непрерывной в точке функции вероятность попадания на
отрезок равна вероятности попадания на интервал.

Пусть дана дискретная случайная величина X =
{x1, x2, . . . , xn}. Используя свойства функции F (x) получа-
ем, что при xi−1 < x 6 xi

F (x) = P1 + P2 + · · ·+ Pi−1 =
i−1∑
i=1

Pi (2.5)

В точке xi F (x) имеет скачок Pi = P (X = xi) = F (xi +
0)−F (xi). Таким образом, функция распределения дискрет-
ной случайной величины является кусочно-непрерывной, в
точках разрыва xi имеет скачки Pi и непрерывна слева в
точках разрыва xi.
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Рис. 2.1. Функция распределения дискретной случайной величины

Определение 2.3 Случайная величина X называется
непрерывной, если ее функция распределения непрерывна.

2.1.3 Плотность распределения случайной величины

Определение 2.4 Пусть F(x) — дифференцируемая функ-
ция. Производная от функции распределения F (x) называ-
ется плотностью распределения вероятности или диф-
ференциальной функцией распределения случайной вели-
чины

f(x) =
dF

dx
= F ′(x). (2.6)

Укажем вероятностный смысл dF (x):

dF (x) = f(x)dx ≈ F (x + dx)− F (x) = P (x ∈ (x, x + dx))

Таким образом, дифференциал функции распределе-
ния есть вероятность попадания случайной величины на
бесконечно малый промежуток от x до x + dx.
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Свойства f(x):

f(x) > 0, т.е. не отрицательная функция; (2.7)

P (a 6 x < b) = F (b)− F (a) =

b∫
a

f(x)dx; (2.8)

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1; (условие нормировки) (2.9)

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt (2.10)

2.1.4 Решение задач

Задача. 2.1.1 Дана таблица, где в верхней строке указа-
ны возможные значения случайной величиныX, а в нижней
— их вероятности.

X 1 2 3 4 5

P 1/4 1/8 1/4 1/8 1/4

Может ли эта таблица быть рядом распределения X?

Ответ: Да, так как p1 + p2 + p3 + p4 + p5 = 1

Задача. 2.1.2 Выпущено 500 лотерейных билетов, причем
40 билетов принесут их владельцам выигрыш по 10000 руб.,
20 билетов — по 50000 руб., 10 билетов — по 100000 руб., 5
билетов — по 200000 руб., 1 билет — 500000 руб., осталь-
ные — без выигрыша. Найти закон распределения выигры-
ша для владельца одного билета.

Решение.
Возможные значения X: x5 = 10000, x4 = 50000, x3 =

100000, x2 = 200000, x1 = 500000, x6 = 0. Вероятности этих
возможных значений:

P (x1 = 500000) = 1
500 = 0.002; P (x2 = 200000) = 5

500 = 0.01
P (x3 = 100000) = 10

500 = 0.02; P (x4 = 50000) = 20
500 = 0.04;

P (x5 = 10000) = 40
500 = 0.08; P (x6 = 0) = 424

500 = 0.848
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Искомый закон распределения:

X 500000 200000 100000 50000 10000 0
∑6

i=1 pi

p 0.002 0.01 0.02 0.04 0.08 0.848 1

Задача. 2.1.3 Стрелок, имея 5 патронов, стреляет до
первого попадания в цель. Вероятность попадания при
каждом выстреле равна 0.7. Построить закон распределе-
ния числа использованных патронов, найти функцию рас-
пределения F (x) и построить ее график, найти P (2 < x <
5).

Решение.
Пространство элементарных событий опыта

Ω = {1, 01, 001, 0001, 00001, 11111},

где событие {1} — попал в цель, событие {0} — не попал
в цель. Элементарным исходам соответствуют следующие
значения случайной величины числа использованных па-
тронов: 1, 2, 3, 4, 5. Так как результат каждого следующего
выстрела не зависит от предыдущего, то вероятности воз-
можных значений:
p1 = P (x1 = 1) = P (1) = 0.7; p2 = P (x2 = 2) = P (01) = 0.3 · 0.7 =
0.21;
p3 = P (x3 = 3) = P (001) = 0.32 · 0.7 = 0.063;

p4 = P (x4 = 4) = P (0001) = 0.33 · 0.7 = 0.0189;

p5 = P (x5 = 5) = P (00001 + 00000) = 0.34 · 0.7 + 0.35 = 0.0081.

Искомый закон распределения:

X 1 2 3 4 5
∑5

i=1 Pi

P 0.7 0.21 0.063 0.0189 0.0081 1



2.1. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 59

Найдем функцию распределения F (x), пользуясь формулой
(2.5)

x 6 1, F (x) = P (X < x) = 0

1 < x 6 2, F (x) = P (X < x) = P1(X1 = 1) = 0.7

2 < x 6 3, F (x) = P1(X = 1) + P2(x = 2) = 0.91

3 < x 6 4, F (x) = P1(x = 1) + P2(x = 2) + P3(x = 3) =

= 0.7 + 0.21 + 0.063 = 0.973

4 < x 6 5, F (x) = P1(x = 1) + P2(x = 2) + P3(x = 3) +

+P4(x = 4) = 0.973 + 0.0189 = 0.9919

x > 5, F (x) = 1

Рис. 2.2. К решению задачи 2.1.3

Найдем P (2 < x < 5). Применим формулу (2.4):

P (2 < x < 5) = F (5)− F (2) = 0.9919− 0.91 = 0.0819

Задача. 2.1.4 Дана F (x) некоторой случайной величины:

F (x) =



0, x 6 0
11/25, 0 < x 6 1
19/25, 1 < x 6 2
22/25, 2 < x 6 3
24/25, 3 < x 6 4

1, x > 4

Записать ряд распределения для X.

Решение.
Из свойств F (x) следует, что возможные значения слу-

чайной величины X — точки разрыва функции F (x), а со-
ответствующие им вероятности — скачки функции F (x).
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Находим возможные значения случайной величины X =
{0, 1, 2, 3, 4}.

Ряд распределения
X 0 1 2 3 4

P 11/25 8/25 3/25 2/25 1/25

Рис. 2.3. К решению задачи 2.1.4

Задача. 2.1.5 Установить, какая из функций

F1(x) =

{
ex, x 6 0
1 , x > 0

или F2(x) =


0, x 6 0
−x2 + 1, 0 < x 6 1
1, x > 1

является функцией распределения некоторой случайной
величины.

В случае утвердительного ответа, найти вероят-
ность того, что соответствующая случайная величина
принимает значения на [−3, 2].

Решение. Построим графики функций F1(x) и F2(x):

Функция F2(x) не является функцией распределения,
так как не является неубывающей. Функция F1(x) является
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функцией распределения некоторой случайной величины,
так как является неубывающей и удовлетворяет условию
(2.3). Найдем вероятность попадания на промежуток:

P (−3 6 X 6 2) = F (2)− F (−3) = 1− e−3 = 1− 1

e3 = 0.95021

Задача. 2.1.6 Дана плотность вероятности непрерывной
случайной величины X:

f(x) =

{
Cx2e−x, при x > 0

0, при x < 0

Найти:

1. коэффициент C;

2. функцию распределения F (x);

3. вероятность попадания случайной величины в интер-
вал (1, 3).

Решение. Из условия нормировки (2.9)находим

1 =

∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ 0

−∞
f(x)dx +

∫ +∞

0
f(x)dx =

= 0 + C

∫ +∞

0
x2e−xdx = C lim

a→+∞

∫ a

0
x2e−xdx =

= C lim
a→∞

[
2− a2 + 2a + 2

ea

]
= 2C ⇒ C =

1

2
.

Следовательно,

f(x) =

{ 1
2x

2e−x, x > 0
0, x < 0
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По формуле (2.10) находим:

x < 0 : F (x) =

∫ x

−∞
f(x)dx = 0, так как f(x) = 0.

x > 0 : F (x) =

∫ x

−∞
f(x)dx =

∫ 0

−∞
f(x)dx +

∫ x

0
f(t)dt =

= 0 +

∫ x

0
f(t)dt = (1/2)

∫ x

0
t2e−tdt =

= (1/2)

[
−t2 + 2t + 2

et

]x

0
=

=
1

2

[
−x2 + 2x + 2

ex
+ 2

]
= 1− x2 + 2x + 2

2ex
.

Таким образом,

F (x) =

{
1− x2+2x+2

2ex , при x > 0
0, при x < 0

.

По формуле (2.4) находим

P (1 < x < 3) = F (3)− F (1) = 0.9197− 0.3983 = 0.5214

Задача. 2.1.7 Случайное время простоя радиоэлектрон-
ной аппаратуры в ряде случаев имеет плотность вероят-
ности

f(x) =
M

xσ
√

2π
exp(−(lg x− lg x0)

2

2σ2 ),

где M = lge = 0.4343 . . .

Найти функцию распределения F (x).

Решение. По формуле (2.10) находим

F (x) =
x∫

−∞

M
xσ
√

2π
exp(− (lg x−lg x0)2

2σ2 )dx =

= M
σ

√
2π

∫ x

−∞ exp(− (lg x−lg x0)2

2σ2 )dx
x =

=

∣∣∣∣∣∣∣
lg x−lg x0

σ = t

dt = 1
σ(lg x)′dx = 1

σ ·
1
x lg e · dx = M

σ ·
dx
x ;

dx
x = M

σ dt = d
(

lg x−lg x0

σ

)
· M

σ

∣∣∣∣∣∣∣ =
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=
M · σ

σ
√

2π ·M

tB∫
−∞

e−
1
2 t2dt =

1√
2π

tB∫
−∞

e−
t2

2 dt,

где

tB =
lg x− lg x0

σ
.

2.1.5 Задачи для самостоятельного решения

Задача. 2.1.1 Урна содержит 10 черных и 15 красных мя-
чей. Наудачу вынимаются два мяча. Составить закон рас-
пределения числа извлеченных черных мячей; найти функ-
цию распределения F(x) и построить ее график.

Ответ: F (x) =


0, x 6 0
0.35, 0 < x 6 1
0.85, 1 < x 6 2
1, x > 2

x 0 1 2

p 0.35 0.5 0.15

Задача. 2.1.2 Построить график функции F (x) и соста-
вить ряд распределения вероятностей дискретной слу-
чайной величины.

F (x) =


0, x 6 −1

0.2, −1 < x 6 2
0.5, 2 < x 6 3
0.6, 3 < x 6 4
1, x > 4

Ответ: x −1 2 3 4

p 0.2 0.3 0.1 0.4

Задача. 2.1.3 Установить, какая из функций

F1(x) =


0, x 6 0

x− 1
4x

2, 0 < x 6 2
1, x > 2

или

F2(x) =


ex, x 6 0

e−x, 0 < x 6 1
1, x > 1
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является функцией распределения непрерывной случай-
ной величины.

Ответ: первая.

Задача. 2.1.4 Случайная величина X задана плотностью
распределения вида:

f(x) =


0, x < −2

A√
4−x2

, −2 6 x 6 2

0, x > 2

.

Найти значение параметра A, функцию распределения
F (x); и P (1 6 x 6 2).

Ответ: A = 1/π; F (x) =


0, x < −2
1
π

(
arcsin x

2 + π
2

)
, −2 6 x 6 2

1, x > 2
;

P (1 6 x 6 2) = 1/3.

Задача. 2.1.5 Какие из функций

F1(x) =


0, x 6 4
0, 8x− 3.2, 4 < x 6 5.25
1, x > 5.25

или

F2(x) =


0. x 6 0
0.5x− 1, 0 < x 6 4
1, x > 4

являются функциями распределения некоторой случай-
ной величины X. В случае утвердительного ответа най-
ти функцию плотности вероятности f(x) и вероятность
того, что случайная величина X принимает значения на
отрезке [3, 5].

Ответ: F1(x); P = 0.8; f1(x) =


0, x 6 4
0.8, 4 < x 6 5.25
1, x > 5.25
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2.2 Числовые характеристики случайных
величин

Числовые характеристики в сжатой форме выражают наи-
более существенные особенности распределения случайной
величины.

Числовые характеристики широко используются в те-
ории вероятностей и ее многочисленных приложениях на
практике. С их помощью в значительной степени облегча-
ется решение вероятностных задач. Рассмотрим лишь важ-
нейшие числовые характеристики, которые характеризу-
ют форму распределения и положение случайной величины
на числовой прямой.

2.2.1 Математическое ожидание

Пусть дискретная случайная величина задана своим рядом
распределения:

X x1 x2 x3 . . . xn . . .
p p1 p2 p3 . . . pn . . .

Математическим ожиданием дискретной случайной
величины называется число

mX = M [X] =
∞∑
i=1

xipi, (2.11)

если числовой ряд сходится абсолютно. Если ряд расходит-
ся, то говорят, что дискретная случайная величина X не
имеет конечного математического ожидания.

Если число значений случайной величины конечно и
равно n, то математическое ожидание равно конечной сум-
ме:

mX = M [X] =
n∑

i=1

xipi, (2.12)

Выясним вероятностный смысл математического ожи-
дания дискретной случайной величины.
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Пусть проведено n опытов, в которых случайная вели-
чина X приняла m1 раз значение x1, m2 раз значение x2, . . . ,
mk раз значение xk, причем m1 + m2 + · · · + mk = n. Тогда
среднее арифметическое значение x всех значений равно

x = x1m1+x2m2+...+xkmk

n = x1
m1

n + x2
m2

n + . . . + xk
mk

n =
= x1p1 ∗+x2p2 ∗+ . . . + xkpk∗,

где pi∗ = mi

n — относительная частота значения xi .
Если число опытов достаточно велико, то относитель-

ная частота приближенно равна вероятности события.
Таким образом, математическое ожидание приближенно
равно среднему арифметическому наблюдаемых значений
случайной величины.

Выясним механический смысл математического ожи-
дания дискретной случайной величины.

Пусть возможные значения дискретной случайной ве-
личины x1, x2, . . . , xn являются координатами материальных
точек с массами p1, p2, . . . , pn, расположенных на числовой

прямой, причем
n∑

i=1
pi = 1. Тогда M [X] =

n∑
i=1

xipi =

n∑
i=1

xipi

n∑
i=1

pi

, т.е.

математическое ожидание есть абсцисса центра тяжести
данной системы материальных точек.

Пусть X — непрерывная случайная величина и f(x) —
ее дифференциальная функция распределения или плот-
ность вероятности.

Математическим ожиданием непрерывной случайной
величины X называется число

M [X] = mx =

∞∫
−∞

xf(x)dx, (2.13)

если этот несобственный интеграл сходится. Если он рас-
ходится, то непрерывная случайная величина X математи-
ческого ожидания не имеет.

Математическое ожидание функции ϕ(X) от случайной
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величины рассчитывается по формуле:

M [ϕ(X)] = mϕ =

∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx. (2.14)

Свойства математического ожидания.

1. M [C]=C, т.е. математическое ожидание постоянной
равно самой постоянной;

2. M [C ·X] = C ·M [X] для любой случайной величины X и
произвольного числа C;

3. M [X + Y ] = M [X] + M [Y ] для произвольных случайных
величин X, Y ;

4. M [X1 · X2 · · ·Xn] = M [X1] ·M [X2] · · ·M [Xn] для n независи-
мых случайных величин X1, X2, . . . , Xn.

Размерность математического ожидания равна раз-
мерности случайной величины X.

2.2.2 Дисперсия

Дисперсией или рассеянием случайной величины X на-
зывается математическое ожидание квадрата отклонения
случайной величины X от своего математического ожида-
ния:

D[x] = M
[
(X −M [X])2] (2.15)

Если случайная величина X дискретна и задана своим
рядом распределения, то

D[X] =
∞∑
i=1

(xi −mX)2 pi (2.16)

Если случайная величина X непрерывна и задана на
[a, b], то

D[X] =

b∫
a

(xi −mX)2 f(x)dx (2.17)

где f(x) — функция плотности вероятности.
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Из свойств математического ожидания и определения
дисперсии имеем

D[X] = M
[
(X −mX)2] = M

[
X2 − 2XmX + m2

X

]
=

= M [X2]− 2mXM [X] + m2
X = M [X2]−m2

X . (2.18)

Итак,

D[X] = M [X2]−m2
X =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx−m2

X , (2.19)

то есть дисперсия случайной величины X равна разности
математического ожидания квадрата случайной величины
и квадрата математического ожидания.

Формула (2.19) удобна для практического вычисления
дисперсии. Размерность дисперсии равна квадрату раз-
мерности величины X. Величина σ[X] =

√
D[X] называется

средним квадратичным отклонением случайной величины.
Её размерность совпадает с размерностью величины X.

Вероятностный смысл дисперсии: дисперсия измеряет
меру рассеивания значений случайной величины X отно-
сительно своего математического ожидания.

Свойства дисперсии:

1. D[C] = 0, где C = const;

2. D[X] > 0;

3. D[C ·X] = C2 ·D[X] для любой случайной величины X и
произвольного числа C ;

4. D[X ± Y ] = D[X] + D[Y ] для независимых случайных ве-
личин X и Y.

Свойства среднего квадратического отклонения:

1. σ[C] = 0, где C = Const;

2. σ[C ·X] = C · σ[X];

3. σ[X + Y ] =
√

σ2[X] + σ2[Y ] для независимых случайных
величин X и Y.
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2.2.3 Решение задач

Задача. 2.2.1 Дан ряд распределения дискретной случай-
ной величины X:

x 10 20 30 40
p 0.2 0.15 0.25 0.4

Найти математическое ожидание, дисперсию, сред-
нее квадратичное отклонение, M [2X + 3], D[−3X + 2].

Решение.
По формуле (2.12) находим математическое ожидание:

M [X] = x1p1 + x2p2 + x3p3 + x4p4 =

= 10 · 0.2 + 20 · 0.15 + 30 · 0.25 + 40 · 0.4 = 28.5

M [2X + 5] = 2M [X] + M [5] = 2M [X] + 5 = 2 · 28.5 + 5 = 62.

По формуле (2.19) найдем дисперсию:

D[X] = M [X2]−m2
X =

= (102 · 0.2 + 202 · 0.15 + 302 · 0.25 + 402 · 0.4)− (28.5)2 =

= 945− 812.25 = 132.75.

D[−3X + 2] = 9D[X] + D[2] = 9D[X] = 9 · ·132.75 = 1194.75

σ[X] =
√

D[X] =
√

132.75 = 11.52.

Задача. 2.2.2 Найти математическое ожидание, диспер-
сию и среднее квадратичное отклонение непрерывной слу-
чайной величины X, функция распределения которой

F (x) =


0, x < 0

3
4x

2 − 1
4x

3, 0 6 x 6 2
1, x > 2

.

Решение. Найдем плотность вероятности:

f(x) = F ′(x) =


0, x < 0
3
2x−

3
4x

2, 0 6 x 6 2
0, x > 2
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Математическое ожидание найдем по формуле (2.13):

M [X] =

∫ ∞

−∞
x · f(x)dx =

=

∫ 0

−∞
(x · 0)dx +

∫ 2

0
x · (3x

2
− 3x2

4
)dx +

∫ ∞

2
(x · 0)dx =

= (x3/2− 3x4/16) |20= 1.

Дисперсию найдем по формуле (2.19):
Найдем сначала математическое ожидание квадрата

случайной величины:

M [X2] =
∞∫
−∞

x2f(x)dx =
2∫
0

x2
(3

2x−
3
4x

2
)
dx =

=
2∫
0

(3
2x

3 − 3
4x

4
)
dx = 3

8x
4 − 3

20x
5
∣∣2
0 = 6

5

Тогда D[X] = 6
5 − 1 = 1

5 = 0.2.
Среднее квадратичное отклонение

σ[X] =
√

D[X] =

√
1

5
= 0.4472.

Задача. 2.2.3 Дискретная случайная величина X имеет
ряд распределения:

x −1 0 1 2

p 0.2 0.3 0.4 0.1

Найти математическое ожидание и дисперсию случайной
величины Y = eX.

Решение. M [Y ] = M [eX ] = e−1 · 0.2 + e0 · 0.3 + e1 · 0.4 + e2 · 0.1 =

= 0.2 · 0.3679 + 1 · 0.3 + 2.71828 · 0.4 + 7.389 · 0.1 = 2.2.

D[Y ] = D[ex] = M
[
(eX)2]−M 2[eX ] =

=
[
(e−1)2 · 0.2 + (e0)2 · 0.3 + (e1)2 · 0.4 + (e2)2 · 0.1

]
− (2.2)2 =

=
(
e−2 · 0.2 + 0.3 + e2 · 0.4 + e4 · 0.1

)
− 4.84

= 8.741− 4.84 = 3.9.
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Задача. 2.2.4 Дискретная случайная величина X может
принимать только два значения x1 и x2, причем x1 < x2.
Известны вероятность p1 = 0.2 возможного значения x1,
математическое ожидание M [X] = 3.8 и дисперсия D[X] =
0.16. Найти закон распределения случайной величины.

Решение. Так как случайная величина X принимает толь-
ко два значения x1 и x2, то вероятность p2 = P (X = x2) =
1− p1 = 1− 0.2 = 0.8.

По условию задачи имеем:
M [X] = x1p1 + x2p2 = 0.2x1 + 0.8x2 = 3.8;
D[X] = (x2

1p1 + x2
2p2)−M 2[X] = (0.2x2

1 + 0.8x2
2)− (0.38)2 = 0.16.

Таким образом получили систему уравнений:

{
2x1 + 8x2 = 38
2x2

1 + 8x2
2 = 146

⇒
{

x1 + 4x2 = 19
x2

1 + 4x2
2 = 73

⇒

⇒
{

x1 = 19− 4x2

(19− 4x2)
2 + 4x2

2 = 73
⇒

⇒ 5x2
2 − 38x2 + 72 = 0 ⇒ x′2 = 4 x′′2 = 3.6

x′1 = 3 x′′1 = 4.6
.

Условию x1<x2 удовлетворяет решение x1 = 3. x2 = 4. По-

этому искомый закон распределения имеет вид: x 3 4

p 0.2 0.8

Задача. 2.2.5 Случайная величина X подчинена закону
распределения, график плотности которого имеет вид:

Найти математическое ожидание, дисперсию и сред-
нее квадратичное отклонение.
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Решение. Найдем дифференциальную функцию распре-
деления f(x). Вне интервала (0, 3) f(x) = 0. На интервале
(0, 3) график плотности есть прямая с угловым коэффици-
ентом k = 2/9, проходящая через начало координат. Таким
образом,

f(x) =


0, x 6 0
2
9x, 0 < x < 3
0, x > 3

.

Математическое ожидание:

M [X] =
∞∫
−∞

xf(x)dx =

=
0∫

−∞
x · 0dx +

3∫
0

x · 2
9xdx +

∞∫
3

x · 0dx =

= 2
9

3∫
0

x2dx = 2
9·3

∣∣3
0 = 2.

Найдем дисперсию и среднее квадратичное отклоне-
ние:

D[X] = M [X2]−m2
X =

∞∫
−∞

x2f(x)dx− 22 =

= 2
9

3∫
0

x3dx− 4 = 2
9·4x

4
∣∣2
0 − 4 = 9

2 − 4 = 0.5.

σ[X] =
√

D[X] =
√

0.5 == 0.707.

Задача. 2.2.6 Найти математическое ожидание и дис-
персию суммы очков, выпадающих на четырех игральных
кубиках при одном бросании.

Решение. Обозначим A — число очков на одном кубике
при одном бросании, B – число очков на втором кубике, C

— на третьем кубике, D — на четвертом кубике.
Для случайных ве- A, . . . , D 1 2 3 4 5 6

p 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6личин A, B, C, D за-
кон распределения
один.

ТогдаM [A] = M [B] = M [C] = M [D] = 1
6 ·(1+2+3+4+5+6) =

3.5
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и

M [A + B + C + D] = M [A] + M [B] + M [C] + M [D] = 14
M [A2] = M [B2] = M [C2] = M [D2] =
= 1/6 · (12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62) = 91

6
D[A] = D[B] = D[C] = D[D] = 91

6 − (3.5)2 = 91
6 −

49
4 = 35

12
D[A + B + C + D] = D[A] + D[B] + D[C] + D[D] =
= 4 · 35

12 = 35
3 = 11.7

σ[A + B + C + D] =
√

11.7 = 3.415.

2.2.4 Задачи для самостоятельного решения

Задача. 2.2.1 Прибор состоит из четырех независимо ра-
ботающих элементов.
Число работающих элементов — случайная величина, рас-
пределенная по закону:

x 0 1 2 3 4
p 0.02 0.15 0.35 0.36 A

Найти: A, математическое ожиданиеM [X], M [2X +4], дис-
персию D[X], D[5X − 6], среднее квадратичное отклонение
σ[X].

Ответ: A = 0.12; M [X] = 2.41; M [2X + 4] = 8.82;
D[X] = 0.9; D[5X − 6] = 22.5; σ[X] = 0.95.

Задача. 2.2.2 Дискретная случайная величина имеет ряд
распределения

Найти математическое ожиданиеx −1 0 1 2

p 0.3 0.1 0.5 0.1 и дисперсию случайной величины Y=
X3.

Ответ: M [Y ] = 1, D[Y ] = 6.2.

Задача. 2.2.3 Пусть случайные величины имеют плотно-
сти распределения:

f1(x) =


0, x 6 0
(x/18), 0 < x 6 6
0, x > 6

, f2 (x) = (1/2) exp{− |x|}.
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Найти математическое ожидание и дисперсию.

Ответ: M1[X] = 4, D1[X] = 2, M2[X] = 0, D2[X] = 2.

Задача. 2.2.4 Пусть случайная величина X имеет плот-
ность распределения.

f(x) =

{
(1/2) · cos(x), x ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
0, x /∈

[
−π

2 ,
π
2

]
Найти математическое ожидание и дисперсию слу-

чайной величины Y = sin(2x).

Ответ: M [Y ] = 0, D[Y ] = 16/15.

Задача. 2.2.5 Найти закон распределения дискретной
случайной величины X, которая имеет два возможных зна-
чения x1 и x2, причем x1 < x2. Известны математическое
ожидание M [X] = 3.5; дисперсия D[X] = 0.25; вероятность
значения x1 : p1 = 0.5.

Ответ: x 3 4

p 0.5 0.5

2.3 Законы распределения случайных вели-
чин

2.3.1 Биномиальное распределение

Пусть производятся испытания по схеме Бернулли:

1. опыты независимы, т.е. результат каждого опыта не
оказывает влияния на другие;

2. вероятность P (A) = p наступления события A в каждом
опыте одна и та же.

Через X обозначим число наступлений события A в серии
из n опытов.
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Определение 2.5 Случайная величина X называется рас-
пределенной по биномиальному закону, если свои возмож-
ные значения она принимает с вероятностями

Pn(k) = Ck
npk(1− p)n−k, (k = 0, 1, 2, . . . , n). (2.20)

Случайная величина X имеет ряд распределения

x 0 1 2 3 . . . n
p (1− p)n np(1− p)n−1 C2

np
2(1− p)n−2 C3

np
3(1− p)n−3 . . . pn

Замечание. Биномиальное распределение дискретно.

Числовые характеристики для биномиального распре-
деления:

Математическое ожидание
M [X] = n · p (2.21)
Дисперсия

D[X] = n · p · (1− p) (2.22)
Среднее квадратичное отклонение

σ[X] =
√

np(1− p) (2.23)

Функция распределения F (x) имеет вид ступенчатой
функции с разрывами в точках x = 0, 1, 2, . . . , n, при-
чем величина скачка в точке x = m равна вероятности
Pn(m) = Cm

n pm(1− p)n−m.

2.3.2 Распределение Пуассона

Определение 2.6 . Случайная величина X называется
распределенной по закону Пуассона, если свои возможные
значения xk, k = 0, 1, 2, . . . , n, . . . она принимает с вероятно-
стями

Pn(k) =
λke−λ

k!
, (2.24)

где λ — параметр распределения (однопараметрическое
распределение).
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Замечания. Пуассоновское распределение является рас-
пределением дискретной случайной величины. Дискретная
случайная величина X распределена по закону Пуассона,
если число испытаний велико, а вероятность p появления
события в каждом испытании очень мала и λ = n ·p — сред-
нее число появлений события в n испытаниях. Случайная
величина X имеет ряд распределения:

x 0 1 2 3 . . . m . . .

p e−λ λe−λ λ2

2! e
−λ λ3

3! e
−λ . . . λm

m! e
−λ . . .

Числовые характеристики распределения Пуассона:

M [x] = λ; D[x] = λ; σ[X] =
√

λ. (2.25)
Отсюда следует смысл параметра λ.

2.3.3 Равномерное распределение

Определение 2.7 Непрерывная случайная величина X на-
зывается равномерно распределенной на [a, b], если ее диф-
ференциальная функция распределения имеет вид:

f(x) =

{ 1
b−a , a 6 x 6 b

0, x < a, x > b
(2.26)

Интегральная функция распределения равномерно
распределенной случайной величины X имеет вид:

F (x) =


0, x 6 a
x−a
b−a , a < x 6 b

1, x > b

. (2.27)

Рис. 2.4. Графики функций f(x) и F (x) равномерного распределения
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Вероятность того, что случайная величина, равномерно
распределенная в интервале (α, β), принадлежащем [a, b],
выражается формулой

P (α < x < β) =

β∫
α

f(x)dx =
β − α

b− a
(2.28)

Для равномерного распределения случайной величины
X :

M [x] =
a + b

2
, (2.29)

т.е. математическое ожидание является серединой проме-
жутка [a, b];

D[x] =
(b− a)2

12
, σ[X] =

b− a

2
√

3
. (2.30)

Пример: ошибка отсчета показаний стрелочного при-
бора распределена равномерно на отрезке, равном цене де-
ления.

2.3.4 Экспоненциальное распределение

Определение 2.8 Непрерывная случайная величина X на-
зывается распределенной по экспоненциальному (показа-
тельному) закону, если дифференциальная функция рас-
пределения имеет вид:

f(x) =

{
0, x < 0
λe−λx, x > 0

, (2.31)

где λ — параметр распределения. Интегральная функция
распределения имеет вид:

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt =

{
0, x < 0
1− e−λx, x > 0

(2.32)
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Рис. 2.5. Графики функций f(x) и F (x) :

Числовые характеристики распределения:

M [x] =
1

λ
, D[x] =

1

λ2 , σ[x] =
1

λ
. (2.33)

Эти формулы устанавливают вероятностный смысл па-
раметра λ.

Вероятность попадания в интервал (α, β) дается выра-
жением:

P (α 6 x < β) =

β∫
α

f(x)dx = e−λα − e−λβ. (2.34)

Примеры непрерывных случайных величин, распреде-
ленных по показательному закону:

• продолжительность телефонного разговора;

• срок службы радиоэлектронной аппаратуры;

• время ожидания при техническом обслуживании;

• длина пути молекулы между двумя последовательными
столкновениями с другими молекулами;

• время обнаружения цели локатором.

2.3.5 Нормальное распределение (распределение
Гаусса)

Определение 2.9 Непрерывная случайная величина X на-
зывается распределенной по нормальному закону или име-
ет гауссовское распределение, если дифференциальная
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функция распределения имеет вид:

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 , (2.35)

где a, σ — параметры распределения.
График функции f(x) называется нормальной кривой.

Функция f(x) имеет единственную точку экстремума x = a,
в которой функция принимает наибольшее значение f(A) =

1
σ
√

2π
. В точках x = a ± σ кривая имеет перегиб и f(a ± σ) =

1
σ
√

2πe
. Так как lim

x→±∞
f(x) = 0, то ось Ox — горизонтальная

асимптота для нормальной кривой. Изменение параметра
σ ведет к изменению формы кривой: чем меньше σ, тем
кривая круче; при увеличении σ она становится более по-
логой.

Нормальная кривая симметрична относительно пря-
мой x = a.

Рис. 2.6. Нормальная кривая

Вероятностный смысл параметров нормального рас-
пределения:

M [X] = a, D[X] = σ2, σ[X] = σ (2.36)
Функция нормального распределения

F (x) =

x∫
−∞

f(ξ)dξ =
1

σ
√

2π

x∫
−∞

e−
(ξ−a)2

2σ2 dξ. (2.37)

Этот «неберущийся» интеграл удобно выразить через
табулированную функцию Лапласа:

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
ξ2

2 dξ. (2.38)
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Именно
F (x) =

1

2
+ Φ

(
x− a

σ

)
. (2.39)

Функция Φ(x) — нечетная.

Рис. 2.7. График функции F (x) нормального распределения

При a = 0, σ = 1 получаем стандартное (нормирован-
ное) нормальное распределение. Для него

f0(x) =
1√
2π

e−
x2

2 = ϕ(x) (2.40)

Функция ϕ(x) — четная и табулирована.

F0(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
ξ2

2 dξ (2.41)

Функция F0(x) — табулирована.
Вероятность попадания случайной величины в интер-

вал [α, β):

P (α 6 x < β) = F (β)− F (α) = Φ

(
β − a

σ

)
− Φ

(
α− a

σ

)
(2.42)

Если α = a− δ, β = a + δ, где δ — произвольное число, то

P (a− δ 6 x < a + δ) = Φ

(
δ

σ

)
− Φ

(
− δ

σ

)
= 2Φ

(
δ

σ

)
.

При δ = 3σ
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P (a− 3σ 6 x < a + 3σ) = 2Φ (3) = 2 · 0.49865 = 0.9973.

Правило трех сигм. Если случайная величина под-
чинена нормальному закону, то вероятность ее откло-
нения от математического ожидания больше трех сред-
них квадратичных ошибок, близка к нулю (p = 0.0027). Или
практически достоверно, что нормальная случайная вели-
чина принимает значения в [a−3σ, a+3σ], так как p = 0.9973.

На практике многие случайные величины распределе-
ны нормально или почти нормально. Например: ошибки
возможных измерений; ошибки стрельбы, наведения; от-
клонение напряжения в сети от номинала; суммарная вы-
плата страхового общества за большой период; дальность
полета снаряда; частота события при большом числе опы-
тов; масса вылавливаемой рыбы одного вида; рост мужчин
(женщин) одного возраста и национальности.

2.3.6 Решение задач

Задача. 2.3.1 Вероятность того, что частица, вылетев-
шая из радиоактивного источника, будет зарегистриро-
вана счетчиком, равна 0.0001. За время наблюдения из ис-
точника вылетело 30000 частиц. Найти вероятность то-
го, что счетчик зарегистрировал:

1. ровно 3 частицы;

2. ни одной частицы;

3. не менее 10 частиц.

Решение. По условию n = 30000, p = 0.0001. События, со-
стоящие в том, что частицы, вылетевшие из радиоактив-
ного источника, зарегистрированы, независимы; число n

велико, а вероятность p мала, поэтому воспользуемся рас-
пределением Пуассона: Pn(k) = λke−λ

k! . Найдем λ : λ = np =
30000 · 0.0001 = 3 = M [X]. Искомые вероятности:

1. P30000(3) = 33e−3

3! = 0.224042, k = 3.
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2. P30000(0) = 30e−3

0! = 0.049787, k = 0.

3. P30000(x > 10) = 1−
9∑

k=0

3ke−3

k! =

= 1−
[
30e−3

0!
+

31e−3

1!
+

32e−3

2!
+

33e−3

3!
+

+
34e−3

4!
+

35e−3

5!
+

36e−3

6!
+

37e−3

7!
+

38e−3

8!
+

39e−3

9!

]
=

= 1− (0.049787 + 0.149361 + 0.224042+

+ 0.224042 + 0.168031 + 0.100819 + 0.050409 + 0.021604+

+ 0.008102 + 0.002701) = 1− 0.998898 = 0.001102.

Задача. 2.3.2 В партии 5% нестандартных деталей. На-
удачу отобраны 5 деталей. Написать закон распределе-
ния дискретной случайной величины X — числа нестан-
дартных деталей среди пяти отобранных; найти мате-
матическое ожидание и дисперсию.

Решение. Дискретная случайная величина X — число
нестандартных деталей — имеет биномиальное распреде-
ление и может принимать следующие значения: x1 = 0,
x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3, x5 = 4, x6 = 5. Вероятность нестандарт-
ной детали в партии p = 5/100 = 0.05. Найдем вероятности
этих возможных значений:

x1 = 0 P5(0) = C0
5 · 0.050 · 0.955 = 0.7737809

x2 = 1 P5(1) = C1
5 · 0.051 · 0.954 = 0.2036267

x3 = 2 P5(2) = C2
5 · 0.052 · 0.953 = 0.02143433

x4 = 3 P5(3) = C3
5 · 0.053 · 0.952 = 0.0011281

x5 = 4 P5(4) = C4
5 · 0.054 · 0.951 = 0.0000297

x6 = 5 P5(5) = C5
5 · 0.055 · 0.950 = 0.0000003

Напишем искомый закон распределения:

x 0 1 2 3 4 5
p 0.773780 0.203626 0.021434 0.001128 0.000029 0.0000003
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Найдем числовые характеристики:

M [X] =
5∑

i=0

xipi = 0 · 0.7737809 + 1 · 0.2036267 + 2 · 0.0214343+

+ 3 · 0.0011281 + 4 · 0.0000297 + 5 · 0.0000003 = 0.2499999 ≈ 0.250

или
M [X] = n · p = 5 · 0.05 = 0.25.

D[X] = M [X2]−M 2[X] = 02 · 0.7737809 + 12 · 0.2036267+

+ 22 · 0.0214343 + 32 · 0.0011281 + 42 · 0.0000297 + 52 · 0.0000003−
− 0.0625 = 0.2999995− 0.0625 = 0.2374995 ≈ 0.2375

или
D[X] = n · p · (1− p) = 5 · 0.05 · 0.95 = 0.2375.

Задача. 2.3.3 Время обнаружения цели радиолокатором
распределено по показательному закону

F (t) =

{
0, t < 0

1− e−λt, t > 0
,

где 1
λ = 10 сек. — среднее время обнаружения цели. Найти

вероятность того, что цель будет обнаружена за время
от 5 до 15 сек. после начала поиска.

Решение. Вероятность попадания случайной величины X

в интервал (5, 15) найдем по формуле (2.8):

P (5 < x < 15) =
15∫
5

f(t)dt =

= F (15)− F (5) =
[
1− e−15λ

]
−

[
1− e−5λ

]
= e−5λ − e−15λ

При λ = 1
10 = 0.1 получаем

P (5 ≤ x < 15) = e−0.5 − e−1.5 =

=
1√
e
− 1

e
√

e
=

1√
e

(
1− 1

e

)
=

= 0.6065(1− 0.3679) = 0.6065 · 0.6321 = 0.3834
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Задача. 2.3.4 Случайные ошибки измерения подчинены
нормальному закону с параметрами a = 0, σ = 20 мм. За-
писать дифференциальную функцию распределения f(x)
и найти вероятность того, что при измерении допущена
ошибка в интервале от 5 до 10 мм.

Решение. Подставим значения параметров a и σ в диффе-
ренциальную функцию распределения (2.35):

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 =
1

20
√

2π
e
− x2

2·(20)2 =
1

20
√

2π
e−

x2

8002

По формуле (2.42) найдем вероятность попадания слу-
чайной величины X в интервале [0, 5) :

P (5 6 x < 10) = Φ

(
β − a

σ

)
− Φ

(
α− a

σ

)
=

= Φ

(
10− 0

20

)
− Φ

(
5− 0

20

)
= Φ(0.5)− Φ(0.25) = 0.19146− 0.09871 = 0.9275

Здесь значения функции Лапласа взяты по таблице.

Задача. 2.3.5 Цена деления шкалы амперметра равна 0.1
ампера. Показания амперметра округляются до ближай-
шего целого деления. Найти вероятность того, что при
отсчете будет сделана ошибка, превышающая 0.03 ампе-
ра. Найти математическое ожидание, дисперсию ошибки
округления отсчета и функцию F (x).

Решение. Ошибку округления отсчета можно считать рас-
пределенной равномерно на [0; 0.1], т.е. a = 0, b = 0.1. То-
гда дифференциальная функция распределения f(x) будет
иметь вид

f(x) =


0, x < 0

1
0.1−0 = 10, 0 6 x 6 0.1

0, x > 0.1
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Найдем

M [X] = a+b
2 = 0+0.1

2 = 0.1
2 = 0.05.

D[X] = (b−a)2

12 = (0.1−0)2

12 = 0.01
12 = 0.0008

P (0.03 < x < 0.07) = β−α
b−a = 0.07−0.03

0.1−0 = 0.04
0.1 = 0.004.

2.3.7 Задачи для самостоятельного решения

Задача. 2.3.1 По данным ОТК на сотню металлических
брусков, заготовленных для обработки, приходится 30 с за-
зубринами. Записать биномиальный закон распределения
дискретной случайной величины X числа брусков с зазуб-
ринами среди случайно взятых 4 брусков. Найти мате-
матическое ожидание, дисперсию и среднее квадратичное
отклонение.

Ответ: M [X] = 1, 2; D[X] = 0.84; σ[X] = 0.916
x 0 1 2 3 4

p 0.2401 0.4116 0.2646 0.0756 0.0081

Задача. 2.3.2 Магазин получил 5000 бутылок минеральной
воды. Вероятность того, что при перевозке бутылка ока-
жется поврежденной, равна 0.0001. Найти вероятность
того, что магазин получит поврежденных бутылок:

1. ровно 3;

2. менее трех;

3. хотя бы одну.

Ответ: P (x < 3) = 0.985612; P (k > 0) = 0.393469; P (k = 3) =
0.012636.

Задача. 2.3.3 Случайная величина X имеет равномерное
распределение на [3; 5]. Найти дифференциальную и инте-
гральнуюфункцию распределения, построить их графики,
найти математическое ожидание, дисперсию и P (2 < x <

4).

Ответ: M [X] = 4; D[X] = 1/3; P (2 < x < 4) = 1/2.
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Задача. 2.3.4 Непрерывная случайная величинаX распре-
делена по показательному закону, заданному интеграль-
ной функцией распределения

F (x) =

{
0, x < 0

1− e−0.4x, x > 0
.

Найти дифференциальную функцию распределения
f(x) и вероятность того, что случайная величина X в ре-
зультате испытания попадает в интервал (5, 10).

Ответ: P = 0.11698.

Задача. 2.3.5 Случайная величина X распределена нор-
мально с математическим ожиданием M [X] = A и диспер-
сией D[X] = σ2. Найти вероятность того, что случайная
величинаX отклоняется от своего математического ожи-
дания не больше, чем на k(k = 1, 2, 3, 4) средних квадратич-
ных отклонений.

Ответ: P1 = 0.68278; P2 = 0.9545; P3 = 0.99730; P4 = 0.999994.



Глава 3
Индивидуальные задания

Вариант 1

Задача 1.1. В вещевой лотерее разыгрывается 8 предме-
тов. Первый, подошедший к урне вынимает из нее 5 биле-
тов. Каким числом способов он может их вынуть, чтобы:

• ровно два из них оказались выигрышными;

• по крайней мере два из них оказались выигрышными.

В урне всего 50 билетов.

Ответ: 326240;377452.

Задача 1.2. При наличии трех патронов производится
стрельба по цели до первого попадания. Описать простран-
ство элементарных событий и следующие события:

• попадание при третьем выстреле:

• попадание при первом или третьем выстреле.

Задача 1.3. В цехе работают 6 мужчин и 4 женщины. По
табельным номерам наудачу отобраны 7 человек. Найти ве-
роятность того, что среди отобранных лиц окажутся

• все женщины:

• все мужчины.

Ответ: p1=1/6; p2=1/30

Задача 1.4. Приемник и передатчик выходят в эфир в те-
чение часа в любой момент времени и дежурят по15 минут.
Какова вероятность приема информации?

Ответ: p = 7/16.
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Задача 1.5. Вычислительный центр, который должен про-
изводить непрерывную обработку поступающей информа-
ции, располагает тремя вычислительными устройствами.
Каждое из этих устройств имеет вероятность отказа за
некоторое время, равную 0.2. Найти вероятность того, что
откажет только одно устройство.

Ответ: p = 0.384

Задача 1.6. Среднее число вызовов, поступающих на
станцию скорой помощи за одну минуту, равно двум. Най-
ти вероятность того, что за 4 минуты поступит:
• пять вызовов;

• менее пяти вызовов;

• не менее пяти вызовов;

• хотя бы один вызов.
Ответ: 0.091604; 0.099632; 0.900368; 0.999665.

Задача 1.7. Положение курса корабля при прохождении
пролива равновозможно по ширине пролива, которая рав-
на 3 км. Вероятность подрыва на мине в левой части про-
лива шириной 1 км. равна 0.8, а в остальной части — 0.4.
Корабль прошел пролив. Какова вероятность того, что он
проходил через левую часть пролива?

Ответ: p = 1/ 7

Задача 1.8. Орудие, имея 3 снаряда, ведет стрельбу по це-
ли до первого попадания. Вероятность попадания при каж-
дом выстреле 0.2. Составить ряд распределения случайной
величины X — числа израсходованных снарядов. Найти
функцию распределения F (x) и построить ее график.

Задача 1.9. Случайная величина задана дифференциаль-
ной функцией распределения

f(x) =


0, x < 0
A · sin(x), 0 6 x 6 π

0, x > π

Найти A, функцию распределения F (x) и P (0 < x < π).
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Ответ: a = 1/2; P = 0.5

Задача 1.10. В результате испытаний двух приборов A и
B установлены вероятности P наблюдения помех, оценива-
емые по четырехбальной системе уровней помех U:

P \ U 0 1 2 3

Прибор A 0.7 0.2 0.06 0.04

Прибор B 0.8 0.06 0.04 0.1

По этим данным надо выбрать лучший прибор, если луч-
шим считается тот, который в среднем имеет меньший
уровень помех.

Задача 1.11. Учебник издали тиражом 900 000 экземпля-
ров. Вероятность того, что учебник сброшюрован непра-
вильно равна 0.00001. Найти вероятность того, что тираж
содержит

• пять бракованных книг;

• хотя бы одну бракованную книгу.

Ответ: p1 = 0, 6; p2 = 0.9999

Вариант 2

Задача 2.1. Решить систему уравнений:{
Cx−y

x = Cy+2
x

C2
x = 153

Ответ: (18, 8)

Задача 2.2. Составлена электрическая схема:
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События Ai: {i- й контакт замкнут}. Записать событие
С: {Цепь замкнута, лампа L горит.}

Задача 2.3. Из колоды в 52 карты наугад выбираются 4.
Найти вероятность того, что среди них окажется

• один туз;

• все тузы.

Ответ: p1 = 0.2556, p2 = 0.000003693

Задача 2.4. В неизвестном месте канала шириной 300 м
находится мина. Какова вероятность того, что:

• из идущих по каналу строем фронта трех судов ни одно
не подорвется на мине;

• подорвется второе судно при следовании судов друг за
другом.

Ширина первого судна 30 м, второго судна 20 м, третьего
— 10м.

Ответ: p1 = 0.8; p2 = 0.06.

Задача 2.5. Вероятность попадания в мишень при од-
ном выстреле равна 0.7. После первого попадания стрельба
прекращается. Найти вероятность того, что будет произве-
дено 4 выстрела.

Ответ: p = 0.0189

Задача 2.6. Стрелок попадает в цель с вероятностью 0.7.
Для получения зачета по стрельбе необходимо попасть в
цель не менее 3 раз из 5 выстрелов. Найти вероятность сда-
чи стрелком зачета по стрельбе.

Ответ: p = 0.837

Задача 2.7. Имеются три схемы с ненадежными элемен-
тами:
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Вероятность прохождения тока через каждый элемент
равна 1/2. Найти вероятность того, что наудачу выбран-
ная схема проводит ток.

Ответ: p = 0.541;

Задача 2.8. Мишень состоит из круга №1 и двух колец с
номерами №2, №3. Попадание в круг №1 дает 10 очков, в
кольца №2, 3— соответственно 5 и (-1) очко. Вероятности
попадания в круг и кольца равны соответственно 0.5 , 0.3
и 0.2. Найти закон распределения для случайной величины
X— суммы выбитых очков в результате трех попаданий.

Задача 2.9. Зная функцию распределения случайной ве-
личины X

F (x) =


0, x < 0
x− 1

4 · x
2, 0 6 x 6 2

1, x > 2
,

найти дифференциальную функцию f(x) и построить ее
график.
Определить P (0 6 x 6 1) .

Ответ: p = 0.75

Задача 2.10. Случайная величина X распределена по зако-
ну, график которой имеет вид, изображенный на рисунке:
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Найти A, функцию плотности f(x), математическое ожида-
ние и среднее квадратичное отклонение.

Ответ: A = 1/2; mx = 4/3; σx = 2
√

2
3 .

Задача 2.11. Найти параметр С, математическое ожида-
ние и дисперсию показательного распределения, заданного
плотностью распределения

f(x) = C · e−5x(x ≥ 0).

Найти вероятность того, что в результате испытания слу-
чайная величина X попадет в интервал (0.1; 0.2).

Ответ: p =0.2386

Вариант 3

Задача 3.1. Решить уравнение

12 · Cx−1
x+3 = 55 · A2

x+1

Ответ: x =8

Задача 3.2. Брошены две игральные кости. Описать про-
странство элементарных событий и события:

• модуль разности выпавших очков равен двум;

• сумма выпавших очков равна 7;

• число очков на одной грани в 2 раза больше, чем на
другой.

Ответ: 2/9; 1/6; 1/6.

Задача 3.3. На стеллаж случайным образом расставлены
15 книг, причем 6 из них в переплете. Определить вероят-
ность того, что из трех взятых наугад книг хотя бы одна
будет в переплете.

Ответ: p =53/65
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Задача 3.4. На отрезке AB длиной l наудачу поставлены
2 точки L и M . Найти вероятность того, что точка L будет
ближе к точке M , чем к точке A.

Ответ: p =0.75

Задача 3.5. Автомат производит некоторые изделия и на-
полняет ими ящики. Известно, что в среднем 1 ящик из 100
содержит по крайней мере одно нестандартное изделие.
Наличие нестандартных изделий в одном ящике не связа-
но с наличием нестандартных изделий в другом. Найти ве-
роятность того, что в любом из четырех ящиков окажутся
только стандартные изделия.

Ответ: p = 0.961

Задача 3.6. Вероятность того, что деталь нестандартная,
равна 0.1. Сколько деталей нужно отобрать, чтобы с веро-
ятностью 0.9544 можно было утверждать, что относитель-
ная частота появления нестандартных деталей отклоняет-
ся от вероятности p = 0.1 по абсолютной величине не более,
чем на 0,03.

Ответ: n = 400

Задача 3.7. Имеются 2 партии изделий по 12 и 10 штук,
причем в каждой партии одно изделие бракованное. Изде-
лие, взятое наудачу из первой партии, переложено во вто-
рую, после чего выбирается наудачу изделие из второй пар-
тии. Определить вероятность извлечения бракованного из-
делия из второй партии.

Ответ: p =13/132

Задача 3.8. Случайная величина X имеет следующую
функцию распределения:

F (x) =


0, x 6 −2
0.2, −2 < x 6 0
0.6, 0 < x 6 1
1, x > 1

.

Построить её. Составить таблицу распределения. Найти
P (−1 6 x 6 1).
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Ответ: p = 0.4

Задача 3.9. Дана плотность распределения независимой
случайной величины X:

f(x) =


0, x < π /6
A · sin(3 · x), π /6 ≤ x ≤ π /3
0, x > π /3

Найти:

• параметр A;

• функцию распределения F (x);

• Построить графики F (x) и f(x).

Ответ: A = 3

Задача 3.10. Случайная величина X задана своей плотно-
стью f(x) = 1− x

2 на интервале (0, 2), вне этого интервала она
равна нулю. Найти дисперсию функции Y = x2 не находя
предварительно плотности Y.

Ответ: D[X] = 28/45

Задача 3.11. Вероятность прибытия поезда без опоздания
равна 0,9. Найти вероятность того, что среди 5 прибываю-
щих поездов:

• опаздывающих меньше двух;

• хотя бы один поезд опоздает.

Ответ: p1 = 0.91854; p2 = 0.40951

Вариант 4

Задача 4.1. Решить уравнение 30 · A4
x−2 = A5

x.

Ответ: 6, 25
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Задача 4.2. Доказать, что ĀB + AB̄ + ĀB̄ = AB.

Задача 4.3. На 10 карточках написаны цифры: 0, 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9. Две карточки вынимаются и укладываются в
порядке появления. Найти вероятность того, что получив-
шееся двузначное число — нечетное.

Ответ: p =1/2

Задача 4.4. Авиационная бомба, сброшенная с самолета
на узел связи площадью 2 км2, может упасть в любую точку
с равной вероятностью. На данном узле связи группа ко-
мандно — штабных машин размещена на площади 0.8 км2,
а группа обеспечения — на площади 0.6 км2. Найти веро-
ятность того, что в результате бомбардировки связь будет
нарушена.

Ответ: p =0.7

Задача 4.5. Три орудия независимо друг от друга произ-
вели залп по одной цели. Вероятность попадания первым
орудием равна 0.6, вторым — 0.7, третьим — 0.8. Найти
вероятность разрушения цели, если для этого достаточно
хотя бы одного попадания.

Ответ: p = 0.976

Задача 4.6. Вероятность возникновения опасной для при-
бора перегрузки в каждом испытании равна 0.4. Найти:

• число опытов n, при котором наиболее вероятное число
отказов прибора равно 4.

• вероятность наиболее вероятного числа отказов прибо-
ра.

Ответ: p = 0.25; n = 10

Задача 4.7. Деталь, изготовленная на заводе, попадает на
проверку к одному из двух контролеров. К первому кон-
тролеру попадает 60% всех деталей. Из них 94% первый
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контролер признал стандартными. Второй контролер при-
знал стандартными 98% деталей. Найти вероятность того,
что взятая наугад, оказавшаяся стандартной, деталь — и
проверена первым контролером.

Ответ: p = 0.59

Задача 4.8. Проводятся последовательные испытания пя-
ти приборов. Каждый следующий прибор испытывается
только в том случае, если предыдущий оказался надежным.
Построить ряд распределения случайной величины — чис-
ла испытанных приборов, если вероятность выдержать ис-
пытание для каждого из них равна 0.9.

Задача 4.9. Задана плотность распределения СВ:

f(x) =


0, x < 0
c · (x3 + 1), 0 6 x 6 1
0, x > 1

Найти коэффициент c и F (x). Построить графики для f(x)
и F (x).

Ответ: c = 4/5.

Задача 4.10. Даны законы распределения независимых
случайных величин X и Y :

X -2 -1 0
p 0.3 0.2 0.5
Y 0 1 2
p 0.4 0.5 0.1

Найти математические ожи-
дания для функций: X2 + Y 2

и 2X-3Y.

Ответ: 2.3, −3.7.

Задача 4.11. Ведется стрельба из точки вдоль прямой.
Предполагается, что дальность полета снаряда — случай-
ная величина, распределенная по нормальному закону с
параметрами: a = 1200M, σ = 100M. Найти, какой процент
выпущенных снарядов дает перелет от 80 до 100 метров за
отметку 1200 метров.

Ответ: 1.66%
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Вариант 5

5

Задача 5.1. Учебный курс охватывает 10 разделов теории
вероятностей и 8 разделов других дисциплин. Экзаменаци-
онный билет состоит из 5 вопросов: три по теории вероят-
ностей и два — по другим дисциплинам. Сколькими спосо-
бами можно составить экзаменационные билеты?

Ответ: 3360

Задача 5.2. Абонент забыл последнюю цифру номера и
поэтому набирает ее наудачу. Описать событие:{абоненту
придется звонить не более, чем в 4 места}.

Задача 5.3. В магазине имеется 14 телевизоров. Из них 10
— импортных. Найти вероятность того, что среди 6 науда-
чу взятых телевизоров:

• 4 импортных;

• все телевизоры импортные.

Ответ: p1 = 60/143; p2 = 10/143.

Задача 5.4. Два приятеля договорились встретиться в
условленном месте в промежутке от 6 до 7 часов. Каждый
приходит на место встречи в любой момент времени и ждет
другого ровно 10 минут. Какова вероятность того, что при-
ятели встретятся?

Ответ: p = 11/36.

Задача 5.5. Из колоды из 52 карты берут наугад 2 карты.
Найти вероятность того, что это будут карты одной масти.

Ответ: p= 12/51

Задача 5.6. 20% изготавливаемых на заводе кинескопов
не выдерживают гарантийный срок службы. Найти веро-
ятность того, что из партии в 600 кинескопов количество
не выдержавших срок службы будет находится между 100
и 125.



98 Индивидуальные задания

Ответ: p = 0.67

Задача 5.7. Две из 4 независимо работающих ламп отка-
зали. Найти вероятность того, что отказали 1 и 2-я лампы.
Вероятности отказа ламп равны соответственно 0.1, 0.2,
0.3, 0.4 .

Ответ: p = 0.0393

Задача 5.8. При сборке прибора для более точной подгон-
ки основной детали может потребоваться 1, 2 или 3 про-
бы с вероятностями 0.07, 0.21, 0.55 соответственно. Со-
ставить ряд распределения случайной величины X — числа
подгонок. Найти функцию распределения F(x) и построить
ее график.

Задача 5.9. Случайная величина X задана своей плотно-
стью распределения:

f(x) =

{
1− ax2, x ∈ [−1, 1]
0, x /∈ [−1, 1]

Найти: параметр a, функцию распределения F (x) и постро-
ить ее график.

Ответ: a = 3/2.

Задача 5.10. Имеется 10 радиоламп, среди которых 3
неисправные. Случайно отбирается 4 лампы. Найти ма-
тематическое ожидание случайной величины X — числа
неисправных ламп среди отобранных.

Ответ: M [X] = 6/5.

Задача 5.11. Телефонная станция обслуживает 1000 або-
нентов. Вероятность любому абоненту позвонить на комму-
татор в течение часа равна 0.001. Какова вероятность того,
что в течение часа позвонят:

• 4 абонента;

• более 4-х абонентов.

Ответ: p1 = 0.015; p2 = 0.004
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Вариант 6

Задача 6.1. Решить систему уравнений
Ay−3

5x

Ay−2
5x

= 1
7 ,

Cy−2
5x

Cy−3
5x

= 7
4

Ответ: (2, 6).

Задача 6.2. Три орудия ведут огонь по цели. Каждое ору-
дие стреляет один раз. Для поражения цели достаточно
двух попаданий.
Описать событие: {Цель поражена}.

Задача 6.3. Число дополнительных вопросов, задаваемых
на экзамене равно 25. Из них 10 – по теории вероятностей,
а остальные — по другим разделам математики. Студенту
задано 3 вопроса. Найти вероятность того, что

• два из них по теории вероятностей;

• три вопроса по теории вероятностей.

Ответ: p1 = 27/92; p2 = 6/115.

Задача 6.4. Два парохода должны подойти к одному и
тому же причалу. Время прихода пароходов независимо
и равновозможно в течение данных суток. Найти веро-
ятность того, что одному из пароходов придется ожидать
освобождение причала, если время стоянки первого паро-
хода — 1 час, а второго — 2 часа.

Ответ: p = 139/1152.

Задача 6.5. По результатам многолетних наблюдений
установлено, что в сентябре бывает в среднем 14 солнеч-
ных дней. Найти вероятность того, что первого и второго
сентября будет одинаковая погода.

Ответ: p = 0.4851
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Задача 6.6. Коммутатор обслуживает 100 абонентов. Ве-
роятность того, что в течение одной минуты абонент по-
звонит на коммутатор равна 0.01. Найти вероятность того,
что в течение одной минуты позвонят

• ровно 3 абонента;

• менее трех абонентов;

• более трех абонентов;

• хотя бы один абонент.

Ответ: p1 = 0.0613, p2 = 0.9177, p3 = 0.019, p4 = 0.6321.

Задача 6.7. Доля грузовых машин, проезжающих мимо
бензоколонки составляет 3/2. Вероятность того, что грузо-
вая машина будет заправляться равна 0.1, а легковая — 0.2.
К бензоколонке подъехала для заправки машина. Найти ве-
роятность того, что это грузовая машина.

Ответ: p = 0.4286

Задача 6.8. Производится три удара в футбольные воро-
та. Вероятность попадания в ворота p = 0.7. Случайная ве-
личина X — число промахов. Найти ряд распределения и
функцию распределения X. Построить их графики.

Задача 6.9. Являются ли плотностями вероятностей неко-
торых случайных величин следующие функции:

f1(x) =

{
−1 −0.5 6 x 6 0.5
0, x < −0.5; x > 0.5

, f2(x) = 1
π ·

1
1+x2 , x ∈ <

Построить их графики и найти соответствующие им функ-
ции распределения.

Задача 6.10. Дискретная случайная величина имеет сле-
дующее распределение:

Найти M [y], D[y], если y = 2x.

Ответ: M[Y]=2.4, D[Y]=1.99.
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Задача 6.11. Случайная величина имеет показательное
распределение с параметром λ = 4. Найти вероятность со-
бытия {1 < X < 1.5}.

Ответ: p = 0.016

Вариант 7

Задача 7.1. Сколько различных диагоналей можно прове-
сти в выпуклом 10-ти угольнике?

Ответ: 35.

Задача 7.2. Фирма получает сырье от трех поставщи-
ков. Возможны сбои в поставках. Рассматриваются собы-
тия Ai — своевременная поставка сырья i-тым поставщи-
ком. Описать пространство элементарных событий и собы-
тия:

• получено сырье от второго и третьего поставщиков;

• получено сырье от второго или третьего поставщиков;

• получено сырье только от второго или третьего постав-
щиков.

Задача 7.3. В конверте среди 100 фотографий находится
одна разыскиваемая. Из конверта наудачу извлекают 19
карточек. Найти вероятность того, что среди них окажется
искомая.

Ответ: p1 = 0.19

Задача 7.4. Наудачу взяты два положительных числа x и y,
каждое из которых не превышает двух. Найти вероятность
того, что их произведение {xy} будет не больше единицы, а
частное от деления {y / x} — не больше двух.

Ответ: p = (1 + ln8)/8.
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Задача 7.5. Абонент забыл последнюю цифру номера те-
лефона и набирает ее наудачу. Найти вероятность того, что
ему придется звонить не более чем в 4 места.

Ответ: p = 0.4

Задача 7.6. На какое отклонение частоты события от его
вероятности следует рассчитывать (с вероятностью около
0.9) при 3600 опытах, если вероятность появления события
рана 1/5?

Ответ: ε = 0.011.

Задача 7.7. Последовательно произведено два выстрела
по цели. Вероятность попадания при первом выстреле рав-
на 0.2, при втором — 0.6. Вероятность разрушения цели
при одном попадании равна 0.3; при двух — 0.9. Найти ве-
роятность того, что

• цель будет разрушена;

• цель разрушена двумя попаданиями.

Ответ: p1 = 0.276, p2 = 0.108.

Задача 7.8. Дан закон распределения действительной слу-
чайной величины:

x 1 2 3 4 5
p 1.5 · a2 a2 a a 0.5

Найти:

• a;

• P{X > 3};

• P{X < 4}

• наибольшее число K, удовлетворяющее условию:
P{X > K} > 0.75;

• функцию распределения F (x) и построить ее график.
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Ответ: a = 0.2; P{X > 3} = 0.9; P{X < 4} = 0.3; K = 3.

Задача 7.9. Даны две функции

F1(x) =


0, x 6 π /6
cos(3x), π /6 < x ≤ π /3 ,

1, x > π /3

F1 (x) =


0, x 6 π/3
− sin(3x), π/3 < x 6 π/2,
1, x > π/2

Какие из них могут быть функциями распределения
некоторой случайной величины X? Ответ обосновать.

Задача 7.10. Дана плотность вероятности случайной ве-
личины X:

f(x) =


0, x 6 1
A · x, 1 < x < 3
0, x > 3

Найти: A, дисперсию функции Y = ex, не находя пред-
варительно функцию Y .

Ответ: A = 1/4, D[ex] = 1
16 · e

2(e4 − 1).

Задача 7.11. Электрические лампочки производятся на
автоматической линии. В среднем одна из тысячи оказы-
вается бракованной. Найти вероятность того, что из 8 взя-
тых наугад лампочек будет 25 процентов бракованных.

Ответ: p = 278 · 10−7

Вариант 8

Задача 8.1. Имеется 8 пар перчаток различных размеров.
Сколькими способами можно выбрать из них одну перчат-
ку на левую руку и одну на правую руку так, чтобы эти
перчатки были разных размеров?

Ответ: 56.
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Задача 8.2. Упростить выражение:

C = (A + B)
(
A + B̄

) (
Ā + B

)
Ответ: AB.

Задача 8.3. Какова вероятность получить главный вы-
игрыш в игре «Спортлото — 6 из 48»?

Ответ: p = 10−8

Задача 8.4. Два студента условились встретиться в опре-
деленном месте между 14 и 15 часами. Пришедший пер-
вым ждет второго в течение 5 минут и уходит. Найти ве-
роятность встречи, если момент прихода каждого студента
независим и равно возможен в указанном промежутке вре-
мени.

Ответ: p = 23/144

Задача 8.5. Кодовая комбинация состоит из 10 импульсов
трех форм: A,B,C, причем в каждой кодовой комбинации
3 импульса имеют форму A, 2 импульса имеют форму B,
5 импульсов имеют форму С. Найти вероятность прихода
первых трех импульсов в последовательности ABC.

Ответ: p = 1/24

Задача 8.6. Известно, что 5 процентов студентов носят
очки. Какова вероятность того, что из 200 сидящих в ауди-
тории студентов не менее 10 процентов носят очки?

Ответ: p = 0.0007

Задача 8.7. В канцелярии работают 4 секретарши, кото-
рые отправляют соответственно 40, 10, 30, 20 процентов
исходящих бумаг. Вероятности неверной адресации бумаг
секретаршами равны соответственно 0.01, 0.04, 0.06, 0.01.
Найти вероятность того, что документ, неверно адресован-
ный, отправлен третьей секретаршей.
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Ответ: p = 0.64

Задача 8.8. Испытываются 4 лампочки, каждая из ко-
торых с вероятностью 0.1 имеет дефект. Испытания про-
водят до появления первой исправной лампы. Случайная
величина X — число проверенных ламп. Найти функцию
распределения F(X) и построить ее график.

Задача 8.9. Даны две функции

F1 (x) =


0, x < −1
ex, −1 6 x 6 0,
1, x > 0

F2 (x) =


0, x < 1
ln x, 6 x 6 e

1, x > e

Какие из них могут быть функциями распределения
некоторой случайной величины X. Ответ обосновать.

Задача 8.10. Дана плотность распределения случайной
величины X:

f (x) =


0, x 6 −3

A√
9−x2

, −3 < x < 3

0, x > 3

Найти A, математическое ожидание и среднее квадра-
тичное отклонение.

Ответ: A = 1/π, M [X] = 0, σ[X] = 3/
√

2.

Задача 8.11. Известно, что детали, выпускаемые цехом,
по размеру диаметра имеют нормальное распределение с
параметрами M [x] = 5, D[x] = 0.85. Найти вероятность того,
что диаметр взятой наугад детали имеет размеры от 4 до 7
см.

Ответ: p = 0.84

Вариант 9

Задача 9.1. В чемпионате по футболу участвует 18 ко-
манд, причем каждые 2 команды встречаются дважды.
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Сколько сыграно матчей?

Ответ: 306.

Задача 9.2. Упростить выражение

C =
(
Ā + B̄

) (
A + B̄

) (
Ā + B

)
Ответ: A ·B

Задача 9.3. Некто забыл номер нужного ему телефона. По-
мня только, что все 5 цифр номера различные, набрал но-
мер наудачу.

Найти вероятность того, что номер набран правильно.

Ответ: p = 3 · 10−5

Задача 9.4. На отрезке длиной L наудачу выбраны две
точки. Какова вероятность того, что расстояние между ни-
ми будет не меньше L/4?

Ответ: p = 7/16

Задача 9.5. В коробке 6 одинаковых пронумерованных
кубиков. Наудачу по одному извлекают все кубики. Найти
вероятность того, что номера кубиков появятся в возраста-
ющем порядке.

Ответ: p = 1/720.

Задача 9.6. Завод отправил на базу 500 изделий. Веро-
ятность повреждения изделия в пути равна 0.002. Найти
вероятность того, что в пути будет повреждено изделий

• ровно 3;

• менее 3;

• более 3;

• хотя бы одно.

Ответ: 0.061, 0.92, 0.019, 0.632.
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Задача 9.7. В пирамиде 10 винтовок, из которых 4 снаб-
жены оптическими прицелами. Вероятность того, что стре-
лок поразит мишень при выстреле из винтовки с оптиче-
ским прицелом равна 0.95; для винтовки без оптическо-
го прицела — 0.8. Стрелок поразил цель из наудачу взятой
винтовки. Что вероятнее: стрелок стрелял из винтовки с оп-
тическим прицелом или без него?

Задача 9.8. В сборной команде института по стрельбе
18 человек. Из них 8 перворазрядников. Наудачу выбира-
ют трех членов сборной. Найти закон распределения числа
перворазрядников среди выбранных, функцию распреде-
ления F (x), построить ее график и найти P (0 < x < 3).

Ответ: p = 0.78

Задача 9.9. Случайная величина задана плотностью рас-
пределения:

f(x) =


0, x < 0
−kx2 + 1

3 , 0 6 x 6 4
0, x > 4

Найти k, F (x), P (2 6 x 6 5), построить график f(x).

Ответ: k = 1/64, P = 3/8.

Задача 9.10. Случайная величина задана функцией рас-
пределения

F (x) =


0, x 6 1
1
8(x

2 − 1), 1 < x < 3
1, x > 3

Найти плотность распределения f(x), M [ex], M [x].

Ответ: M [ex] = 10.045, M [X] = 2.17.

Задача 9.11. Случайная величина X — ошибка отсчета
по приборам стрелочного типа - – распределена равномер-
но в промежутке [1, 1], где за единицу измерения принята
цена самого малого деления шкалы. Найти плотность рас-
пределения f(x), математическое ожидание, дисперсию и
P {−0.5 6 x 6 0.5}.
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Ответ: M [X] = 0, D[X] = 1/3, P = 1/2.

Вариант 10

Задача 10.1. Решить уравнение
1

Cx
4
− 1

Cx
5

=
1

Cx
6

.

Ответ: x = 2

Задача 10.2. По радиоканалу передано 3 сообщения. Со-
бытия Ai — i-е сообщение искажено помехами. Описать со-
бытия:

• не более двух сообщений искажено;

• по крайней мере два сообщения искажено;

• искажено первое и второе сообщения.

Задача 10.3. В группе из 25 студентов, среди которых 10
девушек, разыгрываются 5 билетов. Найти вероятность то-
го, что среди обладателей билетов окажется

• две девушки;

• не более двух девушек.

Ответ: p1 = 0.385; p2 = 0.6988.

Задача 10.4. На плоскости проведены параллельные пря-
мые на расстоянии 8 см друг от друга. Найти вероятность
того, что наудачу брошенный на эту плоскость круг радиу-
са 3 см не будут накрывать ни одну линию.

Ответ: p = 1/4.

Задача 10.5. Вероятность безотказной работы в течение
смены блока управления составляет 0.85. Для повышения
надежности системы устанавливается такой же резервный
блок. Найти вероятность безотказной работы системы с
учетом резервного блока.
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Ответ: p = 0.9775.

Задача 10.6. По данным ОТК радиозавода 0.8 всего объ-
ема выпускаемых транзисторов не имеют дефектов. Найти
вероятность того, что среди взятых наугад 400 транзисто-
ров дефекты будут иметь

• 80 штук;

• не менее 70 и не более 80 штук.

Ответ: p1 = 0.04986; p2 = 0.44421.

Задача 10.7. Для сигнализации о нарушении режима ра-
боты автоматической линии используют индикаторы, при-
надлежащие с вероятностями 0.2;0.3;0.5 к одному из трех
типов, для которых вероятности срабатывания при нару-
шении режимов равны соответственно 1; 0.75; 0.4. От ин-
дикаторов поступил сигнал. К какому типу вероятнее всего
принадлежит сработавший индикатор?

Задача 10.8. Два баскетболиста поочередно бросают мяч
в корзину до тех пор, пока один из них не попадет. По-
строить ряд распределения числа бросков, производимых
каждым баскетболистом, если вероятность попадания для
первого равна 0.4, а для второго — 0.6.

Задача 10.9. Случайная величина подчиняется распреде-
лению арксинуса с плотностью

f(x) =

{
0, |x| > a

1
π
√

a2−x2
, |x| < a

.

Найти функцию распределения F (x).

Задача 10.10. Известна функция распределения случай-
ной величины X:

F (x) =


0, x < 0
ax2, 0 6 x 6 4/5
1, x > 4/5

Найти a, математическое ожидание и дисперсию.
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Ответ: a = 25/16, M [X] = 8/15, D[X] = 8/225.

Задача 10.11. Автомат изготавливает шарики. Отклоне-
ние диаметра шарика от проектного размера имеет нор-
мальное распределение. Фактически отклонение не превы-
шает по абсолютной величине 0.9 мм. Найти вероятность
того, что отклонение диаметра наудачу взятого шарика
меньше 0.7 мм.

Ответ: p = 0.4.

Вариант 11

Задача 11.1. Решить неравенство

Cx−1
10 > Cx

10.

Ответ: 6, 7, 8, 9, 10.

Задача 11.2. Студент разыскивает нужную ему книгу. Он
может воспользоваться услугами трех библиотек. Описать
пространство элементарных событий и события:

• студент посетил три библиотеки;

• книги в библиотеках нет;

• студент посетил две библиотеки.

Задача 11.3. На красных карточках написаны буквы: «аа-
едкнт»; на белых карточках — буквы «ееннижр».

Что вероятнее: сложить с первого раза слово из крас-
ных «деканат» или из белых — «инженер»?

Задача 11.4. Найти вероятность того, что сумма двух на-
угад взятых положительных чисел не превзойдет единицы,
а их произведение будет не больше 3/16, если каждое из
этих чисел не больше единицы.

Ответ: p = (4 + ln9)/16.
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Задача 11.5. Студент разыскивает нужную ему книгу и
может воспользоваться услугами трех библиотек. Вероят-
ность того, что книга есть первой библиотеке равна 0.7; во
второй- 0.9; в третьей - 0.6. Найти вероятность того, что
студенту придется посетить все библиотеки.

Ответ: p = 0.03.

Задача 11.6. Сделано 10 000 подбрасываний монеты.
Найти вероятность того, что цифра выпадет не менее 4000
и не более 6000 раз.

Задача 11.7. Из 10 спортсменов 6 первого разряда, 4
— второго. Вероятность выполнить зачетную норму перво-
разрядником составляет 0.9, а второразрядником - – 0.7.
Найти вероятность того, что случайно взятые два спорт-
смена выполнят зачетную норму.

Ответ: p = 0.67.

Задача 11.8. Случайная величина X — число попаданий в
корзину при двух бросках. Вероятность попадания при од-
ном броске равна 0.4. Найти функцию распределения F(x)
и построить ее график. Составить ряд распределения слу-
чайной величины X.

Задача 11.9. Задана плотность распределения случайной
величины X:

f(x) =

{
c · (x2 − 2x), x ∈ [0, 1]
0, x /∈ [0, 1]

Найти параметр c, функцию распределения F (x) и по-
строить ее график.

Ответ: c = 3/4.

Задача 11.10. Случайная величина X в интервале (0,1) за-
дана плотностью распределения f(x) = 4/5(x3 + 1); вне этого
интервала f(x) = 0. Найти математическое ожидание функ-
ции y = x2. Что вероятнее: в результате испытания окажет-
ся {X < 1/2} или {X > 1/2}?
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Ответ: M [X2] = 2/5.

Задача 11.11. Случайная величина X— отклонение емко-
сти конденсатора от номинала - – распределена равномер-
но на отрезке [-50, 50].

Найти плотность распределения и функцию распре-
деления, найти математическое ожидание и дисперсию,
P{10 < X < 30}.

Ответ: M [X] = 0, D[x] = 2500/3, P = 0.2.

Вариант 12

Задача 12.1. Решить уравнение

A4
xPx−4

Px−2
= 42.

Ответ: x = 7.

Задача 12.2. Дано соотношение C = (A1A2 + A3A4 + A5A6)
События Ai – i- й контакт замкнут, C— цепь замкнута. Со-
ставить эквивалентную электрическую схему.

Задача 12.3. Среди кандидатов в сборную университета
по волейболу 3 первокурсника, 5 второкурсников и 7 тре-
тьекурсников. Из этого состава наудачу выбирают 5 чело-
век. Какова вероятность того, что в состав команды будут
выбраны

• один первокурсник,

• два второкурсника и два третьекурсника.

Ответ: p1 = 1/143; p2 = 70/143.

Задача 12.4. Интервал движения автобуса - 7 минут. Опи-
сать пространство элементарных событий и случайное со-
бытие A — пассажир ждет автобус не менее 1 минуты и не
более 4 минут. Определить P(A).

Ответ: P (A) = 3/7.
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Задача 12.5. В секретном замке на одной оси 4 дис-
ка, каждый из которых разделен на 5 секторов, на кото-
рых записаны различные цифры. Найти вероятность того,
что при произвольной установке дисков получится нужная
комбинация.

Ответ: p = 0.0016.

Задача 12.6. Отдел технического контроля проверяет 475
изделий. Вероятность того, что изделие бракованное, рав-
но 0.05. Найти с вероятностью 0.9426 границы, в которых
будет заключено число бракованных изделий.

Ответ: 14 6 m 6 32.

Задача 12.7. Проверяется партия изделий, среди которых
10 процентов дефектных. Контролер с вероятностью 0.95
обнаруживает дефект, если он есть, и с вероятностью 0.02
может признать исправную деталь дефектной. Найти веро-
ятность того, что случайно взятое изделие будет признано
дефектным.

Ответ: p = 0.133.

Задача 12.8. Вероятность того, что стрелок попадет в
мишень при одном выстреле равна 0.8. Стрельба ведется
до первого промаха. Составить закон распределения числа
выстрелов. Найти наиболее вероятное число выстрелов.

Задача 12.9. Дана функция распределения случайной ве-
личины:

F (x) = a + b · arctg
(x

2

)
, (−∞ < x < +∞)

Определить:

• постоянные a и b;

• плотность распределения;

• P (α 6 x 6 β) .
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Ответ: a = 1/2, b = 1/π, P = arctan 1(α−β)
4+αβ .

Задача 12.10. Случайная величина задана плотностью
распределения f(x) = −(3/4)x2 +(9/2)x−6 на интервале (2,4);
вне интервала f(x) = 0.
Найти дисперсию функции Y = X2.

Ответ: D[X2] = 7.2457.

Задача 12.11. Две электрические лампочки включены по-
следовательно. Время работы каждой лампы имеет показа-
тельное распределение с параметром λ = 0.004 час−1. Найти
вероятность того, что в течение 100 часов лампы будут го-
реть.

Ответ: P = 0.4493

Вариант 13

Задача 13.1. Решить уравнение:

A3
x =

A4
x

20

Ответ: x = 23.

Задача 13.2. По мишени стреляют одиночными выстре-
лами до первого попадания, после чего стрельбу прекра-
щают. Описать событие: {СДЕЛАНО НЕ БОЛЕЕ ТРЕХ ВЫ-
СТРЕЛОВ}.

Задача 13.3. На семи карточках написаны буквы:«а, а, н,
н, н, т, е». После тщательного перемешивания 7 раз наугад
вынимают по одной карточке с последующим их возвраще-
нием. Каждая буква на карточке записывается. Найти ве-
роятность того, что в результате будет записано слово «ан-
тенна».

Ответ: p = 0.00238.
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Задача 13.4. Наудачу взяты два положительных числа x и
y, каждое из которых не превышает единицы. Найти веро-
ятность того, что их сумма не превышает единицы, а про-
изведение — не меньше 0.09.

Ответ: p = 0.5− 0.09 · ln 4.

Задача 13.5. Цепь состоит из независимых блоков, соеди-
ненных в систему

Надежность блоков равна соответственно 0.2, 0.1, 0.3,
0.1. Какова надежность системы?

Ответ: p = 0.0236.

Задача 13.6. Что вероятнее: выиграть у равносильного
противника

• три партии из четырех или пять партий из восьми;

• не менее трех партий из четырех или не менее пяти
партий из восьми.

Ничьи не считать.

Ответ: 1: 3 из 4-х; 2: не менее 5 из 8.

Задача 13.7. Имеется 3 крупных, 4 мелких и 13 средних
целей. Вероятность попадания в любую из них их орудия
соответственно равна 0.7, 0.1, 0.4. Произошло попадание.
Определить вероятность того, что поражена средняя цель.

Ответ: p = 0.6753.

Задача 13.8. Независимые опыты повторяются до перво-
го положительного исхода с вероятностью 0.5. Найти для
случайного числа проведенных опытов
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• ряд распределения;

• наиболее вероятное число опытов;

• найти функцию распределения и построить ее график.

Задача 13.9. Случайная величина имеет функцию распре-
деления:

F (x) =


0, x < 0
x2

16 , 0 6 x < 2
x− 7

4 , 2 6 x < 11
4

1, x > 11
4

Найти:

• плотность распределения;

• P (1 6 X 6 5) .

• построить графики функции F (x) и плотности распре-
деления.

Ответ: P = 0.9375.

Задача 13.10. Случайная величина задана плотностью
распределения:

f (x) =


0, x < 0
A sin (x) , 0 6 x < π
0, x > π

Найти A, математическое ожидание и дисперсию.

Ответ: A = 1/2, M [X] = π/2, D[X] = π2/4− 2.

Задача 13.11. На испытательный стенд поставлено 9 кон-
денсаторов. Вероятность пробоя конденсатора до истече-
ния 1000 часов равна 0.01. Найти вероятность того, что в
течение испытаний откажут

• ровно 5 конденсаторов;

• по крайней мере один конденсатор.

Ответ: p1 = 1.21 · 10−10; p2 = 0.0956.
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Вариант 14

Задача 14.1. В урне 10 лотерейных билетов, из кото-
рых 4 выигрышных. Из урны наугад извлекаются 2 биле-
та. Сколькими способами можно извлечь хотя бы один вы-
игрышный билет?

Ответ: 10.

Задача 14.2. Производят три независимых измерения
некоторой физической величины. Описать следующие со-
бытия:

• {ПРИ ОДНОМ ИЗМЕРЕНИИ БЫЛА ДОПУЩЕНА ОШИБКА, ПРЕ-
ВЫШАЮЩАЯ ЗАДАННУЮ ТОЧНОСТЬ}

• {НЕ БОЛЕЕ, ЧЕМ В ОДНОМ ИЗМЕРЕНИИ ДОПУЩЕНА ОШИБ-
КА}

Задача 14.3. Телефонный номер состоит из 6 цифр. Найти
вероятность того, что среди них две цифры одинаковые.

Ответ: p = 0.4536.

Задача 14.4. В круг вписан правильный треугольник.
Зная, что попадание точки в круг достоверно и что веро-
ятность попадания точки в какую-либо часть круга про-
порциональна ее площади, найти вероятность попадания
точки в треугольник.

Ответ: p = 3
√

3/(4π).

Задача 14.5. На обувной фабрике в отдельных цехах про-
изводят подметки, каблуки и верхи башмаков. Дефектны-
ми оказываются 0.5% каблуков, 2% подметок и 4% вер-
хов. Изделия случайно комбинируются в пошивочном це-
хе. Найти вероятность того. что изготовленная пара обуви
будет иметь дефект.

Ответ: p = 0.124.
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Задача 14.6. Для данного баскетболиста вероятность за-
бросить мяч в корзину при броске равна 0.4. Произведено
10 бросков. Найти наиболее вероятное число попаданий и
соответствующую вероятность.

Ответ: m0 = 4; p = 0.251.

Задача 14.7. С первого автомата на сборку поступает
40%, со второго — 35%, с третьего — 25% деталей. Среди
деталей первого автомата 0.2% бракованных; второго ав-
томата — 0.3%, третьего — 0.5%. Найти вероятность того,
что деталь, оказавшаяся бракованной, изготовлена на вто-
ром автомате.

Ответ: p = 0.3387.

Задача 14.8. Игра в «Спортлото 6 из 45». Составить закон
распределения числа правильно угаданных чисел.

Задача 14.9. Случайная величина X — расстояние от точ-
ки попадания до центра мишени распределена по закону
Релея, для которого функция распределения имеет вид:

F (x) =

{
0, x < 0

1− exp(−x2

2·σ2 ), x > 0
.

Найти плотность распределения.

Задача 14.10. Случайная величина задана плотностью
распределения:

f (x) =
1

2
cos (x) , x ∈

[
−π

2
,
π

2

]
,

вне этого промежутка f(x) = 0.
Найти математическое ожидание и дисперсию функ-

ции Y = sin(X).

Ответ: M [Y ] = 0, D[Y ] = 1/3.

Задача 14.11. Время ожидания у бензоколонки является
случайной величиной X, распределенной по показательно-
му закону со средним временем ожидания 15 минут. Най-
ти вероятность события A = {5 мин <X < 7.5 мин.}. Найти
функцию распределения и плотность распределения.
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Ответ: P = 0.11.

Вариант 15

Задача 15.1. Сколько чисел больше миллиона можно со-
ставить из цифр 2, 3, 0, 5, 4, 1, 8?

Ответ: 4320.

Задача 15.2. В поле наблюдения микроскопа находятся
три клетки. За время наблюдения каждая из них может
как разделиться, так и не разделиться. Пусть событие A —
разделилась первая клетка, B— разделилась вторая клетка,
C— третья клетка. Описать пространство элементарных со-
бытий и события:

• произошло по крайней мере два события;

• произошло меньше двух событий;

• произошло по крайней мере одно событие.

Задача 15.3. В урне находятся 6 шаров, из них 2 белых и
4 черных. Последовательно извлекают 2 шара. Какова ве-
роятность того, что оба шара окажутся белыми, если выбор
производят

• с возвращением;

• без возвращения.

Ответ: p1 = 1/9. p2 = 1/15.

Задача 15.4. В точке C, положение которой на телефон-
ной линии AB длины L равновозможно, произошел разрыв.
Определить вероятность того, что точка разрыва удалена
от начала линии на расстоянии не меньшем l.

Ответ: p = (L− l)/L.

Задача 15.5. Найти вероятность того, что при залпе че-
тырех стрелков, имеющих вероятности попадания соответ-
ственно 0.9, 0.8, 0.7, 0.6 будет три попадания.
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Ответ: p = 0.4404

Задача 15.6. В цехе имеется три резервных мотора, ра-
ботающих независимо друг от друга. Для каждого мотора
вероятность того, что он в данный момент включен, равна
0.2. Найти вероятность того, что в данный момент включен
хотя бы один мотор.

Ответ: p = 0.488

Задача 15.7. По воздушной цели производится стрельба
из двух различных ракетных установок. Вероятность пора-
жения цели первой установкой — 0.85; второй — 0.9; а ве-
роятность поражения цели двумя установками равна 0.99.
Известно, что первая установка срабатывает с вероятно-
стью 0.8, вторая — 0.7. Цель поражена. Найти вероятность
того, что цель была поражена обеими установками.

Ответ: p = 0.6269

Задача 15.8. Испытываются на надежность два прибора.
Вероятность отказа одного прибора равна 0.3. Соста-

вить таблицу распределения случайной величины — чис-
ла отказавших приборов. Найти функцию распределения
и построить ее график.

Задача 15.9. Даны функции

F1 =


0, x 6 7

3
0.64x− 1.4, 7

3 < x 6 4
1, x > 4

F2 =


0, x 6 2
0.6x− 1, 2 < x 6 4
1, x > 4

F3 =


0, x 6 0
x− 0.5, 0 < x 6 1.5
1, x > 1.5

Какие из них могут быть функциями распределения неко-
торой случайной величины. В случае утвердительного отве-
та найти вероятность того, что соответствующая случайная
величина принимает значение на отрезке [0, 3].

Ответ: p = 0.4
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Задача 15.10. Случайная величина имеет плотность рас-
пределения, приведенную на графике:

Найти A, плотность распределения, математическое
ожидание и дисперсию.

Ответ: A = 1/3, M [X] = −2/3, D[X] = 14/3.

Задача 15.11. Найти вероятность того, что среди трехсот
изделий окажется более пяти бракованных, если в среднем
бракованные изделия составляют 1%.

Ответ: p = 0.084

Вариант 16

Задача 16.1. Решить уравнение:

Cx+1
x+3 = Cx−1

x+1 + Cx
x+1 + Cx−2

x

Ответ: x = 4.

Задача 16.2. Производится три удара в футбольные воро-
та. Описать пространство элементарных событий и собы-
тия:

• не меньше двух попаданий;

• меньше двух попаданий;

• только два попадания;

• по крайней мере два попадания;

Задача 16.3. Телефонный номер состоит из 6 цифр. Найти
вероятность того, что все цифры различные.
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Ответ: p = 0.1512.

Задача 16.4. Начерчены 5 концентрических окружностей
радиуса k ·R (k = 1, 2, 3, 4, 5).
Круг радиуса R и два кольца с внешними радиусами 3R
и 5R заштрихованы. В круге радиуса 5R наудачу выбрана
точка. Определить вероятность ее попадания в заштрихо-
ванную область.

Ответ: p = 0.6.

Задача 16.5. В урне 5 шаров с номерами от 1 до 5. Нау-
дачу по одному извлекают 3 шара без возвращения. Най-
ти вероятность того, что последовательно появятся шары с
номерами 1, 4, 5.

Ответ: p = 1/60.

Задача 16.6. Прибор состоит из пяти независимо рабо-
тающих элемента. Вероятность отказа элемента в момент
включения равна 0.2.
Найти:

• наиболее вероятное число отказавших элементов;

• вероятность наиболее вероятного числа отказавших
элементов;

• вероятность отказа прибора, если для этого достаточно
отказа хотя бы четырех элементов.

Ответ: m0 = 1; p1 = 0.4096; p2 = 0.00672.

Задача 16.7. В ящике лежат 20 теннисных мячей, в том
числе 15 новых и 5 использованных. Для игры наудачу вы-
бираются два мяча и после игры возвращаются обратно.
Для второй игры также наугад берутся два мяча. Найти ве-
роятность того, что все мячи, взятые для второй игры но-
вые.

Ответ: p = 0.445.
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Задача 16.8. Отдел технического контроля проверяет
изделия на стандартность. Вероятность того, что изделие
стандартное, равна 0.9. Для проверки взято 3 изделия.
Найти закон распределения числа стандартных деталей в
выборке; функцию распределения и построить ее график.

Задача 16.9. Случайная величина задана плотностью рас-
пределения:

f(x) =
A

x2 + 1
, (−∞ < x < +∞).

Найти:

• параметр A;

• функцию распределения;

• построить графики функции распределения и плотно-
сти.

• найти P{−1 < x < 1};

Задача 16.10. Производится 4 выстрела по мишени с ве-
роятностью попадания 0.2. Найти математическое ожида-
ние, дисперсию и среднее квадратичное отклонение числа
попаданий.

Ответ: M [X] = 0.8, D[X] = 0.64, σ[X] = 0.8.

Задача 16.11. Время t телефонного разговора — случай-
ная величина, распределенная по показательному закону
с параметром λ = 0.4 мин.−1. Найти вероятность того, что
разговор будет продолжаться более трех минут. Записать
плотность и функцию распределения. Найти математиче-
ское ожидание и дисперсию.

Ответ: p = 1/e(1/1.2), M [X] = 0.8, D[X] = 0.64.

Вариант 17

Задача 17.1. Сколькими способами можно выставить до-
зор из трех солдат и одного офицера, если есть 80 солдат и
3 офицера?
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Ответ: 246480.

Задача 17.2. Упростить схему, где x, y, z — замыкающие
контакты.

Задача 17.3. У сборщика 12 деталей, мало отличающихся
друг от друга. Из них 5 — одного вида, 4 — второго вида,
3 — третьего вида. Какова вероятность того, что среди ше-
сти взятых наугад деталей окажется 3 — первого вида, 2 —
второго вида и 1 — третьего вида.

Ответ: p = 15/77.

Задача 17.4. В сигнализатор поступают сигналы от двух
устройств. Причем поступление каждого из сигналов рав-
новозможно в течение часа. Сигнализатор срабатывает, ес-
ли разность между моментами поступления сигналов мень-
ше 20 минут. Найти вероятность того, что сигнализатор
сработает в течение часа, если каждое из устройств пошлет
по одному сигналу.

Ответ: p = 5/9.

Задача 17.5. Вероятность попадания в мишень при одном
выстреле равна 0.7. По мишени стреляют одиночными вы-
стрелами до первого попадания. Найти вероятность того,
что будет сделано не более трех выстрелов.

Ответ: p = 0.973

Задача 17.6. Вероятность нарушения работы кинескопа
телевизора во время гарантийного срока равна 0.3. Най-
ти вероятность того, что из 20 наблюдаемых телевизоров
гарантийный срок выдерживает 15 телевизоров.
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Ответ: p = 0.173

Задача 17.7. Из 18 стрелков 5 попадают в мишень с ве-
роятностью 0.8; 7 — с вероятностью 0.7, 4 — с вероятностью
0.6, 2 — с вероятностью 0.5. Наудачу выбранный стрелок
произвел выстрел, но в мишень не попал. Какова вероят-
ность того, что это был стрелок из второй группы?

Ответ: p = 7/19.

Задача 17.8. Устройство состоит из трех независимо ра-
ботающих элементов. Вероятность отказа каждого элемен-
та в одном опыте равна 0.1. Составить закон распреде-
ления числа отказавших элементов в одном опыте; найти
P (x > 2); функцию распределения и построить ее график.

Ответ: p = 0.028

Задача 17.9. Плотность распределения случайной величи-
ны имеет вид:

f (x) =
2A

ex + e−x
, −∞ < x < +∞

Найти:

• коэффициент A;

• функцию распределения;

• P (0 < x<2);

• вероятность того, что случайная величина примет зна-
чение не меньше единицы.

Ответ: A = 1/π.

Задача 17.10. Случайная величина имеет плотность рас-
пределения следующего вида :
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Найти математическое ожидание, дисперсию и сред-
нее квадратичное отклонение случайной величины.

Ответ: M [X] = 4/3, D[X] = 2/9, σ[X] =
√

2/3.

Задача 17.11. При стрельбе по цели, находящейся на
расстоянии a = 3300 метров, координаты точки попада-
ния представляют собой нормально распределенную слу-
чайную величину со средне квадратичным отклонением,
равным 24.2 м. Найти плотность распределения, математи-
ческое ожидание, дисперсию и вероятность того, что коор-
динаты точки попадания окажутся в отрезке [3310, 3500].

Ответ: p = 0.3409, M [X] = 3300, D[X] = 585.64.

Вариант 18

Задача 18.1. Решить систему уравнений:{
Ay

x = 9Ay−1
x

2Cy
x = 3Cy−1

x

Ответ: {14, 6}

Задача 18.2. Составлена схема:

События:Ai ={i−й контакт замкнут}. Записать событие
C ={цепь замкнута}.

Задача 18.3. Пять шариков случайным образом разбра-
сываются по пяти лункам независимо друг от друга. В лун-
ку может попасть любое число шаров. Найти вероятность
того, что в каждой лунке будет по одному шарику.

Ответ: p = 0.0384.
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Задача 18.4. Стержень длиной 200 мм наудачу ломается
на три части. Найти вероятность того, что часть стержня
между точками излома будет не более 10 мм.

Ответ: p = 0.0975

Задача 18.5. Вероятность попадания в мишень стрелком
при одном выстреле равна 0.8. Сколько выстрелов должен
произвести стрелок, чтобы с вероятностью более 0.4 можно
было ожидать, что не будет ни одного промаха?

Ответ: n < 5.

Задача 18.6. Отдел технического контроля проверяет из-
делия. В среднем 96% изделий отвечает стандарту. Нестан-
дартные подлежат регулировке. Проверяется 500 изделий
из партии. Если среди них окажется 25 и более нестандарт-
ных, то вся партия возвращается на доработку. Найти ве-
роятность того, что партия будет принята.

Ответ: p = 0.87

Задача 18.7. Два из трех независимо работающих эле-
мента ЭВМ отказали. Найти вероятность того, что отказали
первый и второй элементы, если вероятности отказа эле-
ментов равны соответственно 0.2, 0.4 и 0.3.

Ответ: p = 0.2979

Задача 18.8. Из 12 изделий, среди которых 4 бракован-
ных, случайным образом выбраны два изделия для про-
верки. Найти закон распределения числа бракованных из-
делий в выборке, функцию распределения и построить ее
график.

Задача 18.9. Случайная величина задана плотностью рас-
пределения:

f(x) =

{
0, |x| > 2
C(4− x2) |x| 6 2

Построить ее график. Найти параметр C, функцию распре-
деления и вероятность попадания случайной величины на
отрезок [-1, 1].
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Ответ: C = 3/32, P = 11/16.

Задача 18.10. Случайная величина X принимает два зна-
чения, причем x1 < x2. Найти закон распределения случай-
ной величины, если

P (X = x1) = 0.3; M [X] = 4.7; D[X] = 0.21.

Задача 18.11. Маршрутное такси ходит строго по распи-
санию с интервалом 5 минут. К остановке подошел пасса-
жир. Время ожидания такси есть равномерно распределен-
ная случайная величина. Записать ее плотность и функцию
распределения. Найти математическое ожидание, диспер-
сию, среднее квадратичное отклонение и вероятность того,
что пассажир будет ожидать такси менее одной минуты.

Ответ: D[X] = 25/12; M [X] = 2.5, p = 0.2.

Вариант 19

Задача 19.1. Решить уравнение

Cx−2
x + 2x = 9

Ответ: x = 3

Задача 19.2. Орудие, имея 4 снаряда, ведет стрельбу по
цели до первого попадания. Описать пространство элемен-
тарных событий и события:

• {Попадание при втором или третьем выстреле};

• {Израсходованы все снаряды};

• {Проведено не более трех выстрелов}.

Задача 19.3. Устройство состоит из 5 элементов, из ко-
торых 2 элемента изношены. При включении устройства
случайным образом включаются 2 элемента. Найти веро-
ятность того, что включенными окажутся:
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• Неизношенные элементы;

• Изношенные элементы.

Ответ: p1 = 3/10; p2 = 1/10.

Задача 19.4. На отрезке длиной l наудачу ставят две точ-
ки. Найти вероятность того, что из трех получившихся от-
резков можно построить треугольник.

Ответ: p = 1/4.

Задача 19.5. В продукции завода брак составляет 5% .
Для контроля отобрано 20 деталей. Какова вероятность то-
го, что хотя бы одна деталь из них бракованная?

Ответ: p = 0.64.

Задача 19.6. Игральную кость бросают 80 раз. Найти с
вероятностью 0.9973 границы, в которых будет заключено
число m выпадений шестерки.

Ответ: 3 < m < 23.

Задача 19.7. В тире имеется 6 ружей, вероят-
ности попаданий из которых равны соответственно
0.3; 0.4; 0.5; 0.6; 0.8; 0.9. Из наугад взятого ружья делается один
выстрел. Стреляющий промахнулся. Определить вероят-
ность того, что было взято четвертое ружьё.

Ответ: p = 0.16.

Задача 19.8. В урне 6 белых и 20 черных шаров. Вынули
6 шаров. Найти ряд распределения и функцию распреде-
ления числа вынутых белых шаров.

Задача 19.9. Плотность вероятности случайной величины
равна

f(x) = a · x2e−2x, 0 6 x < ∞.

Найти параметр a, функцию распределения F (x).
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Ответ: a = 4.

Задача 19.10. Найти закон распределения случайной ве-
личины X , принимающей значения x1, x2 с вероятностями
0.4 и p, если M [x] = 3.2; D[x] = 0.96. x1<x2.

Задача 19.11. Случайная величина задана интегральной
функцией распределения

F (x) =


0, x < −1
x
3 , −1 6 x 6 2
1, x > 2.

Найти плотность распределения, математическое ожида-
ние, дисперсию и P (0 < X < 1).

Ответ: M [X] = 1/2, D[X] = 3/4, P = 1/3.

Вариант 20

Задача 20.1. Решить систему уравнений{
Ay−3

x

Ay−2
x

= 1
8

Cy−3
x

Cy−2
x

= 5
8

Ответ: (12; 7)

Задача 20.2. Бросают две кости. Событие A — сумма вы-
павших очков нечетная; B — хотя бы на одной из костей
выпала единица. Описать события: AB, A + B, AB. Изобра-
зить их на диаграмме Эйлера–Венна.

Задача 20.3. На тепловой электростанции работает 15
сменных инженеров, из них 4 женщины. В смене занято 4
человека. Найти вероятность того, что в случайно выбран-
ную смену войдут не менее двух мужчин.

Ответ: p = 0.967.
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Задача 20.4. Палуба корабля и надстройка имеет размеры
(300× 15)m2 и (5× 5)m2. Найти вероятность поражения над-
стройки авиабомбой, если кроме прямого попадания над-
стройка поражается и при попадании бомбы на расстоя-
нии 5 метров от нее.

Ответ: p = 0.05.

Задача 20.5. Три стрелка поочередно ведут стрельбу по
одной и той же мишени до первого попадания. Каждый
стрелок имеет 2 патрона. Вероятность попадания в ми-
шень при одном выстреле для первого стрелка равна 0.2,
для второго — 0.3, для третьего – 0.4. Найти вероятность
того, что все три стрелка используют все патроны.

Ответ: p = 0.18816.

Задача 20.6. Вероятность попадания по движущейся ми-
шени равна 0.7. Какова вероятность того, что из 20 вы-
стрелов 15 окажется удачными?

Ответ: p = 0.173.

Задача 20.7. Три охотника выстрелили по одному лосю,
который был убит одной пулей. Найти вероятность того,
что лось был убит третьим охотником, если вероятность по-
падания для охотников равна соответственно 0.2, 0.4, 0.6.

Ответ: p = 0.6207.

Задача 20.8. Наладчик в течение смены обслуживает два
станка. Вероятность того, что первый станок в течение
смены потребует внимания, равна 0.3; второй — 0.4. Най-
ти закон распределения, построить функцию распределе-
ния для случайной величины — числа станков, которые по-
требуют внимания рабочего в течение смены.

Задача 20.9. Дана плотность распределения случайной
величины:

f (x) =

{
A · e−x, x > 0
A · ex, x < 0

Найти параметр A, функцию распределения и построить
графики F (x), f(x).
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Ответ: A = 1/2.

Задача 20.10. На каждые 20 приборов в среднем при-
ходится 6 неточных. Составить ряд распределения числа
точных приборов среди наудачу выбранных 5 приборов.
Определить математическое ожидание и дисперсию этой
случайной величины.

Ответ: M [X] = 3.497, D[X] = 0.838.

Задача 20.11. Аппаратура содержит 3000 одинаково
надежных элементов, вероятность отказа которых равна
0.001. Какова вероятность отказа аппаратуры, если он на-
ступает при отказе хотя бы одного элемента?

Ответ: p = 0.95.
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