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          PPPFPN 27,130sin8,030cossincos oo  .   (4.8) 
 

Значение трF  проще всего найти из уравнения (4.4), заме-

нив в нём Cx  его значением (4.5). Получим 
 

R

M
FFmg  тр3,0 . 

 

Отсюда, так как Pmg  , 
 

                PPPPP
R

M
FF 6,03,01,18,03,0тр  .      (4.9) 

 

Знак указывает, что сила трF  имеет направление, проти-

воположное показанному на рис. 8. 

Подставляя значения трF  и N из равенств (4.8) и (4.9) 

в неравенство (4.7), получим PfP 27,16,0  , откуда 47,0f . 

Следовательно, наименьшим коэффициентом трения, при  кото-

ром возможно качение барабана без скольжения, будет 

47,0min f . 

 

 

2.5. Задача Д5 

 

Вертикальный вал АК (рис. Д5.0–Д5.9, табл. Д5), вращаю-

щийся с постоянной угловой скоростью 
1с10  , закреплён 

подпятником в точке А и цилиндрическим подшипником в точ-

ке, указанной в табл. Д6 в столбце 2 (АВ = BD = DE = ЕK = b). 

К валу жёстко прикреплены невесомый стержень 1 длиной 

м4,01 l  с точечной массой кг61 m  на  конце и однородный 

стержень 2 длиной м6,02 l , имеющий массу кг42 m . Оба 

стержня лежат в одной плоскости. Точки крепления стержней 
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к валу указаны в табл. Д5 в столбцах 3 и 4, а углы   и   – 

в столбцах 5 и 6. 

Пренебрегая весом вала, определить реакции подпятника 

и подшипника. При подсчетах принять м4,0b . 
 

Указания. Задача Д5 – это задача на применение к изуче-

нию движения системы принципа Даламбера. При решении за-

дачи учесть, что когда силы инерции частиц тела (в данной за-

даче стержня 2) имеют равнодействующую  , то численно 

Cma , где Ca  – ускорение центра масс С стержня, но линия 

действия силы   в общем случае не проходит через точку С. 
 

Таблица Д5 

 

Номер 

условия 

Подшипник 

в точке 

Крепление 
 
о  

 
о  

стержня 

1 

в точке 

стержня 

2 

в точке 

1 2 3 4 5 6 

0 B D K 30 45 

1 D B E 45 60 

2 E D B 60 75 

3 K D E 75 30 

4 B E D 90 60 

5 D K B 30 45 

6 E B K 45 30 

7 K E B 60 75 

8 D E K 75 60 

9 E K D 90 45 
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2.5.1. Основная теория к задаче Д5 

 

Принцип Даламбера для материальной точки 
 

Пусть к материальной точке с массой m  приложена неко-

торая система сил, равнодействующую которых обозначим F , 

реакцию связи – N , тогда основной закон динамики для этой 

точки запишется так: 
 

NFam  . 
 

Это равенство  можно переписать так: 
 

  0 amNF . 
 

Введём обозначение am  и назовём величину   си-

лой инерции материальной точки. Следовательно, сила инерции 

материальной точки равна произведению её массы на ускорение 

и направлена противоположно ускорению. Тогда последнее ра-

венство перепишется следующим образом: 
 

0 NF . 
 

Таким образом, можно сформулировать принцип Даламбе-

ра для материальной точки: в любой момент времени геометри-

ческая сумма всех приложенных к точке активных сил, реакции 

связи и силы инерции равна нулю. 

 

Сила инерции материальной точки 

при её криволинейном движении 
 

Если материальная точка совершает криволинейное дви-

жение, то её ускорение раскладывается на касательное и нор-

мальное, а следовательно, и сила инерции материальной точки 

будет иметь соответственно вращательную и центробежную со-

ставляющие. Действительно 
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  nn n
V

m
td

dV
maamam 


 

2

, 

 

где вращательная составляющая равна: 
 


td

dV
m , 

 

а центробежная составляющая равна: 
 

n
V

mn



2

. 

 

Здесь V  – модуль скорости точки;   – радиус кривизны траек-

тории. 

Соответствующие им модули равны: 
 




2

;
V

m
td

dV
m n . 

Если материальная точка принадлежит вращающемуся те-

лу и движется по окружности, то модули вращательной и цен-

тробежной сил инерции равны: 
 

2;  mRmR n , 
 

где R  – расстояние точки до оси вращения;   – угловая ско-

рость вращения тела;   – угловое ускорение. 

 

Принцип Даламбера для механической системы 
 

Для любой i-й материальной точки механической системы, 

состоящей из n материальных точек, можно записать принцип 

Даламбера: 
 

0 ii

J

i

E

i NFF , 
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где E

iF  – равнодействующая всех внешних сил, приложенных 

к материальной точке; J

iF  – равнодействующая внутренних 

сил; iN  – реакция связи; i  – сила инерции материальной точ-

ки. 
Из статики известно, что для сил, находящихся в равнове-

сии, геометрическая сумма их моментов относительно любого 
центра О равна нулю: 

 

        0 iOiO

J

iO

E

iO mNmFmFm . 
 

Просуммируем полученные равенства для всех п точек си-
стемы, получим 

 

        .0

,0









iOiO

J

iO

E

iO

ii

J

i

E

i

mNmFmFm

NFF
 

 

Введём обозначения: EE

i FF   – главный вектор внеш-

них сил, приложенных к механической системе; 0 J

iF , 

  0 J

iO Fm , т. е. главный  вектор и  главный  момент  внут-

ренних  сил  системы равны нулю; NNi   – главный вектор 

реакций связей;  i  – главный вектор сил инерции точек 

системы;   E

O

E

iO MFm   – главный момент внешних сил отно-

сительно  центра  О;   N

OiO MNm   – главный  момент  реак-

ций связей;    OiO Mm  – главный момент сил инерции то-

чек системы относительно центра О. Тогда уравнения можем 
записать: 

 











 .0

,0

O

N

O

E

O

E

MMM

NF
 

 

Полученные уравнения описывают принцип Даламбера 

для механической системы: в любой момент времени для всякой 
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механической системы геометрическая сумма главных векто-

ров и главных моментов заданных сил, реакций связей и сил 

инерции точек системы относительно центра О равны нулю. 

Данные уравнения представляют собой уравнения кинето-

статики в векторной форме. Проектируя эти уравнения на де-

картовы оси координат, получим скалярные уравнения кинето-

статики, которые будем использовать при решении задач: 
 

     

     

     







































.0

,0

,0

,0

,0

,0

iziz

E

iz

iyiy

E

iy

ixix

E

ix

iziz

E

iz

iyiy

E

iy

ixix

E

ix

mNmFm

mNmFm

mNmFm

NF

NF

NF

 

 

Если силы расположены в одной плоскости, то уравнений 

кинетостатики будет три. 
 

Главный вектор и главный момент сил инерции 
 

Систему сил инерции твёрдого тела, как и любую другую 

систему сил, можно преобразовать согласно методу Пуансо, 

рассмотренному в статике, и получить главный вектор и  глав-

ный момент сил инерции относительно произвольного центра О. 

Действительно, главный вектор сил инерции будет равен: 
 

 

.
2

2

2

2

2

2

2

2

C
i

i

ii
i

iiii

aM
td

rd
MrM

td

d

rm
td

d

td

rd
mam



 
 

Следовательно, главный вектор сил инерции механической 

системы (твёрдого тела) равен произведению массы системы 
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(тела) на ускорение её центра масс и направлен противопо-

ложно этому ускорению. 

Главный момент сил инерции точек твёрдого тела относи-

тельно произвольного центра О равен: 
 

 

iiiiiO amrrM . 
 

Рассмотрим некоторые виды движения твёрдого тела. 

1. Поступательное движение. При поступательном дви-

жении твёрдого тела ускорения всех его точек одинаковы 

и равны ускорению центра масс Ca . Тогда система сил будет 

приводиться к одной равнодействующей, равной главному век-

тору и проходящей через центр масс: 
 

CaM , 
 

а главный момент 
 

0

OM . 

2. Вращательное движение. В этом случае система сил 

инерции будет приводиться к силе, равной главному вектору 

CaM , приложенной в точке, расположенной на оси вра-

щения, например Oz, и к паре с моментом 

OzOz JM , лежащей 

в плоскости симметрии тела. 

Если тело вращается вокруг оси, проходящей через его 

центр масс, то главный вектор сил инерции точек твёрдого тела 
 

0 CaM , 
 

и в этом случае система сил инерции приводится к одной только 

паре с моментом 
 



OzOz JM , 

лежащей в плоскости симметрии тела. 
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2.5.2. Пример решения задачи Д5 

 

Вертикальный вал, закреплённый подпятником А и под-

шипником Е (рис. 9, а), вращается с постоянной угловой скоро-

стью  . Ломаный однородный стержень массой m  и длиной 

a10 , состоящий из частей 1, 2, 3, прикреплён к валу шарниром В 

и невесомым стержнем 4. Массы частей пропорциональны их 

длинам. 

 

Дано: m = 10 кг , ω = 5 с
-1

 , α = 45
°
 , β = 270

°
 , 

         φ= 135
°
 , а = 0,2 м . 

 

Определить: 1) реакции шарнира В и стержня 4;  

                               2) реакции подпятника А и подшипника Е. 

 

Решение. 1. Вал изображён на рис. 9, а, в в соответствии 

с заданными углами. Массы и веса частей 1, 2, 3 данного стерж-

ня посчитаем с учётом того, что они пропорциональны длинам 

частей, а длина всего стержня a10 , в результате получим: 
 

                  
.2,0,4,0,4,0

,2,0,4,0,4,0

321

321

mgPmgPmgP

mmmmmm





 
 

2. Для определения искомых реакций воспользуемся прин-

ципом Даламбера для несвободной механической системы. Про-

ведём вращающиеся вместе с валом АЕ (рис. 9, б) оси Вхy так, 

чтобы стержень лежал в плоскости xBy и изобразим все дей-

ствующие на него заданные силы 321 ,, PPP , составляющие реак-

ции шарнира В:  и реакцию  стержня 4. Присоединим 

к этим силам силы инерции частей ломаного стержня. 

BB YX , N
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3. Найдём эти силы. Для этого проделаем следующее: вы-

режем бесконечно малый элемент 2dx  стержня 2 (рис. 10, а). 

Масса этого элемента 2
2

2
4

dx
a

m
dm  . Элемент удалён от оси вра-

щения на расстояние  sin22
xhk . Так как вал вращается рав-

номерно, то элементы стержня имеют только нормальные уско-

рения nka , направленные к оси вращения, и численно равны: 
 

22

2

knk ha  . 

 

Тогда сила инерции k-го элемента  стержня 2 будет 

направлена от оси вращения противоположно нормальному 

ускорению элемента и численно равна: 
 

. 

2d

22

22
22 sin

42
dxx

a

m
admd nk 

Рис. 9 
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Рассуждая аналогично, найдём силу инерции k-го элемента 

3d  стержня 3 (рис. 11, а). 

Масса элемента . Элемент удалён от оси вра-

щения на расстоянии , равном 
 

. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Центробежная сила инерции, приложенная к элементу, 
определится таким образом: 

 

  33

23
33 sinsin2sin4

23
dxxaa

a

m
admd nk  . 

3
3

3
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dx
a

m
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3kh

 sinsin2sin4sin 3303
xaaxTNhk
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Рис. 10 
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Полученные системы параллельных сил (рис. 10, б; 11, б) 
можно преобразовать методом Пуансо. В первом случае (рис. 10, б) 
за  центр приведения возьмём точку В, во втором (рис. 11, б) – 
точку Т, соответственно. Тогда модули главных векторов сил 
инерции стержней 2 и 3 будут равны: 

 

,sin2

2

16
sin

42
sin

4

sin
4

2

2

2
22

4

0

2

222

4

0

22
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4
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a

a
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a
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a

m
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Главный момент сил инерции стержня 2 относительно 
центра приведения будет равен: 

 

222

4

0

22 cos,   dxdMdMM

a

,  
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Используя теорему Вариньона о моменте равнодействую-

щей плоской системы сил, которая утверждает, что момент рав-

нодействующей силы относительно любой точки на плоскости 

равен алгебраической сумме моментов составляющих сил отно-

сительно той же точки, т. е. главному моменту плоской системы 

сил. Следовательно,  
 

222 dM  , 
 

где 2d  – расстояние от точки В до линии действия силы 2  

(рис. 11, б), равнодействующей данной системы сил:  
 




 cos
3

8

2

2
2

aM
d . 

 

Как видим, линия действия равнодействующей сил инер-

ции  стержня 2 расположена на расстоянии от точки В, рав-

ном cos
3

2
BN .  

Расстояние    
3

8

3

2 a
BNBL  . 

Аналогично найдём 3M  и 3d , учитывая, что точка Т – 

центр приведения сил инерции стержня 3 (рис. 11, б). 
 

,
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где   333 cos  dxdM , 
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С другой стороны (рис. 11, а), 
 

333  dM . 

Тогда  

 


















sinsin4

2sin
3

1
cossin4

2

3

22

3

3

3
3

am

am
M

d

 
 

.
sinsin4

2sin
3

1
cossin4















a

 
 



 

 

78 

Полученные результаты используем для нахождения рав-

нодействующей сил инерции 1  стержня 1 и расстояния 1d  

до линии её действия (рис. 9, б): 
 

   sin2 2

11 am ;   (5.1) 
 

   cos
3

8
1

a
d .     (5.2) 

 

4. Рекомендация. При нахождении главного вектора сил 
инерции любого тела можно не проводить подобного расчёта, 
который показан выше, а воспользоваться известной формулой: 

 

  CaM  ,     (5.3) 
 

где M  – масса тела; Ca  – ускорение центра масс. 

Результат будет тот же:   
 

.)sinsin4(

;sin2

;sin2
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333
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222
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111
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aamam

amam
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C
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Линии действия равнодействующих 1  и 2  пройдут че-

рез центры тяжести соответствующих треугольников (рис. 10) 
на расстояниях: 

 

   cos
3

8
12

a
dd .    (5.4) 

 

Нахождение расстояния 3d  требует интегрирования, 

как  было показано, либо нахождения равнодействующей двух 

параллельных сил и точки их приложения. 

5. Определим реакции шарнира В и стержня 4. Согласно 

принципу Даламбера, заданные силы реакции связей и силы 

инерции ломаного стержня образуют уравновешенную систему 
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сил на плоскости (рис. 9, б), для которой можно составить три 

уравнения равновесия: 
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    (5.5) 

 

Решая систему (5.5), найдём: 

.H6,34;H6,73;H7,45  NYX BB  

6. Определим реакции подпятника А и подшипника Е. 

Для  этого составим три уравнения равновесия сил, приложен-

ных к  валу (рис. 9, в): 
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Решая систему, найдём: 
 

.H1,1;H98;H3,22  EAA RYX  

 

 

 

 

 

 

 


