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ВВЕДЕНИЕ

Под надежностью понимается свойство оборудования, установки или системы выполнять заданные функции, сохраняя свои эксплуатационные показатели в пределах нормативных. Следовательно, надежность электроэнергетической системы – есть свойство обеспечивать потребителей электроэнергией при отклонениях частоты и напряжения в определенных пределах, обусловленных Правилами устройства и эксплуатации электроустановок (ПУЭ).

Надежность электроэнергетических систем (ЭЭС) определяется комплексом проектно-эксплуатационных решений задач. Целями отдельных задач являются:

( надежность схемы (обеспечивается выбором  конструктивно надежных элементов схемы – генерирующих агрегатов, линий электропередачи, коммутационной аппаратуры, устройств защиты и автоматики и др.; выбором структуры электрической схемы силовой части с достаточной  степенью резервирования); 

( надёжность эксплуатационных режимов (характеризуется запасами статической и динамической устойчивости); 

( живучесть системы, т. е. способность выдерживать системные аварии цепочного характера без катастрофических последствий, предвестниками которых являются снижение частоты в электроэнергетической системе и срабатывание автоматической частотной разгрузки (АЧР). 

Проблема оценки и выбора рациональной степени надежности электроэнергетических систем является одной из наиболее важных проблем на современном уровне развития электроэнергетики. Оценка надежности электроснабжения должна производиться на стадиях разработки элементов, планирования развития объединенных электроэнергетических систем, проектирования отдельных систем и объектов, а также в процессе эксплуатации. Даже при хорошем качестве оборудования и высоком уровне эксплуатации отказы оборудования в работе неизбежны в силу    ряда    объективных причин случайного характера и, прежде всего, из-за того, что в условиях эксплуатации оборудование может подвергаться нерасчетным воздействиям, учет которых при его разработке потребовал бы введения неоправданно больших запасов.

Схемную надежность электроэнергетической системы (ЭЭС) в основном можно характеризовать безотказностью и ремонтопригодностью. При этом под отказом системы понимается событие, приводящее к недоотпуску электроэнергии потребителям (всем или части). Ремонтопригодность определяет продолжительность перерыва электроснаб-

жения или работы со сниженной частотой и зависит от времени ликвидации аварии или восстановлении отказавшего элемента.

Для многих дисциплин характерно  описание моделей объектов набором констант. Вспомним, например,  схемы замещения ЛЭП, трансформаторов и прочих элементов ЭЭС из курса «Электрические сети и системы» – это набор абсолютно «точных» констант! При изготовлении названных элементов даже при массовом заводском производстве достигнуть подобную идентичность весьма проблематично.  Поэтому при производстве любого товара, любого изделия  принято  контролировать их качество и не допускать выхода за пределы, оговоренные соответствующими нормативами. Такие нормативы для электротехнической продукции представляют собой комплекс из двух величин: среднее значение параметра и значение допустимого его разброса. Первая величина представляет теоретическое ожидание  параметра (идеал), а вторая – вероятное отклонение параметра (встречаются средняя ошибка, среднеквадратическая ошибка, минимальные и максимальные значения возможного диапазона нормы и т.п.).  Вторая величина относится уже к более точной вероятностной модели объекта.

Действительная детерминированность (предопределенность) свойств реальных объектов и процессов, достигается лишь в вероятностных моделях. Это соответствует вероятностной природе нашего мира. На начальных этапах создания, конструирования и проектирования объектов электроэнергетики принято идеализировать условия их работы. Это упрощение позволяет сконцентрировать усилия на принципиальных проблемах функционирования объекта. Но для обеспечения жизнеспособности объекта инженер обязан как можно точнее учесть и свойства среды, в которой предстоит функционировать объекту. А среда изобилует случайными воздействиями на объект, его элементы. Да и свойства составных частей объектов – элементов,  детерминированы лишь в вероятностном смысле.

Одним из основных понятий теории надежности является понятие отказа элемента, электроустановки, питания узла нагрузки, выдачи мощности электростанцией и др. Несмотря на все многообразие видов отказов у них есть одно общее свойство – случайный характер. Именно поэтому все основные подходы к изучению проблемы надежности в энергетике основываются на методах теории вероятностей, случайных процессов и др. Центральными понятиями теории вероятностей, как известно, являются понятия случайного события и случайной величины. Перенос на эти понятия бытового представления о случайности, как о недетерминированной какой-либо причиной переменной величине, не вполне удачен, поскольку провоцирует неверное предположение о сущности определяемых процессов или величин. Главной характеристикой упомянутых процессов и величин является их вероятностная сущность, а не случайность (недетерминированность).

Рассмотрению базовых понятий теории надежности, формированию навыков их использования при моделировании и решении некоторых задач электроэнергетики, использующих вероятностные модели, посвящен этот практикум. Критерием достижения поставленной учебной цели служит выполнение двух лабораторных работ, связанных с определением математических ожиданий недоотпуска электроэнергии в простейших энергосистемах и выбором эксплуатационных резервов генерирующих мощностей, минимизирующих недоотпуск до некоторого уровня, принятого в качестве нормативного.
БАЗОВЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ НАДЕЖНОСТИ И

СТАТИСТИЧЕСКИЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
1. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ, ИХ ЧАСТОТА И ВЕРОЯТНОСТЬ
1.1. Аксиоматические понятия

Результат реального опыта (эксперимента) имеет один или несколько взаимоисключающих исходов; эти исходы неразложимы и взаимно исключают друг друга. Говорят, что эксперимент заканчивается одним и только одним элементарным исходом или элементарным событием.

Множество элементарных событий в эксперименте называют пространством элементарных событий W = {w}.  Элементы w множества W называют элементарными событиями. 

Событие W называется достоверным,  если оно не может не произойти в результате эксперимента, то есть оно происходит всегда.

Пример. Бросаем один раз игральную кость с шестью гранями. Достоверное событие состоит в том, что выпало число очков, не меньше единицы и не больше шести, т.е. W = {w 1,  w  2,  w  3,  w  4,  w  5,  w  6}, где w i – выпадение i очков. 

Случайное событие может произойти или не произойти в результате эксперимента, оно происходит иногда. Случайные события представляют собой подмножества пространства элементарных событий W.

Невозможным событием называется пустое множество 
[image: image1.wmf]Æ

, когда событие не может произойти никогда.

Противоположным событию A называется событие 
[image: image2.wmf]A

, состоящее в том, что событие A не произошло.

Несовместными событиями называются события A и B, для которых A B = 
[image: image3.wmf]Æ

.

Пример. Бросаем один раз игральную кость. Событие A – выпадение четного числа очков, событие B – выпадение числа очков, меньшего двух. Событие AB состоит в выпадении четного числа очков, меньшего двух. Это невозможно, A = {w 2,w 4,w 6}, B = {w 1}, AB = 
[image: image4.wmf]Æ

, т.е. события A и B – несовместны. 

Понятия элементарное событие, событие, пространство элементарных событий, являются первоначальными понятиями теории вероятностей. Невозможно привести более конкретное описание пространства элементарных событий. Для описания каждой реальной модели выбирается соответствующее пространство W.


1.2. Вероятность  события

Чтобы количественно сравнивать между собой события по степени возможности их наступления вводится понятие вероятности события. Случай называется благоприятствующим событию, если появление этого случая влечёт за собой появление события.

Если результаты опыта сводятся к схеме случаев, то вероятность события А вычисляется по формуле
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где n – общее число случайных событий в эксперименте, m – число случаев, благоприятствующих A.
1.3. Частота и статистическая вероятность события


Использование формулы для расчета классической вероятности события применимо,  если событие А сводится к схеме случаев, как, например, в примере с игральной костью. Для событий, не сводящихся к схеме случаев, применяются другие способы определения вероятностей. Эти способы базируются на опытах и экспериментах. Чтобы составить представление об этих способах, необходимо уяснить понятие частоты события и отличия понятий частоты и  вероятности друг от друга.


Если произведена серия из n опытов, в каждом из которых могло появиться или не появиться событие А, то частотой события А или статистической вероятностью события А в данной серии опытов (P*(A)) называется отношение числа опытов (m), в которых появилось событие А, к общему числу произведенных опытов (n). Частота вычисляется по формуле  
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Практика изучения случайных явлений показывает, что хотя результаты отдельных наблюдений, даже проведенных в одинаковых условиях, могут сильно отличаться, в то же время средние результаты для достаточно большого числа наблюдений устойчивы и слабо зависят от результатов отдельных наблюдений. 

Теоретическим обоснованием этого замечательного свойства случайных явлений является закон больших чисел. Названием "закон больших чисел" объединена группа теорем, устанавливающих устойчивость средних результатов большого количества случайных явлений и объясняющих причину этой устойчивости.

Простейшая форма закона больших чисел, и исторически первая теорема этого раздела – теорема Бернулли, утверждающая, что если вероятность события одинакова во всех испытаниях, то с увеличением числа испытаний частота события, будучи величиной случайной, стремится к вероятности события и перестает быть случайной. 

Теорема Пуассона утверждает, что частота события в серии независимых испытаний стремится к среднему арифметическому его вероятностей и перестает быть случайной. 

Предельные теоремы теории вероятностей, теоремы Муавра–Лапласа, объясняют природу устойчивости частоты появлений события. Природа эта состоит в том, что предельным распределением числа появлений события при неограниченном возрастании числа испытаний (если вероятность события во всех испытаниях одинакова) является нормальное распределение.

Центральная предельная теорема объясняет широкое распространение нормального закона распределения. Теорема утверждает, что всегда, когда случайная величина образуется в результате сложения большого числа независимых случайных величин с конечными дисперсиями, закон распределения этой случайной величины оказывается практически нормальным законом.

Теорема, приведенная под названием "Закон больших чисел", утверждает, что с увеличением числа случайных величин их среднее арифметическое стремится к среднему арифметическому математических ожиданий и перестает быть случайным.

Теорема Ляпунова объясняет широкое распространение нормального закона распределения и поясняет механизм его образования. Теорема позволяет утверждать, что всегда, когда случайная величина образуется в результате сложения большого числа независимых случайных величин, дисперсии которых малы по сравнению с дисперсией суммы, закон распределения этой случайной величины оказывается практически нормальным законом. А поскольку случайные величины всегда порождаются бесконечным количеством причин и чаще всего ни одна из них не имеет дисперсии, сравнимой с дисперсией самой случайной величины, то большинство встречающихся в практике случайных величин подчинено нормальному закону распределения.
Практика показывает, что при увеличении числа опытов частота события имеет тенденцию выравниваться, приближаясь сквозь ряд случайных уклонений к некоторому постоянному числу. Естественно предположить, что это число и есть вероятность события.

Проверить такое предположение можно для таких событий, вероятности которых можно вычислить непосредственно, т.е. для событий, сводящихся к схеме случаев, так как только для этих событий существует точный способ вычисления математической вероятности.

2. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ: СТАТИСТИЧЕСКИЕ РЯДЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ И ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 


2.1. Понятие  случайной величины 

Случайной величиной называют такую величину, которая в результате испытания примет с определенной вероятностью одно и только одно из возможных значений, наперёд неизвестное и зависящее от причин, которые заранее не могут быть учтены.


Традиционный в теории вероятностей и математической статистике термин «случайная величина» не вполне удачен, поскольку провоцирует неверное предположение о сущности определяемой величины как о недерминированной какой-либо причиной переменной величине. Так как главной характеристикой рассматриваемой величины является ее вероятностная сущность, а не случайность (недетерминированность), то и называть эту величину целесообразно вероятностной величиной, дискретной вероятностной величиной, непрерывной вероятностной величиной и т.п. 


В практических задачах обычно используют дискретные и непрерывные случайные (вероятностные) величины.

Дискретной (прерывной) случайной величиной называется такая случайная величина, множество возможных значений которой либо конечно, либо бесконечно, но счетно. Иногда говорится, что они принимают отдельные, изолированные значения с определенными вероятностями. 

Например, при стрельбе из трех выстрелов принимаемые  значения случайной (вероятностной) величины попадания в цель Х можно заранее перечислить,  это 0, 1, 2 и 3. По завершению соревнований между n участниками, сделавшими 3n выстрелов (событие А) можно подвести итоги и рассчитать вероятности каждой реализации дискретной случайной величины: 
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Анализируя многократно повторенные эксперименты, можно связать характер изменения случайных величин со свойствами стрелкового оружия, организацией тренировок и другими причинами.

Более простым примером случайной величины является число очков, выпадающее на верхней грани игральной кости. В этом случае случайная величина принимает значения 1, 2, 3, 4, 5, 6 с вероятностью 1/6 каждое.

Другим примером дискретной случайной величины  будет количество отказов ЛЭП за некоторый период наблюдения (в энергетике   длительность этого периода принимают равным одному году). 

Непрерывной случайной величиной называется такая случайная величина, которая может принять любое значение из некоторого конечного или бесконечного промежутка (интервала). 

Примерами непрерывных случайных величин являются продолжительности вынужденных или аварийных простоев различного силового оборудования подстанций, дефицит генерирующей мощности в энергосистеме, недоотпуск электроэнергии потребителям . 

Возможные значения таких случайных величин не отделены друг от друга, а заполняют некоторый промежуток, который иногда имеет резко выраженные границы, а чаще – границы неопределенные, расплывчатые.

2.2. Представление случайной величины 

статистическим рядом распределния

Результат любого вероятностного эксперимента можно характеризовать качественно и количественно. Качественный результат вероятностного эксперимента – случайное событие. Любая количественная характеристика, которая в результате эксперимента может принять одно из некоторого множества значений, – случайная величина. 

Первичный материал статистическо​го наблюдения оформляется в виде простых таблиц и статистических ря​дов распределения.

Статистический ряд распределения представляет собой упоря​доченное распределение изучаемой совокупности по оп​ределенному варьирующему признаку. Следующая таблица – пример статистического ряда:
	Ii
	X1  - X2
	X2 - X3
	. . .
	Xi - Xi+1
	. . .
	Xk - Xk+1

	P *i
	P *1
	P *2
	. . .
	P *i
	. . .
	P *k


Здесь Ii  – обозначение  i-го  разряда; xi - xi+1 – его  границы; p*t – соответствующая частота; k – число разрядов.
В зависимости от признака, положенного в основу образова​ния ряда распределения, различают атрибутивные и вариационные ряды распределения. Последние, в свою очередь, в зависи​мости от характера вариации признака делятся на дискретные (прерывные) и интервальные (непрерывные) ряды распределения.

При больших размерах массивов становится удобнее ряды распределения анализировать с помощью их графического изображения (рис.2.2), позволяющего визуально судить о форме распределения.

Эксперимент 2.1

Задание. Получить массивы первичных значений случайной величины, различающиеся по объему в 10, 100 и 1000 раз, и изучить на этом материале работу закона больших чисел. Для наблюдения за свойствами случайной величины в зависимости от размера выборки выполнить следующее для каждого из трех массивов:

( построить ряды распределения;

( рассчитать статистическую вероятность 
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( построить в одних осях три графика, называемых многоугольниками (полигонами) распределения, по оси абсцисс на которых откладываются возможные значения случайной величины, а по оси ординат – вероятности этих значений.

Рекомендации. Для проведения эксперимента использовать программу Excel. Исследовать дискретную и непрерывную случайные величины. Каждый эксперимент выполнять на отдельном листе. Массивы значений создать с помощью программной генерации (Приложение1, раздел Б).  Подсчет частоты (статистической вероятности) можно выполнять вручную или (рекомендуется) с помощью инструментария Excel. На приведенном рис. 2.1 изображен пример документирования эксперимента по бросанию игральной кости, на гранях которой написаны числа от 1 до 6, для серии из 100 исходов.  

Количество элементарных исходов определено с помощью формулы массива {=ЧАСТОТА(массив_данных; двоичный_массив)} (Приложение 2, Б и В).

Выводы  сделать по  результатам проведенного эксперимента.

2.3. Функции распределения случайной величины

Функция распределения является “паспортом” случайной величины: она содержит всю информация о случайной величине и поэтому изучать случайную величину рекомендуем через исследование ее функции распределения, которую часто называют просто распределением. Различают интегральную и дифференциальную функции распределения.

2.3.1. Интегральная функция распределения [integral distribution function; лат.: integer – нетронутый, незатронутый, невредимый, целый; integratio – восстановление]

     
Определение: интегральной функцией распределения называют функцию F(x), определяющую для каждого значения x случайной величины X вероятность того, что величина X примет значение, меньшее x, то есть F(x) = P(X < x) 
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Распространено краткое название – «функция распределения».

Распределение вероятностей дискретной случайной величины может быть задано перечнем всех ее возможных значений и их вероятностей. Такой способ задания неприменим для непрерывных случайных величин. Общим способом описания распределений любых типов случайных величин является функция распределения. Пусть x – действительное число. Вероятность события, состоящего в том, что случайная величина X примет значение, меньшее x, то есть  вероятность события X < x обозначим через F(x). Интегральной функцией распределения называют функцию F(x), определяющую для каждого значения x вероятность того, что случайная величина X примет значение, меньшее x, то есть F(x) = P(X < x). Геометрически это равенство можно истолковать так: F(x) есть вероятность того, что случайная величина примет значение левее точки x. 

Если функция распределения F(x) непрерывна, то случайная величина X называется непрерывной случайной величиной, а если F(x) прерывна (дискретна), то и случайная величина X называется дискретной случайной величиной. 

Интегральная функция распределения (функция распределения)  имеет следующие свойства. 

     1. Значения интегральной функции принадлежат отрезку оси ординат (0,1): 0 
[image: image13.wmf]³

 F(x) 
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 1. График расположен в полосе, ограниченной прямыми y = 0, y = 1. 

    2. F(x) – неубывающая функция, то есть F(x2) 
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 F(x1), если x2 > x1. 

    3. F(x) 
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 0 при х 
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 и  F(x) 
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 1 при х 
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    4. Если возможные значения случайной величины принадлежат интервалу (a, b), то F(x) = 0 при x 
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 a, F(x) = 1 при x 
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 b. 

2.3.2. Функция распределения дискретной 
случайной величины

[image: image156.wmf] 

Если X –дискретная случайная величина, принимающая значения x1<x2<…<xi<… xn с вероятностями p1< p2< …< pi<… pn =1, то таблица  

                       называется распределением дискретной случайной величины. 

Функция распределения дискретной случайной величины на интервале ее существования ( x1…xn )  имеет вид
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У дискретной случайной величины функция распределения ступенчатая. Например, для случайного числа очков, выпадающих при бросании игральной кости,  распределение, функция распределения и график функции распределения имеют вид

[image: image157.jpg]100

[SENFSIIFSIIFSIINEY

.coBBl mCx0
ex moe

18
18
3
19
22
17
0

ENCIFSININ

AvcxpetnancB { He

coryafinoi Bemrammb

[ANENITIFSITIY
[IENITIFSINIIINEY

wacto
a (x)
018
018
006
019
022
017

1
cyvma

4

FSIMFSENENCIENIY

1

FSENIFSEIEITIFN

|Pax pacnpenenerms caysaiimoi pemrumm X

Maccue aemenTapHELX COBHITHI (EXO0R) KM MaceHR JHaveHIT

Cym_sHau= kon_ucx2= Cp. Apuim.=

[—e—an_ex1= —m—ron_ncx2= —e—ron_oxd]

6 6 1 2 5 39, 10 38
1 5 3 1 6 28, 10 28
2 2 1 4 4 27 10 27
5| 4 6 5 5 47 10 47
5 2 2 2 5 32 10 22
5 4 4 1 1 35, 10 35|
- 5 3 2 6 43, 10 43
3 1 2 6 2 32 10 33
1 4 = 2 5 40, 10 4
5 5 4 4 6 37 10 37
360 100 36
x

035

x 03

25025

EEE oo/
§ 58015
75801
& s
0 | O8racrs mocrposmA arpan
coberman 2 3 4

ACE

1«1





Показанные три формы описания случайных величин – численная (распределение задано таблицей значений), аналитическая и графическая являются универсальными и применимы для любых других видов случайных величин.
2.3.3. Дифференциальная функция распределения 

случайной  величины

Наглядное представление о случайной величине дает дифференциальная функция распределения [differential distribution function; лат.: differentia – разница, различия].

Определение: дифференциальной функцией распределения, плотностью вероятности или плотностью распределения вероятностей  f ( x ) называют первую производную от интегральной функции распределения F(x):  f ( x ) = F ' ( x ) 
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Из приведенного определения следует, что интегральная функция является первообразной для дифференциальной функции. Отсюда, в частности, следует, что для любой случайной величины  
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.  График дифференциальной функции распределения называют графиком плотности распределения.


Примечание. Знание функции распределения позволяет определить вероятность того, что значение случайной величины X попадает в произвольный интервал (a…b).  Эта вероятность вычисляется по формулам:
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– для непрерывной,
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– для дискретной случайных величин.

Если a= – [image: image29.png]


, то  
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если b= [image: image31.png]


, то  
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2.4. Числовые характеристики  случайных величин
Во многих практических задачах нет необходимости характеризовать случайную величину полностью, исчерпывающим образом, приводя функцию распределения или плотность распределения. Широко используются отдельные числовые параметры, характеризующие важные для решения задач черты случайной величины. Важнейшую роль в вероятностных расчетах имеет математическое ожидание  и дисперсия случайной величины.

2.4.1. Математическое ожидание случайной величины
Математическое ожидание – число, вокруг которого сосредоточены значения случайной величины. Математическое ожидание иногда называют средним значением случайной величины. Математическое ожидание случайной величины X обозначается M(X) . 
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Математическое ожидание дискретной случайной величины X с конечным числом значений и распределением                                        есть величина 
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Если число значений случайной величины счетно, то 
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. При этом, если ряд в правой части равенства расходится, то говорят, что случайная величина X не имеет математического ожидания.

Математическое ожидание непрерывной случайной величины с плотностью вероятностей f (x) вычисляется по формуле 
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.  При известных пределах xa, xb интервала значений X нижний и верхний пределы интеграла можно заменить соответственно на xa и xb: 
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Обратим внимание, что здесь аналогом  pi из формулы M(X) для дискретных величин является 
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Если интеграл расходится, то случайная величина X не имеет математического ожидания.

По экспериментальным (статистическим) данным математическое ожидание для случайных величин обеих типов определяется по формуле  
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, где n – количество опытов, xi – значение случайной величины X в i-м опыте.
Если в эксперименте значения xi появляются mi раз, то 
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, где k – число отображаемых интервалов (или разрядов) на диапазоне наблюденных значений X; 
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 – относительная частота i-го интервала X, i = 1,k.

Основные свойства математического ожидания: 

· математическое ожидание  константы равно этой константе, M(c)= c; 

· для любых двух случайных величин X , Y и произвольных постоянных a и b справедливо: M(aX + bY ) = a M(X )+ b M(Y ); 

· математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий, т.е. M(X Y ) = M(X )M(Y ). 

2.4.2. Дисперсия случайной величины

Дисперсия случайной величины характеризует меру разброса случайной величины около ее математического ожидания.

Если случайная величина X имеет математическое ожидание M(X) , то дисперсией случайной величины X называется величина D(X) = M{[X – M(X)]2}. Другими словами, дисперсия характеризует математическое ожидание квадрата отклонений X от математического ожидания M(X).
Определяют дисперсию по следующим формулам:
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– для дискретной случайной величины,
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– для непрерывной случайной величины.

По экспериментальным (статистическим) данным дисперсию для случайных величин обеих типов определяется по формуле
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где n – количество опытов, xi – значение случайной величины X в i-м опыте.

Для определения меры разброса значений случайной величины часто используется среднеквадратичное отклонение 
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Основные свойства дисперсии: 

· дисперсия любой случайной величины неотрицательна, D(X) [image: image46.png]


0; 

· дисперсия константы равна нулю, D(c) = 0; 

· для произвольной константы D(cX ) = c2D(X); 

· дисперсия суммы двух независимых случайных величин равна сумме их дисперсий: D(X + Y ) = D(X) + D(Y). 

Эксперимент 2.2 

Задание. Получить два массива первичных значений случайных величин. Удобно использовать в качестве шаблона отчет по предыдущему эксперименту:  cделайте копию файла первого эксперимента, назовите, например, «Эксперимент2.2», откройте его и сделайте генерацию массивов случайных чисел с помощью пакета Анализ данных (Приложение 1,  Б) с параметрами, заданными преподавателем. На листе с дискретной случайной величиной изучите распределение Пуассона (Приложение 4), а на листе с непрерывной случайной величиной – экспоненциальное. Если есть  проблемы с генерацией средствами Exсel, воспользуетесь программной генерацией (Приложение 1, Б). 

После заполнения массивов для каждой случайной величины: 

· определить её тип;
· определить границы интервала (или диапазона) её возможных значений (a, b); 
· разделить диапазон на 5 – 10 равных частей (разрядов) и для каждого из разрядов рассчитать значения функции распределения F(x) и плотности распределения f(x);
· распределение  представить в виде таблицы и графиков;
· изучить свойства функций распределения; 
· сопоставить вид полученных кривых с кривыми известных распределений (Приложение 4) и указать близкие по форме;
· определить числовые характеристики.
Рекомендации. Для проведения эксперимента использовать программу Excel (пример исследования распределения Пуассона на рисунке ниже). Предварительное планирование эксперимента удобно выполнять на листе бумаги. 
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Рис.2.3. Пример документирования исследования распределения Пуассона

2.5. Гистограмма и полигон: графическое представление случайной величины 
Другой распространенный способ представления случайных величин – построение гистограммы (представление случайных величин в виде статистических рядов рассмотрено разделе 2.2). 

В простейшем случае на оси абсцисс откла​дываются значения интервалов, а частоты  в абсолютных единицах измерения изображаются прямо​угольниками, построенными на соответствующих интервалах. В результате получается гистограмма – график, на котором ряд распределения представлен в виде смежных друг с другом областей. Интервалы должны иметь одинаковую величину и тогда высота столбиков гисто​граммы будет пропорциональна абсолютным частотам ряда распределения.
В технических приложениях, например в теории надежности электрических систем, и в тех случаях, если интервалы (разряды) исходных данных не​ одинаковы, то для построения гистограммы исчисляют плотность статистического распределения. Для этого определяют, сколько  значений случайной величины приходится на каждый  интервал (или разряд) и в относительных единицах откладывают по оси ординат. 

При необходимости гистограмма интервального ряда распре​деления может быть преобразована в полигон (многоугольник). Для этого нужно середины верхних сторон прямоугольников соединить прямыми линиями.

Эксперимент 2.3

Задание. Используя массивы первичных значений случайных величин, полученные в предыдущем эксперименте для каждой случайной величины: 

· построить гистограмму на основе исчисления плотности распределения;

· проверить правильность построения гистограммы, определив площадь фигуры под кривой;

· используя гистограмму получить график интегральной функции распределения (другими словами – восстановить первообразную).

2.6. Сглаживание статистических рядов и подбор аналитических описаний распределний

Экспериментально полученный массив значений  случайной величины содержит систематическую составляющую и случайный шум (ошибку). Это затрудняет обнаружение регулярных компонент при анализе или подборе аналитических описаний (формул) законов распределения случайных величин. Для выделения систематической составляющей исходные данные фильтруют, удаляя шум путем сглаживания. 

В зависимости от формы разложения ряда на систематическую d и случайную составляющие е различают аддитивную (x = d + е) и мультипликативную (у = de) модели. В систематической компоненте ряда d обычно выделяют две медленных составляющих: тренд tr и периодическую компоненту с. Аддитивную модель ряда можно представить следующим образом:
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Для выделения тренда широко распространен метод наименьших квадратов, для выделения тренда и циклической компоненты – метод скользящей средней и метод взвешенной скользящей средней или экспоненциального сглаживания.

Эксперимент 2.4

Задание. Для всех статистических рядов исследуемых случайных величин, построенных по выборкам различных объемов, выполнить следующее: 

· выравнить ряды методом экспоненциального сглаживания (Приложение 6); 

· экспериментально найти оптимальные значения коэффициентов экспоненциального сглаживания;

· к сглаженным рядам подобрать аналитическое описание (формулы) из числа распространенных (Приложение 4); для подгонки описаний исследуемых Вами распределений используйте метод моментов (Приложение 6); покажите, что выбранное описание отличается наибольшей точностью.

Рекомендации. Для наблюдения за результатами выравнивания рядов, эффективностью подбора аналитического описания распределений используйте графическое представление результатов.

Контрольные вопросы

1. К каким  явлениям в реальной жизни применим закон больших чисел?

2. Каково содержание понятия «случайная величина»?

3. Какие два типа случайных величин принято различать?

4. Перечислите способы описания случайных величин.

5. Кратко опишите способы графического представления случайных величин.

6. Для чего рассчитываются числовые характеристики случайных величин? 

7. С какой целью и как производится выравнивание статистических рядов?

8. Какие формы представления случайных величин использовались Вами в работе? Охарактеризуйте каждую из них.

9. Каким образом можно оценить качество аналитического описания статистического материала?

ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ ПРОИЗВОДСТВА И

ПОТРЕБЛЕНИЯ ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ В

ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ  СИСТЕМАХ
3. НЕДООТПУСК ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ ПОТРЕБИТЕЛЯМ И РЕЗЕРВ ГЕНЕРИРУЮЩЕЙ МОЩНОСТИ В ЭНЕРГОСИСТЕМЕ

Надежность электроснабжения является одним из факторов, который должнен учитываться при выборе оптимальной установленной мощности в энергосистемах. Совершенно очевидно, что суммарная установленная мощность генерирующих агрегатов энергосистем на любом уровне развития должна быть больше соответствующего прогнозируемого максимума нагрузки. При равенстве указанных мощностей любое отклонение мощности как агрегатов в сторону снижения, так и нагрузки в сторону увеличения приводит к дефициту мощности и недоотпуску электроэнергии потребителям. Так как такие отклонения, обусловленные случайными причинами, происходят на практике очень часто, то недоотпуск электроэнергии потребителям и народно-хозяйственный ущерб, им обусловленный,  могли бы быть весьма велики.

Увеличение установленной мощности генерирующих агрегатов в энергосистемах по сравнению с нагрузками, т. е. создание резерва активной мощности, приведет, с одной стороны, к повышению надежности электроснабжения и снижению ущерба от недоотпуска электроэнергии потребителям, а с другой стороны, потребует затрат на сооружение и эксплуатацию дополнительной генерирующей мощности на электростанциях.

Обычно различают следующие виды резерва: аварийный, ремонтный, эксплуатационный и нагрузочный. Аваpийный и peмонтный резервы предназначены для компенсации снижения генерирующей мощности системы, соответственно, при аварийном выходе из работы оборудования и при выводе его в плановый ремонт. Эксплуатационный резерв должен компенсировать неаварийное снижение располагаемой мощности электростанций и отдельных агрегатов вследствие отклонения условий эксплуатации от расчетных (номинальных). Нагрузочный резерв предусматривается на случай увеличения нагрузки по сравнению с прогнозом.

Деление резерва на отдельные виды носит чисто условный характер. Резерв мощности в системе един. Дежурный диспетчер энергосистемы при всякой потребности в резерве использует имеющийся резерв независимо от характера  потребности. Это находит отражение в методах определения резерва при планировании развития энергосистем и распределения его в эксплуатационных условиях.

Все перечисленные виды резерва могут быть объединены под названием технического резерва энергетической системы. Особым видом резерва в энергосистемах является народно-хозяйственный резерв, обусловленный необходимостью обеспечения электроснабжения при перевыполнении промышленностью производственных планов, неточностью перспективного планирования потребления электроэнергии,   несоблюдением   в   отдельных    случаях намеченных сроков строительства электростанций и линий электропередачи, а также необходимостью в энергетических резервах по оборонным соображениям. Вопросы оценки потребности в народно-хозяйственном резерве в настоящей работе не рассматриваются.

Объективный подход к выбору оптимальной установленной мощности агрегатов системы или объединения систем с учетом надежности электроснабжения может быть лишь при сопоставлении затрат при повышении надежности электроснабжения с экономическим эффектом за счет снижения ущерба от перерывов электроснабжения потребителей.

Выбрать величину  дополнительно устанавливаемой мощности агрегатов системы, соответствующую оптимальной степени надежности электроснабжения, т. е. оптимальный резерв мощности, можно минимизируя приведенные затраты

3 = Ен*К(dР) +И(dР) +У(dР),

где К(dР) и И(dР) – дополнительные капиталовложения и ежегодные издержки в системе при установке в ней агрегатов мощностью dР, сверх необходимой по условию баланса энергии; У(dР) – математическое ожидание ущерба от недоотпуска электроэнергии потребителям.
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Оптимальная величина дополнительно устанавливаемой мощности агрегатов системы соответствует минимуму приведенных затрат на рис. 3.1. Оптимальной установленной мощности соответствует конечная, вполне определенная величина математического ожидания ущерба от недоотпуска электроэнергии потребителям УО вследствие дефицита мощности в системе. Дальнейшее снижение недоотпуска электроэнергии потребителям экономически нецелесообразно, так как не окупает затрат на установку и эксплуатацию дополнительных генерирующих агрегатов. 

 При проведении расчетов, связанных с оценкой необходимой величины резерва мощности, удобно использование так называемого индекса надежности, определяемого через отношение отпущенной потребителям электроэнергии к общей потребности:
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 = ( Э – dЭ)/Э,

где Э – годовая потребность в электроэнергии; dЭ – математическое ожидание недоотпуска электроэнергии за год вследствие дефицита мощности. Резерв считается достаточным, если 
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Выбор абсолютно обоснованного резерва может быть выполнен лишь на основе минимизации приведенных затрат.

При определении математического ожидания недоотпуска электроэнергии и ущерба у потребителей должны учитываться вынужденные и плановые простои агрегатов, средние суточные графики нагрузки для рабочих дней отдельных периодов года и нерегулярные отклонения нагрузок, обусловленные случайными причинами, а также ограничения по пропускной способности межсистемных связей. Таким образом, возникновение недоотпуска электроэнергии представляет собой результат действия нескольких независимых вероятностных процессов. 

Принимая в качестве отчётного периода некоторый конечный интервал времени (в энергетике чаще всего это 1 год), необходимо получить основные характеристики случайных величин, учтённых в модели возникновения недоотпуска. При этом недоотпуск как вероятностный итог сложного случайного события превышения «запрашиваемой» потребителями мощности над располагаемой мощностью энергосистемы   будет определяться рядом распределения вероятностей возникновения различных по величине дефицитов. 

Ниже Вам будут предложены максимально упрощенные вероятностные модели функционирования энергосистемы. Важнейшим этапом решения каждой из задач является уяснение их сущности в понятиях теории вероятностей, приведенные в главе «БАЗОВЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ НАДЕЖНОСТИ И СТАТИСТИЧЕСКИЙ ЭКСПЕРИМЕНТ». Итог этого этапа должен занимать достойное место в вашем отчёте и предварять этап изложения численных результатов реализации изучаемого Вами алгоритма, имеющего иллюстративную цель. 

Результаты численных расчетов представляются обычно в форме таблиц или графиков, оформленных в соответствие с действующими правилами, и служат иллюстрациями хода решения поставленной задачи. Описание хода решения задачи сводится к кратким описаниям  элементарных шагов: цели текущего шага, исходных данных, представлении результатов в какой-либо форме, сообщении о степени достижения цели. 

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СРЕДНЕГО ЗНАЧЕНИЯ НЕДООТПУСКА ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ В КОНЦЕНТРИРОВАННОЙ СИСТЕМЕ МЕТОДОМ ПЕРЕБОРА КОЭФФИЦИЕНТОВ

(Лабораторная работа 1)
В настоящей лабораторной работе студенты знакомятся с методикой, программой, а также проводят необходимые расчеты по определению матема​тического ожидания (среднего значения) недоотпуска электрической энер​гии в концентрированной системе по методу "перебора коэффициентов". Здесь под концентрированной системой понимается такая система, в кото​рой связи между отдельными узлами не накладывают ограничений на потоки мощности в нормальных и аварийных режимах работы. Под неоднородной системой понимается система, содержащая несколько групп разнотипных генераторов, причем сам расчет производится без приведения неодно​родной системы к эквивалентной однородной.
Исходными данными для расчета являются:
· количество групп идентичных агрегатов L и количество агрегатов в каждой из групп n;

· мощность, коэффициент вынужденного простоя КВ и длительность планового простоя tП(месяцев) агрегатов каждой из групп;

· суточные графики нагрузки РН(t) для рабочих дней j периодов года и длительности этих периодов tj(месяцев) и dj(дней);

· среднеквадратическое отклонение нагрузки от графиков (, определяющее нерегулярные изменения нагрузки, подчиняющиеся нормальному закону распределения.

4.1. Варианты исходных данных
Из приведенных ниже таблиц по заданию преподавателя   выбираются несколько групп однотипных генераторов, длительности периодов года и графики нагрузки.
Таблица 4.1. 

Параметры групп однотипных генераторов

	N
п/п
	Номинальная мощность РГ, мВт
	n,

шт
	Коэффициент вынужденного простоя КВ, о.е.
	Длительность плановых ремонтов tП, мес.

	1
	30
	50
	0,008
	0,5

	2
	60
	40
	0,008
	0,5

	3
	100
	30
	0,012
	1.0

	4
	120
	20
	0,012
	1,0

	5
	150
	10
	0,012
	1,0

	6
	200
	10
	0,016
	1,0

	7
	300
	10
	0,016
	1,0

	8
	500
	10
	0,02
	1,5

	9
	800
	5
	0,02
	1,5


Таблица 4.2

Параметры годового графика нагрузки системы по периодам
	Период

j
	Длительность периода
	Максимум нагрузки (о.е.) в долях от уст.мощн. системы

	
	tj, месяцев
	dj, дней
	

	1

2

3

4
	t1 (~3)

t2 (~4)

t3 (~3)

t4 (~2)
	d1 (~78)

d2 (~104)

d3 (~78)

d4 (~52)
	1

0,9

0,7

0,6


Таблица 4.3

     Графики нагрузки в относительных единицах

(в долях от установленной мощности системы P)
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Часы суток

 Периоды
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20
	22
	24

	1
	0,4
	0,3
	0,3
	0,8
	0,8
	0,7
	0,7
	0,75
	0,8
	1,0
	0,7
	0,7

	2
	0,5
	0,3
	0,3
	0,7
	0,8
	0,8
	0,75
	0,75
	0,75
	0,9
	0,6
	0,6

	3
	0,3
	0,1
	0,4
	0,4
	0,5
	0,45
	0,45
	0,5
	0,55
	0,6
	0,5
	0,6

	4
	0,4
	0,2
	0,65
	0,65
	0,65
	0,6
	0,6
	0,6
	0,6
	0,7
	0,6
	0,6


Таблица 4.4
Графики нагрузки в относительных единицах

(в долях от установленной мощности системы P)

	Часы суток
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Периоды
	2
	4
	6
	8
	10
	12
	14
	16
	18
	20
	22
	24

	1
	0,4
	0,3
	0,4
	0,9
	0,8
	0,8
	0,7
	0,75
	0,8
	1,0
	0,7
	0,5

	2
	0,5
	0,3
	0,3
	0,7
	0,8
	0,8
	0,75
	0,75
	0,75
	0,9
	0,6
	0,6

	3
	0,3
	0,1
	0,4
	0,6
	0,55
	0,55
	0,5
	0,5
	0,55
	0,45
	0,5
	0,35

	4
	0,4
	0,2
	0,65
	0,65
	0,65
	0,55
	0,6
	0,6
	0,6
	0,7
	0,6
	0,45


Значения величин расчетной мощности   РО   и     среднеквадратического отклонения величины нерегулярных  отклонений нагрузки   
[image: image51.wmf]s

  задаются преподавателем.

4.2. Порядок проведения расчетов
В настоящем разделе описывается алгоритм проведения расчетов недоотпус​ка электроэнергии в концентрированной неоднородной системе. Для его изучения и освоения рекомендуется использовать Excel или подобные по возможностям пакеты, например, MathCad.
Ниже приводится последовательность действий при определении недоотпуска электроэнергии.

(   Рассчитываются   ряды   распределения    коэффициентов     располагаемой мощности генераторов для каждой из групп однотипных генераторов. 

Ряд распредёления для i-й группы имеет вид многочлена
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где ni – количество агрегатов в i-й группе; mi – отключенные агрегаты в i-й группе; ni – находящиеся в работе агрегаты i-й группы;   PГi – номинальная мощность агрегатов i-й   группы;  
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 – коэффициент (вероятность)  работы генераторов i-й   группы с мощностью 
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, определяется по формуле статистической вероятности: 


[image: image55.wmf]0

)

(

)

(

T

Гi

P

j

t

Гi

P

i

m

i

n

Г

K

=

-

,

где 
[image: image56.wmf])
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 – длительность генерации/потребления мощности 
[image: image57.wmf]Гi
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 в течение расчетного периода T0  (24 часа – для суточного графика генерации/потребления, 12 месяцев или 8760 часов – для годового); 
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 –  информационный индекс.
Генерируемая мощность 
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 – случайная величина с биномиальной функцией распределения (Приложение 4). Для расчета коэффициентов используем формулу биноминального распределения:

[image: image60.wmf]i

m

В

K

i

m

i

n

Г

K

i

m

n

C

Гi

P

i

m

i

n

Г

K

)

(

)

(

-

=

-

,
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 – биномиальный коэффициент;  
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 – коэффициент вынужденного простоя mi генераторов (справочная величина, mi  – показатель степени); 
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 – коэффициент готовности генераторов i-й   группы в степени 
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(  Рассчитывается   ряд   распределения   коэффициентов для всех aгрегатов системы как произведение многочленов отдельных групп:
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где i – индекс группы n однотипных генераторов с номинальной мощностью РГi;  i = 1 ( L.
[image: image66.wmf]
При перемножении коэффициентов мощности, указанные в верхних 
индексах, суммируются. После этого коэффициенты, у которых суммарные верхние индексы оказались одинаковыми,  складываются. После вычисления рядов распреде​ления коэффициентов отдельных групп и их перемножения можно пренебречь значениями менее 1*10-5.

(   Учитываются плановые ремонты агрегатов.
Ряды распределения коэффициентов располагаемой мощности   отдельных групп и системы в целом рассчитаны по количеству установленных агрега​тов и не учитывают того, что часть агрегатов может находиться в   плановом ремонте, причем количество этих агрегатов в течение года изменяется.

Прямой учет изменения располагаемой мощности в системе за счет вывода в плановый ремонт генераторов весьма трудоёмок. Для упрощения расчетов модель реального явления возникновения недоотпуска от снижения располагаемой мощности заменяют эквивалентной по результату моделью, в которой эффект от снижения величины располагаемой мощности воспроизводится соответствующим увеличением нагрузки. В этом случае решение задачи сводится к простейшей методике определения недоотпуска.

Весьма строгое решение получается при добавлении к графику нагрузки величин мощностей выводимых генераторов на время их плановых ремонтов. Для этого годовой график нагрузки с учетом сезонных колебаний предварительно модифицируется. При таком подходе возможно появление множества дополнительных периодов с новыми графиками нагрузок, что, практически, не приводит к действительному упрощению расчетов. 

Значительное упрощение методики учета плановых ремонтов достигается при модификации графиков нагрузки добавлением не действительных мощностей выводимых в плановый ремонт генераторов, а некоторой расчетной мощности, определяемой по суммарному объему потребной для ремонтов всех генераторов энергии. В соответствие с этим способом выполняется следующее:
· пересчитывают коэффициенты вынужденного простоя для каждого выводимого в плановый ремонт генератора, уменьшая  их в 1 – tп/12 раз, поскольку вывод агрегатов в плановый ремонт   уменьшает   вероятность их аварийного отказа;
· потребный объем энергии плановых ремонтов агрегатов распределяют по периодам года, определяя эквивалентные расчетные мощ​ности ремонтируемых агрегатов для каждого из ремонтных периодов.
Для определения величины мощностей агрегатов, находящихся в плановом ремонте, в каждом из периодов года суммарный объем плановых ремонтов должен быть распределен по периодам года.
Объем плановых   ремонтов   за   год   определяется   по формуле
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где i – индекс группы n однотипных генераторов номинальной мощностью РГi; i = 1 ( L; tПi
[image: image68.wmf]– продолжительность планового ремонта ремонта генератора РНi (табл.4.1) . 

Распределение данного объема по периодам года производим по условию равенства сумм максимумов нагрузки и мощности агрегатов, выве​денных в плановый ремонт для каждого из периодов:
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где 
[image: image71.wmf]нмj
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 – максимум нагрузки j-го периода (МВт); 
[image: image72.wmf]Пj

P

– мощность агрегатов, находящихся в плановом ремонте в j-й период (МВт); tj – длительность j-гo периода (месяцев) ; m – количество периодов года в которые ведутся плановые ремонты.

Примечание: для удобства решения задачи учитываемые периоды года сортируют по возрастанию сезонных максимумов нагрузки и присваивают номера, начиная с первого.

На первом этапе определяется количество периодов года, начиная с 1-го (максимум нагрузки наименьший), в течение которых может быть выполнен необходимый VПp. Для этого определяют значения максимально возможного VПpМакс   при различном количестве периодов: 

VПpМакс1 = t1 *(PНМ 2 – PНМ1);   

VПpМакс1,2 = t2 *(PНМ3 – PНМ2) + t1 *(PНМ3 – PНМ1);

VПpМакс1,2,3 = t3 *(PНМ4 – PНМ3) + t2 *(PНМ4 – PНМ2) + t1 *(PНМ4 – PНМ1).

Если VПp <  VПpМакс1, то весь объём плановых ремонтов может быть размещён в 1-м периоде года.

Если VПpМакс1 < VПp < VПpМакс1,2, то весь объём плановых ремонтов может быть размещён в 1-м и 2-м периодах.

Если VПp < VПpМакс1,2,3, то весь объём плановых ремонтов размещается в течение 1-го, 2-го и 3-го периодов.

Если VПp > VПpМакс1,2,3, то ремонты проводятся круглогодично.

В зависимости от количества периодов, в которых проводится плановый ремонт, количество уравнений РПj изменяется от  двух в первом случае до пяти – в четвёртом. 

Кроме РПj подлежит определению и дополнительная неизвестная, обозначенная как const_j.
На рис.4.1 показаны варианты распределения общего объема плановых ремонтов для различных VПp и  m.

[image: image162.wmf] 


(   Рассчитываются   ряды   распределения   коэффициентов   мощностей нагрузок без учета нерегулярных колебаний.
Суточные графики нагрузки каждого из периодов увеличиваются на личину РПi и округляются до ступеней кратных   расчетной   ступени PНi (в фортран-программе ступень задается   в   составе   исходных   данных). В результате получаются расчетной графики нагрузок, учитывающие и   плановые   простои агрегатов.
По полученным суточным графикам рассчитывается ряд распределения коэффициентов мощностей нагрузок. Каждый из членов этого ряда рассчитывается по формуле:
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где 
[image: image74.wmf])
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 – количество часов с нагрузкой jP0  i-го периода, di – количество рабочих дней в i-м периоде.
(  Рассчитываются ряды   распределения   коэффициентов   нерегулярных   отклонений нагрузки, подчиняющихся нормальному закону распределения. 

Значения коэффициентов определяются по формуле:
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где Ф – интеграл вероятностей или функция Лапласа (Приложение 5).

Перемножая ряд распределения коэффициентов мощностей нагрузки и ряд распределения коэффициентов нерегулярных колебаний получаем ряд распределения коэффициентов нагрузки с учетом плановых ремонтов и нере​гулярных отклонений. Верхние индексы перемножаемых рядов при этом суммируются.
Перемножая ряд распределения коэффициентов располагаемой мощности генераторов и ряд распределения коэффициентов нагрузки, полученный с учетом плановых ремонтов агрегатов и нерегулярных отклонений,  получаем ряд распределения вероятностей, соответствующих либо отсутствию дефицита мощности в энергосистеме (отрицательное или нулевое значение верхнего индекса), либо дефициту мощности в энергосистеме с величиной, равной верхнему индексу (при положительном значении верхнего индекса). Верхние индексы в данном случае определяются путем вычитания верхних индексов генераторного ряда из верхних индексов нагрузочного ряда.
При выполнении расчетов с помощью электронных таблиц Excel  перемножение рядов удобно оформить в виде прямоугольной матрицы,  а для перемножаемых двух переменных и их индексов   следует выделить по две строки  и два столбца соответственно.

Ряд распределения коэффициентов дефицита мощности в данном случае получится в виде суммы коэффициентов, имеющих положительные индексы. Элементы этого ряда располагают в порядке возрастания дефицита.

Среднее значение недоотпуска электрической энергии в энергосистеме за год определится по формуле:
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4.3. Оформление результатов расчетов
Отчет по проведенным расчетам математического ожидания недоотпуска электроэнергии должен содержать:
· исходные данные для проведения расчетов: 
параметры генераторов системы; 

количество и длительности принятых периодов года;

графики нагрузок;

величина расчетной ступени Ро графика нагрузки; 

среднеквадратическое отклонение нерегулярных отклонений нагрузки (;
· постановку задачи и словесное описание метода решения;

· краткое описание хода решения задачи с приводимыми в качестве иллюстраций некоторых принципиально важных результатов численных расчетов: 
ряды распределения располагаемой мощности генераторов по группам и системы в целом; 

ряд распределения коэффициентов нагрузки с учетом плановых ремонтов; 

ряд распределения коэффициен​тов нерегулярных отклонений; 

ряд распределения коэффициентов нагрузки с учетом плановых ремонтов и нерегулярных отклонений; 

ряд распределения коэффициентов дефицитов мощности в системе; 

график распределения объема плановых ремонтов по периодам года; 

значения недоотпуска электроэнергии;
· выводы и заключение о выполнении задания.

5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ НЕДООТПУСКА ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ В КОНЦЕНТРИРОВАННОЙ СИСТЕМЕ МЕТОДОМ СТАТИСТИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЙ
(Лабораторная работа 2)

5.1. Общие сведения
В настоящей лабораторной работе студенты знакомятся с методикой, программой, проводят необходимые расчеты по определению математического ожидания (среднего значения) недоотпуска электрической энергии в концентрированной системе по методу статических испытаний или, как его еще называют в литературе по методу "Монте-Карло". Под концентрирован​ной системой здесь понимается такая система, в которой связи между от​дельными узлами не накладывают ограничений на потоки мощности в нор​мальных и аварийных режимах работы. Под неоднородной системой понимает​ся система, содержащая несколько групп разнотипных генераторов. Одним из достоинств метода статистических испытаний является возможность применения данного метода для расчета  недоотпуска электроэнергии в энергообъединениях. 

Сущность метода заключается в формировании вероятностной модели функционирования ЭЭС в виде ряда распределения вероятностей   всех её возможных состояний, возникающих при взаимодействии случайной величины располагаемой мощности системы и случайной величины нагрузки с учётом отклонений мощности нагрузки от графиков в соответствии с заданным законом распре​деления. 

Определение среднестатистических значений годового недоотпуска электроэнергии рекомендуется производить в предположении, что каждая из случайных величин располагаемой мощности агрегатов и отклонения мощности нагрузки действует на протяжении всего года.

Построение модели рекомендуется производить в несколько этапов в соответствие с принципом «от простого к сложному». Для этого на первом этапе целесообразно создать максимально упрощенную модель, в которой действуют случайные величины располагаемой мощности ЭЭС и нагрузки без учёта отклонений её мощности от графиков. На втором этапе уточнить модель в части нагрузки: учесть случайные отклонения мощности нагрузки от графиков. Выявить эффект от уточнения модели нагрузки в отношении недоотпуска электроэнергии.

Исходными данными для расчета являются:
(  количество групп идентичных агрегатов L   и   количество агрегтов   в каждой из групп n;

(  мощность, коэффициент вынужденного простоя КB и длительность   планового простоя tП(месяцев) агрегатов каждой из групп;
(  суточные графики нагрузки Рн(t) для рабочих дней К периодов   года   и длительности этих периодов;

(   t (месяцев) и d (дней) в каждом периоде года;

(  среднеквадратическое отклонение нагрузки от графиков (, определяющее​ нерегулярные отклонения нагрузки от  графика, подчиняющиеся нормальному закону распределения;

(  допустимая ошибка в определении математического ожидания недоотпуска электроэнергии (.

Примечание:  численные значения исходных данных по вариантам приведены в конце этого раздела.

5.2. Порядок проведения расчетов
В настоящем разделе дается алгоритм проведения расчетов недоотпуска электроэнергии в концентрированной неоднородной системе по методу статистических испытаний. Для выполнения рекомендуется использовать Excel или специальную программу.
Последовательность выполняемых расчетов приводится ниже.
( Рассчитываются   ряды   распределения    коэффициентов    располагаемой мощности генераторов для каждой из групп однотипных генераторов. 

Ряд распределения для i-й группы имеет вид


[image: image78.wmf]...,

)

(

...

)

2

(

)

1

(

+

-

+

+

-

+

-

+

Гi

P

i

m

i

n

Г

K

Гi

P

i

n

Г

K

Гi

P

i

n

Г

K

Гi

P

i

n

Г

K


где ni – количество агрегатов i-й группы; mi – количество отказавших агрегатов; (ni - mi) – количество готовых к работе агрегатов i-й группы;   РГi – номинальная мощность агрегатов i-й   группы; 
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 – коэффициент (вероятность)  готовности к работе генераторов i-й   группы с мощностью 
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где 
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 – биномиальный коэффициент  (Приложение 4);  
[image: image83.wmf]Вi

K

 – коэффициент вынужденного простоя генераторов i-й группы (справочная величина).  
( Рассчитываются функции распределения располагаемой мощности   генера​торов для каждой из групп однотипных генераторов.

Функция распределения располагаемой мощности   генера​торов имеет вид
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В  данном   случае    функция    распределения   для  генераторов одной из групп представляет собой ступенчатую функцию с количеством   ступеней   ni +1. Так, для группы из 4-х агрегатов по 100 мВт с КВ = 0,04 и КГ = 0,96 при использовании формулу биноминального закона получаем следующий ряд распре​деления коэффициентов располагаемой мощности:
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Соответствующая ему   функция   распределения   представлена на рис.5.1.

(  Рассчитывается ряд распределения коэффициентов нерегулярных отклоне​ний нагрузки от прогноза, подчиняющихся нормальному закону распределения. 

Значения коэффициентов определяются по формуле:
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где Ф – интеграл вероятностей или функция Лапласа (Приложение 5); 

Р0 – величина расчетной ступени; ( – среднеквадратичное отклонение нагрузки от прогноза.

(  Рассчитывается функция распределения нерегулярных отклонений нагруз​ки
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Так, если ряд распределения коэффициентов нерегулярных отклонений для Ро = 100 МВт и ( = 150 МВт  получен в виде 
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, то соот​ветствующий ему график плотности распределения f(dPнер) и построенная на его основе функция распределения F(dPнер) будут иметь вид (рис.5.2)
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Рис.5.2. Пример графиков плотности распределения и функции

распределения нерегулярных отклонений
(  Производится учет вывода в плановый ремонт   генерирующих   агрегатов.
Прямой учет изменения располагаемой мощности в системе за счет вывода в плановый ремонт генераторов весьма трудоёмок. Для упрощения расчетов можно уменьшение располагаемой мощности ЭЭС заменить эквивалентным по механизму возникновения недоотпуска электроэнергии потребителям увеличением нагрузки. 

Весьма строгое решение получается при добавлении к графику нагрузки мощностей выводимых генераторов на время их плановых ремонтов. Для этого предварительно модифицируется годовой график нагрузки с учетом сезонных периодов. При таком подходе возможно появление множества дополнительных периодов с новыми графиками нагрузок. 

Еще большее упрощение методики учета плановых ремонтов достигается при модификации графиков нагрузки добавлением не действительных мощностей выводимых в плановый ремонт генераторов, а некоторой расчетной мощности, определенной по суммарному объему потребной для ремонтов всех генераторов энергии. В соответствие с этим способом выполняется следующее:
· пересчитывают коэффициенты вынужденного простоя для каждого выводимого в плановый ремонт генератора, уменьшая  их в 1 – tп/12 раз, поскольку вывод агрегатов в плановый ремонт   уменьшает   вероятность их аварийного отказа;
· поскольку вывод агрегатов в плановый ремонт уменьшает располагаемую мощность агрегатов, то сохранить эффект от этого на механизм возникновение недоотпуска электроэнергии в системе можно увеличением мощности нагрузки. В соответствие с описанным выше методом весь потребный объем энергии плановых ремонтов агрегатов необходимо распределить по периодам года и определить эквивалентную расчетную мощ​ность ремонтируемых агрегатов в каждом периоде.
Суммарный объем плановых   ремонтов   за   год   определяется   по формуле
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Распределение данного объема по периодам года можно произвести по условию равенства сумм максимумов нагрузки и мощности агрегатов, выве​денных в плановый ремонт для каждого из периодов. Этому условию отвеча​ют уравнения:
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где 
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 – максимум нагрузки j-го периода (МВт); 
[image: image96.wmf]Пj
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– мощность агрегатов, находящихся в плановом ремонте в j-й период (МВт); tj – длительность j-гo периода (месяцев) ; m – количество периодов года в которые ведутся плановые ремонты.

Примечание: для удобства решения задачи учитываемые периоды года сортируют по возрастанию сезонных максимумов нагрузки и присваивают номера, начиная с первого.

На первом этапе определяется количество периодов года, начиная с 1-го (максимум нагрузки наименьший), в течение которых может быть выполнен необходимый VПp. Для этого определяют значения максимально возможного VПpМакс   при различном количестве периодов: 

VПpМакс1 = t1 *(PНМ 2 – PНМ1);   

VПpМакс1,2 = t2 *(PНМ3 – PНМ2) + t1 *(PНМ3 – PНМ1);

VПpМакс1,2,3 = t3 *(PНМ4 – PНМ3) + t2 *(PНМ4 – PНМ2) + t1 *(PНМ4 – PНМ1).

Если VПp <  VПpМакс1, то весь объём плановых ремонтов может быть размещён в 1-м периоде года.

Если VПpМакс1 < VПp < VПpМакс1,2, то весь объём плановых ремонтов может быть размещён в 1-м и 2-м периодах.

Если VПp < VПpМакс1,2,3, то весь объём плановых ремонтов размещается в течение 1-го, 2-го и 3-го периодов.

Если VПp > VПpМакс1,2,3, то ремонты проводятся круглогодично.

В зависимости от количества периодов, в которых проводится плановый ремонт, количество уравнений РПj изменяется от  двух в первом случае до пяти – в четвёртом. 

Кроме РПj подлежит определению и дополнительная неизвестная, обозначенная как const_j.
На рис.5.3 показаны варианты распределение общего объема плановых ремонтов для различных VПp и  m.


На этом подготовительный этап расчета заканчивается и выполняется серия статистических испытаний:
1. От датчика случайных чисел (работа датчика описана ниже) равно​мерно распределенных в интервале 0 – 1   берется   случайное   число,   и   по функции распределения располагаемых мощностей генераторов первой группы агрегатов определяется случайная располагаемая мощность генераторов этой группы (рис. 5.1).
Подобная операция повторяется L раз. В результате получается сум​марная располагаемая мощность генераторов системы Р(.
2. Берется новое случайное число RL+1 и по функции распределения нерегулярных отклонений определяется случайное отклонение нагрузки от графика (РН (рис. 5.2).
3. Определяются часовые дефициты мощности для графика нагрузки первого периода Pд1(t) = Pн1(t) + Pп1 + (Pн – P( и вычисляется недоотпуск электроэнергии за  сутки: 
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используя только положительные значения дефицитов.

4. Расчет по п.п. 1 – 3 повторяется К раз, т.е. для каждого из периодов с различными графиками нагрузки.

5. Вычисляется годовой недоотпуск: 
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где di – число рабочих дней в каждом периоде.

6. Операции 1– 5 повторяется N раз, в результате чего вычисляется среднее значение (математическое ожидание) недоотпуска электроэнергии за год:
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Поскольку расчет ведется на основе набора статистических данных, то каждое из новых значений недоотпуска будет представлять случайную величину. Дисперсия этой случайной величины определится по формуле
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Контроль точности расчета осуществляется по формуле:
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где ( – допустимая ошибка в определении математического ожидания; 

( – вероятность ошибки более (. Обычно ( = 0.05, а  ( = 0,1. Процесс расчета прерывается, если  вышеприведенное неравенство не выполняется.

5.3. Работа датчика случайных чисел

1. Задается стартовое число Хо: 10000000000 < Хi< 34359738368, параметру i придается начальное значение 0. Стартовое число определяет псевдослучайную последовательность чисел.
2. Задается три вспомогательные переменные: m1 = 34359738368,
m2 =  68719476736, m3 = 137438953472.

3. Вычисляется новое значение Хi+1:  Хi+1 = Хi+1* 5.

4. Преобразуется значение Хi+1 по одной из формул:

(  Хi+1 = Хi+1 – m3 , если    X > m3;

(  Хi+1 = Хi+1 – m2 , если    X > m2; 

(  Хi+1 = Хi+1 – m1, если    X > m1.

5. Вычисляется очередное значение случайного числа R:
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где a, b – интервал, на котором равномерно распределено случайная величина R.

6. Пункты 3 – 5 повторяются необходимое число раз.

Примечание: при использовании пакета Excel  можно воспользоваться встроенным датчиком случайных чисел.

5.4. Задание на проведение расчетов
Из приведенных ниже таблиц   выбираются исходные данные. Набор групп однотипных генераторов из таблицы 5.1  для каждого студента назначает преподаватель.

Таблица 5.1

Группы генераторов

	N

п/п
	Номинальная мощность РГ , МВт
	n,

шт
	Коэффициент вынужденного простоя КВ, о.е.
	Длительность плановых ремонтов tп, мес.

	1
	30
	50
	0,008
	0,5

	2
	60
	40
	0,008
	0,5

	3
	100
	30
	0,012
	1,б

	4
	120
	20
	0,012
	1,0

	5
	150
	10
	0,012
	1,0

	6
	200
	10
	0,016
	1,0

	7
	300
	10
	0,016
	1,0

	8
	500
	10
	0,02
	1,5

	9
	800
	5
	0,02
	1,5


Таблица 5.2

Длительность периодов года

	Период,

j
	Длительность периода
	Максимум нагрузки в долях от уст. мощн. системы (о.е.)

	
	tj, месяцев
	dj, дней
	

	1

2

3

4
	t1 (~3)

t2 (~4)

t3 (~3)

t4 (~2)
	d1 (~78)

d2 (~104)

d3 (~78)

d4 (~52)
	1

0,9

0,7

0,6


Таблица 5.3

Графики нагрузки в относительных единицах

(в долях от установленной мощности системы P)
	Часы

Период
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	1
	0,4
	0,4
	0,3
	0,3
	0,3
	0,3
	0,8
	0,8
	0,8
	0,8
	0,7
	0,7

	2
	0,5
	0,5
	0,3
	0,3
	0,3
	0,3
	0,7
	0,7
	0,8
	0,8
	0,8
	0,8

	3
	0,4
	0,4
	0,2
	0,2
	0,65
	0,65
	0,65
	0,65
	0,65
	0,65
	0,6
	0,6

	4
	0,3
	0,3
	0,1
	0,1
	0,4
	0,4
	0,4
	0,4
	0,5
	0,5
	0,45
	0,45


	Часы

Период
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24

	1
	0,7
	0,7
	0,75
	0,75
	0,8
	0,8
	1
	1
	1
	0,7
	0,7
	0,7

	2
	0,75
	0,75
	0,75
	0,75
	0,75
	0,75
	0,9
	0,9
	0,9
	0,6
	0,6
	0,6

	3
	0,6
	0,6
	0,6
	0,6
	0,6
	0,6
	0,7
	0,7
	0,7
	0,6
	0,6
	0,6

	4
	0,45
	0,45
	0,5
	0,5
	0,55
	0,55
	0,6
	0,6
	0,6
	0,5
	0,5
	0,5


Суточные графики в абсолютных значениях получают путем умножения  величины мощности системы на относительные значения.

Значения величин расчетной мощности Р0 и среднеквадратического отклонения величины нерегулярных отклонений задаются преподавателем.

5.5. Содержание отчета
Отчет должен содержать исходные данные по работе, краткое  описания цели работы, способа моделирования недоотпуска электроэнергии, методики учета плановых ремонтов генераторов, логически изложенный ход выполнения работы с численными или графическими иллюстрациями. В процессе статистических испытаний выводятся на печать и включаются в отчет графики изменения 
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 в зависимости от числа выполненных испытаний и 
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 в зависимости от числа испытаний.

5.6. Контрольные вопросы
1.
Что такое датчик случайных чисел?

2.
Опишите общую схему определения недоотпуска электроэнергии методом статистических испытаний.

3.
Как распределяется случайная величина нерегулярных отклонений графика нагрузки от прогнозируемого?

4.
Что такое ряд распределения коэффициентов располагаемой мощности групп однотипных генераторов?

5.
Что такое ряд распределения коэффициентов нерегулярных отклонений нагрузки?

6.
Что такое функция распределения коэффициентов располагаемой мощности группы однотипных генераторов?

7. Что такое функция распределения коэффициентов нерегулярных отклонений нагрузки?

ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение 1

Генерация случайных величин в Excel
А. Генерация в пакете анализа данных

Запустить Excel,  найти в меню Сервис (1 на рис.П1.1) пункт Анализ данных (2), в появившемся списке (3) выбрать задачу Генерация случайных чисел (4).

В диалоговом окне "Генерация случайных чисел" (5) задайте  Параметры окна:
Число переменных – число столбцов генерируемых значений случайной величины Х.

Число случайных чисел – количество генерируемых значений в столбце.

Распределение – выберите  распределение:

Равномерное – характеризуется верхней и нижней границами. Переменные извлекаются с одной и той же вероятностью для всех значений интервала.
Нормальное – характеризуется средним значением и стандартным отклонением. Обычно приложения используют среднее значение 0 и стандартное отклонение 1.

Пуассона – характеризуется значением 
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 (лямбда) равным среднему. Распределение Пуассона часто используется для характеристики числа случайных событий, происходящих в единицу времени, например, среднее количество автомобилей, приезжающих на платную стоянку.

Модельное – характеризуется нижней и верхней границей, шагом, числом повторений значений и числом повторений последовательности.

Дискретное – характеризуется значением и соответствующим ему интервалом вероятности. Диапазон должен состоять из двух столбцов: левого, содержащего значения, и правого, содержащего вероятности, связанные со значением в данной строке. Сумма вероятностей должна быть равна 1.

Параметры. Введите параметры выбранного распределения.

Случайное рассеивание. Введите произвольное значение, для которого необходимо генерировать случайные числа. Впоследствии можно снова использовать это значение для получения тех же самых случайных чисел.

Параметры вывода – введите желаемые параметры:
Выходной диапазон (6)– введите ссылку на левую верхнюю ячейку выходного диапазона (7). Размер выходного диапазона будет определен автоматически, и на экран будет выведено сообщение в случае возможного наложения выходного диапазона на исходные данные;

Новый лист – установите переключатель, чтобы открыть новый лист в книге и вставить результаты анализа, начиная с ячейки A1;

Новая книга – установите переключатель, чтобы открыть новую книгу и вставить результаты анализа в ячейку A1 на первом листе в этой книге.

Б. Программная генерация

Генерация дискретной случайной величины. Запустить Excel и в ячейке ввести формулу. Для этого: 

· установить курсор на эту ячейку и зафиксировать ячейку, нажав левую кнопку мышки или клавиши Enter на клавиатуре;

· в ручном режиме нажать клавишу “=” и ввести с клавиатуры формулу «=СЛУЧМЕЖДУ(xmin; xmax)», где ввести xmin и xmax   – целые числа; при использовании Мастера в верхнем меню Exсel нажать кнопку ввода функции «fx», из списка категорий выбрать «Математика и тригонометрия», а в ней – функцию «СЛУЧМЕЖДУ» и в появившимся окне задать минимальную и максимальную границы интервала существования дискретной случайной величины  xmin и xmax   из множества целых чисел; 

· создать массив значений случайной величины копированием ячейки с формулой.

Генерация непрерывной случайной величины. Запустить Excel и ввести формулу в ячейку. Для этого необходимо: 

· установить курсор на эту ячейку и зафиксировать ячейку, нажав левую кнопку мышки или клавиши Enter на клавиатуре;

· в ручном режиме нажать клавишу “=” и ввести с клавиатуры формулу «=<масштабный_коэффициент>*СЛЧИС()», где вместо <масштабный_коэффициент> ввести любое желаемое число; 

· при использовании Мастера в верхнем меню Exсel нажать кнопку ввода функции «fx», из списка категорий выбрать «Математические», а в ней – функцию «СЛЧИС()», в ячейке скорректировать формулу с учетом желаемого масштаба; 

· создать массив значений случайной величины копированием созданной ячейки с формулой в другие ячейки массива.

Генерация непрерывной случайной величины с экспоненциальным законом распределения. Запустить Excel, создать именованную константу «MX», которой присвойте   желаемое положительное значение математического ожидания случайной величины, а в ячейку верхнего левого угла массива введите формулу «= -MX*Ln(СЛЧИС())» и скопируйте ее во все ячейки генерируемого массива.

Приложение 2.

Различный инструментарий Excel
А. Клавиши для работы с содержимым ячеек

	Нажмите
	Чтобы

	BACKSPACE
	Войти в активную ячейку для редактирования и очистить ее либо, при редактировании содержимого активной ячейки, удалить символ слева от курсора

	ENTER
	Завершить ввод в ячейку

	CTRL+SHIFT+ENTER
	Ввести формулу как формулу массива

	F9
	Пересчитать все формулы на листе

	ESC
	Отменить ввод в ячейку или строку формул


Б. Формулы массива и их ввод

Формула массива может выполнить несколько вычислений, а затем вернуть одно значение или группу значений. Формула массива обрабатывает несколько наборов значений, называемых аргументами массива. При этом все аргументы массива должны быть прямоугольными, каждый аргумент массива должен включать одинаковое число строк и столбцов. Формула массива создается так же, как и другие формулы, с той разницей, что для ввода такой формулы используются клавиши CTRL+SHIFT+ENTER (прижать пальцами левой руки первую клавишу, не отпуская – вторую и пальцем правой руки – третью). Microsoft Excel заключит формулы массива в фигурные скобки ( { } ).

Чтобы вернуть несколько значений, формулу необходимо ввести в несколько ячеек. Для этого нужно предварительно сформировать вертикальный массив значений случайной величины на исследуемом интервале (в примере это двоичный_массив A30:A35), правее выделить массив ячеек для результатов (В30:В35), включить Мастер ввода функций кнопкой «fx», выбрать необходимую функцию, например, ЧАСТОТА, задать исходный массив_данных (в примере это B17:K26), двоичный_массив (A30:A35), завершить ввод CTRL+SHIFT+ENTER. Введенные в ячейки формулы должны принять вид: {=ЧАСТОТА(B17:K26;A30:A35)} 

В. Функция ЧАСТОТА
Синтаксис
ЧАСТОТА (массив_данных; массив_карманов).

Результат
Вычисляет для множества исходных данных число значений, попадающих в заданные интервалы. 

Аргументы
 массив_данных – массив множества данных, для которых вычисляются частоты и массив_карманов – массив интервалов, в которые группируются значения аргумента массив_данных.
Замечания

• функция ЧАСТОТА вводится как формула массива после вы​деления интервала смежных ячеек, в которые нужно поместить рассчитываемый массив распределения;

• количество элементов в результирующем массиве на еди​ницу больше количества элементов в аргументе массив_кар​манов;
• функция ЧАСТОТА игнорирует пустые ячейки и тексты;

• интервалы значений задаются косвенно через аргу​мент массив_карманов, причем нижние границы являются строгими, а верхние – нестрогими: а < х 
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 b.
Г. Создание поименованных констант и переменных

Кроме традиционных ссылок на ячейки можно создавать и оперировать с Именами констант и переменных. Для этого необходимо выделить константу в некоторой ячейке и соседнюю ячейку, в которой введено Имя_константы,  и воспользоваться меню Вставка ( Имя ( Создать. В появившемся окошке выбрать вариант,  соответствующий расположению числа и имени и принять этот вариант. В дальнейшем при написании формул можно использовать константу, вводя Имя_константы вместо  обычной координатной ссылки на ячейку.

Д. Ввод функций определения наименьшего и наибольшего значений массива

Активизировать ячейку для ввода функции (на рис.П2.1 это G31) и включить Мастер ввода функций кнопкой «fx», выбрать из категории «Статистические» функцию МИН или МАКС. Нажать «ОК» и в окне Мастера ввести в качестве аргумента функции массив ячеек. Завершить ввод нажатием «Enter».
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Приложение 3

Действия со случайными событиями

Суммой событий A и B называется событие, состоящее из всех элементарных событий, принадлежащих одному из событий A или B. Обозначается A + B.

Пример 8. Бросаем один раз игральную кость. В этом опыте пространство элементарных событий W = {w1, w2, w3, w4, w5, w6}, где элементарное событие wi – выпадение i очков. Событие A – выпадение четного числа очков, A = {w2, w4, w6}, событие B – выпадение числа очков, большего четырех, B = {w5, w6}. 

Событие A + B = {w2,w4, w5, w6} состоит в том, что выпало либо четное число очков, либо число очков большее четырех, т.е. произошло либо событие A, либо событие B. Очевидно, что A + B  
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W.

Произведением событий A и B называется событие, состоящее из всех элементарных событий, принадлежащих одновременно событиям A и B. Обозначается AB.

Пример 9. Бросаем один раз игральную кость. В этом опыте пространство элементарных событий W = {w1, w2, w3, w4, w5, w6}, где элементарное событие wi – выпадение i очков. Событие A – выпадение четного числа очков, A = {w2, w4, w6}, событие B – выпадение числа очков, большего четырех, B = {w5, w6}. 

Событие AB состоит в том, что выпало четное число очков, большее четырех, т.е. произошли оба события, и событие A и событие B,  AB = {w6} AB 
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 W.

Разностью событий A и B называется событие, состоящее из всех элементарных событий принадлежащих A, но не принадлежащих B. Обозначается A|B.

Пример 10. Бросаем один раз игральную кость. Событие A – выпадение четного числа очков, A = {w2, w4, w6}, событие B – выпадение числа очков, большего четырех, B = {w5, w6}. 

Событие A|B = {w2,w4} состоит в том, что выпало четное число очков, не превышающее четырех, т.е. произошло событие A и не произошло событие B, A|B 
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 W. 

Очевидно, что A + A = A,  AA = A, 
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Определения суммы и произведения событий справедливы и для бесконечных последовательностей событий.

Приложение 4

Распространенные распределения случайных величин

А. Распределения дискретных случайных величин

Равномерное распределение.  Дискретная случайная величина X, принимающая значения на отрезке [a, b], распределена равномерно на [a, b], если ее функция распределения Fx (x ) и плотность распределения f (x) имеют соответственно вид
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где N = (b –a)  – целое положительное число.   

Биномиальное распределение. Биномиальное распределение (этот термин был впервые использован в работе Yule, 1911 г.) определяется формулой Бернулли:
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     для  x = 0, 1, 2, ..., n,

где p   – вероятность успеха в каждом испытании; q   – величина, равная 1– p;  n  – число независимых испытаний.

Пусть проводится серия из n независимых испытаний, каждое из которых заканчивается либо «успехом», либо «неуспехом». Пусть в каждом испытании (опыте) вероятность успеха p, а вероятность неуспеха q = 1- p. С таким испытанием можно связать случайную величину X , значение которой равно числу успехов в серии из n испытаний. Эта величина принимает значения от 0 до n. 
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Рис.П4.2. Пример биноминального распределения  (р<0,0045, объем выборки – 2000 случаев)

Для биномиального распределения M(X) = np, D(X) = npq.

Распределение Пуассона. Распределение Пуассона (этот термин был впервые использован Сопером в 1914 г.) определяется следующим образом: 
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  для x = 0, 1, 2, ..,   0 <
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где  
[image: image120.wmf]l

  – ожидаемое значение x (среднее), e    – число Эйлера (2.71...) 

Для распределения Пуассона M(X) =
[image: image121.wmf]l

, D(X) = 
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.
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Рис.П4.3. Пример распределения Пуассона с M(X) =7 (объем выборки – 2000 случаев, заметен шум на графике плотности распределения)
Широкое распространение распределение Пуассона получило для процессов, происходящих во времени. Зачастую оно описывает чис​ло событий, происходящих в одинаковых промежутках времени или на одинаковых отрезках пространства при условии, что собы​тия происходят независимо друг от друга с постоянной средней интенсивностью 
[image: image124.wmf]l

. 

Во временной области пуассоновское распределение исполь​зуется как статистическая модель для числа альфа-частиц, испу​скаемых радиоактивным источником за определенный промежу​ток времени; числа требований на выплату страховых сумм за год; числа вызовов, поступающих на телефонную станцию за оп​ределенное время суток. Кроме того, описываемые пуассоновским распреде​лением события, происходящие на постоянной площади или в постоянном объеме, включают число дефектов на одинаковых образцах вещества, количество бактерий на предметном стекле нескольких микроскопов.

Закон Пуассона можно применять для совокупностей, доста​точно больших по объему (n 
[image: image125.wmf]³

 100)и имеющих достаточно малую долю единиц, обладающих данным признаком (р 
[image: image126.wmf]£

 0,1).
Примечание: Пуассон Симеон Дени (Poisson Simeon Denis, 1781-1840) - француз​ский механик, физик, математик, иностранный почетный член Петербург​ской Академии Наук (1826), член Парижской Академии Наук (1812). Основные труды по теоретичес​кой и небесной механике, математике и математической физике. В теории вероятностей Пуассон доказал частный случай закона больших чисел и одну из предельных теорем (теорема Пуассона, распределение Пуассона).

Б. Распределения непрерывных случайных величин

Равномерное распределение. Непрерывная случайная величина X , принимающая значения на отрезке [a, b], распределена равномерно на [a, b], если ее функция распределения Fx (x ) и плотность распределения f (x) имеют соответственно вид
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Экспоненциальное распределение. Плотность распределения f(x) и функция распределения F(x) имеют соответственно вид
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где 
[image: image131.wmf]l

 (лямбда) – параметр экспоненциальной функции равен,  e  – основание натуральных логарифмов (2.718281828).
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Рис.П4.5. Графики экспоненциального  распределения 

(
[image: image133.wmf]l

=1/M(X) = 1/7 = 0.14, объем выборки – 2000 случаев)

Математическое ожидание и дисперсия экспоненциального распределения:  
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Экспоненциальное распределение наиболее широко исполь​зуется в качестве статистической модели для времени безотказ​ной работы. Оно играет основную роль в теории надежности, по​добно тому, как нормальное распределение играет основную роль в других областях. Это распределение описывает время до момен​та появления одного события, если события появляются незави​симо друг от друга с постоянной средней интенсивностью.

Наиболее широко экспоненциальное распределение исполь​зуется как статистическая модель для определения времени безот​казной работы отдельных компонентов или системы, когда ин​тенсивность отказов считается постоянной. Следует заметить, что экспоненциальное распределение более приемлемо в качестве статистической модели для определения времени безотказной ра​боты сложной системы, даже если распределение времени безот​казной работы отдельных ее компонентов не является экспонен​циальным. 


Вместе с тем необходимо отметить, что простота тео​рии и связанных с ней вычислений не должна создавать впечатле​ния, будто время безотказной работы любых компонентов имеет экспоненциальное распределение. Такое допущение может быть так же ошибочным, как и допущение об универсальности нор​мального распределения в задачах, не связанных с испытаниями на долговечность, и даже более ошибочным, поскольку во многих случаях экспоненциальное распределение не обладает такими ус​тойчивыми свойствами, как нормальное распределение. Справед​ливость принятого допущения о виде распределения можно оце​нить на основе критериев согласия Хи2.

Нормальное (гауссовское) распределение. Нормальное распределение (этот термин был впервые использован Гальтоном в 1889 г.) играет исключительно важную роль в теории вероятностей и математической статистике. 

Случайная величина X нормально распределена с параметрами M(X) и ( ,  (>0, если ее плотность распределения  f(x ) и функция распределения F(x) имеют соответственно вид
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где e    – число Эйлера (2.71828...),  (  – число Пи (3.14159...)

Часто используемая запись X ~ N(M(X), ( ) означает, что случайная величина X имеет нормальное распределение с параметрами M(X) и (. 

Говорят, что случайная величина X имеет стандартное нормальное распределение, если M(X) = 0 и ( = 1 (X ~ N(0, 1)). 

Если X ~ N(M(X), ( ), то случайную величину  ( = (x – M(X))/( называют стандартизованной или нормированной случайной величиной; ( ~ N(0, 1) – имеет стандартное нормальное распределение.
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Рис.П4.6. Графики нормального  распределения (M(X) =7, объем выборки – 2000 случаев, заметен шум на графике плотности)

Дисперсия нормального распределения равняется квадрату стандартного (или среднеквадратичного) отклонения X:        D(X) = ( 2 .

Приложение 5

Числовые характеристики случайных величин

Математическое ожидание. Математическое ожидание (или среднее, центральный момент) показывает "центральное положение" (центр) переменной и для лучшего описания случайной величины рассматривается, как правило, совместно с доверительным интервалом. 

Обычно интерес представляют статистики (например, среднее), дающие информацию об объекте в целом. Чем больше размер выборки, тем более надежна оценка среднего. Чем больше изменчивость данных (больше разброс), тем оценка менее надежна.

Математическое ожидание:      M(X) = ((xi)/n, 

где n – число наблюдений (объем выборки).

Дисперсия. Дисперсия  (термин впервые введен Фишером, 1918) вычисляется по формуле:

(2 = ( (xi-µ)2/n,

где    M(X)  – среднее, n    – объем выборки или количество опытов.

Стандартное отклонение или среднеквадратическая ошибка. Стандартное отклонение (термин был впервые введен Пирсоном, 1894) – это широко используемая мера разброса или вариабельности (изменчивости) данных. Стандартное отклонение показателя статистического объекта определяется формулой:

( = [( (xi- M(X))2/n]1/2 ,

где M(X)   – среднее, n – объем выборки или количество опытов.

Стандартная ошибка. Термин стандартная ошибка среднего был впервые введен Юлом (Yule, 1897). Эта величина характеризует стандартное отклонение выборочного среднего, рассчитанное по выборке размера  n из генеральной совокупности, и зависит от дисперсии генеральной совокупности (сигма) и объема выборки (n):


[image: image139.wmf]x

s

= ((2/n)1/2,

где (2 – дисперсия генеральной совокупности, n – число наблюдений в выборке.

Медиана. Медиана выборки (термин был впервые введен Гальтоном в 1882 г.)  – это значение, которое разбивает выборку на две равные части. Половина наблюдений лежит ниже медианы и половина наблюдений лежит выше медианы. Медиана вычисляется следующим образом. Изучаемая выборка упорядочивается в порядке возрастания. Получаемая последовательность xk, где k=1,..., 2*m+1  называется вариационным рядом или порядковыми статистиками. Если число наблюдений нечетно, то медиана оценивается как: 
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. Если число наблюдений четно, то медиана оценивается как     
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Мода. Мода выборки (термин был впервые введен Пирсоном, 1894)  – это значение, наиболее часто встречающееся в выборке. 

Нормальная функция Лапласа или интеграл вероятностей

Для определения вероятности попадания случайной величины X, подчиненной нормальному закону (Приложение 4,Б) с пара​метрами т (математическое ожидание) и ( (среднеквадратичное отклонение), на участок от ( до ( используется общая формула: P(( < X <() = F(() – F((), где F (х) – функция распределения величины X.
Плот​ность распределения величины Х равна  
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функция распределения
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Если в интеграле заменить 
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Этот интеграл не выражается через элементарные функции и его вычисляют через специальную функцию, называемую нормальной функцией Лапласа или интегралом вероятностей: 
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. Для распределения X с параметрами m = 0 и ( = 1 составлены таблицы. При  этих параметрах  t = x  и 
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, а вычисление вероятности попадания на участок от ( до ( по классической формуле заменяется формулой с нормальной функцией Лапласа: 

P(( < X <() =
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Аргументы функции Ф имеют простой смысл: 
[image: image149.wmf]s

b

m

-

 есть расстояние от правого конца участка ( до центра рассеивания m, выраженное в среднеквадратических отклонениях ( ; 
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 – расстоя​ние для левого конца участка. Расстояние считается положительным, если конец расположен справа от центра рассеи​вания, и отрицательным, если слева. 

Из симметричности нормального распределения с параметрами т = 0, ( = 1 относительно начала координат сле​дует, что Ф (– х) = 1 – Ф (х).           

При составлении таблиц Ф(x) использовано это свойство и числовые значения  функции Ф* (х) ограничены  только положительными значе​ниями аргумента.

Таблица П5.1

Нормированная функция Лапласа

	x
	Сотые доли для x

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0,0
	0,0000
	040
	080
	0,0120
	160
	199
	239
	279
	319
	0,0359

	0,1
	0,0398
	438
	478
	517
	0,0557
	596
	636
	675
	714
	0,0753

	0,2
	0,0793
	832
	871
	910
	0,0948
	0,0987
	0,1026
	0,1064
	0,1103
	0,1141

	0,3
	0,1179
	0,1217
	255
	293
	331
	368
	406
	443
	480
	0,1517

	0,4
	0,1554
	591
	628
	664
	700
	736
	772
	808
	844
	0,1879

	0,5
	0,1915
	950
	0,1985
	019
	0,2054
	088
	123
	157
	190
	0,2224

	0,6
	0,2257
	291
	324
	357
	389
	422
	454
	486
	517
	0,2549

	0,7
	0,2580
	611
	642
	673
	703
	734
	764
	794
	823
	0,2852

	0,8
	0,2881
	910
	939
	967
	0,2995
	0,3023
	0,3051
	0,3078
	0,3106
	0,3133

	0,9
	0,3159
	186
	212
	238
	264
	289
	315
	340
	365
	0,3389

	1,0
	0,3413
	437
	461
	485
	508
	583
	554
	577
	599
	0,3621

	1,1
	0,3643
	665
	686
	708
	729
	749
	770
	790
	810
	0,3830

	1,2
	0,3849
	869
	888
	907
	925
	944
	962
	0,3980
	0,3997
	0,4015

	1,3
	0,4032
	0,4049
	0,4066
	0,4082
	099
	115
	131
	147
	162
	177

	1.4
	192
	207
	222
	0,4236
	251
	265
	279
	292
	306
	319

	1,5
	332
	345
	357
	370
	0,4382
	394
	406
	418
	429
	441

	1,6
	452
	463
	474
	484
	495
	0,4505
	515
	525
	535
	545

	1,7
	554
	564
	573
	582
	591
	599
	0,4608
	616
	625
	633

	1.8
	641
	649
	656
	664
	671
	678
	686
	0,4693
	699
	706

	1,9
	713
	719
	726
	732
	738
	744
	750
	756
	0,4761
	767

	2.0
	772
	778
	783
	788
	793
	798
	803
	808
	812
	0,4817

	2,1
	0,4821
	826
	830
	834
	838
	842
	846
	850
	854
	857

	2,2
	860
	0,4864
	867
	871
	874
	877
	880
	883
	886
	889

	2,3
	892
	895
	0,4898
	900
	903
	906
	908
	911
	913
	915

	2,4
	918
	920
	922
	0,4924
	926
	928
	930
	932
	934
	936

	2,5
	937
	939
	941
	942
	0,4944
	946
	947
	949
	950
	952

	2,6
	0,4953
	954
	956
	957
	958
	0,4959
	960
	962
	963
	964

	2,7
	965
	966
	967
	968
	969
	970
	0,4971
	971
	972
	973


Окончание табл. П5.1

	x
	Сотые доли для x

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	2,8
	0,4974
	975
	975
	976
	977
	978
	979
	0,4979
	980
	980

	2,9
	981
	981
	982
	983
	983
	984
	984
	985
	0,4985
	986

	3,0
	0,4986
	986
	987
	987
	988
	988
	988
	989
	989
	0,4989

	3,1
	0,4990
	990
	990
	991
	991
	0,4991
	992
	992
	992
	992

	3,2
	993
	993
	993
	993
	994
	994
	0,4994
	994
	994
	994

	3,3
	995
	995
	995
	995
	995
	996
	996
	0,4996
	996
	996

	3,4
	966
	996
	996
	996
	997
	997
	997
	997
	0,4997
	997

	3,5
	997
	997
	997
	997
	997
	998
	998
	998
	998
	0,4998

	3,6
	0,4998
	998
	998
	998
	998
	998
	998
	998
	998
	998

	3,7
	998
	0,4998
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	999

	3,8
	999
	999
	0,4999
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	999

	3,9
	999
	999
	999
	0,4999
	999
	999
	999
	.999
	999
	999

	4,0
	999
	999
	999
	999
	0,4999
	999
	999
	999
	999
	999

	4,1
	999
	999
	999
	999
	999
	0,4999
	999
	999
	999
	999

	4,2
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	0,4999
	999
	999
	999

	4,3
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	0,4999
	999
	999

	4,4
	0,4999
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	0,4999
	999

	4,5
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	999
	0,4999

	5,0
	0,4999
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Примечание. В таблице заданы лишь три последних десятичных знака из четырех; первый из них записан в графе «0» данной строки или выше данной. Если перед последними тремя десятичными знаками стоит точка, то это означает, что первый десятичный знак надо смотреть в графе «0» следующей строки. Например, для x = 0,53 имеем Ф (0,53) = 0,2019 (а не 0,1019).

Приложение 6

Выравнивание статистических рядов и

подбор аналитических описаний распределений
А. Методы сглаживания

Метод простой скользящей средней. Сглаживание представляет собой способ локального усреднения данных, при котором несистематические компоненты взаимно погашают друг друга. Метод скользящей средней основан на замене текущих «мгновенных» значений случайной величины  средними, определяемыми по небольшому количеству смежных значений. При этом выбранный интервал осреднения («окно») скользит вдоль оси i. Получаемые таким образом значения X ведут себя более гладко, чем исходные. 

Определение. Пусть имеются дискретные наблюдения x1, x2, …, xi, …, xn, где i – порядковый номер местоположения значения xi в наборе данных; n – объем выборки. Пусть длина окна сглаживания выражается нечетным числом  р = 2m + 1.

Тогда метод скользящей средней состоит в том, что исходный эмпирический ряд x1, …, xn  преобразуется в ряд сглаженных значений по формуле
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где p – размер окна; j – порядковый номер уровня в окне сглаживания; m – величина, определяемая по формуле m = (p – 1)/2.

Определение скользящей средней по четному числу членов ряда (р = 2m) несколько сложнее, поскольку вычисленное по аналогичной формуле усредненное значение нельзя сопоставить какому-либо определенному моменту i, так как средняя может быть отнесена только к середине между двумя моментами, находящимися в середине окна сглаживания. Для определения сглаженного значения при р = 2m применяется метод центрирования, который заключается в нахождении средней из двух смежных скользящих средних для отнесения полученного уровня к определенному значению xi.

Выбор размера окна сглаживания должен осуществляться исходя из характера решаемой задачи. Для сглаживания чаще всего размер окна выбирают равным трем, пяти и семи. Чем больше размер окна, тем более гладкий вид имеет график скользящих средних. Рассмотренный метод приемлем, если графическое изображение временного ряда напоминает прямую линию. В этом случае не искажается динамика исследуемого явления.

Если тренд выравниваемого ряда имеет явно нелинейный характер и желательно сохранить мелкие волны,  то использовать для сглаживания ряда этот метод нецелесообразно, так как простая скользящая средняя может привести к значительным искажениям исследуемого процесса. Более надежным является метод взвешенной скользящей средней.

Метод взвешенной скользящей средней.   При определении взвешенной средней участвуют все наблюдения исходного ряда, но с разными весовыми коэффициентами (в методе простой скользящей средней все наблюдения имеют вес, равный 1/р).  Взвешенная средняя обладает большей устойчивостью.

Для этого метода сглаживания более старым наблюдениям приписываются экспоненциально убывающие весá (отсюда метод называют также «экспоненциального» сглаживания). В отличие от скользящего среднего учитываются все предшествующие наблюдения ряда, а не те, что попали в определенное окно. Формула метода простого экспоненциального сглаживания имеет следующий вид:
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где 0 < ( < 1 – коэффициент экспоненциального сглаживания.

При рекуррентном применении формулы каждое новое теоретическое сглаженное значение вычисляется как взвешенное среднее текущего наблюдения и теоретического сглаженного значения предыдущих значений.

Результат сглаживания зависит от параметра  (. Чем больше  (, тем сильнее сказывается текущее значение и при  ( = 1 среднее предыдущего периода игнорируется. Чем меньше  (, тем сильнее сказываются предыдущие значения,  а при  ( = 0 результат будет представлять среднее по всему массиву данных от x1 до xi. Значение ( необходимо выбирать из соображений получения приемлемой фильтрации «быстрых» колебаний случайной величины.
Б. Методы подбора формул

Полиномиальная подгонка. При выборе такого варианта аппроксимации  к данным подгоняется полиномиальная функция следующего вида:

y = b0 + b1x + b2x2 + b3x3 + ... + bnxn ,

где n есть степень полинома.

Линейная подгонка. К точкам диаграммы рассеяния подгоняется линейная функция  
y = b0 + b1x.
Квадратичная подгонка. К точкам диаграммы рассеяния подгоняется полином второй степени 

y = b0 + b1x + b2x2.

Метод моментов. С помощью этого метода можно оценить неизвестные параметры распределения. Метод моментов приравнивает моменты теоретического распределения к моментам эмпирического распределения (распределения, построенного по наблюдениям) и получают оценки параметров распределения. 

Например, для распределения с двумя параметрами первые два момента (среднее и дисперсия распределения) будут приравнены первым двум эмпирическим (выборочным) моментам (среднему и дисперсии выборки) и затем будет произведено оценивание качества описания эмпирического распределения.
Нормальная подгонка. Нормальные/наблюдаемые гистограммы являются наиболее распространенным графическим способом проверки нормальности. При этой подгонке на распределение частот накладывается кривая нормального распределения. 

Нормальная функция подгонки к гистограмме определяется так: f(x) = N * step * normal(x, среднее, ст.откл.). 

Нормальная функция подгонки к гистограмме с накопленными частотами определяется так: 

f(x) = N * inormal(x, среднее, ст.откл.) ,

где N – число наблюдений, step – размер шага категоризации или разряд (например, 1), normal – нормальная функция, inormal – интеграл нормальной функции.

В. Оценка качества подбора

Минимаксный метод. Смысл в оценивании наибольших и наименьших отклонений функции на всем исследуемом диапазоне X и минимизации таких отклонений.

Метод наименьших квадратов. Общий смысл оценивания по методу наименьших квадратов заключается в определении и минимизации суммы квадратов отклонений наблюдаемых значений зависимой переменной от значений, предсказанных моделью. 

Чрезмерно близкая подгонка. При восстановлении функции по набору ее значений – построение кривой с большой кривизной, которая хорошо удовлетворяет заданным значениям, но плохо моделирует исходное отображение, поскольку форма кривой искажена помехами, присутствующими в данных.

Г. Методы восстановления значений функции

Интерполяция. Восстановление значения функции в промежуточной точке по известным ее значениям в соседних точках.

Экстраполяция. Прогнозирование неизвестных значений путем продолжения функций за границы области известных значений. 

Приложение 7

Базовые математические понятия

Декартовы координаты. Декартовы (или прямоугольные) координаты (x, y или x, y, z) представляют собой направленные расстояния от двух (или трех) перпендикулярных осей. 

Положение точки в пространстве определяется соответствующими координатами на осях X и Y (или X, Y и Z).

Полярные координаты. В полярных координатах  (r,[image: image153.png]


)  положение точки (на плоскости) определяется расстоянием (r) до нее от фиксированной точки на фиксированной прямой (полярной оси) и углом ([image: image154.png]


, в радианах) между радиус-вектором точки и этой фиксированной прямой.

Графики в полярных используются для представления функций, а также  зависимостей, включающих переменную, отражающую направление.

Независимые и зависимые переменные. Термины зависимая переменная и независимая переменная обычно применяются в экспериментальных исследованиях, где приходится манипулировать некоторыми переменными. В этом смысле "независимость" переменной определяется как независимость от реакции, свойств и намерений объектов эксперимента и т.п. Некоторые переменные предполагаются "зависимыми" от действий объекта эксперимента или условий эксперимента. Эти переменные, возможно в неявной форме, содержат некоторую информацию о поведении или реакции объекта в ходе эксперимента. 
Независимые переменные – это переменные, значениями которых можно управлять, а зависимые переменные – это переменные, которые можно только измерять или регистрировать.

Некий противоположный смысл эти термины получают в случае проведения исследований, в которых мы не можем прямо изменять независимые переменные, а можем только отнести объекты к некоторой "экспериментальной группе" на основании некоторых существующих заранее свойств объектов. Например, если в эксперименте сравнивается число лейкоцитов (WCC) в крови мужчин и женщин, то пол можно назвать независимой переменной, а WCC – зависимой переменной. 
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Рис.2.2. Три формы представления дискретной случайной величины





xi�
1�
2�
3�
4�
5�
6�
�
pi�
1/6�
1/6�
1/6�
1/6�
1/6�
1/6�
�






� EMBED Word.Picture.8  ���





� EMBED Word.Picture.8  ���





x1�
…�
xi�
…�
xn�
�
p1�
…�
pi�
…�
pn�
�









�


Рис.2.1. Пример документированния эксперимента
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Рис. 4.1. Примеры расчетных графиков с распределеными объемами плановых ремонтов в одном периоде года (а) и в трёх (б)
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Рис. П2.1. Ввод функции с помощью Мастера ввода
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Рис.П1.1. Последовательность действий при генерации распределения
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Рис.5.1. Пример функции распределения
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Рис. 5.3. Примеры расчетных графиков с распределеными объемами плановых ремонтов в одном периоде года (а) и в трёх (б)
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Рис.П4.4. Графики f(x) и F(x)
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Рис.П4.1. Графики f(x) и F(x)
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