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8. ДИСКРЕТНОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 
И ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

8.1. Цель работы 

В задачах обработки сигналов часто возникает необходимость пре-
образования сигналов путем их интегрирования и дифференцирования. 
Например, в системах управления с целью улучшения процесса управ-
ления вводятся воздействия по производной и интегралу. В медицин-
ских информационных системах получение диагностических показате-
лей основано на интегрировании или дифференцировании сигналов. 
Для таких систем необходимы алгоритмы цифрового интегрирования и 
дифференцирования, реализуемые в режиме реального времени. 

Целью работы является изучение некоторых алгоритмов цифрового 
интегрирования и дифференцирования сигналов, представленных в виде 
конечных дискретных последовательностей.  

8.2. Основные понятия и расчетные формулы 

Дискретное интегрирование 

Интегрирование непрерывного сигнала описывается уравнением 

0

( ) ( )
t

y t x d  

а, 

. 

.                                                (8.1) 

Для приближенной реализации интегрирования в дискретной фор-
ме имеется ряд алгоритмов. Ограничим класс рассматриваемых алго-
ритмов дискретного интегрирования алгоритмами, которые можно опи-
сать разностным уравнением 

( ) ( 1) [ ( ), ( 1), ]y n y n y x n x n T     ,                       (8.2) 
где  – выходная последовательность, представляющая собой оцен-
ку интеграл ]T  – величина приращения на очередном 
интервале дискретизации, зависящая от применяемого способа интегри-
рования

( )y n
[ ( ), ( 1),y x n x n 

Интегрирование по методу прямоугольников. Величина прира-
щения в уравнении (8.1) находится как площадь прямоугольника 
(рис. 8.1, а). Разностное уравнение интегратора принимает вид  

( ) ( 1) ( 1)y n y n T x n     .                                    (8.3) 
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Подвергнув уравнение -преобразованию, получим передаточную 
функцию дискретного интегратора 

z

1

п 1

( )
( )

( ) 1

Y z T z
H z

X z z






 


.                                      (8.4) 

 

Рис.8.1. Геометрическое представление интегрирования: 
а – по методу прямоугольников, б – по методу трапеций 

Интегрирование по методу трапеций. Приращение интеграла в 
уравнении (8.1) численно равно площади трапеции, показанной на 
рис. 8.1,б). Дискретный интегратор, реализующий интегрирование по 
методу трапеций, описывается разностным уравнением 

( ) ( 1) [ ( 1) ( )
2

T
y n y n x n x n      ]. 

Подвергнув это уравнение -преобразованию, найдем передаточ-
ную функцию дискретного интегратора 

z

1

т 1

( ) 1
( )

( ) 2 1

Y z T z
H z

X z z






  


.                                 (8.5) 

Интегрирование по комбинированному методу. АЧХ дискрет-
ных интеграторов, реализующих интегрирование по методам прямо-
угольников и трапеций, располагаются соответственно выше и ниже 
АЧХ идеального интегратора. Поэтому было предложено1 аппроксими-
ровать АЧХ идеального интегратора путем взвешенной комбинации 
указанных дискретных интеграторов: 

к п

3 1
( ) ( ) ( )

4 4 тH z H z H    z . 

После подстановки (8.4) и (8.5) получим 
1

к 1

1 7
( )

8 1

T z
H z

z






 


.                                            (8.6) 

 
 

                                           
1 Al-Alaoui M. A. Novel digital integrator and differentiator // Electronics Letters. – 1993. – 
Vol. 29. № 4. – P. 376–378. 
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Интегрирование по методу параболической аппроксимации. 
Идея метода состоит в том, что интегрируемая функция ( )x t  на интер-
вале  аппроксимируется параболой по имеющимся трем 
значениям 

[( 2) , ]n T nT
( 2)x n  , ( 1)x n   и ( )x n  сигнала. Приращение в формуле 

(8.2) находится интегрированием аппроксимирующей функции на ин-
тервале [( . 1) ,n T ]nT

Разностное уравнение такого дискретного интегратора имеет вид 
5 8 1

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 2)
12 12 12

y n y n T x n x n x n          
. 

Передаточная функция интегратора равна 
1 2

пар 1

5 8
( )

12 1

T z z
H z

z

 



 
 


.                           (8.7) 

Дискретное дифференцирование 

Идеальное дифференцирование непрерывного сигнала определяет-
ся выражением 

( )
( )

d x t
y t

d t
 .  

Как известно, операторы дифференцирования s  и сдвига  связаны 
соотношением 

z

1
lns z

T
 .                                             (8.8) 

Функция (8.8) может быть разложена в ряд тремя способами. Пер-
вые слагаемые этих разложений можно было бы рассматривать как ва-
рианты описания алгоритмов дифференцирования. Однако одно из этих 
разложений приводит к неустойчивому алгоритму дифференцирования, 
а другое – к алгоритму дифференцирования, который не может быть 
реализован в системах, работающих в реальном времени. Третий способ 
разложения приводит к двум следующим алгоритмам. 

Дифференцирование по методу простой разности. Запишем 
функцию (8.8) в виде ряда: 

1 1 2 1 31 1 1
(1 ) (1 ) (1 ) ...

2 3
s z z z

T
           

.                   (8.9) 

Удержав в (8.9) первое слагаемое, получим передаточную функцию 
цифрового дифференциатора 

1
дп

( ) 1
( ) (1 )

( )

Y z
H z

X z T
   z .                              (8.10) 
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Отсюда найдем разностное уравнение 
1

( ) [ ( ) ( 1)]y n x n x n
T

   .                                  (8.11) 

Дифференцирующий нерекурсивный фильтр. Если в (8.9) учесть 
два первых члена ряда, то после преобразований получим  

1 2
дн

( ) 1
( ) (3 4 )

( ) 2

Y z
H z

X z T
    z z .                        (8.12) 

Передаточной функции (8.10) соответствует разностное уравнение 

 1
( ) 3 ( ) 4 ( 1) ( 2)

2
y n x n x n x n

T
       . 

Дифференцирующий рекурсивный фильтр. Считая дифферен-
цирование как действие, обратное интегрированию, рассмотрим фильтр, 
передаточная функция которого получена инвертированием (8.6). Этот 
фильтр неустойчив, так как имеет полюс 1 7z  . Чтобы получить устой-
чивый фильтр, предлагается2 отобразить неустойчивый полюс в область 
внутри единичной окружности и изменить коэффициент передачи. В 
результате передаточная функция дискретного дифференциатора при-
нимает вид 

1

др
1

8 1
( )

17 1
7

z
H z

T z






 


.                                     (8.13) 

Отсюда получим разностное уравнение 

 1 8
( ) ( 1) ( ) ( 1)

7 7
y n y n x n x n

T
       . 

8.3. Методические указания 

В работе проводится исследование описанных выше алгоритмов 
дискретного интегрирования и дифференцирования на соответствие их 
характеристик идеальным. Для этого предлагается провести два вида 
исследования: 

 построение АЧХ и ФЧХ дискретных интеграторов и дифферен-
циаторов и сравнение этих характеристик с соответствующими характе-
ристиками идеальных интегратора и дифференциатора; 

 расчет реакции дискретных интеграторов и дифференциаторов 
на входную тестовую последовательность и сравнение с реакцией иде-
альных интегратора и дифференциатора. 

                                           
2 Там же. 
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АЧХ  и ФЧХ  рекомендуется 
строить в интервале [  нормированной частоты 

( ) | ( ) |j TH H e  
0, ]

( ) arg( ( ))j TH e   
T  . 

Идеальный интегратор имеет АЧХ и ФЧХ, определяемые выраже-
ниями: 

и

1
( )H

j
  

1

 
;    ( )

2


    . 

АЧХ и ФЧХ идеального дифференциатора описываются формула-
ми: 

д ( )H j    ;    ( )
2


   . 

В качестве тестовой последовательности для исследования дис-
кретных интеграторов и дифференциаторов во временной области ис-
пользуется гармоническая дискретная последовательность 

  2
sinx n n

M

   
 

. 

Дискретная последовательность на выходе дискретного инте-
гратора (или дифференциатора) рассчитывается непосредственно по 
разностному уравнению. Рассчитанная последовательность сравнивает-
ся с дискретной последовательностью, которая могла бы быть получена 
в результате дискретизации выходного сигнала идеального интегратора 
(или дифференциатора). Легко показать, что указанные последователь-
ности описываются выражениями: 

( )y n

ии

2
( ) cos

2

M
y n n

M

       
, 

ид

2
( ) cos

2

M
y n n

M

      
. 

Сравнивая соответствующие последовательности, следует учесть нали-
чие переходного процесса. 

8.4. Программа работы 

1. Составить программы расчета АЧХ ( )H   и ФЧХ ( )  дискрет-
ных интеграторов, реализующих интегрирование по методам прямо-
угольников и трапеций. Построить АЧХ и ФЧХ интеграторов и срав-
нить их с одноименными характеристиками идеального интегратора, 
построенными на тех же графиках. 

 

2. Составить программы расчета дискретной последовательности 
на выходе дискретных интеграторов, реализующих интегрирование ( )y n
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по методам прямоугольников и трапеций. Построить графики  и 
сравнить их с графиками  идеального интегратора. 

( )y n

ии ( )y n
3. Составить программы расчета АЧХ ( )H   и ФЧХ  дискрет-

ного дифференциатора, реализующего метод простой разности. Постро-
ить АЧХ и ФЧХ дифференциатора и сравнить их с одноименными ха-
рактеристиками идеального дифференциатора, построенными на тех же 
графиках. 

( ) 

4. Составить программы расчета дискретной последовательности 
на выходе дискретного дифференциатора, реализующего метод 

простой разности. Построить графики ( )  и сравнить их с графиками 
 идеального дифференциатора. 

( )y n

ии (y
y n

)n
5. По аналогичной программе исследовать: 
 дискретные интеграторы, описываемые передаточными функ-

циями (8.6) и (8.7); 
 дискретные дифференциаторы, описываемые передаточными 

функциями (8.12) и (8.13). 

8.5. Контрольные вопросы и задания 

1. Дан гармонический сигнал ( ) 10 sin(0,5 )x t t 
0,05 с

 . Осуществлена 
дискретизация сигнала с периодом T  . Запишите ( )x n . 

2. На вход дискретного интегратора, описываемого уравнением 
(8.3), подано воздействие x

 52

( ) ( )n n  . Найдите , если ( )y n (0)y 0  
и . 0,5 сT 

3. На вход дискретного дифференциатора, описываемого уравнени-
ем (8.11), подано ступенчатое воздействие ( ) 1( )x n n . Найдите ( ) , 
если . 

y n
0,25 сT 

4. Нарисуйте структурную схему дискретного интегратора, реали-
зующего интегрирование по методу прямоугольников (трапеций). 

5. Запишите разностное уравнение дискретного интегратора, реали-
зующего интегрирование по методу прямоугольников, если на вход ин-
тегратора подан сигнал x( ) 2t t  и 0,2 сT  . 

6. Запишите разностное уравнение дискретного интегратора, реали-
зующего интегрирование по методу трапеций, если на вход интегратора 
подан сигнал ( ) 1( )x t t  и 0,T 5 с . 
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