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5. РАЗЛОЖЕНИЕ СИГНАЛОВ 
ПО СИСТЕМЕ ФУНКЦИЙ ХААРА 

5.1. Цель работы 

Современные высокоэффективные алгоритмы сжатия при обработ-
ке изображений базируются в основном на методах вейвлет-анализа, 
среди которых заметное место занимает классический ортогональный 
базис Хаара. Функции Хаара, как и функции Уолша, относятся к классу 
кусочно-постоянных функций. Их отличие от функций Уолша заключа-
ется в том, что они локализованы на отдельных частях изучаемого ин-
тервала. Поэтому функции Хаара, которые позволяют оценить локаль-
ные свойства исследуемых сигналов, часто называют вейвлетами Хаара. 

Целью работы является изучение системы ортогональных функций 
Хаара, разложение сигнала заданной формы и исследование влияния 
числа членов ряда на погрешность аппроксимации. 

5.2. Основные понятия и расчетные формулы 

Функции Хаара 

Рассматриваемую в работе систему впервые построил и начал изу-
чать в 1909 г. А. Хаар. Система Хаара состоит из кусочно-постоянных 
функций, заданных на интервале . Для функций Хаара наряду с 
одинарной (порядковой) нумерацией широко используется и двойная 
нумерация. Двойная нумерация соответствует групповому принципу 
формирования функций Хаара. 

[0,1)

Первая функция системы Хаара постоянна:  

0 ( ) 1, [0,1)    . 
Остальные функции системы Хаара удобно строить по группам: 

группа с номером  содержит  функций m 2m ( )mk  , , 

. 

1,2,...m 

0,1,...,2 1mk  
В первую группу ( 0) входит одна функция: m 

1

2
1 00 1

2

1, [0, );
( ) ( )

1, [ ,1).

       
 
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Вторая группа (m , 1 0,1k  ) состоит из двух функций: 
 и 2 10( ) ( )     3 1( ) )1 (     ; третья группа ( 2m  , ) – из 

четырех функций: , 
0,1,2,3k 

4 20 ( ) ( )   5 21( )( )   ,   , 
 и т. д. 

6 22 ( ) ( )  

7 23( ) ( )    
Для формирования функций Хаара используется следующая фор-

мула: 
1 2

2 , , ;
2 2

1 2 1
( ) 2 , , ;

2 2

1
0, , .

2 2

m
m m

m
mk m m

m m

k k

k k

k k

     
         

    

 

На рис. 5.1 изображены первые восемь функций системы Хаара. 
Легко видеть, что первые две функции Хаара – такие же, как и соответ-
ствующие функции Уолша, упорядоченные по Уолшу или по Пэли. Ос-
тальные функции Хаара имеют локальный характер области определе-
ния. 

 

Рис. 5.1. Графики первых восьми функций Хаара 

В настоящее время функции Хаара называют и вейвлетами Хаара, 
поскольку они могут быть описаны с помощью формальных правил, 
принятых в теории вейвлет-анализа. Скейлинг-функция и «материнский 
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вейвлет» Хаара совпадают соответственно с первой и второй функция-
ми рассмотренной системы, то есть: 

0( ) ( ) 1, [0,1)       ; 

1

1
1, [0, );

2( ) (2 ) (2 -1) ( )
1

1, [ ,1).
2

            
 


             (5.1) 

Функции системы Хаара определяются согласно теории вейвлетов 
путем масштабных преобразований и переносов «материнского вейвле-
та»: 

( ) 2 (2 ); 0,1, 2, ...; 0,1, ..., 2 1m m m
mk k m k        .    (5.2) 

При использовании одинарной нумерации, как легко показать, но-
мер функции Хаара, начиная с 1n  , определяется по значениям  и  
с помощью формулы 

m k

2 ; 0,1, 2, ...; 0,1, ..., 2 1m mn k m k     . 
Иногда функции Хаара определяются иначе. На интервалах, где 

функции отличаются от нуля, значения их принимаются равными +1 
или –1. Определенные таким образом функции Хаара ортогональны, но 
не нормированы. Такие ненормированные функции Хаара удобно ис-
пользовать при анализе и синтезе логических функций.  

Разложение непрерывных сигналов в базисе Хаара 

Систему ортогональных функций Хаара можно использовать в ка-
честве базисной при разложении в равномерно сходящийся ряд Хаара 
непрерывного сигнала, заданного на отрезке [ .  0, )T

При использовании функций Хаара в качестве базисных для ап-
проксимации сигнала ( )x t


 на отрезке  безразмерный аргумент  

необходимо заменить на , где коэффициент 
[0, ]T ѓ

t 1 T   задает необхо-
димый временной масштаб функций и имеет размерность времени в 
минус первой степени. 

Ряд Хаара одномерного сигнала ( ), [0, )x t t T  будет иметь вид 

1

( ) n n
n

t
x t c

T





    
 

 , 

где коэффициенты рассчитываются по формуле 

0

1
( )

T

n n

t
c x t

T T
    
  dt . 
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Усеченные ряды Хаара 
1

0

( )
N

N n n
n

t
x t c

T






    
 

  

обладают равномерной, среднеквадратической сходимостью и сходимо-
стью в среднем. Они могут быть использованы для аппроксимации сиг-
налов, описываемых интегрируемыми функциями. 

Средняя квадратическая погрешность аппроксимации при конеч-
ном числе ортогональных составляющих ряда Хаара рассчитывается по 
формуле  

2
1

2

00

1
( )

T N

n n
n

t
x t c

T T





dt
          

 . 

При использовании двойной нумерации ряд Хаара записывается 
следующим образом: 

2 1

0
0 0

( )
m

mk mk
m k

t
x t c c

T

 

 

     
 

  . 

Особенностью функций Хаара является сравнительная простота их 
получения (генерирование в радиоустройствах). Базисную систему 
функций Хаара целесообразно использовать для анализа и синтеза им-
пульсных сигналов конечной длительности. 

Применение функций Хаара наиболее эффективно для анализа сиг-
налов с сильно выраженными локальными особенностями в виде крат-
ковременных всплесков и колебаний. Это объясняется тем, что аппрок-
симация этих всплесков и колебаний осуществляется ограниченным 
числом составляющих ряда, расположенных в соответствующей части 
интервала [ .  0, )T

5.3. Методические указания 

Программа работы предусматривает разложение в ряд Хаара сиг-
нала, описываемого на заданном интервале [  функцией ( )0, )T x t . Чтобы 
составить программу, пригодную для анализа функций на интервалах 
различной длительности, функции Хаара рекомендуется сформировать 
сначала на интервале  относительного времени. При составлении 
программы моделирования функций Хаара предлагается использовать 
«материнский вейвлет», описываемый функцией (5.1). Получить «мате-
ринский вейвлет» в масштабе относительного времени, в частности, 
можно с помощью условного оператора if: 

[0,1)

h t( ) if t 0 0 1( ) 2 if t 0.5 0 1( ) if t 1 0 1( ) . 
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Один из возможных способов получения системы функций Хаара 
заключается в том, что формируется вектор-функция, каждая состав-
ляющая которого записывается согласно формуле (5.2) в масштабе от-
носительного времени и с соблюдением одинарной нумерации. Чтобы 
получить функции Хаара для заданного интервала , в вектор-
функции выполняется указанная выше подстановка 

[0, ]T
t t T . 

Пример формирования вектор-функции Хаара приведен в прило-
жении П.6. 

5.4. Программа работы 

1. Составить программу моделирования функций Хаара , ( )n t
 0,t T , , для 0,1,..., 1n N  16N  . Пронаблюдать графики функций 

Хаара и проверить их правильность. 
2. Убедиться в том, что функции Хаара удовлетворяют условию ор-

тогональности. Для этого вычислить значения интегралов 

0

1 T

n m

t t
dt

T T T
        
     

для нескольких произвольных значений n m  и n m  
 ( , 0,1,..., 1) .n m N 

3.Сформировать в среде MathCAD заданную функцию ( )x t , 
. Построить ее график. [0, )t T

Примечание. Сигнал ( )x t

T T

 задается преподавателем (возможные 
варианты сигналов приведены в приложении П.1). Длительность сигна-
ла выбирается произвольно: с 1с  . 

4. Рассчитать значения коэффициентов , nc 0,1,..., 1 ,n N   разло-
жения заданной функции ( )x t  в базисе функций Хаара. 

5. Составить программу вычисления функции 
1

0

( ) , [0, )
N

N n n
n

t
x t c t

T






    
 

 T . 

6. Построить спектральную диаграмму и сделать выводы о спек-
тральном составе исследуемого сигнала ( )x t . 

7. Построить график ошибки аппроксимации 
     N Nt x t x t   . 

Проанализировать характерные признаки ошибки аппроксимации. 
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8. Образовать аппроксимирующий сигнал ( )Nx t  путем суммирова-
ния первых восьми членов ряда ( 8N  ). Построить график ошибки ап-
проксимации      N t x t x   N t . Сделать выводы. 

9. Рассчитать значения средней квадратической ошибки  

2 2

0

[ ( ) ( )]
T

Nx t x t d   t

8

 

для  и . Сделать выводы. N  16N 

5.5. Контрольные вопросы и задания 

1. Дайте определение функций Хаара. 
2. Изобразите график функции 3 7( ) ( ) ( )x        . 

3. Изобразите график функции 2 6( )
t

x t
T T
         
   

t
, если 

. 0,1сT 
4. Сколько функций образуют систему Хаара, если в ней использо-

вано четыре группы? 
5. Сколько функций Хаара входит в группу m=6? 
6. К какой группе m принадлежит функция Хаара ? Изобра-

зите ее график. 
15( ) 

7. Покажите, что функции Хаара ортогональны. 
8. Найдите энергию функции Хаара 3( )t  при 2 сT  . 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

П.1. Варианты исследуемых функций 

 

 

с с с

( ) при 0 ,

( ) ( ) ( ) при ,

0 при  других .

D t t

x t D t T T t T

t

    
       


 

 

 

сexp( ) при 0 ,
( )

0 при  других .

D t t T
x t

t

    
 


 

 

с
с

sin при 0 ,
( )

0 при  других .

D t t T
x t T

t

  
        




 

 

2
с

с

sin при 0 ,
( )

0 при  других .

D t t T
x t T

t

  
        




 

 

2
с

2
с с с

при 0 2 ,

( ) ( ) при 2 ,

0 при  других .

t t T

x t t T T t T

t

  


   



 

 

 



 


.других   при0

,0при)exp(
)( с

t

Tttt
tx  

 

 
2

сexp( ) при 0 ,
( )

0 при  других .

t t t T
x t

t

    
 


 

 

с с

с с

2( ) при 0 2 ,

( ) при 2 ,

0 при  других .

D T t t T

x t D T t T

t

  
  


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