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1. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИГНАЛОВ 

1.1. Цель работы 

В настоящее время при формировании математической модели 
сигнала наибольшее распространение получила система, в которой ба-
зис образуют ортогональные гармонические (синусоидальные и косину-
соидальные) функции. Это объясняется тем, что гармоническая функция 
является единственной, которая сохраняет свою форму при прохожде-
нии через линейную электрическую цепь. Представление произвольного 
сигнала в виде суммы гармонических колебаний называют спектраль-
ным  разложением  этого сигнала в базисе гармонических функций, 
или гармоническим  анализом  сигнала. 

Целью работы является определение коэффициентов ряда Фурье и 
построение аппроксимирующей функции для периодического сигнала, 
образованного из импульсов заданной формы. 

1.2. Основные понятия и расчетные формулы 

Пусть исследуемый сигнал описывается периодической функцией 
времени  x t , которая в пределах периода T ее изменения удовлетворя-

ет условиям Дирихле. Тогда функцию  x t  можно представить в виде 

ряда Фурье: 

  0

1

2
cos sin

2 n n
n

a 2
x t a n t b n

T T





 
t

       

     

 ,                (1.1) 

коэффициенты которого определяются по следующим формулам: 

 
0

0

0

2
t T

t

a x t
T



  dt  ;                                                (1.2) 

 
0

0

2 2
cos

t T

n

t

a x t n t
T T

     
  dt ;                                 (1.3) 

 
0

0

2 2
sin

t T

n

t

b x t n t
T T

     
  dt .                                  (1.4) 
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Таким образом, в общем случае периодический сигнал  x t  содер-

жит в себе не зависящую от времени постоянную составляющую  и 
бесконечный набор гармонических составляющих с частотами 

0 / 2a

 2 1,2,3,...n n T n    , кратными основной  частоте  пе-

риодического сигнала.  
1 2 /   T

Распространена и другая форма записи ряда Фурье: 

  0

1

2
cos

2 n
n

A
x t А n t

T





   
 

 n

 ,                             (1.5) 

где амплитуды nА  и фазы  гармонических составляющих вычисляют 
по формулам: 

n

2
n n

2
nA a b  ;          arg( )n na jbn   . 

Гармоническую составляющую 

1 1

2
( ) cosx t A t

T

 
1   

 
 

называют основной  гармоникой ,  а гармоническую составляющую 
2

( ) cosn nx t A n t
T

 
n  

 
 

– -й гармоникой. n
Совокупности величин nА  и  1,2,...n n   называют соответствен-

но амплитудным  и  фазовым частотными спектрами сигнала или, 
иначе, спектром амплитуд и спектром фаз. Частотные спектры являются 
функциями, зависящими от номера гармоники n как независимой пере-
менной. Графически частотные спектры изображают в виде отрезков nА  
и , проведенных перпендикулярно к оси, на которую наносятся зна-
чения  (рис. 1.1). Графическое изображение амплитудного и фа-
зового частотных спектров принято называть амплитудной  и фазо-
вой  спектральными  диаграммами . 

n

1n 

 

Рис. 1.1. Амплитудная и фазовая спектральные диаграммы 
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Ряд Фурье обеспечивает наилучшее в смысле среднеквадратиче-
ской погрешности приближение к исходной функции. Это означает, что 
если число членов ряда Фурье ограничено и исходный сигнал  x t  ап-

проксимирован функцией 

  0

1

2
cos

2

N

N n
n

A
x t А n t

T




     
 

 n

2

, 

то наименьшая средняя квадратическая ошибка  
0

0

2  [ ( ) ( )]
t T

N

t

x t x t d


   t                                (1.6) 

имеет место в том случае, когда коэффициенты ряда Фурье определены 
по формулам (1.2)–(1.4). 

При увеличении числа членов ряда Фурье до бесконечности сред-
няя квадратическая ошибка 2  стремится к нулю. Однако это вовсе не 
означает, что ряд точно стремится к функции при любом значении вре-
мени t. Например, если функция  x t  имеет разрыв в точке , то есть 1t

   1 10 0x t x t   ,  

то ряд Фурье в этой точке, согласно теореме Дирихле, сходится к сред-
неарифметическому значению: 

     1 1
1

0 0
lim

2N
N

x t x t
x t



   
 . 

Таким образом, сходимость ряда Фурье во многом зависит от ана-
литических свойств разлагаемой функции. Более гладкой функции  x t  

соответствует лучшая сходимость ее ряда Фурье. 
Средняя мощность периодического сигнала 

2
ср

0

1
( )

T

P x t
T

  d t ,                                          (1.7) 

если известен амплитудный спектр сигнала, может быть рассчитана, со-
гласно теореме Парсеваля, по формуле 

2
0 2

ср
1

1

4 2 n
n

A
P A





   .  

Для сигнала, описываемого усеченным рядом Фурье, можно найти 
приближенное значение средней мощности 

2
0 2

ср
1

1

4 2

N

n
n

A
P



  A .                                     (1.8) 
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1.3. Методические указания 

В настоящей работе проводится гармонический анализ периодиче-
ского сигнала, образованного из импульсов заданной формы (см. при-
ложение П.1). На рис. 1.2 для примера изображен график сигнала, полу-
ченного из периодическим повторением одиночных импульсов. 

 

Рис. 1.2. Пример периодического сигнала 

При расчете коэффициентов ряда Фурье требуется задать началь-
ный момент  периода интегрирования в формулах (1.2)–(1.4). Как пра-
вило, значение  выбирают из условия упрощения вычислений. Для ис-
следуемых в работе сигналов рекомендуем принять . При этом 
нижний и верхний пределы интегрирования в формулах (1.2)–(1.4) бу-
дут соответственно равны 0 и . 

0t

0t

0 0t 

cT
Обращаем внимание на то, что стандартная функция arctgx  в сис-

теме программирования MatchCAD определяет главные значения, огра-
ниченные пределами: 

arctg  .
2 2

x
 

    

Поэтому, если при определении фазы гармоники использовать рекомен-
дуемую в литературе формулу 

arctg n
n

n

b

a
   , 

можно получить неверные результаты.  
Чтобы получить правильные результаты при использовании функ-

ции arctg x , следует учесть знаки коэффициентов  и внести необ-
ходимые поправки в расчетные формулы.  

,n na b

При выполнении работы предлагаем использовать имеющуюся в 
системе MatchCAD функцию 

 arg( )n na jbn  , 
которая определяет значения n  от   до  . 
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1.4. Программа работы 

1. Получить аналитические выражения для коэффициентов 
 разложения в ряд Фурье периодической последовательности 

прямоугольных импульсов (рис. 1.3). Рассчитать значения 
0 ,  ,  na a bn

nА ,  пер-
вых пяти гармоник для произвольных 

n
, T . 

 

Рис. 1.3. Последовательность прямоугольных импульсов 

Примечание: Даны пункт программы выполняется при подготовке 
к лабораторному занятию. 

2. Сформировать в среде MathCAD математическую модель перио-
дического сигнала  x t , заданного для анализа в данной лабораторной 

работе. Построить график сигнала. 
Примечание: Форма исследуемого сигнала и значения параметров 

сигнала задаются преподавателем (возможные варианты сигналов при-
ведены в приложении П.1). 

3. Составить программу для расчета коэффициентов , , na nb nА , n  

 ряда Фурье для сигнала ( 0,1,...,20)n   x t . Рассчитать значения этих 

коэффициентов. По полученным данным построить амплитудный и фа-
зовый спектральные диаграммы. 

4. Образовать аппроксимирующий сигнал ( )Nx t

N
 путем суммирова-

ния постоянной составляющей и заданного числа  первых гармоник. 
Построить на одном рисунке графики исходного  x t  и аппроксими-

рующего ( )Nx t  сигналов для 5N  , 10N   и 20N  . Сделать выводы. 

5. Построить графики сигналов ошибки     Nt x t x t     для 

,  и . 5N  10N  20N 
6. По формуле (1.6) рассчитать значения средней квадратической 

ошибки для ,  и 5 10N N  20N  . Сделать выводы о влиянии количе-
ства учитываемых гармоник на величину средней квадратической 
ошибки.  

7. По формуле (1.7) рассчитать среднюю мощность исследуемого 
сигнала. По формуле (1.8) рассчитать среднюю мощность периодиче-
ского сигнала, описываемого усеченным рядом Фурье, для 5N  , 
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10N   и . Сделать выводы о влиянии количества учитываемых 
гармоник на величину средней мощности сигнала. 

20N 

1.5. Контрольные вопросы и задания 

1. Опишите основные свойства периодических сигналов. 
2. Изобразите графики нескольких первых базисных функций ряда 

Фурье. 
3. Поясните особенности разложения нечетных и четных функций в 

ряд Фурье. 
4. Запишите формулы, связывающие коэффициенты тригонометри-

ческого и комплексного рядов Фурье. 
5. Как отразится изменение положения отсчета времени 0  пе-

риодического сигнала на значениях 
t 

nA  и n  ряда Фурье? 
6. Как изменится спектр периодического сигнала, если изменить 

масштаб по оси времени? 
7. Как изменится спектр последовательности прямоугольных им-

пульсов, если уменьшить длительность   и период  импульсов в два 
раза? 

T

8. Почему разрывные функции не могут иметь точного приближе-
ния рядами Фурье? 

9. В чем состоит эффект Гиббса? 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

П.1. Варианты исследуемых функций 
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