ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 6 
Тема работы: Интерполяция данных и численное интегрирование. 
Цель работы: Научиться использовать на практике методы построения интерполяционных полиномов и простейших алгоритмов численного интегрирования. 
Задание: Задана функция 
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 на интервале 
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. Постройте кубический интерполяционный полином Лагранжа, используя равноотстоящие узлы. Проанализируйте поведение погрешности интерполяции и вычислите максимальное (по абсолютной величине) значение погрешности. Повторите вычисления, удвоив или утроив количество узлов интерполяции. Сравните результаты. Выполните численное интегрирование, используя составные формулы трапеций и Симпсона. Последовательно удваивая число интервалов интегрирования, убедитесь, что эти формулы имеют второй и четвертый порядок точности соответственно. 
Теоретическая часть 
Интерполяционный полином Лагранжа 

В наиболее общем виде задача интерполяции состоит в том, чтобы по значения функции в нескольких точках отрезка восстановить ее значения в остальных точках этого отрезка. Разумеется, в столь общей постановке задача имеет не единственное решение. Задача становится более определенной, если в качестве интерполирующей функции рассматривать алгебраические многочлены. 

Типичная практическая задача, приводящая к необходимости построения интерполяционного многочлена, состоит в следующем. В определенных точках (узлах) 
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 заданы экспериментально измеренные значения функции 
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; требуется вычислить значение этой функции в некоторой «промежуточной » точке 
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, не совпадающей ни с одним из узлов 
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; в частности, это может быть точка, где постановка эксперимента затруднена или вообще невозможна.


Задача интерполяции состоит в построении функции 
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, график которой проходит через заданные точки 
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Располагая непрерывной функцией 
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, заданной аналитически, мы можем приближенно вычислить значение 
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 в любой точке 
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, то говорят об интерполяции, если же точка 
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 не принадлежит отрезку наблюдения 
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В качестве интерполирующей функции 
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 обычно используются алгебраические многочлены. Доказано, что существует единственный интерполяционный многочлен степени 
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, удовлетворяющий условиям (1). Среди различных форм записи интерполяционного многочлена чаще всего используются запись в форме Лагранжа и в форме Ньютона. Подчеркнем, что они представляют собой различную запись одного и того же многочлена, удовлетворяющего условиям интерполяции (1). 


Интерполяционную формулу Ньютона можно рассматривать как разностный аналог формулы Тейлора. Ее удобнее применять в том случае, когда интерполируется одна и та же функция, но число узлов интерполяции постепенно увеличивается. Если же узлы интерполяции фиксированы и интерполируется не одна, а несколько функций, то удобнее пользоваться формулой Лагранжа. 

Рассмотрим полином Лагранжа, проходящий через 
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где 
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При каждом фиксированном значении 
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 коэффициенты 
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, обладающие свойством 


[image: image27.wmf](

)

î

í

ì

¹

=

=

k

i

,

k

i

,

x

L

k

i

,

n

   

0

   

1

. 

В силу этого свойства, в сумме (2) при 
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 обращаются в нуль все слагаемые, кроме слагаемого с номером 
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, равного значению 
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, и график полинома (2) проходит через все заданные точки 
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Приведем развернутые формулы для линейного, квадратичного и кубического полиномов Лагранжа: 
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Для погрешности интерполяции 
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 в общем случае справедливо утверждение: если функция 
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 априори не известна, то обычно используют мажорантную оценку (оценку сверху) 
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и оценку максимума модуля погрешности 
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(6)
или более грубую оценку 
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Приведенные оценки погрешности показывают, что интерполяция многочленом степени 
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 имеет 
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 - й порядок точности относительно максимального шага таблицы 
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. В частности, формулы (3) - (5) имеют второй, третий и четвертый порядки точности соответственно. 

Важно помнить, что интерполяция полностью сохраняет или даже усиливает «шум» эксперимента. Поэтому операция интерполирования применяется только в тех задачах, где ошибки эксперимента малы, и ими можно пренебречь. 

Простейшие квадратурные формулы. 

Задача численного интегрирования возникает в прикладных исследованиях, когда значение определенного интеграла 

[image: image56.wmf](

)

ò

=

b

a

dx

x

f

J

 





(8)

не может быть вычислено аналитически, в частности, когда функция 
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 задана таблицей своих значений. 


Численное интегрирование выполняется с использованием так называемых квадратурных формул – приближенных равенств вида 
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где 
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 - узлы квадратурной формулы; 
[image: image60.wmf]i

w

 - числовые коэффициенты, называемые весами квадратурной формулы; сумма 
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называется погрешностью квадратурной формулы. 


Распространенный способ построения квадратурных формул состоит в следующем. Интеграл (8) представляют в виде суммы интегралов по элементарным отрезкам 
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На каждом из элементарных отрезков функцию 
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 аппроксимируют интерполяционным многочленом определенной степени и выполняют интегрирование (аналитически). Получаемые при этом формулы (для равноотстоящих узлов) называются формулами Ньютона – Котеса. 


Если на элементарном отрезке 
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 использовать интерполяционный многочлен первой степени (3), то получим простейшую формулу Ньютона – Котеса – формулу трапеций: 


[image: image68.wmf](

)

(

)

1

1

2

k

k

x

kkk

x

h

Jfxdxff

-

-

=»+

ò

. 



(12)

Для многочленов второй (4) и третьей (5) степени получим соответственно элементарные квадратурные формулы Симпсона 
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для интерполяционного многочлена четвертой степени - элементарную квадратурную формулу Буля 
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Если отрезок 
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 элементарных интервалов 
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 равноотстоящими узлами, то, используя (11), (12), можно вывести составную формулу трапеций 
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При записи составной формулы Симпсона следует брать четное число узлов; роль элементарного интервала играет интервал 
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Для составных квадратурных формул трапеций и Симпсона справедливы следующие оценки погрешностей: 
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Формула трапеций имеет второй порядок точности относительно 
[image: image83.wmf]h

, а формула Симпсона – четвертый; формула трапеций дает точный результат для многочленов первой степени, а формула Симпсона – для многочленов третьей степени. 
Порядок выполнения задания 
1. Задайте порядок интерполяционного многочлена; вычислите шаг, координаты узлов интерполяции и значения указанной в задании функции в узлах. 
2. Запишите выражения для базисных полиномов, и постройте общую формулу интерполяционного многочлена Лагранжа. 
3. Постройте график интерполяционного многочлена. 
4. Определите функцию погрешности интерполяции и постройте ее график. 
5. Вычислите максимальное значение погрешности интерполяции и определите точку, где это значение достигается. 
6. Проверьте (визуально) экстраполяционные возможности многочлена Лагранжа, построив соответствующий график. 
7. Увеличьте число интерполяционных узлов в три раза и повторите все предыдущие вычисления. Сравните результаты. 
8. Выбрав определенное число интервалов интегрирования (в диапазоне от 4 до 10), вычислите координаты узловых точек и значения функции в этих точках. 
9. Используя составную формулу трапеций, выполните численное интегрирование. 
10. Выполните численное интегрирование с использованием составной формулы Симпсона. Сравните результаты.

11. Используя встроенные функции системы Mathcad, вычислите «точное» значение определенного интеграла и с его помощью погрешности формул трапеций и Симпсона. 

12. Повторите пункты 8 – 11 увеличивая всякий раз число интервалов интегрирования в 2 раза. На основе этих расчетов составьте таблицу погрешностей (5 – 10 строк). Анализируя табличные данные, сделайте определенный вывод о порядке точности формул Симпсона и трапеций. 
13. Приведите оценку погрешности численного интегрирования, использую правило Рунге. Сравните эту оценку с теоретической оценкой. 

14. Сделайте выводы по проделанной работе. 
15. Сохраните рабочий документ. 

При выполнении п.12 – 13 полезно построить графики, отражающие изменение погрешности (теоретической и полученной по правилу Рунге) численного интегрирования при последовательном удвоении количества узлов интегрирования. 

При численном интегрировании по формуле трапеций можно воспользоваться одной из приведенных ниже Mathcad-программ (объясните, в чем их отличие друг от друга): 

Аналогичные Mathcad-программы следует составить и для метода Симпсона. 
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Далее можно использовать программу (J – точное значение определенного интеграла, вычисленное аналитически): 
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