ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 5 
Тема работы: Математические модели технических объектов на микроуровне. Одномерные модели нестационарных процессов. Численное решение уравнений гиперболического типа. 
Цель работы: С использованием одномерных математических моделей научится анализировать нестационарные процессы (волновые, колебательные, вибрационные), протекающие в механических системах. Освоить на практике простейшие явные методы численного интегрирования уравнений гиперболического типа. 
Задание: Задано дифференциальное уравнение в частных производных гиперболического типа, начальные и граничные условия. Определите, корректна ли математическая постановка задачи? Какие условия необходимы для корректной постановки задачи? 
Численно решите корректно поставленную задачу с использованием явной конечно-разностной схемы. Изобразите графики решения, соответствующие нескольким различным моментам времени; дайте физическое истолкование полученному решению. 
Теоретическая часть 
Уравнения гиперболического типа описывают колебательные и волновые процессы самой разнообразной физической природы:


продольные, изгибные и крутильные колебания стержней; 

поперечные колебания гибких нитей; 


колебания мембран, пластин и оболочек; 

акустические колебания газов, жидкостей и твердых тел; 

электромагнитные колебания; 

колебания электрического тока в проводах;


поверхностные волны в жидкостях;


волны вероятности в квантовой механике;


механические, тепловые и электромагнитные волны в ограниченных и 
неограниченных объемах и т.д. 

Линейное дифференциальное уравнение гиперболического типа (телеграфное уравнение) в общем случае может быть представлено в виде: 
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где 
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 - искомая функция, зависящая от пространственных координат 
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 и времени 
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; 
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 - параметры (известные функции), определяемые физическими свойствами изучаемого объекта; 
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 - заданная функция. 

Функция 
[image: image7.wmf](
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 может иметь различный физический смысл. Если рассматривается механическая система и 
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 - перемещение точек изучаемого объекта, то слагаемые, стоящие в левой части равенства, с физической точки зрения могут быть истолкованы как инерционные и диссипативные силы. Первое слагаемое представляет собой произведение плотности 
[image: image9.wmf]r

 (т.е. массы единицы объема) на ускорение, второе слагаемое – это сила трения, пропорциональная скорости колебаний. В правой части равенства присутствуют упругие (первое и второе слагаемые) и внешние (последнее слагаемое) силы. Уравнение в целом выражает баланс указанных сил (все силы отнесены к единице объема). 

Корректно поставленными задачами для гиперболического уравнения являются задача Коши (задача с начальными данными) и общая начально-краевая (или смешанная краевая) задача. 


В частном случае одномерного волнового уравнения начально-краевая задача формулируется следующим образом: найти решение 
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 уравнения 
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(2)
удовлетворяющее начальным условиям 
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(3)
и граничным условиям 
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Доказано, что начально-краевая задача с граничными условиями первого 
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 и третьего 
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 рода поставлена корректно (и имеет единственное классическое решение при условии согласования начальных и граничных условий). 


В общем случае физическая постановка задач может приводить и к более сложным (например, нелинейным) граничным условиям. 


Далее для определенности будем говорить о продольных колебаниях стержней. Стержень представляет собой одномерную механическую систему с непрерывно распределенной массой. Такая система с распределенными параметрами имеет бесконечное число степеней свободы и, соответственно, обладает бесконечно большим числом собственных частот и собственных форм колебаний. 

Если удалить по торцу длинного стержня, вдоль стержня побежит возмущение – продольная упругая волна. 


Математическая модель, описывающая продольные колебания стержня (и распространение продольных упругих волн в нем), включает дифференциальное (волновое) уравнение, начальные и граничные условия. 


Волновое уравнение имеет вид (2) 
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(6)
где ось 
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 направлена вдоль стержня; 
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 - продольное смещение сечения стержня, которое в начальный момент характеризовалось координатой 
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; 
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 - модуль Юнга; 
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 - плотность материала стержня; параметр 
[image: image31.wmf]a

 имеет смысл скорости распространения малых возмущений (т.е. скорости звука) в стержне. 

Основные типы граничных условий, с которыми приходится иметь дело при решении прикладных задач, имеют следующий вид. 

1. Абсолютно «жесткая» граница, смещение частиц которой запрещено. Математически это условие (первого рода) записывается в виде 
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(7)
На практике этот случай реализуется, если торец стержня прикреплен (приклеен) к массивной стенке из материала с очень большим модулем Юнга. 


2. Абсолютно «мягкая» граница, на которой отсутствуют силы (напряжения). С учетом того, что напряжения связаны с деформациями законом Гука 

[image: image33.wmf]x

u

E

S

F

¶

¶

=

=

s

, 

граничное условие данного типа (второго рода) записывается в виде 
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(8)
Граница, на которой отсутствуют напряжения, называется свободной границей. На практике этот случай реализуется на границе стержня с воздухом (вакуумом). 


3. Граница неразъемного контакта двух различных стержней одинакового сечения. На границе контакта (слева и справа от границы) совпадают силы (напряжения) и смещения: 
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(9)

Граничные условия (7), (8) записаны только для левой границы; для правой границы они записываются аналогично. Очевидно, что типы граничных условий для левой и правой границы при решении конкретной задачи могут не совпадать. 

Математическая модель крутильных колебаний стержней (волн кручения) описывается теми же соотношениями (6)-(9), только теперь под 
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 нужно понимать угол закручивания стержня, а вместо модуля Юнга использовать модуль сдвига. 

Уравнение (6) описывает и поперечные колебания гибкой упругой нити (троса, шарнирной цепи, каната, струны), если 
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 - сила натяжения нити; 
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 - линейная плотность нити; 
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 - поперечное смещение точки нити с координатой 
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 в момент времени 
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. 

Трехслойная явная схема «крест» для волнового уравнения 

Рассмотрим начально-краевую задачу для одномерного волнового уравнения с граничными условиями первого рода 
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Для численного решения данной задачи строится разностная схема (сеточная краевая задача)- дискретный аналог дифференциальной задачи. 

Область определения искомой функции 
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 покрывается дискретным множеством точек - сеткой 
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в узлах которой определяется сеточная функция 
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принимаемая за приближенное решение исходной задачи. Здесь 
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 шаги разностной сетки по координатам 
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 и 
[image: image57.wmf]t

 соответственно. Дифференциальное уравнение, начальные и краевые условия заменяются сеточными (алгебраическими) уравнениями, связывающими значения искомой функции в узлах сеточного шаблона. 


Существует несколько различных приемов построения сеточных (разностных) уравнений. Самый простой и наглядный способ состоит в том, что производные, входящие в дифференциальное уравнение, в начальные и граничные условия, заменяются разностными отношениями: 
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В итоге получается следующая разностная схема (называемая по форме сеточного шаблона «крест»): 
 - аппроксимация дифференциального уравнения 
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(11)
 - аппроксимация начальных условий 
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(14)
 - аппроксимация граничных условий 
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(15)
Разностное уравнение (11) имеет второй порядок аппроксимации по 
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 и по 
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. Простейшая замена второго из начальных условий разностным уравнением (13) имеет первый порядок аппроксимации 
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В целом погрешность аппроксимации схемы 
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Схема «крест» условно устойчива при выполнении условия Куранта 
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 - некоторый «коэффициент запаса». 

Разностное уравнение (11) связывает значения искомой функции на трех временных слоях 
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 выражается явным образом через значения на двух предыдущих слоях: 
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Расчет ведется последовательными шагами по времени. Чтобы воспользоваться формулой (16) нужно знать искомое решение на двух предыдущих временных слоях. На нулевом слое решение известно из начальных данных (12), на первом временном слое решение вычисляется также по начальным данным из (13) или (14) 
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или
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На всех последующих временных слоях решение вычисляется по явной формуле (16). 

Порядок выполнения задания 
1. Определите функции, входящие в математическую постановку задачи (10): 
[image: image89.wmf](
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2. Задайте исходные данные задачи: 
[image: image94.wmf]a

,
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. 
3. Задайте определенное ((10 - 100) число узлов разностной сетки по пространственной координате и вычислите шаг 
[image: image95.wmf]h

. 
4. Из условия устойчивости вычислите шаг интегрирования по времени 
[image: image96.wmf]t

. 

5. Вычислите количество шагов по времени, необходимых для достижения заданного времени 
[image: image97.wmf]T

. 
6. Вычислите координаты узлов разностной сетки. 
7. Используя начальные данные, вычислите решение на нулевом и первом временных слоях. 
8. С помощью средств модульного программирования составьте блок (подпрограмму) вычисления решения на последующих временных слоях. 
9. Вычислите решение во всем заданном интервале времени. 
10. Убедитесь в правильной работе вычислительного алгоритма. При тестировании используйте указанное в задании аналитическое решение. Если в вашем варианте аналитическое решение не указано, можно использовать данные (17), (18) или какое-либо другое известное вам аналитическое решение. 
11. Выберите несколько моментов времени в интервале 
[image: image98.wmf][

]

T
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 и постройте графики решения, соответствующие данным моментам времени. Объясните поведение численного решения с физической точки зрения. 
12. Сформулируйте выводы по проделанной работе. 

13. Сохраните рабочий документ. 

В приведенном ниже примере предполагается, что входящие в математическую постановку задачи (10) функции имеют вид: 
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(17)

[image: image103.wmf](
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С физической точки зрения это означает, что рассматриваются продольные колебания жестко закрепленного с обоих концов стержня. В начальный момент времени стержень находится в покое, продольное смещение его точек описывается функцией 
[image: image104.wmf]0

j

, внешние воздействия отсутствуют. 

Аналитическое решение этой задачи (оно может быть получено методом разделения переменных) имеет вид: 
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(18)
Это решение используется при тестировании (проверке правильности работы) вычислительного алгоритма. 
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