ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 2 
Тема работы: Анализ и интерпретация экспериментальной факторной модели технического объекта. Аналитическое и численное решение алгебраических уравнений. 

Цель работы: Изучить на практике алгоритмы прямых и итерационных методов решения нелинейных алгебраических уравнений. Научиться оформлять алгоритмы в наглядной графической форме в виде блок-схем и структурограмм. Освоить основы программирования в системе Mathcad. 
Задание: В результате экспериментального исследования технического объекта как «черного ящика» получена функция отклика объекта в виде алгебраического полинома 
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 - й степени: 
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Исследовать функцию отклика на наличие нулей, т.е. определить есть ли такие значения уровня внешних воздействий 
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, при которых функция отклика обращается в нуль 
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, определить количество таких уровней и найти их значения с заданной точностью. Решить данную задачу с использованием встроенных функций системы Mathcad (root, polyroots) и с использованием собственных программ-функций реализующих прямой метод нахождения корней и два итерационных метода (метод Ньютона и один из методов по выбору: метод половинного деления, метод простой итерации, метод хорд). 
Теоретическая часть 
Экспериментальная факторная модель представляет собой некоторую зависимость выходных параметров системы 
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 от внешних управляемых воздействий 
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, выражающуюся в общем случае в виде конечного нелинейного соотношения 
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где 
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 – известная алгебраическая или трансцендентная функция, называемая в данном случае функцией отклика исследуемого объекта. Одной из наиболее простых и часто используемых моделей данного вида является рассмотренная в лабораторной работе №1 полиномиальная модель. При анализе и интерпретации данной модели возникает задача нахождения различных характерных точек зависимости (1), имеющих определенный физический смысл. Характерные точки – это корни уравнения 
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(2)
точки перегиба графика функции 
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, значения аргумента, соответствующие экстремальным значениям функции отклика. Поскольку в точках экстремума обращается в нуль первая производная 
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, а в точках перегиба – вторая 
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, далее в качестве основной задачи рассмотрим задачу (2), т.е. задачу нахождения нулей той или иной функции. 
Постановка задачи о вычислении действительных корней нелинейного уравнения. 
После идентификации экспериментальной факторной модели, нам известно нелинейное уравнение 
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где 
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 – алгебраическая или трансцендентная функция. Требуется решить это уравнение, т.е. установить имеет ли оно корни, сколько корней, и вычислить значения корней с заданной точностью 
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Приближенное решение уравнения (6) обычно разбивается на два этапа

1. локализация (или отделение, изоляция) корней; 


2. итерационное уточнение корней. 


На первом этапе выясняется количество корней и для каждого корня устанавливается интервал (по возможности наиболее «тесный») 
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, содержащий данный корень. Длина отрезка 
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 характеризует начальную точность локализации корня. 

На втором этапе происходит уточнение корней, т.е. сужение отрезка 
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, содержащего данный корень, до того уровня, когда длина отрезка становится меньше требуемой точности 
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Универсальных приемов, позволяющих решить задачу локализации корней для функций 
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 общего вида, не существует. На этом этапе, как правило, применяются различные графические методы. 


На втором этапе применяются различные итерационные методы: метод деления отрезка пополам (метод половинного деления, метод дихотомии, метод бисекции), метод хорд, метод простой итерации, метод Ньютона (метод касательных) и его модификации. 
На этапах локализации и уточнения корней используются известные свойства непрерывных функций: 

если функция 
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 непрерывна на отрезке 
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 и имеет на концах этого отрезка разные знаки, т.е.
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то внутри этого отрезка содержится, по меньшей мере, один корень уравнения 
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если функция 
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 непрерывна и строго монотонна на 
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, то корень уравнения на этом отрезке единственный. 
Общие свойства алгебраических уравнений 
Приведем сводку основных утверждений, относящихся к алгебраическому уравнению 
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(4)

Здесь коэффициенты 
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 – действительные числа, причем старший коэффициент отличен от нуля 
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Согласно основной теореме алгебры, алгебраическое уравнение 
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-й степени (4) имеет ровно 
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 корней (с учетом их кратности), среди которых могут быть как действительные, так и комплексные корни. 

Комплексные корни образуют комплексно-сопряженные пары, т.е. если 
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 корень уравнения (4) кратности 
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, то сопряженное число 
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 также корень этого уравнения и имеет ту же кратность (модули этих корней одинаковы: 
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Отсюда вытекает следствие: алгебраический полином нечетной степени с действительными коэффициентами имеет, по крайней мере, один действительный корень. 

Теорема Декарта: число положительных корней алгебраического уравнения 
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с учетом их кратности равно числу перемен знаков в последовательности коэффициентов (коэффициенты, равные нулю, в этой последовательности не учитываются) 
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(5)
или на четное число меньше этого числа. 

Применяя теорему Декарта к полиному 
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, можно решить вопрос о количестве отрицательных корней: число отрицательных корней уравнения (4) с учетом их кратностей равно числу постоянств знака в последовательности (5). 

Теорема Гюа: Если все корни алгебраического уравнения 
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(6)

действительны, то квадрат каждого не крайнего коэффициента этого уравнения больше произведения двух его соседних коэффициентов, т.е. выполнены неравенства 
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Следовательно, если при каком-нибудь значении 
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 выполнено неравенство 
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то уравнение (6) имеет, по меньшей мере, одну пару комплексных корней. 

Если 
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корни уравнения (4), то справедливо разложение на множители 
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Теорема Виета: если 
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корни уравнения (4), то они связаны с коэффициентами уравнения соотношениями: 
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В частности, корни кубического уравнения 


[image: image50.wmf]0

2

3

=

+

+

+

r

qx

px

x

 
удовлетворяют соотношениям 
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x

x

x

-

=

3

2

1

 .
Аналитическое вычисление корней кубического уравнения. 
Согласно теореме Абеля, алгебраическое уравнение общего вида (4) при 
[image: image54.wmf]5
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 не разрешимо в радикалах, т.е. не существует конечной формулы, содержащей только арифметические операции и корни произвольной степени, дающей решения данного уравнения. Уравнения 3-й и 4-й степеней могут быть решены в явном виде. 

Алгебраическое уравнение третьей степени (или кубическое уравнение) в общем случае имеет вид: 
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После деления на 
[image: image56.wmf]a

 получаем кубическое уравнение в канонической форме: 
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После замены неизвестной величины 
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получаем так называемое приведенное кубическое уравнение: 
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(7)
Число действительных корней приведенного уравнения зависит от знака дискриминанта 
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Если 
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, уравнение (7) имеет три действительных корня. Причем, если 
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, уравнение (7) имеет один действительный корень и пару комплексно-сопряженных корней. 

На практике для вычисления корней, в зависимости от знака дискриминанта, удобно использовать различные формулы. 
Если 
[image: image69.wmf]0

<

D

 корни кубического уравнения представляются в тригонометрической форме. Сначала вычисляются вспомогательные величины 


[image: image70.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

j

3

3

2

p

q

arccos

,


[image: image71.wmf]6
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а затем – корни приведенного уравнения 
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Наконец, по формуле 
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(8)
получаем корни исходного кубического уравнения 

Если 
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, применяются формулы Кардано :
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где 
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и далее формула (8). 
Границы корней многочлена. 
При численном вычислении корней многочлена, прежде чем выполнять локализацию корней, полезно определить границы, в которых содержатся все корни многочлена. 


Модули всех корней 
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-й степени (4) удовлетворяют неравенствам 
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(9)
где 
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Другими словами, все корни полинома 
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-й степени заключены в круговом кольце на комплексной плоскости 
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при этом вещественные положительные корни находятся в интервале 
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Теорема Лагранжа: Верхняя граница положительных корней полинома (4) при условии 
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(10)
где 
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 – индекс первого отрицательного коэффициента в последовательности (иначе, 
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 разность между показателем степени многочлена и показателем степени первого отрицательного члена) 
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[image: image97.wmf]С

 – максимум модулей всех отрицательных коэффициентов. 

Эта же формула дает нижнюю (левую) границу отрицательных корней, если вместо исходного многочлена 
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 рассмотреть преобразованный многочлен 
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Теорема Вестерфильда: все корни (вещественные и комплексные) канонического многочлена (
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лежат на комплексной плоскости в круге, радиус которого 
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 не превосходит суммы двух наибольших из чисел 


[image: image103.wmf]0

1

2

1

   

,

,

,

n

,

n

k

,

a

k

n

k

K

-

-

=

-

, 
то есть 
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где 
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 – следующее по величине число в последовательности 

[image: image107.wmf]n

n

n

n

a

,

,

a

,

a

,

a

0

3

3

2

1

K

-

-

-

. 
Порядок выполнения задания 
1. Введите числовые значения коэффициентов полинома, соответствующего вашему варианту задания. 

2. Используя теорему Гюа, решите вопрос о наличии или отсутствии комплексных корней. 

3. Используя теорему Декарта, выясните возможное количество положительных и отрицательных вещественных корней. 

4. Используя результаты п.2, п.3, приведите исчерпывающее решение вопроса (если это возможно) о количестве комплексных, вещественных положительных и вещественных отрицательных корней вашего полинома. 

5. Вычислите с использование явных аналитических формул, приведенных в теоретической части, все вещественные корни полинома. 

6. Задав начальное приближение, определите каждый из вещественных корней полинома с использованием блока Given-Find. 

7. Вычислите корни полинома с использованием теоремы Виета и блока Given-Find. 

8. Вычислите корни полинома, используя встроенную функцию polyroots. 

9. Переходя к численному вычислению корней полинома, определите, прежде всего, границы, в которых находятся эти корни по формулам (9), (10), (12). Как согласуются эти оценки с реальным расположением корней, насколько они точны? 
10. Определите графически интервал локализации каждого вещественного корня полинома. 

11. Уясните алгоритм метода дихотомии (или метода простой итерации, или метода хорд). Приведите блок-схему и структурограмму этого алгоритма. Составьте Mathcad-программу, реализующую этот алгоритм. 

12. Выбрав необходимую точность вычисления корней полинома (например, 0.001), уточните каждый из локализованных корней. 

13. Изучите алгоритм метода Ньютона. Приведите блок-схему, структурограмму этого алгоритма и составьте соответствующую Mathcad-программу. 

14. Выбирая различные начальные приближения, обратите внимание на работу алгоритма Ньютона. Всегда ли наблюдается сходимость, от чего это зависит, сколько итераций требуется для сходимости? 

15. Сравните результаты работы метода дихотомии и метода Ньютона. 

16. Сформулируйте выводы по проделанной работе. 

17. Сохраните рабочий документ. 
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