ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 1 
Тема работы: Экспериментальная факторная модель технического объекта. Определение параметров модели. 
Цель работы: Построение математической модели оптимальным образом описывающей экспериментальные данные, полученные при исследовании технического объекта как «черного ящика». 
Задание: Имеются результаты экспериментального исследования технического объекта как «черного ящика» в виде таблицы значений: 

[image: image1.wmf]n

x

,

,

x

,

x

  

  

  

2

1

K

, 


[image: image2.wmf]n

y

,

,

y

,

y

  

  

  

2

1

K

. 

Здесь 
[image: image3.wmf]x

 - входная контролируемая переменная - фактор, 
[image: image4.wmf]y

 - выходная измеряемая переменная – отклик исследуемого объекта. Известна среднеквадратичная ошибка измеренных значений функции отклика 
[image: image5.wmf]s

, и задана структура факторной (регрессионной) модели в виде алгебраического полинома степени 
[image: image6.wmf]m
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Используя метод наименьших квадратов вычислить параметры факторной модели 
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a

,

,

a

,

a

 

 

 

1

0

K

 и определить оптимальную степень многочлена 
[image: image9.wmf]m

. Основываясь на результатах статистического анализа обосновать адекватность полученной экспериментальной факторной модели технического объекта. 
Теоретическая часть 

Экспериментальные факторные модели широко применяются при функциональном проектировании технических систем, особенно на этапе определения оптимальных параметров системы. Эти модели представляют собой некоторые формальные математические зависимости выходных параметров системы 
[image: image10.wmf]y

 от внешних управляемых воздействий 
[image: image11.wmf]x

. 

Для построения экспериментальной факторной модели проводится серия физических или вычислительных экспериментов. Физические эксперименты проводятся непосредственно на самом техническом объекте. В вычислительных экспериментах исследование ведется на детальной математической модели объекта-оригинала. 


Рассмотрим однофакторную экспериментальную модель. Допустим, что в интересующей нас области факторного пространства выбраны 
[image: image12.wmf]n

 значений (уровней) фактора 
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, и в результате физического или вычислительного эксперимента получены соответствующие значения функции отклика системы 
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Задача построения экспериментальной факторной модели сводится к тому, чтобы на основе полученной таблицы экспериментальных значений 
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построить приближенную эмпирическую формулу, адекватно описывающую имеющийся экспериментальный материал. Обычно формула строится в виде обобщенного многочлена 
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(1)
где 
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(2)
заданная система линейно независимых базисных функций, 
[image: image21.wmf]m
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 - параметры модели, являющиеся коэффициентами обобщенного многочлена. Оценки параметров определяются по методу наименьших квадратов и находятся из системы нормальных уравнений 
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где
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Одной из наиболее простых и часто используемых моделей данного вида является полиномиальная модель 
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которой соответствует система степенных базисных функций 
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а нормальные уравнения имеют вид 

[image: image27.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

+

+

i

m

i

i

i

i

m

m

i

m

i

m

i

m

i

i

i

m

i

i

y

x

y

x

y

a

a

a

x

x

x

x

x

x

x

x

n

L

L

L

L

L

L

L

L

L

1

0

2

1

1

2

 
В частности, для линейной модели 
[image: image28.wmf]x
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 получим систему двух уравнений 
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решение которой можно записать в виде простых формул 
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Другие способы вычисления параметров модели, применимые и для полиномов более высоких степеней, описаны ниже при рассмотрении примера выполнения задания. 

Отметим, что полиномиальная модель применяется, как правило, при 
[image: image32.wmf]5
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. При 
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 нормальная система уравнений становится плохо обусловленной, и вычисленные на ее основе параметры 
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 могут быть полностью искажены ошибками округления. 

Хорошее описание экспериментальных результатов при среднеквадратичной аппроксимации наблюдается когда 
[image: image35.wmf]n
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. Но если 
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 слишком мало, то для описания сложной нелинейной зависимости 
[image: image37.wmf](
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 коэффициентов многочлена может не хватить. Ясно, что в каждом конкретном случае должно существовать какое-то оптимальное число коэффициентов. Определяется оно следующим образом. 

Задавшись некоторым числом 
[image: image38.wmf]m

 и определив коэффициенты модели 
[image: image39.wmf]m
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, вычислим остаточную дисперсию 
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(4)
и сравним ее с известной среднеквадратичной погрешностью эксперимента 
[image: image41.wmf]s

 по критерию Фишера. Если 
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(5)
то математическая погрешность аппроксимации (характеризуемая величиной 
[image: image43.wmf]m

D

) значимо (т.е. не случайно) больше физической погрешности исходных данных 
[image: image44.wmf]2
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, и формула (1) нуждается в дальнейшем уточнении. Увеличиваем 
[image: image45.wmf]m

 на единицу, заново вычисляем коэффициенты модели 
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 и производим проверку качества аппроксимации согласно (4), (5). Повторяем описанную процедуру до тех пор, пока не нарушится неравенство (5). 

Обычно расчет начинают с 
[image: image47.wmf]1
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, когда (при нелинейной зависимости) неравенство (5) заведомо выполнено, и увеличивают число коэффициентов до тех пор, пока при некотором значении 
[image: image48.wmf]m

 не выполнится условие 
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(6)
Согласно критерию Фишера, это означает, что можно принять гипотезу о совпадении дисперсий, т.е. что 
[image: image50.wmf]2
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. Другими словами, дисперсия 
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 (при данном 
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) образована только за счет случайных ошибок измерений и, следовательно, дополнительные слагаемые в функции (1) не способны улучшить качество аппроксимации. Тогда полученное значение 
[image: image53.wmf]m

 является оптимальной степенью аппроксимирующего многочлена, и эмпирическая формула (1) считается окончательной. 

В соотношении (5) 
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 - квантиль распределения Фишера, т. е. корень уравнения 
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(7)
где 
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 - функция распределения Фишера с 
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 степенями свободы. Число степеней свободы числителя 
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 равно объему выборки минус количество коэффициентов, входящих в аппроксимирующий полином; знаменателю приписываем бесконечно большое число степеней свободы (это означает, что погрешность измерения функции отклика 
[image: image60.wmf]s

 известна из большого числа предыдущих опытов). Величина 
[image: image61.wmf]a

 - это уровень значимости (или вероятность ошибки 1-го рода). На практике обычно полагают 
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. Это означает, что в пяти случаях из 100 мы можем допустить ошибку 1-го рода, т.е. отклонить гипотезу о равенстве дисперсий 
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, когда она верна. 

Обратите внимание, что при сравнении дисперсий по критерию Фишера в числителе должна стоять большая из сравниваемых дисперсий: если на некотором этапе расчета 
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, то соотношения (6) и (7) записываются в виде 
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Порядок выполнения задания 
1. Присвойте переменной ORIGIN значение равное единице. 
2. Из файлов Lab1 Nx и Lab1 Ny (N – номер варианта задания) введите исходные данные и разместите их в массивах (x) и (y). 
3. Задайте в качестве первого приближения линейную модель (
[image: image67.wmf]1

=

m

). 
4. Вычислите коэффициенты 
[image: image68.wmf]0

a

, 
[image: image69.wmf]1

a

 и постойте аппроксимирующий многочлен первого порядка. 

5. Постройте график линии регрессии и изобразите на нем исходные экспериментальные точки. Оцените визуально качество аппроксимации. 
6. Задавшись определенным уровнем значимости и используя критерий Фишера, выясните, нуждается ли построенная модель в уточнении. 

7. Если уточнение необходимо, увеличьте значение 
[image: image70.wmf]m

 на единицу; вычислите заново коэффициенты модели и постройте полином степени 
[image: image71.wmf]1
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m

. 
8. Далее последовательно повторяйте пункты 5-7 до тех пор, пока не выполнится неравенство (6). 
9. При каждом значении 
[image: image72.wmf]m

 вычисляйте определитель и число обусловленности матрицы 
[image: image73.wmf]F

, входящей в систему нормальных уравнений. Обратите внимание на то, как они изменяются с ростом степени аппроксимирующего многочлена. 
10. Сформулируйте выводы по проделанной работе. 
11. Сохраните рабочий документ. 

В отчете о лабораторной работе (который оформляется в электронном виде в форме Mathcad-документа) должны быть самостоятельно сформулированы выводы. 

[image: image74.wmf] 

Ïðèìåð âûïîëíåíèÿ ëàáîðàòîðíî-ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòû

¹ 1 

ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû Matcad: 

ORIGIN

1

:=

Èç ôàéëîâ "Lab1 Nx.txt "  è "Lab1 Ny", ãäå N - íîìåð âàðèàíòà çàäàíèÿ, ñ÷èòûâàåì

èñõîäíûå äàííûå è  ðàçìåùàåì èõ â ìàññèâàõ  (x)  è  (y)  :

x

READPRN

"E:\Users\  ... 

ïîëíûé

 

ïóòü

 

ê

 

ôàéëó

 ...   Lab1  Nx.txt"

(

)

:=

"E:\Users\  ... 

ïîëíûé

 

ïóòü

 

ê

 

ôàéëó

 ...   Lab1  Nx.txt"

y

READPRN

"E:\Users\  ... 

ïîëíûé

 

ïóòü

 

ê

 

ôàéëó

 ...   Lab1  Ny.txt"

(

)

:=

"E:\Users\  ... 

ïîëíûé

 

ïóòü

 

ê

 

ôàéëó

 ...   Lab1  Ny.txt"

n

length

y

(

)

:=

n

80

=

 

- êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê 

s

20

:=

 

- òî÷íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 

   

äëÿ âñåõ çàäàíèé

I. 

 Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ çàäàåì ëèíåéíóþ ìîäåëü â âèäå ïîëèíîìà

ïåðâîé ñòåïåíè  -  f1(x) = a0 + a1 x  

Àïïðîêñèìèðóåì ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìà f1(x)   

Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ìîäåëè ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè 

1) 

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ (a0, a1) ñ èñïîëüçîâàíèåì âñòðîåííîé ôóíêöèè 

    linfit : 

F

z

(
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1

z

æ

ç

è
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ø
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-
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-

´
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-

10
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-

´
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-
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÷
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 Îïðåäåëÿåì ïîëèíîì ïÿòîé ñòåïåíè, è ñòðîèì ãðàôèêè

 :  

 

b0

A

1

:=

b1

A

2

:=

b2

A

3

:=

b3

A

4

:=

b4

A

5

:=

b5

A

6

:=

f5

x

(

)

b0

b1

x

×

+

b2

x

2

×

+

b3

x

3

×

+

b4

x

4

×

+

b5

x

5

×

+

:=

i

1

n

..

:=

4

-

2

-

0

2

4

50

-

0

50

100
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x

i

(

)

y

i

x

i

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Âû÷èñëÿåì îñòàòî÷íóþ äèñïåðñèþ äëÿ ïîëèíîìà 5-é ñòåïåíè : 

D5

1

n

6

-

1

n

i

y

i

f5

x

i

(

)

-

(

)

2

å

=

×

:=

D5

386.283

=

D4

386.554

=

Ñðàâíåíèå âåëè÷èí D5 è D4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ïîëèíîìà 4-é ñòåïåíè ê

ïîëèíîìó 5-é ñòåïåíè îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ óìåíüøèëàñü.  

Íî çíà÷èìî ëè ýòî óìåíüøåíèå ?  Ïðîâåðÿåì ïî êðèòåðèþ Ôèøåðà  :  

a

0.05

:=

qf

qF

1

a

-

n

5

-

, 

n

6

-

, 

(

)

:=

qf

1.468

=

d

D4

D5

:=

d

1.001

=

Íåðàâåíñòâî   d  <  qf   ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî óìåíüøåíèå äèñïåðñèè íåçíà÷èìî è

ïîïðàâêó   ïÿòîé ñòåïåíè   b

5

*x

5

     ñëåäóåò îòáðîñèòü. 

Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ, àäåêâàòíî îïèñûâàþùåé

ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà, áóäåò ïîëèíîì 4-é ñòåïåíè ñ êîýôèöèåíòàìè: 

a0

91.821

=

a1

15.219

-

=

a2

37.425

-

=

a3

3.844

=

a4

3.718

=
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