Peun3nuH B. U.,
aoueHT Kad. UNMNC, 414-KL

MeToabl onTMU3auum,
JK3aMeH.



KOJIMHECTBO KPEOMNTOB 3 ECTS

Jlekuun 16 yacoB
JlabopaTopHble 3aHATUA 32 yaca
CAMOCTOATEJIbHAA PABOTA 60 yacos

UToro 108 yacos



B cemecTpe 3a KaXayto NOCeLLEHHYH0
nekuuto Havynucngaertca 1 6ann.

[Tpn BbINONHEHNN 8cex pabom n Habope 33
6annoB CTYOEHT OOMNYyCKaeTCA K 9K3aMeHY.



OnTnMmmnsaumns B LLMPOKOM CMbICIIE CrioBa
HaxoaUT NPUMEHEHNE B HayKe, TEXHUKE U B
nobon gpyron obnactn 4YenoBe4YeCcKou
NeaTenbHOCTN.

OnTuMmnsaums — LeneHanpaBsneHHas
0EeATEeNbHOCTb, 3akfoYaloLLLascsa B NONy4YeHUm
HaUNyYLIMX pe3ynbTaToB NP COOTBETCTBYHOLLINX
YCIOBUSIX.



Kpumepuu onmumajibHocmu

OnTUMH3UPYEMBIM  BapuaHT pabOTBl  OOBEKTA
JOJKEH  OIIEHMBATHCA KaKOM-TO KOJUYECTBEHHOMU
MEPOU — Kpumepuem OnmumaibHoCmu.

Kpurepuem ONTHUMAaJIbLHOCTH Ha3bIBACTCS
KOJIMYECTBEHHAsS OIIEHKA OITUMHU3UPYEMOIO KadyecTBa
OOBEKTA.



Ha ocHOBaHMH BBIOPAHHOTO KPUTEPHS
ONTUMAIBLHOCTU COCTABIISICTCS
eneBast (PyHKIUS, IIPEACTaBISIOIA
CO00M 3aBUCUMOCTb KpUTEPUS
ONTUMAaJbHOCTH OT apaMETPOB,
BIUSIOIIMX HAa €€ 3HAYCHUE.



By xpurepus ONTUMAJIBHOCTH WIIH 1IEJIEBOU

(P YHKIIMH OIIPEIACHACTCSI KOHKPETHON 3aa4ei
ONITUMU3ALUM.

TakuMm oOpaszom, 3aj1a4a ONTUMU3ALMHA CBOJIUTCS K
HaXO0XJICHUIO SKCTPEMyMa LEeJICBOM (DYHKIIUH.



ITrobon oNTUMKU3NPYEMbBIN ODBLEKT CXEMATUYHO
MO>XHO NpeacTaBUTb B COOTBETCTBUU C pUC. 1.

Z|
Y — BBIXOIBI OOBEKTA:
O0beKT — a ’

= X — KOHTpOJIUpPYyeMbIE
BXOJIHBIE N1APAMETPBI;

_—-'-
X OTITHMIT3ALHH

— I U - perymupyemslie Bxoansie
U napaMeTphl
(ympaBiisieMbI€ ITApaMETPHI);
Puc.l. Onmumuzupyemoiti 7

/ — HEKOHTPOIUPYEMBIE
0OveKkm

BO31CHUCTBUS,



B Tom cny4dae, Korga cnyyamnHble
BO3MYLLEHNA HEBEJNKN N NX BO3OENUCTBUNE
Ha OOBLEKT MOXHO HE Y4YNTbIBATb, KOUTEPUN
ONTUManbHOCTU MOXET ObITb NpeacTaBneH
KaK PYHKUNA 8XOO0HbIX, 8bIXOOHbLIX W

yrpasrisieMbiX NapaMmeTpPOB:

R=R(X;, Xy, Yy, Yy Ug, U, 00).



Taxk xkak Y =F(U), 10 mpu ¢duKCUpoBaHHBIX X
MOKHO 3aIlrcaTh:

R=R(U).

IIpn 3TOM BCSIKOE N3MEHEHUE 3HAYCHUU
VIPABJIAIONIMX IApAMETPOB JBOAKO CKa3bIBAETCA Ha
Benn4uHe R:

® MpPsAMO, TaK KAaK YIPABISAIONIAE IIApaMETPhI
HETIOCPEACTBEHHO BXOJAT B BBIPAXKECHUE KPUTEPUS
ONITUMHU3ALINY;

® KOCBEHHO — 4YE€pe3 M3MEHECHHE  BBIXOJHBIX
apaMeTpPOB  MOpPOIECCa, KOTOPhIE 3aBUCAT  OT
YIIPaBJISIOIIHX.



IIponieaypa peuieHus 3agauyu ONTUMHU3 AN
0053aTE€IBHO BKIIFOYACT, IOMUMO BBIOOpA
YIIPABISIEMBIX IAPAMETPOB, €€ U YCTAHOBJICHUE
OTPaHWYCHUN HA 3TU MapaMETPhbl (TEPMOCTOMKOCTb,
B3pbIBOOE30MAaCHOCTh, MOIIHOCTH ITEPEKAYNBAIOIINX
YCTPOWCTB M T.I1.).



WUrtak, nans pelieHus 3aJadd  ONTHUMHU3aLUU
HEOOXOIMMO:

a) BbIOpaTh KPUTEPUM ONTHUMAIBLHOCTH IS
MCCIIECIYEMOTO OOBEKTA;

0) BEIOpATh yIPaBISAIOIINE IapaMETPhl;

B) YCTAaHOBUTh OIPAaHUYCHHUS HA 3TH ITapaMETPBhI;



I') IOCTPOUTH MOJIENIb OOBEKTA
Y =F(X, U),
KOTOpasl YCTaHABIMBAeT 3aBUCHUMOCTH KpUTEpHUS

OITUMAJIBHOCTH OT BCCX API'YMCHTOB M BK/IIOYACT
COIMYTCTBYIOIIUC 3aa49C OI'PAHUYIYCHUAI,

1) Ha OCHOBE MOJECIH U KPUTEPHUS ONTHMAIBHOCTH
OIPEACIUTD LIEICBYIO (DYHKIIHIO

R=1(Y);

€) BEIOpaTh METOJI ONTUMU3ALUM, KOTOPBIN

[I03BOJIUT HAUTHU IKCTPCMAJIbHBIC 3HAYCHU
NCKOMBIX BCJIIMYHH.



OnTuMusamnua.

Huckpemnas:
LlemounciieHHOE MPOrpaMMHUPOBAHUE;
CToxacTu4eCcKoe IporpaMMHUpPOBAHME.

Henpepuvignas:
besycnoBHas: YciioBHaA:
['mobanbsHas JInHeiHoe
ONTUMM3ALINS; IpOrpaMMHUPOBAHUE;
Huddepenuupyemass  HenuHelnHbie 3a1a49u;
ONTUMUBALIUA; CTtoxacTHuueckoe

Henuddepenuupyemas nmporpaMmMupoBaHUE.
ONTUMHU3AIIHUSL.



IIpumep 1.

IIpn npoTEKaHUM XUMHUYECKUX PEAKIIUN IJI
pacyeTa U3MEHEHUS KOHIICHTPAIUU
pEearupyrommx BEMIECTB COCTABIACTC
KUHETUYECKast MOJEIIb.

Hampumep, 11t 00paTuMoON peakiuu
seutecmeo A npespautaemcs 6

eewyecmeo B K

(Obo3HavaeTCcas A < ~ B)
k2




KMHETUYECKAsI MOJIECNIb MPEICTABIISICTCS CUCTEMOM
OOBIKHOBEHHBIX JU((PepeHIINaTbHBIX YPABHCHUN

dC
th =—-k,C, +k,Cg,
| dc
dtB =k,C, —k,Cg, (B1)

C HA49adJIbHBIMH YCJIOBUIMH

t=0,C,=C, ,Cs=Cg .



3nech C, Cp — KOHUEHTPALIUU BEIIECTB
Au B, k; uk, — KkoHCTaHTBI CKOpOCTEH MPAMOI
1 00paTHOM peaKIuil.

PaznnyaroT npamyro KUHETUYECKYIO 3a1auy,
KOTJa KOHCTaHTHI K, u K, n3BecTHsl,

U 00pamHyr0 KHHETUYECKYIO 33/1a4y, KOrga 3TH
KOHCTAHTbI HECU3BECTHBI U JIOJKHBI OBIThH
OIIPEAEICHBI HA OCHOBAHUH
AKCIIEPUMEHTAIIbHBIX JIAHHBIX.



Penrenre oOpaTHOM KMHETHYECKOM 3aJa4l MOKHO
CBECTHU K ONITUMM3AIIMOHHOU IPOLIEAYPE
CIEAYIOIIUM 00pa3oM:



IIycth Ha oTpe3ke BpeMeHu O <t < T B
toukax t, =0,t;,...,1, =T usBecTHBI

IKCIIEPUMEHTAJIbHBIC JaHHbBIC JIJIS
v~ R~
koHeHTpamuit C; ,Cx ,1=0,...,n.
|

Permrag 4uciIeHHBIM METOIOM MIPSAMYIO
3amauy s guddepeHnuaibHou moaeau Bl
IpU HEKOTOPBIX 3HAYCHUSX KOHCTAHT K, K,,
MO>KHO IIOJIYYHUTh TEOPETUYECKUE 3HAUCHUS
KOHIICHTpAIAH CAi ,CBi 1=0,...,n.



Mo3KHO HaliTh 3HAYeHUs KOHCTAHT Ky, K,
1T KOTOPBIX TSOPETUUECCKUE 3HAUCHUS JIJIs
KoHI[eHTpamuii C A ,Cg ,1=0,...,n OyayT

|

OTJIMYATBCA OT SKCIICPUMCHTAJIBHbBIX B
HCKOTOPOM CMBICJIC MCHBIIIC BCCTO.



Hanpumep, ciieayss Haeoa0ruu MeToa
HAaMMEHBIINX KBAJIPAaTOB, MOKHO
IIOCTPOUTH LEICBYIO (DYHKIIHIO

f(k,kz):zn:(CAi—Cfﬁ) +§n:(c5i—c§i)
1=0 1=0

1 HAUTHU €€ MUHUMYM, T.€. UICKOMBIE
3HAYCHUS KOHCTAHT, KaKUM JIHOO
YUCJIICHHBIM METOI0OM OIITUMU3ALIUU.

2



[Ipumep 2.
OnTtumusanus padOTHI KaTaJIUTUYECKOT O
XMMHUYECKOI0 PEAKTOPA.

Ecnu B peakTope NpoTeKaeT oOpaTuMas peaxkius

ke

A "R+S,

ke
rae R — neneBon NpoayKT, S — MOOOYHBIN IPOYKT,
TO MaTeMaTH4Y€ECKasi MOJICIb PEAKTOPa MOKET OBITh
ONKCaHa CHUCTEMOM YypaBHCHHM MaTEepHAIILHOTO U
TEIJIOBOr0 0aJaHCOB M UMEET CICAYIOIIUI BUI;










3
3aech V — 00bEM €105 KaTaliM3aTopa, M

3/
L — pacxoJI CeIPbs, M /C;
W — HabaromaemMas CKOpOCTh XMUMHUUYECKOM
3
pEaKIMK, KMOJIb/M"-C;
W =17-W;

W i — CKOPOCTh XMMHYECKOM PEAKIIMHU B
o 3
KUHETUUECKON 001aCTH, KMOJIB/M"-C;

1 — daxtop 3O PEKTUBHOCTH;
T — Tremmeparypa B peakrope, K;



Cp" — MoIIbHAsI TETTIOEMKOCTD MOTOKA, J[3/Moib-K;

& — IIOPO3HOCTD CJI0A KATAJIM34TOPA4,

(-AH) — TemoBoi A3(PphHEeKT XUMHUUSCKOM PEaKIIHH,
J>K/MOJIb;

P — naBneHue B cucreme, MlIa;

R, — ra3oBast IOCTOSIHHAS,
0,00845Mm° MITa/kmonb-K;

R — razoBas nnocrositHHas, JIx/Moib: K;



ki =k; o -& 5/, (B.4)

rae Ki — KOHCTaHTa CKOPOCTH |- XMMHUYECKOM
pEaKIIvu, C'l;

Ei — oHeprus akTHBaIuu I-ii XUMHYCCKON
peaku, Jx/MOJIb.



n
Cp' = ZCPi X (B.5)
i=1

TJI€ X; — MOJIbHAs 10/ I-TO KOMIIOHEHTA;
- 3.
C, - KOHIIEHTpaIUs I-TO BEIIeCTBA, KMOJb/M;

Cpi=a +bT +CT?, (B.6)

rine Cpi — MOJIbBHAS TEIUIOEMKOCTB 1-TO
BEIIECTBA.



[{eapt0 onTUMHU3ALMN PA0OTEI
XHUMHAYECKOTO PEAKTOpa MOXKET SIBISITHCS
HaX0KICHUE MAaKCUMAJILHOI'O BBIXOJa
[[eJI€BOTO NpoayKTa R, mpu 3ToM
YIIPaBISEMbIM ITapaMeTPOM OyIET

Temmeparypa 1.



Ttak, neneBon PyHKIMEH B 3TOM IIPUMEPE
oynet ynkuus Cr(T), 3HaUEHUST KOTOPOU
[IPY HEKOTOPOU TeMIlepaTrype peakropa 1
ONPEACIISIIOTCS B PE3YIbTATE YMCICHHOTO
pemenus moaenau (B.2-B.6).



Takum o0Opa3om, npu HEJIMHEUHOMN
ONITUMHU3ALAN OYEHDb YACTO IIPH
OIIPEICIICHUY 3HAYCHUH [IEICBOM (PYHKIIUM
IPUXOAUTCS YMCIICHHO pellaTh 3a/1a4H,
BO3HHUKAIOIIHUE B CIOKHBIX MOJICIISIX.
PelieHnio Takux 3a1a4 U OyAeT MOCBAIICH
Halll KypcC.



Mamemamuyeckasi nocmaHogka 3aday
onmumu3ayuu
BuodbI oepaHu4yeHul

HecmoTps HA TO, 4TO NPUKIIATHBIE
ONTUMH3ALIMOHHBIC 3302491 OTHOCSTCS K
COBEPIICHHO Pa3HBIM 00JaCTSIM, OHU UMCIOT
o0y popMy. Bce 3T 3a1a49m MOKHO
KJIaCCU(hMIMPOBATh KaK 3aJ1a4d MUHUMHU3ALNY
BeIICCTBCHHO3HAYHOM (hyHKIUM f (X) Ha
HEKOTOPOM MHOKECTBE L2 N-MEpHOTO
BEKTOPHOTO apryMeHTa X = (X;, X5,..., X ).



MHO0K€eCTBO @) 3a1a€TCs
OTPAaHUYCHMUSIMH HAa KOMIOHEHTHI BEKTOPA
X, KOTOpBIC VyJOBJICTBOPSIOT CHCTEME
ypaBHeHuil h (X) =0, Habopy HepaBEeHCTB
g:(X) >0, a Takxke orpaHUYEHbI CBEPXY U
CHU3y, T.C. Xi(u) > Xj in(l).

Nuorna muoxkectBo (2 coBmajgaeT co
BceM N-MEpHBIM INpPOCTpaHCTBOM. B 3TOM
caydae 3ajadya OTBICKAHHS MaKCHMYyMa
MM  MMHHAMYMA, KOTOPYI)  TaKXe
Ha3bIBAIOT 3aadeu ONTUMMU3AIIUH,
Ha3BIBACTCS 0€3YCIIOBHOM.



3amernmM, uTo ecim (PpyHKIusa f(X) mMmeeT B TOUke X

MHUHEMYM, TO GYHKIMS —f (X) B X' MMeeM MakCHMyM.

[ToaToMy AJ151 OTBHICKAHMS MaKCUMyMa IIPUMEHSIOTCS Te
K€ METOJBI, YTO U JIJI OThICKAaHWS MUHHMYyMa. Jlamee
MbI, KaK IIPaBUjIO, OyAEM TOBOPUTH TOJIBKO O 3aJaye
OTBICKaHHUSI MUHUMYMa.

['oBopar, uto ¢yukmusa f(X) mMeer nOKaNMbHBIN

MHUHUMYM X , €CJIA CYIIECTBYET HEKOTOpas KOHEYHAS
£-OKPECTHOCTh TOYKH X , B KOTOPOM BBIIIOJIHAETCS

f(x)< f(x), |x=x]| <¢g xen. (1.1)



Y  (ysKkumm  MoxeT OBITh  MHOIO
JIOKAJIBHBIX MHHMMYMOB. Ecmm f(X) —
HAaUMCHBIIIMN W3 BCEX MHHHUMYMOB, TO
ropopsaT, uaro (pyskmus f(X) gocturaer
a0COIIOTHOI0O MHUHMMyMa Ha MHOXCCTBE

Q. DTOT MHUHMMYM TakKXe¢ Ha3bIBalOT
100 IBHBIM.



JIJ1s1 HaXO0XKJIEHUST A0COIOTHOTO
MHUHUMYMa HaJ 0 HAUTHU BCE JIOKAJIbHBIE
MHHHUMYMBbI, CPABHUTH UX U BbIOPATH
HaMMEHBIIIEE 3HAYCHHUE.

IToaTOMY 3a/1a4a OTBICKAHUS TJI00AJIbHOTO
MUHHMYMa B IIPUHIIAIE CBOJUTHCSA K
3agade (1.1), koTopyro MbI 1 OyzeM
paccMaTpUBaTh.



B mocnenyromem uznoxkeHun (Qpyskomo T (X)

OyzeM Ha3bIBaTh Ue/1esoll hyHKuyueil,
ypaBHeHust h, (X)=0 — ocpanuuenuamu ¢ euode

pasencms,
a HepaBeHcTBa {;(X) >0 — ocpanuuenusamu ¢ euoe

HeEpAeeHCme6.



3aoaua oowezo suoa:

MunaummsupoBath f (X)
(mumryT f (X) = Min) ompu orpaHMYEHUIX
h (x)=0, k=1,..,K,

g;(x)=0,j=1..,J,
XI(U) 2 XI 2 XI(I), I :1,..., N

HA3bIBACTCS 3aJa4YEH ONTUMM3ALUU C OZPAHUYCHUAMU
WJIK 3a71a4€U PCI06HOU OTITUMU3ALINAM.



3agada, B KOTOPOM HET OrPaHUYCHUH, T.€.
J=K=0;
" =—x" =00 i=1..,N,

Ha3bIBAETCS  OIITUMHU3AIIMOHHOW 3aJader 0e3

OZpaHUYeHUll  WIW  3ajJaueld  0e3yc/l08HOIl
ONTHUMHU3AIHMH.



Kpumepuu onmumanvnocmu

Yacto onrtuMuzupyemas  BEIWYMHA  CBs3aHA  C
3KOHOMHYHOCTBIO PadOThl HEKOTOPOro OOBEKTa (ammapar,
ex, 3aBofd). ONTUMU3UPYEMbIA BapUaHT paOOThl OOBEKTA
NOJKEH OLIEHUBATHCI KAKOM-TO KOJMYECTBEHHOU MEPOH —
Kpumepuem OnmumaibHOCmu.

Kpurepuem ONTUMAJIbHOCTHU Ha3bIBACTCS
KOJIMYECTBCHHAS OILICHKA OITUMH3HPYEMOIO0 KadecTBa
OOBEKTA.



Ha ocHOBaHMM BEIOpAaHHOI'O KPUTEPUS
OIITUMAJIBHOCTH COCTABIISICTCS Uelesast
¢ynkuun, npeacTaBIIAIONIAs COOOU
3aBUCHMOCTb KPUTEPHSI ONTUMAIILHOCTH
OT ITIApaMETPOB, BIUSAIONINX HA €€
3HAYCHHUE.

Bug kpuTepus ONTUMAIbHOCTH UJIH
1[€JICBOM (PYHKILIMH ONPEACIISICTCS
KOHKPETHOM 3a1a4€h OIITUMU3ALIMH.



Takum o0Opa3zom, 3aga4a ONTUMHU3ALMHA CBOJIUTCS
K HaXO0XJICHHUIO YKCTpEMyMa LICJIE€BOM (DYHKIIMHU.



Paccmotpum Oosiee mogpoOHO TPeOOBaHUS, KOTOpPHIC
TOJKHBI IPEABSIBIATHCSA K KPUTSPUIO ONTHMAILHOCTH.

1. Kpurepuii ONTUMAIBLHOCTU MOJKEH BbIPAXKATHCA
KOJIMYECTBEHHO.

2. Kpurepuii  OoNTUMaJbHOCTH  JOJDKEH  OBITh
€IMHCTBEHHBIM.

3. Kputepuil oONTUMaJbHOCTH HOOJKEH OTpaxkaTh
HanOoJiee CYIIECTBEHHBIE CTOPOHBI Ipoliecca.

4. YKematenbHO 4TOOBI KPUTEPHM ONITHMAIILHOCTH UMEIT
SICHBIA (PU3NYECKHAMN CMBICI U JIETKO PACCUUTHIBAJICA.



ITrobon oNTUMKU3NPYEMbBIN ODBLEKT CXEMATUYHO
MO>XHO NpeacTaBUTb B COOTBETCTBUU C pUC. 1.

Z |
Y — BuIXOIBI OOBEKTA:
O0beKT — a ’

R X — KOHTpPOJIHMPYEMBIE
BXOJHbBIE TAPAMETPHI;

_—-'-
X OTITHMIT3ALHH

— I U - perymupyemsle BXoaHble
U napaMeTphl
(ympaBJiisieMbI€ ITapaMeETPhI);
Puc.l. Onmumuzupyemoiti 7

/ — HEKOHTPOIIUPYEMBIE
0OBeKm

BO3ICUCTBHU;



[1pn NOCTaHOBKE KOHKPETHbLIX 3a4a4 onTuMusauunm
XenaTtenbHO KpUTEPUn ONTUManbHOCTU 3anucaTb
B BUWAE aHalNMMTUYECKOro Bblpa)XeHUsl.

B Tom cny4yae, Korga criydanHble BO3MYLLIEHUS
HEBENUKUN N NX BO3OENCTBUE HA ODBEKT MOXHO HEe
YUYUTbIBATb, KPUTEPUN ONTUMANbHOCTU MOXET
ObITb NpeacTaBrieH Kak PYHKUNA B8XOO0HbIX,

8bIXOOHbLIX W yripasriieMbiX NapaMeTpOB:

R=R(X;, Xy, Yy, Yy Ug, U, 00).



Taxk xkak Y =F(U), 10 mpu ¢duKCUpoBaHHBIX X
MOKHO 3aIlrcaTh:

R=R(U).

IIpn 3TOM BCSIKOE N3MEHEHUE 3HAYCHUU
VIPABJIAIONIMX IApAMETPOB JBOAKO CKa3bIBAETCA Ha
Benn4uHe R:

® MpPsAMO, TaK KAaK YIPABISAIONIAE IIApaMETPhI
HETIOCPEACTBEHHO BXOJAT B BBIPAXKECHUE KPUTEPUS
ONITUMHU3ALINY;

® KOCBEHHO — 4YE€pe3 M3MEHECHHE  BBIXOJHBIX
apaMeTpPOB  MOpPOIECCa, KOTOPhIE 3aBUCAT  OT
YIIPaBJISIOIIHX.



Ecan e cilydyauHbl€ BO3MYIIEHUS JOCTATOYHO
BEIMKM M HX HEOOXOJAMMO Y4YHUTBHIBaTh, TO CICAYET
[IPUMEHSATH AKCIIEPUMEHTAIIbHO-CTATUCTUYECKHUE
METO/IbI, & KPUTEPHUH ONITUMAIIbHOCTH IIPUMET BHUIL:

R =R(X,U).



IIponieaypa peuieHus 3agauyu ONTUMHU3 AN
0053aTE€IBHO BKIIFOYACT, IOMUMO BBIOOpA
YIIPABISIEMBIX IAPAMETPOB, €€ U YCTAHOBJICHUE
OTPaHWYCHUN HA 3TU MapaMETPhbl (TEPMOCTOMKOCTb,
B3pbIBOOE30MAaCHOCTh, MOIIHOCTH ITEPEKAYNBAIOIINX
YCTPOWCTB M T.I1.).



WUrtak, namd  pelleHWs  3aJadyd  ONTHMHU3AIUH
HEOOXOITUMO:

a) COCTaBUTh MaTEeMaTHYECKYHD MOJEIb O0BbEKTa
OITUMU3AIINU

Y =F(X, U),

0) BeIOpaTh KPUTEPHUH ONTUMAIBLHOCTH M COCTaBHUTH
IICJICBYIO (DYHKIIUIO

R=0o(Y),

B) YCTAHOBHUTb BO3MOZKHBIC OI'PAHHUYCHHUA, KOTOPLIC
JOJIZKHBI HAKJIAAbIBATHCA HA IICPCMCHHBIC,

r') BBIOpaThb METOJ ONTHUMHU3ALNH, KOTOPBIA IO3BOJIUT
HAWTHU SKCTPEMAIIBHBIC 3HAYCHUS UCKOMBIX BEJIMYMH.



Knaccugpuxkauusn 3aoau

IIpexne Bcero, 3agauyn ONTUMHUA3ALUNA MOKHO
OTHECTH 110 THUITY apI'YMEHTOB K JUCKPETHBIM
(KOMOOHEHTHI BEKTOpa X OPUHHUMAIOT JUCKPETHBIC
WJIH 1ICJIOYMCIICHHBIC 3HAUCHUS) U K HEOPEPHIBHBIM
(KOMOOHEHTEI BEKTOpa X HENPEPBIBHBI).

JIJ1s1 IUCKPETHBIX 3a4a4 pa3pad0TaHbl COBEPIICHHO
CIICHM(PUICCKHUE METOAbI ONTUMHU3AIUK. MBI UX
paccMaTpuBaTh HE OyJeM.



3agaun ONITUMHU3ANU MOYKHO
KJIACCU(PUIUPOBATH B COOTBETCTBUH C BUIOM
¢ynkmuit f, h,, g, u pasmepHOCThIO BeKTOpa X.

3aJ1aun, B KOTOPBIX X MOPEACTaBIISICT COOOU
OJHOMEPHBIA BEKTOP, HA3BIBAIOTCA 3a/la4aMU

C 0OHOU NEePeMeHHOU U COCTABIISAIOT
IIPOCTEUIINH, HO BMECTE C TEM BEChMAa BAXXHBIN

IMOIKJIACC ONITUMHU3AIIMOHHBIX 3aj1a4.



3aga4y yCIOBHOM ONITHUMM3ALMM, B KOTOPBIX
Gynkuu hy, u ¢; ABASIOTCSA TUHEHHBIMU, HOCSIT
HA3BAHUE 34714 C JIUHEUHBIMU 02DAHUYCHUAMU.
B Takux 3amadax 1eJIeBbIe (PYHKIIMH MOT'YT OBITh
00 JTUHEUHBIMHU, JINOO0 HEJIUHEHHBIMU.



3aJ1auM, KOTOPBIE COAEPHKAT TOJBKO JIMHECUHBIC
()YHKIIMK BEKTOpa HEOPEPHIBHBIX IIEPEMEHHBIX X,
HA3bIBAIOTCA 3A0AYAMU TUHCUHO20
NPOZPAMMUPOBAHUA;

6 3a0auax UCJIOUUCIICHHOZ20 RpOCpAMMUPOBAHUA
KOMIIOHCHTHI BEKTOpa X IJOJIKHBI IPUHHUMATH
TOJIBKO L CJIBIC 3HAUYCHUA.

Knaccudukaiyo onTUMU3AIUOHHBIX 3a/1a4 MOKHO
IPEeACTABUTH B CICAYIOLICH (PopMe:



OnruMu3zanus.
Juckpemuas:

LlenounciaeHHOEe MPOrpaMMHUPOBAHUE;
CTOXaCTHYE€CKOE MPOrpaMMHUPOBAHMUE.

Henpepboienas.
be3yciioBHas: YcioBHaA:
[ nobGansHas JInnentHOE
ONTUMU3ALINS; IPOrpaMMHUPOBAHMNE;
JHuddepennupyemas  HenuHeliHbie
ONTUMU3ALINS; 3aJ1a4u;

Hemnnddepenumpyemas CToxacTHuecKoe
ONTUMU3ALIHSL. IpOrpaMMHUpPOBaHMUE.



boiee noapoOHas kiaccupukauus IpruBeacHA
Ha puC. 2

(COracHO UCTOYHHKY
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc

/[ _vti_bin/shtml.dll/Guide/
OptWeb/index.html/map

).



http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/_vti_bin/shtml.dll/Guide/OptWeb/index.html/map
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/_vti_bin/shtml.dll/Guide/OptWeb/index.html/map
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/_vti_bin/shtml.dll/Guide/OptWeb/index.html/map
http://www-fp.mcs.anl.gov/otc/_vti_bin/shtml.dll/Guide/OptWeb/index.html/map
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1. OnTumMmnsaumnsa B LLMPOKOM CMbICI1E CIlOBa
HaxoauT NPUMeHeHMe B HayKe, TEXHUKE N B
nobon gpyron obnactu 4YenoBeYyeckou
OEeATENbLHOCTMW.

OnTumMmmnsaumnsa — uereHanpasneHHas
OeATeNbHOCTb, 3aKno4varLulaaca B Nony4vyeHuu
Hauny4dwmnx pesynbTaToB Npy COOTBETCTBYHOLLNX
YCIOBUSX.

[ToUCKM onTUManbHbIX peLleHnn NPUBENU K
CO34aHUI0 cneunanbHbliX MaTeMaTU4eCcKmX
MeToAdoB 1 yXe B 18 Beke Oblfin 3ar10XKeHbI
MaTemMaTuyeckme OCHOBbLI ONTUMU3aL K
(BapuaLMOHHOE UCHUCIIEHNE, YNCNEHHbIE
MeTodbl U ap.).



OpaHako oo BTopou nosroBuHbl 20 BeKa
MeTodbl ONTUMMU3ALMN BO MHOTMX O0DNacTAX
HayKn U TEXHUKN MPUMEHANNCL OYEHb PeaKo,
MOCKONbKY MPakTU4YEeCKOE NCMOSb30BaHME
MaTeMaTUYECKNX METOO0B ONMTUMMN3AL NN
TpeboBaro orpoMHON BbIHYUCITUTESIBHOU
paboTbl, KOTOpYto 6e3 OBM peannsoBaTb
ObINo KpanHe TpyaHo, a B psae criydaeB —
HEBO3MOXXHO.



OcobeHHOo bonbLIne TPYOAHOCTM BO3HUKANM
npwu peLlleHnn 3agad ontTMmMmnsaumm ns-3a
OonbLUOro Yncrna napamMmeTpoB N NX CIIOXKHOW
B3aMMOCBA3N MexXay coboun.

[Mpn Hannuynn SBM psg 3agay ontummnsaunm
NnoadaeTCcs peLleHUto.



lMpu nocmaHoeke 3adavyu onmumu3ayuu
Heobxo0umMo:

1. Hannymne obbekTa onTuMm3sauum n uenwu
onTumusauumn. Ipmn atom dpopmynmnpoBka
KaXkaon 3agadv ontuMmaaunm OomkHa
TpeboBaTb 3KCTPEMASIbHOIO 3HA4YEHUSA NULLb
OJHOWN BENNYNHbLI, TO €CTb OJHOBPEMEHHO
cUCTeMe He OOMKHO NpUnucbiBaTbCcA ABa U
bonee KpuTepUa onTuMmnsaLnm, Tak Kak
NpaKTU4YeCKN Bcerga aKCTpeMmym O4HOro
KPUTEPUS HEe COOTBETCTBYET SKCTPEMYMY

LOPYroro.



TUNUYHBIN NPUMEP HenpaBUIbHOU
NOCTaHOBKM 3a4a4n onTUMuU3auuu:

"NMony4ynTb MakCcUManbHYyto
NPOMN3BOAUTENBHOCTb NMPU MUHUMASbHOW
cebectonmocTi".

OLwmnbka 3aKknyaeTcsa B TOM, YTO CTaBUTCH
3aflavya noucka onTMMmyma OByx BeNIUYUH,
NpoTMBOpEeYaLLUnX ApYr Apyry no CBOEN CyTW.



[1paBUNbHOW NOCTAHOBKOW 3a4a4n MOXET
ObITb:

a) Nony4YnTb MakCUManbHYIO
NPOMN3BOANTENBHOCTb NMPU 3aJaHHON
cebeCTOMMOCTU;

6) noNy4YnTb MUHUMarbHYO CEDECTONMOCTb
npu 3agaHHOW NPON3BOANTENBHOCTM.

B nepBomM cny4dae Kputepum ontmumMmmsaymnm —
NPOnU3BOANUTENBHOCTbL, 8 BO BTOPOM —
cebecToOMMOCTb.



2. Hann4ymne pecypcos ontummnsauunm, noa
KOTOPbIMM MOHUMAaKT BO3MOXHOCTb BblboOpa
3Ha4YEeHUN HEKOTOPbLIX NapamMeTpoB
onTMMunsnpyemoro obbvekta. O0bLEKT AOSTKEH
obnagaTtb onpeaeneHHbIMU CTENEHAMM
cBoOOabl — YNpaBnAloLwWnUMn BO34EUCTBUAMMN.

3. BO3MOXXHOCTb KONMNYEeCTBEHHOW OLIEHKU
ONTUMU3NPYEMOU BENUYUHbLI, MOCKOSbKY
TONbKO B 9TOM Clny4Yyae MOXXHO cpaBHMBATb
9dpdeKTbI OT BbIOOpPA TEX UIMN UHbIX
yrnpasndaLnX BO3OEUCTBUMN.

4. Y4yeT orpaHuveHun,



[pumep 1.

3adaya O rnsiaHuUpoeaHuu 8birnyckKa npooyKyuu
rnpu o2paHU4YeHHbIX pecypcax
HedTenepepabaTtbiBaloLwnmn 3aBo Npon3BoauT 3a
mecay 1500000 n ankunata, 1200000 n KpeKUHr-
6eH3nHa n 1300000 n n3oneHtona. B peaynbrarte
CMELUNBAHNS 3TUX KOMMNOHEHTOB B MPOMNOPLINSAX
1:1:1 n 3:1:2 nony4yaetca 6eH3nH copta An b
cooTBeTcTBeHHO. CTommocTb 1000 n 6beH3nHa
copTta A n b cootBetctBeHHO paBHa 16000 py6. un
20500 py0.

Onpegennutb Mecs4YHbIW NnaH NPomn3BoaCcTBa
beH3nHa copta A u b, npn KOTOPOM CTOUMOCTbL

BbIMYyLLEHHOWN NpoAyKuun byaeT MakCMMarnbHOMW.



[Tpumep 2.
3adaya 0 HaxoxX0eHuUu pa3Mepos
Haz2pyxeHHoU 6asiku

3agaHa cTpouTenibHasa KOHCTPYKLUKUA,
cocTodaLlasa n3 bankm A annmHom L=35,6 cm un
XecTkon onopbl B. banka A kpenutca Ha
ecTkomn ornope B (puc. 1) c nomoLbio
CBapHoOro coeanHeHuq. banka
nsrotaesnuneaetcy 13 ctanu mapku 1010 um
OOJMKHA BblOepXXaTb Harpys3ky F = 2721,5 Kr.
Paamepsbl h, t, TonwmHy b, wunpuHy | ceapHoro
LLIBA HEODOXOAMMO BbIOpaTb Taknm obpasom,
4YTOObLI NOJSIHbIE 3aTpaThbl ObINMY MUHUMATBHBIMW.



Puc. 1. HazpyxeHHas barika



OJHaKO B YAaCTHBIX 3ajJla4ax ONTUMH3ALMH, KOr1a 00bEKT
ABJIACTCS YaCThIO TEXHOJIOTMUYECKOI 0 IPoliecca, HE BCEraa
yJAE€TCs WK HE BCEra LEIeCO00Pa3HO BBIACIIATh IIPSIMOK
SKOHOMHYECCKHUHU II0KA3aTelIb, KOTOPBIN ObI IIOJIHOCTHIO
XapakTepu30Bal 3(P(HEKTUBHOCTb paOOTHI
paccMaTpuBaecMoro o0beKkTa. B Takux ciiydasx KpuTepuem
OIITUMAJILHOCTH MOXET CIIYKUTh TEXHOJIOTHYECKas
XapaKTEPUCTUKA, KOCBEHHO OLICHUBAIOIIAS
SKOHOMHMYHOCTh Pa0O0THI arperara (Bpemsi KOHTaKTa, BBIXO/I
IpOAYKTa, CTCIECHb IIPEBPAICHUS, TEMIIEPaTypa).
Hanpumep, yctaHaBiIMBaeTCA ONTUMAIbHbBIN
TeMIIEpaTyPHBIN NPODUIIb, JIUTEIBHOCTD IIUKIIA
"peakys—perenepanys' .



B 3amauax onTUMU3AIMH PA3IMYAOT IPOCThIC U
CII0’KHBIC KPUTEPUU ONTUMHU3AIUY.

Kputepuil ONTUMAIbHOCTHA HA3BIBACTCS HPOCHBIM,
eClli  TpeOyeTCs ONpEAeIUTh SKCTPEMyM  IICICBOU
GyHKIMK Oe3 3ajaHMs YCIOBMM Ha Kakue-Iu0O0 Ipyrue
BEIMYMHBL. Takue KpUTepUH OOBIYHO MCIOJIB3YIOTCS MPU
PEIICHHM 4YaCTHBIX 3aJa4 ONTHUMHU3AIMHK (HAIIpUMED,
OIIPEACIICHNE MAaKCUMaJbHON KOHIEHTpAIMU IIEIEBOrO
NPOAYKTa,  ONTHUMAJIbHOTO  BpPEMEHM  IIPCOBIBAHMS
PEAKIIMOHHOM CMECH B aIlllapate H T.I1.).



Kputepun ontumManbHOCTN Ha3biBAETCA CJZTIOXKHbIM,
eCnn HeobxoAMMO YCTAHOBUTb AKCTPEMYM
LeneBon YHKLUN NPU HEKOTOPbLIX YCIOBUAX,
KOTOPble HaKNnaabiBalTCs Ha psad Apyrux BENUYUH
(Hanpumep, onpeagerieHne MmakcumMmasribHOW
Npon3BoANUTENBLHOCTU NPU 3a4aHHON
cebecToMmMocTu, onpeaereHne onTMmMmaribHOu
Temnepartypbl NPU orpaHUYeHnsax no
TEPMOCTOUKOCTU KaTanusaTtopa v ap.).

[lpouenypa pelleHns 3agaydm onTMumm3saumm
o0s13aTeribHO BKIIHOYAET, MOMUMO BbiboOpa
yrnpasndaroLWnX napameTpoB, eLle U ycTaHOBIeHNe
OorpaHU4YeHUN HaA 3TU NapaMeTpbl (TEPMOCTOUNKOCTD,
B3pbIBOOE30MNAaCHOCTb, MOLLIHOCTb
nepekaymBaroLLMX YCTPOUCTB).



O/THOMEPHAA OHTHMH3ALIHA

Ontumuzanys (QyHKIAW OJHOM IIEPEMEHHOM
— HanO0O0JIee MPOCTOM THUII ONITUMHU3ALMOHHBIX
3aJ1a4. 1'eM HEe MEHee, OHA 3aHUMACT BAXKHOEC
MECTO B TEOPUH ONTUMH3AILMNA. ITO CBA3AHO C
TE€M, YTO 3aJ1a4M OJIHOIIAPAMETPUUYECCKOM
OIITHMM3ALMU JOCTATOYHO YaCTO BCTPEUAIOTCH B
WHXXCHEPHOU MPAKTUKE U, KPOME TOI0, HAXOIAT
CBO€ IPUMEHECHUE IIpU peain3aiuun 0oyee
CJIOKHBIX UTEPATUBHBIX IIPOLIEAYP
MHOTOIIapaMETPUYECKON ONITUMU3BALINH.



Pa3paboTaHO O00IBIIOE KOJIUYECTBO
METOA0B OJJHOMEPHON ONTUMHU3ALIMU U MbI
PACCMOTPHUM JIBE I'PYMIBI TAKUX METOIOB:

*Uemoobl CYIUCEHUA UHmMepeaid
H€07’lp€0€]l€HHOC‘mu;

*Uemoobl C UCNOIb308AHUEM l’lpOMS’BOaHblx.



MeToibl CYyKEHHUA HHTEPBaIa HEOTIPEICIIEHHOCTH

[Iycts TpeOyercs HaliTu MuHUMYM QyHkmun f (X)
Ha  HEKOTOpOM  HMHTepBaie  [a,D]. 3amaua
MPUOIMKCHHOTO OTHICKAHUS MHHMMYMa B METOJaX
CY’)KCHHS MHTEpBala HEOMNPEIACICHHOCTH COCTOUT B
TOM, 4YTOOBl HAUTH MHOXKECTBO a0CLUCC Xi, X5,..., X,
B KOTOPBIX BBIYHMCIACTCS (YHKIUSA, TaKoe, 4TO
MHHHMMAJbHOE 3Ha4YeHne T JIeKUT mpu HEKOTOpOM |

B UHTEpBaIC X; { < X <X.



Takon UHTEPBAJI HA3bIBACTCSI
MHTEPBAJIOM  HEOIPEACICHHOCTH  D.
O4eBUIHO, YTO CHAYajJga HWHTEPBAI
HEONPEACICHHOCTH D coBmamaer ¢
oTpe3koM [a, b].

CylIecTBYIOT HECKOJIBKO  CIIOCOOOB
CUCTEMATHYECCKOTO CYKCHHS HHTEpBalia
HEOIPEACIICHHOCTH.

PaccMoTpuM Tpu U3 HUX.



OO01mum’ NoucK

ITycth TpeOyerca HaTH MUHUMYM GyHKIUH f (X)
Ha HEKOTOpoM wuHTEpBajie [a,b]. Ecam o yHKIMM
f(X) Ha »>TOM WHTEpBajc HMKAKON IOMOJHHUTCIHLHON
MH(MOPMAIIUK HEWU3BECTHO, TO IS IIOMCKA MUHUMYMa
Ha [a,D] MOXHO NPUMEHHUTH MNPOCTESHUIIUNA METO
nepedopa, Wiiv, MHa4e, OOIIETO ITOKCKA.

B »Ttom wMetome wuHnTtepBanm [a,b] nmemmTrcs Ha
HECKOJIBKO  PaBHBIX 4YaCTe C  IOCICAYIOIIAM
BBIYMCJIICHHEM  3HAYCHUHW  (QYHKOMKA B y3Jax
MOJIYYEHHOU  CEeTKM. B KadyecrBe  MHUHUMYMa
IPUHUMACTCS aocrucca C MHUHUMAaJIbHBIM
BBIYHMCJICHHBIM 3HAYCHUEM (DYHKIIUH.



>
a=X; Xo Xz X4 X5 Xg X7 Xg b=Xg
B pesyibraTe MHTEpBad HEONMPEACICHHOCTH CYXKACTCA J0
JBYX IIIarOB CETKH.
OOBIYHO TOBOPAT O APOOJCHUN UHTEPBAJIA HEOMPEACICHHOCTH,

KOTOPOE XapakTepusyercs kodpduiueHToM o. Paznenus
MHTEPBAJl HEONPEICICHHOCTH Ha N paBHBIX YacTel, moayuum N+1

2
y3ell. Torna o =—. IIpy 3TOM HEOOXOIUMO BBEIYUCIUTH (PYHKIIHIO
N

N =n+1 pa3za.



CrenoBaTelibHO,

__% N=345. (2.1)
N1

Yto0ns! nonyunth 3HadeHue o, = 0.01
noTpeOyeTCs BBIYUCINTh (PyHKIMIO B 201
Ttouke, a mpu a=0.001 N=2001.

SAcHo, 4TO 3 (HEKTUBHOCTH ATOTO
METOJa C YMEHBIIICHUEM UHTEpBAJIa
HEOIIPEACICHHOCTH OBICTPO MagacT.

0



YHUMOJAJBbHbIC (DPYHKITUA

bonee 3(ppekTUBHBIE METOABI MOKHO IIOCTPOUTb,
€CIM IPEANOJIOKUTh, YTO HccleayeMas (QyHKIUS
MMEET B pPACCMATPUBAECMOM HHTEPBAJIC TOJBKO OJIMH
MHUHUMYM. bojee TOYHO: NIPEAmnoJIO)KHM, 4YTO B

nHTEpBaje [, D] MMeeTcs eIMHCTBEHHOE 3HAYCHUE X
rakoe, uto f(X) — munmmym f(X) Ha [a, b] u uro
f (X) ctporo yobIBaeT M X < X M CTPOTO BO3PACTaeT

IS X2>X. Takas (OYHKLIMS HA3bIBACTCS
VHUMOJAJILHOM.



Jl14 ee rpaduka UMEIOTCS TP Pa3IMUHbIE (DOPMBI.




3aMeTuM, 4TO YHUMOZANbHas (PyHKIHS HE 00s3aHa
OBITh IIAJKOM WU JAKE HEIIPEPBIBHOM.

M3 npeanonoxeHus yYHUMOIAIBHOCTU CIEAYET, UYTO
JUI JIFOOBIX TOYEK X, X, MHTEpBada [a, b], Takux, yTo

X, < X, < X cipasemBo T (X,) < f(%). Ananoruuso,
ecmt X <X, <X,,to f(X,)> f(x)). O6parHo, ecnu
X, <X, u f(x)>f(x,), o X <X <b, a ecm
f(x)< f(x,), o a<Xx <X, [anee Gyaem CUMTaTh
MCCIACAYEMYIO (DYHKIIMIO YHUMOIAJIBHOM.



MeToa geJieHUsI HHTEPBAJIA MOI0JIAM

Pa3nennm untepBan [a, b] Ha aBE paBHBIC YACTH,
a 3aTeM KayKIyI0 M3 JacTel elle Ha JBe PaBHbIE YacTH.

D




DTO NEPBbIM 3TAIl NOUCKAa MUHUMYMa. Ha HeM 1ociie
IATH BBIYMCIICHUN (DYHKIIMH (JIBAa — HA Kpasix U TPH —
BHYTPH UHTEpBana [a, b]) maTepBan HeonpeneneHHOCTH
Cy»KaeTcCs BJIBOE, TO €CTh Ha 3ToM atare o, = 0,5. HoBbil
HHTEPBAJl HEOPEENICHHOCTH | X,, X5 | cHOBa pasmenum

ITIOII0JIaM, d 34TCM KAKAVYIO IIOJIOBHUHY CHOBA ITOIIOJIAM.



Teneps 3HaueHUS PYHKIUH 10 KpasiM U B €r0 CEPEANHE
YK€ N3BECTHBHI.

IloaTOMY 11 3aBEPIIICHUS TOUCKA HA DTOM J3TaIe
TpeOyeTCsI BBIYMCINUTD TOJBKO JIBA 3HAYCHUS (DYHKIIHH,
IIOCJIE YEr0 MHTEPBAJ HEOIIPEACICHHOCTH CHOBA
YMEHBIIIUTCS BIIBOE.

DTO IPEUMYIIECTBO PACCMOTPEHHOI'O METOA
COXPAHUTCA U B JTAJIbHEUILIEM.



[Iocne N BeuxcaCHHE (QYHKIUH KOY(PQPHUIMECHT

NpoOJICHUS HHTEPBaIa COCTABIISIET
N-3

a=(0,5) 2 ,N=57,09,.. (2.2)

31€eCh N=5,79,..., Tak Kak MHTEPBAJI
HEOIPEICICHHOCTH, HAyMHAasg CO BTOPOrO  JTala,
YMEHBIIACTCS TOJILKO TIOCJI€ JABYX  BBIYMCICHHI
byaxmm. U3 (2.1),(2.2) BugHO, YTO METON JCIICHUS
noroaaM 3(p(eKTHBHEE, YeM OOIIUH IIOKCK.



MeTo/1 30J10TOr0 CeYeHU

Jlenenue nHTEpBalia Ha HEPaBHBIC YaCTH
MIO3BOJISIET HAUTH erle 0oJiee 3(pPEeKTUBHBIM
METO/I.

Brerancianm QyHKIMio Ha KOHIIAX oTpe3ka [a, b]
U MOJIOKHUM a =X, b=X,.

BreraucianMm Taxoke (PyHKIIUIO B IBYX BHYTPSHHHUX
TOUKaX Xg, Xu.



CpaBHKMM BC€ YETHIPE 3HAYCHHUS (DYHKIIUH U BEIOEpEM
CpeJ HUX HAaHMEHBIIEE.

Vi |

I

I

I

I
a=X1 X3 X4 b=X,




[IycTh, HampuMep, HAMMEHBIITUM 0Ka3anoch f(X,).
Od4eBUAHO, MHHHMYM HAxXOAUTCI B OJHOM U3
IIPHUJIETAIOIMX K HEMY OTPE3KOB.

[TosToMy otpe3ok [a, X;| mMoxHO OTOpOCHTH H

OCTAaBUTH OTPE30K [X,, b
[Tepserit miar caenan. Ha otpeske [X;, b] cHOBa

HaJ0 BbIOpAaTh ABE BHYTPECHHHUE TOUYKH, BLIYMCIIMB B
HHUX W Ha KOHIIaX 3HAYCHUS (DYHKIMM U CICIATh
CJICIYIOIIMHU Iar.



Ho Ha npeapiayieM 1are BeIYMCIEHUN Mbl YKE
HaluId (DYHKIIMIO HA KOHIIAX HOBOTO OTPE3Ka
|X;, b] 1 B OIHOI €ro BHyTPEHHEN TOUKE X,.

[ToromMy mocTaTo4HO BEIOpAaTh BHYTpH [ X, b| emte

OIHY TOYKY X, ONPEAEIUTH B HEU 3HAUCHUE

()YHKLIMHM U IPOBECTU HEOOXOIMMEBIC CPABHECHHUS.
TO BYETBEPO YMEHBIIAECT OOBEM BBIUYUCIICHUN HA
OJHOM IlIare mporecca.



Kak BbITOJIHO pa3MeEIaTh TOYKH ?

Kaxapl pa3 OCTaBIIUHUCS OTPE3OK JCIIUTCA HA
TPU YaCTH U 3aT€M OTOPACHIBACTCS OAVH M3
KpanHUX OTPE3KOB.

O003Ha4YMM ITEPBOHAYAILHBIM HHTEPBAII
HEOIIPEICICHHOCTH uepe3 D.



a=X1

Tak kak B 001IEM ClTy4ae MOXKET ObITh OTOPOIIIEH 000K
U3 OTPE3KOB X X3 Wi X, X,, TO BBIOEPEM TOUKHU X3 U X,

TakK, IITO6I>I JJIUHBI 9TUX OTPC3KOB 6BIJ'II/I OJIMNHAKOBBEI.



[Tocne oTOpachIBaHus MOIYYUTCS HOBBIM MHTEPBAJ
HEOMPEACIICHHOCTH IMHEBI D',

O003Ha4YuM OTHOILICHUE % OYKBOH ( :
_D
¢ D

Jlajee mpogOJIKUM IIPOLECC aHATIOTUYHO.

Jlitst aToro uaTepBan D' pazaenum moao06HO
D' D

p’ D

D"— cnemyromnuii ”HTEpBal HEONPEACICHHOCTH.

uHTEepBany D, TOo ecTh mMOJI0KHM



Ho D" mo pnmmHe paBeH OTpe3Ky, OTOPOIICHHOMY

Ha TMPEAbIAYIIEM »JTale, TO €CTh D"=D-D".
[loaToMy TTOTyUnM:

D D’ D" D

— :> I —
D' D-D’ D D
DTO NPUBOJMUT K YPABHEHUIO 1 = ¢ —1 nm,
P
YTO TO XK€

®°—p—-1=0.



[1010)KUTENBHBIN KOPEHB 3TOT0 YPABHEHUSA JAET

\/§+1
2

(p = ~ 1, 6180

llociequee 4nucio U3BECTHO B MATEMATHUKE KaK
30JI0TO€ OTHOIIEHHUE, & ONTUCAHHOE JIEJICHUE OTPE3KA
KaK 30JI0TO€ CEYCHHUE.

IloTromy paccMaTpuBaeMbI METOT ITOUCKA
MUHUMYMa HA3bIBAOT METOIOM 30JI0TOTO CEYECHUS.



D
OtHomleHne — =@ ~1,618 mnoka3pIBacT, BO

,

CKOJIBKO pa3 COKpAIaeTCs MHTEPBAJI
HEONPEJCICHHOCTA  INpPU  OJHOM  J00ABOYHOM
BBIYHCIICHUHU (DYHKIHM.

YuTeMm, 4TO NEpBBIC TPU BBLIYUCICHHUS €IIEC HE
COKpaIllal0T UHTEPBaJI HEONPEACICHHOCTH.

[Iostomy mnociae N  BbelUMCIEHHUM  (DYHKIUU
KO3 puumeHT apoOiieHus OyaeT

N-3
o=|t ~ (0,6180)" 2. (2.3)
¢



[Ipu N — o0 IJIMHA UHTEPBAJa

HEOIPEACIICHHOCTA CTPEMHUTHCA K  HYJIKO  Kak

1
IrcoOMCTPpHUYUCCKAA IIPOIrpeCCHsiA CO 3HAMCHATCIICM —, TO

¢
CCTh MCTO/L 30JIOTOI'O CCUCHHUA BCCI'ZIda CXOAUNUTCA.

O4eBUIHO, ATOT METOJ Oonee A(PPEKTUBEH, YEM
METOJl JCJACHMS TIIomojaM, Tak Kak 1ocie N
BBIYHCIICHUI (yHKLIMHT IJIMHA MHTEpBaJIa
HEOIPEACICHHOCTH YMEHBINACTCS IIPU  30JI0TOM

cequeHnn B @ ° ~(1,6180)"° pa3, a B Mmeroze
n-3

NENIEHNs TIOTIONaM B 2 2 ~ (1,4142)"° paza.



IIpuBeneM  Temepp  BBIYMCIWUTEIBHYIO  CXEMY
METOA.

D
Nmeem E:(p,npnqu
— ,_
Xy — X Xy — X
[Tostomy 24— =¢, 2—2L =0,

YyTO JIaeT:



1 J5-1

Xg =X —=—(Xp = %) = %, — (X; —X;) =
0 2

X, —0,6180(X, — X;) (2.4)
1 J5-1

X, =% +— (X, = X)) =X + > (X, — X,) =

X, +0,6180(x, — X,) (2.5)

Tak kak JIUHBI OTPE3KOB X X3 U X, X, PABHBI,

ocCJIeJHEE PABEHCTBO MOXKHO IIepEIMcaTh
CIEAYIOLIUM 00pa3oM:

X, = X+ X, — Xg. (2.6)



ITocae cpaBHEHMST MOXKET OBITH OTOpOIIECHA
TOYKA C JIOOBIM HOMEPOM, TaK YTO Ha CICAYIOIIUX
[rarax OCTaBIINECS TOYKH OyayT
EPEHYMEPOBAHbI OECIIOPST0YHO.

IlycTh Ha TAHHOM OTPE3KE €CTh YETHIPE TOUKH,
Xi» Xj» X¢» Xj, M3 KOTOpPBIX Kakuhe-TO  JBE

SIBJISIFOTCS. KOHIIAMU OTPE3Ka.

BeiOepeM Ty TOYKY, B KOTOPOHM (DYHKIMS
NPUHAMACT HAWMEHBIIEE 3HAYCHUE; IMYCTh 3TO
OKa3aJ1ach TOYKA X; :

F(x) < T(X;), T(X), T(x) (2.7)



3aTeM oTOpachiBaeM Ty TOYKY, KOTOpas Oolice
yJalieHa OT X (3TO BEPHO B METOAE 30JI0TOTO
ceyeHus). [IycTe 3TOM TOUKOM OKa3zanace X, :

X —xi\>‘xj —xi‘, X — X

Onpenenum ITOPS 0K pacupeneieHus
OCTaBIIMXCS TPEX TOYEK HA YHUCIOBOU OCH; ITYCTbh,
Hanpumep, X, <X; <X;. llponymepyem 31n TOUKH,

nonoxxkuB k=1, =2, 1=3.
Torma HOBYHO BHYTPEHHIOH) TOYKY BBEIEM IIO
dbopmyiie (2.6):



Ee Homep Teneps — 4.
Beiuucium  pynkuuio f(X,) B 3TOM TOUKE.

BBITIOJTHUM CpaBHEHHE, OTOPOCHM OJIHY TOYKY,
3aHOBO IIEPEMMEHYEM TOYKH, BBEJIEM HOBYIO
TOUKY 110 opmyne (2.6) u T.1.

MuyHMMYM  HaXOAWTCA  TAE-TO  BHYTPH
MOCTIETHETO OTPe3Ka: X € [X;, X, ].

IloaToMy mpoliecc mnpekpaliaercs, Koraa
JIJIMHA 3TOr0 HWHTEpPBAJa HEONPEICIICHHOCTH
CTAHET  MEHBIIE  3aJaHHOM  ITOTPEIIHOCTH:
X, — X, <€.



3ameruM, 4TO ecinu Ha [a, D] ynxmus
MMEET HECKOJbKO MHHHMYMOB, TO IPOIECC
COUZETCA K OJHOMY U3 HHUX, HO HE
00513aT€IbHO K HAUMEHBIIIEMY .

IIpuBeneM TaOIWIy CpaBHEHHS METOJOB
IIOMCKa MHHUMYyMa 110 3HAYCHUSIM
KO3 dulmeHTa ApOOJICHUS MHTEpBAaJIa
HEOIIPEICICHHOCTH Imociie N BhIUMCICHUM

(O YHKIIHU:



Koaddumuent apodieHus o

N OOmmii nouck | Jlemenue momnoaam | 30J10TOE CEUCHUE
3 1 1 1

4 0,667 - 0,618

5 0,500 0,500 0,382

6 0,400 - 0,250

{ 0,333 0,250 0,146

8 0,286 - 0,090

9 0,250 0,125 0,056
10 0,222 - 0,0345
19 0,111 0,00391 0,000453
20 0,105 - 0,000280
21 0,100 0,00195 0,000173




YcTtaHOBIIeHMe nepBOHa4vYarnbHOro
WHTepBasna HeonpeaneneHHOCTU

PaccMOTpEHHBIE BbIIIIE METOABI IIOUCKA
MHUHUMYMa, KOTOPBIE MTO3BOJISIOT ONIPEACIUTH
ONTUMYM (DYHKIIUH OJHOM NEPEMEHHOM ITyTEM
YMEHBIIICHUS UHTEPBAJIA ITOMCKA, HOCIAT HAa3BAHUE
METOJI0B UCKJIFOYECHUS UHTEPBAJIOB.

IIporiecc npuMeHEHUS METOIOB IOMCKA Ha
OCHOBE HMCKJIFOUYEHHUS UHTEPBAIOB BKIKOYAET JABA
Jrara:

* 3TAll YCTAHOBJICHUS I'PAHUIL] MHTEPBAJIA;
* 3TAll YMEHBIICHUS UHTEPBAJIA.



PaccMoTpuM Temneph 3Tal YCTAHOBJICHUS T'paHUII
uHTepBaia. (OOBIYHO HCIIOJB3YETCS IBPUCTUYECKHUU
METOH, HampuMep, Mmetoa CBEHHA.

Hrtak, nmycTh TpeOyeTcss HaWTH MHUHUMYM (PYHKIIUH
f (X) me Ha oTpe3ke, a Ha Bceit ocu x. I[Ipemnmonoxum

caoBa, uto ¢yHKOus f(X) yHmmopambHa. Bribepem
HEKOTOpOE€ HavyalbHOE MPUOIMKEHUE X,, U CAEIaeM U3
HEro Imar HeKOTopoil niuHel h: X, = X, + . Eciu f(X,)
okaxerca Oombmiee, yem f(X;), TO H3MeHUM
HalpaBJI€HHE Iara M IOJOXKUM X, = X, +h. IlycTs
Tenepb  (X,) < f(X,). YaBoum mar h'=2h u nonoxum
X, =% +h" u T.1., 10 Tex mop, mMoKa Ha HEKOTOPOM
mare He OyJiet BoinonHeHo yciosue f(x,)> (X, ;).



X, X, X, X; XX

1

Tenepp ACHO, YTO MHHUMYM YHUMOJAJILHOU
(DYHKIIMK JICKAT HA OTPE3KE [X4, X3] U €ro MOXHO

HaUTHU OIHHUM M3 PACCMOTPCHHBIX MCTOIOB.



PaccCMOTpEHHBIE METOABI ONTUMHU3ALIUH
MCIIOJIb3YIOT TOJIbKO 3HAYCHUS (PYHKINH . Takue
METOIbI HAa3bIBAKOTCA MeTOJaMu 0-T0 mopsiaka.
CKOpPOCTh UX CXOAUMOCTH HEBEJIMKA.

Eciu npearnonoXKuTh, 4TO PyHKIMA

i dhepeHIpyemMa, TO MOKHO OPEII0KUTh
00J1€€ OBICTPBIC METO/IbI, UCIIOJIB3YIOIINE
IIPOU3BOIHBIC.

MeTobl, MCIIONB3YIOIINE HepEylo TIPONU3BOIHYIO,
HA3BIBAIOTCS METOJAAMU 1-T0 mopsijika u T. .



HBI0TOHOBCKHE METOABI

[Tycts dyaxmusa f(X) aBaxnasr quddepeHmupyema.
Kak wu3BeCTHO W3 MaTeMaTHYCCKOTO  aHalIu3a,
yCIOBHEM MHHHMyMa TakKod (QyHKIUHM SBIISCTCH
PaBEHCTBO

f'(x")=0. (2.8)
DT0 He00XoAuMOe yclIoBHe. 11 TOro 4ToObl TOUKA

*

X ObLJJa MHMHMMYMOM, JOCTAaTOYHO BBINOJHCHUS
yCIIOBUS

f"(x)>0. (2.9)

bylieM 4MCI€HHO peniarh YypaBHEHUE

f'(x)=0. (2.10)



3agagMM HEKOTOPOE HadalabHOE IPHOIMKCHHUE
X,, PA3JIOKUM B OTOM TOYKE (QPYHKUHUIO B P

Tewnopa W oOrpaHuyuMcs JIMINb YI€HAMU 0
BTOPOI0 MOPSAAKA BKJIHOUHUTEIBHO, T.€. MOCTPOUM
KBaIPATUYHYIO MOJACIb (DYHKIIUH:



¢ ! 1 "
f(x)~ f(x)+f (xk)(x—xk)+§f (xk)(x—xk)z. (2.11)
Ecnu f”(Xk);éO, f(x) OydeT UMETh €IUHCTBCHHYIO

CTallMOHAPHYIO TOYKY. Hangem ee, qi1s yero npupaBHAEM
Hy 110 mpon3Boaayio f'(X):

£/(x) = f/(x )+ (% )(x=x%.)=0.

PemmM 310 ypaBHEHHME OTHOCHUTEIBHO X U HAUACHHOE
peIIeHNEe IPUMEM 3a ouepeagnoe, K+1-oe mpubmmkeHne K
MHUHHUMYMY:

X1 = X = Fix) - (2.12)



Gopmyny (2.12) MOXHO IIOIYyYUTh HHAYE,
eClIi MPHUMCHHUTHh YHCIICHHBIA METOJ peIICHUS
ypaBHeHUS ((X) =0, HU3BECTHBIN, KaK METO/I

HproToHa:
9 (%)
0' (%)
Hazio ToipKO y4ecTh, UTO TEIEPh MBI peliaeM
ypaBaeaue f'(X)=0, To ecTtb  IOJIOXKHUTH

g(x) = T(x).

X1 = K¢ —



Y amroputma (2.12) ectb aBa HemocTatka. Bo-
nepBbiX, ypaBaeHue f'(x) =0 Moxer ompenensTs HE
TOJIBKO MHHHMYM, HO H MaKCHUMyM. Bo-BTOPBIX,
MOJEIbHAS  (PYHKIIMS f(x) MOXET  CHJIBHO
OTINYAThECSA OT ONTHMH3Mpyemou (yHkmuu f(X) u
mar X, ,; — X, MOXXET OKa3aTbCs CIUIIKOM OOJIBIINM:

$. 0
J®




[ToaTomy crpateruro (2.12) caenyeT yTOUYHUTS.

YT100Bl OBITH YBEPEHHBIMM, YTO MBI MPOJABUIacMCS K
MUHUMyMY, OyJeM Ha KaXJOM IIare IpOBEPSTh
coorrourerne f (X,,q)< f(x,).

Eciy OHO BBINIOJIHIAETCS, TO MEPEXOAUM K CIEAYIOIEMY
mary uTJg  Eom o oxe  f(Xq)> (%), a
f’(xk)(x—xk)<0, TO (YHKIHA f(X) momkHa
[IEpBOHAYAJIBHO YMEHBIIATHCS B HANpPaBICHUHU OT X, K
Xy, IODTOMY CIEAYIOIIYIO NPUEMIIEMYK TOYKY MOXHO

HaWTH, Apo0s IIar B 0OpaTHOM HampaBJICHWH, HAIIpHUMED,
1OJIOKUB

X, = X1 T Xy
l — "
" 2




N3 dopmynabl (2.12) BHUAHO, YTO BBEIPAKECHHUE
f '(Xk )(X — Xk) OTPHUIIATEIILHO TOTAA M TOJIBKO TOT/A,

korma f"(X,) momoxurenpHa. JTO O3HAYACT, UTO

€COd JOKaJdbHAs MOJCIb, HCHOJb3yeMas IS
nonydyeHnss HeIOTOHOBCKOTO I1ara, MMEET MHHHMYM,
a HE MAaKCUMYM, TO TapaHTHUPYETCS CYIICCTBOBAHUC
OAXOASIIETO HAIIpaBJICHHMS IIIara.
v "
C ngpyroii croponnl, ecimu f (Xk)<0 1

/
f'(x)(x—X,)>0, To mpu mepexone OT X, K Xy,
f (X) mepBoHaYaIbHO YBEIMYHMBAETCS, IIOITOMY IIar
HY>KHO CZEJIaTh B IPOTHUBOIIOI0KHOM HalpPaBJICHHH.



Kputepuil octaHOBa 111 ONTUMHU3ALMH MOXKHO
BEIOpATh B BUJIE

f ’(Xk+1)
f(Xk+1) <Eg, (2.13)

'’AC € — 3aPpaHCC 3dJaHHAA TOYHOCTD.

OnurcanHbI METON ¢ OCHOBHBIM marom (2.12)
M  [PUBEACHHBIMA  YTOYHCHUSMHU  OOBIYHO
Ha3pIBalOT MeToaoM Hprotona wiu Hewmona-
Pagpcona.



B HEkoTOpBIX 3amayax MPOW3BOJIHBIC (HYHKIIUH
f(x) mHemoctymuel um Meron HbOTOHA MOXHO
MOJIU(HULITPOBATE.

BeiOepeM HayanbHOE TNPUONMKEHUE X, U
Masbli mar h.

Paccmotpum tpu TOukm X, —h, X, X +h.
Torma mpomssommbie f'(x ) u f"(X,) MoxHO

AIIPOKCHUMHUPOBATH CIICIYIOMMM 00pa3oM:



M= 2h
(%) = f'( X +h)2—hf’(xk ~h) _
f(x+h)—f(x) f(x)-f(x-h)
_ h h _
2h

f(x +h)=2f(x )+ f(x —h)
2h?

[ToacraBnsis 5TO B anroputm (2.12), Hanaem:



f (% +h)—f(x —h)

— %, —h
Mt = A T e th)—2f (% )+ f (x—h )

. (2.14)

Gopmyna (2.14) maer OCHOBHOM IIAr ajlropuTMa,
Ha3bIBAEMOI'0  KBAa3WMHBIOTOHOBCKMM METOJIOM  HJIH
MOJIU(UIHPOBAHHBIM METOJ0M HbIOTOHA.

Bee cooOpaxkeHuss OTHOCHUTENBHO IIara X, — X,

NpUBOJUMBIE TIpU  BbIBOJE Merona Hwvromona-
Paghcona, ocrarorcs B cuie.



MUHUMYM OYHKINU
MHOI'MUX IIEPEMEHHDBIX

Peabed pyHkuumn

Ilonstue "penved GyHKIUN" yAOOHO paCCMOTPETh
Ha IpuMepe QYHKIUH ABYX HepeMeHHBIX Z = F (X, Y).

OTa QYHKIMS ONUCHLIBAET HEKOTOPYIO ITOBEPXHOCTH B
TPEXMEPHOM IIPOCTPAHCTBE C KOOPAMHATAMH X, VY, Z.
3agaua F(x,y)— min o3HaYaeT MOWCK HU3IICH

TOYKH 3TOU MMOBEPXHOCTH.



Kak B Tonorpadun, n3o0pasum peiabed 3Tou
ITIOBEPXHOCTH JIUHUAMU VPOBHAL.

IIpoBenemM paBHOOTCTOSAMIUE ILIIOCKOCTH

Z=const

M HAUJEM JIMHUH UX IIEPECCUCHUS C TIOBEPXHOCTHIO
F(x,y).

IIpoekiimu 3TUX JUHHUM Ha ILIOCKOCTh X, Y
HA3BIBAKOT JIUHUAMU VPOBHAL.



HanpaBnenue yobIBaHus (PyHKIIMA OyieM
YKa3bIBaTh NITPUXAMHU PAJIOM C JIMHUAMHU YPOBHHA.
I1o BUaY THMHUM YPOBHSA YCIOBHO BBIACIUM TPH
TUTIA peibeda:

KOMJIOBUHHDBI,
08D AJCHDIU,
HEeYNnopsi004eHHbLII.



Y A Y A

oY

Puc.4. KomnosuHHsbil penbegp  Puc.5. OspaxHbiu
penbeg

[Tpu KOTIOBUHHOM penbede TMHUK YPOBHS IMOX0XKH Ha AJLIUIICHI
(Puc. 4).

oA |



PaccMOTpuM OBpaKHBIM THI penbeda.

Ecnu muHuM ypoBHS KyCodHO-TIIaakue (Puc. 5),
TO BBIAEJIUM HA KAXXIOW U3 HUX TOYKY H3JIOMA.
['eoMeTprUUECKOE MECTO TOYEK M3JI0MA HA30BEM
UCMUHHBIM 08PA20M, €CIIU YTOJI HAIIPABJICH B
CTOPOHY BO3pacTaHus (pyHKIIUH,

U 2pedHem, — €CII1 B CTOPOHY YOBIBaHHSI.



Yale TMHUM YPOBHS BCIOJY INIAJKHE, HO Ha
HHUX UMEIOTCS YYaCTKHU C OOJIBIION KPUBU3HOM.
| eomeTpudeckrue Mecra TOYEK C
HauOOJIbIIICH KPUBU3HOM HA30BEM
paspeuiumvim 06pazom

uim 2peounem (Puc. 6).



Y A

Puc. 6. Pa3pewumMsbil ogpaa



Hanpumep, penbed hyHKIHNA
F(x,y)=10(y —sin x)*+0.1x"

(Puc. 7) uMeeT SIpKO BBIPAKECHHBIN N3BUIMCTHIM
pa3pelIMMBbIF OBpar, 'ITHO" KOTOPOIo —
CHHYCOHW/JIa, @ HU3IAsg TOYKA — HA4aJIo
KOOp/IMHAT.




Y4

7o\
SN

Puc. 7. Penbe qoyHKyuu
F(x,y)=10(y —sin x)* +0.1x*

e



Heynopsaoouennutii THIL penbeda
XapaKTEPU3YETCH HaJIMYHEM MHOTHX
MaKCHUMYMOB 1 MUHHMYMOB.

Tak, GpyHKIUA

F(x,y)=(L+sin* x)(1+sin’ y)

(Puc. 8) wnmMeer MMHUMYyMBI B TOYKax
X, =nK, y, =nl ¥ MaKCUMyMbI B TOYKaX,

CABHUHYTBIX OTHOCHUTCIIbHO MUHUMYMOB

Tt v
Ha E I10 KAKIAOU KOOPAMNHATC.
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Puc. 8. Oynkyus
F(x,y)=(1+sin® x)(L+sin” y)

U eé penvep



Bce 3¢ pekTruBHBIE METOBI TOMCKA MUHUMYMAa
CBOJATCS K IOCTPOECHUIO TPACKTOPUH, BIOJIb
KOTOPBIX (DYHKIUS YOBIBACT; PA3HBIC METOIbI
OTJINYAKOTCS CIIOCO0AMU MOCTPOCHUS TaKUX
TPACKTOPUH.

Metoa, IpucnoCOOICHHBIN K OJTHOMY THITY
penbeda, MOKET 0KA3aThCS INIOXMM Ha pebede
IPYroro THUIIA



MeToa MOKOOPAMHATHOIO CIIYCKA
(Metoa I'aycca)
N37105KUM 3TOT METOJI Ha MpuMepe (PYHKIIUHU TPEX

nepemMeHHbBIX F(X,V,2).
Bre10epeM HyJIeBOE€ IPUONMKEHUE Xy, Yo, Zg.

PDuKCcUpyeM 3HAUYEHUE IBYX KOOPAUHAT

Y=Y <=4

Torna ¢gyskuusa Oyaet 3aBUCETh TOJIBKO OT OJHOM
IEPEMEHHON X; 0003HAYMM €€ 4epe3

f,(X) = F(X, Yo, ).



Hcnonb3ys KaKOM-JIN00 CITOCO0
OJHOMEPHOM  ONTHUMM3ALUH, OTBIIIIEM
mMuHuMyM Gysakuun  f,(X) 1 o0o3HaUUM

ero uepes X;.
MsI cnenanu mar u3 Toukd (Xg, Yo, Zg)
B TOYKY (X, Yo, Zy) IO HaIpaBIICHHUIO,

napajjicIbHOMY OCH X
Ha OTOM IIare 3HA4C€HUE (PyHKIHUHU
YMEHBIIIUJIIOCK.



Tenepp W3 HOBOM TOYKH CACIAEM CHYCK IIO
HaIIPaBJICHUIO, ITAPAJUICILHOMY OCH Y, TO €CTh

pacemotpuMm  pynkmuio T, (y)=F (X, Y, Z,),
HalJeM €€ MUHMMYM M O0O3HA4YMM €ro 4depes Y.
BTopoii mar npuBoAUT HAC B TOUKY (X, Yq, Zj).

M3 3TOW TOYKM AejlaeM TPETUM IIar — CHYCK
mapajuieJIbHO OCA Z W HaXOIUM MHHHUMYM

bynxm 15(2) = F(x, vy, 2).
[Ipuxon B Touky (X, Y;, Z;) 3aBepIIaeT UK
CIIYCKOB HJIH IICPBYIO UTEPAIUIO.



Jlanee OyaeM MOBTOPSATH LIUKIIBI.
Ha kaxxaoMm cmycke (yHKIUS HE BO3pacTacT, H
IpHd TOM 3HaYC€HUE (PYHKIMU orpaHquHo CHI/I3y ee

3HAYCHUEM B  MHHHMYME =F(x, Yy, 2).
CHGI{OB&TGHBHO UTCPALMNA CXOIITCS K HeKOTopOMy
npexeny F > F’.

byner Jm 3/1eCh UMETh MECTO PABEHCTBO, TO €CTh
COMJIYTCS JIY CIIYCKH K MUHUMYMY M KaK OBICTPO?

JTO 3aBUCHUT OT (DYHKUHMH M BbBIOOpa HYJIEBOIO
IPpUOIMKEHMSL.



Ha npumepe pyHKIMN IBYX IIEPEMEHHbBIX
JIETKO YO€OUTHCS, YTO CYIIECCTBYIOT CIIy4dau
CXOJMMOCTH CIIyCKa 10 KOOpJAUHATAM K
MHUHMMYMY U CIy4au, KOrJa 3TOT CIIYCK K
MHUHUMYMY HE CXOJUTHCH.



B camom Jene, pacCMOTpUM TE€OMETPUUYECKYIO
TPAKTOBKY 3TOro Mertoda Ha pucynkax 9 u 10,
IIPUBEICHHBIX HUXKE:

Vi T Y
A{xﬂrb Fu }/—r"_ﬂB{xla- .]"l]}

N | &

Puc. 9 Puc. 10



bynem IBHUTaThCs O BLIOPAHHOMY
HAIIPABJIECHUIO, TO €CTh IO HEKOTOPOU MPSIMOM B
IJIOCKOCTH .

B Tex y4dacTkax, rie npsamMas nepecekacT JMHUU
YPOBHS, MbI IIPU JBUXKECHUU IIEPEXOIUM OT
OJTHOU JIMHUM YPOBHS K IPYTrOH, TaK 4TO P
3TOM ABMIKCHUU (DYHKIHS MEHSIETCS (BO3pacTacT
WJIN YOBIBACT).



TonbKO B TOU TOYKE, TJIC JAHHAS IpsMasl
KacaeTCs JUHUH YPOBHS (puc. 9), yHKIMA
UMEET IKCTPEMYM BII0JIb 3TOIO HAIIPABJICHUA.
Hawnasa takyro TOUKy, MbI 3aBEpIIIaEM B HEU
CITYCK IO IIEPBOMY HAIIPABJICHUIO U JOJIKHBI
HA4yaTh CIYCK IO BTOPOMY.



[IycTh IMHUH YPOBHS O0OPa3yrOT UCTHUHHEIN OBpar.
Torma Bo3amoxkeH ciay4dai (puc. 10), korma cnyck 1mo
OJHOM KOOPJAMHATE NPUBOJUT HAC HA ' THO OBpara',
a 11000€ JBUKECHHUE 10 CIEAYIOIICH KOOpAMHATE
(OyHKTHpHAS JIMHUA) BEJET HAC HA IOIbEM:

Y
X, Sy

Puc. 10

X



Hukakon JaJIbHEUIIINU CITYCK 10
KOOpJMHATAM HEBO3MOXEH, XOTI MUHUMYM
€II[€ HE JTOCTUTHYT.

B gaHHOM ciiy4yae mpolecce CIiycka mo
KOOpJMHATAM HE CXOQUTCI K MUHUMYMY.



HaobopoT, eciii QyHKIUSA AOCTATOYHO TJIajKas, TO
B HEKOTOPOM OKPECTHOCTHM MHUHHMYMa IPOILECC CIyCKa
10 KOOPJAMHATAM CXOJUTCS K STOMY MUHUMYMY.

Puc. 9a.




OHAKO CKOPOCTh CXOJAMMOCTH CHUIJILHO 3aBUCHUT
OT ()OpMBI JINHAM YPOBHSI.

Tak, eciu peabed GyHKIUM UMEET THUIL
"pazpenMmMpIi OBpar', TO Mpu NONaJaHUN
TPACKTOPHUH CITYCKa B TAKOM OBpar CXOJAUMOCTh
CTAaHOBHUTCS HACTOJBKO MEIJICHHOM, YTO pacyeT
IPAKTAYECKU BECTH HEBO3MOKHO.

HMHoraa MeTo1 IOKOOPAMHATHOTO CITyCKa
HCIOJIb3YVIOT B KAYECTBE IIEPBOU MOIIBITKH IIPH
HAXO0XXJICHUHW MUHUMYMa.



MeToa oBparos

Br10epeM IIpOM3BOIIBHYIO TOUKY P,

M CIYyCTHMCS W3 Hee (Hampumep, II0
KOOpJAWHATaM), Jeaasi HE OYCHb MHOIO
[IaroB, TO €CTh, HE TpeOys BBICOKOU
TOYHOCTH.

KoHeuHyro TOUKy CIycka 0003HaUUM I,

Ecniu penbed oOBpakHBIM, 3Ta TOYKA
OKa)keTcs BOIM3M mHA oBpara (puc. 11a):



Ao

—

Puc. 11a. Unnrocmpayus k Mmemooy 08pazos



Teneps BbIOEPEM APYTYIO TOUKY P,

HE CJIUIIKOM JAJICKO OT IEPBOM.
M3 Hee Takke caemaeM CIyCK U
IOITaJIEM B HEKOTOPYIO TOUKY I;.

JTa TOYKA TOXKE JIEKUT BOJIN3H JTHA
oBpara.



Puc. 116. Unnrocmpayus k memooy 08pazos



IIpoBenem uvepe3 ToOUkM I, U I} Ha JOHE

OBpara MpsSIMyKo — MPHOIM3UTECIbHYIO JIHUHMIO
JIHA OBpara, IMepeIBUHEMCS MO 3TOM JIMHHUH B
CTOPOHY yOBbIBaHUS (DYHKIIUU U BLIOEPEM HOBYIO
TOUKY P, Ha 3TOW MPsIMOM, HA PacCTOSAHUU N OT

TOYKH I},

Bennunna h Ha3pIBaeTCS OBPAXKHBIM IArOM
M IS KOKI0M (PYHKIUHU MOAOHPACTCS B XOJE
pacyera.



'f-——_______———_

Jj'l .
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—

Puc. 11s8. Hnnrocmpayus kK memooy 08pazos




JIHO oBpara He SBJISIETCS OTPE3KOM IIPSIMOU,
[I0OTOMY TOYKa P, Ha CaMOM JI€Je JIEKUT HE Ha

JTHE OBpara, a Ha €ro CKJIOHE.
N3 3TOM TOYKM CHOBA COYCTUMCSA Ha JIHO W
nomajgeM B  HEKOTOPYK TO4YkKy F,. 3areMm

COCIVHUM TOYKU I} U [, IMPSMOH,

HaMETUM HOBYIO JIMHHUIO JITHA OBpara U CHEJIacMm
HOBBIM IIAr IO OBpary.



Puc. 112. Unnocmpayus k memooy 08pazos



IIpomomkum mporiecc a0 TEX  MOD,
[IOKa 3Ha4YeHHs (PYHKIUM Ha JTHE OBpara,
TO €CThb B TOYKax Iy, I,..., [l yOBIBaIoT.

B cnyuae, korna F(r._,) > F(r.),
MpolLIeCcC Ha0 MPEKPATUTh U TOUKY I ,
HE UCIIOJIb30BaTh.



MeTtoa oBparoB pacCuMTaH Ha TO, YTOOBI
IIPOUTH BIOJb OBpara v BLIMTH B KOTJIOBUHY
OKOJIO MUHUMYMaA.

B 3TOM KOTJIOBUHE 3HAYECHUE MUHUMYMA
Iy4YIlle YTOYHATH IPYTUMHA METOJAMHU.



Crny4allHBIN IIOKUCK

MeTtoasbl Criycka He IMOJTHOLEHHBI Ha
HEYIIOPSIOYCHHOM pelibede.

Ecnu 3KCTpEMYMOB MHOT'O, TO CIYCK U3 OJTHOTO
HYJIEBOTO IIPUOJIMKEHUS MOKET COUTHUCH TOJIBKO
K OJTHOMY W3 JIOKAJIbHBIX MUHUMYMOB, HE
00513aTE€IbHO A0COIIOTHOMY.



Torna mjis ucciaeaoBaHuA 3a1a4u MOKHO
IIPUMEHUTH CIIYYaUHBINU ITOUCK.

IIpeamnonararT, YTO0 HCKOMBIM MUHUMYM JICIKUT
B HEKOTOPOM N-MEPHOM MapAJICIICITUIICIC.

B sTOM mapaiuieienume/ic BeIOuparoT
ciay4darHbIM 00pa3oM N IIpOOHBIX TOYEK.



OgHako Jake Ipu OYE€Hb OOJIBIIIOM YHCJIE
IPOOHBIX TOYEK BEPOSATHOCTh TOTO, YTO XOTS ObI
OJHAa TOYKAa MOIIaacT B HEOOJIBIIYIO
OKPECTHOCTb JIOKAJIbHOT'O MUHAUMYMa, HUUTOXKHO

MaJia.



TleiictBurensio, nycts N =10° u
AUaMETpP KOTJIIOBHHBI OKOJIO MHHHUMYyMa
cocraBisieT 10% oT mpeneaoB U3MEHEHUS
KaXX 10U KOOPAUHATHI.

Torma o00beM DTOM  KOTJOBUHEI

cocrasiser 0.1" yacte 0ObeMa N-MEPHOTO
nmapaJiesenuIe/a.

Yke mOpu 4ucie IEepEeMEHHBIX N > 06
IPAKTHYECKH HU OJHA TOYKA B KOTJIOBUHY
HE TOMAaJIET.



[ToaTomMy OepyT HEOOIBIIOE YHUCIO TOYEK
N =(5-+-20)-n m KaXIyl0 TOYKY
pacCMaTPHUBAIOT KaK HYJICBOE
IPUOJIMKCHUE.

N3 KaX10M TOUKH COBEPIIAKOT CITYCK,
OBICTPO monajaas B OJIMKaMIIUKN OBpar
UJIU KOTJIOBUHY.

Koraa maru cnycka OBICTPO
YKOPAYMBAIOTCS, €r0 NPEKpaIlarT, HE
TOONBAsACH BEICOKOU TOUHOCTH.



DTOro yKe JJ0CTaTOYHO, YTOOKI CYUTh O
BEINYMHE (DYHKIMM B OJIMKAUIIEM JIOKAJIbHOM
MHUHHUMYME C YJIOBJIETBOPUTEIbHON TOYHOCTBIO.
CpaBHHMBAs OKOHYATEIbHBIC 3HAYCHUS (DYHKIIUH
Ha BCEX CITYCKaxX MEXIy COO0M, MOKHO H3YUYHUTh
PACIIOJIOKEHUE JIOKAIbHBIX MUHUMYMOB U
COIIOCTaBUThb WX BEJIUYHHEL.



[Tocae 3Toro MoxKHO 0TOOpaTh HYKHBIE 110
CMBICJIY 3aJ1a4d MUHUMYMBbI U IIPOBECTH B
HUX JOIOJHUTEIbHBIC CITYCKM JJIs
MOJYYCHHSI KOOPAUHAT TOYCK MUHUMYMa C

00JIee BBICOKOU TOYHOCTBIO.



METO/IbI C UCTIOJIL30BAHUEM
[MTPOU3BOIHBIX

MeToapl ciyCcKa U UX pa3jIMuHbIe
MOIU(pUKAIIMY, CTOXaCTUYSCKUE METO/IbI,
KOTOPBIE HUCIIOJIB3YIOT TOJBKO 3HAYCHHUE

(P YHKIHMH, Ha3bIBAIOTCS MeTogaMu 0-ro
OpsIIKa.

OHU 0OBIYHO MMEKOT BEChbMa MAIYIO) CKOPOCTh
CXOJUMOCTH.



[ToaTOMYy pa3paboTaH psig METOAOB
ONTUMM3AIH, KOTOPHIC UCIIOJIb3YIOT IIEPBbIC
1 BTOPBIC IPOU3BOJHLIC 1IEICBOM (PYHKIIMHU
(MeTodbl 1-r0 M 2-TO MOpsaKa).

IIpexe yeM paCcCMOTPETH TAKUE METO/IBI,
BBEAEM PsiJil 0003HAUCHUIN U HAIIOMHUM
HEKOTOPbIC ONPEACIICHUS.



Bektop n-mepHoro mpocrpancrsa R
OyJeM 0003Ha4yaTh CTOJIOLIOM:

U




bynaemM roBopuTh, 4TO (PyHKITHS
f : R" = R "enpepriBHO

nuddepernupyema B Touke X € R", ecam
of (x) .
IIPOU3BOIHBIC N 1=1...Nn

I
CYILIECTBYIOT U HEIPEPHIBHHI.
Torma rpaguent ¢pynkuuu f B Touke X
OIIPECIISAETCA KaK:
= T
o (x) o (x)

VIG)=| g |- (4)




bynem rosoputh, uro ¢yHKous f(X)
HEIIPEPHIBHO nuddepeHupyemMa B
orkpeiToii obmactu D < R", ecau omna
HENPEPBIBHO TuddepeHuupyema B JIr000H
Touke u3 D.

[Tycte f :R" — R HenpepsiBHO
nuddepeHupyeMa Ha HEKOTOpOU
OTKPBITOH BeIyKiI0# ooactu D — R",



Torpa g X € D 1 mpou3BOIBHOTO
HEHyJIeBOro mpupamieHus p € R"
IIPOM3BOIHAS IO HAIIPABJICHUIO
P :[pl,..., P, ]T ot ¢pyakmun f(X) B Touke X,
onpeeisieMas Kak

of (x) _ i F(x+ep)— f(x)

op e—0 € |
CYILIECTBYET U paBHA V/f (x)T . p, TIE

CHMBOJIOM '»' 0003HAYECHO CKAJISIPHOE
IIPOU3BEJICHUE.




HNHaagye MOKHO 3ariucarTh

of (x) =Vf(x)T-p=Zn:af

op i=1




bygeM TOBOpUTH, YTO  (PYHKIHS

f:R" >R JIBAYKIBI HENPEPBIBHO

muddepenmupyema B XeR", ecuu
0° f (x) .

IIPOXU3BOIHEBIC , 1<1,]<n,
OX;OX;

CYIIECTBYIOT U HEMIPEPHIBHHI.



["eccuanom ¢yakmuu (Mmatpuieii I'ecce) f
B TOYKE X Ha3bIBa€TCAd MaTpulia pa3Mmepa
nxn, mee (I, ])-H DJIEMEHT paBeH

_ 2 of(x) ..
H.=V f(x)y_— epr 1<i,j<n (4.3)



[TycTb f:R" >R ABAXK TBI
HETIPEPBIBHO nudhepeHaupyemMa B
oTKphITOM ob6nmactu D — R".

Torma mia nwboro XeD w
IIPOM3BOJILHOIO HEHYJICBOT'O MPHUpPAICHUS
peR" Bropas  npoussBogHas 1O
HampaBiaeHUIO P oT ¢pyskuuun f B
TOYKE X, ompeaeseMast Kak



— A\ X+EP)——(X
8p2 £—>00 e

CYIIECTBYET M JUIA HEE BBIIOJHICTC
PABEHCTBO:

o | (;') = p"V2f (x)p (4.4)
Op




Ilycte A — nercTBUTENbHAA
CUMMETPHUYHAsA MaTpuIia pa3Mepom N xN.
byJieM TOBOPUTH, UTO A nO0MH#CUmMETIbHO
onpeoenena, eCiv s JII000T0
HEHyJIeBOro BekTopa U e R" Boimonnsercs
HEPABCHCTBO

u' Au> 0.

Marpuna A noaoxcumenbHo
noJiyonpeoeJiena,

ecu U Au>0 migBcex UeR™



J[11s1 TOTO, YTOOBI TOYKA X ObLIa
NOKaIbHOM TOuKOoM MuHMMyMa f (X)

HE0OX0AUMO, UYTOOB! Vf ( x*) —0.

JlocTaTOYHOE yCIIOBUE, KPOME TOTO,
TpeOyET NOJIOKUTECIbHOM
onpeneneHHoctd V- f (x*) ,

a HECOOXOAUMOE — [0 KpauHEH Mepe
MOJIOKUTEIBHOM IOJTYOIPEACICHHOCTH

V& f(x*)



Jlanee Oyaem mojaratk, 4YTO

f(x), Vf (x), V' f(x)

CYIIECTBYIOT U HEIIPEPHIBHBI.



OnuchiBacMbIE HHUXKE METOAbI OCHOBAHBI
HAa UTEPALMOHHOM MPOLEAYPE, PEATUZYEMOU B
COOTBETCTBHUH C (hOPMYJION

X = XK ks (X6),

k
rae X — TEKyIlee MPUOIMKCHHUE K PEIICHUIO

X', A — mapamerp, XapaKTepU3yIOMUi JITHHY

K K
mrara, S :S[X ) — HAIIPABJICHHUC IIOHMCKAd B

N-MEPHOM IIPOCTPAHCTBE.




PaccmoTpuMm MeToabl MepBoro
nopsaka, ncnonb3yrLline nepseble
NPON3BOAHbLIE.



| paIueHTHBIE METO/bI

['pagueHT QyHKIMH B 11000 TOUKE
MMOKA3bIBACT HAIIPABJICHHE HAUOOJBIIETO
JIOKaIbHOTO yBeanueHus f(X).



IloaToMy 1ipy IIOMCKE MHUHHUMYyMA
MOXHO  IIOIIpOOOBaTh  JIBUIaThCs B
HaIIpaBJICHUH, IIPOTUBOIIOJIOKHOM
rpaJMCHTy B JIAaHHOM TOYKE, TO €CTh B
HAIpaBJICHUU HAHUCKOPEUIIIEr0 CHYCKa.
Takou moaxon NpUBEAET K UTEPALIMOHHOM
(opMyJie, OIIUCHIBAOIICH

MEmoo 2pa0oueHmHo20 CRyCcKa.



X =¥ Avf (xk ) WIIH

Vf(
s ()]

k+l kK gk
P ol | = xF — 2Fs

e ||Vf (xk )” - HOpMa I'paJIMCHTA U,

K s
COOTBETCTBCHHO, S - €JUHUYHBIM BEKTOD.



B kadecTBe HopMmbl BEKTOpa U MOXKHO
BbIOpATh TaK-Ha3kIBAaEMYIO [ 'ayccoBy
HOpMY

[ u | =yuZ+..+u2.



B 3aBHCHMMOCTH OT BbIOOpA MapaMeTpa A
TPACKTOPHS CITYCKa OyJE€T CYIIECTBEHHO

pa3INYaThCA.



[Tpu OOJBIIOM 3HAYEHUH A TPACKTOPHS
OyJeT NpeacTaBiIsSsTh COOOU
KOJIe0aTeNIbHBIN IIPOLIECC, a IIPH
CIIMIIIKOM OOJIBIIIMX A IIPOLECC MOXKET
PAaCXOIUThCAL.

[Ipu ManmbIx A TpaeKTOpHs OyACT
TUIABHOM, HO M TIPOLIECC OYAET CXOIUTHCH
MEIJICHHO.



[Mapamerp A% MOXHO HPUHMUMATE
IIOCTOSIHHBIM MJIM BBIOHUpATh Pa3INYHBIM
Ha KaXA0u urepanuu. MHorga Ha Kaxaom

k
k-oMm mare mapameTp A~ BBIOHpAIOT,
IIPOM3BOAS OJHOMEPHYIO MHHHMHU3AIUIO

BJIOJIb HaIlpaBJICHUS s ¢ moOMOMIBIO
KaKOro-aubo  OJHOMEPHOIO  METOHA.
OOBIYHO TakOMW MOpOLECC Ha3bIBAIOT
MemooomM Hauckopeuuiezo cnycka, Wiu
MeTos10M Koru.



k
Ecnu A" onpenelnsieTcs B pe3yabTaTe
OJJTHOMEPHON MUHUMHU3AIIMU, TO €CTh

A =arg min f (Xk + sk ), TO I'PaJUCHT B
A
TOUYKE 0YEPEAHOI0 MPUOIMKEHUS OyIET

OPTOTOHAJICH HAIIPABJICHHUIO
OpeapIAyLIEro ciuycka (puc. 11):



Maoe A

:argm:én f{xk +;}L'Sk)

___,.'-"'

Puc. 12. Unniocmpayus k epaduenmuvim Memooam



OgHoMepHasT ONTHUMHU3ALUSA  BJOJb

HarpaBJICHUS s~ yIy4IIaeT CXOJUMOCTD
METOJIa, HO OJIHOBPEMEHHO BO3paCTaCT
ypcno Beruucaenuit Gynxumm f (X) nHa
Ka)XJI0U UTEPALUU.

Kpome TOro, BOJHM3M 3KCTpeMyMa
HOpMa HVf (x)‘ Onu3Ka K HYJIIO U
CXOJAMMOCTh  3J€Ch  OyJIEeT  OYCHb
MEIJICHHOU.




O(PPEKTUBHOCTh aAATOPUTMA 3aBHCUT OT
BUJa MUHUMU3UPYEMOM (PYHKIIUH.

Tak, s pyaxiun f (X) = X12 + X§
mMeTo Komu conercd K MUHUMYMY 3a OIHY

UTEPALINIO npu  J1000M Ha4aJIbHOM
NpUOJIMKCHUM, a IS QyHKIMH

f(X)= X? +100X; CXOXMMOCTh OYJeT OUEHb
MEJUIEHHOM.



BooOmie, 3¢ peKTUBHOCTh 3TOr0 METOAA
Ha OBPaXXHBIX penbedax BecbMa II0Xasl.
DTOT METOJ UCIOJIb3YETCS OUYEHb PEIKO.



Metoa HiobToHA

IlocTpoum KBAJPATUYHYIO MOJIEIIb

k
(QYHKIIMA B OKpPECTHOCTH TOYKH X,
pPas3lIoKUB €€ B psia Tennopa 0 YICHOB
BTOPOI'0 MOPSIKA:

f(xk+p)=f(xk)+VfT(xk)p+%pTV?f(xk)p. 4.5)



Haitnem Touxky X' =x* +s* u3 ycmosus

MMHHUMYyMa KBaJpaTU4HOU Mozaenu (4.5).
HeoO0XoauMBIM YCIOBHEM ATOTO

MHUHAMyMa OyzeT V/ (xkﬂ) =]

Nmeem:
?f(xk +5k) =N ?f(xk)Jr?Ef(xk)sk-

DTO NPUBOIUT K CIEAYIOLIEMY AITOPUTMY:



Ha KaKIOM uTepanni K pemmuTh CHCTEMY
ypaBHEHUU

?Ef(xk)sk — —‘E’f(xk) (4.6)

OTHOCHUTCIIBHO Sk U ITOJIOKUTD

xk+1 _ xk —I—Sk (47)



AnroputM (4.6), (4.7) Ha3pIBACTCA METOA0M
HeroToHa.

[10/10)KUTENBHOU CTOPOHOM 3TOr0 METOJA

SBJISIETCS TO, 9TO €CIH X° JIOCTATOYHO
OJIM3KO K TOYKE JIOKAJIbHOIO MHHHMYMA
GyHKIIIH f(x) C HEBBIPOXKICHHOM
matpuneii lecce V'f (x) (MaTpuIa
I'ecce dgBagerca Toraa MHOJOKHUTEILHO
OIIPEIECICHHOM ), TO



k
IOCIICAOBATEIIFHOCTE {X }, TeHepupyemas
MeToa0M HeroTOHA, OyIET CXOOUTHCS K

MHUHAMYMY X W CKOPOCTb CXOJIMMOCTH
OyZeT Tak-Ha3bIBa€MOM (-KBaAPATHYHOM.



K Heoocmamkam memooa omHocamcA.

1. Metona He cxoguTcs T100aIbHO, TO €CTh
TPEOYET JOCTATOYHO XOPOIIEr0 HA4YaJbHOIO

PUOIKEHHS X ;

2. TpeOyeT  aHaJUTUYCCKOTO  3aJaHus
MEPBBIX U BTOPBIX MPOU3BOJIHBIX;



3. Ha kaxxoM 11are Heo0X04uMO peliaTh
cucremMy ypaBHeHUH (4.7);

4. B meTone HeroTOHA HET HUYETrO, YTO
yJICPKUBAIO ObI €r0 OT IPOJABUIKCHUS B
CTOPOHY MAaKCUMyMa WUJIH CEAJIOBOU
TOYKH, TJIC TPAJTUCHT (PYHKIIUH TOXKE
PAaBEH HYJIIO.



31€Ch KaXXIbIM IAar HaOpaBISCTCS
[IPOCTO B CTOPOHY CTAIlMOHAPHOU
TOYKM  JIOKAJIBHOW  KBaJApaTUYHOU
MOJICJIA HE3aBUCUMO OT TOT'O, SABJIACTCA
A CTallMOHapHas TOYKA MHHHUMYMOM,
MaKCUMYMOM HJIHA CEIJIOBOU TOYKOM.



OTOT mar OIIpaBJIaH IIpu
MHUHMMU3AUHA, TOJBKO KOTJa TE€CCHaH

2 k
V£ (x*) nonoxwurensno onpenernen.

BooOmie ropopsi, Meronq HproToHa He
00J1aJ1ac€T BHICOKOU HAJICKHOCTBIO.



Merox MapkBapara

DTOT METOJ, SIBISCTCS KOMOMHAIIEH METOIOB
rpaJIMEHTHOIO CiycKa U HproTOHA, B KOTOPpOM
yJIA4YHO COYETAXOTCA II0JI0XKUTEIbHBIE CBOMCTBA
000UX METOIOB.



JIBM>K€HME B HAIIPABJICHUH aHTUTPAJUCHTA U3
TOYKH, PACIIOJO0KECHHON HA 3HAYUTEIILHOM
PACCTOSHUU OT TOYKA MUHUMYMa, OOBIYHO
IIPUBOJIUT K CYIIIECTBEHHOMY YMECHBIIICHUIO
[[EJICBON (PYHKIIUM.

C apyrou CTOPOHbI, HAIIPABJICHUE
3(pPEKTUBHOrO IMIOMCKA B OKPECTHOCTH TOUYKHU
MHUHHUMYMa ompeaensercs mo Meroay HerotoHa.



B COOTBETCTBUU C METOIOM

k
MapxkBapjara, HampaBJI€HUE IIOUCKA S
OIIPEHECIACTCSA PABEHCTBOM

(H* +m)-5k - —?f(xk)j (4.8),

k+1 y
a HOBasi TOYKa X ' 3amaercs (hopMyJIoi

X =xk 4 5* (4.9)



B cucreme (4.8) | — enmHmuHas
mMaTrpuia, H K _ maTtpuna I'ecce, A >0.

B dopmyne (4.9) xoadbdumuenT nepen
s* B3sT paBHBIM |, Tak Kak mapamerp A<

B (4.8) mO3BOJISIET MEHATh W JIJIMHY IIara,
M €ro HaIlpaBJICHUE.



Ha HavanpHOM cTaguu  IIOUCKA

mapamerpy A° MPUITUCHIBACTCS HEKOTOPOE
4

OoabIIOC 3HA4YeHHE, HanpuMep 107 , Tak

YyTO JIEBAd 4YacTh paBeHCTBAa MapkBapara

(4.8) mpu Gombimmx A mpumer By

(H?+2°1)s* = (1°1)s* = A%*. (4.10)



Takum 00pa3zoM, OONBIIMM 3HAYCHUSIM ko,
kak BuAHO U3 (4.8) m (4.10), cooTBeTCTBYET
HaInpaBJICHHE MMONCKA

b =5 Vr(+).

TO €CTh  HalIPaBJICHUE  HAUCKOPEHUIIIETO
CITyCKa.



13 hopmynsl
(2 +7ﬁ1)-s"f - —Vf(xk)j (4.8)

MOKHO 3aKJIIOYHTh, YTO IIPHA YMEHBIIICHUU A* 1o
HYJIA HaIIpaBJICHUE BEKTOpaA S* H3MEHSIETCS OT
IIPOTHUBOIIOJIOKHOTO TPAJUECHTY, 110
HaIpaBJICHU, onpeaeiiieMoMy 110 HerOTOHY.



Eciii 1ocje mepBOro mara IoJiyyeHa
TOYKAa C MEHBIIUM 3HAUCHUEM IIEJIEBOU

(QyHKIIMK, TO €CTh f (Xl) < f (XO),

cinenyer BeiOpath A <A’ u peanmmsoBars
eI1le OJMH IIIar.

B OpoTMBHOM  cliydae  HYXHO
mosoxuts A’ =PA°, rae B>1,
¥ BHOBb PEaIM30BaTh MPECAbIAYIIUHN IIIar.



3aMETHM, YTO HEJOCTAaTKOM METOJA
HproToHa gBJIE€TCA TO, UTO €CIIM MaTPHIIA

k
['ecce H" He IBISETCS MOJTOKUTEIIBHO
ONPEAECICHHON, TO HEIOTOHOBCKHM 111ar

s* He PUBOJMT K YOBIBAHUIO (DYHKIIHH.



IlosTtomy “‘ucnpaBnenue” leccuana B

cootBercTBHH ¢ dopmymaoir H* + A
MOIH(ULIMPYET  MaTpully M IpPH
COOTBETCTBYIOIEM BBIOOpe A memaer ee
[IOJIOXKUTEIILHO ONPEACICHHONU, TAaK Kak
COUHUYHAS  MaTpulia  IOJIOKUTEIbHO
ONpEIeIICHA.



IIpuBeneM Ternepp alropuTM METOIA:

1. 3agarte x" — HavanpHOE PUOJIMKEHUE K X

M — MakCMMaJIbHO JOOYCTUMOE KOJIHUYECTBO
UTEpaAILlMd U € — IapaMeTP CXOAUMOCTH.

2. Tonoxuts kK =0, A° =10%,

3. Beramcioute V) ( e )

4. TIpoBepurh H?f(xk)H <57
Eciu na, To nepentu K m.11.



5. Ilposepute k>M? Ecmu pga, TO
nepent K 1m.11.

6. BBIYHCIHTS AT S*, PELINB CHCTEMY
(H* +m)-sk - —?f(xk).

7. Tlomoxwutb X< = xX +5*.



8. IIposepurs: f (Xk+1)< f (Xk)?

Ecimn ga, To mepentH K 1.9, nnaue K m.10.

9. Tlomoxurp A< = ikk, k =k +1.

2
IIepenTH K 11.3.



10. TMomoxuts A = 2A°. INepeiity K 1.6.
11. BsIBOA p€3ynbTaTOB:

() v (). V()] &

HopMy MOKHO BBEIYHUCIISATH IO (POpMyJie

vt (1) - ()] ()
\\ %, J \ Xy y




OTMeETHM, 4TO B Pa3JIMYHBIX
Moaupukauax Meroga HerotoHa Tpedyercs
00JIBIIIOE KOJMYECTBO BBIYMCIICHMM, TaK Kak
Ha KaXJIOW WTEpaluyd CIEAyEeT CHadajia
BEIYHCIIMTh D3JIEMEHTBI MATpULBI N XN, a
3aT€EM  pPELIaTh CUCTEMY  JIMHEWHBIX
YPaBHEHUH.

[ I]pumeHeHune KOHEYHO-PAa3HOCTHOU
alIpOKCUMAIIMA  TEPBBIX M BTOPBIX
IIPOU3BOJAHBIX TOJBKO YXYIIIUT CUTYaIHUIO.



YCIOBHAA OIITUMHU3ALIUA

Psn nHXEHEPHBIX 3aJ1a4 CBA3aH C
ONTUMU3ALUEN IPU HATUYUHA HEKOTOPOTO
KOJIMYECTBA OTPAHUYECHUM HA
YIIPaBIIEMBbIC TIEPEMEHHBIE.

Takue orpannyeHus CyIeCTBEHHO
YMEHBIIAIT pa3Mepbl 00JIaCTH, B KOTOPOH
UIIETCA ONITUMYM.



Ha niepBbIil B3IIs,1 MOKET IOKA3aThCsl, YTO
YMEHBIIICHUE Pa3MEPOB JOMYCTHUMOM 00JIaCTH
IOIKHO YIIPOCTUTH IPOLEAYPY MOKUCKA
ONTHUMYMa.

OHaKo, HaOIPOTHUB, IPOLECC ONTUMHU3ALNU
CTaHOBHUTCSA 00JIe€ CI0KHBIM, IIOCKOJIBKY P
HaJIMYUKM OTPAaHUYCHUN 1a)KE€ HEIb3S
MCIOJIb30BaTh NPUMEHSIEMbIC HAMH BBIIIIC
yCJIOBUS ONITHUMAILHOCTH.



[Ipu 3TOM MOXKET HApyIIAThCA JAXKE
OCHOBHOE€ YCJIOBHE, B COOTBETCTBUH C
KOTOPBIM ONTUMYM JOJIKEH JOCTUTATHCH B
CTAllMOHAPHOM TOYKE, XapaKTECPU3YIOIICUCS

HYJIEBBIM IPAJIUECHTOM.



Hanpumep, 0€3yCI0BHBEI MUHUMYM

2
dyakmum f (X) =(X— 2) MMEET MECTO B
cTallMOHapHOM Touke X = 2. Ho eciu
3aJla4a MUHUMU3AIMU PEIIAeTCs C YUYETOM
orpaHuydeHus X =>4, To OyAeT HalicH

YCA0BHBIU MUHUMYM, KOTOPOMY
COOTBETCTBYET TOYKA X = 4.

JTa TOYKA HE ABJIACTCS CTAlIMOHAPHOM
Toukoi ¢pyHKIuH f(x), Tak kak f '(4) =4,



[IoATOMY HY?KHO M3y4YMTh HCOOXOAUMBIC U
IOCTAaTOYHBIE YCIOBUS OIITUMYyMa B 33J1aUax C
OIPAHUYECHUSAMHU, KOTOPBIC HHAYE HA3bIBAIOT

jaldadaMiu yCﬂ06H0ﬁ onmumusayuid.



3aga4ym ¢ orpaHUYeHMSAMH B BUJI€ PABEHCTB
Paccmorpum 3amauy:
f (x) > min, xeR"

IIPU OTPAHUYCHUSX

h.(x)=0, k=12,...,K.

OgHMM M3 METOJIOB €€ PEIICHUS SIBISICTCS
METO MHOXHUTEIIEH Jlarpanxka.



Mmuoxurteau Jlarpanxa
C moMOIIBK METOJIa MHOXKHUTEJIEH JlarpaHxa 1o

CYLIECTBY yCTaHABIIMBAKOTCS HEOOXOIUMBIE
yCJIOBHS, TO3BOJISIOIINE UACHTU(PUIIUPOBATh TOUYKHU
OnNTHUMyMa B 3a7a4dax ONTUMM3ALIMHY C

OrpaHUYCHUSIMU-PABEHCTBAMH.

Ilppy 3TOM  3agaya C  OrpaHUYECHUSAMU
npeoopaszyeTcs B IKBUBANIEHMHYIO  3a0ayy
0€e3)CN108HOU ONMUMUZAYUU, B KOTOPOH
(GUTYpPUPYIOT HEKOTOPhIE HEU3BECTHBIC MapaMeTphI,
Ha3bIBacMbIC MHOMcumenamnu Jlazpansca.



PaccMmoTrpum 3a1a4y ¢ OJHUM
OTPaHUYECHUEM-PABEHCTBOM:

f (x) > min, xeR", (5.1)
h, (x)=0. (5-2)

B COOTBETCTBUM C METOJIOM MHOXKHUTEJIEU
Jlarpanyka 5Ta 3aga4a npeoOpa3yercs B CICAYIOUIYIO
3a7a4y 0€3yCI0BHOM MUHUMU3ALUH:



L(x;A)= f(x)—-Ah(x)—> min, xeR".  (5.3)

Oyaknus L ( X; k) Ha3bIBACTCS (DYHKIUCH

Jlarpanxa.
31eCh A — MHOXKUTENb JlarpaHixka.



[IycTh mpu 3aJaHHOM 3HAYCHHH A = A’
O€3yCIIOBHBIM MHUHHUMYM (PYHKIIHH L(X;k) 10
IIEPEMEHHOU X JOCTUIACTCA B TOUKE X = x° u
X’ yIOBIETBOPSIET YPABHEHHIO

hl(xo):O.

Torma X° munummsupyer (5.1) ¢ yderom
(5.2), TOCKOIBKY i BCEX 3HAUCHUH X,
yAOBIIETBOPSIOMINX (5.2),

h(x)=0 u minL(x;X)=min f (x).



PazymMeercs, HY>KHO II040OpaTh 3HAUYCHUE
0
A=A TakuM 00pa3oM, 4YTOOBI KOOpJMHATAa

TOYKH 0€3yCIIOBHOTO MMHHAMYMa X’
yIOBIICTBOPsJIA PABCHCTBY (D.2). DTO MOXKHO
caenarb, €CIW, paccMmarpuBas A Kak
IIEPEMEHHYI0, HAWTH O€3yCIOBHBIA MHWHHUMYM
¢ynkuuu Jlarpanxka (5.3) B BUJe QyHKIHHU A, a
3aTeM BBIOpaTh 3HAYEHHE A, IIPU KOTOPOM
BEITIOJIHACTCS PaBEHCTBO (5.2).



I Ipumep.
Pemuts 3a1aqy

f(X)=X +Xx5 — min
P OrpaHUYECHHUH

h (X)=2x,+%,-2=0.



[Toctpoum pyHkuuro Jlarpanxa:
L(X;A) =% + X5 — A (2% + X, —2).

Onpenenum ee 0€3yCIOBHBIA MUHUMYM.
Jllist 3TOro0 HaWaeM CTallMOHAPHYK) TOYKY
¢bysakuun Jlarpanka, IIpUPABHAB HYJIIO
KOMITOHEHTHI €€ TPaJyEHTA:

ﬂzle—zxzo = X =\,
OXq
i:2x2—7»=0 = X,
OX,

A
-



Jost TOT'O 4TOOBI IIPOBEPHUTD,

COOTBETCTBYET JIM CTAI[MOHAPHAS TOUKA X
MHUHUMYMY, BBIUHCIMM Marpuny I'ecce
¢ynakuun JlarpaH:ka, paccMaTpuBacMoOU
KaK (pyHKIHS OT X:

2 0

H, (x;2)= "



DJTa MaTpUlia NOJIOXKHUTEIILHO OIPEACIICHA,
TaKk Kak JJis JII0OOr0 HEHYJIECBOIO BEKTOpa

u' =(a,b)

uTHLu:(a,b).((Z) gj.@j:

=(2a,2b)- (Zj =2a° +2b* > 0.



Oto o3Haudaer, 4To ¢yHkiws Jlarpamka L(X;1) B
A

TOYUKC X](_) =AU Xg — — HMCCT TOYKY MHUHHUMYMaA.

OntuManabHOE 3HAYEHUE A  HAXOIMUTCA IyTEM
[IOJICTAHOBKH 3HA4YECHUU X1O 4 Xg B ypaBHEHUE
2X, + X, =2, OTKya

A 4

2A+—=2u A\’ =—.
2 5



Takum o00pa3oM, YCIOBHBIM MHHHMYM

JOCTUTACTCS TIPH
0 4 0 2
Xl = —, X2 = —,
5 5
0.0 4
a MUHUMaJIbHOE 3Hauenue f (X A" ) ecth —.

5



O4eHb YacTO OKAa3bIBACTCS, YTO PEIICHUE
CHCTEMBIL

i:O, ]=12,...,n

OX;
]
B BUJE SIBHOM (DYHKIIUM IIEPEMEHHOMN A
OJIY4YUTh HEIbB3S.

Torma 3HaueHHsT X M A HaXOOATCS MyTEM
PELICHUS CIEAYIOIEH CUCTEMBI, COCTOSIIEHN 13
n+1 ypaBHeHui ¢ N+1 HEW3BECTHBIMU:



a—LzO, 1=1,2,...,n,

OX;
h, (x)=0.
Pemnute Takyro CHCTEMY MOXXHO KaKHM-JIHOO

YHUCJIICHHBIM METOIOM.
JIJIst KaKI0ro M3 peleHUn (XO;KO) BBIYUCISIETCS

MaTpHUIA ['ecce (b yHKLIMH Jlarpanxa,
paccMaTpuBaeMoOM Kak (DyHKIHS OT X.

Ecim OHa MOJOXMUTEIBHO ONpPEJEICHa, TO
pEIlICHNE — TOYKa MUHUMYMa.



Meron MHOXxuTenen Jlarpanxka MOXHO
pacnopoCTpaHUTh HaA Ciydyad, Korjaa 3ajaya
UMEET HECKOJILKO OrpaHUYECHUHU B  BUJIE
PABEHCTB.:

f (x) > min, xeR",
h.(x)=0, k=12,..,K.

OyHKIUSA HarpaHma IIPUHUMAET BU/I

L(x;A)=f(x ZXh



31eChb Aq,...,A — MHOXUTENMU Jlarpanxa,

TO €CThb HEHU3BECTHBIC IIapaMETPbl, 3HAYCHUS
KOTOPBIX HYXXHO oInpenciutb. lIpupaBHUBas
JacTHbIE IIPOM3BOJHBIE L mo X Hy:IIO,
IIOJIYy4YaeM CIIEIYIOIYI) CUCTEMY

aL(x,k)_aL(x,k)_ _aL(x,k)
ox, &, X

n



Ecian HaWTH peleHrue 3TOU CUCTEMBI B BUJIE
(bYHKIMM OT BEKTOpa A 3aTPYAHHUTEIBHO, TO
MOXHO pPACHIUPUTh MOCIEAHIOI  CUCTEMY
IIyT€éM BKJIIOYCHHS B HEE OIrpaHUYCHUM-
PABEHCTB:

h(x)=0, h,(x)=0,...,h (x)=0.

Pemenue pacilimipeHHOU CUCTEMBI, COCTOSAIIEH
n3 N+K ypaBaenuit ¢ N+K HeuzBecTHBIMU,
onpeAeisieT CTAlMOHAPHYIO TOUKY (DyHKIUK L.



Ilocie »Toro peamusyercs  mOpoueaypa
IIPOBEPKM HA MUHUMYM WU MAKCUMYM, KOTOpas
IIPOBOJUTCS HA OCHOBE BBIYMCIICHUA 3JIEMEHTOB
MaTpPUIIGI I'ecce (G yHKIMH Jlarpanxa,
paccMaTpuBaeMoOM Kak (DyHKIUS OT X.



MemoOsb! wmpagHbIx pyHKUUU

PaccmoTrpuM 3a1a4y yCI0BHOW ONITUMU3AIIUA

f (x) = min, xeR", (5.4)
g,(x)<0,j=12,.,3, (5.5)
h (x)=0, k=12,...K, (5.6)
xM<x <x" i=12,.n. (5.7)

Takag 3amaua Tak)Xe  Ha3bIBaeTCad  3aJadeu
HEJIUHEUHO20 NPOCPAMMUPOBAHUSL.



l'0BOpAT, YTO TOYKA X COOTBETCTBYET
IOy CTUMOMY PEIICHUTO 3aJ1a4n
HEJIMHEMHOTO MPOrpaMMHUPOBAHUA, €CJIH
UL HEE BBIMOJHSIIOTCS BCE OTPAHUYCHUA,
TO ecTh cooTHomeHus (5.5-5.7).



IIpeamonaraercs, 4ro JJ1d BEKTOPA,
ABJISFOIIETOCS PEIICHUEM 3a/1a4r
HEJIMHEUHOTO IPOTrPaMMHUPOBAHMA,
M3BECTHO HEKOTOPOE HAYAJIBHOE
IPUOJIMKECHUE, BO3MOKHO HEJIOIY CTUMOE.



B meroaax mrpadHbIX QyHKIUN

CTPOUTCS MOCIEA0BATEIILHOCTh TOUYEK

X", m=0,1...,M, koTopast HAaUMHAETCSA C
3aJaHHOU TOYKU X" U 3aKaHYUBACTCS
TOUKOM X" , JAIOIIEH HAUIY4IlIee

NpUOIMKCHUE K X CpPEIU BCEX TOUYECK
[IOCTPOECHHOM IIOCJIEI0BATEIILHOCTH.



B xauectBe X" GepyTcs TOUKM PEILECHUS
BCIIOMOTI'aTEIbHOM 33a]a4K 0€3yCIOBHOM
MUHHAMM3ALMWH, TI0JIYYEHHON C IIOMOIIBIO
MpeoOpa30BaHN UCXOJHOM LEICBOM (DYHKIIMH
C IOMOIIIBIO TaK Ha3bIBAEMBIX

ITpa(HBIX (QYHKIUH.



B »Tux MmeTonax mcxoaHas 3ajgada
YCJIOBHON ONTUMHU3AIINHU
mpeoOpa3yeTcs B
noC1e00eameibHOCHmy 3a71a4
0€3yCJIOBHOM ONITHUMM3AIIUH.



Metoapl TpapHBIX PYHKIUN
KJIACCU(PUIIUPYIOTCA B COOTBETCTBUH CO
crnoco0aMM y4yeTa OrpaHuYCHUM-HEPABEHCTB.
B 3aBUCHUMOCTH OT TOT0, SIBJIAIOTCS JIU

3JIEMEHTBI TTOCASI0BATESILHOCT X
JIOITYCTUMBIMU UM HEJIONYCTUMBIMU TOYKAMH,
TOBOPSIT O MEMOOax 6HYMpPEHHEU U BHEULHE
MOYKU COOTBETCTBEHHO.



Ecau mociie1oBaTeIbHOCTb COICPKUT
TOYKHA 00OMX THUIIOB, METO HA3BLIBAIOT
CMEULAHHBbIM.



IlycTh HEOOXOAUMO PEIINUTH 3a4a4y
(5.4-5.7).

OcHOBHag ujied MeTo1a ITpapHBIX (YHKIIHN
3aKJIF0YAETCS B CICAYIOLIEM.

CTposT BCHOMOTaTeIbHYI0 (DYHKITHUIO

Q(x,r,1)



Q(x,r,1) +ZrJGJ( )+Z| Hy (h (x)),(5.8)

TAKyl0, 4TO HpI/I6JII/I}K€HH06 pEIICHUE 3aJa4u
(5.4-5.7) momydaeTcss B pe3yibTaTe PEIICHUS
nocieoosamenvHocmu  3agad  0€3yCIOBHOU
MHHUMHA3AIUN (DYHKIIUH

Q(x,r,I)—>min, xeR", (5.9)



B merone eneutnux wumpaghnovix pynxkuui
¢ysakuun H, G BEIOMparOTCs TaKUM
00pa3oM, YTOOBI OHU CTAHOBUJINCH
OTJUYHBIMHU OT HYJIS (MOJIOKUTECIbHBIMMU )
IIPU HAPYIICHUH COOTBETCTBYIOIIETO

OTrPAaHUYCHHUSL.



A Tak Kak Mbl MUHMMH3HUpyeM (5.8), TO
NBIJKCHUE B CTOPOHY HApPYILICHUS CTaHOBHUTCS
HEBBITOJIHBIM. BHyTpH AOomycTHMOM 00JlacTH B
naHHoM MetoAe QyHkuuM H m G goKHEI
OBITh PaBHBI HYJIIO.

Hanpumep, i1 OrpaHMYeHUM HEPABEHCTB

Gj(gj(x))—>0,npn g;(x)—>0".



[ IpuONMKEHHOE PEIICHUE 3a/1aUn
(5.4-5.7) momy4aeTcs B pe3ylIbTaTe
pEIICHUS ITOCIIEJ0BATEIFHOCTH 3aa4
(5.9) nopu
r, Iy >0, J=1..J, k=1,..,K.

COOTBETCTBYIOIIHUE METO/IbI HA3BIBAKOT
mMemooamu 6HeulHel MmouKuU.



B MeTone oapovepubix (hynkuyuii GpyHKIUN
H, G BeIOMparOTCs OTJIUYHBIMU OT HYJIS B
OOIMYyCTUMOM 00JIACTU U TAKUMH, YTOOBI
IpU IPUOJIMKEHUHU K TPAHUIIC 1Oy CTUMOM
o0iacT (U3HYTPH) OHU BO3pACTaH,
IPESITCTBYS BBIXOAY IIPY MOUCKE 34
rpaHUIly 00JIaCTH.



B 3TOM ciy4yae 3T (PyHKIHUH TOJKHBI
OBITh MAaJBIMU (NOOMNCUMEIbHBIMU  UTU
OMpUYamenbHblMuy) BHYTPH JONYCTUMOU
00J1aCTU U OOJIBIIUMMU HOJONCUMETTbHBIMU
BOJIM3W TpaHUlbl (BHYTpH 00JaCTH).
Hampumep, 111 orpaHUYCHUNA HEPABEHCTB

Gj(gj(x))—>oo,npﬂ g;(x)—>0".



Takue MeTOoabl HA3bIBAIOT EIIIE MEeMOOAMU
BHYMPEHHEU MOYKU.

B anroputmMax, HCMONB3YIOMNUX (PYHKIIAU
mTpada JaHHOTO TUIIA, TPEOYIOT, YTOOBI B
IPOIECCE IMMOMCKA TOYKAa BCeraa
OCTaBaJIaCh BHYTPEHHEN TOUYKOM

OONyCTAMOM 001aCTH.



[TpnOMM>keHHOE PENICHUE 3a1a49H
(5.4-5.7) monayuaeTcs B pe3ynbTaTe
PEIICHUS MMOCICI0BATCIIBHOCTH 33124
(5.9) opu

I, . -0, ]=1..J, k=1..K.



JI19 orpaHMYCHUM-PABEHCTB IMPH BBIOOPE
GyHKOUN mTpadoB OOBIYHO TPEOYIOT, YTOOBI

H, (h (X)) > 0, mpu h, (x) >0 .

OTO0 MOryT OBITh, HampuMep, (QYHKIUH
BHUJIA:

H, (h (X)) = [h (x)
H, (hk (X)) = (hk (X))a, rI€ O — YETHOE
(HarpuMmep, o=2).

, LIH



J114 orpaHnyeHU-HEPABEHCTB
GyHKOMHU mrpada noaouparoT
TaKAM 00pa3oM, YTOOEI

G;(9;(x))=0, mpu g, (x) <0,
Gj(gj(X))>O,HpI/I gj(x)>0.



DTOMY Tp€OOBAaHUIO OTBCYAKOT (PYHKIINHU
BUJIA:
1
Gj(gj(x))=§{gj(x)+‘gj(X)‘}, (5.10)
- .
Gj(gj(x)): E{gj(X)Jr‘g,-(X)‘} . (5.12)

[P YETHOM OL.

IIpu o=2 mTpad HA3BIBAIOT
KBaJAPaTUYHBIM.



B kadecTBe OapbepHBIX (PYHKIIUM
U1 OTPAHUYEHHUHU-HEPABEHCTB MOI'YT
CIIY>KUTh (DYHKIIMH BUJIA:

Gj(gj(x)): oA (5.12)

G;(9;(x))=-In(-g;(x)). (5.13)




Jlorapupmudeckuit mrpad (5.13) —
3TO OapbepHas PyHKILMS, HE
ONPEACICHHAS B HEJOMYCTUMBIX TOUKAX
(To ecTh M1 Takux X, utog(X) > 0).



IloaTOMY B TEX clly4dasx, Korjaa
IPUXOIUTCSI UMETh ACIIO C
HEJOMYCTUMBIMH TOYKaMH (HAIIpUMED,
KOT[a 3aJJaHHOE Ha4aJIbHOE OPHUOIHAKECHHUE
HE SIBJISICTCS JIOIIYCTUMBIM ), TPEOYETCS
CIICLIMAJIbHAS IPOLICaYpa,
oOecrieunBaronias rmomnajgaHue B
OONYCTHUMYIO 00J1aCTh.



[ITpad, 3ananubiii pynkuuei (5.12), He
MMEET OTPHULIATCIbHBIX 3HAYCHUN B
OONMyCTUMOM 001aCTH.

OToT mTpad, KaKk ¥ OpeAbI Iy,
SABIISIETCS. OapbepOM; B 3TOM CJIydae TAKKe
BO3HUKAKOT TPYAHOCTH, CBSI3aHHBIC C
BO3MOJKHbBIM IOSIBICHUEM HEJOMYCTUMbIX
TOYEK.



Yacto pynkmuo Q (X r I) BBI6I/IpaIOT B BHJIC

Q(x,r,I)=f(x)- R + Z(h

_19(

nJIN

Q(x,r,I) RZIn( )+%kZK;(hk(x))2

'€ MMOJIOKUTEILHBIN mTpa(bHOH rnapamMeTp
R — 0, MOHOTOHHO yOBIBasi OT UTEpaALlMU K UTEpaLUU.



[locnenoBaTeIbHOCTD NEUCTBUM TP
peaan3anuyi METOA0B IITpa(HBIX (YHKIIUMI
WJIM OapbEPHBIX (DYHKIMU BBITJISIUT
CICAYIOIIUM 00pa3oM:



1. Ha ocHoBannwu 3amaun (5.4-5.7)
ctpouM QpyHKLUIO (5.8). BeiOupaem
Ha4aJIbHOC NPUOJIM)KCHUE X W HAaYaJIbHBIC
3HAYCHUs KO3 dunuenTos mrpadpa r;,l,,

YHCJI0 UTEpaliii, TOUYHOCTh O€3yCIIOBHOM
OITUMM3ANNH, TOYHOCTE COOIIOEHUSA
OIrpaHUYECHUU U T.]I.

2. Pemraem 3amauy (5.9).



3. Eciu mojry4eHHOE PEIICHUE HE
YJIOBJIETBOPAET CUCTEME OIPAHUYCHUM B
CIy4dae MCIOJIb30BaHUS METO 1A IITpaHBIX
(bYHKILHM, TO YBEINYMBACM 3HAYCHUS

KO3 PHUIIMEeHTOB IITpada U CHOBA PeIIacM
3agauy (5.9).



B cirydyae Metona 0OapbepHbIX (DYHKIIHH
3HAYCHUS KOA(PPUIHECHTOB YMEHbBIIAKTCS,
4TOOBI MOXKHO OBLIO HNOJYYUTh PEIICHUE HA
I'paHUIIC.



4. IIpouecc npekpaiaercs, €ciiu
HAUJICHHOE PENICHUE YIOBIECTBOPSIET
CUCTEME OIPAaHUYECHUHN C ONPEICIICHHON
TOYHOCTBIO.



MeTtoa (paKTOpoOB

CB0O€0OOpa3HbIM U 0YE€Hb APPEKTUBHBIM
METOAOM IITPA(OB SABISICTCI METO
(akTOPOB (MW MHOKUTEICH ), KOTOPBIU
OCHOBAaH Ha 1Tpade TUIa “KBaJapaT CPE3KH
IJI1 OTPaHUYECHUN-HEPABEHCTB.

Takou mrpad onpeaeaseTcs CICayOINM
00pa3oM:



S=R-(g(x))" (5.14)

rae cpe3ska U omnpenesieTcs Tak.

t, ecmt >0,

(t)=+ (5.15)

0, ecmmt<O.




OTOT mTpad BHCIIHMKA M CTAllMOHAPHBIC
TOYKH (PYHKIIUH Q(X, R) MOTYT OKa3aTbCs

HE IOy CTUMBIMH.

C Ipyroul CTOpOHBI, HEIOITYCTUMBIC TOYKH
HE CO3/IAF0T B JAaHHOM ciaydae
MOMOJIHUTEIbHBIX CJIOKHOCTEU 1500

CPAaBHEHUIO C JOOyCTUMBIMH. Paszanuwue
MEXIY HUMH COCTOMT JHUIIbL B TOM, YTO B
OOIYCTUMBIX TOYKaX IITpad paBeH HYIIIO.



B wMmeTtome ¢akTOpoB Ha KaxXIOM MTEpalyiu
IPOU3BOAUTCS 0€3yCIIOBHAS MUHUMU3AIUS (PYHKITUM

Q(x,0,1)=f(x)+
+Rjz_;{<gj (X)+Gj>2 —G?}-I—
+Rk§;{[hk (x)+ rk]z —rﬁ}, (5.16)

rae R — mocTossHHBIN BECOBOM KOA(D(MUIIMEHT, a
YIJIOBBIE CKOOKM 0003HAYAKOT Onepauuro cpe3xu.



[TapameTpsl ((PaKTOpEl) O U T

OCYILECTBIISIFOT CABUT INTPpa(HBIX
CJIaracMhIX.

KOMIIOHEHTHI BEKTOPOB O U T
MEHSIOTCSA I10 X0y BBIYMCICHHUM, OJHAKO
B IIPOLIECCE PEIICHUSA KaXKI0U
BCIIOMOTaTE€IbHOM 0€3yCIIOBHOM 3a/1a4
00a 3T BEKTOpa OCTAIOTCS

ITIOCTOJAHHBIMH.



HavanpHble 3HaYeHUS (PAKTOPOB G M T
MOXHO BbIOpaTh HYJICBBIMH.

O0o3HauuM 4epe3 X' TOYKYy MHHUMYyMa
GyHKIUU Q(X,Gm,’tm ), MCIOJIBE3YEMOM Ha

M-0U UTEpaLUH.



IIpu mepexome k (M+1)-ifi wuTeparum
(baKTOPBI IIEPECUYUTHIBAOTCS 110 (POPMYJIam

o =(g;(x")+0), i=1..9, (517)

tt=h (X" )+, k=1..K. (5.18)



Dopmylibl IIepecyeTa TAKOBbI, YTO B
PE3YIILTATE CABUTIA IIPU MEPEXOAE K HOBOU
noj3agadye  mrpad 3a  HAPYLICHUE

OTPAaHUYCHUMN BO3PACTACT, U BCJICICTBHUE

5TOr0 TOYKH X' — OPUOIMKAIOTCA K

OONYCTUMOM OOJIACTH.



JL1s1 KOHTPOJIA CXOAUMOCTH METOA

HCITIOJIB3YIOT ITOCJICAOBATC/IbHOCTH

X", o, T f(xm), g(xm), h(xm).



[ IpexpalieHue OCHOBHOTO Ipoliecca
IIPOUCXOJIMUT, KOTJIa YWICHBI, 10 KpanHEN
Mepe, OJTHOU U3 ITUX
ITOCJIEIOBATEIIBHOCTEHN, IEPECTAIOT
M3MEHSTHCS IPH IepecueTe (PaKTopoB U
OCIEAYIOIEH 0€3yCI0BHOM

MHUHHUMHU3AIINHN.



3aMeTHUM, YTO BeJIMYWHA MOJIOKUTEIHLHOTO
nmapaMerpa R BimseTr Ha CBOMCTBa METOAA,
HO KOHCTPYKTHBHOI'O aJITOPUTMA €TI0
BbIOOpA HE CYILIECTBYET.
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	Слайд номер 3
	Оптимизация в широком смысле слова находит применение в науке, технике и в любой другой области человеческой деятельности. ��Оптимизация – целенаправленная деятельность, заключающаяся в получении наилучших результатов при соответствующих условиях. �
	Слайд номер 5
	Слайд номер 6
	Слайд номер 7
	Любой оптимизируемый объект схематично можно представить в соответствии с рис. 1.
	В том случае, когда случайные возмущения невелики и их воздействие на объект можно не учитывать, критерий оптимальности может быть представлен как функция  входных, выходных  и  управляемых параметров: 
	Слайд номер 10
		Процедура решения задачи оптимизации обязательно включает, помимо выбора управляемых параметров, еще и установление ограничений на эти параметры (термостойкость, взрывобезопасность, мощность перекачивающих устройств и т.п.).
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	Слайд номер 14
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	Слайд номер 16
	Здесь СА, СВ – концентрации веществ �А и В,  k1 и k2 – константы скоростей прямой и обратной реакций.��Различают прямую кинетическую задачу, когда константы k1 и k2 известны, �и обратную кинетическую задачу, когда эти константы неизвестны и должны быть определены на основании экспериментальных данных.
	Слайд номер 18
	Слайд номер 19
	Слайд номер 20
	Слайд номер 21
	Слайд номер 22
	Слайд номер 23
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	Слайд номер 25
	Слайд номер 26
	Слайд номер 27
	Слайд номер 28
	Целью оптимизации работы химического реактора может являться нахождение максимального выхода целевого продукта R, при этом управляемым параметром будет температура Т. �
	Итак, целевой функцией в этом примере будет функция СR(Т), значения которой при некоторой температуре реактора Т определяются в результате численного решения модели (В.2-В.6).
	Таким образом, при нелинейной оптимизации очень часто при определении значений целевой функции приходится численно решать задачи, возникающие в сложных моделях. �Решению таких задач и будет посвящен наш курс.
	�Математическая постановка задач оптимизации�Виды ограничений 
	Слайд номер 33
	Слайд номер 34
	Слайд номер 35
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	Слайд номер 37
	Слайд номер 38
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	Слайд номер 40
	Слайд номер 41
	Слайд номер 42
	Слайд номер 43
	Любой оптимизируемый объект схематично можно представить в соответствии с рис. 1.
	При постановке конкретных задач оптимизации желательно критерий оптимальности записать в виде аналитического выражения.�В том случае, когда случайные возмущения невелики и их воздействие на объект можно не учитывать, критерий оптимальности может быть представлен как функция  входных, выходных  и  управляемых параметров: 
	Слайд номер 46
	Слайд номер 47
		Процедура решения задачи оптимизации обязательно включает, помимо выбора управляемых параметров, еще и установление ограничений на эти параметры (термостойкость, взрывобезопасность, мощность перекачивающих устройств и т.п.).
	Слайд номер 49
	Классификация задач ��Прежде всего, задачи оптимизации можно отнести по типу аргументов к дискретным (компоненты вектора   x  принимают дискретные или целочисленные значения) и  к непрерывным (компоненты вектора  x непрерывны).  �Для дискретных задач разработаны совершенно специфические методы оптимизации. Мы их рассматривать не будем.�
	Задачи оптимизации можно классифицировать в соответствии с видом функций   f, hk, gi   и размерностью вектора  x. ��Задачи, в которых  x  представляет собой одномерный вектор, называются задачами �с одной переменной и составляют простейший, но вместе с тем весьма важный подкласс оптимизационных задач. 
	Задачи условной оптимизации, в которых функции  hk, и  gi являются линейными, носят название задач с линейными ограничениями. �В таких задачах целевые функции могут быть либо линейными, либо нелинейными. 
	Задачи, которые содержат только линейные функции вектора непрерывных переменных  x, называются задачами линейного программирования; ��в задачах целочисленного программирования компоненты вектора  x  должны принимать только целые значения. ��Классификацию оптимизационных задач можно представить в следующей форме:
	Слайд номер 54
	Более подробная классификация приведена на рис. 2 �(согласно источнику�http://www-fp.mcs.anl.gov/otc�/_vti_bin/shtml.dll/Guide/�OptWeb/index.html/map�).
	Слайд номер 56
	Слайд номер 57
	1. Оптимизация в широком смысле слова находит применение в науке, технике и в любой другой области человеческой деятельности. �Оптимизация – целенаправленная деятельность, заключающаяся в получении наилучших результатов при соответствующих условиях. �Поиски оптимальных решений привели к созданию специальных математических методов и уже в 18 веке были заложены математические основы оптимизации (вариационное исчисление, численные методы и др.). 
	Однако до второй половины 20 века методы оптимизации во многих областях науки и техники применялись очень редко, поскольку практическое использование математических методов оптимизации требовало огромной вычислительной работы, которую без ЭВМ реализовать было крайне трудно, а в ряде случаев – невозможно. 
	Особенно большие трудности возникали при решении задач оптимизации из-за большого числа параметров и их сложной взаимосвязи между собой. �При наличии ЭВМ ряд задач оптимизации поддается решению. 
	При постановке задачи оптимизации необходимо:��1. Наличие объекта оптимизации и цели оптимизации. При этом формулировка каждой задачи оптимизации должна требовать экстремального значения лишь одной величины, то есть одновременно системе не должно приписываться два и более критерия оптимизации, так как практически всегда экстремум одного критерия не соответствует экстремуму другого. 
	Типичный пример неправильной постановки задачи оптимизации: ��"Получить максимальную производительность при минимальной себестоимости". �Ошибка заключается в том, что ставится задача поиска оптимума двух величин, противоречащих друг другу по своей сути. 
	Правильной постановкой задачи может быть:��а) получить максимальную производительность при заданной себестоимости; ��б) получить минимальную себестоимость при заданной производительности. ��В первом случае критерий оптимизации – производительность, а во втором – себестоимость. 
	2. Наличие ресурсов оптимизации, под которыми понимают возможность выбора значений некоторых параметров оптимизируемого объекта. Объект должен обладать определенными степенями свободы – управляющими воздействиями. ��3. Возможность количественной оценки оптимизируемой величины, поскольку только в этом случае можно сравнивать эффекты от выбора тех или иных управляющих воздействий. ��4. Учет ограничений. 
	Пример 1.�Задача о планировании выпуска продукции при ограниченных ресурсах�Нефтеперерабатывающий завод производит за месяц 1500000 л алкилата, 1200000 л крекинг-бензина и 1300000 л изопентола. В результате смешивания этих компонентов в пропорциях 1:1:1 и 3:1:2 получается бензин сорта А и Б соответственно. Стоимость 1000 л бензина сорта А и Б соответственно равна 16000 руб. и 20500 руб.�Определить месячный план производства бензина сорта А и Б, при котором стоимость выпущенной продукции будет максимальной.
	Пример 2. �Задача о нахождении размеров нагруженной балки��Задана строительная конструкция, состоящая из балки А длиной L=35,6 см и жесткой опоры В. Балка А крепится на жесткой опоре В (рис. 1) с помощью сварного соединения. Балка изготавливается из стали марки 1010 и должна выдержать нагрузку F = 2721,5 кг. Размеры h, t, толщину b, ширину l сварного шва необходимо выбрать таким образом, чтобы полные затраты были минимальными.
	Рис. 1. Нагруженная балка
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	Слайд номер 69
	Критерий оптимальности называется сложным, если необходимо установить экстремум целевой функции при некоторых условиях, которые накладываются на ряд других величин (например, определение максимальной производительности при заданной себестоимости, определение оптимальной температуры при ограничениях по термостойкости катализатора и др.).�Процедура решения задачи оптимизации обязательно включает, помимо выбора управляющих параметров, еще и установление ограничений на эти параметры (термостойкость, взрывобезопасность, мощность перекачивающих устройств). 
	Слайд номер 71
	Разработано большое количество методов одномерной оптимизации и мы рассмотрим две группы таких методов:��•методы сужения интервала неопределенности;��•методы с использованием производных.
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	Слайд номер 88
	Как выгодно размещать точки? �Каждый раз оставшийся отрезок делится на три части и затем отбрасывается один из крайних отрезков.��Обозначим первоначальный интервал неопределенности через  D.
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	Слайд номер 103
	Слайд номер 104
	Слайд номер 105
	Рассмотренные методы оптимизации используют только значения функции . Такие методы называются методами 0-го порядка. Скорость их сходимости невелика. �Если предположить, что функция  дифференцируема, то можно предложить более быстрые методы, использующие производные. �Методы, использующие первую производную, называются методами 1-го порядка и т. д.
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	Слайд номер 119
	Направление убывания функции будем указывать штрихами рядом с линиями уровня. �По виду линий уровня условно выделим три типа рельефа: ��котловинный, �овражный, �неупорядоченный. 
	Слайд номер 121
	Рассмотрим овражный тип рельефа. �Если линии уровня кусочно-гладкие (Рис. 5), то выделим на каждой из них точку излома. �Геометрическое место точек излома назовем истинным оврагом, если угол направлен в сторону возрастания функции, �и гребнем, – если в сторону убывания.�
	Чаще линии уровня всюду гладкие, но на них имеются участки с большой кривизной.  Геометрические  места  точек  с  наибольшей  кривизной  назовем разрешимым оврагом  �или  гребнем (Рис. 6).
	Слайд номер 124
	Слайд номер 125
	Слайд номер 126
	Слайд номер 127
	Слайд номер 128
	Все эффективные методы поиска минимума сводятся к построению траекторий, вдоль которых функция убывает; разные методы отличаются способами построения таких траекторий. �Метод, приспособленный к одному типу рельефа, может оказаться плохим на рельефе другого типа 
	Слайд номер 130
	Слайд номер 131
	Слайд номер 132
	Слайд номер 133
	На примере функции двух переменных легко убедиться, что существуют случаи сходимости спуска по координатам к минимуму и случаи, когда этот спуск к минимуму не сходиться.
	Слайд номер 135
	Будем двигаться по выбранному направлению, то есть  по некоторой прямой в плоскости .�В тех участках, где прямая пересекает линии уровня, мы при движении переходим от одной линии уровня к другой, так что при этом движении функция меняется (возрастает или убывает). 
	Только в той точке, где данная прямая касается линии уровня (рис. 9), функция имеет экстремум вдоль этого направления. �Найдя такую точку, мы завершаем в ней спуск по первому направлению и должны начать спуск по второму.
	Слайд номер 138
	Никакой дальнейший спуск по координатам невозможен, хотя минимум еще не достигнут. �В данном случае процесс спуска по координатам не сходится к минимуму.
	Слайд номер 140
	Однако скорость сходимости сильно зависит от формы линий уровня. �Так, если рельеф функции имеет тип "разрешимый овраг", то при попадании траектории спуска в такой овраг сходимость становится настолько медленной, что расчет практически вести невозможно.��Иногда метод покоординатного спуска используют в качестве первой попытки при нахождении минимума.
	Слайд номер 142
	Слайд номер 143
	Слайд номер 144
	Слайд номер 145
	Слайд номер 146
	Слайд номер 147
	Слайд номер 148
	Слайд номер 149
	Слайд номер 150
		Метод оврагов рассчитан на то, чтобы пройти вдоль оврага и выйти в котловину около минимума. �	В этой котловине значение минимума  лучше уточнять другими методами.
	Случайный поиск��Методы спуска не полноценны на неупорядоченном рельефе. �Если экстремумов много, то спуск из одного нулевого приближения может сойтись только к одному из локальных минимумов, не обязательно абсолютному. 
	Тогда для исследования задачи можно применить случайный поиск. �Предполагают, что искомый минимум лежит в некотором n-мерном параллелепипеде. �В этом параллелепипеде выбирают случайным образом   N   пробных точек. 
	Однако даже при очень большом числе пробных точек вероятность того, что хотя бы одна точка попадает в небольшую окрестность локального минимума, ничтожно мала. 
	Слайд номер 155
	Слайд номер 156
	Этого уже достаточно, чтобы судить о величине функции в ближайшем локальном минимуме с удовлетворительной точностью. Сравнивая окончательные значения функции на всех спусках между собой, можно изучить расположение локальных минимумов и сопоставить их величины. 
	После этого можно отобрать нужные по смыслу задачи минимумы и провести в них дополнительные спуски для получения координат точек минимума с более высокой точностью. 
	МЕТОДЫ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПРОИЗВОДНЫХ��Методы спуска и их различные модификации, стохастические методы, которые используют только значение функции, называются методами 0-го порядка. �Они обычно имеют весьма малую скорость сходимости. 
	Поэтому разработан ряд методов оптимизации, которые используют первые и вторые производные целевой функции (методы 1-го и 2-го порядка). �Прежде чем рассмотреть такие методы, введем ряд обозначений и напомним некоторые определения.
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	Слайд номер 177
	Слайд номер 178
	В зависимости от выбора параметра     траектория спуска будет существенно различаться. 
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	Слайд номер 183
	Слайд номер 184
	Слайд номер 185
	Вообще, эффективность этого метода  на  овражных рельефах весьма плохая. �Этот метод используется очень редко.
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	Слайд номер 193
	Слайд номер 194
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	Метод Марквардта��Этот метод является комбинацией методов градиентного спуска и Ньютона, в котором удачно сочетаются положительные свойства обоих методов. 
	Движение в направлении антиградиента из точки, расположенной на значительном расстоянии от точки минимума, обычно приводит к существенному уменьшению целевой функции. �С другой стороны, направление эффективного поиска в окрестности точки минимума определяется по методу Ньютона. 
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	Слайд номер 201
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