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Â ó÷åáíîì ïîñîáèè îòðàæåíû êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ýêñïå-
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îïèñàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ñ êîíäåíñè-
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Ïðåäèñëîâèå

Â ó÷åáíîì ïîñîáèè îòðàæåíû êàê òåîðåòè÷åñêèå, òàê è ýê-
ñïåðèìåíòàëüíûå àñïåêòû ñïåêòðîñêîïèè òâåðäîãî òåëà.
Ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå êóðñîâ ëåêöèé «Ôèçèêà
êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà», «Ñïåêòðîñêîïèÿ
òâåðäîãî òåëà» è «Âòîðè÷íûå ïðîöåññû â äèýëåêòðè÷åñêèõ
êðèñòàëëàõ», ÷èòàåìûõ àâòîðàìè ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóðñîâ
êàôåäðû îïòèêè è ñïåêòðîñêîïèè ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè
Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Õîòÿ ïî îòäåëüíûì âîïðîñàì ñïåêòðîñêî-
ïèè òâåðäîãî òåëà åñòü ìíîãî õîðîøèõ êíèã, ìû ñäåëàëè ïî-
ïûòêó èçëîæèòü âîïðîñû îïòè÷åñêîé ñïåêòðîñêîïèè òâåðäîãî
òåëà â ïîñîáèè íåáîëüøîãî îáúåìà. Ìû ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé
çàäà÷ó äàòü â ðóêè ýêñïåðèìåíòàòîðàì, çàíèìàþùèìñÿ ñïåêò-
ðîñêîïèåé òâåðäîãî òåëà, ïîñîáèå, êîòîðîå áû âêëþ÷àëî îñ-
íîâíîé ìèíèìóì ñîâðåìåííûõ çíàíèé, íåîáõîäèìûé äëÿ ýòèõ
çàíÿòèé, è íå òðåáîâàëî áû îò ÷èòàòåëÿ èíîé ïîäãîòîâêè, êðî-
ìå çíàíèé îáùèõ êóðñîâ, ÷èòàåìûõ âñåì ñòóäåíòàì-ôèçèêàì.

Ñïåêòðîñêîïèÿ òâåðäîãî òåëà — äîñòàòî÷íî ñòàðàÿ è îä-
íîâðåìåííî ìîëîäàÿ îáëàñòü ôèçèêè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêèå çàêîíû, èñïîëüçóåìûå â ñïåêòðîñêîïèè òâåð-
äîãî òåëà, óñòàíîâëåíû î÷åíü äàâíî (íàïðèìåð, çàêîí çàòóõà-
íèÿ ñâåòà â âåùåñòâå — çàêîí Áóãåðà—Ëàìáåðòà, ôîðìóëû
Ôðåíåëÿ äëÿ îòðàæåíèÿ ñâåòà è äð.) è ÿâëÿþòñÿ òîé îñíîâîé,
áåç êîòîðîé íåìûñëèìî ñîçäàíèå íè îäíîãî îïòè÷åñêîãî ïðè-
áîðà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äî ñèõ ïîð íå ðàçðåøåíû ìíîãèå
ïðîáëåìû âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì, îñîáåííî â îá-
ëàñòè âàêóóìíîãî óëüòðàôèîëåòà, â êîòîðîé èñòî÷íèêè
èçëó÷åíèÿ ïîÿâèëèñü â îñíîâíîì ëèøü â ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè
ïðîøëîãî âåêà. Ïðåäëàãàåìîå èçäàíèå è ïîñâÿùåíî ìíîãèì
ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì îïòèêè òâåðäûõ òåë.

Ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ òâåðäîãî òåëà ïðè-
õîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðàêòè÷åñêè âñå àñïåêòû ôèçèêè òâåð-
äîãî òåëà. Íàèáîëåå ïîëíîå ïîíèìàíèå ïðîöåññîâ,



ïðîèñõîäÿùèõ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó-
÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì, ñòàëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ
êâàíòîâîé òåîðèè òâåðäîãî òåëà. Íåîáõîäèìî âñïîìíèòü î
òîì, ÷òî îäíî èç âàæíåéøèõ îïûòíûõ îáîñíîâàíèé êâàíòîâîé
òåîðèè — çàêîíû ôîòîýôôåêòà — áûëî èçó÷åíî Ýéíøòåéíîì
èìåííî êàê ðåçóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ ïîâåðõíîñòüþ
òâåðäîãî òåëà. Ðàçâèòèþ òåîðèè òâåðäîãî òåëà è âûÿñíåíèþ
ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë áûëè ïîñâÿùåíû ìíî-
ãèå ðàáîòû Ë.Ä.Ëàíäàó, È.Å.Òàììà, ß.È.Ôðåíêåëÿ,
À.Ô.Èîôôå, È.Ì.Ëèôøèöà, Â.Ë.Ãèíçáóðãà, À.À.Àáðèêî-
ñîâà, Æ.È.Àëôåðîâà è äðóãèõ âåäóùèõ ñîâåòñêèõ è
ðîññèéñêèõ ôèçèêîâ. Èõ îñíîâîïîëàãàþùèå èññëåäîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì, íà êîòîðîì ñòðîÿòñÿ ìíîãèå ïðåäñòàâëåíèÿ
î òâåðäîì òåëå. È â íàñòîÿùåå âðåìÿ øêîëà ðîññèéñêèõ ôèçè-
êîâ âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä â èññëåäîâàíèÿ êîíäåíñèðî-
âàííûõ ñîñòîÿíèé.

Ñ ðàçâèòèåì ïðåäñòàâëåíèé î òâåðäîì òåëå ìåíÿåòñÿ è
ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðîñêîïèè òâåðäîãî òåëà. Ïåðâîíà-
÷àëüíî èññëåäîâàëèñü ñâîéñòâà òâåðäûõ òåë, îïèñûâàåìûå
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè, ò. å. ïðåëîìëåíèå, îòðà-
æåíèå ñâåòà, äèñïåðñèÿ ñâåòà â òâåðäûõ òåëàõ è äð. Òåîðèÿ
ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû òâåðäûõ òåë ðàçâèëàñü, â ÷àñòíîñòè,
èç îïòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèâåëà ê
áîëåå ãëóáîêîìó èññëåäîâàíèþ îïòèêè òâåðäûõ òåë. Â ðàìêàõ
ýòîé òåîðèè îïèñàíî èçäàâíà èçâåñòíîå ÿâëåíèå ëþìèíåñöåí-
öèè. Îäíàêî òîëüêî ðàçâèòèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ëþ-
ìèíåñöåíöèè â 30-õ ãîäàõ çàñòàâèëî óãëóáëåííî èçó÷àòü ýòîò
èíòåðåñíûé ïðèìåð ìíîãî÷èñëåííûõ âòîðè÷íûõ ïðîöåññîâ,
âîçíèêàþùèõ â òâåðäîì òåëå ïîñëå ïîãëîùåíèÿ êâàíòîâ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ. Âàæíóþ ðîëü â ýòîì ñûãðàëè ðàáî-
òû Ñ.È.Âàâèëîâà, Â.Ë.Ë¸âøèíà, äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé.
Ðàçâèòèå èññëåäîâàíèÿ ôèçè÷åñêèõ àñïåêòîâ ëþìèíåñöåíöèè
ïðèâåëî ê îáðàçîâàíèþ êðóïíûõ íàó÷íûõ êîëëåêòèâîâ, çàíè-
ìàþùèõ âåäóùèå ïîçèöèè â ýòèõ âîïðîñàõ. Èç ëþìèíåñöåí-
öèè âûðîñëî íàó÷íîå íàïðàâëåíèå, ïðîèçâîäÿùåå â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïåðåâîðîò âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ
÷åëîâå÷åñêîãî çíàíèÿ è ïðàêòèêè, — ëàçåðíàÿ ôèçèêà. Ñåé-
÷àñ èññëåäîâàòåëåé â îáëàñòè ñïåêòðîñêîïèè òâåðäîãî òåëà çà-
íèìàþò ìíîãèå î÷åíü òîíêèå âîïðîñû, ïîçâîëÿþùèå ýôôåê-
òèâíî ñîçäàâàòü êà÷åñòâåííî íîâûå ïðèáîðû, ñóùåñòâåííî
ðàñøèðÿþùèå âîçìîæíîñòè ÷åëîâå÷åñêîé ïðàêòèêè è íàó÷-
íûõ èññëåäîâàíèé.
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Â èññëåäîâàíèÿõ ïî ñïåêòðîñêîïèè òâåðäûõ òåë îäíî èç
îñíîâíûõ ìåñò çàíèìàþò èñòî÷íèêè èçëó÷åíèé. Êëàññè÷åñêèå
èñòî÷íèêè — ëàìïû íàêàëèâàíèÿ, íèçêîòåìïåðàòóðíûå ðàç-
ðÿäíûå ëàìïû — íå â ñîñòîÿíèè óäîâëåòâîðèòü âñåì òðåáîâà-
íèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê èñòî÷íèêàì ñâåòà, â ÷àñòíîñòè èç-çà
îãðàíè÷åííîñòè äèàïàçîíà èçëó÷àåìûõ äëèí âîëí. Ê 60-ì ãî-
äàì ñîçäàëîñü òàêîå ïîëîæåíèå, ÷òî ñóùåñòâîâàëî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî òèïîâ èñòî÷íèêîâ ñâåòà â èíôðàêðàñíîé è âèäè-
ìîé îáëàñòÿõ, óëüòðàôèîëåòå, à òàêæå â ðåíòãåíå. Îäíàêî
áîëüøèíñòâî èñòî÷íèêîâ â äàëåêîì óëüòðàôèîëåòå è ðåíòãåíå
äàâàëî ëèøü íàáîð îòäåëüíûõ ëèíèé, ÷òî, åñòåñòâåííî, íå
ìîãëî óäîâëåòâîðèòü èññëåäîâàòåëåé. Â ýòîì ïëàíå áûëî îñî-
áî öåííûì îòêðûòèå è èññëåäîâàíèå, à çàòåì è ïðèìåíåíèå
ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ, ïîçâîëèâøåå çà ñ÷åò ñâîåãî íåï-
ðåðûâíîãî ñïåêòðà ïåðåêðûòü îáëàñòü ìåæäó óëüòðàôèîëå-
òîì è äàëåêèì ðåíòãåíîì. Â ïðåäñêàçàíèè, ðàçâèòèè òåîðèè è
èññëåäîâàíèè ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ îñíîâíóþ ðîëü ñûã-
ðàëè ñîâåòñêèå ôèçèêè Ä.Ä.Èâàíåíêî, È.ß.Ïîìåðàí÷óê,
À.À.Ñîêîëîâ, È.Ì.Òåðíîâ, Ô.À.Êîðîëåâ. Ñèíõðîòðîííîå
èçëó÷åíèå, êàê îêàçàëîñü, èìååò è äðóãèå èíòåðåñíûå ñâîéñò-
âà, äåëàþùèå åãî óíèêàëüíûì äëÿ öåëîãî ðÿäà èññëåäîâàíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñïåêòðîñêîïèÿ òâåðäîãî òåëà îõâàòû-
âàåò íàñòîëüêî øèðîêèé êðóã âîïðîñîâ, ÷òî îñâåòèòü èõ âñå â
îäíîé êíèãå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòáîð
ìàòåðèàëà, åñòåñòâåííî, äèêòîâàëñÿ âî ìíîãîì èíòåðåñàìè àâ-
òîðîâ. Ýòî îïðàâäàíî òåì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçäàíî áîëü-
øîå ÷èñëî ïðåâîñõîäíûõ êíèã ïî ôèçèêå òâåðäîãî òåëà, íåîá-
õîäèìî îõâàòûâàþùèõ è îòäåëüíûå âîïðîñû ñïåêòðîñêîïèè
òâåðäîãî òåëà [1—8]. Èìåþòñÿ è êíèãè, ïîñâÿùåííûå òîëüêî
ñïåêòðîñêîïèè [9—18]. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ýòèõ ìîíîãðà-
ôèé è ó÷åáíèêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îïòèêè â òðàäèöè-
îííûõ îáëàñòÿõ ñïåêòðà–îò èíôðàêðàñíîãî ñâåòà äî óëüòðà-
ôèîëåòà, ïîýòîìó è îáúåêòû ðàññìîòðåíèÿ – ýòî â îñíîâíîì
ìåòàëëû è ïîëóïðîâîäíèêè. Ñ ïðîäâèæåíèåì â îáëàñòü áîëåå
âûñîêîýíåðãè÷íûõ ôîòîíîâ, â îáëàñòü âàêóóìíîãî óëüòðàôè-
îëåòà ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåòü ñ åäèíûõ ïîçè-
öèé îïòèêó øèðîêîçîííûõ äèýëåêòðèêîâ, èìåþùóþ ñâîè îñî-
áåííîñòè.

Â îäíîé êíèãå òðóäíî îõâàòèòü âñå âîïðîñû ñïåêòðîñêî-
ïèè òâåðäîãî òåëà, ïîýòîìó ñëåäóåò îãîâîðèòü, ÷òî áîëüøå
âíèìàíèÿ ìû óäåëÿåì äèýëåêòðèêàì, ÷åì ïîëóïðîâîäíèêàì è
ìåòàëëàì. Ïðè îïèñàíèè òåõíèêè èçìåðåíèé ìû ïîäðîáíåå
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îïèñûâàåì ñïåêòðîñêîïèþ ñ ïðèìåíåíèåì ñèíõðîòðîííîãî èç-
ëó÷åíèÿ, ÷åì ñ ëàáîðàòîðíûìè èñòî÷íèêàìè. Íåñêîëüêî áîëü-
øåå âíèìàíèå óäåëåíî ëþìèíåñöåíöèè è âòîðè÷íûì ïðîöåñ-
ñàì âîîáùå, âîçíèêàþùèì â òâåðäîì òåëå ïðè ïîãëîùåíèè
ñâåòà. Êðîìå òîãî, ñîâðåìåííûå èíòåðåñû ñïåêòðîñêîïèè ïå-
ðåõîäÿò â íåñêîëüêî íåòðàäèöèîííóþ îáëàñòü âàêóóìíîãî
óëüòðàôèîëåòà, â êîòîðîé ïðîèñõîäÿò ïåðåõîäû â îáëàñòè
ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðîÿâëÿþòñÿ âñå
àñïåêòû ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû äèýëåêòðèêîâ. Ýòîé îáëàñòè
ñïåêòðà òàêæå óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå. Ñïèñîê ëèòåðàòó-
ðû âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëèøü îñíîâíûå êíèãè, îáçîðû è ñòàòüè,
êîòîðûå ìîãóò ïîìî÷ü ÷èòàòåëþ óñâîèòü ìàòåðèàë êíèãè.

Ïîñîáèå ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáùèå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ
âçàèìîäåéñòâèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ñ êîíäåíñèðîâàííûìè
ñðåäàìè, òàê è ýëåìåíòàðíûå ýëåêòðîííûå è ôîíîííûå
âîçáóæäåíèÿ. Âî âòîðîé ÷àñòè ïîñîáèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ
âîïðîñû âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé,
ïðèâîäÿùèå ê ðåëàêñàöèè ýíåðãèè â òâåðäûõ òåëàõ è
ïîÿâëåíèþ ìíîãî÷èñëåííûõ âòîðè÷íûõ ïðîöåññîâ,
âîçíèêàþùèõ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñâåòà ñ òâåðäûì òåëîì -
ëþìèíåñöåíöèè, ôîòîýìèññèè è ïðî÷.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ñîòðóäíèêàì ëàáîðàòî-
ðèè ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ êàôåäðû îïòèêè è
ñïåêòðîñêîïèè ÌÃÓ çà ïîìîùü â ïîäãîòîâêå ìàòåðèàëà.

À.Í.Âàñèëüåâ, Â.Â.Ìèõàéëèí,
îêòÿáðü 2008
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Глава 1

Взаимодействие электромагнитного
поля с твердыми телами

§ 1 Ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå
âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì

Ïðè èçó÷åíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ
ñ êîíäåíñèðîâàííûìè ñîñòîÿíèÿìè âåùåñòâà ðîëü ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òðóäíî ïåðåîöåíèòü. Ýòî ñïðàâåäëèâî
íå òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ ïîëåé íà ñðåäó, íî è äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ôóíäàìåí-
òàëüíûõ âîçáóæäåíèé êîíäåíñèðîâàííîé ñðåäû. Ïîýòîìó
âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå
ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â âàêóóìå è â ñðåäå.

1.1 Îïòè÷åñêèå ôóíêöèè òâåðäûõ òåë
Ïðîèçâîëüíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò áûòü ïîë-

íîñòüþ îïèñàíî âåêòîð-ïîòåíöèàëîì A r( , )t è ñêàëÿðíûì ïî-
òåíöèàëîì � ( )r, t , äåéñòâóþùèìè íà òî÷êó r â ìîìåíò âðåìåíè
t. Ýòè ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E r( , )t è
ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ B r( , )t ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì., íàï-
ðèìåð, [19, 20]):

� �
� �

� �

� � � �

E r
A r

r

B r A r,

,
,

, ,

, .

t
c

t

t
t

t t

� �
�

�
� �

�

1
�

rot
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Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûõ
ñèñòåìàõ óäîáíî ðàáîòàòü ñ ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè èëè êâàçè-
ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè ïëîñêèìè ïîëÿìè. Èç-çà êàëèáðîâî÷-
íîé èíâàðèàíòíîñòè ïîòåíöèàëîâ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë �( , )r t
äëÿ òàêèõ ïîëåé ÷àñòî ìîæíî âûáèðàòü ðàâíûì íóëþ. Âðå-
ìåííàÿ è ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîð-ïîòåíöèàëà
õàðàêòåðèçóåòñÿ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
	 
�� 2 è âîëíîâûì âåêòîðîì k, íàïðèìåð

� � � �A r A kr, Re ~ .t e i t i� � �	

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëåé E è B.
Çäåñü è íèæå ïîâåäåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîé âîëíû âî âðå-
ìåíè îïèñûâàåòñÿ â ôîðìå e i t� 	 , ÷òî îïðåäåëÿåò çíàêè ìíè-
ìûõ ÷àñòåé âñåõ ââîäèìûõ íèæå âîñïðèèì÷èâîñòåé. Êîìïëåê-
ñíûå âåëè÷èíû îáîçíà÷àþòñÿ çíàêîì '~' íàä áóêâîé.

Ïëîñêèå âîëíû îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé, ïîý-
òîìó ïðîèçâîëüíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò áûòü ïðåäñ-
òàâëåíî èíòåãðàëîì Ôóðüå ïî ïëîñêèì âîëíàì:

� �A r, k A k kr( ) ~ ( , )t d d e i t i� � � �
2 4 3
 	 	 	 . (1.1)

Åëè âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ñ âå-
ùåñòâîì ìîæåò áûòü îïèñàíî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, òî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïîëåì, èìåþùèì ïðîèçâîëüíóþ âðåìåí-
íóþ è ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòè, íåîáõîäèìî çíàòü
òîëüêî îòêëèê ñèñòåìû íà ïëîñêèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå ýëåêò-
ðîìàãíèòíûå âîëíû. Àìïëèòóäû ïëîñêèõ âîëí â ôîðìóëå
(1.1) âûðàæàþòñÿ â âèäå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

~ ( , ) ( , ) ,A k r A r kr	 	� 
 �dt d t e i t i3 (1.2)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó è âðå-
ìåíè. Ïîñêîëüêó ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâè-
òåëüíûìè,

~( , ) ~ ( , ) .*A k A k	 	� � �

Ïðè èññëåäîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì
âàæíåéøóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå ÷àñòîòíîé äèñïåðñèè, òî åñòü
çàâèñèìîñòè îòêëèêà îò ÷àñòîòû ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Ïî-
äàâëÿþùàÿ ÷àñòü ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé îãðàíè-
÷èâàåòñÿ èçó÷åíèåì çàâèñèìîñòè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ îò 	.
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Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå 	 äëÿ âèäèìîãî ñâåòà ïîðÿäêà
4 1015� ñåê–1 (äëÿ çåëåíîãî ñâåòà) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíè-
åì �ïîðÿäêà 6 1014� Ãö, áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëèíó âîë-
íû � � 
 	� �c c2 , âûðàæàåìóþ â íàíîìåòðàõ, èëè ýíåðãèþ
ôîòîíà h� 	� � â ýëåêòðîí-âîëüòàõ. Çäåñü
� � � � �h 2 1055 10 34
 , Äæ�ñåê – ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, à c – ñêî-
ðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Ýíåðãèÿ ôîòîíà ñâÿçàíà ñ äëèíîé âîë-
íû ñîîòíîøåíèåì

� �h� �� �12399, ýÂ íì .

Äðóãîé åäèíèöåé, ïðèìåíÿåìîé äëÿ õàðàêòåðèçàöèè
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå ñàíòèìåòðû.
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�, íì
10000 1000 100 10 1

�, ñåê
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0,1 1 10 100 1000
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�, ñì-1

106

105

104

103

102

101

100

1310 1014 1015 1016 1017

104 105 106 107 108
1/ , ñì� -1

ÈÊ ÂÑ ÓÔ ÂÓÔ ÌÐ Ð

I II III IV

á

à

Ðèñ. 1. Øêàëà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí (à) (ÈÊ – èíôðàêðàñíûé
ñâåò, ÂÑ – âèäèìûé ñâåò, ÓÔ – óëüòðàôèîëåòîâûé ñâåò, ÂÓÔ – âà-
êóóìíûé óëüòðàôèîëåòîâûé ñâåò, ÌÐ – ìÿãêèé ðåíòãåí, Ð – ðåíò-
ãåí) è õàðàêòåðíûé ñïåêòð êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ (á) (I – îá-
ëàñòü ïîãëîùåíèÿ ôîíîíàìè, II – îáëàñòü ïðèìåñíîãî ïîãëîùåíèÿ,
III – îáëàñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ, IV – îáëàñòü îñòîâíûõ
ïåðåõîäîâ è ðåíòãåíîâñêèõ êðàåâ ïîãëîùåíèÿ)



Ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýëåêòðîí-âîëüòà-
ìè è îáðàòíûìè ñàíòèìåòðàìè:

� �1 80655 1� �� �, .ñì ýÂ h

Ýòà åäèíèöà èçìåðåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ â îñíîâíîì â èíôðàêðàñ-
íîé ñïåêòðîñêîïèè èëè ïðè èçó÷åíèè óçêèõ ñïåêòðàëüíûõ ëè-
íèé, íàïðèìåð, â êîìáèíàöèîííîì ðàññåÿíèè. Çåëåíûé ñâåò
âî ââåäåííûõ âûøå äèíèöàõ èçìåðåíèÿ áóäåò õàðàêòåðèçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè: � � 500 íì, h� � 2,5 ýÂ, 1 � �
20 000 ñì �1. Íà ðèñ. 1à ïîêàçàíà øêàëà ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí, ïîñòðîåííàÿ â ýòèõ åäèíèöàõ. Ãðàíèöû ìåæäó ðàçëè÷-
íûìè îáëàñòÿìè ñïåêòðà â áîëüøîé ñòåïåíè óñëîâíû (êðîìå
îáëàñòè âèäèìîãî ñâåòà, êîòîðàÿ ëåæèò îò 770 íì (1,6 ýÂ) äëÿ
êðàñíîãî öâåòà äî 390 íì (3.2 ýÂ) äëÿ ôèîëåòîâîãî öâåòà). Â
äàííîé êíèãå îñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëÿòüñÿ âàêóóìíîé
óëüòðàôèîëåòîâîé (ÂÓÔ) îáëàñòè ñïåêòðà, òî åñòü èçëó÷å-
íèþ, êîòîðîå íå ïðîõîäèò ÷åðåç âîçäóõ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîé
îáëàñòè òðåáóþò äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî âàêóóìíîãî îáîðóäîâà-
íèÿ. Îäíàêî ñïåêòðîñêîïè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ äèýëåêòðèêîâ
ñ øèðîêîé çàïðåùåííîé çîíîé äàþò áîëüøîé îáúåì èíôîðìà-
öèè èìåííî â ýòîé îáëàñòè.

Ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçèðîâàííûé ñëó÷àé
âçàèìîäåéñòâèÿ ïëîñêîé âîëíû ñ îäíîðîäíîé áåñêîíå÷íîé
ñðåäîé. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ ïîëÿðèçàöèåé ñðå-
äû � �P r,t , ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàçíîñòè ýëåêòðè÷åñêîé èíäóê-
öèè � �D r,t è � �E r,t . Èñïîëüçóÿ ïëîñêèå âîëíû, ýòî ñîîòíîøå-
íèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

� � � � � � � � � �~ ~ ~ ~ ~D ,k E ,k P ,k ,k E ,k	 	 
 	 � 	 	� � �4 (1.3)

Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàå-
ìîñòü ñðåäû � �~ ,� 	k , êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîìï-
ëåêñíûì òåíçîðîì, íî äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû îí ñâîäèòñÿ ê
ñêàëÿðíîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèè. Äëÿ ïðîñòîòû ìû çäåñü áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü îäíîðîäíîñòü è èçîòðîïíîñòü ñðåäû; ñëó÷àé
êðèñòàëëîâ, äëÿ êîòîðûõ íå ïðèìåíèìî íè îäíî èç ýòèõ ïðåä-
ïîëîæåíèé, áóäåò îïèñàí íèæå. Òàêæå ìû íå áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ìàãíèòîîïòè÷åñêèå ýôôåêòû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû îãðà-
íè÷èìñÿ íåìàãíèòíûìè ñðåäàìè, äëÿ êîòîðûõ ìàãíèòíàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü ~� ðàâíà åäèíèöå.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå íåêîòîðîãî âíåøíåãî òîêà � �j r0 , t íà
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ñèñòåìó, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñ-
òüþ � �~ ,� 	k . Ôóðüå-êîìïîíåíòà âíåøíåãî òîêà � �~ ,j k0 	 ñâÿçàíà

ñ � �j r0 , t ôîðìóëàìè, àíàëîãè÷íûìè ôîðìóëàì (1.1) è (1.2).
Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè, âíåøíèé òîê ñâÿçàí ñ
èçìåíåíèåì âíåøíåãî çàðÿäà � �� 0 r, t :

� � � ��� �0 0 0r j r, ,t t t� �div ,

÷òî ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÷åðåç Ôóðüå-êîìïîíåíòû

� � � �� � �i i	� 	 	~ , ~ ,0 0 0k kj k . (1.4)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííàÿ ÷àñòü âíåøíåãî çàðÿäà ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèì òîêîì.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â ñðåäå

rot div

rot div

H
D

j D

E
B

B

� � �

� � �

1 4
4

1
0

0 0
c t c

c t

�
�




�

�
�

, ,

, .

ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì Ôóðüå-êîìïîíåíò â
âèäå

� �
� �

~ ~ ~ , ~ ~ ,

~ ~ , ~ .

D kH j kD

B kE kB

� � � �

� �

c

i
c
	



	


�

	

4
4

0

0 0

Îòñþäà â ïðåäïîëîæåíèè èçîòðîïíîñòè ñðåäû, õàðàêòå-
ðèçóþùåéñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ � �~ ,� 	k , ìîæíî
ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ Ôóðüå-êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ � �~ ,E k	 :

� �� � � �� � � � � �

� �

c
k

i

2

2
2

0
4

	
	 	 � 	 	



	

	

k kE k E k k E k

j k

~ , ~ , ~ , ~ ,

~ , .

� � �

�

(1.5)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôèãóðíàÿ ñêîáêà îáðàùàåòñÿ â íîëü, åñëè ~E
íàïðàâëåíî âäîëü âåêòîðà k. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðåøèòü
óðàâíåíèå (1.5) îòíîñèòåëüíî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ � �~ ,E k	 :
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Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå, êîòîðûé
ëó÷øå ïîä÷åðêèâàåò ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé õàðàêòåð
äâóõ ñëàãàåìûõ ðåøåíèÿ:

� �
� �
� �

� �� �� �
� �� �

~ ,
~ ,

~ ,

~ ,

~ ,
E k

k k

k

k j k k

k
	


 � 	

� 	


 	

	 � 	 	
� �

�

4 4
0

2

0

2 2 2 2ik i k c k
 

 �~ ~E El t

(1.6)

Âèäíî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðî-
äîëüíîìó ïîëþ � �~ ,E k | | kl 	 è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî èçìåíåíèÿ-

ìè çàðÿäà, à âòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïîïåðå÷íîìó ïîëþ
� �~ ,E k kt 	 ! è ñâÿçàí ñ èçìåíåíèÿìè êîìïîíåíòû òîêà, ïåðïåí-

äèêóëÿðíîé âîëíîâîìó âåêòîðó k.
×àñòî óäîáíî âûðàæàòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íå ÷åðåç òîê

~j0 , à ÷åðåç ïîëÿðèçàöèþ ~P0 , ñâÿçàííóþ ñ òîêîì ñîîòíîøåíèåì

� �j r0 , t � � �� � �P r0 , t t (èëè, â Ôóðüå-êîìïîíåíòàõ,
� � � �~ , ~ ,j k P k0 0	 	 	� �i ):

� �

� � � �� �

~ ,

~ , ~ ,

E

k k

k

k k k

k c k

i

i j ij i j

	



� 	

"

� 	 	

k

k k

�

� �
�

�

�

�
�

�

4
2

2

2 2 2 2
� �

�

�

�
�

��
P j0 	,k

(1.7)

(ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó çäåñü è äàëåå ïðîâîäèòñÿ ñóì-
ìèðîâàíèå).

Ïðîèçâîäÿ îáðàòíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïî âîëíîâî-
ìó âåêòîðó k, ìîæíî ïîëó÷èòü âçàèìîñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ è ïîëÿðèçàöèè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè:

� � � � � �~ , ~ ~ , .E d r K Pi ij j	 	r r r r� # � #
 3
0

ßäðî ~Kij ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ÿâíûì îáðàçîì, åñëè çà-

âèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ~� îò k ÿâëÿåòñÿ
ñëàáîé è åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå
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� �

(1.8)

Â ýòîé ôîðìóëå çíàê êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëî-
âèå � �Re ~� +� 	 0. Â ôîðìóëå (1.8) ïåðâûé ÷ëåí â ôèãóðíûõ

ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
åäèíè÷íûì äèïîëåì, ïîìåùåííûì â íà÷àëî êîîðäèíàò â ñðåäå
ñ êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ � �~� 	 . Ýòîò
÷ëåí â ñðåäàõ áåç ïîãëîùåíèÿ ñïàäàåò êàê 1 r è ñîçäàåò íåíó-
ëåâîé ïîòîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ÷åðåç ñôåðó áåñêîíå÷-
íîãî ðàäèóñà.

Ïîñêîëüêó â ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ïîëÿ (1.8)
âõîäèò êîðåíü êâàäðàòíûé èç äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè, òî óäîáíî ââåñòè êîìïëåêñíûé ïîêàçàòåëü
ïðåëîìëåíèÿ ~n n i� � ,, ñâÿçàííûé ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòüþ ~� ôîðìóëîé

� � � �~ , ~ , .n 	 � � 	k k

Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ~� � �� �1 2i ñâÿçàíû ñ ïîêàçà-
òåëåì ïðåëîìëåíèÿ � �n 	, k è ýêñòèíêöèè � �, 	, k ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

� , � ,1
2 2

2 2� � �n n, , (1.9)

n �
� �� � �1 1

2
2
2

2
, (1.10)

,
� � �

�
� � �1 1

2
2
2

2
. (1.11)

Ïðè÷èíà òîãî, ÷òî ââîäèòñÿ äâå ïàðû îäíîçíà÷íî
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ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ôóíêöèé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ýêñïå-
ðèìåíòå èçìåðÿþòñÿ çíà÷åíèÿ n è ,, à òåîðåòè÷åñêèå ðàñ÷åòû
íàèáîëåå ïðÿìî îïðåäåëÿþò �1 è �2 ÷åðåç ìèêðîñêîïè÷åñêèå
ïàðàìåòðû.

Ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ ( � �, 	 - 0) óìåíüøåíèå ïîëÿ èç-
ëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ìíîæèòåëÿ 1 r è

� � � �� �exp � �in r c r c	 	 , 	 	 .

Âòîðîé ÷ëåí â ôèãóðíîé ñêîáêå óðàâíåíèÿ (1.8) îïèñûâà-
åò ïîëå â áëèæíåé çîíå è ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ îò äèïîëÿ ïàäà-
åò äîñòàòî÷íî áûñòðî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â äëèííîâîëíîâîì
ïðåäåëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü çàïàçäûâàíèåì è ïîëîæèòü â ýòîì
÷ëåíå 	r c � 0, ïîñëå ÷åãî ÿäðî ~Kij ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó êâà-

çèñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ äèïîëÿ è ïîëÿ åãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
èçëó÷åíèÿ:

� �

� �
� �

~

~

K

r r r

r c

r r r

r
e

ij

i j ij ij i j r c in

r �

�
�

�
� � �3 2

5

2

2

2

3

"

� 	

	 " , 	 	 � �	 	r c .
(1.12)

Ïîëå èçëó÷åíèÿ ïîëíîñòüþ ïîïåðå÷íî (ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð
ïåðïåíäèêóëÿðåí ðàäèóñ-âåêòîðó r, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ), â òî
âðåìÿ êàê êâàçèñòàöèîíàðíîå ïîëå äèïîëüíîãî ìîìåíòà âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ êàê ïîïåðå÷íûå, òàê è ïðîäîëüíûå êîìïîíåíòû.

Èç óðàâíåíèÿ (1.6) âèäíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ðåçêî
âîçðàñòàåò, åñëè çíàìåíàòåëü � �~ ,� 	k ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Â
ñëó÷àå

� �~ ,� 	k � 0 (1.13)

ïðîäîëüíîå ïîëåEl ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è áåç âíåøíåãî èñòî÷-
íèêà � �~ ,� 	0 k , òî åñòü óðàâíåíèå (1.13) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
äëÿ ñâîáîäíûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé. Ñîîòâåòñòâåííî, ñâî-
áîäíûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ, ñóùåñòâóþùèå áåç âíåøíåãî
èñòî÷íèêà òîêà � �~ ,j k0 	 , îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

� �~ ,� 	 	k � c k2 2 2 . (1.14)

Ñâåò â âàêóóìå ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîïåðå÷íóþ ýëåêòðî-
ìàãíèòíóþ âîëíó, â êîòîðîé âåêòîðû E è B ïåðïåíäèêóëÿðíû
êàê äðóã äðóãó, òàê è íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû,
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êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì s. Âîëíû ñ ïðî-
äîëüíîé ïîëÿðèçàöèåé (â êîòîðûõ âåêòîð E ïàðàëëåëåí íàï-
ðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ) íå ñóùåñòâóþò â âàêóóìå (äëÿ
êîòîðîãî � �~ ,� 	k � 1). Â òî æå âðåìÿ â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòüþ � �~ ,� 	k - 1 ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âîëíû îáîèõ
òèïîâ.

Òåì íå ìåíåå ïîíÿòèå ïðîäîëüíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ
ïîëåé ââîäèòñÿ è â âàêóóìå (íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè Ôóðüå-
ðàçëîæåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî êóëîíîâñêîãî ïîëÿ). Òàêèå ïîëÿ
íå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíîâûì îáðàçîì, íàïðîòèâ, îíè ëîêà-
ëèçîâàíû â ïðîñòðàíñòâå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íèêàêèå äåé-
ñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ 	 è k, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóðüå-êîìïî-
íåíòàì èç ïîëíîãî íàáîðà ôóíêöèé, ïî êîòîðûì ïðîèçâîäèòñÿ
ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ, ìîãóò íå óäîâëåòâîðÿòü ñå-
êóëÿðíîìó óðàâíåíèþ (1.13).

Ðàçëîæåíèÿ (1.1) è (1.2) ñïðàâåäëèâû íå òîëüêî äëÿ èç-
ìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, íî òàêæå è
äëÿ ñòàöèîíàðíûõ è êâàçèñòàöèîíàðíûõ ïîëåé (íàïðèìåð,
êóëîíîâñêèõ ïîëåé ïîêîÿùèõñÿ èëè îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî
äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ). ×àñòîòà 	äëÿ òàêèõ ïîëåé ðàâíà íóëþ
(òî÷íåå, ìíîãî ìåíüøå ÷àñòîò, õàðàêòåðíûõ äëÿ âèäèìîãî ñâå-
òà).

Âûøå óæå áûëî óïîìÿíóòî, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü � � � � � �~ , , ,� 	 � 	 � 	.k k k� �1 i ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé
ôóíêöèåé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ñâîéñòâîì, ñâÿ-
çàííûì ñ ïðèíöèïîì ïðè÷èííîñòè (îòëè÷èå îò åäèíèöû
� �� 	1 , k äëÿ êàêèõ-ëèáî ÷àñòîò 	îçíà÷àåò, ÷òî ãäå-òî ïðè äðó-

ãèõ 	 ñâÿçàííàÿ ñ ïîãëîùåíèåì ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñ-
êîé ïðîíèöàåìîñòè � �� 	2 , k òàêæå îòëè÷íà îò íóëÿ; ïîäðîá-
íîñòè è ïðè÷èíû ýòîãî ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 1.3). Ïîýòîìó
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.13) è (1.14) â îáùåì ñëó÷àå òàêæå ÿâ-
ëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1.14)
äëÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî òàê, ÷òîáû îïðå-
äåëèòü ñâÿçü âîëíîâîãî âåêòîðà k ñ ÷àñòîòîé 	 :

� �k k s,�
	

	
c

n~ , (1.15)

ãäå sÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì, ïàðàëëåëüíûì âåêòîðó k.
Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì
ñëó÷àå, çàäàâàÿñü äåéñòâèòåëüíûì çíà÷åíèåì 	, ïîëó÷àåì
êîìïëåêñíîå çíà÷åíèå

~k, êîòîðîå îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíîå
âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé 	. Ýòîìó òèïó

15



âîçáóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, îãèáà-
þùàÿ êîòîðûõ çàòóõàåò â ïðîñòðàíñòâå ïî çàêîíó e k r� 2 . Òàêàÿ
çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íîé çàäà÷å, êîäà èñòî÷íèêè ñòàöè-
îíàðíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàñïîëîæåíû âíå îáëàñòè,
â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïîëÿ. Ñëó÷àé äåéñòâèòåëüíîãî k
è ìíèìîé ÷à÷òîòû ~	 îïèñûâàåò ðåëàêñàöèþ âî âðåìåíè íà-
÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíîå âîçìó-
ùåíèå ìîæåò áûòü â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíî ïî ôóíêöèÿì äåé-
ñòâèòåëüíîãî k, è ïðè ýòîì êîìïëåêñíûå ÷àñòîòû ~	îïèñûâàþò
çàòóõàíèå âî âðåìåíè ñ îãèáàþùåé e t�	2 . Òàêèì îáðàçîì,
êîìïëåêñíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü � �~ ,� 	k , çàâèñÿ-
ùàÿ îò ÷àñòîòû 	è âîëíîâîãî âåêòîðà k, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
ðàññìîòðåíèå êàê ïðîñòðàíñòâåííîé, òàê è âðåìåííîé ýâîëþ-
öèè âîçìóùåíèé ëþáîãî òèïà â ñðåäå, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ
áëèçêî îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ñèëüíîãî âîçáóæäå-
íèÿ ñðåäû (íàïðèìåð, â îáëàñòè ðàäèàöèîííîãî òðåêà) íåîá-
õîäèìî, êðîìå òîãî, ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå.

Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü òàêæå îïðåäåëÿåò ôëóê-
òóàöèîííûå ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â äèýëåêòðè-
êàõ. Âîîáùå ãîâîðÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôëóêòóàöèîííî-äèññè-
ïàöèîííîé òåîðåìîé èíòåíñèâíîñòè ïîãëîùåíèÿ è ôëóêòóà-
öèé òåñíî âçàèìîñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì (ñì., íàïðèìåð, [21],
à òàêæå ðàçäåë 3.3). Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü îïèñàòü ïðîöåññû
ðåëàêñàöèè âîçáóæäåíèé â òåðìèíàõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôëóê-
òóàöèÿìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêîé ïîäõîä, ïîñëåäîâà-
òåëüíî ðàçâèòûé Þ.Ë.Êëèìîíòîâè÷åì [22] äëÿ ïëàçìîïîäîá-
íûõ ñðåä, ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïîëóôåíîìåíîëîãè÷åñêîå èññ-
ëåäîâàíèå ðåëàêñàöèè ýëåêòðîííûõ âîçáóæäåíèé.

Ïîìèìî äâóõ ïàð ôóíêöèé (�1 è �2 ; n è ,), äðóãîé âàæíîé
õàðàêòåðèñòèêîé âåùåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ïîãëîùå-
íèÿ ñâåòà. Äëÿ ïðîñòîòû ìû îãðàíè÷èìñÿ âîëíàìè ñ ïëîñêîé
ïîëÿðèçàöèåé, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè x, ñ ýëåêòðè-
÷åñêèì âåêòîðîì, ïàðàëëåëüíûì îñè y (âåêòîð-ïîòåíöèàë òàê-
æå ïàðàëëåëåí ýòîé îñè). Ìîäóëü âåêòîðà Óìîâà—Ïîéíòèí-
ãà, õàðàêòåðèçóþùèé ïîòîê ýíåðãèè â ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íå, ðàâåí

� �S EH
A

� � � �S
c

c
ex x

x c

4 8

2 2
2




	



	, . (1.16)
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Èíòåíñèâíîñòü ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû èìååò òàêîå
æå ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå. Âåëè÷èíà

� 	, 
�, 
, �� � �2 4 4c c (1.17)

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ ñâåòà â âåùåñòâå.
Èíòåíñèâíîñòü ïëîñêîé âîëíû íà ðàññòîÿíèè x îò ïîâåðõíîñ-
òè îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ëàìáåðòà � �I x~ exp �� . Èíòåíñèâ-
íîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, èçëó÷àåìîé åäèíè÷íûì äèïî-
ëåì (1.12), ïàäàåò ïî ôîðìóëå � �exp ��r r2 . Êîýôôèöèåíò

ïîãëîùåíèÿ � ÷àùå âñåãî èçìåðÿåòñÿ â îáðàòíûõ ñàíòèìåòðàõ.
Íà ðèñ. 1á ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàí ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ äèý-

ëåêòðèêà, èëëþñòðèðóþùèé òèïè÷íóþ ÷àñòîòíóþ çàâèñè-
ìîñòü ìíèìîé ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Âåñü
ñïåêòð ìîæíî ðàçäåëèòü íà ÷åòûðå îáëàñòè, êîòîðûå ñîîòâåòñ-
òâóþò ðàçëè÷íûì òèïàì âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé â òâåðäîì
òåëå. Äåòàëüíûé àíàëèç ýòèõ îáëàñòåé ñîñòàâëÿåò çíà÷èòåëü-
íóþ ÷àñòü ñîäåðæàíèÿ äàííîé êíèãè, ïîýòîìó çäåñü ìû òîëüêî
êðàòêî èõ îïèøåì. Îáëàñòü I â áîëüøèíñòâå äèýëåêòðèêîâ ïî-
ïàäàåò â îáëàñòü èíôðàêðàñíîãî ñâåòà (ÈÊ), â êîòîðîé ñâåò
âçàèìîäåéñòâóåò ñ êâàíòàìè êîëåáàíèé ðåøåòêè, íàçûâàåìûõ
ôîíîíàìè. Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ � â ýòîé îáëàñòè äîñòè-
ãàåò 102 ñì �1. Âòîðàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè ïðîçðà÷-
íîñòè êðèñòàëëà. Îáëàñòü ïðîçðà÷íîñòè â ïîëóïðîâîäíèêàõ
ïîïàäàåò â îáëàñòü ÈÊ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ áîëüøèíñòâà îêñè-
äîâ è ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàëëîâ ýòà îáëàñòü òÿíåòñÿ îò
ÈÊ äî ÂÓÔ-äèàïàçîíà. Èç-çà íåèäåàëüíîñòè êðèñòàëëîâ, â
÷àñòíîñòè, ïðèìåñåé èëè äåôåêòîâ, êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ
� íå ðàâåí íóëþ âî âñåì äèàïàçîíå. Â ýòîé îáëàñòè íàáëþäà-
þòñÿ ïîëîñû ïîãëîùåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò ïîãëî-
ùåíèÿ � â ìàêñèìóìàõ äîñòèãàåò çíà÷åíèé 10 1� - 102 ñì �1, â
çàâèñèìîñòè îò êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé èëè äåôåêòîâ. Öâåò
êðèñòàëëîâ îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî ýòèìè ïîëîñàìè ïîãëîùå-
íèÿ.

Îáëàñòü III íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîã-
ëîùåíèÿ. Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ðåçêî âîçðàñòàåò äî çíà-
÷åíèé ïîðÿäêà105 -106 ñì �1. Ïîãëîùåíèå â ýòîé îáëàñòè âûç-
âàíî ýëåêòðîííûìè ïåðåõîäàìè â àòîìàõ, ñîñòàâëÿþùèõ ðå-
ãóëÿðíóþ ðåøåòêó. Ýòè ïåðåõîäû îñëàáëÿþòñÿ äëÿ ýíåðãèè
ïàäàþùèõ ôîòîíîâ ïîðÿäêà 20—40 ýÂ, è ïðè ýòîì ïàäàåò êî-
ýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ �. Â îáëàñòè IV, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâó-
åò åùå áîëüøèì ýíåðãèÿì (óëüòðàìÿãêèé ðåíòãåí, ÓÌÐ, è
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ðåíòãåíîâñêàÿ îáëàñòü), íàáëþäàþòñÿ íîâûå ñêà÷êè êîýôôè-
öèåíòà ïîãëîùåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ âîçáóæäåíèåì èç âíóòðåí-
íèõ àòîìíûõ îáîëî÷åê.

Ñïåêòð íà ðèñ. 1 õàðàêòåðèçóåò äèýëåêòðèêè ñ øèðîêîé
îáëàñòüþ ïðîçðà÷íîñòè. Â ïîëóïðîâîäíèêàõ îáëàñòü ïðîçðà÷-
íîñòè íàìíîãî óæå, à â èíôðàêðàñíîé îáëàñòè íàáëþäàåòñÿ
ïîãëîùåíèå ñâîáîäíûìè íîñèòåëÿìè çàðÿäà. Â ìåòàëëàõ ýòî
ïîãëîùåíèå äîìèíèðóåò â íèçêîýíåðãåòè÷íîé îáëàñòè, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè íåò âîîáùå. Ðàçíèöà ìåæ-
äó ìåòàëëàìè è äèýëåêòðèêàìè â îáëàñòÿõ III è IV âûðàæåíà
ñóùåñòâåííî ñëàáåå.

Îïèñàííàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé âñåãî
ñïåêòðà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà è ïðè àíàëèçå äðóãèõ îïòè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé. Â êàæäîé îáëàñòè ñïåêòðà íàèáîëåå ÿðêî ïðî-
ÿâëÿþòñÿ âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà îïðåäåëåííîãî
òèïà. Îäíàêî çà÷àñòóþ âçàèìîäåéñòâèå âîçáóæäåíèé äðóã ñ
äðóãîì ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûì, è òîëüêî äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ èç äðóãèõ îáëàñòåé ñïåêòðà ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü âñå
ñâîéñòâà âîçáóæäåíèé.

Èññëåäîâàíèå äèýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò �, �2 è ïðî÷.
äàåò íàèáîëåå íåïîñðåäñòâåííóþ èíôîðìàöèþ î âíóòðåííèõ
ïðîöåññàõ â òâåðäûõ òåëàõ, ñâÿçàííûõ ñ âçàèìîäåéñòâèåì ñî
ñâåòîì. Îäíàêî èõ ïðÿìîå èçìåðåíèå çà÷àñòóþ çàòðóäíåíî.
Íàïðèìåð, äëÿ èçìåðåíèÿ � â îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîã-
ëîùåíèÿ òðåáóþòñÿ î÷åíü òîíêèå ïëåíêè (òîëùèíîé10 5� -
10 4� ñì). Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ñïåêòðîñêîïèè øèðîêî ïðèìåíÿ-
þòñÿ íåïðÿìûå ìåòîäû èçìåðåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò.
Â ÷àñòíîñòè, âìåñòî èçìåðåíèÿ � ÷àñòî ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðå-
íèå êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ R, êîòîðîå èìååò è ñàìîñòîÿ-
òåëüíîå çíà÷åíèå.

1.2 Îòðàæåíèå ñâåòà îò òâåðäûõ òåë
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñâÿçü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ

ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðåëîìëåíèÿ n è ýêñòèíêöèè ,, ðàññìàòðè-
âàåòñÿ èäåàëèçèðîâàííàÿ çàäà÷à îòðàæåíèÿ ñâåòà, ïàäàþùåãî
èç âàêóóìà íà ïîëóáåñêîíå÷íóþ îäíîðîäíóþ ñðåäó ïîä óãëîì
/ìåæäó íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè è íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ñâåòà (ðèñ. 2). Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà
îòðàæåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû èñïîëüçóþò íåïðåðûâíîñòü òàí-
ãåíöèàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
âîëíû è ñêà÷îê íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ñ ó÷åòîì êîìïëåêñíî-
ãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ~n. Ïîëó÷àåìûå ôîðìóëû íîñÿò
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íàçâàíèå ôîðìóë Ôðåíåëÿ (ñì.,
íàïðèìåð, [23]). Ïîñêîëüêó â
áîëüøèíñòâå ó÷åáíèêîâ èõ ïðèâî-
äÿò äëÿ ïðîçðà÷íûõ ñðåä, ïðèâå-
äåì èõ äëÿ ïîãëîùàþùèõ äèýëåêò-
ðè÷åñêèõ ñðåä.

Êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò
îòðàæåíèÿ ~r! ïî àìïëèòóäå äëÿ ïà-
äàþùåé âîëíû, ïîëÿðèçîâàííîé
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ïàäå-
íèÿ, (ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð ëåæèò
ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ïàäå-
íèÿ, ÷òî îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ
çíà÷êîì ! èëè èíäåêñîì s) ðàâåí

~ cos cos

cos cos
r

a b ib

a b a
! �

� � �

� � �

2 2 2

2 2 2

2

2

/ /

/ /
,

(1.18)

ãäå a
d d n2

2 2 24

2
�

� � ,
, b

d d n2
2 2 24

2
�
� � � ,

,

d n� � �2 2 2, /sin .
Ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè (/ � 0) ïàðàìåòðû a è b çíà÷è-

òåëüíî óïðîùàþòñÿ: a n� , b � ,.
Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ âîëíû, ïîëÿðèçîâàííîé â ïëîñ-

êîñòè ïàäåíèÿ (÷òî îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì | | èëè èíäåêñîì p),
ðàâåí

~ ~ sin sin

sin
| |r r

a b ib

a b a
�

� � �
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!

2 2 2 2

2 2

2

2

/ / / /

/ /

tg tg

tg sin2 2/ /tg
. (1.19)

Îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëàìè (1.18) è (1.19) êîìïëåêñíûé
êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îïèñûâàåò èçìåíåíèÿ íå òîëüêî àìï-
ëèòóäû, íî è ôàçû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Îäíàêî â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ èçìåðÿþò òîëüêî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïî èíòåíñèâíîñòè R r� ~ 2 , òàê ÷òî

èíôîðìàöèÿ î ôàçå âîëíû óòðà÷èâàåòñÿ. Äëÿ äâóõ ðàçíûõ ïî-
ëÿðèçàöèé êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ ïî èíòåíñèâíîñòè èìå-
þò âèä
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Ðèñ. 2. Ïàäåíèå ñâåòà íà
ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà: 1 -
ïàäàþùèé ñâåò; 2 - îòðà-
æåííûé; 3 - ïðåëîìëåí-
íûé â êðèñòàëëå ñâåò
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Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò
óãëà ïàäåíèÿ /. Ïðè , � 0 êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R| | âîëíû,
ïîëÿðèçîâàííîé â ïëîñêîñòè ïàäåíèÿ, îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ
óãëà ïàäåíèÿ, ðàâíîãî óãëó Áðþñòåðà /Br . Ïðè ìàëûõ , 00 1
êàðòèíà â öåëîì òàêàÿ æå, íî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R| | â
íóëü óæå íå îáðàùàåòñÿ. Ïðè áîëüøèõ , çàâèñèìîñòü êîýô-
ôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ïîëÿðèçàöèè îñëàáåâàåò. Êîýôôèöè-
åíò îòðàæåíèÿ íå çàâèñèò îò ïîëÿðèçàöèè è äëÿ ìàëûõ óãëîâ
ïàäåíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè â îáëàñòè 0 121 0 2/ ìîæíî íå ðàçëè-
÷àòü ïîëÿðèçàöèþ ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ:

R
n

n
�

�
�

~

~
1

1

2

.

Ïðè áîëüøèõ óãëàõ ïàäåíèÿ íåîáõîäèìî, îäíàêî, ïðèíèìàòü
âî âíèìàíèå êàê âëèÿíèå ïîëÿðèçàöèè, òàê è óãëà ïàäåíèÿ.
Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè çåð-
êàë â ñïåêòðàëüíîé àïïàðàòóðå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èçìå-
íåíèå ïîëÿðèçàöèè ïðè îòðàæåíèè. Â îáëàñòè áîëüøèõ óãëîâ
ïàäåíèÿ (ñêîëüçÿùåå ïàäåíèå, / 3 290 ) êîýôôèöèåíò îòðàæå-
íèÿ ðåçêî âîçðàñòàåò è ïðèáëèæàåòñÿ ê åäèíèöå. Â îáëàñòè
óëüòðàìÿãêîãî ðåíòãåíà è ðåíòãåíà êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ
ïðè íîðìàëüíîì ïà-
äåíèè äëÿ âñåõ âå-
ùåñòâ ñóùåñòâåííî
óìåíüøàåòñÿ, è äëÿ
óìåíüøåíèÿ ïîòåðü
íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü îòðàæàòåëü-
íóþ îïòèêó ñî ñêîëü-
çÿùèìè óãëàìè ïàäå-
íèÿ. Â ñëó÷àå n 0 1
ìîæåò íàáëþäàòüñÿ
õîðîøî èçâåñòíîå ÿâ-
ëåíèå ïîëíîãî âíóò-
ðåííåãî îòðàæåíèÿ
(ðèñ. 3á).

20

0 20 40 60 80

R,% R,%

25

50

75

100

à á

n>1 n<1

0 20 40 60 80

25

50

75

100

/,°

!

!

!44
44

44

/,°

Ðèñ. 3. Õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôè-
öèåíòà îòðàæåíèÿ ñâåòà îò óãëà ïàäåíèÿ
äëÿ äâóõ ïîëÿðèçàöèé â îòñóòñòâèå ïîãëî-
ùåíèÿ (ñïëîøíûå êðèâûå) è ïðè íàëè÷èè
ñëàáîãî ïîãëîùåíèÿ (ïóíêòèð)



Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñëàáîå ïîãëîùåíèå ñèëüíî âëèÿåò
íà êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ â îáëàñòè óãëîâ áîëüøå óãëà
ïîëíîãî âíóòðåííåãî ïîãëîùåíèÿ.

Ïðè èçìåíåíèè óãëà ïàäåíèÿ ìåíÿåòñÿ è ãëóáèíà ïðîíèê-
íîâåíèÿ ñâåòà â âåùåñòâî. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò ïîãëî-
ùåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

� � � �� /
	 	

� / � � /eff � � � � � �
2 2

1
2 2

2
2

1
2

c
b

c
sin sin ,

è ïðè íàêëîííîì ïàäåíèè ñâåòà íà ïîãëîùàþùåå ïîëóïðîñò-
ðàíñòâî åãî èíòåíñèâíîñòü èçìåíÿåòñÿ âäîëü îñè x, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè, êàê � �� �exp �� /eff x . Â ðåíò-
ãåíîâñêîé îáëàñòè ñïåêòðà �1 1� , �2 100 , ÷òî ïîçâîëÿåò óïðîñ-
òèòü âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà ïîãëîùå-
íèÿ:

� �� / � /eff � cos .

Íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ îòðàæåíèÿ ñâåòà ìîæíî ïðîà-
íàëèçèðîâàòü òå ñëîæíîñòè, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ íà ïóòè èññ-
ëåäîâàòåëåé è âíîñÿò êîððåêòèâû â èíòåðïðåòàöèþ ýêñïåðè-
ìåíòîâ. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èç íèõ.
1. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, â îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëî-

ùåíèÿ êîýôôèöèåíò � ìîæåò äîñòèãàòü 105–106 ñì �1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîãëîùåíèå ñâåòà ïðîèñõîäèò â ñëîå òîëùè-
íîé ïîðÿäêà 10–100 íì — ïîðÿäêà ñîòíè ïîñòîÿííûõ ðå-
øåòêè. Ýòî ïðèâîäèò ê ðÿäó îãðàíè÷åíèé íà ïðèìåíåíèå
ïðîñòûõ ôîðìóë Ôðåíåëÿ. Âî-ïåðâûõ, ïîâåðõíîñòíûé
ñëîé íàèáîëåå «ãðÿçíûé», îí ñîäåðæèò ñóùåñòâåííî áîëü-
øå äåôåêòîâ è ïðèìåñåé, ÷åì îñíîâíîé îáúåì êðèñòàëëà.
Îñîáåííî ñèëüíî ïîâåðõíîñòíûé ñëîé íàðóøàåòñÿ ïðè ìå-
õàíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ, íàïðèìåð, ïîëèðîâêå êðèñòàë-
ëà. Êîíöåíòðàöèÿ ýòèõ ïðèìåñåé ìîæåò äîâîëüíî ñèëüíî
èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì çà ñ÷åò äèôôóçèè âíóòðü êðèñòàë-
ëà, âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãàçîâîé ñðåäîé, îêðóæàþùåé êðèñ-
òàëë. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû n è , ìîãóò ñóùåñòâåííî èç-
ìåíÿòüñÿ â ïðèïîâåðõíîñòíîé îáëàñòè. Ê òàêèì æå ïîñëåä-
ñòâèÿì ïðèâîäèò è èçìåíåíèå ñòðóêòóðû äàæå ÷èñòîãî
êðèñòàëëà íà ïîâåðõíîñòè. Âî-âòîðûõ, ïîãëîùåíèå â îáúå-
ìå îòëè÷àåòñÿ îò ïîãëîùåíèÿ âáëèçè ïîâåðõíîñòè åùå è
òåì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðèíèìàþò ó÷àñòèå è ïîâåðõ-
íîñòíûå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ (òàê íàçûâàåìûå
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òàììîâñêèå ñîñòîÿíèÿ [24]; ñì. òàêæå [25]). Õîòÿ ïëîò-
íîñòü òàììîâñêèõ ñîñòîÿíèé íåâåëèêà, îäíàêî èõ ýíåðãèÿ
ìîæåò ëåæàòü â îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè êðèñòàëëà. Íàêî-
íåö, äëèíà ïðîáåãà ýëåêòðîííûõ âîçáóæäåíèé l ìîæåò
áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ñðàâíèìîé ñ ãëóáèíîé ïðîíèê-
íîâåíèÿ ñâåòà â êðèñòàëë. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ýòîãî ÿâëå-
íèÿ ìîæåò ñëóæèòü àíîìàëüíûé ñêèí-ýôôåêò â ìåòàëëàõ,
êîãäà l ñòàíîâèòñÿ áîëüøå íîðìàëüíîé ãëóáèíû ñêèí-ñëîÿ,
è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå «ïåðåíîñèòñÿ» ýëåêòðîíàìè
âãëóáü êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ çàâèñèìîñòü êîýô-
ôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò ÷àñòîòû ïàäàþùåãî ñâåòà.

2. Àíîìàëüíûé ñêèí-ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåðîâ
ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè ïîêàçàòåëåé n è , — çàâèñè-
ìîñòè ~n îò âîëíîâîãî âåêòîðà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû k.
Ïðè ó÷åòå ýòîé çàâèñèìîñòè óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ
âîëíîâîãî âåêòîðà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â îäíîðîäíîì
êðèñòàëëå (1.15) ìîæåò èìåòü óæå íå îäíî ðåøåíèå. Ïðè
ýòîì â êðèñòàëëå âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå íåñêîëüêèõ
âîëí ñ îäíîé è òîé æå ÷àñòîòîé 	, íî ðàçíûìè (âîîáùå ãî-
âîðÿ, êîìïëåêñíûìè) âåêòîðàìè

~k. Ïîìèìî àíîìàëüíîãî
ñêèí-ýôôåêòà, ê òàêîãî ðîäà çàâèñèìîñòÿì ìîãóò ïðèâî-
äèòü ýôôåêòû ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ôîòîíàìè
è ýëåìåíòàðíûìè âîçáóæäåíèÿìè â êðèñòàëëå (ïîëÿðèòî-
íû ðàçíûõ òèïîâ). Ñòðîãèé ïóòü èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îò-
ðàæåíèÿ ïðåäóñìàòðèâàåò ðåøåíèå ìèêðîñêîïè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçáóæäåíèé. Îäíàêî âîçìîæåí è
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ó÷åò ïîÿâëåíèÿ äîáàâî÷íûõ âîëí â
êðèñòàëëå. Ïðè ñøèâêå ðåøåíèé âíå è âíóòðè êðèñòàëëà,
àíàëîãè÷íîé ñøèâêå ïðè ïîëó÷åíèè ôîðìóë Ôðåíåëÿ, èñ-
ïîëüçóþò òàê íàçûâàåìûå äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñ-
ëîâèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíî äîâîëüíî ìíîãî
ðàçëè÷íûõ ôîðìóëèðîâîê äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñ-
ëîâèé, ïðèìåíÿåìûõ â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ (ñì., íàïðè-
ìåð, [10]).

3. Ïðè èçìåðåíèÿõ â îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü êîíå÷íîñòü òîëùèíû êðèñòàëëà, ò. å. ïðèíèìàòü âî
âíèìàíèå îòðàæåíèå îò çàäíåé ãðàíè èëè îò ãðàíèöû ðàç-
äåëà êðèñòàëë—ïîäëîæêà. Â ñëó÷àå, êîãäà òîëùèíà êðèñ-
òàëëà (èëè ïëåíêè, âûðàùåííîé íà ïîâåðõíîñòè ïîäëîæ-
êè) ïîðÿäêà äëèíû âîëíû, ïîìèìî îòðàæåíèÿ íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü è èíòåðôåðåíöèþ îò çàäíåé ãðàíè.
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4. Ðåàëüíî èññëåäóåìûå ïîâåðõíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêè èäåàëüíûìè. Äàæå ó êðèñòàëëîâ âûñîêîãî êà÷åñòâà
íà ïîâåðõíîñòè íàáëþäàþòñÿ ñòóïåíè ðîñòà. Ïî ìåðå óâå-
ëè÷åíèÿ ýíåðãèè êâàíòîâ ïàäàþùåãî ñâåòà âûñîòà ýòèõ ñòó-
ïåíåé ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ äëèíîé âîëíû, è ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âîçíèêíîâåíèå èíòåðôåðåíöèè ïðè
îòðàæåíèè. Åùå îäíî ñëåäñòâèå ãåîìåòðè÷åñêîé íåèäåàëü-
íîñòè ïîâåðõíîñòè — ïîÿâëåíèå äèôôóçíîé êîìïîíåíòû â
îòðàæåííîì ñâåòå, êîãäà ïîìèìî îòðàæåíèÿ ñâåòà ïîä óã-
ëîì ïàäåíèÿ íàáëþäàåòñÿ ðàññåÿíèå ïî âñåì íàïðàâëåíè-
ÿì. Ýòîò ýôôåêò òàêæå óñèëèâàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê áîëåå
êîðîòêîâîëíîâîìó èçëó÷åíèþ. Ýôôåêò äèôôóçíîãî îòðà-
æåíèÿ â ïîëíîé ìåðå ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå ðàáîòû ñ ïîëèê-
ðèñòàëëàìè è ïîðîøêàìè, ñîñòîÿùèìè èç áîëüøîãî ÷èñëà
ìîíîêðèñòàëëèêîâ ðàçíîãî ðàçìåðà. Ïðè ýòîì íàáëþäàþò-
ñÿ ìíîãîêðàòíîå îòðàæåíèå ñâåòà, ïðîõîæäåíèå óæå îòðà-
æåííîãî ñâåòà ÷åðåç ìèêðîêðèñòàëëû è ò. ä. Êîëè÷åñòâåí-
íîå îïèñàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ âîçìîæíî òîëüêî â äîñòàòî÷íî
ñïåöèôè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ èç-çà ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ, îïè-
ñûâàþùèõ ïîðîøîê è âëèÿþùèõ íà ïðîöåññû âçàèìîäåéñ-
òâèÿ ñâåòà ñ ïîðîøêîì (ñîîòíîøåíèå äëèíû âîëíû, ãëóáè-
íû ïðîíèêíîâåíèÿ ��1 è õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ÷àñòèö ïî-
ðîøêà, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì è îðè-
åíòàöèè ãðàíåé ìèêðîêðèñòàëëîâ, îòíîøåíèÿ îáúåìà, çà-
íèìàåìîãî êðèñòàëëàìè ïîðîøêà, ê ñâîáîäíîìó îáúåìó
ìåæäó êðèñòàëëèêàìè è ò. ä.), ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå
äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ
äèýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé
çàäà÷åé.

5. Ïðè âûâîäå ôîðìóë (1.18), (1.19) ïðåäïîëàãàëàñü èçîò-
ðîïíîñòü âåùåñòâà. Â äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ ìíîãèõ òèïîâ
êðèñòàëëîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýôôåêòû àíèçîòðîïèè,
êîãäà ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ðàçíîé ñêîðîñòüþ â ðàçíûõ
íàïðàâëåíèÿõ â êðèñòàëëå. Ïðè ýòîì âìåñòî ñêàëÿðíûõ âå-
ëè÷èí �1 è �2 ââîäÿòñÿ òåíçîðû � ��1 ij

è � ��2 ij
. Åñëè ãëàâ-

íûå îñè ýòèõ òåíçîðîâ ñîâïàäàþò è ïåðïåíäèêóëÿðíû îä-
íîé èç ãðàíåé êðèñòàëëà, òî ïðè èññëåäîâàíèè îòðàæåíèÿ
ñâåòà, íîðìàëüíî ïàäàþùåãî íà ýòó ãðàíü, ìîæíî ïîëó÷èòü
ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ýòèõ òåíçîðîâ
âäîëü ðàññìàòðèâàåìîé îñè ïî îáû÷íûì ôîðìóëàì äëÿ
èçîòðîïíîãî êðèñòàëëà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ äî-
âîëüíî ãðîìîçäêèé àíàëèç [23].
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6. Ïðè èçó÷åíèè ñïåêòðîâ îòðàæåíèÿ íåîáõîäèìî èìåòü â
âèäó, ÷òî ïðè î÷åíü ñèëüíûõ èíòåíñèâíîñòÿõ ïàäàþùåãî
ñâåòà (íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèÿõ ñ ïîìîùüþ ëàçåðîâ)
âîçìîæíî ïðîÿâëåíèå íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ (óìíîæåíèå
÷àñòîòû, ïàðàìåòðè÷åñêèå ýôôåêòû). Ïðè îïèñàíèè ïîã-
ëîùåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå óæå íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíîé
òåîðèåé ñ âîñïðèèì÷èâîñòÿìè n è ,.

7. Â ñðåäàõ ñ èñêóñòâåííî ñîçäàííîé ïåðèîäè÷åñêîé
ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòüþ ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè
ïîðÿäêà äëèíû âîëíû íàáëþäàþòñÿ ÿðêî âûðàæåííûå
äèôðàêöèîííûå ýôôåêòû, ïðîÿâëÿþùèåñÿ â ñèëüíîé
çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòèê ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà îò
íàïðàâëåíèÿ è ÷àñòîòû (ýôôåêòû "ôîòîííûõ êðèñòàëëîâ",
íåîòðàæàþùèå ïîêðûòèÿ, òàê íàçûâàåìûå ñðåäû "ñ
îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ"). Ýòà òåìà â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèâëåêàåò áîëüøîå âíèìàíèå.

8. Íàêîíåö, ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì ñâî-
äèòñÿ íå ïðîñòî ê îòðàæåíèþ ñâåòà. Ïîãëîùåíèå ýíåðãèè
ïàäàþùèõ êâàíòîâ ñâåòà ïðèâîäèò ê ìíîæåñòâó âòîðè÷íûõ
ïðîöåññîâ: ðàññåÿíèå ñâåòà â êðèñòàëëå áåç èçìåíåíèÿ ÷àñ-
òîòû êîìáèíàöèîííîå ðàññåÿíèå ñ îòíîñèòåëüíî ñëàáûì
èçìåíåíèåì ÷àñòîòû ïàäàþùåãî ñâåòà, ëþìèíåñöåíöèÿ, â
òîì ÷èñëå è ñ äîâîëüíî çíà÷èòåëüíîé âðåìåííîé çàäåðæ-
êîé, ôîòîýôôåêò è ïð. Ïðè ýòîì â ïðàêòè÷åñêèõ èçìåðåíè-
ÿõ áûâàåò íåîáõîäèìî îòäåëÿòü ñâåò ëþìèíåñöåíöèè îò îò-
ðàæåííîãî ñâåòà è ò. ä. Èç-çà ðàçëè÷èÿ äèàãðàìì íàïðàâ-
ëåííîñòè ëþìèíåñöåíöèè è çåðêàëüíî îòðàæåííîãî ñâåòà,
èç-çà ÷àñòîòíûõ ñäâèãîâ ðàçäåëåíèå ýòèõ ïðîöåññîâ â
ïðèíöèïå íåñëîæíî îñóùåñòâèòü. Â íàñòîÿùåé êíèãå ïîä-
ðîáíî ðàññìîòðåíû ìíîãèå âòîðè÷íûå ïðîöåññû, ïîýòîìó
çäåñü ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñäåëàííûìè çàìå÷àíèÿìè.
Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå äàæå òàêîãî ïðîñòîãî ïðî-

öåññà, êàê îòðàæåíèå ñâåòà îò êðèñòàëëîâ, ñâÿçàíî ñ ðÿäîì
ïðèíöèïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé è óñëîæíåíèé. Âñå ïðèâåäå-
ííûå âûøå ðàçëè÷íûå ôàêòîðû âëèÿþò íå òîëüêî íà ïðîöåññ
îòðàæåíèÿ ñâåòà, íî è íà ìíîãèå äðóãèå ñïåêòðîñêîïè÷åñêèå
ýôôåêòû.

Ðàññìîòðèì êîðîòêî ðÿä ñïîñîáîâ èçìåðåíèÿ îïòè÷åñêèõ
êîíñòàíò. Â øèðîêîé îáëàñòè ñïåêòðà âîçìîæíî íåïîñðåäñò-
âåííîå èçìåðåíèå òîëüêî êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ �. Íå-
ïîñðåäñòâåííîå èçìåðåíèå n îãðàíè÷èâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðîç-
ðà÷íîñòè êðèñòàëëà ( � 1 1 ñì –1). Îäíàêî èçìåðåíèÿ
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ïîãëîùåíèÿ â îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ, êàê
óæå óêàçûâàëîñü, òðåáóþò î÷åíü òîíêèõ ñëîåâ âåùåñòâà. Ïîý-
òîìó áîëüøîå ÷èñëî êîñâåííûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ îïòè÷åñ-
êèõ êîíñòàíò ïðåäóñìàòðèâàåò èçìåðåíèå êîýôôèöèåíòà îò-
ðàæåíèÿ. Ïîñêîëüêó èç ýòèõ èçìåðåíèé íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü
äâå íåçàâèñèìûå êîíñòàíòû n è , (èëè �1 è �2 ), òî ïðèõîäèòñÿ
èçìåðÿòü äâà ðàçà êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ñâåòà ïðè ðàçíûõ
óñëîâèÿõ. Ìîæíî ïðèâåñòè íåñêîëüêî òàêèõ ñïîñîáîâ.
1. Èçìåðåíèå êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ ñâåòà R1 è R2 , ïàäà-

þùåãî ïîä äâóìÿ óãëàìè ê ïîâåðõíîñòè, /1 è /2 .
2. Èçìåðåíèå êîýôôèöèåíòîâ R1 è R2 ñâåòà ñ ðàçëè÷íîé ïî-

ëÿðèçàöèåé.
3. Èììåðñèîííûå ìåòîäû, ïðè êîòîðûõ ñðàâíèâàþòñÿ êîýô-

ôèöèåíòû îòðàæåíèÿ îò êðèñòàëëà â âàêóóìå (íà âîçäóõå)
è â ïðîçðà÷íîé æèäêîé ñðåäå ñ èçâåñòíûì ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ. Ýòè ìåòîäû ïðèìåíèìû òîëüêî â òîé îáëàñ-
òè ýíåðãèé ïàäàþùèõ ôîòîíîâ, â êîòîðûõ ïðîçðà÷íû æèä-
êîñòè.
Ïåðå÷èñëåííûå ìåòîäû ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíå-

íèé, âûðàæàþùèõ, íàïðèìåð, R1 è R2 ÷åðåç êîíñòàíòû n è ,.
Â ïðèíöèïå ðåøèòü òàêèå ñèñòåìû âîçìîæíî . Îäíàêî ýòè ìå-
òîäû èìåþò ñëåäóþùåå ïðèíöèïèàëüíîå îãðàíè÷åíèå. Â ðÿäå
îáëàñòåé èçìåíåíèÿ n è , ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ
� � � �� � ,R R n1 2, , î÷åíü ìàë, ò. å. ìàëûì èçìåíåíèÿì êîýôôè-

öèåíòîâ îòðàæåíèÿ 5R1, 5R2 ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå èçìåíå-
íèÿ îïòè÷åñêèõ êîíñòàíò 5n è 5,. Ïîñêîëüêó òî÷íîñòü èçìåðå-
íèÿ R îãðàíè÷åíà, íåçíà÷èòåüíûå îøèáêè ïðè îïðåäåëåíèè
êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê íåäîïóñòèìûì îøèáêàì
ïðè âû÷èñëåíèè îïòè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ýòî ñèëüíî ñóæàåò îá-
ëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïðèâåäåííûõ âûøå ìåòîäîâ.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ýëëèïñîìåòðè-
÷åñêèå èçìåðåíèÿ. Ïðè ýòîì èññëåäóåòñÿ ïðåâðàùåíèå ëèíåé-
íîé ïîëÿðèçàöèè ïàäàþùåãî ñâåòà â ýëëèïòè÷åñêóþ, ÷òî äàåò
âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò îòðàæå-
íèÿ ~r! èëè ~

| |r . Ìåòîä îãðàíè÷åí íàëè÷èåì ñëîæíîñòåé ïîëó÷å-
íèÿ ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ ñïåêòðà.

1.3 Ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà—Êðîíèãà è ïðàâèëà ñóìì
Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ îïòè÷åñ-

êèõ êîíñòàíò òðåáóþò èçìåðåíèÿ äâóõ âåëè÷èí íà îäíîé ÷àñ-
òîòå ïàäàþùåãî ñâåòà. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî íàäåæíûé ñïî-
ñîá îïðåäåëåíèÿ îïòè÷åñêèõ êîíñòàíò ïî èçìåðåíèÿì
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êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ñâåòà â øèðîêîé îáëàñòè ñïåêòðà.
Ïðåäâàðèòåëüíî íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåñêîëüêî çàìå÷àíèé î
ñâîéñòâàõ îïòè÷åñêèõ êîíñòàíò [19].

Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü � � � � � �~� 	 � 	 � 	� �1 2i
ñâÿçûâàåò Ôóðüå-êîìïîíåíòû èíäóêöèè � �~D 	 è íàïðÿæåííîñ-

òè � �~E 	 ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ôóíêöèþ � �~� 	 , îïðåäåëåííóþ

ïðè äåéñòâèòåëüíûõ 	, ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèòü â îá-
ëàñòü êîìïëåêñíûõ ~	. Àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà � �~ ~� 	 îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïðèíöèïîì ïðè÷èííîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîìó èíäóêöèÿ
� �D t ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ � �E t ëèøü â ïðåäøåñòâóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè:

� � � � � �D Et dt t t t
t

� # � #
�6

 �� , (1.20)

òî åñòü îáðàòíîå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå �( )� t îò � �~� 	 îáðàùàåò-
ñÿ â íîëü äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé âðåìåí. Èç òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî èçâåñòíî, ÷òî ýòî
âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè � �~ ~� 	 íå áóäåò èìåòü îñîáåí-
íîñòåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ~	. Ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðèè ê
òàêîãî ðîäà ôóíêöèè äàåò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü èíòåãðàëü-
íóþ ñâÿçü �1 è �2 :

� �
� �

� 	



�

	1
21

1
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6


V.p.
x

x
dx , (1.21)
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V.p.
x

x
dx . (1.22)

Èç-çà íàëè÷èÿ ñèíãóëÿðíîñòè â òî÷êå x � 	 èíòåãðàëû
âîñïðèíèìàþòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (÷òî
îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì V.p.). Äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí –1 â ëå-
âîé ÷àñòè (1.21) ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ïðè âûñîêèõ ÷àñ-
òîòàõ 	, ìíîãî áîëüøèõ âñåõ õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò äâèæåíèÿ
ýëåêòðîíîâ â âåùåñòâå, ~� 3 1 (áîëåå ïîäðîáíî ýòî ïîâåäåíèå
îáñóæäàåòñÿ íèæå). Âòîðîé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(1.22) âîçíèêàåò â ïðîâîäÿùèõ êðèñòàëëàõ ñ ïðîâîäèìîñòüþ
7, äëÿ êîòîðûõ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðè ìàëûõ
÷àñòîòàõ èìååò ïîëþñ 4
 7 	i . Ïðè ðàññìîòðåíèè àíàëèòè÷åñ-
êèõ ñâîéñòâ � �~ ~� 	 ýòîò ïîëþñ ñëåäóåò èñêëþ÷èòü ÿâíûì îáðà-
çîì. Äëÿ äèýëåêòðèêîâ 7 � 0. Ñëó÷àé ñâåðõïðîâîäÿùèõ

26



êðèñòàëëîâ, äëÿ êîòîðûõ � 	1
21~ ïðè 	3 0, ìû ðàññìàòðè-

âàòü íå áóäåì.
Ñîîòíîøåíèÿ (1.21) è (1.22) ïî èìåíè àâòîðîâ íàçûâàþò-

ñÿ äèñïåðñèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè Êðàìåðñà—Êðîíèãà [26,
27]. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ïðèíöèïå ïîçâîëÿþò çíàòü òîëüêî
îäíó èç ôóíêöèé (�1 èëè �2 ), íî âî âñåé îáëàñòè ÷àñòîò, è ïî-
ëó÷èòü ïî íèì âòîðóþ ôóíêöèþ.

×àñòîòà 	â ñîîòíîøåíèÿõ (1.21) è (1.22) (ðàâíî êàê è ïå-
ðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ x) ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ îò
�6 äî 6. Áîëåå åñòåñòâåííî ðàáîòàòü òîëüêî ñ ïîëîæèòåëüíû-
ìè çíà÷åíèÿìè ÷àñòîòû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñâÿçàòü � �~� 	� ñ
� �~� 	 . Â ôîðìóëå (1.20) � ��� t t� # ñâÿçûâàåò äâå äåéñòâèòåëüíûå

âåëè÷èíû � �D t è � �E t , ïîýòîìó � ��� t t� # òîæå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâè-
òåëüíîé ôóíêöèåé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åå Ôóðüå-êîìïîíåí-
òû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ � � � �~ ~� 	 � 	� � 8 èëè

� � � � � � � �� 	 � 	 � 	 � 	1 1 2 2� � � � �, . (1.23)

Òîãäà ôîðìóëû (1.21) è (1.22) ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû òîëüêî
ê ïîëîæèòåëüíûì ÷àñòîòàì:
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Ñîîòíîøåíèÿ (1.21) è (1.22) ïðåäñòàâëÿþò è ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé èíòåðåñ, è ìû åùå îáñóèì èõ íèæå. Âåðíåìñÿ òåïåðü
ê ïåðâîíà÷àëüíîé öåëè íàøåãî îáñóæäåíèÿ – ïîëó÷åíèþ îï-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé èç ñïåêòðîâ îòðàæåíèÿ. Â ïðèíöèïå ìîæíî
ïîëó÷èòü ñèñòåìó äâóõ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé,
èñïîëüçóÿ ñâÿçü �1 è �2 ñ êîìïëåêñíûì êîýôôèöèåíòîì îòðà-
æåíèÿ ~r. Îäíàêî ðåøèòü òàêóþ ñèñòåìó ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíî.
Ðÿäîì àâòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, [28, 29]) áûë ïðåäëîæåí ìå-
òîä íàõîæäåíèÿ îïòè÷åñêèõ êîíñòàíò èç äèñïåðñèîííûõ ñîîò-
íîøåíèé íåñêîëüêî äðóãîãî âèäà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå àíàëè-
òè÷åñêîé ôóíêöèè, íå èìåþùåé ïîëþñîâ â âåðõíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû ~	, ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîãàðèôì
êîìïëåêñíîãî êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ ïî àìïëèòóäå
~r R ei� �, ãäå � �� 	 – ôàçîâûé ñäâèã ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
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ïîñëå îòðàæåíèÿ îò êðèñòàëëà. Äëÿ ôóíêöèè
� � � � � �ln ~ lnr R i	 	 � 	� �1

2 ìîæíî çàïèñàòü

� �
� �
� �

� 	
	

 	 	

�
�

6


 ln
R x

R

dx

x0
2 2

. (1.26)

Â ýòîì ñîîòíîøåíèè íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü èíòåã-
ðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó � � � �� �ln R x R 	 îá-
ðàùàåòñÿ â íîëü ïðè x � 	, è ïðè ýòîì îñîáåííîñòü â èíòåãðàëå
èñ÷åçàåò. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ln ~r íå ÿâëÿåòñÿ «õîðîøåé» àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïîñêîëüêó ~r
ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ~	(íàïðè-
ìåð, äëÿ äåéñòâèòåëüíîé 	 è p —ïîëÿðèçàöèè ñâåòà — ïðè
óãëå Áðþñòåðà /Br ), ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â íàëè÷èè òî÷åê âåòâëå-
íèÿ ln ~r. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (1.26) èìååò ïðèáëèæåííûé õà-
ðàêòåð (áîëåå òî÷íî, ñîîòíîøåíèå (1.26) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèè îò ÷àñòîòû 	, ïîýòî-
ìó ôîðìà îñîáåííîñòåé âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðàâèëüíî). Íåñ-
ìîòðÿ íà ýòî, ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà—Êðîíèãà äëÿ îòðàæå-
íèÿ ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îïòè÷åñêèõ êîíñòàíò,
îñîáåííî â îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ äèýëåêò-
ðèêîâ.

Çíàÿ êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ � �R 	 , ìîæíî âû÷èñëèòü
ôàçó � �� 	 , à çàòåì è êîíñòàíòû n è ,. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòüñÿ
ñòàëêèâàòüñÿ ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðà-
æåíèÿ èçâåñòåí òîëüêî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ÷àñòîò – îò
	min äî 	max. ßäðî èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.26)
ìåäëåííî ñïàäàåò ñ ðîñòîì ÷àñòîòû, ïîýòîìó âêëàä âíåøíèõ
îáëàñòåé îò 0 äî 	min è îò 	max äî6 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, è
âîçíèêàåò çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè R â äâóõ âíåøíèõ îáëàñòÿõ.
Îáû÷íî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ â îáëàñòè ìàëûõ ÷àñòîò
ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè. Êðîìå
òîãî, îáëàñòü äî 	min îáû÷íî ïîïàäàåò íà îáëàñòü ïðîçðà÷íîñ-
òè âåùåñòâà, ïðè ýòîì � �� 	 � 0, ïîñêîëüêó â ýòîì äèàïàçîíå ~r –
äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà (ñì. (1.18), (1.19)). Àïïðîêñèìà-
öèÿ â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè îáû÷íî îñíîâûâàåòñÿ íà ïîâå-
äåíèè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íà î÷åíü áîëüøèõ ÷àñ-
òîòàõ. Åñëè ýòè ÷àñòîòû ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò
ýëåêòðîíîâ â àòîìàõ, òî òàêèå ýëåêòðîíû ìîãóò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê ñâîáîäíûå è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ôîðìóëà äëÿ äèý-
ëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñâîáîäíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà
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[30]:
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Çäåñü N – ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â åäèíèöå îáúåìà âî âñåõ àòîìàõ,
m è e –– ìàññà è çàðÿä ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà. Èñïîëüçóÿ ýòó
çàâèñèìîñòü, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ
R ~ 	�4 . Ê ñîæàëåíèþ, ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ýòîé ôîðìóëû
ëåæàò âûøå ÷àñòîò âñåõ ýëåêòðîííûõ ïåðåõîäîâ â òâåðäîì
òåëå. Äëÿ òÿæåëûõ àòîìîâ ýòî ñîîòâåòñòâóåò äàëåêîìó ðåíòãå-
íó. Îäíàêî, åñëè 	max íàõîäèòñÿ â îáëàñòè, â êîòîðîé ïåðåõî-
äû èç âíóòpeííèx îáîëî÷åê àòîìîâ åùå íåâîçìîæíû, à ïåðå-
õîäû èç âíåøíèõ îáîëî÷åê óæå èñ÷åðïàíû, äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü òàêæå îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (1.27), â êîòî-
ðîé ïîä âåëè÷èíîé N ïîíèìàåòñÿ ÷èñëî ýëåêòðîíîâ íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âíåøíèõ îáîëî÷êàõ àòîìîâ.

Êðîìå ñäåëàííûõ àïïðîêñèìàöèé, ÷àñòî òðåáóåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ êîððåêöèÿ ôàçû ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
(1.26). Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ íåòî÷íîñòÿìè ïðèìåíåííûõ ïðèáëè-
æåíèé è îøèáêàìè â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, òàê è ñ îò-
ìå÷åííûì âûøå íåñòðîãèì õàðàêòåðîì âûâîäà ñîîòíîøåíèÿ
(1.26). Êîððåêöèÿ ñîñòîèò â äîáàâëåíèè ê ðàññ÷èòàííîé ôàçå
ãëàäêîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ
êðèòåðèåâ:
à) âî âñåé îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè âïëîòü äî îáëàñòè ôóíäà-

ìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ ôàçà � �� 	 îáðàùàåòñÿ â íîëü;
á) â îáëàñòè ìàëîãî êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ íà áîëüøèõ

÷àñòîòàõ ôàçà � �� 	 ïðèáëèæàåòñÿ ê 
 (ïî àíàëîãèè ñ êîëå-
áàíèÿìè ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû, êîòîðûé
êîëåáëåòñÿ â ïðîòèâîôàçå ñ âíåøíåé ñèëîé, åñëè ÷àñòîòà
ïîñëåäíåé ìíîãî áîëüøå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ìàÿòíèêà);

â) íàèëó÷øèì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ
ðàñ÷åòà ñ îïòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîëó÷åííûìè â
îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ äðóãèìè ìåòîäàìè; ê ñîæà-
ëåíèþ, îáû÷íî òðóäíî ïîëó÷èòü òàêóþ èíôîðìàöèþ;

ã) êîíòðîëü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïî òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ ñî-
îòíîøåíèé Êðàìåðñà—Êðîíèãà äëÿ ôóíêöèé �1 è �2 , âû-
÷èñëåííûõ èç � �R 	 è � �� 	 ;

ä) êîíòðîëü òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ îïèñàííûõ íèæå ïðàâèë
ñóìì.
Ýòîò ìåòîä îïðåäåëåíèÿ äèýëåêòðè÷åñêèõ êîíñòàíò ñ
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ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé Êðàìåðñà— Êðîíèãà ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç îñíîâíûõ â îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ (ðèñ.
4, 5).

Êàê ïðàâèëî, âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (1.24)—(1.26)
ïðîâîäÿòñÿ êàê ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ñèìïñîíà ñ âûäåëå-
íèåì èç èíòåãðàëà îáëàñòè âáëèçè òî÷êè ñèíãóëÿðíîñòè, òàê è
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ ïðîöåäóð èíòåãðèðîâàíèÿ.
Øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ëèíåéíàÿ èëè êâàäðàòè÷íàÿ èíòåðïîëÿ-
öèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
ëîãàðèôìîâ ïîä çíàêîì ñóìì. Ïîýòîìó ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïî
ñîîòíîøåíèÿì Êðàìåðñà—Êðîíèãà äëÿ N òî÷åê òðåáóåò ïî-
ðÿäêà N2 óìíîæåíèé èëè âû÷èñëåíèé ëîãàðèôìà. Äëÿ óñêî-
ðåíèÿ ðàñ÷åòà ìîæíî ïðèìåíÿòü ìåòîä [31, 32], îñíîâàííûé
íà áûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
âû÷èñëåíèÿ ñ êîððåêöèåé â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå.
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Ðèñ. 4. Ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñïåêòð îòðàæåíèÿ ìîíîêðèñòàëëà MgO
(à) [34] è âû÷èñëåíèå îïòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé
Êðàìåðñà—Êðîíèãà (ôàçîâûé óãîë � (á), ôóíêöèè � �1 2, (â) è
Im( ~ )� �� 1 (ã))



Â ìàòåìàòèêå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.21) è (1.22) íàçûâàþòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãèëüáåðòà (ñì., íàïðèìåð, [33]). Ïðåîáðà-
çîâàíèå Ãèëüáåðòà îò sin	t ðàâíî cos	t, à îò cos	t ðàâíî
�sin	t. Åñëè ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ � �f 	 ïðåäñòàâëåíà èíòåã-
ðàëîì Ôóðüå

� � � � � �� �f a t t b t t dt	 	 	� �
�6

6


 cos sin ,

òî åå ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà èìååò âèä

� � � � � �� �g b t t a t t dt	 	 	� �
�6

6


 cos sin .

Ïîýòîìó ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé ïðåîáðàçîâàíèé Êðàìåð-
ñà—Êðîíèãà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïðèìåíåíèþ ïðÿ-
ìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Åñëè ïðèìåíÿòü àë-
ãîðèòì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ), òî ïîòðåáó-
åòñÿ òîëüêî N Nln óìíîæåíèé.

Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (1.21) è (1.22) ïîçâîëÿþò
ïîëó÷èòü ðÿä èíòåðåñíûõ èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (ñì.,
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Ðèñ. 5. Ñïåêòð îòðàæåíèÿ âîëüôðàìàòà ñâèíöà [36] è ïåðåñ÷èòàí-
íûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÁÏÔ îïòè÷åñêèå ôóíêöèè.



íàïðèìåð, [35]). Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, �2 íà áîëüøèõ
÷àñòîòàõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

� � � �� 	

	

�1 2 2
0

1
2

� � �
6


 x x dx ïðè 	3 6. (1.28)

Ñðàâíåíèå (1.28) ñ ñîîòíîøåíèåì (1.27) äàåò ïðàâèëî ñóìì â
ñëåäóþùåé ôîðìå:

� � � �m

e
d f d N

2 2 2 2
0 0

	� 	 	 	 	

6 6


 
 � . (1.29)

Çäåñü ââåäåíà ñèëà îñöèëëÿòîðîâ � �
� �

f
m

e
d	

	� 	



	 2

2 22
, ïðèõî-

äÿùèõñÿ íà èíòåðâàë ÷àñòîò d	. Ïðàâèëî ñóìì (1.29) âûðà-
æàåò òîò ôàêò, ÷òî ñóììà âñåõ ñèë îñöèëëÿòîðîâ â åäèíèöå
îáúåìà ðàâíà ÷èñëó ýëåêòðîíîâ â åäèíèöå îáúåìà. Èíòåãðàë â
(1.29) äîëæåí áûòü ñõîäÿùèìñÿ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî � �� 	2
ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ïàäàåò ñ ðîñòîì 	 áûñòðåå, ÷åì 	�2 .

Â äðóãîì ïðåäåëå 	3 0 äëÿ äèýëåêòðèêîâ (7 � 0) ìîæíî
ïîëó÷èòü:

� �
� �

�



� 	
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2
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 d
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m
, (1.30)

ãäå ÷åðòà îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ñ ïîìîùüþ ñèëû îñöèëëÿòîðîâ:

� �	
	

	 	�
6

 
2
2

0

1 1

N
f d .

Â óðàâíåíèè (1.30) � ��1 0 — ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü, îáû÷íî îáîçíà÷àåìàÿ êàê �0 . Íåîáõîäèìî îáðà-
òèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (1.30) ïðîèçâîäèò-
ñÿ ïî âñåìó äèàïàçîíó ÷àñòîò, â òîì ÷èñëå è ïî îáëàñòè ïîãëî-
ùåíèÿ â ÈÊ-äèàïàçîíå ñ ó÷àñòèåì ôîíîíîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, â
îòëè÷èå îò ôîðìóëû (1.30), êîòîðàÿ ÷óâñòâèòåëüíà ê ïîâåäå-
íèþ � �� 	2 ïðè ñðàâíèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîòàõ, ïðàâèëî ñóìì
(1.29) â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì � �� 	2 ïðè âûñî-
êèõ ÷àñòîòàõ. Îöåíêà òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ïî ïðàâèëàì Êðàìåð-
ñà—Êðîíèãà ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðàâèë ñóìì ïîìîãàåò âûáðàòü
àïïðîêñèìàöèþ äëÿ âûñîêî- è íèçêî÷àñòîòíûõ ÷àñòîòíûõ
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äèàïàçîíîâ.
Ïðè àíàëèçå îïòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ïðàâèë

ñóìì ÷àñòî ââîäèòñÿ ýôôåêòèâíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ � �Neff 	 è
ýôôåêòèâíàÿ ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü

� �� 	eff
0 . Îíè ïîëó÷àþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1.29) è (1.30), â êîòî-

ðûõ âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ çàìåíåí íà ÷àñòîòó 	.
Ýòè äâå ôóíêöèè èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ÷èñëî ýëåêòðîíîâ,
ó÷àñòâóþùèõ â ïåðåõîäàõ â äèàïàçîíå ÷àñòîò îò 0 äî 	è êàê
âêëàä òàêèõ ýëåêòðîíîâ â �0 . Áûñòðûé ñòóïåí÷àòûé ðîñò òà-
êèõ ôóíêöèé óêàçûâàåò íà íà÷àëî ïåðåõîäîâ èç âñå áîëåå ãëó-
áîêèõ îáîëî÷åê. Ê ñîæàëåíèþ, òî÷íîå îïðåäåëåíèå òàêèõ
ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Áîëåå òîãî, îíè êðàéíå
÷óâñòâèòåëüíû (îñîáåííî � �Neff 	 ) ê îøèáêàì ïîäãîíêè ïðè
âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèé Êðàìåðñà—Êðîíèãà.

Ïðàâèëà ñóìì, àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿì (1.29) è
(1.30), ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ � �n 	 è � �, 	 , à òàêæå äëÿ äðóãèõ
îïòè÷åñêèõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, èñïîëüçóåìîé íèæå ôóíê-
öèè ïîòåðü ýíåðãèè � �� �Im � �� 	1 ).
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§ 2 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîòåðè ýíåðãèè
ýëåêòðîíîâ

Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç âåùåñòâî çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà
èíòåíñèâíî âçàèìîäåéñòâóåò ñî âñåìè âîçìîæíûìè âîçáóæäå-
íèÿìè. Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñ-
òâèå ÷åðåç ïðîäîëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü ïîëÿðèçàöèþ âåùåñòâà (ñì., íàïð. [37–39]). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ïîòåðè ýíåðãèè ýëåêòðîíà íà ñîçäàíèå âîçáóæ-
äåíèÿ ñ èìïóëüñîì �q è ýíåðãèåé �	 ïðîïîðöèîíàëüíû

� �
� �

� �
Im ~ ,

,

~ ,
�
9

:
;
;

<

=
>
> �

1 2

2� 	

� 	

� 	q

q

q
. (2.1)

Âîîáùå ãîâîðÿ, � �~ ,� 	 q â ýòîé ôîðìóëå äîëæíà ñîîòâåòñòâî-
âàòü ïðîäîëüíîé, à íå ïîïåðå÷íîé ÷àñòè òåíçîðà äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (áîëåå ïîäðîáíî ðàçëè÷èå ìåæäó ýòè-
ìè äâóìÿ òåíçîðàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå).
Ôîðìóëà (2.1) ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì ~��1 â âûðàæåíèè (1.6) äëÿ
ïðîäîëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ El . Ýëåêòðîí (èëè äðóãàÿ
çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà) ñîçäàåò â êðèñòàëëå ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì
� �( ) �r e r� � , ãäå �� - îïåðàòîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè.
Ôóðüå-êîìïîíåíòà ýòîãî ïîëÿ èìååò âèä � �4 2
 � 	e q ~ ,q , ãäå

� �~ ,� 	 q - ôóðüå îáðàç îïðåàòîðà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-
ìîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è âðåìåíè. Äëÿ
îöåíêè ïîòåðü ýíåðãèè ýëåêòðîíà â ôîðìóëå (2.1) ìîæíî ïî-
ëîæèòü q � 0 è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì ÷àñòîòàì:

� �
� �

9

:
;
;

<

=
>
>


dE

dx
d~ Im ~	

� 	
1

.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñâîéñòâà ôóíêöèè

� �� �Im ~� �� 	 1 . Âî-ïåðâûõ, ñîãëàñíî (2.1), ïîòåðè ýíåðãèè
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êâàíòàìè �	îòëè÷íû îò íóëÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ. Åñëè � �� 	2 0- ,
òî âîçáóæäàþòñÿ òàêèå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå äàþò
âêëàä â � �� 	2 íà ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå. Òåì ñàìûì ïîòåðè
ýíåðãèè ïðèâîäÿò ê ðîæäåíèþ íîâûõ ýëåêòðîííûõ âîçáóæäå-
íèé. Ïðàâäà, âêëàä ðàçíûõ ñîñòîÿíèé ìåíÿåòñÿ â ñèëó èçìå-
íåíèÿ � �1

2~� 	 ñ ÷àñòîòîé. Â ÷àñòíîñòè, îí âîçðàñòàåò ñ óìåíü-

øåíèåì � �~� 	
2
. Íàèáîëåå èíòåðåñíûé âêëàä â ïîòåðè ýíåðãèè

âîçìîæåí è ïðè � �� 	2 0� . Åñëè îïðåäåëèòü 	pl êàê êîðåíü
óðàâíåíèÿ � �� 	1 0pl � , òî

� �

� �
� � � �� �� 	

� 	


	
" 	� 	 " 	 	2

2~
� � �pl

pl pl2
.

×àñòîòà, íà êîòîðîé �1 îáðàùàåòñÿ â íîëü, íàçûâàåòñÿ
ïëàçìåííîé ÷àñòîòîé. Ïðè ýòîì âîçáóæäàþòñÿ îñîáûå êâàçè-
÷àñòèöû — ïëàçìîíû, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîäîëüíûìè êîëåáàíèÿ-
ìè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ñëó÷àé � �� 	2 0� ñîîòâåòñòâóåò ìîäå-
ëè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ. Ïðè ýòîì

� �� 	



	
� �1

4 2

2

Ne

m
, (2.2)

ãäå N — êîíöåíòðàöèÿ è m — ìàññà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ.
Èç (2.2) ïîëó÷àåì

	



pl �
4 2Ne

m
. (2.3)

Åñëè ïîãëîùåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ, � �� 	2 0- , òî âñå ðàâíî
íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ � �� 	2 03 . Â ýòîé îáëàñòè ñîîòíîøåíèå
(2.2) ñâÿçàíî ñ ïðàâèëàìè ñóìì, ñëåäóþùèìè èç äèñïåðñèîí-
íûõ ñîîòíîøåíèé Êðàìåðñà—Êðîíèíãà (1.24). Â êà÷åñòâå N
çäåñü ñòîèò ïëîòíîñòü âàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ, ïåðåõîäû ñ êî-
òîðûõ ê 	pl óæå èñ÷åðïàíû. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
âûðàæåíèå äëÿ 	pl (2.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü ãðóáóþ
îöåíêó. Äàæå â ìåòàëëàõ ýòî ñîîòíîøåíèå â áîëüøèíñòâå ñëó-
÷àåâ íå ïðèìåíèìî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïëàçìåííóþ ÷àñòîòó
íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ � �� 	1 0pl � . Â ñèëó êîìï-

ëåêñíîñòè ~� âûðàæåíèå äëÿ ïëàçìåííîé ÷àñòîòû òàêæå ïîëó-
÷àåòñÿ êîìïëåêñíûì, ïðè÷åì ìíèìàÿ ÷àñòü ~	pl ðàñòåò ñ
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ðîñòîì � �� 	2 Re pl . Òåì ñàìûì

ïëàçìîíû ñòàíîâÿòñÿ êîðîòêî-
æèâóùèìè. Â áîëüøèíñòâå
äèýëåêòðèêîâ ìàêñèìóì íà
÷àñòîòå 	pl èìååò ïîëóøèðèíó
ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ýëåêòðîí-
-âîëüò (ñì., íàïðèìåð, ðèñ.
4–6), ò.å. âðåìÿ æèçíè ïëàç-
ìîíà ïîðÿäêà 10 15� ñåê. Òîëü-
êî â ìåòàëëàõ ïëàçìîí ÿâëÿåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî äîëãîæèâó-
ùèì âîçáóæäåíèåì, è èìåííî
òàì îí íàèáîëåå äîñòîâåðíî
îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèå ïîòåðè ýëåêòðî-
íîâ.

Íà ïðèìåðå ïëàçìîíà ìîæíî íàèáîëåå ïðîñòî îöåíèòü
âëèÿíèå ïîâåðõíîñòè íà âîçáóæäåíèÿ â òâåðäîì òåëå, ïîñ-
êîëüêó åå âëèÿíèå íà äðóãèå ýëåêòðîííûå âîçáóæäåíèÿ (îáðà-
çîâàíèå òàììîâñêèõ ñîñòîÿíèé) îöåíèòü ìîæíî ëèøü íà óðîâ-
íå ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè. Äëÿ ïëàçìåííûõ âîëí â äèýëåê-
òðèêå, îãðàíè÷åííîì ïëîñêîñòüþ è çàíèìàþùåì ïîëóïðîñò-
ðàíñòâî, óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ âîëí èìååò âèä

� �~� 	ps � �1 0 . (2.4)

B ðàìêàõ ïðèáëèæåíèé, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíî âûðàæåíèå
(2.3), èìååì (ñì., íàïð. [41])

	



ps �
2 2Ne

m
,

ò. å. 	 	ps pl 2� . Â ñëó÷àå æå, êîãäà àñèìïòîòèêà (2.2) âáëè-

çè 	ps íå ðàáîòàåò, íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ òî÷íûì óðàâíå-
íèåì (2.4), à îòíîøåíèå ÷àñòîò ïîâåðõíîñòíûõ è îáúåìíûõ
ïëàçìîíîâ îòëè÷àåòñÿ îò 1 2.

Ôóíêöèÿ � �� 	 ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü íå òîëüêî â îáëàñ-
òè ýíåðãèé ýëåêòðîííûõ ïåðåõîäîâ, íî è â îáëàñòè ôîíîííûõ
êîëåáàíèé ðåøåòêè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè â ôîíîííîé îá-
ëàñòè äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èîííûõ êðèñòàëëîâ
èìååò âèä (ñì., íàïðèìåð, [1], à òàêæå ÷àñòü 3 äàííîãî
ïîñîáèÿ):
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?
? ?LO
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ãäå �0 – ñòàòè÷åñêàÿ è �6 – âûñîêî÷àñòîòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêèå
ïðîíèöàåìîñòè,?LO – ÷àñòîòà ïðîäîëüíîãî, à?TO – ïîïåðå÷-
íîãî îïòè÷åñêîãî ôîíîíà, ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøå-

íèåì? ?LO TO
2 2 0�

6

�

�
. ×àñòîòà?TO ñîîòâåòñòâóåò ïîëþñó äèý-

ëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (2.5), à?LO – íóëþ ýòîé ôóíê-
öèè.

Ôóíêöèÿ ïîòåðü ýíåðãèè ýëåêòðîíà ïîêàçûâàåò â ýòîì
ñëó÷àå íà èñïóñêàíèå è ïîãëîùåíèå ïðîäîëüíûõ îïòè÷åñêèõ
ôîíîíîâ. Òàêèì îáðàçîì, áûñòðûé ýëåêòðîí ïðè ïðîõîæäå-
íèè ÷åðåç âåùåñòâî òåðÿåò ñâîþ ýíåðãèþ íà ñîçäàíèå âñåãî
êîìïëåêñà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ñ ýëåêòðîíîì ÷åðåç ïðîäîëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå: ïðîäîëü-
íûõ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ, ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ âîçáóæäå-
íèé è ïëàçìîíîâ. Ïðîâåäåííîå âûøå ðàññìîòðåíèå áûëî
ñïðàâåäëèâî äëÿ ýëåêòðîíîâ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ýíåðãèé, òà-
êèõ, ÷òî èñïóñêàíèå âîçáóæäåíèÿ ñ ýíåðãèåé â íåñêîëüêî
ýëåêòðîí-âîëüò íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿëî èìïóëüñ âîçáóæäåíèÿ.
Äëÿ ðàññåÿíèÿ áîëåå íèçêîýíåðãåòè÷íûõ ýëåêòðîíîâ íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü ðîæäåíèå íå òîëüêî äëèííîâîëíîâûõ âîç-
áóæäåíèé, íî è êîðîòêîâîëíîâûõ, ïîýòîìó ôóíêöèÿ ïîòåðü
óæå íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç � �~� 	 , à ëèøü ÷åðåç � �~ ,� 	 q . Ïîäðîáíî
âñå ýòè ïðîöåññû ðàññìîòðåíû â äðóãîé ÷àñòè ïîñîáèÿ.
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§ 3 Ìèêðîñêîïè÷åñêîå îïèñàíèå
âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ âåùåñòâîì

3.1 Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
Âçàèìîäåéñòâèå ñâåòà ñ âåùåñòâîì îïèñûâàåòñÿ îáû÷íî â

ïîëóêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòèõ
ïðîöåññîâ ìîæíî íàéòè â ðÿäå êíèã [42–45]. Çäåñü ìû ââåäåì
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êàñàþùèåñÿ ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïî-
ëóêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû «ýëåêò-
ðîìàãíèòíîå ïîëå ïëþñ òâåðäîå òåëî» ìîæåò áûòü ðàçáèò íà
ñóììó òðåõ ñëàãàåìûõ:

� � � �
int� � � �� � �0 R , (3.1)

ãäå ��0 — ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé òâåðäîå òåëî áåç èçëó-

÷åíèÿ, ��R — ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ, �
int� — ÷ëåí, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå ñâåòà ñ âå-

ùåñòâîì. Ïîëóêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ïðåäóñìàòðèâàåò, âî-
ïåðâûõ, êâàçèêëàññè÷åñêîå îïèñàíèå ïîëÿ èçëó÷åíèÿ. Âî-âòî-
ðûõ, ÷ëåí �

int� ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü êàê âîçìóùåíèå. Ïðè

òàêîì îïèñàíèè îïóñêàþòñÿ ýôôåêòû îáðàçîâàíèÿ ïîëÿðèòî-
íîâ ðàçíîãî òèïà — ñîñòîÿíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñìåñü
ýëåêòðîííûõ èëè ôîíîííûõ âîçáóæäåíèé ñ ôîòîíàìè. Âçàè-
ìîäåéñòâèå ïîäîáíîãî òèïà íà ïðèìåðå ýêñèòîííîãî ïîëÿðè-
òîíà áóäåò ðàçîáðàíî â ñëåäóþùåé ÷àñòè.

Ñîãëàñíî òåì æå ïîëóêëàññè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ �

int� ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âíåøíÿÿ ñèñòåìà, ïîýòî-
ìó ÷ëåí ��R â (3.1) îïóñêàåòñÿ. Ïðè ïîìåùåíèè òâåðäîãî òåëà
â ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ãàìèëüòîíèàíå, îïèñûâàþùåì
òâåðäîå òåëî, ïðîèñõîäèò çàìåíà îïåðàòîðîâ èìïóëüñà âñåõ
÷àñòèö �pi íà îïåðàòîðû îáîáùåííîãî èìïóëüñà
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� � ( )�i i
i

i
e

c
� �p A r , ãäå A r( , )t — âåêòîð-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàã-

íèòíîãî ïîëÿ, ei è ãi - çàðÿä è êîîðäèíàòû i-é ÷àñòèöû. Â íå-
ðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè îáîáùåííûå èìïóëüñû âõîäÿò
â ãàìèëüòîíèàí â âèäå ñóììû êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé ÷àñòèö:

� �
( ) � ( )

p
A r A ri

ii

i

ii

i

i
i i

i

i

i
i

m m

e

m c

e

m c

2 2 2

2
2

2 2 2
@ @ @� � �

�
�

i
@ . (3.2)

Ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî ÷ëåíà ó÷òåíî, ÷òî äëÿ ïîïåðå÷íîéý-
ëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû divA � 0, è ïîýòîìó A r( )i è ��i êîììó-

òèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ñëàáûõ èíòåí-
ñèâíîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ íåëèíåéíûé ïî âåê-
òîð-ïîòåíöèàëó ÷ëåí â (3.2) ìîæíî îïóñòèòü. Åãî âëèÿíèå
ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì â îñíîâíîì ïðè èñïîëüçîâàíèè
ìîùíîãî èçëó÷åíèÿ ëàçåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ïîëóêëàññè-
÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

� ( ) �
int� � �@

e

m c
i

i
i i

i
2

A r � . (3.3)

Âûðàæåíèå äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè òâåðäî-
ãî òåëà ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Ìû âûáåðåì íå
î÷åíü ñòðîãèé, íî íàãëÿäíûé ïóòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Áî-
ëåå ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè ôîðìóëû áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëå-
äóþùèõ ðàçäåëàõ ýòîãî ïàðàãðàôà. Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì
ïîãëîùåíèå íà ñèñòåìå àòîìîâ, ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ
äðóã ñ äðóãîì.

Êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ � 	( )ìîæío âûðàçèòü ÷åðåç ñå-
÷åíèå ïîãëîùåíèÿ íà îäíîì àòîìå 7 	 � 	( ) ( )� N, ãäå N — ÷èñ-
ëî àòîìîâ â ýëåìåíòå îáúåìà. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ïëîñ-
êîïîëÿðèçîâàííóþ ïàäàþùóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â
íàïðàâëåíèè îñè x (ïðè ýòîì

~
(k n i cx � � ,�	 ). Âåêòîð-ïîòåí-

öèàë òàêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ðàâåí

A r e( , ) cos( )exp( )t A t nx c x c� � �	 	 	,

ãäå e — âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ñâåòà, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè yz.
Ïîòîê ýíåðãèè â ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå îïèñûâàåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì (1.16), à ïîòîê ôîòîíîâ âûðàæàåòñÿ âåëè÷èíîé
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exp . (3.4)

Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ âåùåñòâà ñ òàêîé ýëåêòðîìàã-
íèòíîé âîëíîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

� cos( ) �int� � ��@e

mc
A e t nx cx c

i i
i

i	, 	 	 ep , (3.5)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ýëåêòðîíàì ñ íîìåðàìè
i. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò
òîëüêî ñ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìîé (å — âåëè÷èíà çàðÿäà
ýëåêòðîíà,m — åãî ìàññà). Íåïîñðåäñòâåííîå âçàèìîäåéñòâèå
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ èîííîé ïîäñèñòåìîé íå ó÷èòûâàåò-
ñÿ. Ýòî âîçìîæíî, åñëè íå ðàññìàòðèâàòü èíôðàêðàñíóþ îá-
ëàñòü ñïåêòðà, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïðÿìîå ïðåâðàùåíèå ôî-
òîíà â ïîëÿðèçàöèîííûé ôîíîí.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè âîçìóùåíèé ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èç-
âåñòíû îñíîâíîå ñîñòîÿíèå è âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû, îïèñûâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì ��0 . Êàæäîå èç ýòèõ ñîñòî-
ÿíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë, êîòîðûé ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü îäíîé áóêâîé, íàïðèìåð, i äëÿ íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ i ñèñòåìû èëè f äëÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ f . Íèæå
÷àùå âñåãî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äèðàêîâñêèå îáîçíà÷åíèÿ
âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé (ñ èñïîëüçîâàíèåì óãëîâûõ ñêîáîê), íî â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ áóäóò âûïèñûâàòüñÿ ïîëíûå øðåäèíãå-
ðîâñêèå âîëíîâûå ôóíêöèè, â òîì ÷èñëå èõ ÿâíàÿ çàâèñèìîñòü
îò êîîðäèíàò ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Ñðåäè êâàíòîâûõ ÷èñåë, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåìû ñ íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì ��0 , ÷àñòî
óäîáíî âûäåëèòü ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ E� (äëÿ ñîñòîÿíèÿ � ) è
ïîëíûé èìïóëüñ P� . Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé îäíîðîäíîé ñèñ-
òåìû ýíåðãèÿ è èìïóëüñ, ñîîòâåòñòóþùèå ñîáñòâåííûì ñîñòî-
ÿíèÿì ãàìèëüòîíèàíà, ñîõðàíÿþòñÿ è ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè
êâàíòîâûìè ÷èñëàìè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ
ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ýíåðãèè è ïîëíîãî èìïóëüñà íå èìååò òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
Ðàçðàáîòàíî áîëüøîå ÷èñëî ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ èõ íà-
õîæäåíèÿ. Çäåñü ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòà ïðîáëåìà
óæå ðåøåíà, è èçâåñòåí ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé � ñèñòåìû,
ñîòâåòñòâóþùèå ãàìèëüòîíèàíó ��0 , íå âîçìóùåííîìó
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âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.
Â ïîëóêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

òâåðäîå òåëî íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé i , è ïåðåõîä
ïðîèñõîäèò â äðóãîå ñîñòîÿíèå f ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ
i â ñîñòîÿíèå f ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ (3.5) ìîæíî âû-
÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ «Çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè»:

w f i E E
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ãäå 	fi f iE E� �( ) � — ÷àñòîòà ïåðåõîäà èç îäíîãî ýëåêòðîí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. ×òîáû ïîëó÷èòü ïàðöèàëüíîå ñå÷å-
íèå ïîãëîùåíèÿ íà îäíîì àòîìå, íåîáõîäèìî wfi ïîäåëèòü íà
ïîòîê ôîòîíîâ (3.4):
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàáîòàåò äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå
— äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíûõ ðàçìå-
ðîâ âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ. Ïîýòîìó â ðàçëîæåíèè

ýêñïîíåíòû e
i nx cj	

îñòàâëåí òîëüêî íóëåâîé ÷ëåí. Ïðè ýòîì
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò f ij�p@ ñ÷èòàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Åñëè æå ñèììåòðèÿ íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèé òàêîâà,
÷òî f ij�p@ � 0, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèå ÷ëåíû

ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû â ðÿä. Ýòî ïðèâîäèò ê ïðîöåññàì ìàã-
íèòíî-äèïîëüíîãî è êâàäðóïîëüíîãî ïîãëîùåíèÿ ñâåòà.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (3.6) ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ èçâåñòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì

� � , .p rj j
im

�
�

[ ]�

÷òî ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

f i im f ij fi j�p r@ @� 	 .
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè îò ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ äâóõóðîâ-
íåâîé ñèñòåìû ê êîýôôèöèåíòó ïîãëîùåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî èçëó÷åíèÿ â òâåðäîì òåëå, íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà îáñòîÿ-
òåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü (3.6) ïî
âñåì âîçìîæíûì êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì â òâåðäîì òåëå, èñê-
ëþ÷àÿ çàíÿòûå ñîñòîÿíèÿ (â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàó-
ëè). Âî-âòîðûõ, ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå òâåðäîå òåëî íå
íàõîäèòñÿ â ñâîåì îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ïðè êîíå÷íîé òåìïå-
ðàòóðå ìîæíî ââåñòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè
f E( ), îïèñûâàþùóþ çàñåëåííîñòü êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè
ýòîì êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä
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à ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñòàíîâèòñÿ
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Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.8) íå ñîäåðæèò íèêàêèõ îïòè÷åñêèõ êîíñ-
òàíò (â îòëè÷èå îò ôîðìóëû (3.7), â çíàìåíàòåëå êîòîðîé ñòî-
èò ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n( )	 ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðèáëè-
æåíèè ñëàáîé ñâÿçè êîíäåíñèðîâàííîé ñðåäû ñ ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîëåì ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè
âíîñÿò àääèòèâíûé âêëàä â ìíèìóþ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè � 	2 ( ). Ýòî âûäåëÿåò äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíè-
öàåìîñòü ñðåäè îñòàëüíûõ îïòè÷åñêèõ ôóíêöèé è äåëàåò åå
íàèáîëåå óäîáíîé äëÿ òåîðåòè÷ååñêèõ ðàñ÷åòîâ.

Äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç � 	2 ( ) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé Êðàìåð-
ñà—Êðîíèãà. Òîãäà äëÿ êîìïëåêñíîé ~( )� 	 ïîëó÷àåì
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Â ýòîì âûðàæåíèè ââåäåíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ: âåëè÷èíà s, îïðåäåëÿþùàÿ ïðàâèëüíûé çíàê �2 . Â
ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ, ïîñêîëüêó âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ â
òâåðäîì òåëå íå èìåþò áåñêîíå÷íîãî âðåìåíè æèçíè, ðîëü s
èãðàåò âåëè÷èíà2
 A f , ãäå A f — âðåìÿ æèçíè äàííîãî âîçáóæ-
äåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî îïèñàíèå âîçáóæäåííûõ
ñîñòîÿíèé ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè áóäåò äàíî ïðè èññëå-
äîâàíèè ôîðìû ëèíèè ýêñèòîííîãî ïîãëîùåíèÿ.

Âûðàæåíèå (3.9) äàåò âîçìîæíîñòü ïðîàíàëèçèðîâàòü,
êàêèå ïåðåõîäû âíîñÿò âêëàä â äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ
÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Â ôîðìóëå (3.8) äëÿ
ìíèìîé ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñòîèò äåëüòà-
ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ
ðåàëüíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè. Ïîýòî-
ìó â �2 â ýòîì ïðèáëèæåíèè âíîñÿò âêëàä òîëüêî ïåðåõîäû
ìåæäó òàêèìè ñîñòîÿíèÿìè, ðàçíèöà ýíåðãèé ìåæäó êîòîðû-
ìè íàõîäÿòñÿ â ðåçîíàíñå ñ ïàäàþùèì ñâåòîì. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, â äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
�1 âíîñÿò âêëàä âñå âîçìîæíûå ïåðåõîäû, â òîì ÷èñëå è òå,
äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè
ïåðåõîäå. Âêëàä òàêèõ ñîñòîÿíèé ïðîïîðöèîíàëåí

5t E Ef i fi� � � � �2 2
 	 
 	 	� �

— âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìîæåò íàðóøàòüñÿ çàêîí ñîõ-
ðàíåíèÿ ýíåðãèè (â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäå-
ëåííîñòè ìåæäó íàáëþäàåìîé ýíåðãèåé 5E è âðåìåíåì èçìå-
ðåíèÿ 5t, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì 5 5E t � 2
�).
Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü, ÷òî äåéñò-
âèòåëüíàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè �1 ñîîòâåòñ-
òâóåò âèðòóàëüíûì ïåðåõîäàì. Â ÷àñòíîñòè, äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü â îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
÷èñòî äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì
âèðòóàëüíûìè ïåðåõîäàìè ñ ýíåðãèåé â îáëàñòè
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ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ.
Ïðè âûâîäå ôîðìóë (3.6)—(3.9) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî

âîëíîâûå ôóíêöèè êîíå÷íîãî è íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèè íîðìè-
ðîâàíû íà åäèíèöó äëÿ êàæäîãî èç àòîìîâ, ïîýòîìó â êà÷åñòâå
ìíîæèòåëÿ âûñòóïàåò N — ÷èñëî àòîìîâ â åäèíèöå îáú¸ìà.
Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè òâåðäîãî òåëà,
íîðìèðîâàííûìè íà åäèíè÷íûé îáúåì, ìíîæèòåëü N ïðîïà-
äàåò. Ïåðâûé ñïîñîá óäîáåí äëÿ îïèñàíèÿ âêëàäà â äèýëåêò-
ðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ëîêàëèçîâàííûõ ýëåêòðîííûõ ñîñ-
òîÿíèé, òàêèõ, êàê ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ äåôåêòîâ è ïðèìå-
ñåé â òâåðäîì òåëå. Âòîðîé ñïîñîá íåîáõîäèì ïðè îïèñàíèè
ñîáñòâåííûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð ñîñòîÿíèé
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà è ò. ä.

Ïîìèìî ðàçëè÷èÿ â íîðìèðîâêå âîëíîâûõ ôóíêöèé
âêëàä ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé îòëè÷àåòñÿ îò âêëàäà ñîñòî-
ÿíèé, ïðèíàäëåæàùèõ âñåìó êðèñòàëëó, åùå îäíèì ìíîæèòå-
ëåì — òàê íàçûâàåìîé ïîïðàâêîé íà ýôôåêòèâíîå ïîëå. Ýòà
ïîïðàâêà îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ êàê � �E Eeff 0

2 . Ïðîèñõîæäå-

íèå åå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ýôôåêòèâíîå ïîëå Eeff , êîòî-
ðîå èíäóöèðóåò ïåðåõîäû, ñîäåðæèò âêëàä, ïðîïîðöèîíàëü-
íûé ïîëÿðèçàöèè, è íå ðàâíî ïðèëîæåííîìó ïîëþ E0 . Ïðîñ-
òàÿ ìîäåëü Ëîðåíö—Ëîðåíöà, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ýëåêò-
ðè÷åñêîå ïîëå â ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â äèýëåê-
òðè÷åñêîé ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �6 , äàåò
E Eeff 0 � �6( )� 2 3. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè íàäî áðàòü âûñîêî÷àñòîòíóþ ïðîíèöàåìîñòü
�6 , ïîñêîëüêó èîíû ïðàêòè÷åñêè íå óñïåâàþò çà èçìåíåíèåì
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â îòëè÷èå îò ñòàòè÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñ-
êîé ïðîíèöàåìîñòè �0 , â êîòîðóþ âíîñÿò âêëàäû êàê ýëåêò-
ðîííûå ïåðåõîäû, òàê è êîëåáàíèÿ èîíîâ, �6 ñîîòâåòñòâóåò
îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè êðèñòàëëà è ñâÿçàíà òîëüêî ñ ýëåêòðîí-
íûìè ïåðåõîäàìè. Ñèìâîë 6 îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
÷àñòîòû ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò äâèæåíèÿ èîíîâ â
òâåðäîì òåëå. Ýòè îáîçíà÷åíèÿ, óæå âñòðå÷àâøèåñÿ â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå, áóäóò øèðîêî èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàññìîòðå-
íèè ýêñèòîííûõ è ôîíîííûõ ýôôåêòîâ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè êîððåêòíî ó÷åñòü ïîïðàâêó íà ýô-
ôåêòèâíîå ïîëå äîñòàòî÷íî òðóäíî, ïîñêîëüêó â îáëàñòè ýëåê-
òðîííûõ ïåðåõîäîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ÷àñòîòíóþ äèñïåð-
ñèþ � 	( ), íåñôåðè÷íîñòü ïîëîñòè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ äå-
ôåêò, è ò. ä. Ðàçíûå ìåòîäû äàþò äîâîëüíî ñèëüíî
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ðàçëè÷àþùèåñÿ ðåçóëüòàòû. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà â
ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ôîðìóëà Ëî-
ðåíö—Ëîðåíöà ïåðåîöåíèâàåò ïîïðàâêó íà ýôôåêòèâíîå
ïîëå (ñì., íàïð., [5]). Êðîìå òîãî, ýòà ïîïðàâêà, âîçìîæíî,
îêàçûâàåòñÿ ðàçíîé äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé äåôåêòà, â ÷àñ-
òíîñòè èç-çà íåîäèíàêîâîé ïðîòÿæåííîñòè ñîñòîÿíèé. Çäåñü
ìû îãðàíè÷èìñÿ ñäåëàííûìè êîììåíòàðèÿìè.

Ñäåëàííûå âûøå çàìå÷àíèÿ óêàçûâàþò íà âàæíîñòü
ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè, òî åñòü ðàçëè÷íîãî îòêëèêà äèý-
ëåêòðè÷åñêîé ñðåäû ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ñ ðàçëè÷íûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ÷àñòîòàìè. Â äåéñòâè-
òåëüíîñòè, ïîïðàâêà íà ýôôåêòèâíîå ïîëå ñâÿçàíà ñ ïîïûòêîé
íàéòè òàêóþ àìïëèòóäó äëèííîâîëíîâîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ, êîòîðàÿ ïî ñâîåìó äåéñòâèþ áûëà áû ýêâèâàëåíòíà ðå-
àëüíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå â òâåðäîì òåëå. Òàêàÿ âîëíà
ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîðîòêîâîëíîâûõ êîìïîíåíò,
áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ íà ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèÿõ (áîëåå
ïîäðîáíî ñì. [10]). Êîððåêòíûé ó÷åò ýòîãî ÿâëåíèÿ âîçìîæåí
òîëüêî ïðè ðàñ÷åòå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè � 	( , )k
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà k. Ïðè ó÷åòå çàâèñèìîñ-
òè îò k ñâîéñòâà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñóùåñòâåííî
èçìåíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ñèëüíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
äèñïåðñèè âåëè÷èíà � 	( , )k íå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
Êðàìåðñà-Êðîíèãà (ýòè ñîîòíîøåíèÿ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ
ëèøü äëÿ ôóíêöèè � 	�1( , )k ) è ò.ä. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè âîïðî-
ñû îñâåùåíû â ðàáîòàõ [46, 47].

3.2 Ïîëÿðèçàöèîííîå ïðèáëèæåíèå äëÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ñ
òâåðäûì òåëîì

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èñõîäÿ èç ïðîñòûõ ïðåäïîëîæå-
íèé, áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (3.9) äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè � 	( ). Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò îáîáùåí âûâîä
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå áó-
äåò óäåëÿòüñÿ äðóãîé ñòîðîíå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ñ âåùåñòâîì. Â îñíîâíîì ýòî ðàññìîòðåíèå áóäåò îñ-
íîâàíî íà ðàáîòàõ Þ.Ë.Êëèìîíòîâè÷à [48]).

Êàê è â ðàçäåëå 3.1, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà îïè-
ñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì (3.1), è ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è
ñîáñòâåííûå âåêòîðû ��0 èçâåñòíû. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñèñòå-
ìû áåç ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç �ij .

45



Óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè èìååò îáû÷íûé âèä [49]:

i
t
nm

nk km nk km
k

�
�

�

�
� � � �� �@( � � ) .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ n, èñïîëüçóåìûå â êà-
÷åñòâå áàçèñíûõ, ñîîòâåòñòâóþò ìíîãî÷àñòè÷íûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì ãàìèëüòîíèàíà ��0 . Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì ñ
ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ, èìååò ôîðìó

� �

�
�

	
t

i

i

nm nm

nk km nk km
k

�9
:
;

<
=
> �

� � �@

�

� � � �
�

( � ) ( � ) .int int

(3.10)

Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñèñòåìû äè-
àãîíàëüíà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîñòîÿíèé, äîñòàòî÷íî áëèç-
êèõ ê ðàâíîâåñèþ, ìîæíî çàïèñàòü

� � �nm n nm nm� �" " . (3.11)

Ñóùåñòâåííî áîëåå àêêóðàòíîå îïèñàíèå ýâîëþöèè ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè, â òîì ÷èñëå è îöåíêà òî÷íîñòè ïðèìåíåííûõ
ïðèáëèæåíèé, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äðóãèìè ìåòîäàìè, íàï-
ðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ
(ñì., íàïðèìåð, [50–52]). Ïðèáëèæåíèå (3.11) ñîîòâåòñòâóåò
ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû íà âðåìåíàõ, áîëüøèõ òàê
íàçûâàåìûõ "âðåìåí ïîïåðå÷íîé ðåëàêñàöèè", â òå÷åíèå êîòî-
ðûõ ïðîïàäàþò íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñ-
òè.

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå � �n n� 0 óäîâ-

ëåòâîðÿåò ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà

�n
E k T E k T

nZ
e Z en B n B0 1

� �� �@, , (3.12)

ãäåkB— ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, àT —àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòó-
ðà. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ðàçäåëå �n îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòü
íàõîæäåíèÿ âñåé ñèñòåìû â ìíîãî÷àñòè÷íîì ñîñòîÿíèè n è íå
èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ îäíîýëåêò-
ðîííûõ ñîñòîÿíèé, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ïðèáëèæåíèè Õàðò-
ðè–Ôîêà, êîòîðûå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê f� . Òåì ñàìûì ïðè
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íóëåâîé òåìïåðàòóðå (T � 0) �n n� " 0 , ÷òî îçíà÷àåò íàõîæäå-
íèå âñåé ñèñòåìû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

Âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ (3.3) ìîæåò
áûòü çàïèñàíî ÷åðåç îïåðàòîð òîêà

�( ) � ( )j r r r� �@
e

m
i

i
i

i
i� " ,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ÷àñòèöàì ñ íîìåðàìè i.
Òîãäà

� ( , ) �( )int� � �
 A r j rt d r3 . (3.13)

Îïåðàòîð òîêà �j ñâÿçàí ñ âåêòîðîì ïîëÿðèçàöèèP r( , )t ñîîòíî-

øåíèåì � ( , )
j

P r
�
�

�
t

t
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (3.13) è âûäå-

ëÿÿ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì

� ( , ) ( , ) ( )int� � � �
E r P rt t d r
t

3 �
�

� . (3.14)

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôóðüå-êîìïîíåíòû �
int� ïî

âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ìîæíî îïóñ-
òèòü.

Âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ñâÿçàí ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ñèñòå-
ìû ðàâåíñòâîì

P r D r D r( , ) ( ) ( ) ( ) ( )t t tmn nm
nm

mn nm
nm

� �@ @� �" , (3.15)

ãäåDnm — ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà

� ( ) ( )D r r r r� �@ ei i i
i

" , D D rnm n m� � ( ) . (3.16)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (3.15) ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè âåêòîð ïîëÿðèçàöèè âñåé ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â
íîëü (ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèå ñèñòåìû çäåñü íå ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ).

Ôëóêòóàöèîííûå äîáàâêè ê ìàòðèöå ïëîòíîñòè ðàçäåëÿ-
þòñÿ íà ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ: èíäóöèðîâàííûõ ïîëåì "�nm

ind

è ôëóêòóàöèé èñòî÷íèêà "�nm
src . Ôëóêòóàöèè èñòî÷íèêà èìåþò

ôóíäàìåíòàëüíóþ ïðèðîäó è ñâÿçàíû ñ àòîìàðíîé ñòðóêòó-
ðîé âåùåñòâà. Òåì ñàìûì è ïîëÿðèçàöèÿP â ñâîþ î÷åðåäü ðàç-
áèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè: ïîëÿðèçàöèþ P ind , èíäóöèðîâàííóþ
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ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, è ïîëÿðèçàöèþ èñòî÷íèêà P src .
Âàæíóþ ðîëü èãðàþò âåëè÷èíû, óñðåäíåííûå ïî àíñàìá-

ëþ ñèñòåì. Òàêîå óñðåäíåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü óãëîâûìè
ñêîáêàìè � . ×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîí-
íûõ ôóíêöèé ôëóêòóàöèé èñòî÷íèêà " "� �nm n mt tsrc src*( ) ( )# # # ,

ìîæíî ðàññìîòðåòü äâóõâðåìåííóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè ñèñòå-
ìû �nm n m t t, ( , )# # # . Ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ ýòà ìàòðèöà âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç �nm t( ):

� � �nm n m nn mm mm nnt t t t, ( , ) [ ( ) ( )]# # # # # #� �1
2
" " .

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôëóêòóàöèé èñòî÷íèêà îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ðàçíèöà ìåæäó äâóõâðåìåííîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè è
ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îäíîâðåìåííûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè:

" "� � � � �nm n m nm n m nm nt t t t tsrc src*( ) ( ) ( , ) ( ),# # # # # ## � # � m t( )# .

Îòñþäà äëÿ ñîâïàäàþùèõ âðåìåí ïîëó÷àåì

" "

" "

� �

� �

nm n m

nn mm mm nn

t t

t t

src src*( ) ( )

[ ( ) (

# #

# # # #

�

� �1
2

)] ( ) ( ).� # #� �nm n mt t

Åñëè ðàññìàòðèâàåìîå ñîñòîÿíèå íåðàâíîâåñíî, íî äîñòàòî÷íî
áëèçêî îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òî

" "

" " "

� �

� �

nm n m

nn mm m n

t t

t t

src src*( ) ( )

[ ( ) ( )]

# #

# #

�

� � �1
2 nm n m n nt t" # # #� �( ) ( ).

(3.17)

Ýòà ôîðìóëà àíàëîãè÷íà òîìó, ÷òî ïðè ïóàññîíîâñêîì ðàñï-
ðåäåëåíèè ñðåäíèé êâàäðàò ÷èñëà ñîáûòèé
( )5N N N2 2 2� � ðàâåí N .

Â ôîðìóëå (3.17) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðåìåííàÿ çàâèñè-
ìîñòü ôóíêöèé �n t( )îòíîñèòåëüíî ìåäëåííàÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ
âðåìåíàìè ïîðÿäêà 2 1
	nm

� ).

Ôëóêòóàöèîííûå èñòî÷íèêè "�nm
src èìåþòñÿ è â ñèñòåìå

áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ( �
int� � 0), è ïîýòîìó êîððåëÿòîð óäîâëåò-

âîðÿåò óðàâíåíèþ

�
�

	 " "
t

i s t tnm nm n m� �9
:
;

<
=
> # �# #� �src src*( ) ( ) 0
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (3.17) (s + 0 – ìàëàÿ äîáàâêà, îáåñïå-
÷èâàþùàÿ îñëàáëåíèå êîððåëÿöèé íà áîëüøèõ âðåìåíàõ).
Ïðåäïîëàãàÿ ñòàöèîíàðíîñòü ñèñòåìû, ìîæíî ïåðåéòè ê
ôóðüå-êîìïîíåíòàì ïî âðåìåíè, è äëÿ 	 - 0 ïîëó÷àåì

( ) ( ) ( )" " 
" 	 	 " "	� � � �nm n m nm nn mm m n
src src

# # # #� � � , (3.18)

ãäå ( )� 	 îáîçíà÷àåò ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ
â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèåì

x y x y xy	 	 	 	 	
 " 	 	# � #� � � #* ( ) ( )2 , (3.19)

è ñâÿçàííóþ ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé x t y t( ) ( )� A (â ñòà-
öèîíàðîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
x t y t x y( ) ( ) ( ) ( )� �A A 0 , òî åñòü êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
çàâèñèò òîëüêî îò A è íå çàâèñèò îò âðåìåíè t) Ôóðüå-ïðåîáðà-
çîâàíèåì

( ) ( ) ( )xy x y e di
	

	AA A�
�6

6


 0 . (3.20)

Èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ìîæíî âûðàçèòü êîððå-
ëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ÷åðåç ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü:

x t y

xy e d xy e di t i t

( ) ( )

( ) ( ) .

0

1

2

1

2
2

0

�

� ��

�6

6
�

6


 


	



		

	
	

	
(3.21)

Çäåñü îòäåëüíî âûïèñàíî èíòåãðèðîâàíèå òîëüêî ïî ïîëîæè-
òåëüíûì ÷àñòîòàì, ÷òî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè ñïåê-
òðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê. Íåîáõîäèìî íàïîìíèòü, ÷òî

( ) ( ) ( )*xy yx yx	 	 	� �� . (3.22)

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé, òî �n ìåä-
ëåííî ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, è ôîðìóëû (3.18)—(3.22) âû-
ïîëíÿþòñÿ ëèøü ïðèáëèæåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîøåíèÿ
áûñòðûõ õàðàêòåðíûõ âðåìåí 2 1
	nm

� êî âðåìåíè ðåëàêñàöèè.
Ìàëîñòü ýòîãî ïàðàìåòðà ñâÿçàíà ñ ïðåäïîëîæåíèåì ìàëîñòè
âûäåëåííîãî ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ �

int� . Â òàêîì
ñëó÷àå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè òèïà x t y t( ) ( )� A ñëàáî çà-
âèñÿò îò âðåìåíè t è ñóùåñòâåííî — îò âðåìåíè A. Ïåðåõîäÿ ê
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Ôóðüå-êîìïîíåíòàì ïî A, ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíûå õàðàêòå-
ðèñòèêè, ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ñî âðåìåíåì t. Òàêîå äâîéíîå
ïðåäñòàâëåíèå â ïåðåìåííûõ âðåìÿ-÷àñòîòà âîçìîæíî â ñëó-
÷àå ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû õàðàêòåðíûõ âðåìåí ñèñòåìû.
Ìåäëåííàÿ çàâèñèìîñòü îò t áóäåò âûäåëÿòüñÿ îòäåëåíèåì ýòî-
ãî àðãóìåíòà ôóíêöèé òî÷êîé ñ çàïÿòîé îò îñòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âîçìóùåíèå ñèñòå-
ìû âíåøíèì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì, è âîçáóæäåííûå ñîñòîÿ-
íèÿ ãàìèëüòîíèàíà ��0 íå èçìåíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñî âðåìå-
íåì íå ìåíÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû n , èõ ýíåðãèè En è ìàò-
ðè÷íûå ýëåìåíòû Dnm .

Åñëè ïåðåéòè ê Ôóðüå-êîìïîíåíòàì è ïðåäïîëîæèòü ìà-
ëîñòü ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ �

int� , òî èç (3.10) ìîæíî ïîëó-
÷èòü óðàâíåíèå äëÿ èíäóöèðîâàííîé âíåøíèì ïîëåì äîáàâêè
ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

� �

( ) ( ; )

( ) ( ) ( ) ( ,

� � � �

� �

i s i t

i
t t

nm nm

m n nm

	 	 " 	

	

�

� �

ind

�
D r E r ; ) ,t d r3


ãäå âìåñòî �nm èñïîëüçóåòñÿ åå äèàãîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå, è
äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ Ôóðüå â óðàâíåíèÿ äîáàâëåí ìà-
ëûé ðåëàêñàöèîííûé ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé s 3 0. Îòñþäà
ïîëíàÿ äîáàâêà ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

" 	 " 	

	 	

� �

� �

�� ( ; ) ( ; )

( ) ( )

( )
(

t t

t t

is

nm

n m

nm
nm

� �

�
�

� �

src

�
D r E r) ( , ; ) .	 t d r3


(3.23)

Íèæå â óðàâíåíèÿõ ìåäëåííàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t áóäåò
÷àñòî îïóñêàòüñÿ.

Ó÷èòûâàÿ (3.15), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïîëÿðè-
çàöèåé è ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì:

P t

t E t d r P

i

ij j i

( , ; )

~ ( , , ; ) ( , ; ) ( ,

r

r r r r

	

� 	 	 	

�

� # # # �
 3 src ; ).t
(3.24)

Çäåñü ââåäåí òåíçîð ïîëÿðèçóåìîñòè

� � � �~ ( , , ; ) ( ) ( )
( ) ( )

(
� 	

	 	ij i mn j nm
n m

n

t D D
t t

is
r r r r# � #

�

� �

� �

� mnm )
.@ (3.25)
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Ïîëÿðèçàöèîííûé èñòî÷íèê P src ñâÿçàí ñ èñòî÷íèêîì "fnm
src

ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (3.15). Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (1.3),
ìîæíî ïîëó÷èòü òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ÷å-
ðåç òåíçîð ïîëÿðèçóåìîñòè: ~ ~� 
�ij ij� �1 4 .

Â ôîðìóëå (3.24) ìîæíî ïåðåéòè ê Ôóðüå-êîìïîíåíòàì
ïî âîëíîâîìó âåêòîðó k:

P E d k Pi ij j i( , )
( )

( , , ) ( , ) ( , )	



� 	 	 	k k k k k� # # # �

1

2 3
3 src ,

ãäå

� � � �

~ ( , , )

( ) ( )
( )

.*

� 	

	 	

ij

i mn j nm
n m

nmn

D D
is

k k

k k

# �

� � � #
�

� �

� �

�m
@

(3.26)

Â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîé ñèñòåìå òåíçîð ïîëÿðèçó-
åìîñòè (3.25) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè r r� #, â ñîîòâåòñòâèè
ñ ÷åì

~ ( , , ) ( ) ( ) ~ ( , )� 	 
 " � 	ij ijk k k k k# � � #2 3 . (3.27)

Åñëè, êðîìå òîãî, ñèñòåìà èçîòðîïíà, ~ ( , )� 	ij k ñâîäèòñÿ ê ñóì-
ìå äâóõ òåíçîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëåí "ij , à äðó-
ãîé — k ki j k2 (â èçîòðîïíîé ñèñòåìå íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü

íèêàêèõ äðóèõ òåíçîðîâ):

� �~ ~ ~| |� � � "ij i j ij i jk k k k� � �!k k2 2 , (3.28)

ãäå ââåäåíû äâà ñêàëÿðà: ïðîäîëüíàÿ ~ | |� è ïîïåðå÷íàÿ ~�! ïî-
ëÿðèçóåìîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå, åñëè ~ ~| |� �- ! , òî çàâèñèìîñòü
~�ij îò k ñòàíîâèòñÿ íåàíàëèòè÷åñêîé â ïðåäåëå k 3 0. Óìíî-
æàÿ (3.28) íà k ki j è ïðîèçâîäÿ ñóììèðîâàíèå ïî i è j, ìîæíî
ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïðîäîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòè

� �~ ( , ) ~| |� 	 �
	 	

k
k

�
�

� ��
@1

2

2

�k is
nm

n m

nmnm

� �
, (3.29)

ãäå áûëî èñïîëüçîâàíî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè (1.4), èç êî-
òîðîãî äëÿ èçîòðîïíîé ñèñòåìû èç íåãî ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

� � � � � �~�nm nm nm
k2 2

2
2

3� � �
� �

k k k
kD D .
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Äàëåå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
~ ~| |� �� ! . Â òàêîì ñëó÷àå ~ ~� � "ij ij� , îòêóäà

� �~( , )� 	
	 	

k D
k

�
�

� ��
@1

3
2

�
nm

n m

nmnm is

� �
. (3.30)

Ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (3.27) äåëüòà-
ôóíêöèÿ "( )k k� # óæå âûäåëåíà èç ïîëÿðèçóåìîñòè, îáîçíà÷å-

íèå � ��
2

�k
â óðàâíåíèÿõ (3.29) è (3.30) èìåþò òîò æå

ñìûñë, ÷òî è ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ( )x2
	 â ôîðìóëå (3.19),

òî åñòü ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïåðåä ñîîòâåòñòâóþùåé
äåëüòà-ôóíêöèåé, íàïðèìåð,

� � � � � �~( ) ~( ) ( ) ( ) ~*� � 
 " �� � # � � #
�

k k k k
knm nm nm2 3 2 .

Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
ïðèíèìàåò âèä

� �~( , )� 	



	 	
k D

k
� �

�

� ��
@1

4

3
2

�
nm

n m

nmnm is

� �
. (3.31)

Åå ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà

� �� 	



" 	 	.

.
( , ) ( ) ( )k D

k
� � � �

�
@1

4

3
2

�
nm m n nm

nm

� � . (3.32)

Ìåíÿÿ èíäåêñû, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò ñóììèðîâàíèå,
n mB , è èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå 	 	nm mn� � , ëåã-
êî ïîêàçàòü íå÷åòíîñòü ìíèìîé ÷àñòè ~� è ÷åòíîñòü äåéñòâè-
òåëüíîé: ~( , ) ~ ( , )*� 	 � 	k k� � � . Îáîáùåíèå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íà
àíèçîòðîïíûé ñëó÷àé èìååò âèä:

~ ( , ) ~ ( , )*� 	 � 	ij jik k� � � .

Â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìà â îáùåì ñëó÷àå íåîä-
íîðîäíà è íåèçîòðîïíà. Â òàêîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü îáùåå âûðàæåíèå

� � � �

~ ( , , ; ) ( )

( ) ( )
( ) (

� 	 "




ij

i mn j nm
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D D
t

r r r r

r r
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is nmnm
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( )� 	 	� �
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(3.33)
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â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè è ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ
(3.26) â ïðåäñòàâëåíèè âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Îòëè÷èå íåðàâíî-
âåñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè îò ðàâíîâåñíîé îïè-
ñûâàåò öåëûé ðÿä ýôôåêòîâ, â ÷àñòíîñòè, íàâåäåííîå ïîãëî-
ùåíèå.

Íàëè÷èå k2 â çíàìåíàòåëå óðàâíåíèÿ (3.29) ñâÿçàíî ñ ýê-
ðàíèðîâàíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, åñëè

� �lim ~
k 0

k
3

�
-�nm

2 0 . (3.34)

Â òàêîì ñëó÷àå â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå çíàìåíàòåëü ïåðâî-
ãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.5) íå çàâèñèò îò k, è
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïàäàåò áûñòðåå ëþáîé
ñòåïåíè ðàññòîÿíèÿ (â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýêñïîíåíöèàëü-
íî). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé
ïðåäåë (3.34) ðàâåí íóëþ. Òåì ñàìûì ýêðàíèðîâàíèå êóëî-
íîâñêîãî ïîëÿ íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì äåëîêàëèçîâàí-
íûõ âîçáóæäåíèé, íàïðèìåð, ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ.

3.3 Ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííàÿ òåîðåìà
Äëÿ äàëüíåéøåãî îáñóæäåíèÿ íåîáõîäèìî âûðàçèòü

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÷åðåç ôëóêòóàöèè ìàòðèöû ïëîòíîñòè.
Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ âûøå ôîðìóëó (3.18) äëÿ êîððåëÿ-
òîðà "�nm

src , ìîæíî ïîëó÷èòü

� � � �" " 
 " 	 	
	

P P D
k k,

( ) ( )src � � �
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@ nm nm n m
nm

2
� � . (3.35)

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.7) ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ ïëîò-
íîñòü ôëóêòóàöèé ïðîäîëüíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ E k k| |( , )| |	 :

� �
� �

" "



�
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" 	 	

	
E E

k

| | | |

k

k

,

~

~( , )
( ) ( )

�

� � ��16 3

2

2

2k

nm

n m nm
n

� �
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@

(3.36)

è ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ôëóêòóàöèé ïîïåðå÷íûõ êîìïî-
íåíò E k k! !( , )	 (òàêèõ êîìïîíåíò äâå, è îíè âçàèìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû):
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(3.37)

Ýòè ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè
÷àñòîòû 	. Ôîðìóëû (3.36) è (3.37) îïèñûâàþò ôëóêòóàöèè
íå òîëüêî â ðàâíîâåñíîé ñðåäå, íî òàêæå è â ñðåäå, íàõîäÿ-
ùåéñÿ â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè (íî äîñòàòî÷íî áëèçêî îò
ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, ÷òî áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî â
[48]). Ýòè ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû, åñëè íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿ-
íèå îäíîðîäíî è èçîòðîïíî.

Ôîðìóëû (3.35)—(3.37) ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà íåîä-
íîðîäíûé ñëó÷àé â ïðèáëèæåíèè îòñóòñòâèÿ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé äèñïåðñèè, òî åñòü êîãäà ~( , ) ~( )� 	 � 	k � . Â òàêîì ñëó÷àå êî-
îðäèíàòíàÿ çàâèñèìîñòü êîððåëÿòîðà êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñ-
êîãî ïîëÿ èìåþò âèä

E t E t

d r d r K K
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( , ; ) ( , ; )

( ) (

*

*
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D r D r
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1 2

)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ," 	 	nm
nm

nm k mn
*

l
m nt t� �

(3.38)

ãäå ÿäðî Kij ( )r îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì (1.12) è âêëþ÷àåò â
ñåáÿ êâàçèñòàöèîíàðíîå ïîëå äèïîëÿ è ïîïåðå÷íîå ïîëå èçëó-
÷åíèÿ ýòîãî äèïîëÿ.

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ �n
0 îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì

Ãèááñà (3.12), îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü

� � � �� � � �m n m n
nm

Bk T
0 0 0 0

2
� � � cth

�	
. (3.39)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (3.36) è (3.37) ïðèâîäèò ê ñî-
îòíîøåíèÿì Êàëëåíà—Âåëòîíà (ñì., íàïðèìåð, [53]):

54



� �" "

 � 	

� 	

	



�

	
E E

k

k

| | | |

k,

( , )

~( , )

Im ~

� �

� �

4

2

4
1

2
2

� �

�

cth
k TB

( , )
,

	
	

k
9

:
;

<

=
> cth

�

2k TB

(3.40)

� �" "

 � 	

� 	 	

	




	
E E

k

k k
k

! ! �
�

�

�

,

( , )

~( , )

I

8

2

8

2

2 2 2 2

� �

�

c k TB

cth

m
~( , )

.�
�

9

:
;
;

<

=
>
>

1

22 2 2� 	 	

	

k kc k TB

cth
�

(3.41)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûðàæàþò ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîí-
íóþ òåîðåìó äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå.

Â ñîîòíîøåíèÿ (3.40), (3.41) âõîäèò ãèïåðáîëè÷åñêèé
êîòàíãåíñ, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

cth
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(
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. (3.42)

Ïåðâûé ÷ëåí â ýòîé ñóììå ñîîòâåòñòâóåò íóëåâûì êîëåáàíèÿì
ïîëÿ, à âòîðîé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Áîçå äëÿ
ôîíîíîâ.

Ôëóêòóàöèè ïðîäîëüíîãî ïîëÿ îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî
äëÿ òàêèõ ÷àñòîò, äëÿ êîòîðûõ ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Êðîìå òîãî, ôëóêòóà-
öèè ðåçêî âîçðàñòàþò, êîãäà ~� ïðèáëèæàåòñÿ ê íóëþ. Ýòî ñî-
îòâåòñòâóåò ôëóêòóàöèîííîìó âîçáóæäåíèþ ïëàçìîííûõ ìîä
(ñì. âûðàæåíèå (1.13) è ïàðàãðàô 2). Ôëóêòóàöèè ïîïåðå÷-
íîãî ïîëÿ íå ðàâíû íóëþ äàæå ïðè �2 0� , òî åñòü â îáëàñòè
ïðîçðà÷íîñòè âåùåñòâà. Âû÷èñëÿÿ ïðåäåë, ñîîòâåòñòâóþùèé
îáðàùåíèþ â íîëü çíàìåíàòåëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.14), ïîëó-
÷àåì
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(3.43)

ãäå n( ) ( , )	 � 	� 1 0 — ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ (1.10) â
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îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè. Èíòåãðèðóÿ ïî âñåì âîëíîâûì âåêòî-
ðàì, ìîæíî ïîëó÷èòü
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Êîýôôèöèåíò 2 ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå
ïðîâîäèòñÿ òîëüêî ïî ïîëîæèòåëüíûì ÷àñòîòàì. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî íà èíòåðâàë d	 ïðèõîäèòñÿ ýíåðãèÿ (ñì. [54])
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Ýòî âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè ÷åðíîãî èçëó÷åíèÿ â
ñðåäå ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n( )	 ñ ó÷åòîì íóëåâûõ êîëå-
áàíèé (ñì. [55]).

Â íåðàâíîâåñíîì ñëó÷àå ôëóêòóàöèè ïîëÿ (3.36), (3.37)
îòëè÷àþòñÿ îò ðàâíîâåñíûõ (3.40), (3.41) èç-çà îòëè÷èÿ ôóí-
êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �n îò ðàâíîâåñíîé �n

0 . Ýòî îòëè÷èå âõî-
äèò â ôîðìóëû (3.36) è (3.37) íå òîëüêî ÿâíûì îáðàçîì, íî
òàêæå è ÷åðåç îòëè÷èå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (3.31)
îò ðàâíîâåñíîé. Ëþìèíåñöåíöèÿ òâåðäûõ òåë êàê ðàç è ÿâëÿ-
åòñÿ ïðåâûøåíèåì ôëóêòóàöèé ïîïåðå÷íîãî ïîëÿ íàä óðîâ-
íåì òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé.

3.4 Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ïîëÿðèçàöèîííîì
ïðèáëèæåíèè

Èç óðàâíåíèé (3.10) ìîæíî ïîëó÷èòü êèíåòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå äëÿ ôóíêöèè �n . Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé (3.10) äëÿ äèàãîíàëüíûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû ïëîòíîñ-
òè ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå �n , ñîêðàùàþòñÿ, è îñòàþòñÿ òîëüêî
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ñðåäíèå çíà÷åíèÿ òèïà �
int� �" mn . Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ

ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ (3.15), ìîæíî ïîëó÷èòü êèíå-
òè÷åñêîå óðàâíåíèå
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@2 3

�
Im ( , ) ( ) ( )E r D r , (3.44)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå I tn( ) äëÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé.
Ïîäñòàâëÿÿ (3.23) â (3.44), ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàë ñòîëê-
íîâåíèé ÷åðåç ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ôëóêòóàöèé ïîëÿ:
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k k kc
m n� � (3.45)

Â îòëè÷èå îò âûðàæåíèé äëÿ ýíåðãèè ïîëÿ, èíòåãðèðîâàíèå
ïî ÷àñòîòàì 	 ïðîèçâîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò �6 äî 6. Ïåðâûé
÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ ñ
ïðîäîëüíûì ïîëåì, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé – ñ ïîïåðå÷íûì ïî-
ëåì. Ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ (3.40), (3.41) óäîâëåòâîðÿþòñÿ
â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, òî, ó÷èòûâàÿ (3.42), ïîëó÷àåì, ÷òî
â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé In îáðàùàåò-
ñÿ â íîëü.

×òîáû ðàçäåëèòü âêëàäû â èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, âîç-
íèêàþùèå èç-çà èíäóöèðîâàííûõ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ïåðå-
õîäîâ îò ñïîíòàííûõ ïåðåõîäîâ, íåîáõîäèìî âû÷åñòü âêëàä
íóëåâûõ êîëåáàíèé èç îáúåìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ:
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(3.46)

Ïîäñòàíîâêà ïëîòíîñòè íóëåâûõ êîëåáàíèé â (3.45) äàåò
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Çäåñü ìû ââåëè êîýôôèöèåíòû Ýéíøòåéíà Am
n è Bm

n , õàðàêòå-

ðèçóþùèå ñîîòâåòñòâåííî ñïîíòàííûå è èíäóöèðîâàííûå
ïðîöåññû:
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Ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ ïî n è m çàïèñàí â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ýíåðãèè En ðàñòóò ñ ðîñòîì n. Èíäóöèðîâàííûå ïðîöåññû
âûçûâàþòñÿ êàê âíåøíèì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, òàê è
ðàâíîâåñíûìè è íåðàâíîâåñíûìè êîëåáàíèÿìè ïîëÿ.

Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü è ïëîòíîñòü ýíåðãèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â óðàâíåíèÿõ (3.45) è (3.47) óñðåä-
íÿþòñÿ ïî àíñàìáëþ ñèñòåì ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ �n . Íî
ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîÿâëÿåòñÿ â èíòåãðàëàõ ñòîëêíî-
âåíèÿ åùå â îäíîì ìåñòå ÿâíûì îáðàçîì. Íåçàâèñèìîå óñðåä-
íåíèå âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè òî÷êè èçëó÷åíèÿ è ïîã-
ëîùåíèÿ âèðòóàëüíûõ ôîòîíîâ ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì ñòà-
òèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûì ïîäñèñòåìàì. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì
ïðèáëèæåíèè âñÿ ñèñòåìà ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñèñòåìû, êîòî-
ðûå ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ìåæäó ñîáîé òîëüêî ïóòåì
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îáìåíà ôîòîíàìè. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �n â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîäñèñòåì, à íå äëÿ
âñåé ñèñòåìû â öåëîì.

Èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàí â ôîð-
ìå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà, åñëè â (3.45) ïîäñòà-
âèòü âûðàæåíèÿ (3.32), (3.36) è (3.37):
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Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå ïîëå èñêëþ÷àåòñÿ èç èíòåãðàëà ñòîëê-
íîâåíèé, è ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ (ñòîëêíîâåíèÿ) áîëåå ÿâíûì
îáðàçîì îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ îáìåíà ïðîäîëüíûìè (ïåð-
âûé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ) èëè ïîïåðå÷íûìè (âòîðîé
÷ëåí) ôîòîíàìè. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà, íàïðèìåð, ïåðåõî-
äèò èõ ñîñòîÿíèÿ n â ñîñòîÿíèå m, èñïóñêàÿ ôîòîí ñ ýíåðãèåé
� �	 	� nm è èìïóëüñîì �k, ïîñëå ÷åãî ýòîò ôîòîí ïîãëîùàåòñÿ
äðóãîé ÷àñòüþ ñèñòåìû, ïåðåõîäÿùåé èç ñîñòîÿíèÿ #m â #n .
Äðóãèå âîçìîæíûå ïðîöåññû èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7.

Ôîðìóëû (3.47) è (3.48) ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì èíòåðï-
ðåòàöèÿì ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ èíòåãðàëîì ñòîëêíîâåíèé.
Ïåðåõîäû, ïðèâîäÿùèå ê èñïóñêàíèþ è ïîñëåäóþùåìó ïîãëî-
ùåíèþ ôîòîíîâ, ÿâíûì îáðàçîì âûäåëÿþòñÿ â ôîðìå (3.48)
èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé. Ôîòî-
íû, ó÷àñòâóþùèå â ýòèõ ïðîöåñ-
ñàõ, äîëæíû áûòü ïîãëîùåíû èëè
èñïóùåíû â ðàññìàòðèâàåìîé êîí-
äåíñèðîâàííîé ñðåäå, è íå ìîãóò
ïîêèíóòü åå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé â ôîðìå
(3.47) ïðîèñõîæäåíèå ïîãëîùàå-
ìûõ ôîòîíîâ (â ÷ëåíàõ, îïèñûâà-
þùèõ èíäóöèðîâàííûå ïðîöåññû)
èëè ñóäüáà èñïóùåííûõ ôîòîíîâ
(â ÷ëåíàõ, îïèñûâàþùèõ ñïîíòàí-
íûå è èíäóöèðîâàííûå ïðîöåññû)
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Ðèñ. 7. Ðàçëè÷íûå ïðîöåñ-
ñû, âíîñÿùèå âêëàä â èíòåã-
ðàë ñòîëêíîâåíèé (3.48)



íå êîíêðåòèçèðóåòñÿ. Òåì ñàìûì èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé â
ôîðìå (3.47) óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû
âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå èëè â ñëó÷àå, êîãäà èñïó-
ùåííûå ïîïåðå÷íûå ôîòîíû ïîêèäàþò ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñ-
òåìó. Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå è ñìåøàííóþ ôîð-
ìó èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé.

Åñëè íåðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíûì è
íåîäíîðîäíûì, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ äëÿ
êîððåëÿòîðîâ êîìïîíåíò ïîëÿ â ôîðìå (3.38) è âûðàæåíèÿ
äëÿ íåëîêàëüíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (3.33). Ýòî
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé:
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(3.49)

ãäå Kij ( )r îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.12). Òàêàÿ ôîðìà óäîá-
íà â òîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèè n ëîêàëèçîâàíû â îãðàíè÷åí-
íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòÿõ, à ïåðåõîäû ïðîèñõîäÿò òàê-
æå â ëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ m . Â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðàë
(3.49) áóäåò îïèñûâàòü äèïîëü-äèïîëüíûé (äëÿ îáìåíà ïðî-
äîëüíûìè ôîòîíàìè) è ðàäèàöèîííûé (â ñëó÷àå ïîïåðå÷íûõ
ôîòîíîâ) ïåðåíîñ ýíåðãèè ìåæäó ëîêàëèçîâàííûìè ñîñòîÿíè-
ÿìè. Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ýòèõ âîïðîñîâ áóäåò ïðîâåäåíî
â äðóãèõ ÷àñòÿõ ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.
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Глава 2

Состояния в недеформируемой
решетке

§4 Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ â
íåäåôîðìèðóåìîé ðåøåòêå

4.1 Èåðàðõèÿ ïðèáëèæåíèé â òåîðèè òâåðäîãî òåëà
Â ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ

êîíêðåòíûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü âîëíî-
âûå ôóíêöèè â òâåðäîì òåëå. Ïîñêîëüêó â îäíîì êóáè÷åñêîì
ñàíòèìåòðå âåùåñòâà íàõîäèòñÿ ïîðÿäêà 1023 ÷àñòèö, âû÷èñ-
ëèòü òî÷íî âîëíîâûå ôóíêöèè íåâîçìîæíî. Ïðè èçó÷åíèè
òâåðäîãî òåëà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæå-
íèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàçëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãàìèëüòî-
íèàíà H0 . Â ñâÿçè ñ ýòèì ñäåëàåì íåñêîëüêî îáùèõ çàìå÷àíèé
îá èåðàðõèè ïðèáëèæåíèé, èñïîëüçóåìûõ â ôèçèêå òâåðäîãî
òåëà.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ âçàèìî-
äåéñòâèåì ñâåòà ñ âåùåñòâîì, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàç-
íûå ïðèáëèæåíèÿ. Òàê, ïðè îïèñàíèè ïîãëîùåíèÿ ñâåòà ïðè
áîëüøèõ ýíåðãèÿõ ôîòîíîâ, â ãëóáèíå îáëàñòè ôóíäàìåíòàëü-
íîãî ïîãëîùåíèÿ, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü
ïðîñòåéøåå ïðèáëèæåíèå — îïèñûâàòü íåâçàèìîäåéñòâóþ-
ùèå ýëåêòðîíû â ïîëå íåäåôîðìèðóåìîé ðåøåòêè èç èîííûõ
îñòîâîâ. Îäíàêî äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé íà êðàþ ôóíäàìåí-
òàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ýòî äàåò êà÷åñòâåííî ïðàâèëüíîå



îïèñàíèå ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ôîðìó
ëèíèè êðàåâîãî ïîãëîùåíèÿ, ïðèáëèæåíèå î íåäåôîðìèðóå-
ìîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå óæå íå ïðèãîäíî, è íåîáõîäèìî
ïîëüçîâàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì î ôîíîíàõ— êâàíòàõ êîëåáà-
íèé ðåøåòêè. Â îáëàñòè ïðèìåñíîãî ïîãëîùåíèÿ ïðèõîäèòñÿ
îòêàçûâàòüñÿ îò èäåàëüíîñòè êðèñòàëëà. Ôîðìà æå ëèíèè
ïîãëîùåíèÿ ïðèìåñè â ïðèíöèïå íå ìîæåò áûòü îïèñàíà â
ïðèáëèæåíèè íåäåôîðìèðóåìîé ðåøåòêè. Â îáëàñòè ñèëüíîãî
ïîãëîùåíèÿ â ðÿäå òâåðäûõ òåë íåëüçÿ äàæå ïîëüçîâàòüñÿ
ðàññìîòðåíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôîòîíàìè â ðàìêàõ òåîðèè
âîçìóùåíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèÿì î ïîëÿðèòîíå.

Ïîäîáíûé ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé ìîæåò áûòü
ïðîäîëæåí. Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ êàæäîãî ÿâëåíèÿ
íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòüñÿ ïðîñòåéøèì ïðèáëèæåíèåì, àäåê-
âàòíî îïèñûâàþùèì õàðàêòåðíûå ÷åðòû äàííîãî ÿâëåíèÿ. Òà-
êîå ðàçíîîáðàçèå ïðèáëèæåíèé â òâåðäîì òåëå ïðèâîäèò ê
ðÿäó ìåòîäè÷åñêèõ òðóäíîñòåé, êîãäà áîëåå ñëîæíîå ïðèáëè-
æåíèå ñòðîèòñÿ ïðàêòè÷åñêè â îòðûâå îò ïðåäûäóùåãî, à èõ
âçàèìîñâÿçü ÷àñòî îïóñêàåòñÿ. Êðîìå òîãî, â ðàçëè÷íûõ ïðèá-
ëèæåíèÿõ ïîëüçóþòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûì ÿçûêîì. Ýòî âå-
äåò ê òîìó, ÷òî áëèçêèå ÿâëåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè òåð-
ìèíàìè, íàïðèìåð âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ïðèìåñè è ýêñè-
òîí, çàõâà÷åííûé ïðèìåñüþ, ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíèöåé â
èíòåðïðåòàöèè ôèçè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ðàñ÷åòó ýëåêòðîííûõ ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë ïîñâÿùåíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðåêðàñíûõ êíèã (ñì., íàïðèìåð, [7, 8,
56–58] è äð.), è çäåñü íå áóäóò îáñóæäàòüñÿ âñå ñâÿçàííûå ñ
òàêèìè ðàñ÷åòàìè ïðîáëåìû. Ïîñêîëüêó îñíîâíîå âíèìàíèå â
äàííîé êíèãå óäåëÿåòñÿ ñïåêòðîñêîïèè òâåðäûõ òåë, ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ââåäåíèåì òîëüêî îñíîâíûõ ïîíÿòèé.

4.2 Îäíîýëåêòðîííîå ïðèáëèæåíèå
Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì íà÷íåì îïèñàíèå òâåð-

äîãî òåëà ñ ïðîñòåéøåãî ïðèáëèæåíèÿ. Ãàìèëüòîíèàí òâåðäî-
ãî òåëà â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå èìååò âèä
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Çäåñü ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÿäåð,
âòîðîé — ýëåêòðîíîâ. Òðåòèé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé ÷ëåíû îïè-
ñûâàþò êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ñîîòâåòñòâåííî ìåæäó
ÿäðàìè è ÿäðàìè, ìåæäó ýëåêòðîíàìè è ÿäðàìè è ìåæäó ýëåê-
òðîíàìè è ýëåêòðîíàìè. Â ïîñëåäíèé ÷ëåí, ñèìâîëè÷åñêè çà-
ïèñàííûé êàê ��s , âêëþ÷åíû âñå ñïèíîâûå ýôôåêòû. Â îñíîâ-

íîì â ýòîò ÷ëåí âíîñèò âêëàä ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñò-
âèå äëÿ ýëåêòðîíîâ.

Ýòîò ãàìèëüòîíèàí îïèñûâàåò ïðàêòè÷åñêè âñå ýôôåêòû
â òâåðäîì òåëå. Îäíàêî â òàêîé çàïèñè ïîëüçîâàòüñÿ èì áåññ-
ìûñëåííî — íàéòè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ��0 íå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà ïîïûòàåì-
ñÿ ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòü âûðàæåíèå (4.1). Âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî ìàññà ÿäåð M áîëåå ÷åì íà òðè ïîðÿäêà îòëè÷àåòñÿ îò
ìàññû ýëåêòðîíîâ m. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü
ÿäðà íåïîäâèæíûìè (ýòèì ïðèáëèæåíèåì ìû áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ äî êîíöà äàííîé ãëàâû). Ýòî ïîçâîëÿåò îïóñòèòü ïåð-
âûé è òðåòèé ÷ëåíû: ïåðâûé ÷ëåí ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíîâ, à òðåòèé ïðèâîäèò ëèøü ê ïîñòî-
ÿííîìó ñäâèãó íà÷àëà îòñ÷åòà ýíåðãèè. Â òàêîì ñëó÷àå ��0 çà-
âèñèò ëèøü îò ýëåêòðîííûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ:
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Â èäåàëüíîì êðèñòàëëå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà
â ïîëå ÿäåðU i( )r ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé r ñ ïåðèî-
äàìè, îïðåäåëÿåìûìè ðåøåòêîé Áðàâå êðèñòàëëà. Îäíàêî è
ïîñëå òàêîãî óïðîùåíèÿ ðåøèòü çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå ôóíê-
öèè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ýòó
çàäà÷ó ðåøàþò â òàê íàçûâàåìîì «îäíîýëåêòðîííîì» ïðèáëè-
æåíèè, êîãäà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ äåòåðìè-
íàíòîì Ñëåòåðà, ïîñòðîåííûì èç ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ çàâèñèò îò êîîðäèíàò òîëüêî îäíîãî ýëåêòðîíà. ×èñëî òà-
êèõ ôóíêöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê äåòåðìèíàíòà ñîâïà-
äàþò ñ ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ â òâåðäîì òåëå. Ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðèáëèæåíèå â òåîðèè ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì íàçûâàåòñÿ
ïðèáëèæåíèåì Õàðòðè—Ôîêà. Ïðè ýòîì ìíîãîýëåêòðîííàÿ
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îäíîýëåêòðîííîé, íî ñ ÷àñòè÷íûì ó÷åòîì
ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ãàìèëüòîíèàíà èäåàëüíîãî
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òâåðäîãî òåëà â îäíîýëåêòðîííîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿþòñÿ
êâàíòîâûìè ÷èñëàìè — âîëíîâûì âåêòîðîì k è íîìåðîì çîíû
s. Â ïåðèîäè÷åñêîì êðèñòàëëå ïîíÿòèå âîëíîâîãî âåêòîðà äî-
âîëüíî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà ýëåê-
òðîíà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîçíàêî-
ìèòüñÿ ñ îñíîâíûìè ñâîéñòâàìè âîëíîâûõ âåêòîðîâ â êðèñ-
òàëëå, íåîáõîäèìî îêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î òåîðèè ãðóïï. Îá
ýòîé àáñòðàêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íàïèñàíî ìíîãî ïðå-
âîñõîäíûõ ìîíîãðàôèé è ó÷åáíèêîâ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîá-
ëåìàì ôèçèêè òâåðäîãî òåëà àïïàðàò òåîðèè ãðóïï èçëîæåí,
íàïðèìåð, â [4, 49] è ðÿäå äðóãèõ ó÷åáíèêîâ, öåëèêîì ïîñâÿ-
ùåííûõ òåîðèè ãðóïï (íàïðèìåð, [59]). Òåîðèÿ ãðóïï, èñõî-
äÿ èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîçâîëÿåò ñèñ-
òåìàòèçèðîâàòü êðèñòàëëû ïî èõ ñèììåòðèè, êëàññèôèöèðî-
âàòü ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ êàê èäåàëüíîãî êðèñòàëëà, òàê è
êðèñòàëëà ñ ïðèìåñíûì àòîìîì, îïðåäåëèòü ïðàâèëà îòáîðà
äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðåõîäà â ñèñòåìå ïîä äåéñòâèåì
âíåøíèõ âîçìóùåíèé. Çà ïîñëåäîâàòåëüíûì èçëîæåíèåì òåî-
ðèè ãðóïï ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê âûøåóïîìÿíóòûì ó÷åáíè-
êàì, à çäåñü íà ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ïðèìåðàõ ðàññìîòðèì íå-
êîòîðûå ñëåäñòâèÿ, øèðîêî ïðèìåíÿåìûå â ñïåêòðîñêîïèè.

Èíòåðåñóþùèå íàñ ãðóïïû ñèììåòðèè êðèñòàëëà ÿâëÿþò-
ñÿ ñîâîêóïíîñòÿìè îïåðàöèé ñèììåòðèè, ñîâìåùàþùèõ êðèñ-
òàëë ñàì ñ ñîáîé. Ïðè ýòîì êðèñòàëë ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèáî
êàê áåñêîíå÷íûé, ëèáî íà íåãî íàëàãàþòñÿ öèêëè÷åñêèå ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ Áîðíà-Êàðìàíà, ñîãëàñíî êîòîðûì âñå âîë-
íîâûå ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäàìè, ìíî-
ãî áîëüøèìè ïåðèîäîâ ðåøåòêè êðèñòàëëà è êðàòíûìè ïîñ-
ëåäíèì. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå öèêëè÷åñêèå óñëîâèÿ Áîðíà-
Êàðìàíà ýêâèâàëåíòíû çàìûêàíèþ äëèííîé öåïî÷êè àòîìîâ â
êîëüöî. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òðàíñëÿöèé êðèñòàëëà íà âåêòîðû

n a a a� � �n n n1 1 2 2 3 3 , (4.3)

ãäå a1, a2 , a 3 — îñíîâíûå âåêòîðû òðàíñëÿöèé êðèñòàëëà, à
ni — öåëûå ÷èñëà, îáðàçóþò ãðóïïó òðàíñëÿöèé êðèñòàëëà.
Êðîìå òðàíñëÿöèé ñóùåñòâóþò îïåðàöèè ñèììåòðèè, ïåðåâî-
äÿùèå ýêâèâàëåíòíûå âåêòîðû â êðèñòàëëå äðóã â äðóãà. Ýòè
îïåðàöèè ñèììåòðèè îáðàçóþò òî÷å÷íóþ ãðóïïó êðèñòàëëè-
÷åñêîé ðåøåòêè. Â òî÷å÷íóþ ãðóïïó ñèììåòðèè ìîãóò âõî-
äèòü: èíâåðñèÿ, ïîâîðîòû âîêðóã îñè íà 60 è 90° è êðàòíûå èì
óãëû; îòðàæåíèÿ â ïëîñêîñòÿõ è íåêîòîðûå êîìáèíàöèè èç
ýòèõ ýëåìåíòîâ. Òî÷å÷íûå ãðóïïû êðèñòàëëîâ âñåãäà
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ñîäåðæàò êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Òàê, îäíà èç ñàìûõ «áî-
ãàòûõ» ãðóïï òî÷å÷íîé ñèììåòðèè — ãðóïïà O h (ãðóïïà ñèì-
ìåòðèè êóáà) — ñîäåðæèò 48 ýëåìåíòîâ. Ïîëíàÿ ãðóïïà êðèñ-
òàëëà, òàê íàçûâàåìàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ãðóïïà, ñîäåðæèò
íàáîð ñîâîêóïíîñòåé ýëåìåíòîâ òðàíñëÿöèé è ýëåìåíòîâ òî-
÷å÷íîé ñèììåòðèè. Íåêîòîðûå ãðóïïû (íàçûâàåìûå íåñèì-
ìîðôíûìè â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ, èìåíóåìûõ ñèììîðôíû-
ìè) ñîäåðæàò òàê íàçûâàåìûå íåýëåìåíòàðíûå òðàíñëÿöèè, òî
åñòü ñäâèã íà ïîëîâèíó ïåðèîäà ñîâìåñòíî ñ îòðàæåíèåì â
ïëîñêîñòè (ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ), èëè ñäâèã íà îäíó òðåòü
ïåðèîäà ñîâìåñòíî ñ ïîâîðîòîì âîêðóã íåêîòîðîé îñè íà 120°
(âèíòîâûå îñè).

Òåîðèÿ ãðóïï ïîçâîëèëà ïðîâåñòè ïîëíóþ êëàññèôèêà-
öèþ êðèñòàëëîâ. Âñå êðèñòàëëû îòíîñÿòñÿ ê ñåìè ñèñòåìàì
èëè ñèíãîíèÿì: 1) òðèêëèííîé, 2) ìîíîêëèííîé, 3) îðòîãî-
íàëüíîé, èëè ðîìáè÷åñêîé, 4) êâàäðàòè÷íîé, èëè òåòðàãî-
íàëüíîé, 5) ãåêñàãîíàëüíîé, 6) òðèãîíàëüíîé, èëè ðîìáîýä-
ðè÷åñêîé, 7) êóáè÷åñêîé. Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ðåøåòêè —
ïðîñòîé, áàçîöåíòðèðîâàííîé, îáúåìíîöåíòðèðîâàííîé èëè
ãðàíåöåíòðèðîâàííîé — ýòè ñåìü ñèñòåì ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà
14 òèïîâ ðåøåòîê. Âíóòðè ýòèõ òèïîâ ìîæíî âûäåëèòü 230
ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï. Òåì ñàìûì, íàïðèìåð, áîëüøèíñò-
âî ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàëëîâ, îáëàäàþùèõ îäíîé è òîé
æå ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïîé, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèììåòðèè ñî-
âåðøåííî èäåíòè÷íû.

Âñå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ãðóïï â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îñíî-
âàíû íà òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî
êðèñòàëëè÷åñêàÿ ðåøåòêà êðèñòàëëà ïîä äåéñòâèåì îïåðàöèé
ñèììåòðèè ñîâìåùàåòñÿ ñàìà ñ ñîáîé, íå ñëåäóåò, ÷òî âîëíî-
âûå ôóíêöèè âåäóò ñåáÿ òàê æå. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îíè ïîä
äåéñòâèåì îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè äîìíîæàþòñÿ íà íåêîòîðûé
ôàçîâûé ìíîæèòåëü, â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ âûðàæàþòñÿ
÷åðåç ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ èñõîäíûõ ôóíêöèé. Â ñèñòåìå
âîëíîâûõ ôóíêöèé ìîæíî âûäåëèòü áàçèñ ôóíêöèé. Ïîä äåé-
ñòâèåì îïåðàöèé ñèììåòðèè �PS êàæäàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ Ci

ïðåîáðàçóåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíûõ ôóíêöèé:

� ( )P SS i ki k
k

C C� @D .

Êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ Dki îáðàçóþò ìàòðèöó äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà ãðóïïû S. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ìàòðèö äëÿ
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âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû.
Ïðåäñòàâëåíèå D( )S ki íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì, åñëè ñ

ïîìîùüþ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî òàê ïðåîáðàçî-
âàòü áàçèñ � �Ci , ÷òî âñå ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ D( )S ki äëÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ S ãðóïïû ïðèíèìàþò âèä

D
D

D
( )

( )

( )
S

S

S
�

#

##
9

:
;

<

=
>

0

0
,

ïðè÷åì âîëíîâûå ôóíêöèè êàæäîé èç ÷àñòåé #D è ##D ïðåîáðà-
çóþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ñâîåé æå ÷àñòè. Ñóììà ðàçìåðíîñòåé
ìàòðèö #D è ##D ðàâíà ðàçìåðíîñòè ìàòðèöû D. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Íåïðèâî-
äèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ èãðàþò îñíîâíóþ ðîëü â ïðèìåíåíèÿõ
òåîðèè ãðóïï â ôèçèêå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âîëíîâûå ôóíê-
öèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåííîìó óðîâíþ ýíåðãèè, ïðå-
îáðàçóþòñÿ ïî íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî
ïðèâåñòè àòîìíûå ôóíêöèè s-, p-, d- è ò. ä. Ïðè ýòîì s-ôóíê-
öèè îáðàçóþò îäíîìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû âðàùåíèé âîêðóã öåíòðà àòîìà íà ïðîèçâîëüíûå óãëû,
p-ôóíêöèè — òðåõìåðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå è ò.ä.
Ïðè íàëîæåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñèììåòðèÿ ñèñòåìû ïîíèæà-
åòñÿ — îñòàþòñÿ òîëüêî âðàùåíèÿ âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ìàã-
íèòíîãî íîëÿ. Â ýòîé íîâîé ãðóïïå âñå ìíîãîìåðíûå p-, d- è
ò.ä. ïðåäñòàâëåíèÿ îêàçûâàþòñÿ óæå ïðèâîäèìûìè. Ôèçè÷åñ-
êè ýòî âûëèâàåòñÿ â ðàñùåïëåíèè ( )2 1l � -êðàòíî âûðîæäåííî-
ãî óðîâíÿ íà 2 1l � ïîäóðîâíåé.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì âîëíîâóþ ôóíê-
öèþ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà V i�1 2 exp( )kr (V ÿâëÿåòñÿ íîðìè-
ðîâî÷íûì îáúåìîì ñèñòåìû), êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî íåï-
ðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû òðàíñëÿöèé íà ïðîèç-
âîëüíûå âåêòîðû. Ïîä äåéñòâèåì òðàíñëÿöèè íà âåêòîð a âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ óìíîæàåòñÿ íà exp( )ika . Åñëè â ïåðâîì ïðèìå-
ðå íîìåðîì íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿëîñü îðáè-
òàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî l, òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå — âîëíîâîé
âåêòîð k, êîòîðûé ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ.

Âåðíåìñÿ ê ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïå êðèñòàëëà. Íåïðè-
âîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû òðàíñëÿöèé êðèñòàëëà òîæå
êëàññèôèöèðóþòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì k. Îäíàêî òåïåðü âîë-
íîâîé âåêòîð ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî â îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè — òàê íàçûâàåìîé ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà (
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ñëîâî «ïåðâàÿ» ÷àñòî îïóñêàåòñÿ). Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïåð-
âîé çîíîé Áðèëëþýíà ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê ( , )�
 
a a , ãäå a —
ïåðèîä îäíîìåðíîé öåïî÷êè. Ôîðìà çîíû Áðèëëþýíà â òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé. Íà ðèñ. 8
ïðèâåäåíû çîíû Áðèëëþýíà äëÿ êðèñòàëëîâ ñ ãðàíåöåíòðèðî-
âàííîé è ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà-
÷åíèé ðÿä âûñîêîñèììåòðè÷íûõ òî÷åê çîíû Áðèëëþýíà èìå-
íóåòñÿ ãðå÷åñêèìè èëè ëàòèíñêèìè áóêâàìè. Öåíòð çîíû
Áðèëëþýíà (òî÷êà k � 0) âñåãäà íàçûâàåòñÿ D-òî÷êîé. Îáîçíà-
÷åíèÿ ðÿäà äðóãèõ òî÷åê ñèììåòðèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8.
Îáû÷íî âíóòðåííèå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå îñÿì âûñîêîé
ñèììåòðèè, îáîçíà÷àþòñÿ ãðå÷åñêèìè áóêâàìè (E, 5, F è ò.
ä.), à òî÷êè, ëåæàùèå íà ãðàíèöàõ çîíû Áðèëëþýíà - ëàòèíñ-
êèìè (X, K, L è ò. ä.).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îäíîýëåêòðîííîì ïðèáëèæåíèè
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå èìååò âèä

C k k
krr rs s
iV u e( ) ( )� �1 2 . (4.4)

Çäåñü u us sk kr r n( ) ( )� � — ïðîñòðàíñòâåííî-ïåðèîäè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäàìè, ðàâíûìè âåêòîðàì îñíîâíûõ òðàíñëÿ-
öèé (4.3). Ôóíêöèÿ (4.4) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Áëîõà. Êîíê-
ðåòíûé âèä ôóíêöèè u sk r( ) îïðåäåëÿåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì
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Ðèñ. 8. Çîíû Áðèëëþýíà äëÿ ÃÖÊ (à) è ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåò-
êè (á). Ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ âûñîêîñèììåòðè÷íûõ òî÷åê.



��0 . Áëîõîâñêàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íå òîëü-

êî âîëíîâûì âåêòîðîì k, íî è íîìåðîì çîíû s (àíàëîãè÷íûì
ãëàâíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó â àòîìå).

Â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ çîíû Áðèëëþýíà óðîâíè ýíåðãèè
íå âûðîæäåíû, ò. å. íà êàæäîì óðîâíå ìîæåò íàõîäèòüñÿ ïî
äâà ýëåêòðîíà ñ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñïèíàìè.
Îäíàêî â òî÷êàõ âûñîêîé ñèììåòðèè âîçìîæíî âûðîæäåíèå,
îïðåäåëÿåìîå ïðîñòðàíñòâåííîé ãðóïïîé êðèñòàëëà. Äëÿ
áîëüøèíñòâà ãðóïï ìàêñèìàëüíàÿ êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ
ðàâíà òðåì. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåêòðîííûå ñîñòîÿ-
íèÿ ÷àùå âñåãî íóìåðóþò ñîãëàñíî íóìåðàöèè íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé. Òàê, â D-òî÷êå â ãðàíåöåíòðèðîâàííûõ êóáè-
÷åñêèõ (ÃÖÊ) êðèñòàëëàõ (íàïðèìåð, â NaCl) âîçìîæíû îä-
íîêðàòíî âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ D1 è D2 , äâóõêðàòíî âû-
ðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ D12 è òðåõêðàòíî âûðîæäåííûå D15 è
D25 . Â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé ïîä äåéñòâèåì îïå-
ðàöèè èíâåðñèè îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé ìî-
ãóò èìåòü äîïîëíèòåëüíûé çíà÷îê «—» äëÿ íå÷åòíûõ ïî îòíî-
øåíèþ ê èíâåðñèè âîëíîâûõ ôóíêöèé. Ê ñîæàëåíèþ, îáùàÿ
ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé äîâîëüíî ñëîæíà. Ñ íåé ìîæíî ïîçíàêî-
ìèòüñÿ â ðàáîòå [60]. Ïðè óõîäå èç òî÷êè k � 0 áîëüøèíñòâî
ñîñòîÿíèé ðàñùåïëÿåòñÿ. Îäíàêî, íàïðèìåð, åñëè âîëíîâîé
âåêòîð k îñòàåòñÿ íà îñè âûñîêîé ñèììåòðèè, íàïðèìåð 5, ñíÿ-
òîå âûðîæäåíèÿ ìîæåò áûòü íåïîëíûì. Òàê, íà îñè 5 âîçìîæ-
íû îäíîêðàòíî âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ 51, 52 è äâóõêðàòíî
âûðîæäåííîå 55 . Ìîæíî âûâåñòè òàê íàçûâàåìûå ñîîòíîøå-
íèÿ ñîâìåñòíîñòè, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî, íàïðèìåð, D1 è
D2 -ñîñòîÿíèÿ ïåðåõîäÿò â 51 è 52 -cîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî,
D12 ðàñùåïëÿåòñÿ íà 51 è 52 -ñîñòîÿíèÿ, D15 – íà 51 è 55 , D25
— íà 52 è 55 (îòñþäà, êñòàòè, ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëåííîå îáîñ-
íîâàíèå èíäåêñàöèè D-ñîñòîÿíèé).

Ïîñêîëüêó èçîáðàçèòü çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñîñòîÿíèé îò
âîëíîâîãî âåêòîðà âî âñåé çîíå Áðèëëþýíà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âîçìîæíûì, îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ èçîáðàæåíèåì ôóíêöè-
îíàëüíîé çàâèñèìîñòè E( )k òîëüêî âäîëü îïðåäåëåííûõ íàï-
ðàâëåíèé â çîíå Áðèëëþýíà.

Ïðèâåäåííàÿ âûøå êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé ñïðàâåäëè-
âà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íå ó÷èòûâàåòñÿ ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå. Ïðè ó÷åòå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèñõîäèò äî-
ïîëíèòåëüíîå ðàñùåïëåíèå ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé. Òàê,
øåñòèêðàòíî (ïðè ó÷åòå äâóõ âîçìîæíûõ ïîëîæåíèé ñïèíà
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ýëåêòðîíà) âûðîæäåííîå ñîñòîÿíèå D25 ðàñïàäàåòñÿ íà äâóõê-
ðàòíî âûðîæäåííîå D7 è ÷åòûðåõêðàòíî âûðîæäåííîå
D8 -ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëå-
íèÿì òàê íàçûâàåìûõ äâîéíûõ ãðóïï (ó÷èòûâàþùèõ íàëè÷èå
ñïèíîâîé ïåðåìåííîé). Èíäåêñû â ýòîì ñëó÷àå óæå íå èìåþò
íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèè.

4.3 Ïðèáëèæåíèå ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ
Ïðåæäå ÷åì ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé, ïîñìîòðèì, ê

÷åìó ïðèâîäèò ïåðèîäè÷íîñòü ðåøåòêè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå â
äâóõ ïðåäåëàõ. Âî-ïåðâûõ, ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ ìî-
äåëü ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ. Çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ñâî-
áîäíûõ ýëåêòðîíîâ èìååò âèä E k k me( ) � �

2 2 2 , ïðè÷åì k â
ýòîé îáëàñòè èçìåíÿåòñÿ â áåñêîíå÷íûõ ïðåäåëàõ. Âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ èìååò âèä V eikx�1 2 . Òåïåðü ââåäåì ñëàáûé ïåðèîäè-
÷åñêèé ïîòåíöèàëU x U x a( ) ( )� � è ïîïûòàåìñÿ ïðèâåñòè áåñ-
êîíå÷íóþ îáëàñòü èçìåíåíèÿ k ê ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà
( , )�
 
a a . Åñëè k a0 
 , òî âîëíîâîé âåêòîð ïîïàäàåò â ïåð-
âóþ çîíó Áðèëëþýíà, è â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ èìååò âèä ôóíêöèè Áëîõà ñ u xk, ( )0 1� . Åñëè âîëíî-
âîé âåêòîð ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ âòî-
ðîé çîíû Áðèëëþýíà (íàïðèìåð, 
 
a k a0 # 0 2 ), òî íåîáõî-
äèìî ñäâèíóòü äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ, ââåäÿ êâàçèâîëíîâîé
âåêòîð k k a� # �2
 . Ïðè òàêîì ñäâèãå êâàçèâîëíîâîé âåêòîð
ïîïàäàåò â ïåðâóþ çîíó Áðèëëþýíà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòâü
äèñïåðñèîííîé êðèâîé èìååò èíäåêñ «1». Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ôóíêöèè Áëî-
õà ïîñëå âûäåëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè u x ek

i x a
, ( )1

2� 
 :

V e V u x eik x
k

ikx� # ��1 2 1 2
1, ( ) .

Ýòà îïåðàöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíèåì ê ïåðâîé çîíå Áðèëëþ-
ýíà è ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äëÿ âñåõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò âîëíîâîãî âåêòî-
ðà, ïîêàçàííóþ ïóíêòèðíîé êðèâîé íà ðèñ. 9. Ôóíêöèÿ E k( )
ñòàíîâèòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé, è åå âåòâè íóìåðóþòñÿ îò
íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè.

Òàêàÿ êàðòèíà ñïðàâåäëèâà òîëüêî â ïðåäïîëîæåíèè ïðå-
íåáðåæåíèÿ ïîòåíöèàëîìU x( ). Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ïå-
ðèîäè÷åñêîìó âîçìóùåíèþ âîçíèêíóò ðàñùåïëåíèÿ ïåðåñåêà-
þùèõñÿ óðîâíåé, è çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò âîëíîâîãî âåêòîðà
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îêîí÷àòåëüíî ïðèîáðåòåò
âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 9
ñïëîøíîé ëèíèåé. Ñëàáûé
ïîòåíöèàë èçìåíÿåò òîëüêî
îáëàñòè k âáëèçè ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ óðîâíåé. Ðàñùåïëå-
íèå ïðîïîðöèîíàëüíî êâàä-
ðàòíîìó êîðíþ èç ìàòðè÷íî-
ãî ýëåìåíòà ïîòåíöèàëàU x( )
è äàæå äëÿ ñëàáûõ ïîòåíöè-
àëîâ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðå-
æèìûì.

Ýòî ðàñùåïëåíèå ñîñòî-
ÿíèé ñîçäàåò çàïðåùåííûå
çîíû â ñïåêòðå ýíåðãèé, òî
åñòü çîíû, â êîòîðûõ íåò ðå-
øåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå. Íåîá-
õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â
ïðèáëèæåíèè ïî÷òè ñâîáîä-
íûõ ýëåêòðîíîâ òàêèå çàïðå-
ùåííûå çîíû âîçíèêàþò
òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Â äâó- è òðåõìåðíûõ ñëó÷àÿõ
àíàëîãè÷íîå ðàñùåïëåíèå âîçíèêàåò íà ãðàíèöàõ çîíû Áðèë-
ëþýíà è â íåêîòîðûõ òî÷êàõ âûñîêîé ñèììåòðèè â çîíå Áðèë-
ëþýíà, íî ïðè ýòîì ùåëè â ðàçëè÷íûõ âûñîêîñèììåòðè÷íûõ
òî÷êàõ ñäâèíóòû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, è ïîýòîìó çîíû
ðàçðåøåííûõ ýíåðãèé â îäíèõ íàïðàâëåíèÿõ ïåðåêðûâàþòñÿ
ñ çîíàìè çàïðåùåííûõ ýíåðãèé â äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ â çîíå
Áðèëëþýíà. Äèñïåðñèÿ ñîñòîÿíèé äëÿ ÃÖÊ-ðåøåòêè ñ ïàðà-
ìåòðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè òâåðäîìó êñåíîíó, ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 10.

Çàêîí äèñïåðñèè E k k me( ) � �
2 2 2 ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí

â âèäå, áîëåå óäîáíîì äëÿ ïðîâåäåíèÿ îöåíîê:
E k kaB( ) ( )�Ry 2 , ãäå ââåäåíà ïîñòîÿííàÿ Ðèäáåðãà äëÿ àòîìà

âîäîðîäàRy � ��
2 22 136m ae B , ýÂ, à a m eB e� ��

2 2 0 053, íì
— áîðîâñêèé ðàäèóñ. Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé ëåãêî îöå-
íèòü ýíåðãèþ, ïðè êîòîðîé âîçíèêàåò ïåðâîå ïåðåñå÷åíèå âîë-
íîâîãî âåêòîðà ñ ãðàíèöåé çîíû Áðèëëþýíà k a� 
 :
E a a aB( ) ( )
 
�Ry 2 è äëÿ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a = 0,25 íì
èìååò çíà÷åíèå ïîðÿäêà 6 ýÂ.
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò
âîëíîâîãî âåêòîðà äëÿ îäíîìåðíî-
ãî ñëó÷àÿ â ìîäåëè ñâîáîäíûõ
ýëåêòðîíîâ (ïóíêòèð) è ïî÷òè ñâî-
áîäíûõ ýëåêòðîíîâ (ñïëîøíûå ëè-
íèè).



Ïðèáëèæåíèå ñëàáî ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíîâ èìååò íå òîëü-
êî ìåòîäè÷åñêîå çíà÷åíèå, íî îíî àäåêâàòíî îïèñûâàåò âûñî-
êîëåæàùèå ñîñòîÿíèÿ â çîíå ïðîâîäèìîñòè, ýíåðãèÿ êîòîðûõ
áîëüøå 10–30 ýÂ. Áîëåå òîãî, äëÿ òàêèõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿ-
íèé ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ìîæíî ÷àñòî ïðåíåáðå÷ü, è
òàêèå ýëåêòðîíû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñâîáîäíûå (ñ
ìàññîé me , ðàâíîé ìàññå ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ).

4.4 Ïðèáëèæåíèå ñèëüíî ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíîâ
Äðóãîé ïðîñòåéøèé ïðèìåð — ïðèáëèæåíèå ñèëüíî ñâÿ-

çàííûõ ýëåêòðîíîâ. Îíî ïðèãîäíî äëÿ îïèñàíèÿ îñòîâíûõ
ýëåêòðîíîâ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îêðó-
æàþùèå àòîìû è èîíû ñëàáî âîçäåéñòâóþò íà ýëåêòðîííîå
ñîñòîÿíèå âûäåëåííîãî àòîìà. Îäíîýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ �� èçîëèðîâàííîãî àòîìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿ-
íèþ � ñ ýíåðãèåé �� , óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

�
�

� �
$

%
&

'

(
) �

�
2 2

2
0

m
w( ) ( )r r� �� � ,

â êîòîðîå âõîäèò ïîòåíöèàë èîíà w( )r , äåéñòâóþùèé íà
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Ðèñ. 10. Çàêîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíîâ äëÿ ïî÷òè ñâîáîäíûõ ýëåêòðî-
íîâ â ÃÖÊ-ðåøåòêå ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè, ñîîòâåòñòâóþùåé òâåðäî-
ìó êñåíîíó.



ðàññìàòðèâàåìûé ýëåêòðîí (ïðè ýòîì ïðåíåáðåãàåì âñåìè
êîððåëÿöèîííûìè è îáìåííûìè ýôôåêòàìè).

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðåêðûâàíè-
åì âîëíîâûõ ôóíêöèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì óçëàì ðåøåò-
êè, íàõîäÿùèìñÿ â òî÷êàõ n, #n :

� � " "� G �G
8

#� � # �
 ( ) ( )r n r n nnd r3 ,

ãäå n è #n îïðåäåëåíû â (4.3). Ôóíêöèþ ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ, óäîâëåòâîðÿþùóþ òåîðåìå Áëîõà, ìîæíî èñêàòü â âèäå

C �� �k
kn

n

r n� �� @N ei1 2 ( ) ,

ãäå N — ÷èñëî àòîìîâ â êðèñòàëëå (äëÿ ïðîñòîòû êðèñòàëë
ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîàòîìíûì). Ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà â
êðèñòàëëå îòëè÷àåòñÿ îò ãàìèëüòîíèàíà îäíîãî àòîìà íàëè÷è-
åì ïîòåíöèàëüíûõ ýíåðãèé îò ñîñåäíèõ àòîìîâ:

� ( )� � � � � �@�
2

2

2m
w r n

n

.

Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä

E e w d ri
� � � �� � �( ) ( ) ( ) ( )k r n r m rkn

m 0n

� � � �8

-
@
@ 3 .

×àñòî ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðèáëèæåíèåì áëèæàéøèõ ñîñå-
äåé, òî åñòü îãðàíè÷èòü ñóììèðîâàíèå ïî n òîëüêî ïåðâîé êî-
îðäèíàöèîííîé ñôåðîé (â òî æå âðåìÿ â ñóììå ïî mìîæíî îñ-
òàâèòü âñå ÷ëåíû, ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë w( )r , èìåþùèé íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ äàëüíîäåéñòâóþùèé õàðàêòåð, ñïàäàåò
ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì àòîìíûå âîëíîâûå ôóíêöèè
��( )r ). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêè çàêîí
äèñïåðñèè èìååò ñëåäóþùèé âèä:

E w w k a k a k aa x y z� ��( ) [cos cos cos ]k � � � � �0 2 , (4.5)

ãäå

w w d r0
3 0� � � +8

-
@
 � �� �( ) ( ) ( )r r m r

m 0

,

w w d ra � � � �8

-
@
 � �� �( ) ( ) ( )r a r m r

m 0

3 .
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Âåëè÷èíà w0 îïðåäåëÿåò ñäâèã ñåðåäèíû çîíû ïî îòíîøåíèþ
ê îñòîâíîìó óðîâíþ èçîëèðîâàííîãî àòîìà, à 12wa — øèðè-
íó çîíû ðàçðåøåííûõ ýíåðãèé.

Äëÿ äëèííîâîëíîâûõ ñîñòîÿíèé (ka 00 1) ìîæíî ðàçëî-
æèòü E�( )k â ðÿä ïî ka:

E w w
k

m
a� ��( )k � � � �

80

2 2

6
2

�
,

ãäå ââåäåíî ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé ìàññû m a wa
8  �

2 22 .

Çíàê ýôôåêòèâíîé ìàññû ïðè k � 0 çàâèñèò îò çíàêà wa , ò. å.
îíà ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíîé. Ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýëåêò-
ðîííîãî âîçáóæäåíèÿ èìååò â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå
ñìûñë ìàññû âî âòîðîì çàêîíå Íüþòîíà äëÿ ýëåêòðîííîãî
âîçáóæäåíèÿ. Ýòî ïîíÿòèå ïðèìåíèìî òîëüêî â íåïîñðåäñò-
âåííîé áëèçîñòè îò ýêñòðåìóìà (ka 00 1). Â ñëó÷àå îòðèöà-
òåëüíîé ýôôåêòèâíîé ìàññû îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûé ýëåê-
òðîí âåäåò ñåáÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå êàê ïîëîæèòåëüíî
çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà. Ïîëîæèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ñî-
îòâåòñòâóåò äíó çîíû ðàçðåøåííûõ ýíåðãèé, à îòðèöàòåëüíàÿ
— ïîòîëêó çîíû. Ïîñêîëüêó ïðèáëèæåíèå ñèëüíî ñâÿçàííûõ
ýëåêòðîíîâ ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïðè ìàëîì ïåðåêðûòèè âîë-
íîâûõ ôóíêöèé, âåëè÷èíà wa äîëæíà áûòü îòíîñèòåëüíî ìà-
ëîé. Âñëåäñòâèå ýòîãî äàííîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî òîëü-
êî äëÿ óçêèõ çîí, è ïîýòîìó ýôôåêòèâíûå ìàññû ýëåêòðîíà â
òàêèõ çîíàõ ìíîãî áîëüøå ìàññû ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà.

Âûðàæåíèå (4.5) äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà è âî âñåõ óãëàõ
çîíû Áðèëëþýíà, òî åñòü â òî÷êàõ k k k ax y z� � � 
 . Âáëèçè
ýòèõ ýêñòðåìóìîâ çàêîí äèñïåðñèè èìååò âèä

E w

w
k a k a k a

m
a

x y z

� ��


 
 


( )

( ) ( ) ( )
,

k � � �

� �
� � � � �

8 8

0

2
2 2 2

6
2

�

ãäå m m a wa
8 8 8� � � ��

2 22 .
Êðîìå ýòèõ äâóõ ýêñòðåìóìîâ, çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò

èìïóëüñà (4.5) èìååò íåñêîëüêî ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, â êîòî-
ðûõ îáðàùàþòñÿ â íîëü ïðîèçâîäíûå � ��E k. Íàïðèìåð, â
òî÷êå kx � 0, k k ay z� � 
 èìååì
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( )

( ) ( )

k � � �

� � �
�

�
�

8 8 8

0

2 2 2 2 2

6
2 2

� � �
2

2m 8 8
.

Ïîñêîëüêó m 8 è m 8 8 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, ýíåðãå-
òè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè âáëèçè îò òàêèõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿþò èç
ñåáÿ ãèïåðáîëîèäû. Òàêèå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ
ýôôåêòèâíûå ìàññû ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì èìåþò ðàçëè÷-
íûå çíàêè, íàçûâàþòñÿ ñåäëîâûìè òî÷êàìè. Â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå ñåäëîâûå òî÷êè ìîãóò áûòü äâóõ òèïîâ: ñ îäíîé îòðè-
öàòåëüíîé è äâóìÿ ïîëîæèòåëüíûìè ìàññàìè, è ñ äâóìÿ ïîëî-
æèòåëüíûìè è îäíîé îòðèöàòåëüíîé ìàññîé. Â îêðåñòíîñòè
ñåäëîâîé òî÷êè äâèæåíèå ýëåêòðîíà äîñòàòî÷íî íåîáû÷íî:
åñëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðèëîæåíî â îäíîì íàïðàâëåíèè,
ýëåêòðîí âåäåò ñåáÿ êàê îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà, à â
äðóãîì íàïðàâëåíèè – êàê ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííàÿ.

Íà ðèñ. 11 èçîáðàæåíû èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè â
äâóìåðíîé çîíå Áðèëëþýíà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè. Äëÿ
ýíåðãèé âáëèçè äíà çîíû (ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé m 8 + 0),
òî åñòü äëÿ ìàëûõ k, èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþò-
ñÿ çàìêíóòûìè ýëëèïñàìè âîêðóã D-òî÷êè (â òðåõìåðíîì ñëó-
÷àå îíè ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäàìè èëè, äëÿ êóáè÷åñêîé ðåøåòêè
– ñôåðàìè). Ñ ðîñòîì ýíåðãèè èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñ-
òè äåôîðìèðóþòñÿ, è ïðè ýíåðãèè, ðàâíîé ýíåðãèè îäíîé èç
ñåäëîâûõ òî÷åê, ýòè ïîâåðõíîñòè íà÷èíàþò ïåðåñåêàòü ãðàíè-
öó çîíû Áðèëëþýíà. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè èç çàìê-
íóòûõ ïðåâðàùàþòñÿ â îòêðû-
òûå, òî åñòü ìåíÿåòñÿ èõ òîïîëî-
ãèÿ. Â ñõåìå ðàñøèðåííûõ çîí
Áðèëëþýíà îíè ïðåäñòàâëÿþò èç
ñåáÿ ðàçíîîáðàçíûå ïåðèîäè÷åñ-
êèå ñòðóêòóðû: ãîôðèðîâàííûå
öèëèíäðû è ïëîñêîñòè, à òàêæå
äðóãèå ñòðóêòóðû äîñòàòî÷íî îá-
ùåãî âèäà. Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì
ýíåðãèè òîïîëîãèÿ ýòèõ èçîýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ìåíÿåò-
ñÿ ïî êðàéíåé ìåðå åùå ðàç. Ïðè
ïîñëåäíåé ñìåíå òîïîëîãèè ïî-
âåðõíîñòè ñòàíîâÿòñÿ îïÿòü çàìê-
íóòûìè. Íà ðèñ. 11 ÷åòûðå ÷àñòè
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Ðèñ. 11. Èçîýíåðãåòè÷åñêèå
ïîâåðõíîñòè â ïðîñòîé äâó-
ìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå â
ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè.



ýëëèïñîâ îêîëî óãëîâûõ òî÷åê çîíû Áðèëëþýíà êàê ðàç è ñî-
îòâåòñòâóþò òàêèì çàìêíóòûì ïîâåðõíîñòÿì. Èç-çà ïåðèîäè÷-
íîñòè â ïðîñòðàíñòâå êâàçèèìïóëüñà ýòè ÷àñòè ýëëèïñà ìîãóò
áûòü îáúåäèíåíû â îäèí ýëëèïñ âîêðóã ëþáîãî èç óãëîâ çîíû
Áðèëëþýíà.

Óïîìÿíóòûå âûøå èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè èçîýíåðãåòè÷åñ-
êèõ ïîâåðõíîñòåé ñ ðîñòîì ýíåðãèè îò äíà çîíû äî ïîòîëêà
âîâñå íå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ìîäåëè ñèëüíîé ñâÿçè, íî ÿâëÿ-
þòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ âñåõ òèïîâ îäíîýëåêòðîííîãî ïðèáëèæå-
íèÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå î ÷èñëå òî÷åê èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè ñîñ-
òàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû Âàí Õîâà [61]. Èçìåíåíèå òîïî-
ëîãèè ïðîèñõîäèò òàêæå è íà ïîòîëêå è äíå çîíû, ãäå èçîýíåð-
ãåòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè èñ÷åçàþò èëè ïîÿâëÿþòñÿ, ñîîòâåòñò-
âåííî, ñ ðîñòîì ýíåðãèè. Òåì ñàìûì, ñ êàæäîé çîíîé ñâÿçàíû
êàê ìèíèìóì ÷åòûðå èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè èçîýíåðãåòè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòåé.

Âûøå ðàññìàòðèâàëñÿ ëèøü ñëó÷àé, êîãäà ñîñòîÿíèå àòî-
ìà, ôîðìèðóþùåå çîíó, íå ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Ïðè íà-
ëè÷èè âûðîæäåíèÿ (íàïðèìåð, åñëè çîíà ôîðìèðóåòñÿ èç p
èëè d-ñîñòîÿíèé àòîìà) óðàâíåíèå (4.5) ïðåâðàøàåòñÿ â ñèñ-
òåìó óðàâíåíèé, è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü
ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ôîðìèðîâàíèÿ
çîíû èç p-ñîñòîÿíèé äëÿ êðèñòàëëà ÃÖÊ-ñòðóêòóðû ìîæíî
ïîëó÷èòü [62]:

H x y z E H y x H z x

H x y H y z x E H z y
1 2 2

2 1 2

( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , , ) ( , )

�

�

H x z H y z H z x y E2 2 1

0

( , ) ( , ) ( , , )

,

�

�

H x y z w w x y x y x zp1( , , ) ( )[cos( ) cos( ) cos( )

cos(

� � � � � � � �

�



x z w y z y z� � � � �)] [cos( ) cos( )],2 


H x y w w x y x yp2 ( , ) ( )[cos( ) cos( )],� � � � �


x k d y k d z k dx y z� � �, , .

Çäåñü wp è w
 – èíòåãðàëû òèïà äëÿ p-ôóíêöèé, îðèåíòèðî-
âàííûõ âäîëü îñè, ñîåäèíÿþùåé àòîìû, è ïåðïåíäèêóëÿðíî
åé, ñîîòâåòñòâåííî, à 2d – ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè. Ýòî êóáè÷åñ-
êîå óðàâíåíèå èìååò ïðîñòûå ðåøåíèÿ äëÿ âûñîêîñèììåòðè÷-
íûõ íàïðàâëåíèé. Çàâèñèìîñòü E( )k ïîêàçàíà íà ðèñ. 12. Òà-
êîãî òèïà çàâèñèìîñòü õàðàêòåðíà äëÿ âåðõíåé çàïîëíåííîé
çîíû â ùåëî÷íîãàëîèäíûõ ñîåäèíåíèÿõ. Âèäíî, ÷òî
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ñîñòîÿíèÿ íà ïîòîëêå
çîíû â D-òî÷êå ÿâëÿþò-
ñÿ òðåõêðàòíî âûðîæ-
äåííûìè è îáðàçóþò
ïîäçîíû ëåãêèõ è òÿæå-
ëûõ äûðîê.

Íà ïðèìåðå ïðèá-
ëèæåíèÿ ñèëüíîé ñâÿçè
ìîæíî ïîêàçàòü îáðàçî-
âàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ
çîí ïðè ñáëèæåíèè ñèñ-
òåìû àòîìîâ. Äåëî â
òîì, ÷òî øèðèíà ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû 12wa çàâèñèò îò ìåæà-
òîìíîãî ðàññòîÿíèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî óâåëè÷èâàÿñü ñ óìåíü-
øåíèåì ïîñëåäíåãî. Ïðè ýòîì ìîæíî íàðèñîâàòü çàâèñèìîñòü
ðàçðåøåííûõ çîí ýíåðãèé êàê ôóíêöèþ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè
a ãèïîòåòè÷åñêîé ñèñòåìû àòîìîâ (ðèñ. 13). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî àòîìíàÿ ñèñòåìà èìååò îäèí çàïîëíåííûé è îäèí ñâîáîä-
íûé óðîâåíü. Ïðè ñáëèæåíèè àòîìîâ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ w0 è
wa ñ ðàññòîÿíèåì êàæäûé èç óðîâíåé ðàñøèðÿåòñÿ ïðè îäíîâ-
ðåìåííîì èçìåíåíèè èõ ïîëîæåíèÿ. Ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé
ñâÿçè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, ïåðåñòàåò ðàáîòàòü, êîãäà ïîëó÷èâ-
øèåñÿ çîíû ýíåðãèé íà÷èíàþò ïåðåñåêàòüñÿ. Ïîñëå ïåðåñå÷å-
íèÿ óæå íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî íèæíÿÿ çîíà ñôîðìèðîâàíà èç
íèæíåãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà, à âåðõíÿÿ — èç âåðõíåãî. Êàæäàÿ
èç çîí ïîñòðîåíà íà ñóïåðïîçèöèè àòîìíûõ ôóíêöèé îáîèõ
ñîñòîÿíèé. Òàêîå ÿâëåíèå êàê ðàç õàðàêòåðíî äëÿ âåðõíèõ âà-
ëåíòíûõ çîí è íèæíèõ çîí ïðîâîäèìîñòè ìíîãèõ êðèñòàëëîâ.
Ýòî ïðîâîäèò ê íåîáõîäè-
ìîñòè ñèëüíî óâåëè÷èâàòü
áàçèñ àòîìíûõ ôóíêöèé äëÿ
ðàñ÷åòà ýíåðãåòè÷åñêèõ
ñïåêòðîâ.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à
ðàñ÷åòà ýëåêòðîííûõ ñîñòî-
ÿíèé â òâåðäîì òåëå — ÷ðåç-
âû÷àéíî ãðîìîçäêàÿ çàäà÷à,
êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà
òîëüêî íà áîëüøèõ ÝÂÌ, äà
è òî â äîñòàòî÷íî ãðóáûõ
ïðèáëèæåíèÿõ. Áîëüøàÿ
÷àñòü èç ýòèõ ïðèáëèæåíèé

76

a a0

E

2p

2s

Ðèñ. 13. Èçìåíåíèå ðàçðåøåííûõ
çîí ýíåðãèé â çàâèñèìîñòè îò ðàññ-
òîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè â àëìàçå.
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E
(

)k

Ðèñ. 12. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå â ïðè-
áëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè äëÿ çîíû,
ñôîðìèðîâàííîé p-ôóíêöÿìè àòîìîâ
(ÃÖÊ-ðåøåòêà)



â ñâîåé îñíîâå ñîäåðæèò äâå ðàññìîòðåííûå âûøå ìîäåëè.
Òàê, â ïðèáëèæåíèè ïðèñîåäèíåííûõ ïëîñêèõ âîëí (ÏÏÂ,
APW) è ðÿäå äðóãèõ âåñü îáúåì êðèñòàëëà ðàçáèâàåòñÿ íà äâå
÷àñòè: íà ñôåðû âîêðóã àòîìîâ è ïðîñòðàíñòâî ìåæäó àòîìíû-
ìè ñôåðàìè (òàêîé ñïîñîá íàçûâàåòñÿ muffin-tin, ïî íàçâàíèþ
ôîðìû äëÿ âûïå÷êè ñäîáû). Â ïåðâîé îáëàñòè â êà÷åñòâå áà-
çèñíûõ èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå èëè èîííûå ôóíêöèè, âî âòî-
ðîé — âîëíîâûå ôóíêöèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ. Ýòè ôóíê-
öèè ñøèâàþòñÿ íà ãðàíèöå ñôåð. Ïîýòîìó ïðèáëèæåííàÿ âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà âíóòðè êðèñòàëëà îêàçûâàåòñÿ ñâÿ-
çàííîé ñ îïðåäåëåííûìè àòîìíûìè ñîñòîÿíèÿìè (èëè ñîñòîÿ-
íèÿìè èîíîâ â èîííûõ êðèñòàëëàõ). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â
ñâÿçè ñî âñå áîëüøèì ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè
ïîÿâèëîñü äîñòàòî÷íî ìíîãî ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ, êîòîðûå
îñíîâàíû êàê íà òàê íàçûâàåìûõ ïåðâîïðèíöèïíûõ (ab
initio) ìåòäàõ ðàñ÷åòà, òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïñåâäîïîòåíöèàëîâ, ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ó÷åòà
ìíîãî÷àñòè÷íûõ ýôôåêòîâ. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïîäõîäîâ ìîæíî
ðàññ÷èòûâàòü çîííûå ñòðóêòóðû è âîëíîâûå ôóêíöèè â
òâåðäûõ òåëàõ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Â ñëîæíûõ êðèñòàëëàõ, ñîäåðæàùèõ áîëüøîå ÷èñëî àòî-
ìîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, ÷àñòî îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò âîë-
íîâûå ôóíêöèè ãðóïïû àòîìîâ (òàê íàçûâàåìîãî êëàñòåðà),
êîòîðûå ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû íåçàâèñèìî îò îñòàëüíîãî
îáúåìà êðèñòàëëà. Ïîýòîìó äî ñèõ ïîð ïðè èçó÷åíèè ñëîæ-
íûõ ñèñòåì, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû êàê êðèñòàë-
ëû, ïðèìåíÿþòñÿ ðàñ÷åòû ìîëåêóëÿðíûõ ñîñòîÿíèé îòäåëü-
íûõ ãðóïï àòîìîâ.

4.5 Ïëîòíîñòü çîííûõ ñîñòîÿíèé â òâåðäîì òåëå
Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà òâåðäîãî

òåëà, êðîìå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò âîëíîâîãî âåêòîðà Es ( )k ,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé g E( ), êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé, ïîïàäàþùèõ â åäèíè÷íûé
èíòåðâàë ýíåðãèè îêîëî E:
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E E d ks
s

s s
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( ) ( ), ( )
( )

( ( ) )� � �@ 

2 3
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" k

?
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ãäå?B – îáúåì çîíû Áðèëëþýíà, V – îáúåì ñèñòåìû. Èíòåã-
ðàë â äàííîé ôîðìóëå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â èíòåãðàë ïî
ýëåìåíòàì dSk èçîýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â
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k

â k-ïðîñòðàíñòâå è ïî ýíåðãèè. Âûïîëíÿÿ çàòåì èíòåãðèðîâà-
íèå ïî ýíåðãèè (ñ ó÷åòîì "-ôóíêöèè â (4.6)), ïîëó÷àåì

g E
V dS

E
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s
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( )
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8 3

k

k
k k

. (4.7)

Îêîëî ýêñòðåìóìà èëè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè, êîòîðàÿ äîñòèãà-
åòñÿ ïðè k k� ext, ýíåðãèþ Es ( )k ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä. Â
îáùåì ñëó÷àå êðèñòàëëà ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðèè äëÿ íåâû-
ðîæäåííîé çîíû ïîëó÷àåì
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Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê ãëàâíûì îñÿì òåíçîð îáðàòíîé ýôôåêòèâ-
íîé ìàññû( )m ij

�1 ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íîå ÷èñëî (îò 0 äî 3) îò-

ðèöàòåëüíûõ êîìïîíåíò. Â ïåðâîì ñëó÷àå (êîòîðûé îáîçíà÷à-
åòñÿ êàê M0), ýíåðãèÿ èìååò ìèíèìóì, à â ïîñëåäíåì ñëó÷àå (
M3) - ìàêñèìóì. Ïðîìåæóòî÷íûå ñëó÷àè (M1 è M2 ) ñîîòâåòñ-
âóþò îñîáåííîñòÿì òèïà ñåäëîâûõ òî÷åê. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ýòèì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èìååò íå ìåíåå ÷åòûðåõ îñîáåííîñ-
òåé äëÿ êàæäîé çîíû, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì òîïîëîãèè èçî-
ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Êàæäàÿ èç ýòèõ îñîáåííîñòåé
ïðèâîäèò ê íåàíàëèòè÷åñêèì äîáàâêàì ê ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îñîáåííîñòÿìè Âàí Õîâà. Ýòè îñî-
áåííîñòè âïåðâûå îáñóæäàëèñü Âàí Õîâîì [61] äëÿ êîëåáà-
íèé ðåøåòêè. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ýòè äîáàâêè èìåþò âèä
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Òåì ñàìûì âêëàä îò êàæäîé çîíû â ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èìååò
âèä, ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàííûé íà ðèñ. 14.

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ çîíû, ïîñòðîåííîé èç âûðîæ-
äåííûõ ôóíêöèé, èìååò áîëüøîå ÷èñëî îñîáåííîñòåé Âàí
Õîâà.
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Â äâóìåðíîì è îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àÿõ îñîáåííîñ-
òè Âàí Õîâà âûðàæåíû
ÿð÷å. Íàïðèìåð, â äâóìåð-
íîì ñëó÷àå 5E â ôîðìóëàõ
(4.9) çàìåíÿåòñÿ ëèáî íà
ln5E, ëèáî èçìåíÿåòñÿ
ñêà÷êîì, à â îäíîìåðíîì –
íà ( )5E �1 2 . Õîòÿ îêðóæàþ-
ùèé ìèð ÿâíî ÿâëÿåòñÿ
òðåõìåðíûì, äâóìåðíûé è
îäíîìåðíûé ñëó÷àè ïðåäñ-
òàâëÿþò íå òîëüêî àêàäåìè-
÷åñêèé èíòåðåñ. Òàê, ïëîòíîñòè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â ïî-
ëèìåðíûõ öåïî÷êàõ èëè ñîñòîÿíèé âäîëü äèñëîêàöèé îïèñû-
âàþòñÿ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì, à ïîâåðõíîñòíûå ñîñòîÿíèÿ —
äâóìåðíûì.

Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ìîäåëè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ñ
ýôôåêòèâíîé ìàññîé m 8 ðàâíà
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Ñ ó÷åòîì âûðîæäåíèÿ ïî ñïèíó ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé óäâàèâà-
åòñÿ.

4.6 Çàïîëíåíèå îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â òâåðäîì
òåëå

Èòàê, â ðåçóëüòàòå êàêîãî-ëèáî ðàñ÷åòà ïîëó÷àåòñÿ êàð-
òèíà îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì çîí
ýíåðãèé â òâåðäîì òåëå. Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî çàïîëíèòü
ïîëó÷åííûå îäíîýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíàìè òâåðäî-
ãî òåëà. Ïðè ýòîì â ïðèíöèïå âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè (ðèñ.
15). Åñëè âåðõíÿÿ çîíà, â êîòîðîé åùå íàõîäÿòñÿ ýëåêòðîíû,
çàïîëíåíà ëèøü ÷àñòè÷íî, äî óðîâíÿ, èìåþùåãî ýíåðãèþ EF
(ýíåðãèÿ Ôåðìè), òî òàêîå âåùåñòâî îêàçûâàåòñÿ ìåòàëëîì,
ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåâîäà ýëåêòðîíà â íåçàíÿòîå ñîñòîÿíèå, â
êîòîðîì îí ìîæåò äâèãàòüñÿ ïî êðèñòàëëó, òðåáóåòñÿ î÷åíü
ìàëàÿ ýíåðãèÿ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè âåðõíÿÿ âàëåíòíàÿ çîíà çà-
ïîëíåíà ïîëíîñòüþ è, ÷òîáû äîñòè÷ü ñëåäóþùåãî ýëåêòðîííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ýëåêòðîíû ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ïî
êðèñòàëëó, ýëåêòðîíó íåîáõîäèìî ïðèîáðåñòè çàìåòíóþ
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Ðèñ. 14. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæå-
íèå îñîáåííîñòåé Âàí Õîâà â ïðî-
ñòîé çîíå, îáðàçîâàííîé íåâûðîæ-
äåííûì ñîñòîÿíèåì.



ýíåðãèþ, âåùåñòâî îêàçûâàåòñÿ äèý-
ëåêòðèêîì èëè ïîëóïðîâîäíèêîì.
Ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ òèïàìè
òâåðäûõ òåë â ñëó÷àå èäåàëüíûõ
êðèñòàëëîâ â îñíîâíîì êîëè÷åñòâåí-
íàÿ — øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû ó
äèýëåêòðèêîâ âûøå 3—4 ýÂ, ó ïî-
ëóïðîâîäíèêîâ — íèæå ýòîé öèôðû.

Ïîñêîëüêó, â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïðèíöèïîì Ïàóëè, â îäíîì è òîì æå
ýëåêòðîííîì ñîñòîÿíèè ìîãóò íàõî-
äèòüñÿ íå áîëåå äâóõ ýëåêòðîíîâ,
èìåþùèõ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâ-
ëåííûå ñïèíû, êðèñòàëëû ñ íå÷åò-
íûì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ íà ýëåìåí-
òàðíóþ ÿ÷åéêó âñåãäà ñîçäàþò ÷àñ-
òè÷íî çàïîëíåííûå çîíû è, ñîîòâåòñ-
òâåííî, ÿâëÿþòñÿ ìåòàëëàìè. Îáðàò-
íîå â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíî: èç-çà
ïåðåêðûòèÿ íåñêîëüêèõ çîí ìíîãèå
êðèñòàëëû, èìåþùèå ÷åòíîå ÷èñëî
ýëåêòðîíîâ íà ÿ÷åéêó, òåì íå ìåíåå
ÿâëÿþòñÿ ìåòàëëàìè.

Ýòîé êàðòèíå îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â òâåðäîì òåëå
ïðèñóùà îïðåäåëåííàÿ îãðàíè÷åííîñòü. Â ãàìèëüòîíèàíå ��0

â ïðîöåññå çàïîëíåíèÿ ýëåêòðîíàìè ñîñòîÿíèé ìåíÿåòñÿ
âêëàä ÷ëåíà, îïèñûâàþùåãî ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìî-
äåéñòâèå. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò
ê ïîëíîé ïåðåñòðîéêå ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà, ÷òî â ñâîþ
î÷åðåäü ìîæåò ïðèâåñòè ê ïåðåõîäó èç ìåòàëëè÷åñêîãî â äèý-
ëåêòðè÷åñêîå ñîñòîÿíèå (òàê íàçûâàåìûå ïåðåõîäû Ìîòòà
(ñì., íàïðèìåð, [63]). Ïîýòîìó îäíîýëåêòðîííûå ïåðåõîäû
îáû÷íî íå ó÷èòûâàþò ýòîò âêëàä, íàçûâàåìûé êîððåëÿöèîí-
íîé ýíåðãèåé. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå â ðàìêàõ ïðèáëèæå-
íèÿ Õàðòðè-Ôîêà, ó÷èòûâàþùåãî êîððåëÿöèîííûå ýôôåêòû,
îáû÷íî îñóùåñòâèòü íå óäàåòñÿ. ×àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ ó÷å-
òîì íåêîòîðîãî ñðåäíåãî ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ çàïîëíåí-
íûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçãðàíè÷åíèþ
îïèñàíèÿ îäíîýëåêòðîííûõ ïåðåõîäîâ (áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ ñà-
ìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ) è ïåðåõîäîâ â ýêñèòîííûå ñîñòîÿíèÿ.
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Ðèñ. 15. Ðàñïðåäåëåíèå
ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí â
òâåðäîì òåëå â îäíîýëåêò-
ðîííîì ïðèáëèæåíèè à -
äèýëåêòðèê; á - ìåòàëë.
Äâîéíîé øòðèõîâêîé îò-
ìå÷åíû çàïîëíåííûå
çîíû.



§ 5 Ïåðåõîäû ïîä äåéñòâèåì ñâåòà â
èäåàëüíîì êðèñòàëëå

5.1 Ìåæçîííûå ïåðåõîäû
Ðàññìîòðèì ïåðåõîäû ïîä äåéñòâèåì êâàíòà ñâåòà èç îä-

íîé çîíû â äðóãóþ (òàê íàçûâàåìûå ìåæçîííûå ïåðåõîäû).
Ïðè ýòîì áóäåì ðàáîòàòü â ðàìêàõ îäíîýëåêòðîííîãî ïðèáëè-
æåíèÿ. Âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíà îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè Áëîõà (4.4)
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êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèè E�( )k . Çäåñü �— íîìåð ýíåð-
ãåòè÷åñêîé çîíû, k — âîëíîâîé âåêòîð, îïðåäåëåííûé â çîíå
Áðèëëþýíà. Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî ñîñ-
òîÿíèÿ ki , �i â êîíå÷íîå k f , � f èìååò âèä
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Çäåñü èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âñåìó îáúåìó êðèñòàëëà. Ïîëüçó-
ÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ ôóíêöèé uk� , ìîæíî ñâåñòè ýòîò èíòåã-
ðàë ê èíòåãðàëó òîëüêî ïî ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êðèñòàëëà.
Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì âåêòîð
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×ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé en, âûïàäàåò èç-çà îðòîãîíàëüíîñòè
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ôóíêöèé uk� . Ñóììà ïî n ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ñóììó
"-ôóíêöèé, ÷òî ïðèâîäèò ê çàêîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ýëåêòðî-
íà:

e
V

i
f i

f i� �
@ @� � �

( )
( ).

k k r

n b

k k b
8 3


"

Çäåñü b b b b� � �m m m1 1 2 2 3 3 , ãäå b1, b2 è b3 — áàçèñíûå âåêòî-
ðû îáðàòíîé ðåøåòêè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî âîëíîâûå âåêòî-
ðû ki è k f îïðåäåëåíû â ïðåäåëàõ ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà, íàõî-
äèì, ÷òî â ñóììå "-ôóíêöèé îñòàåòñÿ òîëüêî îäíà ôóíêöèÿ
"( )k kf i� . Ýòî ñïðàâåäëèâî òîëüêî â èñïîëüçîâàííîì íàìè äëèí-
íîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè áîëåå òî÷íîì ðàññìîòðåíèè èì-
ïóëüñ ýëåêòðîíà ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó èìïóëüñà ïîãëîùàåìîãî
ôîòîíà, ÷òî èçìåíÿåò "-ôóíêöèþ íà " 	( )k k sf i n c� � , ãäå s — åäè-

íè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôîòîíà. Òåì ñà-
ìûì â ñóììå èç "-ôóíêöèé îñòàþòñÿ è ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå òàê íà-
çûâàåìûå ïðîöåññû ïåðåáðîñà. Åñëè ki âûáðàí â ïðåäåëàõ ïåðâîé
çîíû Áðèëëþýíà, òî ñ ó÷åòîì èìïóëüñà ôîòîíà k f ìîæåò âûéòè çà
ïðåäåëû ýòîé çîíû. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ýòîãî âåêòîðà â ïåðâóþ çîíó
íåîáõîäèìî âû÷åñòü èç íåãî âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè. Âîëíîâûì
âåêòîðîì ôîòîíà íåâîçìîæíî ïðåíåáðåãàòü (è òåì ñàìûì, èñïîëü-
çîâàòü äëèííîâîëíîâîå ïðèáëèæåíèå) â ñëó÷àå, åñëè äëèíà âîëíû
ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé èëè ìåíüøå ïîñòîÿí-
íîé ðåøåòêè, òî åñòü äëÿ äîñòàòî÷íî æåñòêîãî ðåíòãåíîâñêîãî èç-
ëó÷åíèÿ.

Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (3.8) ïðèíè-
ìàåò âèä
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(5.1)

Ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò ìíèìóþ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè äëÿ ïåðåõîäîâ ýëåêòðîíà èç îäíîé çîíû â äðóãóþ.
Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåé çîíå Áðèëëþýíà.

Äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ âîçìîæíû ïåðåõîäû
ëèáî èç ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû, ëèáî â
íåå. Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå èíòåãðèðîâàíèå èç-çà íàëè÷èÿ
ìíîæèòåëÿ [ ]1� f ff i ïðîèçâîäèòñÿ ëèáî âíóòðè, ëèáî âíå ïî-
âåðõíîñòè Ôåðìè ìåòàëëà.

Äëÿ äèýëåêòðèêîâ âîçìîæíû ëèøü ìåæçîííûå ïåðåõîäû
èç çàïîëíåííîé âàëåíòíîé çîíû ( ( ) )f Ei � 1 â ñâîáîäíóþ çîíó
ïðîâîäèìîñòè( ( ) )f Ef � 0 . Â ñèëó ýòîãî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòó-
ðàõ ìíîæèòåëü [ ]1� f ff i ìîæíî îïóñòèòü, îãðàíè÷èâ
ñóììèðîâàíèå ëèøü óêàçàííûìè çîíàìè. Äëÿ äèýëåêòðèêîâ
ýòî âîçìîæíî ïðè âñåõ òåìïåðàòóðàõ, à äëÿ ÷èñòûõ ïîëóïðî-
âîäíèêîâ ýòîò ìíîæèòåëü îïèñûâàåò ïîÿâëåíèå íåêîòîðîãî
÷èñëà ñâîáîäíûõ ðàâíîâåñíûõ ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñ-
òè è, ñîîòâåòñòâåííî, òàêîãî æå ÷èñëà (äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâ
áåç ïðèìåñåé) ñâîáîäíûõ ñîñòîÿíèé íà ïîòîëêå âàëåíòíîé
çîíû. Òàêèå ñâîáîäíûå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ äûðêàìè. Â
äàëüíåéøåì â îñíîâíîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äèýëåêòðèêè,
ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷èòàòü íèæíþþ çîíó ïîëíîñòüþ çàïîëíåí-
íîé, à âåðõíþþ – ñâîáîäíîé.

Ïðè ïîãëîùåíèè êâàíòà ñâåòà ïðîèñõîäÿò ïåðåõîäû ýëåê-
òðîíà èç ñîñòîÿíèÿ �i â ñîñòîÿíèå � f . Òàêîå îïèñàíèå èñïîëü-
çóåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ñîñòîÿíèå N ýëåêòðîíîâ, çàïîëíÿþùèõ âñå âàëåíòíûå ñîñ-
òîÿíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ âî âñåõ ñîñòî-
ÿíèÿõ íå ìåíÿåòñÿ, à èçìåíÿþòñÿ ëèøü èõ ñîñòîÿíèÿ. Äàëåå
ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè ìû áóäåì îòìå÷àòü
èíäåêñîì c, à â âàëåíòíîé çîíå — v.

Îäíàêî ÷àñòî óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèå òâåðäîãî
òåëà, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèÿ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Íåâîç-
áóæäåííîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå çàïîëíåííûì âàëåíò-
íûì çîíàì, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âàêóóì, â êîòîðîì îòñóòñòâó-
þò âîçáóæäåíèÿ. Ïîãëîùåíèå ôîòîíà (èëè äðóãîé ïåðåõîä
òâåðäîãî òåëà â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ïðèâîäèò â ïîÿâëå-
íèþ ïàðû: ýëåêòðîí e â çîíå ïðîâîäèìîñòè è äûðêà h â
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âàëåíòíîé çîíå. Äàëåå ïðè
ðàáîòå ñ îäíîýëåêòðîííû-
ìè ñîñòîÿíèÿìè áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü èíäåêñû cèv, à
äëÿ îïèñàíèÿ âîçáóæäå-
íèé — e è h.

Åñëè íà÷àëî ýíåðãèè â
êàðòèíå îäíîýëåêòðîííûõ
ñîñòîÿíèé âûáðàíî íà ïî-
òîëêå âàëåíòíîé çîíû,
ýíåðãèÿ òàêîãî ýëåêòðîíà
Ee e( )k ñîâïàäàåò ýíåðãè-
åé îäíîýëåêòðîííîãî ñîñ-
òîÿíèÿ â çîíå ïðîâîäèìîñ-
òè Ec c( )k , â òî âðåìÿ êàê
Eh h( )k ðàâíà ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå è ïðîòèâî-
ïîëîæíà ïî çíàêó ýíåðãèè
ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿ â âàëåíòíîé çîíå:
E Eh h v v( ) ( )k k� � � . Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèè êàê ýëåêòðîíà,
òàê è äûðêè îêàçûâàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè. Èì-
ïóëüñ äûðêè ðàâåí ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëî-
æåí ïî íàïðàâëåíèþ èìïóëüñó ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîýëåêò-
ðîííîãî ñîñòîÿíèÿ: k kh v� � (åñëè ïîëíûé èìïóëüñ ñèñòåìû
èç N ýëåêòðîíîâ ðàâåí íóëþ, òî èìïóëüñ ñèñòåìû èç N �1
ýëåêòðîíîâ ïðîòèâîïîëîæåí èìïóëüñó óäàëåííîãî ýëåêòðî-
íà).

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ïðè ïîãëîùåíèè
äëèííîâîëíîâîãî ôîòîíà íà ÿçûêå âîçáóæäåííûõ ýëåêòðîí-
íî-äûðî÷íûõ ïàð ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

�	 � � � �E E E Ec c v v e e h h( ) ( ) ( ) ( )k k k k ,

0 � � � �k k k kc v e h .

Ïåðåõîäû ýòîãî òèïà íàçûâàþòñÿ ïðÿìûìè ìåæçîííûìè
ïåðåõîäàìè, ïîñêîëüêó íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îä-
íîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé E� îò êâàçèèìïóëüñà k (ðèñ. 16)
ýòè ïåðåõîäû èçîáðàæàþòñÿ âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè èç-çà
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ýëåêòðîíà.

Èç-çà íàëè÷èÿ " 	( ( ) ( ))� � �E Ei fk k â ôîðìóëå (5.1) ïå-
ðåõîäû èìåþò ïîðîãîâûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó çîíà ïðîâîäè-
ìîñòè è âàëåíòíàÿ çîíà ðàçäåëåíû ïî ýíåðãèè. Ôóíêöèÿ
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Ðèñ. 16. Ïðÿìûå ìåæçîííûå ïåðåõî-
äû â äèýëåêòðèêå ñî ñòðóêòóðîé
NaCl.



E Ef i( ) ( )k k� èìååò ìèíèìóì ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè
kmin , è ïåðåõîäû íà÷èíàþòñÿ äëÿ äàííîé ïàðû âåòâåé ïðè
�	 � �E Ec f v i, ,( ) ( )k kmin min . Åñëè ýêñòðåìóìû çîí (ìèíèìóì
çîíû ïðîâîäèìîñòè è ìàêñèìóì âàëåíòíîé çîíû) äîñòèãàþòñÿ
â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ çîíû Áðèëëþýíà, òî çíà÷åíèå ïîðîãîâîé
ýíåðãèè ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïî
ýíåðãèè ìåæäó âàëåíòíîé çîíîé è çîíîé ïðîâîäèìîñòè. Êâà-
çèèìïóëüñ kmin îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

� �� �k kk kE Ec f v i, ,( ) ( ) 0 . (5.2)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, îïðåäåëÿåò âñå ýêñòðå-
ìóìû kext ðàçíîñòè ýíåðãèé çîí. Ýòî óðàâíåíèå, âî âñÿêîì
ñëó÷àå, óäîâëåòâîðÿåòñÿ â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà D è â òî÷-
êàõ âûñîêîé ñèììåòðèè íà åå ãðàíèöàõ, â êîòîðûõ â ñèëó ñèì-
ìåòðèéíûõ ñîîáðàæåíèé çàíóëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè
E�( )k :

� �� �k kk kE Ec f v i, ,( ) ( ) 0 .

Óðàâíåíèå (5.2) ìîæåò òàêæå óäîâëåòâîðÿòüñÿ â îäíîé èç òî-
÷åê âäîëü îñåé ñèììåòðèè òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ,
âäîëü êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íîëü êîìïîíåíòû ãðàäèåíòîâ,
ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñÿì.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè �2 îò ÷àñòîòû ïåðåéäåì ê
èíòåãðèðîâàíèþ ïî ïîâåðõíîñòÿì ïîñòîÿííîé ðàçíîñòè ýíåð-
ãèé âåòâåé çîíû ïðîâîäèìîñòè è âàëåíòíîé çîíû (ýòî ïðåîá-
ðàçîâàíèå àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó îò ôîðìóëû (4.6) ê (4.7)). Â
òàêîì ñëó÷àå èíòåãðàë îò "-ôóíêöèè ñíèìàåòñÿ, è ìû ïðèõî-
äèì ê ðàâåíñòâó

� 	



	
2

2
1

2
( )

( )

( ) ( )( ) ( )

�
� ��� �



ed k

k k

k

k kk k

fi

f iE E

dS

E E
f i �� �f i,

@ . (5.3)

Åñëè ïåðåõîäû ìåæäó ýêñòðåìàëüíûìè òî÷êàìè âåòâåé �i

è � f ðàçðåøåíû, òî âûðàæåíèå ed kfi( )ext
2

îòëè÷íî îò íóëÿ è

åãî ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà ïðè èíòåãðèðîâàíèè
âáëèçè ýêñòðåìóìà. Âêëàä ýòèõ âåòâåé â �2 îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íûì
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�	

.

Ïîëó÷àþùèéñÿ çäåñü èíòåãðàë ïî àíàëîãèè ñ ïëîòíîñòüþ ñîñ-
òîÿíèé íàçûâàåòñÿ êîìáèíèðîâàííîé ìåæçîííîé ïëîòíîñòüþ
ñîñòîÿíèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì êîìáèíèðîâàííàÿ ìåæçîí-
íàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé áóäåò èìåòü íå ìåíåå ÷åòûðåõ îñî-
áåííîñòåé Âàí Õîâà äëÿ êàæäîé ïàðû âåòâåé. Âáëèçè îò ýêñ-
òðåìóìà ìîæíî ðàçëîæèòü E Ef i( ) ( )k k� â ðÿä àíàëîãè÷íî
ðàçëîæåíèþ (4.8). Êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû îïðåäåëÿþò òåíçîð îáðàòíûõ ïðèâåäåííûõ
ìàññ � ij

�1. Ýòîò òåíçîð (â ñëó÷àå, åñëè ýêñòðåìóìû îáåèõ âåò-

âåé äîñòèãàþòñÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå) ðàâåí ðàçíîñòè òåíçî-
ðîâ îáðàòíûõ ýôôåêòèâíûõ ìàññ äâóõ âåòâåé:
� ij c ij v ijm m� � �� �1 1 1

, , , èëè, íà ÿçûêå ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ âîç-

áóæäåíèé, � ij e ij h ij
m m� � �� �1 1 1

, ,
. Òàêèì îáðàçîì ïðèâåäåííàÿ

ìåæçîííàÿ ìàññà îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå êàê ìàññû ýëåêòðîíà,
òàê è ìàññû äûðêè.

Äëÿ äèïîëüíî-ðàçðåøåííûõ ïåðåõîäîâ âêëàäû îñîáåí-
íîñòåé Âàí Õîâà â ìíèìóþ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-
ìîñòè �2 èìåþò ðàçëè÷íóþ ôîðìó â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà îò-
ðèöàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðèâåäåííîãî ê ãëàâíûì îñÿì
òåíçîðà � ij

�1. Îáîçíà÷åíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñîâïàäàþò ñ îáîçíà-

÷åíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå:

M E E

M E E

0 2

1 2

: ( ) ~ ( ),

: ( ) ~ (

5

5

� 	 	 / 	

� 	 	 /

� �

�

� �

� �

ext ext

ext ext

ext ext

ext

�

� � �

�

� �

	

� 	 	 / 	

� 	

),

: ( ) ~ ( ),

: ( ) ~

M E E

M E

2 2

3 2

5

5 � �� �	 / 	( ),Eext

(5.4)

ãäå E E Ec f v iext ext ext� �, ,( ) ( )k k .
Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïî ñîîáðàæåíèÿì ñèììåòðèè ìàòðè÷íûé

ýëåìåíò äèïîëüíîãî ïåðåõîäà d kfi( )ext îáðàùàåòñÿ â íîëü â
òî÷êå ýêñòðåìóìà. Â òàêîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñëå-
äóþùóþ ñòåïåíü ðàçëîæåíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà â
ðÿä ïî ñòåïåíÿì k k� ext: d k k kfi( ) ~ext ext� . Â èíòåãðàëå
(5.3) êâàäðàò k k� ext îñòàåòñÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, è
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ñèíãóëÿðíîñòü Âàí Õîâà â ýòîé òî÷êå ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî
ñëàáåå: ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â (5.4) ìåíÿåòñÿ ñ 1 2 íà 3 2. Îáðà-
òèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå äèïîëüíî-çàïðåùåí-
íûõ ïåðåõîäîâ â òâåðäîì òåëå íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðè-
âàòü ìàãíèòíî-äèïîëüíûå è êâàäðóïîëüíûå ïåðåõîäû â òî÷êå
ýêñòðåìóìà, ïîñêîëüêó íåáîëüøîé ñäâèã ïî k èç ýòîé òî÷êè
îáû÷íî ñíèìàåò çàïðåò íà ïåðåõîäû, è âêëàä â äèýëåêòðè÷åñ-
êóþ ïðîíèöàåìîñòü ïðè ýíåðãèÿõ íåìíîãî âûøå ïîðîãîâîé
ýíåðãèè ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íûì è äëÿ äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ.

Ïîñêîëüêó ñïåêòð ýíåðãèé èìååò ìíîãî âåòâåé êàê â âà-
ëåíòíîé çîíå, òàê è â çîíå ïðîâîäèìîñòè, â îïòè÷åñêîì ñïåêò-
ðå ïîãëîùåíèÿ äîëæíî íàáëþäàòüñÿ áîëüøîå ÷èñëî îñîáåí-
íîñòåé Âàí-Õîâà. Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñ. 17 èçîáðàæåíû ðàññ÷è-
òàííûé ñïåêòð �2 ãåðìàíèÿ è ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûé
ñïåêòð. Íà ïóíêòèðíîé êðèâîé — òåîðåòè÷åñêîì ðàñ÷åòå ïå-
ðåõîäîâ ìåæäó íèæíèìè äâóìÿ çîíàìè ïðîâîäèìîñòè è âà-
ëåíòíîé çîíîé — îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè Âàí-
Õîâà. Àíàëîãè÷íûå îñîáåííîñòè íàáëþäàþòñÿ è â ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî èçìåðåííîì ñïåêòðå. Íåêîòîðîå ðàçëè÷èå â ïîëî-
æåíèè îñîáåííîñòåé ñâÿçàíî ñ ïðèáëèæåíèÿìè, ïðèìåíÿâøè-
ìèñÿ ïðè ðàñ÷åòàõ. Çàìåòèì, ÷òî îñòðûé ïèê â îáëàñòè ~ 3,7
ýÂ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì áëèçêîãî ðàñïîëîæåíèÿ îñîáåííîñ-
òåé òèïà M1 è M2 . Íà ðèñóíêå âèäíî êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå
ìåæäó äâóìÿ òèïàìè êðèâûõ.

Îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûì ïðèáëèæåíèåì
ïðè âû÷èñëåíèè �2 ÿâëÿ-
åòñÿ ïðèáëèæåíèå ïîñòî-
ÿííîãî (íå çàâèñÿùåãî îò
èìïóëüñà) ìàòðè÷íîãî
ýëåìåíòà d fi . Ýòî ïðèáëè-
æåíèå íèêàê íå ìîæåò
áûòü îáîñíîâàíî, åñëè èì-
ïóëüñ ìåíÿåòñÿ â ïðåäå-
ëàõ âñåé çîíû Áðèëëþý-
íà, íî èñïîëüçóåòñÿ èç-çà
íåòî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé u�( )r . Â òàêîì
ïðèáëèæåíèè �2 ïðîïîð-
öèîíàëüíî ñóììå äëÿ âñåõ
ïàð âåòâåé îò ïðèâåäåííîé
ìåæçîííîé ïëîòíîñòè ñîñ-
òîÿíèé. Ñèëà
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Ðèñ. 17. Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåí-
íûé ñïåêòð �2 äëÿ Ge è òåîðåòè÷åñ-
êèé ðàñ÷åò �2 (ïî [64]).



îñöèëëÿòîðà äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïåðåõî-
äîâ íå ïàäàåò äî íóëÿ ñ
ïîñòîì ýíåðãèè, è òåì
ñàìûì íå ìîæåò áûòü
óäîâëåòâîðåíî ïðàâè-
ëî ñóìì, ÷òî îçíà÷àåò
íåïðèìåíèìîñòü ïðèá-
ëèæåíèÿ ïîñòîÿííîãî
ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà â
øèðîêîé îáëàñòè ýíåð-
ãèé. Ó÷åò çàâèñèìîñòè
ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà
ïåðåõîäà îò âîëíîâîãî
âåêòîðà ìîæåò çíà÷è-
òåëüíî èçìåíèòü ðå-
çóëüòàò ðàñ÷åòà îïòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé (íà
ðèñ. 18 ïîêàçàíû ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòà
[65]).

Â ìåòàëëàõ îñî-
áåííîñòè îïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ìîãóò áûòü
ñâÿçàíû íå òîëüêî ñ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè êîìáèíèðîâàííîé
ìåæçîííîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, íî è ñ ðåçêèì ñêà÷êîì ýëåêò-
ðîííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f E( ) íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.
Îäíàêî òàêîé ýôôåêò âîçìîæåí ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïî-
âåðõíîñòü Ôåðìè äîñòàòî÷íî áëèçêà ê îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé
ïîñòîÿííîé ðàçíîñòè ýíåðãèé S	 . Òåì ñàìûì ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùåé ýíåðãèè ïðîèñõîäèò ðåçêèé ñêà÷îê ÷èñëà âîçìîæíûõ
ïåðåõîäîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ïîãëîùåíèè ñâåòà. Òàêîå ÿâëåíèå
ìîæåò âîçíèêàòü â ìåòàëëàõ ñ ïëîñêèìè âàëåíòíûìè çîíàìè.

Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò îñîáåííîñòü Âàí Õîâà â ñàìîì íà-
÷àëå ïîãëîùåíèÿ (íà ïîðîãå ïîãëîùåíèÿ), â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
ïðè ýòîì ïîãëîùåíèå äîëæíî ðåçêî îáðûâàòüñÿ â ñòîðîíó
ìåíüøèõ ýíåðãèé ïî çàêîíó ( )�	�Eg

1 2 äëÿ ðàçðåøåííûõ ïå-

ðåõîäîâ è ( )�	�Eg
3 2 äëÿ çàïðåùåííûõ. Îäíàêî çäåñü óæå

íà÷èíàþòñÿ òðóäíîñòè ïðèìåíåíèÿ îäíîýëåêòðîííîé ìîäåëè
áåç ó÷åòà êîððåëÿöèîííûõ ýôôåêòîâ. Åñëè äëÿ ðÿäà ïîëóïðî-
âîäíèêîâ, íàïðèìåð Ge, ïîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî
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Ðèñ. 18. Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè CaS ñ ó÷åòîì (òîëñòàÿ
ëèíèÿ) è áåç ó÷åòà (òîíêàÿ ëèíèÿ) çàâè-
ñèìîñòè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà
îò âîëíîâîãî âåêòîðà [65].



èçìåðåííîãî �2 íà êðàþ êà÷åñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî îòíîñè-
òåëüíî ìàëûõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåïðÿìûìè ïåðåõîäà-
ìè) ñîâïàäàåò ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè, òî äëÿ ìíîãèõ øè-
ðîêîçîííûõ êðèñòàëëîâ (êðèñòàëëîâ ñ áîëüøåé øèðèíîé çàï-
ðåùåííîé çîíû, Eg +5 ýÂ) íàáëþäàþòñÿ ðåçêèå îòëè÷èÿ ìåæ-
äó ýêñïåðèìåíòîì è ïðîñòîé òåîðèåé. Íàïðèìåð, â ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî íàáëþäàåìûõ ñïåêòðàõ ïîãëîùåíèÿ ùåëî÷íî-ãàëî-
èäíûõ êðèñòàëëîâ èìåþòñÿ ðåçêèå ìàêñèìóìû íà êðàþ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îáúÿñíå-
íû â ðàìêàõ ïðîñòûõ îäíîýëåêòðîííûõ ïðåäñòàâëåíèé áåç
ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè.

5.2 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñïåðñèÿ ìåæçîííîé
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â ñïåêòðîñêîïèè òâåðäûõ òåë âàæ-
íóþ ðîëü èãðàåò íå òîëüêî ÷àñòîòíàÿ, íî è ïðîñòðàíñòâåííàÿ
äèñïåðñèÿ îïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, â ÷àñòíîñòè, � 	2 ( , )k . Ó÷åò
ýòîãî ÿâëåíèÿ âàæåí íå òîëüêî ïðè îïèñàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ
òâåðäîãî òåëà ñ ïîïåðå÷íûìè ôîòîíàìè – êâàíòàìè ñâåòà, íî è
ïðè ðàññìîòðåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðîäîëüíûìè ôîòîíàìè
êóëîíîâñêîãî ïîëÿ. Ïîãëîùåíèå òàêèõ ôîòîíîâ ñ ýíåðãèåé �	
è èìïóëüñîì �k ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïîòåðÿì ýíåð-
ãèè è èìïóëüñà ïðîëåòàþùåé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû. Âûðàæå-
íèå äëÿ � 	2 ( , )k ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî âåêòîðà k
àíàëîãè÷íî (5.1) ñ åäèíñòâåííûì ðàçëè÷èåì, ÷òî âîëíîâîé
âåêòîð ïðîäîëüíîãî ôîòîíà âîéäåò â çàêîí ñîõðàíåíèÿ èì-
ïóëüñà:

k k k k k� � � �c v e h .

Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòî èçìåíåíèå èçìåíÿåò ïîðîã ïîãëîùå-
íèÿ, ïîñêîëüêó k âîéäåò â óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýêñòðå-
ìóìà. Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò d fi òàêæå çàâèñèò îò k. Íî äàæå â
ýòîì ñëó÷àå â � 	2 ( , )k ïðîÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè Âàí Õîâà ïî
	, ïîëîæåíèå êîòîðûõ çàâèñèò îò k. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ðàññ-
ìàòðèâàòü òîëüêî îáëàñòü âáëèçè ïîðîãà, òî äëÿ ðàçðåøåííûõ
ïåðåõîäîâ áóäåò íàáëþäàòüñÿ êîðíåâàÿ îñîáåííîñòü. Â ïðîñ-
òåéøåì ñëó÷àå äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ýëåêòðîíîâ è äû-
ðîê ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ïàðàáîëè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè:
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(ýêñòðåìóì âàëåíòíîé çîíû ïðåäïîëàãàåòñÿ íàõîäÿùèìñÿ â
òî÷êå k � 0, à ýêñòðåìóì çîíû ïðîâîäèìîñòè — â k k� 0 ).
Åñëè k0 0- , âåëè÷èíà Eg ñîîòâåòñòâóåò íåïðÿìîé çàïðåùåí-
íîé çîíå. Â òàêîì ñëó÷àå � 	2 ( , )k ïðèíèìàåò ôîðìó

� 	 	2

2
0

2

2
( , ) ~

( )

( )
k

k k
�

�
� �

�

�
E

m m
g

e h

. (5.5)

Ïîðîã ïî �	 äëÿ ïîãëîùåíèÿ ïðîäîëüíîãî ôîòîíà çàâèñèò îò
k:

E E
m m

g
e h

min ( )
( )

( )
k

k k
� �

�

�

�
2

0
2

2
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ôîðìóëîé èçìåíÿþòñÿ ìèíèìàëüíûå
ïîòåðè ýíåðãèè áûñòðîé ÷àñòèöû, ïåðåäàþùåé òâåðäîìó òåëó
èìïóëüñ �k.

Ìèíèìàëüíàÿ ïåðåäàâàåìàÿ ýíåðãèÿ Emin ðàñòåò ñ ðîñòîì
k, åñëè ïîëîæåíèÿ ýêñòðåìóìîâ äâóõ çîí ñîâïàäàþò (k0 0� ).
Íî â ñëó÷àå k0 0- ìèíèìàëüíàÿ ïåðåäàâàåìàÿ òâåðäîìó òåëó
ýíåðãèÿ ïðè íåïðÿìûõ ïåðåõîäàõ (âñåãäà ðàâíàÿ E Eg

i
g� )

ìåíüøå, ÷åì ïîðîã ïðÿìîãî ïîãëîùåíèÿ ïîïåðå÷íîãî ôîòîíà

(â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå E E
k

m m
g
d

g
e h

� �
�

�
2

0
2

2( )
). Òàêèì

îáðàçîì, ïîïåðå÷íûå ôîòîíû ñ ýíåðãèåé ìåæäó Eg è Eg
d ìîãóò

ïîãëîùàòüñÿ â òâåðäîì òåëå òîëüêî â ïðîöåññàõ ñ ó÷àñòèåì
òðåòüèõ ÷àñòèö, íàïðèìåð, äåôåêòîâ èëè ôîíîíîâ (áîëåå ïîä-
ðîáíî ýòî ðàññìîòðåíî â òðåòüåé ãëàâå).

Åñëè ýêñòðåìóì çîíû äîñòèãàåòñÿ íå â D-òî÷êå, òî â ñèëó
ñèììåòðèéíûõ ñîîáðàæåíèé òàêèõ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê äîë-
æíî áûòü íåñêîëüêî. Òåì ñàìûì âûðàæåíèå (5.5) íåîáõîäèìî
ïðîñóììèðîâàòü ïî âñåì ýêâèâàëåíòíûì ýêñòðåìóìàì, è ñèì-
ìåòðèÿ ôóíêöèè �2 áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ ñèììåòðè-
åé îáðàòíîé ðåøåòêè êðèñòàëëà.

Ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü �2 îò k â êðèñòàëëå íå ÿâëÿåòñÿ
èçîòðîïíîé, âû÷èñëåíèå ïîëíîé çàâèñèìîñòè îïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé îò ïåðåìåííûõ 	è kíå ïðîâîäèòñÿ èç-çà ãðîìîçäêîñ-
òè. ×àùå âñåãî îãðàíè÷èâàþòñÿ èçó÷åíèåì çàâèñèìîñòè �2 îò k
ïðè íóëåâîé ÷àñòîòå, ÷òî âàæíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàòè÷åñêî-
ãî ýêðàíèðîâàíèÿ â êðèñòàëëàõ. Íî äëÿ ïðàâèëüíîãî
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ïîíèìàíèÿ ÿâëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ íåóïðóãèìè ýëåêòðîí-ýëåêò-
ðîííûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, õîòÿ áû
íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå, çàâèñèìîñòü �2 êàê îò 	, òàê è îò k.

5.3 Ýôôåêò Ôðàíöà-Êåëäûøà
Åñëè ê êðèñòàëëó ïðèëîæåíî ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå �, òî ïîãëîùåíèå âáëèçè ïîðîãà èçìåíÿåòñÿ. Ýòîò ýô-
ôåêò èçâåñòåì êàê ýô-
ôåêò Ôðàíöà-Êåëäûøà.
Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ïðèâîäèò ê íàêëîíó ðàç-
ðåøåííûõ çîí â êîîðäè-
íàòíîì ïðîñòðàíñòâå
(ðèñ. 19). Åñëè ïîëå �
ïðèëîæåíî âäîëü îñè x,
âñå ýíåðãèè ñòàíîâÿòñÿ
çàâèñÿùèìè îò êîîðäè-
íàò èç-çà ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè �e x� , êîòîðóþ
ïðèîáðåòàåò ýëåêòðîí â
òàêîì ïîëå. Â òàêîì ñëó-
÷àå ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-
íûì òóííåëüíûé ïåðå-
õîä ýëåêòðîíà èç âàëåíò-
íîé çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ øèðèíà
ùåëè, ðàçäåëÿþùåé ýòè ñîñòîÿíèÿ, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà
ïðèëîæåííîìó ïîëþ �.

Âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ â çîíàõ óæå íå îïèñûâà-
þòñÿ áëîõîâñêèìè ôóíêöèÿìè. Îíè îñòàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè-
ìè ïî îñÿì, ïåðïåíäèêóëÿðíûì îñè x (åñëè ïîëå íàïðàâëåíî
ïî îñè ñèììåòðèè). Èõ çàâèñèìîñòü îò êîîðäèíàòû x îïèñûâà-
åòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè ôóíêöèÿìè (òèïè÷íîå ïîâåäåíèå
C 2 ïîêàçàíî íà ðèñ. 19), è ïîýòîìó îáû÷íî ïåðåõîäÿò ê èì-

ïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ (ñì., íàïðèìåð, [4]). Ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò ïåðåõîäà ìåæäó âàëåíòíîé çîíîé è çîíîé ïðîâîäè-
ìîñòè îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ôóíêöèè Ýéðè. Àíà-
ëèç ýòèõ ðåøåíèé äîâîëüíî ãðîìîçäîê, è ïîýòîìó çäåñü ìû
ïðèâåäåì òîëüêî êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû.

Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íèæå ïî-
ðîãà ïîãëîùåíèÿ Eg â ïðèñóòñòâèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
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çîíà ïðîâîäèìîñòè

âàëåíòíàÿ çîíà

-e x�

Ðèñ. 19. Ðàçðåøåííûå çîíû è ñõåìàòè-
÷åñêîå èçîáðàæåíèå âîëíîâûõ ôóíê-
öèé â êðèñòàëëå, ê êîòîðîìó ïðèëîæå-
íî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå �.
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ãäå H �� 4 2 3e�. Âûøå ïîðîãà ïîãëîùåíèÿ êîýôôèöèåíò ïîã-

ëîùåíèÿ îñöèëëèðóåò ñ ïåðèîäîì, óìåíüøàþùèìñÿ ñ ïàäåíè-
åì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ �. Ýòè îñöèëëÿöèè ñâÿçàíû ñ îòðàæå-
íèåì ýëåêòðîíîâ è äûðîê îò áàðüåðà, ñîçäàâàåìîãî ýëåêòðè-
÷åñêèì ïîëåì. Ñòîèò îòìåòèòü ÷èñòî êâàíòîâóþ ïðèðîäó ýô-
ôåêòà Ôðàíöà-Êåëäûøà, ïîñêîëüêó â ïðåäåëå � 3 0ïîãëîùå-
íèå èñ÷åçàåò.

Îòìåòèì åùå ñâÿçàííîå ñ ýôôåêòîì Ôðàíöà-Êåëäûøà
ÿâëåíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ âî âíóòðåííåé ýìèññèè ýëåêòðîíîâ â
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ýôôåêò Çèíåðà) â îòñóòñòâèå âûñîêî÷àñ-
òîòíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ýëåê-
òðîíà èç îäíîé çîíû â äðóãóþ ïðîïîðöèîíàëüíà ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó ìíîæèòåëþ (5.6), â êîòîðîì ïîëàãàåòñÿ 	 � 0.

5.4 Ïîãëîùåíèå ôîòîíîâ áîëüøîé ýíåðãèè
Ïîãëîùåíèå ôîòîíîâ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ýíåðãèè, ñîîò-

âåòñòâóþùåé ðåíòãåíîâñêîìó äèàïàçîíó ñïåêòðà, ïðèâîäèò ê
ïåðåõîäàì ýëåêòðîíà èç ãëóáîêèõ îñòîâíûõ çîí â çîíó ïðîâî-
äèìîñòè. Ïðîòÿæåííîñòü âîëíîâûõ ôóíêöèé èñõîäíîãî ñîñ-
òîÿíèÿ è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî õàðàêòåðíûå ðàçìåðû îñòîâ-
íûõ ñîñòîÿíèé ïîðÿäêà èëè ìåíüøå áîðîâñêîãî ðàäèóñà äëÿ
àòîìà âîäîðîäà. Ïðè òàêèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ íåò îñíîâàíèé
äëÿ ïðåäïîëîæåíèé î ïîñòîÿíñòâå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðå-
õîäà.

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà â
çîíå ïðîâîäèìîñòè ñ ýíåðãèåé â äåñÿòêè è ñîòíè ýëåêòðîí-
âîëüò ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà â ïðèáëèæåíèè ñâîáîäíûõ
ýëåêòðîíîâ, è ïðè ýòîì îíà èìååò âèä

C k
kr� �V ei1 2 .

Îñòîâíûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû â ïðîòèâîïî-
ëîæíîì ïðèáëèæåíèè, òî åñòü â ïðèáëèæåíèè ñèëüíî ñâÿçàí-
íûõ ýëåêòðîíîâ, â êîòîðîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ â âèäå
ñóïåðïîçèöèè îñòîâíûõ ôóíêöèé. Â òàêîì ñëó÷àå êîýôôèöè-
åíò ïîãëîùåíèÿ èç îñòîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â íóëåâîì
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ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëåí âåðîÿòíîñòè ôîòîèîíèçàöèè
èçîëèðîâàííîãî àòîìà. Çíà÷åíèå ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì
ôóíêöèè îñòîâíîãî ñîñòîÿíèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Äëÿ
îñòîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ýòà àñèìïòîòèêà ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíòîé,
ïîêàçàòåëü êîòîðîé ðàñòåò ñ ðîñòîì ýíåðãèè èîíèçàöèè ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðîâíÿ EI . Òåì ñàìûì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äè-
ïîëüíîãî ìîìåíòà ñèëüíî çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà êîíå÷-
íîãî ñîñòîÿíèÿ p k� � , îïðåäåëÿåìîãî ýíåðãèåé ïàäàþùåãî
ôîòîíà p m EI� �2 ( )�	 :

ker
ep

i
p mEI

~
( )2 2�

(5.7)

(áîëåå ïîäðîáíî âûâîä ýòîé ôîðìóëû ðàññìàòðèâàåòñÿ â
÷åòâåðòîé ÷àñòè, ãäå îáñóæäàåòñÿ ôîòîèîíèçàöèÿ äåôåêòíûõ
ñîñòîÿíèé â òâåðäîì òåëå). Òåì ñàìûì êîýôôèöèåíò ïîãëîùå-
íèÿ â øèðîêîé îáëàñòè ýíåðãèé â îäíîýëåêòðîííîì ïðèáëè-
æåíèè ïðîïîðöèîíàëåí

� 	 	 	2
7 2( ) ~ ,� ++� EI . (5.8)

Äëÿ ýíåðãèé ôîòîíà âáëèçè ïîðîãà ïîãëîùåíèÿ ñ îñòîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ôîðìóëà (5.8) ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé ïî
ðÿäó ïðè÷èí. Ïðè ýòîì îíà íå ïðèìåíèìà è â èçîëèðîâàííûõ
àòîìàõ èç-çà ìíîãîýëåêòðîííûõ ýôôåêòîâ, â ðåçóëüòàòå êîòî-
ðûõ èçìåíÿåòñÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (5.7). Ýòè èçìåíåíèÿ
ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï.
1. Ïåðåõîäû èç îñòîâíûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçó-

þòñÿ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî
÷èñëà l, ïðîèñõîäÿò íå â ñîñòîÿíèÿ ïëîñêèõ âîëí, à â ñó-
ïåðïîçèöèþ ïëîñêèõ âîëí, ïîñòðîåííóþ èç ôóíêöèé ñ
îäèíàêîâûì àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì âîëíîâîãî âåêòîðà k è
ÿâëÿþùèõñÿ ñôåðè÷åñêèìè âîëíàìè ñ îðáèòàëüíûì ìî-
ìåíòîì #l . Óãëîâàÿ ÷àñòü ýòîé ñóïåðïîçèöèè îïèñûâàåòñÿ
ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé Yl m# #( , )/ � . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâè-
ëàìè îòáîðà ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äèïîëüíîãî ïåðåõîäà íå
ðàâåí íóëþ òîëüêî äëÿ ïåðåõîäîâ l l l3 # � I 1. Ïåðåõîäû â
äðóãèå ñîñòîÿíèÿ â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè îòñóòñòâóþò,
è ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðè ó÷åòå áîëåå âûñîêèõ ìóëüòèïî-
ëåé. Ïåðåõîäû â ñîñòîÿíèÿ ñ áîëüøèì îðáèòàëüíûì êâàí-
òîâûì ÷èñëîì l l l3 # � � 1îáû÷íî èìåþò èíòåíñèâíîñòü íà
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îäèí-äâà ïîðÿäêà âûøå, ÷åì ïåðåõîäû ñ óìåíüøåíèåì
l l l3 # � �1. Áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ýòèõ âîïðîñîâ
ïðèâîäèòñÿ â ëèòåðàòóðå ïî àòîìíîé ñïåêòðîñêîïèè (ñì.,
íàïðèìåð, [66–68]).

2. Ìàêñèìóì ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé ôóíêöèè äëÿ ñîñòî-
ÿíèé ñ l - 0 ñäâèãàåòñÿ èç òî÷êè r � 0 èç-çà íàëè÷èÿ öåíòðî-
áåæíîãî ïîòåíöèàëà l l mr( )� 1 22 2

� . Òåì ñàìûì ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò ïåðåõîäà èç îñòîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèÿ â
çîíå ïðîâîäèìîñòè ïðèîáðåòàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå íå
íà ïîðîãå èîíèçàöèè, à ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ, äëÿ êîòî-
ðûõ ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ñâîáîäíîãî ýëåê-
òðîíà òàêæå èìååò ìàêñèìóì, ñäâèíóòûé èç íà÷àëà êîîð-
äèíàò. Òåì ñàìûì ïîëîñà ïîãëîùåíèÿ ìîæåò èìåòü ìàêñè-
ìóì, ñóùåñòâåííî ñäâèíóòûé îò ïîðîãà èîíèçàöèè EI , è
ýòîò ñäâèã ðàñòåò ñ ðîñòîì l.

3. Ñòðóêòóðà âîëíîâîé ôóíêöèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðî-
ÿâëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè ôîðìû ëèíèè ïîãëîùåíèÿ îò ãëàâ-
íîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n îñòîâíîãî óðîâíÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî ÷èñëî íóëåé â ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé ôóíê-
öèè ðàñòåò ñ ðîñòîì n. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïåðåõîäà èç
òàêèõ ñîñòîÿíèé â ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà èìåþò
íåìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòü îò ýíåðãèè, ÷òî ïðèâîäèò ê âîç-
íèêíîâåíèþ ñòðóêòóðû â ïîëîñàõ ïîãëîùåíèÿ.

4. Ñäâèã ïîëîñû ïîãëîùåíèÿ è îñöèëëÿöèè â ñïåêòðå ïîãëî-
ùåíèÿ âîçíèêàþò ïðè ýíåðãèÿõ ïîðÿäêà åäèíèö è äåñÿòêîâ
ýëåêòðîí-âîëüò íàä ïîðîãîì. Âñå ïðèâåäåííûå âûøå ýô-
ôåêòû (1–3) èìåþò àòîìíóþ ïðèðîäó. Â ýòîé æå îáëàñòè
ñïåêòðà ïðîÿâëÿþòñÿ è ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñî ñòðóêòóðîé
òâåðäîãî òåëà. Â ÷àñòíîñòè, íàðóøàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ñâî-
áîäíûõ ýëåêòðîíîâ, èñïîëüçîâàâøååñÿ äëÿ îïèñàíèÿ êî-
íå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. Â òàêîì ðàñ÷åòå íåîáõîäèìî èñïîëüçî-
âàòü ðåàëüíûå áëîõîâñêèå ôóíêöèè è ó÷èòûâàòü ìíîãîý-
ëåêòðîííûå ýôôåêòû. Ýòà îáëàñòü ïîãëîùåíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ â ìåòîäå XANES (X-ray Absorption Near Edge
Structure – Ñòðóêòóðà ðåíòãåíîâñêîãî ïîãëîùåíèÿ âáëèçè
êðàÿ) äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû âåùåñòâà ïóòåì ðàñ÷åòà
ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â çîíå ïðîâîäèìîñòè è â îñòîâíîé
çîíå.
Àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìà ïîãëîùåíèÿ ìîãóò áûòü

ãðóáî îöåíåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèë ñóìì (1.29). Åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîãëîùåíèå íà÷èíàåòñÿ ïðè ýíåðãèÿõ,
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûõ EI , è ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòè
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ñèëüíîãî ïîãëîùåíèÿ ñîñòàâëÿåò 5E �5E ìåíüøå èëè ïîðÿäêà
EI), òî ñðåäíåå çíà÷åíèå �2 â ýòîé îáëàñòè ðàâíî

�

 
 	

2

2 2 2

3

2 2
2

2
� �

e N

mE Ea E E
c

I

pl c

I

� �

5 5
, ,

ãäå Nc — ÷èñëî ýëåêòðîíîâ íà ñîîòâåòñòâóþùåì îñòîâíîì
óðîâíå íà îäíó ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, a — ïîñòîÿííàÿ ðåøåò-
êè, à 	pl c, — ïëàçìîííàÿ ÷àñòîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé
ãðóïïå îñòîâíûõ ýëåêòðîíîâ. Ïîñêîëüêó â îáëàñòè ðåíòãåíîâ-
ñêîãî ïîãëîùåíèÿ n � 1, òî èç (1.11) è èç îïðåäåëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ � (1.17) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå
êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ðàâíî � 	�� 2 c. Ïîñêîëüêó
	 � EI �, òî ïîëó÷àåì

�
	

�
�

pl c

c E
,

2

5
.

Îöåíèì � äëÿ âåùåñòâà ñ Nc � 2 è ïîñòîÿííîé ðåøåòêè
a � 025, íì. Â òàêîì ñëó÷àå �	pl c, � 13 ýÂ, îòêóäà � � 107 5E

ñì �1 (5E èçìåðÿåòñÿ â ýëåêòðîí-âîëüòàõ). Åñëè îáëàñòü ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ èìååò øèðèíó 5E � 10 ýÂ, òî � â
ýòîé îáëàñòè ïîðÿäêà 106ñì�1, à �2 1� . Äëÿ ðåíòãåíîâñêîãî
ïîãëîùåíèÿ ñ ýíåðãèåé ïîðîãà EI � 10 ÊýÂ ñ øèðèíîé 5E � 1
ÊýÂ ïîëó÷àåì � � 104 ñì �1, à �2

510� � .

5.5 EXAFS
Â èíòåðâàëå ìåæäó îáëàñòüþ XANES è îáëàñòüþ, â êîòî-

ðîé êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (5.8),
èìååòñÿ øèðîêàÿ îáëàñòü ïîãëîùåíèÿ. Ìåòîä EXAFS
(Extended X-ray Absorption Fine Structure – Ïðîòÿæåííàÿ
òîíêàÿ ñòðóêòóðà ðåíòãåíîâñêîãî ïîãëîùåíèÿ) óñïåøíî ïðè-
ìåíÿåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû âåùåñòâà. Â ñïåêòðàëü-
íîé îáëàñòè, êîòîðàÿ íà÷èíàåòñÿ ïðè ýíåðãèÿõ ïîðÿäêà 50 ýÂ
íàä ïîðîãîì EI è ðàñòÿãèâàåòñÿ íà ñîòíè ýëåêòðîí-âîëüò, íàá-
ëþäàþòñÿ îñöèëëÿöèè êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, îòñóòñòâó-
þùèå â àòîìíûõ ñïåêòðàõ ôîòîèîíèçàöèè. Ýòè îñöèëëÿöèè
ñâÿçàíû òàêæå ñ íåïîñòîÿíñòâîì ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðå-
õîäà èç îñòîâíûõ ñîñòîÿíèé â ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêò-
ðà. Òàêèå îñöèëëÿöèè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê
ïåðâîãî ïîðÿäêà ê âîëíîâûì ôóíêöèÿì ïî÷òè ñâîáîäíûõ
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ýëåêòðîíîâ. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà ñ ýíåðãèåé â äåñÿò-
êè è ñîòíè ýëåêòðîíâîëüò â òâåðäîì òåëå îòëè÷àåòñÿ îò âîëíî-
âîé ôóíêöèè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå èç-çà ñóïåðïîçèöèè ñ
ïëîñêèìè âîëíàìè, îòðàæàþùèìèñÿ îò ðàçëè÷íûõ àòîìîâ
[69].

Ðàññìîòðèì ïîãëîùåíèå íà îñòîâíîì ñîñòîÿíèè êîíêðåò-
íîãî àòîìà A, ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîñêîëü-
êó âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî îñòîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèëüíî
ëîêàëèçîâàíà â ïðîñòðàíñòâå âîêðóã àòîìà A, ìàòðè÷íûé ýëå-
ìåíò äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïåðåõîäà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ íå
âñåé âîëíîâîé ôóíêöèåé êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, à òîëüêî îá-
ëàñòüþ ýòîé ôóíêöèè âáëèçè àòîìà A. Óäîáíî ñòðîèòü âîëíî-
âóþ ôóíêöèþ ýëåêòðîíà â òàêîì ñîñòîÿíèè, îñíîâûâàÿñü íå
íà ïëîñêîé âîëíå, à íà ñôåðè÷åñêîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåéñÿ îò öåíòðàëüíîãî àòîìà, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïîãëî-
ùåíèå, è íà âîëíàõ, îòðàæàþùèõñÿ îò ñîñåäíèõ àòîìîâ. Âîë-
íîâàÿ ôóíêöèÿ ñôåðè÷åñêîé âîëíû èìååò âèä
h kr Ylm1

1( )( ) ( )? r , ãäå h1
1( ) — ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ

ïåðâîãî ðîäà,? r r r� { , }/ � — óãëîâûå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñò-
âóþùèå âåêòîðó r. Âîëíîâîé âåêòîð k îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãèåé
ýëåêòðîíà �	�EI :

k m E E aI I B� � � �2 ( ) ( )� � �	 	 Ry ,

Îò ñîñåäíåãî àòîìà ñ íîìåðîì j, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå R j ,
îòðàæàåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ âîëíà, âîçáóæäåííàÿ ïåðâè÷íîé âîë-
íîé:

h kR Y S k ej lm
ik

jj

j

1
1 1( )( ) ( ) ( , )?R

r R
r R/

� �
� , (5.9)

ãäå S k( , )/ — àìïëèòóäà âîëíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k, îòðà-
æåííîé îò j-ãî àòîìà â íàïðàâëåíèè /ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâ-
ëåíèþ âîëíû k, ïàäàþùåé íà äàííûé àòîì. Ïîñêîëüêó äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà íåîáõîäèìî çíàòü
âîëíîâóþ ôóíêöèþ òîëüêî âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, âîç-
ìîæíî âû÷èñëèòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ, ðàñêëàäûâàÿ (5.9) â
ðÿä îêîëî r � 0 è èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ ðàäèàëüíîé ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè:

h kr Y
e

kR
Y S klm

i kR l

j
lm

j

j1
1

2 1 2

2
( )

[ ( ) ]

( ) ( ) ( ) ( ,? ?r R�
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà÷àëüíîå îñòîâíîå ñîñòîÿíèå
ÿâëÿåòñÿ K-ñîñòîÿíèåì (òî åñòü l � 0), òî êâàäðàò ìîäóëÿ ìàò-
ðè÷íîãî ýëåìåíòà ïåðåõîäà, ðàññ÷èòàííûé äëÿ ÷èñòî àòîìíîãî
ïåðåõîäà, óìíîæàåòñÿ íà ìíîæèòåëü

� �1
1

2
2

� �@
k

N

R
S k kR k

j

j
j j j

j

( , ) sin ( )
 � , (5.10)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî êîîðäèíàöèîííîé ñôåðå,
ñîäåðæàùåé Nj àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè Rj îò
öåíòðàëüíîãî àòîìà. Çäåñü ââåäåíû àìïëèòóäà è ôàçà ðàññåÿ-
íèÿ ýëåêòðîíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîìk íàçàä àòîìîì ñ íîìåðîì

j: S k S k ej j
i kj( , ) ( , )

( )

 


�
� . Ìíîæèòåëü (5.10) íåçíà÷èòåëüíî

ìîäèôèöèðóåòñÿ äëÿ L è M íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé àòîìà A.
Òàêèì îáðàçîì, ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé è êîýô-

ôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ äîìíîæàþòñÿ íà ôóíêöèþ (5.10), ÷òî
ïðèâîäèò ê îñöèëëÿöèÿì êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ. Ïåðèîä
îñöèëëÿöèé â k-ïðîñòðàíñòâå ðàâåí 5k Rj� 
 è ÷èñëåííî ïî-
ðÿäêà 1 íì �1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îñöèëëÿöèÿì ïî ýíåðãèè ñ ïå-
ðèîäîì ïîðÿäêà 50—150 ýÂ â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè
ýëåêòðîíà �	�EI . Åñëè ýíåðãèÿ ôîòîíà ïðåâûøàåò ïîðîã íà
500—1000 ýÂ, îñöèëëÿöèè çàòóõàþò. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåóïðóãèì
ðàññåÿíèåì ýëåêòðîíîâ â çîíå ïðîâîäèìîñòè (îáû÷íî ýòî ó÷è-
òûâàåòñÿ ââåäåíèåì â èçìåíÿþùóþñÿ ÷àñòü (5.10) äîïîëíè-

òåëüíîãî ìíîæèòåëÿ e
R l kj�2 ( )

, ãäå l k( ) — ñðåäíÿÿ äëèíà ïðî-
áåãà ýëåêòðîíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k; ïîäðîáíîñòè ïðèâåäå-
íû â ÷åòâåðòîé ãëàâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ). Êðîìå òîãî, íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü êîëåáàíèÿ àòîìîâ âáëèçè ïîëîæåíèé ðàâíî-
âåñèÿ è âîçìîæíûé ñòðóêòóðíûé áåñïîðÿäîê. Ýòè äâå ïðè÷è-
íû ïðèâîäÿò ê ðàñïðåäåëåíèþ ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèé Rj
âîêðóã ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

~ exp[ ( ) ]� �R Rj j j
0 2 27 ,

ãäå äèñïåðñèÿ 7 j ðàâíà ñóììå 7 7 7j j
T

j
S� � äèñïåðñèè 7 j

T ,

ñâÿçàííîé ñ êîëåáàíèÿìè àòîìîâ, è 7 j
S , îïðåäåëÿåìîé ñòðóê-

òóðíûì áåñïîðÿäêîì. Äèñïåðñèÿ 7 j
T çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû

è óìåíüøàåòñÿ ñ åå ïàäåíèåì, äî âåëè÷èíû 7 j
0 , îïðåäåëÿåìîé

íóëåâûìè êîëåáàíèÿìè. Äèñïåðñèÿ 7 j
S îò òåìïåðàòóðû íå
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çàâèñèò è ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î íåóïîðÿäî÷åííîñòè ñèñòå-
ìû (è ïîëåçíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòåêîë è äðóãèõ ñèñòåì ñ íà-
ðóøåíèÿìè áëèæíåãî ïîðÿäêà). Òàêîãî ðîäà ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ôàêòîðà Äåáàÿ-Óîëëåðà
exp( )�2 2 27 jk .

Äîïîëíèòåëüíûå óñëîæíåíèÿ â ôîðìóëó (5.10) âíîñèò
ó÷åò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ — äûðêè íà àòîìå A, ÷òî ïðèâîäèò
ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíîãî ñäâèãà ôàç â àðãóìåíòàõ ñèíó-
ñîâ. Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ôîðìèðîâàíèÿ
EXAFS-ñèãíàëà ó÷èòûâàåò ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå ýëåêòðî-
íà ñèñòåìîé îêðóæàþùèõ àòîìîâ, îäíàêî ïðè ýòîì ñëîæíîñòü
ðàñ÷åòîâ ñïåêòðîâ ïîäíèìàåòñÿ äî óðîâíÿ ðàñ÷åòîâ çîííûõ
ñòðóêòóð. Ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü â
ïåðåõîäíîé îáëàñòè ìåæäó îáëàñòÿìè EXAFS è XANES.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà EXAFS ìîæíî îöåíèâàòü ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó àòîìîì A è îêðóæàþùèìè åãî àòîìàìè. Äëÿ ýòîãî ïðî-
âîäÿò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîék äîáàâêè ê àòîì-
íîìó ñïåêòðó ïîãëîùåíèÿ, óìíîæåííîé íà k. Ïîëîæåíèÿ ïè-
êîâ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàññòîÿíèÿì äî ðàç-
ëè÷íûõ êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð, à èíòåíñèâíîñòü ýòèõ ïèêîâ
ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó àòîìîâ â äàííîé ñôåðå. Â ñâÿçè ñ òà-
êîé ïðîñòîé èíòåðïðåòàöèåé ðåçóëüòàòîâ ìåòîä EXAFS êàê
ìåòîä ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíå-
íèå, îñîáåííî ñ ïðèìåíåíèåì ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ ñ
íåïðåðûâíûì ðåíòãåíîâñêèì ñïåêòðîì.

Êàê ýòî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî àíàëèçà, ìåòîä EXAFS
äàåò èíôîðìàöèþ î çàâèñèìîñòè âîëíîâûõ ôóíêöèé îò ýíåð-
ãèè âûñîêî â çîíå ïðîâîäèìîñòè è î åå ëîêàëüíîé ñòðóêòóðå
âáëèçè âîçáóæäåííîãî àòîìà. Èññëåäóÿ ïîãëîùåíèå ñ îñòîâ-
íûõ ñîñòîÿíèé äðóãèõ àòîìîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ
î ñòðóêòóðå òîé æå ôóíêöèè â îêðåñòíîñòÿõ äðóãèõ àòîìîâ,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ è â äðóãîì îêðóæåíèè.

Ïîñêîëüêó ïîãëîùåíèå ñèëüíî âëèÿåò íà âñå âòîðè÷íûå
ïðîöåññû, áûë ðàçðàáîòàí ðÿä ìåòîäîâ (èçìåðåíèå ôëþîðåñ-
öåíöèè, ôîòîïðîâîäèìîñòè è ôîòîàêóñòè÷åñêîãî ýôôåêòà) ïî
àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáàì ïîëó÷åíèÿ EXAFS-èíôîðìàöèè.
Ïðèìåð ëþìèíåñöåíòíîãî ìåòîäà EXAFS ïðèâåäåí â
÷åòâåðòîé ãëàâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.
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§ 6 Ýêñèòîííûå ýôôåêòû â òâåðäûõ òåëàõ

6.1 Êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà è äûðêè
Ïðè ïðåäûäóùåì ðàññìîòðåíèè ýëåêòðîííûõ ýôôåêòîâ â

òâåðäûõ òåëàõ ÷ëåí â ãàìèëüòîíèàíå, îïèñûâàþùèé âçàèìî-
äåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè, ó÷èòûâàëñÿ â ëó÷øåì ñëó÷àå â
óñðåäíåííîì ïî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ âèäå. Ïðè ýòîì åãî
âêëàä íå èçìåíÿëñÿ â çàâèñèìîñòè îò ýëåêòðîííîé êîíôèãóðà-
öèè ñèñòåìû. Äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû òà-
êîå ïðèáëèæåíèå ìîæåò áûòü îïðàâäàíî. Â òî æå âðåìÿ âîç-
ìîæíîñòü ïðåíåáðåæåíèÿ ìåæýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì
ïðè îïèñàíèè âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû è îñîáåííî
ïåðåõîäîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ êóäà áîëåå
ñîìíèòåëüíûì.

Ïðè ïåðåõîäå ñ èçìåíåíèåì ñîñòîÿíèÿ îäíîãî ýëåêòðîíà
èçìåíåíèå ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñâÿçàíî ñ âîç-
íèêíîâåíèåì ýëåêòðîíà â çîíå ïðîâîäèìîñòè è äûðêè â âàëåí-
òíîé çîíå. Âåðíåìñÿ ê îáùåìó âèäó ãàìèëüòîíèàíà äëÿ êðèñ-
òàëëà ñ íåäåôîðìèðóåìîé ðåøåòêîé (4.2) è çàïèøåì åãî, âû-
äåëÿÿ â ÿâíîì âèäå ÷ëåíû ñ ìåæýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâè-
åì:

� �( )� 	0

21

2
� �

�
@ @

-

r
r r

i
i i ji j

e
. (6.1)

Çäåñü â ÷ëåí �( )	 r âêëþ÷åíû ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà è ýíåðãèÿ åãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èîííûìè îñòîâàìè. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèýëåêòðèê,
èìåþùèé òîëüêî äâå íåâûðîæäåííûå çîíû: âàëåíòíóþ çîíó v
è çîíó ïðîâîäèìîñòè c. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé íà÷àëüíîãî ïðèá-
ëèæåíèÿ ðàññìîòðèì áëîõîâñêèå îäíîýëåêòðîííûå ôóíêöèè
C �k r( ) (4.4).

Äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìû óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèö â
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ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ [49]. Áóäåì îáîçíà-
÷àòü îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè ñ âîëíîâîé
ôóíêöèåé C �k êàê a

k�
� , à îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ýëåêòðîíà â

òàêîì ñîñòîÿíèè — êàê ak� . Èíäåêñ � ìîæåò ïðèíèìàòü äâà
çíà÷åíèÿ: v è c â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèåì î íåâûðîæ-
äåííîñòè çîí. Îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì òâåðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ
ñîñòîÿíèå ñ çàïîëíåííîé âàëåíòíîé çîíîé:

g a
v

� �J k
k

0 .

Äëÿ äèýëåêòðèêîâ ïðîèçâåäåíèå â ýòîé ôîðìóëå çàõâàòûâàåò
âñþ çîíó Áðèëëþýíà, à äëÿ ìåòàëëîâ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òîëü-
êî íà îáëàñòü âíóòðè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Ïî ïðè÷èíàì, ðàññ-
ìîòðåííûì íèæå, â äàííîì ïàðàãðàôå ðå÷ü ïîéäåò òîëüêî î
äèýëåêòðèêàõ (èëè ïîëóïðîâîäíèêàõ).

Åñëè îäèí èç ýëåêòðîíîâ èç âàëåíòíîé çîíû ïåðåõîäèò â
çîíó ïðîâîäèìîñòè, òî îáðàçóåòñÿ ñîñòîÿíèå ñ ïîëíûì èì-
ïóëüñîì �K è èìïóëüñîì ýëåêòðîíà �k:

kK
k k K� �

�a a g
c v, .

Ïðè ýòîì â âàëåíòíîé çîíå îáðàçóåòñÿ äûðêà ñ èìïóëüñîì
�( )K k� (êàê óêàçûâàëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, èìïóëüñ
äûðêè ðàâåí ïî ìîäóëþ èìïóëüñó ýëåêòðîíà, èçúÿòîãî èç âà-
ëåíòíîé çîíû, è íàïðàâëåí â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó). Òà-
êîå ñîñòîÿíèå ìîæíî îïèñûâàòü ëèáî èñïîëüçóÿ îïåðàòîðû
ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà â çîíå ïðîâîäèìîñòè è óíè÷òîæåíèÿ
ýëåêòðîíà â âàëåíòíîé çîíå (òî åñòü íà ÿçûêå îäíîýëåêòðîí-
íûõ ñîñòîÿíèé, èñïîëüçóÿ èíäåêñû c è v), ëèáî (íà ÿçûêå âîç-
áóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ñ èíäåêñàìè e è h) ïîëüçóÿñü îïðåðàòî-
ðàìè ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà a a

e ck k
� �� è äûðêè a a

h vk k
�

�� . Îïå-

ðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì îïåðàòîðàì
ðîæäåíèÿ, èìåþò âèä a ae ck k� è a ah vk k

�
�
� .

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè îïèñàíèè âçàèìî-
äåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå Õàðò-
ðè—Ôîêà [49]. Îäíîýëåêòðîííàÿ ýíåðãèÿ â ýòîì ïðèáëèæå-
íèè çàâèñèò òîëüêî îò âîëíîâîãî âåêòîðà k áëîõîâñêîé ôóíê-
öèè:
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e3

1
3
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2

1 2
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C C C C� � � �k k k kr r
r r

r( ) ( ) ( )
4 2( ).r

Â ñîñòîÿíèÿõ kK ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ãàìèëüòîíèàíà
(6.1) äèàãîíàëåí ïî ïîëíîìó èìïóëüñó �K è èìååò âèä

# � � � �

� # �
�

#k K kK k k K

k k K
r r

k k
� [ ( ) ( )]

, ( )

�0

2

1

" E E

c v
e

c v
HF HF

2

2

1 2

v c

v c
e

v c

( ),

( ), ( ), .

# � �

� � #
�

# �

k K k

k K k
r r

k K k

Âèäíî, ÷òî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû #k K kK��0 íå ÿâëÿþòñÿ

äèàãîíàëüíû ïî èìïóëüñó ýëåêòðîíà �k. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ó÷åòå ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòîÿíèå ñ îïðåäå-
ëåííûì èìïóëüñîì ýëåêòðîíà �k íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
ñîñòîÿíèåì ��0 . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííóþ ôóíê-

öèþ ãàìèëüòîíèàíà ��0 , íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ëèíåéíóþ êîì-

áèíàöèþ èç ôóíêöèé, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ïîëíûé èìïóëüñ
�K:

� �K k kKK
k

� @ f ( ) ,

è, ñîñòàâèâ ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëèòü êîýôôèöèåí-
òû f�K k( ), ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ E�K .

Ïðåæäå ÷åì ïðîäåëàòü ýòî, ââåäåì àëüòåðíàòèâíîå îïèñà-
íèå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ äûðêîé, êîòîðîå ÿâíûì îáðà-
çîì ó÷èòûâàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è äûðêîé.
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Ïåðåéäåì îò ôóíêöèé Áëîõà ê ôóíêöèÿì Âàíüå [70], ñâÿçàí-
íûì ñ ïåðâûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ôóðüå:

K� �C( ) ( )r n rkn
k

k

� � � �@N e i1 2 .

Çäåñü N — ÷èñëî àòîìîâ â îñíîâíîé îáëàñòè êðèñòàëëà, íà êî-
òîðóþ íàêëàäûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ Áîðíà-Êàðìà-
íà. Ôóíêöèè ÂàíüåK�( )r n� èìåþò ìàêñèìóì â ÿ÷åéêå ñ äèñ-
êðåòíûì ðàäèóñ-âåêòîðîì n (4.3). Â ñëó÷àå ïðèìåíèìîñòè
ïðèáëèæåíèÿ ñèëüíî ñâÿçàííûõ ýëåêòðîíîâ â íóëåâîì ïðèá-
ëèæåíèè ôóíêöèè Âàíüå ïðîñòî ñîâïàäàþò ñ âîëíâîé ôóíê-
öèåé ýëåêòðîíà äëÿ àòîìà, íàõîäÿùåãîñÿ â ÿ÷åéêå n. Òàêîå
ñîñòîÿíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì
ñ ðàçëè÷íûìè âîëíîâûìè âåêòîðàìè è íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-
íûì ñîñòîÿíèåì ãàìèëüòîíèàíà äàæå ïðè ïðåíåáðåæåíèè ìå-
æýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì, íî çäåñü åãî óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì
îêîëî n-íîé ÿ÷åéêè. Îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ýëåêòðîíà â ýòîì
ñîñòîÿíèè ðàâåí

a N e ai
� �n

kn
k

k

� � � �� @1 2 .

Âìåñòî ñîñòîÿíèé kK äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîñòîÿíèÿ lK , ïîñòðîåííûå íà
ôóíêöèÿõ Âàíüå, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òîìó æå ñàìîìó ïîë-
íîìó ìîìåíòó �K è îïèñûâàþò ýëåêòðîí è äûðêó, íàõîäÿùèå-
ñÿ íà ðàññòîÿíèè l äðóã îò äðóãà:

lK Km
m l m

m

� �
�

�@N e a a gi
c v

1 2
,

.

Òîãäà ñîñòîÿíèå �K ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè E�K
ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÷åðåç ñóììó òàêèõ ôóíêöèé:

� �K l lKK
l

� @F ( ) ,

ãäå ôóíêöèÿ F�K l( ) ñâÿçàíà ñ ââåäåííûìè âûøå êîýôôèöèåí-
òàìè f�K k( ) ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-ïåîáðàçîâàíèÿ:

F N e fi
� �K

kl
K

k

l k( ) ( )� � @1 2 .

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ f�K k( )ñâÿçàíà ñ âåðîÿòíîñòüþ íàéòè
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ýëåêòðîí è äûðêó, èìåþùèå îòíîñèòåëüíûé èìïóëüñ �k â ñîñ-
òîÿíèè �K , â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèÿ F�K l( )— ñ âåðîÿòíîñòüþ
íàéòè â òîì æå ñîñòîÿíèè ýëåêòðîí íà ðàññòîÿíèè l îò äûðêè.

Ñîñòîÿíèå �K , áóäó÷è ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì ãàìèëü-
òîíèàíà ��0 , è ó÷èòûâàþùåå ìåæýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñò-
âèå, íàçûâàåòñÿ ýêñèòîííûì ñîñòîÿíèåì. Ñåêóëÿðíîå óðàâíå-
íèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà
èìååò âèä (ñì., íàïðèìåð, [67, 71]):

lK l K l lK
l

K K
� ( ) ( )�0 # # �

#
@ F E F� � � , (6.2)

ãäå

lK l K k K kKk l kl

kk

� �� �0
1

0# � # �� # � #

#
@N ei i

� � � �� � #@N E E ec v
i1 [ ( ) ( )] ( )HF HFk k K k l l

k

� �# # @" " "ll l0 l 0
km

m

l mw e wi
Coul ex( ) ( ) .

Çäåñü

w c v
e

v cCoul( ) , ,l l 0
r r

0 l�
�

2

1 2

— ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíîì è
äûðêîé, ìàêñèìóìû âîëíîâûõ ôóíêöèé êîòîðûõ ïðèõîäÿòñÿ
íà ÿ÷åéêè, ðàçäåëåííûå ðàññòîÿíèåì l (ýëåêòðîí èìååò ìàêñè-
ìóì âîëíîâîé ôóíêöèè â ÿ÷åéêå l, à äûðêà — â ÿ÷åéêå 0), à

w c v
e

c vexl ( ) , ,m m 0
r r

0 m�
�

2

1 2

— ýíåðãèÿ îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà è äûðêè äëÿ
ïðîöåññà, â êîòîðîì â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè êàê ýëåêòðîí, òàê
è äûðêà íàõîäèëèñü â ÿ÷åéêå m, à ê êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè — â
ÿ÷åéêå 0 (òî åñòü âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ïåðåíîñèòñÿ èç
ÿ÷åéêè m â ÿ÷åéêó 0).

Â îáùåì âèäå óðàâíåíèå (6.2) íå ìîæåò áûòü ðåøåíî. Ïî-
ýòîìó ÷àùå âñåãî îãðàíè÷èâàþòñÿ äâóìÿ ïðåäåëüíûìè ñëó÷à-
ÿìè. Åñëè ýëåêòðîííî-äûðî÷íàÿ ïàðà ñâÿçàíà ñëàáî, ÷òî áû-
âàåò â ñëó÷àå áîëüøîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè è
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ñèëüíîé äèñïåðñèè E�
HF( )k , ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêò-

ðîíîì è äûðêîé âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè,
è òàêîå ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ýêñèòîíîì Âàíüå èëè ýêñèòîíîì
áîëüøîãî ðàäèóñà [70]. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà
ýëåêòðîí í äûðêà íàõîäÿòñÿ â îñíîâíîì â îäíîé è òîé æå
ÿ÷åéêå êðèñòàëëà, èìåþò äåëî ñ ýêñèòîíîì Ôðåíêåëÿ èëè ñ
ýêñèòîíîì ìàëîãî ðàäèóñà [72].

6.2 Ýêñèòîí Ôðåíêåëÿ
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàäèóñ ýêñèòîííîãî ñîñòîÿíèÿ

ìàë, è ýëåêòðîí è äûðêà ïðèíàäëåæàò â îñíîâíîì îäíîé è òîé
æå ÿ÷åéêå êðèñòàëëà, òî ìîæíî ïîëîæèòü F� "K l0l( ) � . Ïðè
ýòîì çíà÷åíèå ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ñåêó-
ëÿðíîãî óðàâíåíèÿ

E E E w w

w e

c v

i

K

Km

m 0

0K 0K 0 0

m

� � � � � �

� �

-

� ( ) ( )

( )

�0
0 0

Coul ex

ex@ ,
(6.3)

ãäå E N E� �
0 1� � @ HF( )k

k

– ñðåäíåå ïî çîíå Áðèëëþýíà çíà÷å-

íèå ýíåðãèè îäíîé èç çîí � (íàïîìíèì, ÷òî òàêîå ðàññìîòðå-
íèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ýíåðãåòè÷åñêèå çîíû ñîñ-
òîÿò òîëüêî èç îäíîé âåòâè). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ
E E w wc v

0 0� � �Coul ex( ) ( )0 0 ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè âîçáóæäå-

íèÿ èçîëèðîâàííîãî àòîìà (ñðàâíèòå ñ ìîäåëüþ ñèëüíî ñâÿ-
çàííûõ ýëåêòðîíîâ). Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, óâåëè÷èâàÿ
ïîñòîÿííóþ ðåøåòêè. Ïðè ýòîì ñóììà â ïîñëåäíåì ÷ëåíå
(6.3) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, è ìû èìååì äåëî ñ ñèñòåìîé íåâçàèìî-
äåéñòâóþùèõ àòîìîâ. Ïîñëåäíèé ÷ëåí (6.3) îòâå÷àåò ðåçîíàí-
ñíîé ïåðåäà÷å âîçáóæäåíèÿ èç-çà ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñò-
âèÿ. Âñÿ çàâèñèìîñòü îò ïîëíîãî ìîìåíòà �K ñîñðåäîòî÷åíà â
ýòîé ñóììå.

Äëÿ àíàëèçà ýòîé çàâèñèìîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîëíî-
âûå ôóíêöèè ñîñðåäîòî÷åíû âáëèçè îòäåëüíûõ àòîìîâ, è ðàç-
ëîæèì â âûðàæåíèè äëÿ wex( )m ìíîæèòåëü 1 1 2r r� â ðÿä
âáëèçè òî÷åê r m1 � è r m1 � (ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó
÷ëåí m 0� èñêëþ÷åí èç ðàññìàòðèâàåìîé ñóììû). Ïåðâûé íå-
èñ÷åçàþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïðèâåäåò ê âûðàæåíèþ äëÿ äè-
ïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ âîë-
íîâûõ ôóíêöèé, ëîêàëèçîâàííûõ íà àòîìàõ:
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w
m

m
ex( )

( )
m

p pm
�

�2 2 2

5

3
,

ãäå p 0 r 0� c e v .
Îáìåííàÿ ýíåðãèÿ wex ñâÿçàíà ñ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà

âîçáóæäåíèÿ çà ñ÷åò äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èç
îäíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà â äðóãóþ, ðàñïîëîæåííóþ íà ðàññòî-
ÿíèè m îò ïåðâîé. Õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåçîíàíñíîãî ïåðåõîäà
âîçáóæäåíèÿ ñîñòàâëÿåò A 
( ) ( )m m� 2 � wex . Ñëåäóþùèå ÷ëå-
íû ðàçëîæåíèÿ äàäóò äîâîëüíî áûñòðî óáûâàþùèå ìóëüòè-
ïîëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñóììû îòwex( )m ìîãóò áûòü àíàëè-
òè÷åñêè âû÷èñëåíû â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè K 03
äëÿ ðÿäà êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê. Òàê, äëÿ êóáè÷åñêèõ
êðèñòàëëîâ èìååì

lim exK 0
Km

m

m
pK

K
3

�@ � � �
$

%

&
&

'

(

)
)

w e
v

pi( )
( )4

3

32
2

2



, (6.4)

ãäå v — îáúåì ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà.
Êàê âèäíî èç (6.4), ñäâèã ýíåðãèè ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ ïî

îòíîøåíèþ ê ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ èçîëèðîâàííîãî àòîìà
èìååò ñèíãóëÿðíîñòü ïðè ìàëûõ K 03 : åãî çíà÷åíèå çàâèñèò
îò íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà K. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ñóììà (6.4) íå èìååò àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè (wex( )m ïàäàåò
êàê m�3 , â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî ÷ëåíîâ ñ îäèíàêîâûì m ðàñòåò
êàê ïëîùàäü ñôåðû ñ ðàäèóñîì m, òî åñòü êàê m2 ). Åñëè K p|| ,
ýêñèòîí íàçûâàåòñÿ ïðîäîëüíûì, è åãî ýíåðãèÿ â ïðåäåëå
K 03 îêàçûâàåòñÿ âûøå ýíåðãèè àòîìíîãî ïåðåõîäà:
E E p vL0

28 3� �at 
 . Â ñëó÷àå ïîïåðå÷íîãî ýêñèòîíà, K p! ,

ýíåðãèÿ íèæå àòîìíîé: E E p vT0
24 3� �at 
 . Ïîñêîëüêó ñîîò-

íîøåíèå K p! óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ íàï-
ðàâëåíèéK, ñóùåñòâóþò äâå âåòâè ïîïåðå÷íûõ ýêñèòîíîâ, êî-
òîðûå â ñëó÷àå êóáè÷åñêîãî êðèñòàëëà îêàçûâàþòñÿ âûðîæ-
äåííûìè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âûðîæäåíèÿ «öåíòð òÿæåñòè» âñåõ
òðåõ âåòâåé ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé ïåðåõîäà â àòîìå. Àáñîëþò-
íîå çíà÷åíèå ðàçíîñòè ýíåðãèé äâóõ âåòâåé ýêñèòîíà ïðèK 0�
(E E p vL T0 0

24� � 
 ) íàçûâàåòñÿ ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íûì ðàñ-
ùåïëåíèåì, èëè LT-ðàñùåïëåíèåì [73]. Ýòî ðàñùåïëåíèå
èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå è ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì ñèí-
ãóëÿðíîñòè â ñóììå ïî m â âûðàæåíèè wex( )m , êîòîðàÿ, â
ñâîþ î÷åðåäü, ñâÿçàíà ñ äàëüíîäåéñòâóþùèì õàðàêòåðîì
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êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â íåêóáè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ
çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ýêñèòîíà îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà K â
ïðåäåëå K 03 òàêæå îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé.

Îïòè÷åñêèé ïåðåõîä ïîä äåéñòâèåì ôîòîíîâ ïðîèñõîäèò
êàê ðàç â ñîñòîÿíèå ñ K 0� , ïîñêîëüêó äëèíà âîëíû ôîòîíà,
âîçáóæäàþùåãî ýêñèòîí, ìíîãî ìåíüøå ïîñòîÿííîé ðåøåòêè.
Îäíàêî ïåðåõîä ôîòîíà ïðîèñõîäèò ëèøü â ñîñòîÿíèå ïîïå-
ðå÷íîãî ýêñèòîíà, ïîñêîëüêó ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïîïåðå÷-
íî, è âîçáóæäàòüñÿ ìîãóò ïåðåõîäû ëèøü â ñîñòîÿíèÿ, äè-
ïîëüíûé ìîìåíò ïåðåõîäà â êîòîðûå p ïåðïåíäèêóëÿðåí âîë-
íîâîìó âåêòîðó. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå
ëèíèè îïòè÷åñêîãî ïîãëîùåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèëó îñ-
öèëëÿòîðà. Èñïîëüçóÿ îáùèå ôîðìóëû äëÿ � 	( ), ëåãêî ïîëó-
÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ìíèìîé ÷àñòè òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè � 	ij ( ):

( ) ( ) ( )� 	 
 " 	2
2 1

04ij i j Tv p p E� ��
� . (6.5)

Îäíàêî ôîðìó ëèíèè ïîãëîùåíèÿ è èñïóñêàíèÿ ñâåòà ýê-
ñèòîíîì íåëüçÿ îïèñàòü áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ôî-
íîíàõ. Ýòî ìû îòëîæèì äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ.

Ïåðåõîä â ñîñòîÿíèÿ ïðîäîëüíûõ ýêñèòîíîâ, à òàêæå âîç-
áóæäåíèå ñîñòîÿíèé ñ K 0- , îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ëèøü
ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, âîçíèêàþ-
ùèì â ïðîöåññàõ ðàññåÿíèÿ ýêñèòîíîâ è çàðàæåííûõ ÷àñòèö.
Â ÷àñòíîñòè, â ôóíêöèþ ïîòåðü ýíåðãèè Im( ~ )� �� 1 âíîñÿò
âêëàä íå ïîïåðå÷íûå, à òîëüêî ïðîäîëüíûå ýêñèòîíû. Ê ýòîìó
âîïðîñó ìîæíî áóäåò âåðíóòüñÿ ïðè îáñóæäåíèè ýêñèòîííûõ
ïîëÿðÿòîíîâ.

Âûðàæåíèå (6.5) íå ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì. Â êóáè÷åñêèõ
êðèñòàëëàõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òðè ðàçëè÷íûõ íåçàâèñè-
ìûõ äèïîëüíûõ ìîìåíòà p� (÷òî ñâÿçàíî ñ âûðîæäåíèåì îä-
íîé èç ó÷àñòâóþùèõ â ïåðåõîäå çîí; åñëè âàëåíòíàÿ çîíà
ñôîðìèðîâàíà p-ñîñòîÿíèÿìè àòîìîâ, à çîíà ïðîâîäèìîñòè —
s-ñîñòîÿíèÿìè, òàêèå ïåðåõîäû îêàçûâàþòñÿ äèïîëüíî-ðàçðå-
øåííûìè, è âîçíèêàþò òðè ðàçëè÷íûõ âçàèìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ äèïîëüíûõ ìîìåíòà, ñâÿçàííûõ ñ òðåõêðàòíî âûðîæ-
äåííûìè p-ñîñòîÿíèÿìè). Ñóììèðîâàíèå ïî âñåì � ïðèâîäèò
ê èçîòðîïíîìó âûðàæåíèþ äëÿ �2 :

� 	



" 	2

2
2

0
4

3
( ) ( )� �

v
p ET� . (6.6)
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Ïîâåäåíèå äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-
ìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Êðàìåðñà—Êðîíèãà
(1.21) (íåîáõîäèìî òîëüêî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ôîðìó-
ëû (6.5), (6.6) çàïèñàíû òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷àñòîò, è
äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷àñòîò íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîîòíî-
øåíèå (1.23)). Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ïîëþñà â äèýëåêò-
ðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè:

~( )
[ ( ) ]

� 	



	
� �

� �
�

�

8

0
0

2

0
2 2 2

E p
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.

Íåñèíãóëÿðíûé ÷ëåí â ~( )� 	 , îáîçíà÷åííûé â ýòîé ôîðìóëå
òî÷êàìè, îïðåäåëÿåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òî ~( )� 	 äîëæíî îáðà-
ùàòüñÿ â íîëü íà ÷àñòîòå ïðîäîëüíîãî ýêñèòîíà �	 � EL0 :
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( )
� 	 �

� �

	
� �

�

� �
6

6ex
ex ex
0 0

2

0
2 2 20

E

E i
T

T �

(6.7)

ãäå ââåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè
íà ÷àñòîòàõ ìíîãî áîëüøèõ ÷àñòîòû ýêñèòîííîãî ïåðåõîäà

�



6 �
�

ex 8 0
2

0
2

0
2

E p

v E E
T

L T[ ]

è íà ÷àñòîòàõ ìíîãî ìåíüøèõ ÷àñòîòû ïåðåõîäà (ñòàòè÷åñêàÿ
äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü):

� �0
0

2

0
2

ex ex� 6
E

E
L

T

.

Åñòåñòâåííî, ôîðìóëà (6.7) ñïðàâåäëèâà òîëüêî äëÿ èçîëèðî-
âàííîãî ýêñèòîííîãî ïåðåõîäà (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå âêëàä îñ-
òàëüíûõ ïåðåõîäîâ â ñîîòíîøåíèÿ Êðàìåðñà-Êðîíèãà ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîñòîÿííûé), è òîëüêî äëÿ òàêèõ ïåðå-
õîäîâ ïàðàìåòðû �0

ex è �6
ex ìîãóò èìåòü îïðåäåëåííûé ñìûñë.

Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ýêñèòîíà îò âåëè÷èíû âîëíîâîãî
âåêòîðà K ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ çîíû ýêñèòîííûõ ñîñòîÿ-
íèé. Øèðèíà ýòîé çîíû, òàê æå êàê è LT-ðàñùåïëåíèå, îïðå-
äåëÿåòñÿ ðåçîíàíñíûì âçàèìîäåéñòâèåì àòîìîâ â êðèñòàëëå è
ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà 4 2
p v. Ïðè ìàëûõ K ìîæíî ïî-
ëó÷èòü çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ýêñèòîíà îò K â âèäå êâàäðàòè÷-
íîé ôîðìû îò êîìïîíåíò èìïóëüñà. Êîýôôèöèåíòû â ýòîé

107



ôîðìå ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà îáðàòíîé ýôôåêòèâ-
íîé ìàññû ( )m ij

�1 . Îäíàêî âûðàæåíèÿ äëÿ ( )m ij
�1 èìåþò

ñëîæíûé âèä è ñèëüíî çàâèñÿò îò òèïà êðèñòàëëè÷åñêîé
ñòðóêòóðû. Çíàê ýôôåêòèâíîé ìàññû ìîæåò áûòü, êàê è â ñëó-
÷àå ýëåêòðîííîé çîíû â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè, êàê ïî-
ëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì.

Ïðèâåäåííûå âûøå çàìå÷àíèÿ î ÷èñëå âåòâåé ýêñèòîíà
Ôðåíêåëÿ ñïðàâåäëèâû â òîì ñëó÷àå, åñëè â ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêå êðèñòàëëà íàõîäèòñÿ îäèí àòîì (ìîëåêóëà), à ó êàæ-
äîãî àòîìà èìååòñÿ òîëüêî îäíî âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå.
Åñëè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå êðèñòàëëà èìåþòñÿ äâå èëè áîëü-
øå îäèíàêîâûõ ìîëåêóë, òî ÷èñëî âåòâåé óâåëè÷èâàåòñÿ â ñî-
îòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç, è ìåæäó çîíàìè âîçíèêàåò äîïîëíè-
òåëüíîå ðàñùåïëåíèå. Âåëè÷èíà òàêîãî ðàñùåïëåíèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðåçîíàíñíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìîëåêóë â ÿ÷åéêå è ïî
âåëè÷èíå ïîðÿäêà LT-ðàñùåïëåíèÿ. Ýòîò ýôôåêò íàçûâàåòñÿ
«äàâûäîâîêèì ðàñùåïëåíèåì» [74]. Ýòîò ýôôåêò ïî ñâîåé
ïðèðîäå àíàëîãè÷åí ïîÿâëåíèþ îïòè÷åñêîé âåòâè ôîíîííûõ
êîëåáàíèé â êðèñòàëëàõ, ñîäåðæàùèõ äâà àòîìà è áîëåå àòî-
ìîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå.

Ïðè îïèñàíèè ýêñèòîíîâ Ôðåíêåëÿ ìû íå ïûòàëèñü ðå-
øàòü ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå, à àïðèîðè ïðåäïîëîæèëè, ÷òî
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ëîêàëèçîâàíà òîëüêî â îäíîé ÿ÷åéêå. Ïðè-
ìåíèìîñòü ýòîé êàðòèíû îãðàíè÷åíà ìîëåêóëÿðíûìè êðèñ-
òàëëàìè. Íåêîòîðûå ÷åðòû ýêñèòîíîâ Ôðåíêåëÿ èìåþòñÿ ó
íèæíèõ ýêñèòîííûõ ñîñòîÿíèé â êðèñòàëëàõ èíåðòíûõ ãàçîâ,
ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàëëîâ è ò.ä. Íî óæå áîëåå âîçáóæ-
äåííûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå ðûõëûìè, è ïðèìåíåíèå
ìîäåëè ýêñèòîíîâ Ôðåíêåëÿ óæå íåïðàâèëüíî. Ýòè ñîñòîÿíèÿ
ëó÷øå îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ ýêñèòîíîâ Âàíüå.

6.3 Ýêñèòîí Âàíüå-Ìîòòà
Âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ áîëüøîãî ðàäèóñà — äðóãîé

ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ýëåêòðîííî-äûðî÷íûõ âçàèìîäåéñòâèé.
Âåðíåìñÿ ê ñåêóëÿðíîìó óðàâíåíèþ (6.2).

Ðàäèóñ ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ ïîðÿäêà ïîñòîÿííîé ðåøåòêè.
Òåì ñàìûì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì íåîïðåäåëåííîñòè, â
îáðàçîâàíèè òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ñîñòîÿíèÿ
ñ èìïóëüñàìè èç âñåé çîíû Áðèëëþýíà (÷òî âèäíî èç ñóìì ïî
k, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýêñè-
òîíîâ Ôðåíêåëÿ). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàäèóñ ýêñèòîííî-
ãî ñîñòîÿíèÿ R ìíîãî áîëüøå ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a, òî
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ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííîñòè â ôîðìèðîâàíèè òàêîãî
ñîñòîÿíèÿ äîëæíû ïðèíèìàòü ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâûì âåêòî-
ðîì èç îáëàñòè ðàçìåðîì 
 R, ÷òî ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðû
çîíû Áðèëëþýíà 
 a. Òåì ñàìûì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîëü-
êî ñîñòîÿíèÿ â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëüíîãî âîëíî-
âîãî âåêòîðà k Km ( ), äëÿ êîòîðîãî ðàçíîñòü
E Ec v

HF HF( ) ( )k k K� � èìååò ìèíèìóì. Âáëèçè ýòîãî ýêñòðåìó-
ìà ìîæíî ðàçëîæèòü ýòó ðàçíîñòü (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáå
çîíû íåâûðîæäåíû âáëèçè ýêñòðåìóìà):

E E Ec v

ik m i

HF HF
min( ) ( ) ( )

( ) ( ) (( )

k k K K

K k k k

� � � �

� � ���
2

1

2
� km k

ik

) ,@ ��

ãäå( )( )� �1 K ik — òåíçîð ïðèâåäåííîé îáðàòíîé ýôôåêòèâíîé

ìàññû.
Êóëîíîâñêèé èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ñåêóëÿðíîå óðàâíå-

íèå, íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ l ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü
îáû÷íûì êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì äâóõ çàðÿäîâ ñ ó÷å-
òîì âëèÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êðèñòàëëà:

w c v
e

v c
e

RCoul( ) , ,l l 0
r r

0 l�
�

�
2

1 2

2

� �
,

ãäå R — íåïðåðûâíàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñêðåò-
íîìó âåêòîðó l. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü íàõîæäå-
íèÿ ýëåêòðîíà è äûðêè â îäíîé òî÷êå ìàëà, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì wex. Âîëíîâîé âåêòîð k â êîíòè-
íóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ � � � �R. Â òàêîì ñëó÷àå ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå (6.2)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:

� � � � �
�$

%&
'
()

�
2

1
2

2
( )( ) ~ ( ) ~ ~ ( )�

� � � �K R RK K Kik i k

e

R
F E F , (6.8)

ãäå ~ ( )E E E� �K K K� � min , ~ ( ) ( )F F e i m
� �K K

k RR R� � .
Ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì çàïèñàíî ýòî óðàâíåíèå, íàçû-

âàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ýôôåêòèâíîé ìàññû. Â ñëó÷àå íåâû-
ðîæäåííûõ çîí ýòî óðàâíåíèå îïðåäëÿåò ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ
F�K R( ), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ôóíêöèé Âàíüå. Â
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ñëó÷àå âûðîæäåííûõ çîí óðàâíåíèå (6.8) çàìåíÿåòñÿ íà ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.

Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûé âîëíîâîé âåêòîð K, ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýôôåêòèâíûå ìàññû äûðêè m mh v� � è ýëåêò-
ðîíà m mc e� ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè, è ÷òî ýêñ-
òðåìóìû îáåèõ çîí íàõîäÿòñÿ â òî÷êå D (k 0� ), òî

E
m m

E E
e h

c vmin
HF HF( )

( )
( ) ( )K

K
0 0�

�
� �

�
2 2

2
,

è ïðèâåäåííàÿ ýôôåêòèâíàÿ ìàññà � � � �� �1 1 1m me h
òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé è íå çàâèñèò îò K. Â ýòîì ïðîñ-
òåéøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6.8) èìååò òàêîé æå âèä, ÷òî è
óðàâíåíèå àòîìà âîäîðîäà. Ïîýòîìó åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
èçâåñòíû.

Åñëè � + 0, òî èìåþòñÿ ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèåé
E nn � � 8Ry 2 , ãäå Ry 8 � � �e 4 2 22 � — òàê íàçûâàåìàÿ ýêñè-
òîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Ðèäáåðãà. Ýòà êîíñòàíòà îòëè÷àåòñÿ îò
îáû÷íîé ïîñòîÿííîé Ðèäáåðãà äëÿ àòîìà âîäîðîäà
Ry � �me 4 22 135� , ýÂ ìíîæèòåëåì � �m 2 , ãäå m — ìàññà
ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà. Äëÿ èîíèçàöèîííîãî êîíòèíóóìà (íåñ-
âÿçàííûõ ñîñòîÿíèé) ýíåðãèÿ ðàâíà E kk � �

2 2 2�, ãäå k —
èìïóëüñ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà è äûðêè. Ýêñè-
òîííûé áîðîâñêèé ðàäèóñ a eB

8 � � ��
2 2 â � �m ðàç áîëüøå áî-

ðîâñêîãî ðàäèóñà àòîìà âîäîðîäà a meB � �
2 2 (0,05 íì). Ðà-

äèóñ n-ãî ñîñòîÿíèÿ ðàâåí R n an B� 82 .
Ïðèìåíèìîñòü ìîäåëè ýêñèòîíà Âàíüå-Ìîòòà òðåáóåò,

÷òîáû ðàäèóñ ñîñòîÿíèÿ Rn áûë áû ìíîãî áîëüøå ïîñòîÿííîé
ðåøåòêè a. Ýòî òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ n m2 1� � ++ .
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîäåëü Âàíüå-Ìîòòà ïðèìåíèìà êàê äëÿ
êðèñòàëëîâ ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì � è ìàëîé ïðèâåäåííîé ýô-
ôåêòèâíîé ìàññîé, òàê è â ñëó÷àå áîëüøèõ çíà÷åíèé êâàíòî-
âîãî ÷èñëà n (òî åñòü äëÿ ñîñòîÿíèé âáëèçè ïîðîãà èîíèçà-
öèè).

Òåì ñàìûì ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ýêñèòîíà Âàíüå-Ìîòòà
õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîëíûì èìïóëüñîì ýêñèòîíà K è êâàíòîâû-
ìè ÷èñëàìè � � { , , }n l m , ñîîòâåòñòâóþùèìè êâàíòîâûì ÷èñëàì
àòîìà âîäîðîäà. Ñîñòîÿíèÿ ñ n + 1 ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè
êàê ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó l (0 11 1 �l n ), òàê è
ïî m (� 1 1l m l). Ýíåðãèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ çàâèñèò
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òîëüêî îò K è n:

E E
K

m m

e

n
n g

e h
K � �

�
�

�

�

2 2 4

2 2 22( )

�

�
.

Çäåñü áûëà ââåäåíà øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû Eg , êîòîðàÿ â
èñïîëüçîâàííûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýíåð-
ãèè ñîñòîÿíèé Õàðòðè-Ôîêà:

E E Eg c v� �HF HF( ) ( )0 0 .

Ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ èìåþò òî÷êó ñãóùåíèÿ ó ãðàíèöû èîíè-
çàöèè Emin ( )K . Áåñêîíå÷íîå ÷èñëî óðîâíåé ñâÿçàííûõ ñîñòÿî-
íèé ñâÿçàíî ñ ïðèðîäîé ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ýëåêòðîíîì è äûðêîé (íåýêðàíèðîâàííûé êóëîíîâñêèé ïî-
òåíöèàë). Äëÿ áîëåå êîðîòêîäåéñòâóþùèõ ïîòåíöèàëîâ ÷èñëî
ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íûì è ìîæåò áûòü
äàæå ðàâíî íóëþ.

Íèæå íàì ïîíàäîáèòñÿ çíàòü íå òîëüêî çíà÷åíèÿ ýíåðãèé,
íî è ïîâåäåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè , â ÷àñòíîñòè, ïîâåäåíèå
F�K âáëèçè íóëÿ. Êàê ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà äëÿ àòîìà âîäîðîäà, F R aB

l
�K R( ) ~ ( )8 äëÿ R 3 0.

Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ýëåê-
òðîíà è äûðêè â îäíîé òî÷êå îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî äëÿ s-ñîñ-
òîÿíèé (l � 0).

Èîíèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ýêñèòîíà îáðàçóþò èîíèçàöèîí-
íûé êîíòèíóóì è ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ëèáî ïîëíûì èì-
ïóëüñîì ýêñèòîíà K è èìïóëüñîì îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ýëåêòðîíà è äûðêè k, ëèáî èìïóëüñàìè îòäåëüíûõ ÷àñòèö ke
è kh :

E E
K

m m

k
E

k

m

k

m
g

e h
g

e

e

h

h
kK � �

�
� � � �

� � � �2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2( ) �
.

Ýíåðãèÿ èîíèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé çàâèñèò îò èìïóëüñîâ ýëåê-
òðîíà è äûðêè òàê, êàê áóäòî ýëåêòðîí è äûðêà ñ èìïóëüñàìè
ke è kh íå âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Îäíàêî âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ F�K R( ) îòëè÷àåòñÿ îò âîëíîâîé ôóíêöèè íåâçàèìî-
äåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Ýòî ïîäðîáíî áóäåò ðàññìîòðåíî íèæå.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýêñèòîíîâ Ôðåíêåëÿ áîëüøîå âíèìà-
íèå óäåëÿëîñü LT-ðàñùåïëåíèþ. Äëÿ ýêñèòîíîâ Âàíüå-Ìîòòà
òàêæå âîçìîæíî LT-ðàñùåïëåíèå. Îíî îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî
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ñëàáåå, ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåòñÿ îáìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì
ýëåêòðîíà è äûðêè, êîòîðîå âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñîâïàäàþ-
ùèõ êîîðäèíàò ýëåòðîíîâ è äûðîê. Ïîýòîìó LT-ðàñùåïëåíèå
îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà 4 02 2
p F vnK ( ) è ìàëî, ïîñêîëüêó

FnK ( )0 ìàëî è îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ òîëüêî äëÿ s-ñîñòîÿíèé. Ïî-
ýòîìó òàêèì ðàñùåïëåíèåì îáû÷íî ïðåíåáðåãàþò.

Ðàññìîòðèì îïòè÷åñêèå ôóíêöèè ýêñèòîíîâ Âàíüå-Ìîò-
òà. Âïåðâûå îíè áûëè ðàññìîòðåíû â [75]. Êàê è âî âñåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ èäåàëûíàÿ íåäåôîðìèðóåìàÿ ðå-
øåòêà, ïåðåõîä ïðîèñõîäèò â ñîñòîÿíèå ïîëíûì âîëíîâûì
âåêòîðîì K � 0.

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
êðèñòàëëà g â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå �0 îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íûì

e g e f g

e f g a a g e f
v c

� �

� �

0 re k k0 re

k re

0
k

0 k k
k

0

� �

� �

8

8 �

@

@

( )

( ) 8 8
@  ( )k rek k
k

C Cc v d r3

 8@ f cv�0
k

k ed k( ) ( ). (6.9)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî f�0 k( )äëÿ ýêñèòîíà áîëüøîãî ðàäèóñà
îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â íåáîëüøîé îáëàñòè çîíû Áðèëëþýíà
âîêðóã çíà÷åíèÿ k k 0� m ( ), è ðàçëîæèì i-þ ïðîåêöèþ ìàòðè÷-
íîãî ýëåìåíòà äèïîëüíîãî ìîìåíòà d kcv( ) â ðÿä ïî k:

� �
[d k [d k 0

k k 0 [d kk k=k

cv i cv m i

m cv i
m

( )] ( ( ))]

[ ( )] ( )]
(

� �

� � �
0)

��

Åñëè d kcv m( ) - 0, òî ïåðåõîä íàçûâàåòñÿ äèïîëüíî ðàçðåøåí-
íûì; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — d kcv m( ) � 0 —äèïîëüíî çàïðå-
ùåííûì. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæíî âûíåñòè d kcv m( ) çà çíàê èí-
òåãðàëà â (6.9), è äëÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà ïåðåõîäà ïîëó÷àåì

e g f v Fcv m cv m� � �0 r d k k d k 00
k

0� �8 � 8@( ) ( ) ( ) ( )1 2 .

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî â
òàêèå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ F�0 - 0, ò. å. òîëüêî äëÿ s-ñîñòîÿ-
íèé ýêñèòîíà Âàíüå–Ìîòòà. Çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðà a R� , ãäå a —
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ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè, R� — ðàäèóñ ýêñèòîíà, ïîñêîëüêó, åñëè
ýòîò ïàðàìåòð íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, âûíîñèòü d kcv m( ) çà çíàê
ñóììû íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì.

Äëÿ äèïîëüíî çàïðåùåííûõ ïåðåõîäîâ ìàòðè÷íûé ýëå-
ìåíò ïðèîáðåòàåò âèä

� �e g f

v
k

m cv

ii

m

m

�

�
�

�0 r k k k d k

d

0 k k=k
k

k=k

� � � �

�

8

�

@

@

( ) [ ] ( )

1 2 �

�
�F

Ri

0

R

8

�0

.

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäû ïðîèñõîäÿò íå â ñîñòîÿíèÿ s-òèïà, à
p-òèïà, ïîñêîëüêó òîëüêî äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé �F�0 îòëè÷íî
îò íóëÿ â òî÷êå R � 0. Çàìåòèì, ÷òî òåðìèí «äèïîëüíî çàïðå-
ùåííûå ïåðåõîäû» èìååò â ñïåêòðîñêîïèè òâåðäîãî òåëà
ñìûñë, îòëè÷íûé îò ñìûñëà â àòîìíîé è ìîëåêóëÿðíîé ñïåêò-
ðîñêîïèè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè ïåðåõîä äèïîëüíî çàïðå-
ùåí, âîçìîæíû òîëüêî ìàãíèòíî-äèïîëüíûå è êâàäðóïîëüíûå
ïåðåõîäû. Â íàøåì æå ñëó÷àå ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü äèïîëü-
íîå ïðèáëèæåíèå, íî äëÿ äðóãèõ îáëàñòåé çîíû Áðèëëþýíà.
Åñëè ðàäèóñ ýêñèòîíà íå ñëèøêîì âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîñ-
òîÿííîé ðåøåòêè, èíòåíñèâíîñòü äèïîëüíî çàïðåùåííûõ ïå-
ðåõîäîâ íå ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äèïîëüíî ðàç-
ðåøåííûìè ïåðåõîäàìè.

Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äëÿ ñëó-
÷àÿ äèïîëüíî ðàçðåøåííûõ ïåðåõîäîâ ðàâíà

� 	



" 	� �
�

2

2
2 24

( ) ( ) ( )� �@
v

F Ecvd 00 0� .

Äëÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ïðè ýíåðãèÿõ
�	 � � � 8E E nn g0 Ry 2 ïîÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûå ëèíèè ñ èí-

òåíñèâíîñòÿìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè F v a nn B0 0( )2 3 3� 8
 , ãäå

aB
8 — áîðîâñêèé ðàäèóñ ýêñèòîíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåí-

ñèâíîñòè ïåðåõîäîâ â 1s-, 2s- è 3s-ñîñòîÿíèÿ ýêñèòîíà îòíîñÿò-
ñÿ êàê 1 1

8
1
27: : , òî åñòü èõ èíòåíñèâíîñòè áûñòðî ñïàäàþò. Â

ïðèáëèæåíèè íåäåôîðìèðóåìîé ðåøåòêè âñå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ
áåñêîíå÷íî óçêèìè; â äåéñòâèòåëüíîñòè îíè ïðèîáðåòàþò êî-
íå÷íóþ øèðèíó çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè êâàçè÷àñòè-
öàìè, â ÷àñòíîñòè, ôîíîíàìè. Ïîýòîìó ëèíèè
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âûñîêîâîçáóæäåííûõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé (n + 3) ðàçìûâà-
þòñÿ è îáðàçóþò êâàçèíåïðåðûâíûé ñïåêòð ñ êîíå÷íîé èíòåí-
ñèâíîñòüþ. Õîòÿ èíòåíñèâíîñòü êàæäîé îòäåëüíîé ëèíèè ïà-
äàåò êàê n �3 , èíòåíñèâíîñòü êâàçèíåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îêà-
çûâàåòñÿ êîíå÷íîé, ïîñêîëüêó ÷èñëî ñîñòîÿíèé, ïîïàäàþùèõ
èíòåðâàë ýíåðãèè 5E, ðàâíî ( )dE dn E n E� 8�1 3 25 5 Ry . Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ýêñèòîííîãî ïîãëîùåíèÿ äëÿ
áîëüøèõ n íå çàâèñèò îò ýíåðãèè è ðàâíàv aB2
Ry 8 8 âïëîòü äî

Eg , òî åñòü ýíåðãèè èîíèçàöèè ýêñèòîíà.
Âûøå ïîðîãà èîíèçàöèè ýíåðãèÿ ýêñèòîííîãî ñîñòîÿíèÿ

ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ýëåêòðîííî-äû-
ðî÷íîé ïàðû. Íî âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà è äûðêè ñóùåñò-
âåííî ìåíÿåò âîëíîâóþ ôóíêöèþ Fk0 0( ). Äëÿ âîäîðîäîïîäîá-
íûõ ñîñòîÿíèé ñ ýíåðãèåé âûøå Eg âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ
ýëåêòðîíà è äûðêè â îäíîé òî÷êå Fk0 0( )2 ðàâíà [49]

v
� 
� 
�exp( ) ( )sh , ãäå � � 8 �( )a kB
1 è k Eg� ��

� �
1 1 22[ ( )]� 	 ;

ïðè ýòîì � 3 6 äëÿ �	3 Eg , òî åñòü ýòà âåðîÿòíîñòü ðàñòåò ñ
ïðèáëèæåíèåì ýíåðãèè ê ïîðîãó èîíèçàöèè ñâåðõó êàê
( )�	� �Eg

1 2 , ÷òî ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåò óìåíüøåíèå ïðè-

âåäåííîé ìåæçîííîé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïî çàêîíó
( )�	�Eg

1 2 .Â ïðåäåëå �	3 Eg ñî ñòîðîíû êîíòèíóóìà çíà÷å-

íèå �2 ðàâíî
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� Ry

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðû � 	2 ( ) âûøå è íèæå Eg ïëàâíî, áåçî
âñÿêèõ îñîáåííîñòåé ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà (ðèñ. 20à). Òåì
ñàìûì ïðè íàëè÷èè ñèëüíûõ ýêñèòîííûõ ýôôåêòîâ îñîáåí-
íîñòè Âàí Õîâà � 	 	2

1 2( ) ~ ( )� �Eg íå íàáëþäàþòñÿ ñîâñåì,

òî åñòü ãðàíèöà ìåæäó ñâÿçàííûìè è èîíèçîâàííûìè ñîñòîÿ-
íèÿìè íèêàê íå ïðîÿâëÿåòñÿ â ñïåêòðàõ ~( )� 	 è â ñïåêòðàõ
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ïîãëîùåíèÿ. Âëèÿíèå ýêñèòîí-
íûõ ýôôåêòîâ îùóùàåòñÿ â îá-
ëàñòè 2Ry 8 âûøå Eg è òîëüêî

ïðè �	� ++ 8Eg Ry � 	2 ( ) ñòàíî-

âèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì
( )�	�Eg

1 2 .

Â ñëó÷àå äèïîëüíî çàïðå-
ùåííûõ ïåðåõîäîâ íèæíèì ñîñ-
òîÿíèåì, âîçáóæäàåìûì ñâåòîì,
ÿâëÿåòñÿ 2p-ñîñòîÿíèå ýêñèòîíà,
è èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ïðî-
ïîðöèîíàëüíû

v

a

n

nB
 8

�
5

2

5

1

â îáëàñòè äèñêðåòíûõ ïåðåõîäîâ,
è ïðîïîðöèîíàëüíû

� � �
�R k0 R 0

F v
2 2 21
� � 
� 
�( )exp( ) ( )sh

â îáëàñòè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
êâàçèíåïðåðûâíûé ñïåêòð äëÿ �	 0 Eg áåç ñèíãóëÿðíîñòåé
ïåðåõîäèò â íåïðåðûâíûé äëÿ �	 + Eg :

� 	 

�

�

	
2

2

2 5
2( ) �

� � 8

8 8

d

k
cv g

B

E

a

� Ry

Ry
, ïðè �	� 00 8Eg Ry .

Îñîáåííîñòè Âàí Õîâà íå íàáëþäàþòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå. Êà-
÷åñòâåííî ôîðìà ñïåêòðà ñ ó÷åòîì óøèðåíèÿ ëèíèé ïîêàçàíà
íà ðèñ. 20á. Èíòåíñèâíîñòè ïåðâûõ äâóõ ëèíèé, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïåðåõîäàì â 2p- è 3p-ñîñòîÿíèÿ, îòíîñÿòñÿ êàê
( ):( ) :3

32
8
243

6 83 2 3 1� � .

Äëÿ ìíîãèõ ïîëóïðîâîäíèêîâ ýêñèòîííàÿ ïîñòîÿííàÿ
Ðèäáåðãà ìàëà, íàïðèìåð â ãåðìàíèè Ry 8 � 0,016 ýÂ [76].

Êðîìå òîãî, ýêñèòîííûé ðàäèóñ â Ge aB
8 ~ 4 íì è çíà÷èòåëüíî

ïðåâûøàåò ïîñòîÿííóþ ðåøåòêè. Ïîýòîìó â ïîëóïðîâîäíè-
êàõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, õîðîøî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìå-
íèìîñòè ìîäåëè ýêñèòîíîâ Âàíüå—Ìîòòà, à, ñ äðóãîé
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ó÷åòà ýêñèòîííûõ ýôôåêòîâ.



ñòîðîíû, îíè ñëàáî ïðîÿâëÿþòñÿ â îïòè÷åñêîì ïîãëîùåíèè.
Íàïðîòèâ, â áîëåå øèðîêîçîííûõ êðèñòàëëàõ Ry 8 âîçðàñòà-
åò. Òàê, â Cu O2 — âåùåñòâå, â êîòîðîì âïåðâûå íàáëþäàëîñü
áîëüøîå ÷èñëî ýêñèòîííûõ ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëü-
øèì n,Ry 8 ïîðÿäêà 0,1 ýÂ [77]; à â ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñ-
òàëëàõ äîñòèãàåò 0,5 ýÂ. Ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàåòñÿ è ðàäè-
óñ ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó â ýòèõ êðèñòàëëàõ îáëàñòü âëèÿíèÿ ýê-
ñèòîííûõ ñîñòîÿíèé ñîñòàâëÿåò 1,5—2 ýÂ, è îñîáåííîñòè Âàí
Õîâà â ïðèíöèïå íàáëþäàòü íåâîçìîæíî.

Çäåñü íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Äëÿ
îöåíêè øèðèíû çàïðåùåííîé çîíû Eg âî ìíîãèõ êðèñòàëëàõ,
â òîì ÷èñëå è â øèðîêîçîííûõ, ÷àñòî èñïîëüçóþò ìîäåëü ýê-
ñèòîíîâ Âàíüå—Ìîòòà, ïðè÷åì îãðàíè÷èâàþòñÿ èíîãäà ïåð-
âûìè äâóìÿ-òðåìÿ ïèêàìè ýêñèòîííîé ñåðèè, ïîëó÷àÿ èç íèõ
çíà÷åíèåRy 8 . Ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî 1s-ñîñòîÿíèå èìå-
åò ìàëûé ðàäèóñ è ê íåìó ìîäåëü ýêñèòîíà áîëüøîãî ðàäèóñà
îáû÷íî ïëîõî ïðèìåíèìà. Ïîýòîìó ê òàêîãî ðîäà îöåíêàì øè-
ðèíû çàïðåùåííîé çîíû ñëåäóåò îòíîñèòüñÿ ñ îñòîðîæíîñ-
òüþ. Îïðåäåëåííûì êðèòåðèåì ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè Âàíüå-
Ìîòòà ìîæåò ñëóæèòü îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîä 1s- è 2s-ïèêà-
ìè, êîòîðîå äîëæíî ñîñòàâëÿòü 8:1.

Çäåñü ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ÷åðòû ýêñèòîííûõ ýôôåê-
òîâ, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ âáëèçè ìèíèìóìà E Ec v

HF HF� —
îñîáîé òî÷êè M0 -òèïà ïî êëàññèôèêàöèè §5. Â ñëó÷àå íåèçîò-
ðîïíûõ, âûðîæäåííûõ çîí ðàñ÷åò ýêñèòîííûõ ýôôåêòîâ çíà-
÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ, îäíàêî îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè �2
ìåíÿþòñÿ ìàëî. Âáëèçè îñòàëüíûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê (M1,
M2 , M3) òîæå âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå ýêñèòîííûõ ýôôåê-
òîâ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ ôîðìû ñïåêòðà ïîãëîùå-
íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.
Òàê, â êðèòè÷åñêîé òî÷êå M3 ýëåêòðîí è äûðêà ýôôåêòèâíî
îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âå-
ðîÿòíîñòè èõ íàõîæäåíèÿ â îäíîé òî÷êå è, ñëåäîâàòåëüíî, ê
óìåíüøåíèþ âêëàäà îò ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðû çîí â �2 . Åñòåñ-
òâåííî, ÷òî â ýòîé òî÷êå íå îáðàçóåòñÿ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé.
Âåëè÷èíà F�0 0( )2 óìåíüøàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî (êàê

e x�1 ) ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå M3 ( ~ )x EM3
� �	 , è ïîýòî-

ìó âêëàä â � 	2 ( ) ïëàâíî ïåðåõîäèò â íîëü.
Óâåëè÷åíèå � 	2 ( ) ïðè ýíåðãèÿõ �	âîêðóã òî÷êè M0 è èõ

óìåíüøåíèå íèæå òî÷êè M3 ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì,
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ïîñêîëüêó � 	2 ( ) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðàâèëó ñóìì. Òåì
ñàìûì, óñèëåíèå ýêñèòîííûõ ýôôåêòîâ íèæå ïîðîãà Eg ñ íå-
îáõîäèìîñòüþ ïðèâîäèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ñèë îñöèëëÿòî-
ðîâ âî âñåì ñïåêòðå. Â ïðåäåëå î÷åíü ñèëüíîé ýëåêòðîí-ôî-
íîííîé ñâÿçè âñå ñèëû îñöèëëÿòîðîâ êîíöåíòðèðóþòñÿ â îä-
íîé ëèíèè, êîòîðàÿ â ýòîì ïðåäåëå îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ ýê-
ñèòîíà Ôðåíêåëÿ. Ñèëû îñöèëëÿòîðîâ äëÿ ïåðåõîäîâ â ñîñòî-
ÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñòàíîâÿòñÿ ìàëûìè.

Â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ M1 è M2 â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíî-
øåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìàññ òàêæå âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå ðå-
çîíàíñíûõ ñîñòîÿíèé. Ýòè ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäÿò ê ïèêàì â ïîã-
ëîùåíèè. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé ëåæèò
âûøå ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ îñíîâíîãî
ñîñòîÿíèÿ, ñîñòîÿíèÿ áóäóò àâòîèîíèçàöèîííûìè — îíè ðàñ-
ïàäàþòñÿ íà äðóãèå ýëåêòðîííûå âîçáóæäåíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò
ê êîíå÷íîé øèðèíå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé
äàæå â íåäåôîðìèðóåìîì êðèñòàëëå. Ìåòîäû ðàñ÷åòà ôîðì
ëèíèé ïîäîáíûõ ñîñòîÿíèé èçëîæåíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôå.

6.4 Ýêñèòîíû â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ
Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû äâå êðàéíèå ìîäåëè: ìîäåëè ýê-

ñèòîíà Ôðåíêåëÿ è ýêñèòîíà Âàíüå-Ìîòòà. Åñòåñòâåííî, ÷òî â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ ðåàëüíûõ êðèñòàëëîâ ýòè ïðîñòûå
ìîäåëè â ÷èñòîì âèäå íåïðèìåíèìû. Â äàííîì ðàçäåëå ìû
ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ýôôåêòû, îïóùåííûå â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó âîçìîæíûõ ñïè-
íîâûõ ñîñòîÿíèé ýêñèòîíà ([71, 78]). Ïîñêîëüêó ýëåêòðîí è
äûðêà èìåþò ñïèí, ðàâíûé 1

2, òî âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå
âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëíûì ñïèíîì S � 0 èëè S � 1. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ýêñèòîí íàçûâàåòñÿ ñèíãëåòíûì ýêñèòîíîì, âî
âòîðîì — òðèïëåòíûì. Ïðè îïòè÷åñêîì âîçáóæäåíèè ñïèí
ýëåêòðîíà ïðè ïåðåõîäå èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðîâîäè-
ìîñòè íå ìåíÿåòñÿ. Èñõîäíîå ñîñòîÿíèå g îáëàäàåò ðàâíûì
íóëþ ñïèíîì, ïîýòîìó ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ôîòîíàìè íàá-
ëþäàþòñÿ òîëüêî ñèíãëåòíûå ýêñèòîíû. Â òî æå âðåìÿ òðèï-
ëåòíûå ýêñèòîíû èãðàþò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü â ïðîöåññàõ ïå-
ðåíîñà ýíåðãèè è â ëþìèíåñöåíöèè (îñîáåííî â ìîëåêóëÿð-
íûõ êðèñòàëëàõ). Ïðè âûâîäå âûðàæåíèé äëÿ ýíåðãèè ýêñè-
òîíîâ íåîáõîäèìî ê êîîðäèíàòàì ïðèïèñàòü ñïèíîâûå êîìïî-
íåíòû è âåçäå, ãäå âõîäèò èíòåãðèðîâàíèå ïî r, ïðîèçâîäèòü
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ñóììèðîâàíèå ïî ñïèíó ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåêòðîíà. Ïðè
ýòîì îò ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ ýêñèòîíà áóäåò çàâèñåòü îáìåí-
íûé ÷ëåí. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äëÿ òðèïëåòíûõ ñîñòîÿ-
íèéwex â óðàâíåíèè (6.3) èñ÷åçàåò, à äëÿ ñèíãëåòíûõ — óäâà-
èâàåòñÿ. Ïîñêîëüêó wex( )0 0+ , ñèíãëåòíîå ñîñòîÿíèå ëåæèò
âûøå ïî ýíåðãèè, ÷åì òðèïëåòíîå, íà âåëè÷èíó
2 e wiKm

m 0

mex( )
-
@ . Îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ êîí-

òàêòíûì, ïîýòîìó îíî ñóùåñòâåííî òîëüêî â s-ñîñòîÿíèÿõ ýê-
ñèòîíà è ïðîïîðöèîíàëüíî ( )a aB

8 3 .
Çäåñü áûë ðàññìîòðåí ñïåêòð ýêñèòîííûõ ñîñòîÿíèé â

ñëó÷àå, êîãäà çîíà ïðîâîäèìîñòè è âàëåíòíàÿ çîíà ñîñòîÿò èç
îäíîé âåòâè êàæäàÿ. Îäíàêî ÷àñòî âàëåíòíàÿ çîíà â òî÷êå
ìàêñèìóìà — â D-òî÷êå — ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Ñïèí-îð-
áèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòè÷íî ñíèìàåò ýòî âûðîæäåíèå,
è âàëåíòíàÿ çîíà ðàñùåïëÿåòñÿ íà ïîäçîíû. Ýòî ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî âî ìíîãèõ êðèñòàëëàõ íàáëþäàþòñÿ äâå-òðè ýêñè-
òîííûå ñåðèè âáëèçè êðàÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ,
ïðè÷åì îíè èìåþò ðàçëè÷íûå ïîñòîÿííûå Ðèäáåðãà è ðàçëè÷-
íûå ýíåðãèè òî÷åê ñãóùåíèÿ êâàçèäèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Íàá-
ëþäåíèå íåñêîëüêèõ ñåðèé ïîçâîëÿåò ñ áîëüøîé äîñòîâåðíîñ-
òüþ ãîâîðèòü î ñòðóêòóðå âàëåíòíîé çîíû âáëèçè ìàêñèìóìà.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ýôôåêòèâíîé ìàññû è àïïðîêñè-
ìàöèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ââåäåíèåì ìàêðîñêîïè-
÷åñêîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âîçìîæíû ëèøü äëÿ
ïîòåíöèàëîâ, ïëàâíî ìåíÿþùèõñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà
ìåæàòîìíûõ. Äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà âáëèçè r � 0 ýòî
óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó äàæå â êðèñòàëëàõ ñ õîðîøî
âûðàæåííûìè âîäîðîäîïîäîáíûìè ñåðèÿìè ïåðâûé óðîâåíü
1s âûïàäàåò èç îáùåé çàêîíîìåðíîñòè. ×òîáû ïîíÿòü, êàê
ìîæíî îòêîððåêòèðîâàòü ïîòåíöèàë, òðåáóåòñÿ ïîäðîáíåå îá-
ñóäèòü ïîëÿðèçàöèþ îêðóæàþùåãî êðèñòàëëà.

Ïðîäîëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè âçàè-
ìîäåéñòâèè ýëåêòðîíà ñ äûðêîé, ýêðàíèðóåòñÿ â êðèñòàëëå,
÷òî ó÷èòûâàåòñÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ � â çíàìå-
íàòåëå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîñêîëüêó � çàâèñèò îò
÷àñòîòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ 	, ïîëÿðèçàöèÿ êðèñòàëëà òàê-
æå áóäåò çàâèñåòü îò õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò îòíîñèòåëüíîãî äâè-
æåíèÿ ýëåêòðîíà è äûðêè. Åñëè ðàäèóñ ýêñèòîííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ìàë (ïîðÿäêà ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ), õàðàêòåðíûå
÷àñòîòû ìíîãî áîëüøå ÷àñòîò èîííîé ïîäñèñòåìû (ìû áóäåì
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èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå?L äëÿ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû ôîíî-
íîâ), è â êà÷åñòâå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âûñòóïàåò
�6 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè äèýëåêòðèêà. Äëÿ
áîëüøèõ ðàäèóñîâ ýêñèòîíà õàðàêòåðíûå ÷àñòîòû äâèæåíèÿ
ñòàíîâÿòñÿ ìåíüøå, è â ïîëÿðèçàöèè íà÷èíàåò ó÷àñòâîâàòü
èîííàÿ ïîäñèñòåìà êðèñòàëëà. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå äèýëåêò-
ðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âûñòóïàåò ñòàòè÷åñêàÿ äèýëåêòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü �0 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòè ÷àñòîò
íèæå ÷àñòîòû èíôðàêðàñíîãî ïîãëîùåíèÿ (	 0?L). Âîîáùå
ãîâîðÿ, èç èíòóèòèâíûõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî çàïèñàòü ïîòåí-
öèàë âçàèìîäåéñòâèÿ â âèäå

� �
w

e

r reh
Coul �

2

� 	 ( )
, (6.10)

ãäå 	eh r( )— õàðàêòåðíàÿ ÷àñòîòà äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà è äûð-
êè, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè r äðóã îò äðóãà. Åå ìîæíî
îöåíèòü, çíàÿ, ÷òî óãëîâîé ìîìåíò ïîðÿäêà �, à ìîìåíò èíåð-
öèè ïîðÿäêà �r2 : 	 �eh r r( ) � �

2 . Äëÿ êðèñòàëëîâ ñ øèðîêîé

çàïðåùåííîé çîíîé ýòà ÷àñòîòà ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ òèïè÷-
íîé ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ðåøåòêè?L íà ðàññòîÿíèÿõ rïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ. Â ðàáîòå [79] ïðåäëîæåí áîëåå ïðÿ-
ìîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû, îïèñû-
âàþùåé ïåðåõîä îò ïîòåíöèàëà e r2

0� íà áîëüøèõ ðàññòîÿíè-

ÿõ ê ïîòåíöèàëó e r2 �6 äëÿ ìàëûõ ðàññòîÿíèé. Ýòà ôîðìóëà

èìååò âèä (6.10), ãäå �( )r îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

1 1 1 1
1

20� � � �

� �

( )r

e er re h
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) �

�9

:
;
;
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=
>
>

6 6

� �

, (6.11)

à �� �� � 2m L? . Èíòåðïîëÿöèîííûå ôîðìóëû òàêîãî òèïà

ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ è äëÿ äðóãèõ ôîðì îïèñàíèÿ ÷àñòîòíîé çà-
âèñèìîñòè � 	( ). Íàïðèìåð, â [80] ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ëîêà-
ëèçîâàííûõ ýêñèòîííûõ ñîñòîÿíèé (ôðåíêåëåâñêèõ ýêñèòî-
íîâ), èìåþùèõ ýíåðãèþ âîçáóæäåíèÿ EL0 , íà ïîëÿðèçàöèþ
êðèñòàëëà, è ïîëó÷åíà ôîðìóëà (6.11) ñ çàìåíîé � �0 3 6 ,
�6 3 1, ?L LE3 0 �. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà è äûðêè ñ
ôðåíêåëåâñêèìè ýêñèòîíàìè èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ áîëüøèõ
õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò äâèæåíèÿ, òî åñòü äëÿ ðàññòîÿíèé, ñðàâ-
íèìûõ ñ ìåæàòîìíûìè. Íà òàêèõ ðàññòîÿíèÿõ ïðèìåíèìîñòü
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êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ óæå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ.
Èçìåíåíèå ôîðìû êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñ-

òâèÿ wCoul ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñ-
êîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ýêñèòîíà. Èñ-
ñëåäîâàíèå ýêñèòîííûõ ñîñòîÿíèé ñ ïîòåíöèàëîì òèïà (6.11)
âîçìîæíî òîëüêî ÷èñëåííî. Íî êà÷åñòâåííî ñâîéñòâà ýêñèòî-
íîâ íå ìåíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, îñòàþòñÿ òàêèå ñâîéñòâà, êàê
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé è ïðîïàäàíèå
îñîáåííîñòåé Âàí Õîâà â ñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ.

Åñëè â êðèñòàëëå èìåþòñÿ ñâîáîäíûå íîñèòåëè çàðÿäà (è
ïîýòîìó ó íåãî èìååòñÿ êîíå÷íàÿ ïðîâîäèìîñòü 7), âîçíèêàåò
ýôôåêò ýêðàíèðîâàíèÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, ïðèðîäà
êîòîðîãî òàêæå ñâÿçàíà ñ ïîëÿðèçàöèåé êðèñòàëëà (ó÷èòûâàÿ,
÷òî íà ìàëûõ ÷àñòîòàõ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èìååò
ïîëþñ: ~( )� 	 � 
 7 	� �0 4 i , ñì. (1.22)). Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì,
÷òî íîñèòåëè çàðÿäà íå èñïûòûâàþò ñîóäàðåíèé, 7 â ñâîþ î÷å-
ðåäü ñòàíîâèòñÿ ìíèìîé âåëè÷èíîé 7 	� 8ie n m2 (ãäå n —

êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ, m 8 — èõ ýôôåêòèâíàÿ
ìàññà), è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðèîáðåòàåò âèä
� 	 � 
 	( ) � � 8

0
2 24 e n m è òåì ñàìûì èìååò ïîëþñ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà ïðè 	3 0 (êàê ýòî áûëî áû â ñëó÷àå ñâåðõïðîâîäíèêà;
ñðàâíèòå ñ (4.27)). Áîëåå ïðÿìîé âûâîä âûðàæåíèÿ äëÿ äèý-
ëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî íåëüçÿ ïðåíåá-
ðåãàòü ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèåé ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíûõ
çàðÿäîâ, è � 	( , )k èìååò òàêæå ïîëþñ è ïî k â òî÷êå	 � 0:
� � �( , )0 10

2 2k � � Dk , ãäå âåäåí äåáàåâñêèé ðàäèóñ

� 
D Bk T ne� 4 2 äëÿ íåâûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà.

Òàêàÿ çàâèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè îò k ïðè-
âîäèò ê ýêðàíèðîâàíèþ ïðîäîëüíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ:

w
e

r
e r D

Coul �
�

2
� . (6.12)

Â ìåòàëëàõ òàêîå ýêðàíèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî ñèëüíûì,
è ðàäèóñ ýêðàíèðîâàíèÿ �TF, íàçûâàåìûé ðàäèóñîì Òîìàñà-
Ôåðìè, îïðåäåëÿåòñÿ êâàíòîâîé ôîðìóëîé è íå çàâèñèò îò

òåìïåðàòóðû:� 
TF � 8
�
2 24m e kF , ãäå kF — èìïóëüñ Ôåð-

ìè. Òàêîå ýêðàíèðîâàíèå ïðèâîäèò íå òîëüêî ê ñäâèãó ýêñè-
òîííûõ ñîñòîÿíèé, íî è ê èçìåíåíèþ èõ ÷èñëà. Ïîñêîëüêó
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ïîòåíöèàë (6.12) ñòàíîâèòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì, ÷èñëî
ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé êîíå÷íî. Â ñëó÷àå áîëüøèõ 7 (íàïðè-
ìåð, â ìåòàëëàõ) âîâñå íå îáðàçóåòñÿ ýêñèòîííûõ ñîñòîÿíèé.
Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà óðîâíåé ñèíãóëÿðíîñòè Âàí Õîâà
äîëæíû íàáëþäàòüñÿ íà ïîðîãå ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùå-
íèÿ.

Â èîííûõ êðèñòàëëàõ è ðÿäå äðóãèõ ñîåäèíåíèé ýêñèòî-
íû èìåþò äîñòàòî÷íî ìàëûé ðàäèóñ. Íî â èõ ôîðìèðîâàíèè
ïðèíèìàþò ó÷àñòèå âîëíîâûå ôóíêöèè íå îäíîãî àòîìà, à íåñ-
êîëüêèõ, ïîýòîìó ìîäåëü ýêñèòîíà Ôðåíêåëÿ òàêæå íå ïðèìå-
íèìà. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ýêñèòîíîâ áûëà ïðåäëîæåíà ìî-
äåëü «ïåðåíîñà ýëåêòðîíà», ïðè êîòîðîé ýëåêòðîí ñ àòîìà ãà-
ëîèäà (âàëåíòíàÿ çîíà â îñíîâíîì ñôîðìèðîâàíà p-ñîñòîÿíè-
ÿìè àíèîíà) ïåðåõîäèò íà àòîì ùåëî÷íîãî ìåòàëëà (äíî çîíû
ïðîâîäèìîñòè ôîðìèðóåòñÿ s- è d-ôóíêöèÿìè êàòèîíà). Ýíåð-
ãèÿ òàêîãî ïåðåíîñà ïî ìîäåëè Õèëøà—Ïîëÿ [81] ðàâíà

E E E e aA I M� � � � 2 , (6.13)

ãäå EA — ýíåðãèÿ ñðîäñòâà ýëåêòðîíà ê àòîìó ãàëîèäà (ýíåð-
ãèÿ, òðåáóåìàÿ äëÿ óäàëåíèÿ ýëåêòðîíà), EI — ýíåðãèÿ èîíè-
çàöèè àòîìà ùåëî÷íîãî ìåòàëëà (êîòîðàÿ âûäåëÿåòñÿ ïðè âîç-
âðàùåíèè ýëåêòðîíà íà ñîñåäíèé àòîì), �M — êîíñòàíòà Ìà-
äåëóíãà, a — ðàññòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Ïîñ-
ëåäíèé ÷ëåí ó÷èòûâàåò èîííóþ ñòðóêòóðó êðèñòàëëà. Êîíñ-
òàíòà Ìàäåëóíãà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîòåí-
öèàë â òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ êàêîãî-ëèáî ïîëîæèòåëüíîãî èîíà
â ðåøåòêå èç ïåðèîäè÷åñêè ÷åðåäóþùèõñÿ èîíîâ ñ çàðÿäàìè
Ie èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò
òèïà ðåøåòêè è ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Â èîííûõ êðèñòàëëàõ
êóáè÷åñêîé ñòðóêòóðû âìåñòî ïîñòîÿííîé ðåøåòêè â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà ÷àñòî èñïîëüçóþò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áëè-
æàéøèìè ñîñåäÿìè a. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ïîòåíöèàë èìååò
âèä �Me a2 , ãäå �M çàâèñèò òîëüêî îò òèïà êðèñòàëëà. Äëÿ

ðåøåòêè òèïà NaCl �M � 1,7476, äëÿ CsI �M � 1,7624.
Ôîðìóëà (6.13), äàåò äîñòàòî÷íî òî÷íîå ïîëîæåíèå ïåð-

âîãî ïèêà ïîãëîùåíèÿ. Ýòà ôîðìóëà ïðàâèëüíî äàåò ðàñùåï-
ëåíèå ýêñèòîííûõ ïèêîâ èç-çà ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, ïîñêîëüêó ýíåðãèÿ ñðîäñòâà ýëåêòðîíà ê àòîìó ãàëîèäà
ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñîñòîÿíèÿ, â êîòî-
ðîì íàõîäèòñÿ p 5 -îáîëî÷êà àòîìà: 2

1 2P èëè 2
3 2P . Ê
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ñîæàëåíèþ, ôîðìóëà Õèëøà—Ïîëÿ íå ìîæåò áûòü ïðîñòî
îáîñíîâàíà. Âñå ïîïûòêè âûâåñòè åå ñ áîëüøåé ñòåïåíüþ ñòðî-
ãîñòè ïðèâîäèëè ê õóäøåìó ñîãëàñèþ ñ ýêñïåðèìåíòîì, â ÷àñ-
òíîñòè èç-çà òîãî, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà äîâîëüíî
ðàçìàçàíà è âåðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí âíå öåíòðàëüíîãî
àòîìà è åãî øåñòè áëèæàéøèõ ñîñåäåé îêàçûâàåòñÿ ñóùåñò-
âåííîé. Ê òîìó æå ôîðìóëû ýòîãî òèïà äàþò òîëüêî ýíåðãèþ
íèæíåãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ, îöåíèòü æå ýíåðãèþ èîíè-
çàöèè òàêîãî ýêñèòîíà íå óäàåòñÿ.

Ýêñèòîííûå ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàþò íå òîëüêî ïðè ïåðåõîäå
èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðîâîäèìîñòè, íî è ïðè ïåðåõîäå èç
áîëåå ãëóáîêî ëåæàùèõ ïî ýíåðãèè îñòîâíûõ çîí. Ïðè ýòîì
îñíîâíûå ñâîéñòâà ýêñèòîíà àíàëîãè÷íû âàëåíòíûì ýêñèòî-
íàì, çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî èç-çà ñëàáîãî ïåðåêðûòèÿ âíóò-
ðåííèõ ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé äèñïåðñèÿ îñòîâíûõ çîí ìàëà.
Ïðè ýòîì ïîëíàÿ ìàññà ýêñèòîíà îêàçûâàåòñÿ áîëüøîé, à ïðè-
âåäåííàÿ ìàññà îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà è äûðêè
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çîíîé ïðîâîäèìîñòè. Îäíàêî â ýòèõ ñîñ-
òîÿíèÿõ âîçìîæíî âçàèìîäåéñòâèå ñ ìåíåå ýíåðãåòè÷íûìè
ñîñòîÿíèÿìè, ÷òî ïðèâîäèò ê êîíå÷íîìó âðåìåíè æèçíè ýêñè-
òîíîâ. Ýòè ýôôåêòû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôå.
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§7 Êîíôèãóðàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå

7.1 Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñèñòåìû
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

Â ïàðàãðàôàõ 5 è 6 áûëè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ äèý-
ëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ~( )� 	 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èç-
âåñòíû òî÷íûå ðåøåíèÿ � óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà è ñîîòâåòñ-
òâóþùèå èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ E� . Ê ñîæàëåíèþ, â áîëü-
øèíñòâå ñëó÷àåâ èçâåñòíû òîëüêî ïðèáëèæåííûå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ��0 , îïèñû-
âàþùåãî òâåðäîå òåëî áåç âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôîòîíàìè. Åñëè
æå èçâåñòíû òîëüêî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðîãî ïðèáëèæåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ��00 , òî òà-
êàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíà äëÿ ðå-
øåíèÿ òî÷íîé çàäà÷è, ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìàÿ ñèñòåìà ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Îäíàêî ãàìèëüòîíèàí ��0 íå äèàãîíàëè-
çóåòñÿ â ýòîé ñèñòåìå ôóíêöèé. Òåì ñàìûì ñîñòîÿíèå, îïèñû-
âàåìîå ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ãàìèëüòîíèàíà ��00 , ïðèîáðå-
òàåò êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè â ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé òî÷íûì
ãàìèëüòîíèàíîì ��0 , à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýíåðãèÿ ïðèîáðåòàåò
íåêîòîðóþ ìíèìóþ ÷àñòü. Ïðè ýòîì ôîðìóëà (3.8) äëÿ � 	2 ( )
òåðÿåò ñìûñë. Ïîïûòàåìñÿ îáîáùèòü ýòó ôîðìóëó íå î÷åíü
ñòðîãèì, íî íàãëÿäíûì ñïîñîáîì.

Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðîïîð-
öèîíàëüíà ñóììå ïî êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì:

� 	 " 	 	

" 	 	

2

2
( ) ~ � ( )

� ( ) � .

f g

g f f g

fg
f

fg
f





 


� �

� �

� �

� �

@

@ �

(7.1)

Ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ
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îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì g íàøåé ñèñòåìû è íå âûðîæäåíî. Ââå-
äåííûé çäåñü äëÿ êðàòêîñòè îïåðàòîð ýëåêòðîí-ôîòîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ � ~
 r ej

j
@ ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì, � �
 
� � .

Çàìåíèì âõîäÿùóþ â (7.1) "-ôóíêöèþ ýêâèâàëåíòíûì âûðà-
æåíèåì

" 	 	

 	

( ) Im ,� �
�

� �
� � �fg

fE E i

1 1

00

ãäå E0 — ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè ýíåðãèþ îòñ÷è-
òûâàòü îò ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, òî E0 0� è ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü ôîðìóëó (7.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� 	 
2
1( ) ~ Im � � � ,� @ g f f g

f


 �


� ( � ) .� �� � � �
�	 0

10i (7.2)

Çäåñü ìû ââåëè ôóíêöèþ Ãðèíà �� äëÿ òî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà
��0 è ó÷ëè, ÷òî â ñîñòîÿíèè f åãî çíà÷åíèå ðàâíî Ef . Ïîñ-

êîëüêó ñèñòåìà ôóíêöèé f ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, ìîæíî âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì f f

f
@ � 1 è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èòü

� 	 
2
1( ) ~ Im � � � .� g g
�
 (7.3)

Ýòà ôîðìóëà íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ ÿâíûì
îáðàçîì. Ïîýòîìó òàêîå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî
äëÿ ëþáîé ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé, íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà ��00 .

Ôîðìóëà (7.3) ìîæåò áûòü âûâåäåíà âïîëíå ñòðîãî. Äëÿ òîãî
÷òîáû åþ ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ, âûÿñíèì íåêîòîðûå
ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà. Ïóñòü ãàìèëüòîíèàí ��0 ïðåäñòàâ-

ëåí â âèäå «íåâîçìóùåííîãî» ãàìèëüòîíèàíà ��00 è íåêîòîðî-

ãî âîçìóùåíèÿ � � �� � �� �0 00 , êîòîðîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè ãàìèëüòîíèàíà
��00 . Äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ìîæåò áûòü çàïèñàíî òàê íàçûâàå-

ìîå «óðàâíåíèå Äàéñîíà»:

� � � � �� � ���� �0 0 , (7.4)
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ãäå � ( � )� �0 00
10� � � �

�	 i — ôóíêöèÿ Ãðèíà íåâîçìóùåííîé

çàäà÷è. Óðàâíåíèå Äàéñîíà ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîâåðåíî óì-
íîæåíèåì ñïðàâà íà ��0

1� è ñëåâà íà ���1, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ

òîæäåñòâî

�	� �  � �� �i0 00 0
1 1� � � �� � � �.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óðàâíåíèå (7.4) òî÷íîå. Ê ñîæàëåíèþ, ïîñ-
êîëüêó óðàâíåíèå îïåðàòîðíîå, òî ðåøèòü åãî â îáùåì âèäå
íåâîçìîæíî (çà èñêëþ÷åíèåì ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ (7.2),
ìàëî äàþùåãî äëÿ ïðàêòèêè). Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ Äàéñîíà îñíîâàíî íà ïåðåïèñûâàíèè åãî â âèäå
áåñêîíå÷íîãî ðÿäà:

� � � � � � � � � � � � � � � � �� � � �� � �� �� � �� �� ��� � � � �0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 � (7.5)

Ýòîò ðÿä äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðèáëèæåííî-
ãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö.

7.2 Ýôôåêò Îæå
Â ìíîãîýëåêòðîííîé ñèñòåìå ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ

ýíåðãèÿõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé âîçíèêàåò îñîáûé òèï âû-
ðîæäåíèÿ, êîãäà îäíî è òî æå çíà÷åíèå ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò
äâóì è áîëåå ñîñòîÿíèÿì, èìåþùèì ðàçëè÷íîå ÷èñëî âîçáóæ-
äåííûõ ÷àñòèö. Íàïðèìåð, åñëè ýëåêòðîí èçâëåêàåòñÿ èç îä-
íîé èç äîñòàòî÷íî ãëóáîêèõ îñòîâíûõ çîí, ýíåðãèÿ òàêîãî ñîñ-
òîÿíèÿ ìîæåò áûòü ðàâíà ýíåðãèè áîëåå ñëîæíîãî ñîñòîÿíèÿ,
â êîòîðîì äâà ýëåêòðîíà ïåðåìåùàþòñÿ èç âàëåíòíîé çîíû íà
âîçáóæäåííûå óðîâíè. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ñ ðàçíûì ÷èñëîì âîç-
áóæäåííûõ ýëåêòðîíîâ ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü äðóã ñ äðó-
ãîì, ÷òî âûçûâàåò ïåðåõîäû ìåæäó íèìè. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿ-
íèé òàêîãî ðîäà ìîæåò áûòü ìíîãî (ýëåêòðîí ìîæåò ïåðåéòè â
íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå â çîíå ïðîâîäèìîñòè, îáðàçîâàòü ýêñè-
òîí, ïåðåéòè íà äåôåêòíîå ñîñòîÿíèå è ò. ä.), ïîäðîáíûé àíà-
ëèç âñåõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé äîñòàòî÷íî ãðîìîçäîê. Çäåñü
ìû îïèøåì îäíó èç òàêèõ âîçìîæíîñòåé, íî îñíîâíûå ÷åðòû
òàêîãî îïèñàíèÿ áóäóò ïðèìåíèìû è äëÿ äðóãèõ ñëó÷àåâ. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå ïðîöåññû âçàèìîäåéñòâèÿ íàçûâàþòñÿ ýôôåê-
òîì Îæå (ñì., íàïðèìåð, [67, 82, 83]).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðîâíåé â òâåðäîì òåëå, ïîêàçàííóþ
íà ðèñ. 21. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ íåêîòîðûå çàïîëíåí-
íûå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îñòîâíûå óðîâíè c1, c2 è c3 . Âûøå
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ýíåðãèè Et íà÷èíàåòñÿ êîíòè-
íóóì íåïðåðûâíûõ ñîñòîÿíèé.
Ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå
ïåðåâîäèò ýëåêòðîí ñ ñàìîãî
ãëóáîêîãî îñòîâíîãî óðîâíÿ c1
â íåêîòîðîå âîçáóæäåííîå ñîñ-
òîÿíèå. Òàêèì ñîñòîÿíèåì ìî-
æåò áûòü ñîñòîÿíèå â çîíå ïðî-
âîäèìîñòè èëè ýêñèòîííîå ñîñ-
òîÿíèå �. Çäåñü áóäåò ðàññìîò-
ðåí ïîñëåäíèé ñëó÷àé, ïîñ-
êîëüêó ïðè îòñóòñòâèè âçàèìî-
äåéñòâèÿ òàêîé ïåðåõîä ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ èçîëèðîâàí-
íîé "-îáðàçíîé ëèíèè â ñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîä èîíèçàöèîííûì êîíòèíóóìîì
èìååòñÿ ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå �, â êîòîðîå ýëåêòðîí ïåðåõîäèò
ñ óðîâíÿ c1. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåì èñïîëü-
çîâàòü îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ: � �� �a a gc1

.

Íà ðèñ. 21 ýòîò ïðîöåññ ïîêàçàí øòðèõîâîé ëèíèåé. Åñëè æå
ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè ñîñòîÿíèÿìè, òî âûïè-
ñàííîå âûøå ñîñòîÿíèå óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñîñòîÿ-
íèåì òî÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà ��0 , è åãî âðåìÿ æèçíè ñòàíîâèò-
ñÿ êîíå÷íûì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðèáëèæåííîìó ãà-
ìèëüòîíèàíó ��00 ñîîòâåòñòâóþò íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ñîñòî-
ÿíèÿ c1, c2 , c3 , � è ñîñòîÿíèÿ â çîíå ïðîâîäèìîñòè k. Âçàèìî-
äåéñòâèå �� ïðèâîäèò ê ÷àñòè÷íîìó ïåðåìåøèâàíèþ ýòèõ ñîñ-
òîÿíèé. Â íàøåé ñèñòåìå ýíåðãèþ E� , êîòîðóþ èìååò ñîñòîÿ-
íèå � , ìîæåò èìåòü åùå íåñêîëüêî ñîñòîÿíèé. Íàïðèìåð, òà-
êèì ñîñòîÿíèåì ìîæåò áûòü ñîñòîÿíèå ñ äâóìÿ âîçáóæäåííû-
ìè ýëåêòðîíàìè � �� � �a a a a g

k c c2 3
, â êîòîðîì äûðêè âîçíè-

êàþò íà ìåíåå ãëóáîêèõ óðîâíÿõ. Ýòî âîçìîæíî â òîì ñëó÷àå,
åñëè ýíåðãèÿ ïîðîãà èîíèçàöèîííûõ ñîñòîÿíèé óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ E E E Et c c c1 � �

2 3 1
. Ïðè ýòîì âîçíèêíîâåíèå

ñîñòîÿíèÿ k èç ñîñòîÿíèÿ � ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: ýëåêòðîí ñ îäíîãî èç óðîâíåé, íàïðèìåð c2 , çàïîëíÿåò
äûðêó â ñîñòîÿíèè c1. Ïðè ýòîì èçëó÷àåòñÿ ïðîäîëüíûé ôî-
òîí – êâàíò êóëîíîâñêîãî ïîëÿ. Ýòîò ôîòîí ñðàçó æå ïîãëîùà-
åòñÿ ýëåêòðîíîì, íàõîäÿùèìñÿ â ñîñòîÿíèè c3 , âîçáóæäàÿ åãî
íà îäèí èç óðîâíåé êîíòèíóóìà k. Èìåííî ýòîò ïðîöåññ è íà-
çûâàåòñÿ ïðîöåññîì Îæå. Â òîé æå ñõåìå óðîâíåé â ñîñòîÿíèå
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Ðèñ 21. Âîçìîæíûå ñõåìû
Îæå-ïåðåõîäîâ â òâåðäîì òåëå.
Ðàäèàöèîííûå ïåðåõîäû ïîêà-
çàíû ïóíêòèðíûìè ñòðåëêàìè.



c1 ìîæåò ïåðåéòè ýëåêòðîí èç ñîñòîÿíèÿ c3 , à â ñîñòîÿíèå êîí-
òèíóóìà – ýëåêòðîí èç ñîñòîÿíèÿ c2 . Òàêàÿ ñõåìà ïðîöåññîâ
ïîêàçàíà íà ïðàâîé ïîëîâèíå ðèñ. 21. Îáà ýòè ïðîöåññà ïðè-
âîäÿò ê îäèíàêîâîìó êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ.

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñòî-
ÿíèÿìè � è k ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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Ðàçíîñòü äâóõ ÷ëåíîâ óêàçûâàåò íà äâà ðàçëè÷íûõ ïðîöåññà,
èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 21. Ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå � ðåçîíàíñíî
âçàèìîäåéñòâóåò ñ òàêèìè ñîñòîÿíèÿìè k , ýíåðãèÿ êîòîðûõ
ïðèáëèæåííî ðàâíà E E E Ek c c c� � �

2 3 1
. Îáðàòèì âíèìàíèå

íà òî, ÷òî äëÿ òî÷íîãî óäîâëåòâîðåíèÿ äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ
ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîñòîÿíèå, ó÷àñòâóþùåå â ïðîöåññå,
äîëæíî ïðèíàäëåæàòü êîíòèíóóìó.

Ïðåíåáðåæåì íåïîñðåäñòâåííûì âîçáóæäåíèåì îäíèì
ôîòîíîì äâóõýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ k (âåðîÿòíîñòü ýòîãî
ïðîöåññà îáû÷íî ìàëà). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ñîñòîÿíèé òîëüêî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 
�g - 0îòëè÷åí îò
íóëÿ. Ïðè ýòîì äëÿ ðàñ÷åòà ìíèìîé ÷àñòè äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòè íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òîëüêî äèàãîíàëüíûé
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ôèíêöèè Ãðèíà ��� , ïîñêîëüêó
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 � �� �2
1( ) ~ Im( ).� 
 � 

 


Äëÿ ��� èç (7.5) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
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(7.6)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ��G �G �" 	0 0� � �( )� i E äèàãîíàëüíà ïî èí-

äåêñàì �,G. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå � ÿâëÿåò-
ñÿ ñîñòîÿíèåì Õàðòðè—Ôîêà, ò. å. êîððåëÿöèîííûå è
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îáìåííûå ýôôåêòû âêëþ÷åíû â ýíåðãèþ E� . Òîãäà ��� � 0, è
âòîðîé ÷ëåí â (7.6) èñ÷åçàåò. Â òðåòüåì ÷ëåíå â êà÷åñòâå ñîñòî-
ÿíèÿ G íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîñòîÿíèÿ k . Â ýòîì ñëó÷àå
îí ïðèîáðåòàåò âèä
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòî-
ÿíèÿìè k è #k ìàëî: � �kk k# 00 � . Òîãäà âî âñåõ ÷ëåíàõ ðÿäà
íåîáõîäèìî îñòàâèòü ëèøü ñóììû, ñîäåðæàùèå �k�

2 , ïîñ-

êîëüêó ÷åòíûå ÷ëåíû ðÿäà áóäóò ñîäåðæàòü ìàëûå �kk# . Òàê,
ñëåäóþùèé íåèñ÷åçàþùèé ÷ëåí èìååò âèä
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ãäå áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
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(7.7)

Òåì ñàìûì âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîìó ñäâèãó
óðîâíÿ 5� è ê åãî óøèðåíèþ D� . Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåê-
òðà ñóììèðîâàíèå ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî k ñ ñî-
îòâåòñòâóþùåé çàìåíîé íîðìèðîâêè âîëíîâûõ ôóíêöèé:
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Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ñäâèã ýíåðãèè ïåðåõîäà 5� îïðå-
äåëÿåòñÿ âèðòóàëüíûìè ïðîöåññàìè, à øèðèíà óðîâíÿ è, ñîîò-
âåòñòâåííî, âðåìÿ æèçíè A 
� �� D� — ðåàëüíûìè ïåðåõîäà-
ìè â ñîñòîÿíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà k (ñðàâíèòå ñ àíàëî-
ãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè â §3).

Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðèíèìà-
åò îêîí÷àòåëüíóþ ôîðìó
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5 D� � � �E

Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ òðàäèöèîííîé òåîðèåé âîçìóùåíèÿ, òî
ïîïðàâêà ê ñäâèãó óðîâíÿ è åãî øèðèíà áóäóò îïèñûâàòüñÿ
âûðàæåíèÿìè òèïà (7.7), íî íå çàâèñÿùèìè îò ÷àñòîòû 	
âíåøíåãî ïîëÿ:
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Åñëè ñîñòîÿíèå k íàõîäèòñÿ íå îêîëî òî÷êè ýêñòðåìóìà, íàï-
ðèìåð, äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè, òî " 	 " 	� �E E( ) ( )( )� 2 è ñëàáî

çàâèñèò îò ÷àñòîòû 	. Ëèíèÿ ïîãëîùåíèÿ ïðè ýòîì ïðåäñòàâ-
ëÿåò èç ñåáÿ ñèììåòðè÷íûé ëîðåíöèàí ñ øèðèíîé D� �. Åñëè
ñîñòîÿíèå k îêàçûâàåòñÿ ðÿäîì ñ ýêñòðåìóìîì çîíû ïðîâîäè-
ìîñòè, ëèíèÿ ñòàíîâèòñÿ àñèììåòðè÷íîé, è çàâèñèìîñòüþ 5�
è D� îò ÷àñòîòû ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ. Åñëè D� 	( )ðàñòåò ñ ðîñ-
òîì ÷àñòîòû, òî ëèíèÿ ïîãëîùåíèÿ ðåçêî îáðûâàåòñÿ ñî ñòîðî-
íû íèçêèõ ýíåðãèé è ðàñòÿãèâàåòñÿ ñî ñòîðîíû áîëüøèõ ýíåð-
ãèé.

Ýôôåêò Îæå èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ðàñïàäå âûñîêîýíåð-
ãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, äåëÿ ýíåðãèþ íà ìåëêèå ïîðöèè. Âåðî-
ÿòíîñòü îáðàòíîãî ïðîöåññà — ïåðåõîä èç äâóõýëåêòðîííîãî
ñîñòîÿíèÿ â îäíîýëåêòðîííîå — îáû÷íî íàìíîãî ìåíüøå, ïîý-
òîìó ïðîöåññ èäåò òîëüêî â íàïðàâëåíèè ðàçìåíà ýíåðãèè. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷èñëî äâóõýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé íàìíîãî
áîëüøå ÷èñëà îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé. Êðîìå òîãî, ñîñòî-
ÿíèÿ â çîíå ïðîâîäèìîñòè âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì è ñ
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äðóãèìè êâàçè÷àñòèöàìè, íàïðèìåð, ñ ôîíîíàìè, è áûñòðî
âûõîäÿò èç ðåçîíàíñà ñ íà÷àëüíûì îäíîýëåêòðîííûì ñîñòîÿ-
íèåì. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðåëàêñàöèè ê îñíîâíîìó
ñîñòîÿíèþ áîëåå ïîäðîáíî, â ÷àñòíîñòè, íà ïðèìåðå ñèñòåì, â
êîòîðûõ âîçìîæíî äðîáëåíèå ýíåðãèè íà ìàëûå ïîðöèè — èñ-
ïóñêàíèå ôîíîíîâ.

Çäåñü áûë ðàññìîòðåí òîëüêî ïðîöåññ óøèðåíèÿ ãëóáî-
êèõ ñîñòîÿíèé â òâåðäîì òåëå çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïðî-
äîëüíûì ïîëåì. Âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîïåðå÷íûì ýëåêòðîìàã-
íèòíûì ïîëåì òàêæå ïðèâîäèò ê óøèðåíèþ ëèíèè — çà ñ÷åò
êîíå÷íîé âåðîÿòíîñòè èñïóñêàíèÿ ïîïåðå÷íîãî ôîòîíà. Òåì
ñàìûì øèðèíà ëèíèè D� ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé âêëàäîâ ðàç-
ëè÷íûõ ïðîöåññîâ: D D D� � �� �Aug rad . Ðàäèàöèîííàÿ øèðèíà

D�
rad ñèëüíî çàâèñèò îò ÷àñòîòû èñïóñêàåìîãî ôîòîíà:

D� A
	

rad � ��
� r

fi

c

1
3 2

3
2

2

3

d
.

(ìû èñïîëüçîâàëè èçâåñòíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàäèàöèîííîãî
âðåìåíè æèçíè äëÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû; ýòà ôîðìóëà áó-
äåò òàêæå ïîëó÷åíà â ÷åòâåðòîé ÷àñòè). Äëÿ áîëüøèíñòâà íå
î÷åíü ãëóáîêèõ ñîñòîÿíèé (òî åñòü çà èñêëþ÷åíèåì K-ñîñòîÿ-
íèé àòîìîâ ñ çàðÿäîì Z + 40) ðàäèàöèîííîå óøèðåíèå ìàëî ïî
ñðàâíåíèþ ñ Îæå-óøèðåíèåì, è òîëüêî äëÿ òÿæåëûõ ýëåìåí-
òîâ ñ óâåëè÷åíèåì ðàçíîñòè ýíåðãèé ìåæäó óðîâíÿìè (è òåì
ñàìûì ñ ðîñòîì 	) âåðîÿòíîñòü èçëó÷àòåëüíûõ ïðîöåññîâ ñòà-
íîâèòñÿ çíà÷èòåëüíîé.

7.3 Ýôôåêò Ôàíî
Â ðàññìîòðåííîì âûøå ýôôåêòå Îæå íå ó÷èòûâàëîñü

ïðÿìîå âçàèìîäåéñòâèå ñâåòà ñ êîíêóðèðóþùèì ïðîöåññîì,
ïîñêîëüêó ïîãëîùåíèå ñ îäíîâðåìåííûì âîçáóæäåíèåì äâóõ
ýëåêòðîíîâ èìååò î÷åíü ìàëóþ âåðîÿòíîñòü. Íî åñëè ñõåìó,
ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 21, íåìíîãî èçìåíèòü, íàïðèìåð, ðàññìàò-
ðèâàòü ñîñòîÿíèÿ c3 è � êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó
æå óðîâíþ, òî â ðåçóëüòàòå Îæå-ïðîöåññà âîçíèêàåò ñîñòîÿ-
íèå íå ñ äâóìÿ, à òîëüêî ñ îäíèì âîçáóæäåííûì ýëåêòðîíîì.
Òàêîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è ïðÿìûì âîçáóæäåíè-
åì ýëåêòðîíà ñ óðîâíÿ c2 , ÷òî ïðèâîäèò ê êîíêóðåíöèè äâóõ
ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ïîãëîùåíèÿ ñâåòà. Îäèí èç ýòèõ ïðî-
öåññîâ (ïåðåõîä ñ óðîâíÿ c1 íà óðîâåíü �) ÿâëÿåòñÿ
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ðåçîíàíñíûì, òî åñòü ïðè ïðå-
íåáðåæåíèè âçàèìîäåéñòâèåì
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíèÿ èìååò
íóëåâóþ øèðèíó, à äðóãîé (ïå-
ðåõîä ñ óðîâíÿ c2 â ñîñòîÿíèå
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà k) — íå-
ðåçîíàíñíûé. Ýôôåêò Ôàíî
[84] êàê ðàç è îïèñûâàåò ïîÿâ-
ëåíèå óçêîé ëèíèè ïîãëîùåíèÿ
íà ôîíå íåïðåðûâíîãî ïîãëîùå-
íèÿ. Ðàíåå ïðè îïèñàíèè ïðî-
öåññà ïîãëîùåíèÿ ñâåòà, íàïðè-
ìåð â ìîäåëè íåâçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ýëåêòðîíîâ, ïðåäïîëàãà-
ëîñü, ÷òî ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
ïàðöèàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé îòäåëüíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî ïåðåñ-
òàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì, åñëè ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ âçàèìî-
äåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé.

Íà ðèñ. 22 ïðèâåäåíà ñõåìà óðîâíåé, èëëþñòðèðóþùèõ
ýôôåêò Ôàíî. Ïîä äåéñòâèåì ôîòîíà ñ ýíåðãèåé �	âîçìîæíû
ïåðåõîäû èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ g êàê â ñîñòîÿíèå
� �� �a a gc1

, òàê è â ñîñòîÿíèå l a a g
k c� �

2
. Òàêèì îáðàçîì,

îòëè÷íû îò íóëÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ

g� è 
gl . Îäíàêî ñîñòîÿíèå � âçàèìîäåéñòâóåò ñ ñîñòîÿíè-
åì l ÷åðåç ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå. Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïå-
ðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò âèä
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Ïåðâûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó, ïîêàçàííîìó íà
ðèñ. 22á, à âòîðîé – íà ðèñ. 22à. Çíàê ìèíóñ âîçíèêàåò èç-çà
ôåðìèîííîé ñòàòèñòèêè ýëåêòðîíîâ. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
ôîðìà ëèíèè ïîãëîùåíèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
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Ðèñ. 22. Ñõåìû ïåðåõîäîâ ïðè
îïèñàíèè ýôôåêòà Ôàíî. Ðà-
äèàöèîííûå ïåðåõîäû ïîêàçà-
íû ïóíêòèðíûìè ñòðåëêàìè.
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Çäåñü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ôóíêöèè Ãðèíà ��� ó÷èòûâàåò
âçàèìîäåéñòâèå ñî âñåìè ñîñòîÿíèÿìè l ïî àíàëîãèè ñ ýôôåê-
òîì Îæå:
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Â ýòèõ ôîðìóëàõ ó÷òåíû ëèøü ïåðâûå íåèñ÷åçàþùèå
ïîïðàâêè ê çàòðàâî÷íîé ôóíêöèè Ãðèíà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ìîæíî ñ÷èòàòü âîëíîâûå ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíûìè (íàïðè-
ìåð, äëÿ íåâûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé áåç ìàãíèòíîãî ïîëÿ), è
òîãäà � �l l� �� è 
 
� �g g� , 
 
lg gl� . Â ýòîì ñëó÷àå ïîñ-
ëå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ, íî ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïîëó÷èì ôîðìóëó Ôàíî:
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� �@ 
 " �( ) — èíòåíñèâíîñòü ïîãëîùåíèÿ

êîíòèíóóìîì â îòñóòñòâèå äèñêðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ � ïðè
�	 �� E , à

# � � �� 	 � � � � �( ( )) ( )� E E E5 D

— áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ ôîòîíà, ó÷èòûâàþùàÿ øèðèíó ñîñ-
òîÿíèÿ � è ñäâèã ýíåðãèè çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ Îæå. Ïàðà-
ìåòð q, îò êîòîðîãî çàâèñèò ôîðìà ëèíèè ïîãëîùåíèÿ, îïðåäå-
ëÿåòñÿ èíòåðôåðåíöèåé ïåðåõîäîâ â ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ:
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Ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë ó÷òåíî, ÷òî ñîñòîÿíèÿ íå âûðîæäå-
íû, ñîñòîÿíèå l íàõîäèòñÿ äàëåêî îò ïîðîãà ïîãëîùåíèÿ, òàê
÷òî çàâèñèìîñòüþ I0 , 5� è D� îò 	ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ (
�l� 3 0) èìååì D� 3 0, q 3 6, è ëèíèÿ ïîãëîùåíèÿ ïðèîáðå-
òàåò âèä

� 	 " 	� �2 0
2

( ) ( )� � �I Eg
 � ,

òî åñòü èìååò âèä ñóì-
ìû äâóõ íåçàâèñèìûõ
âêëàäîâ îò íåïðåðûâ-
íîãî è äèñêðåòíîãî
ñîñòîÿíèé. Â ñëó÷àå
ñèëüíîãî âçàèìîäåéñ-
òâèÿ ëèíèÿ êâàçèäèñ-
êðåòíîãî ïîãëîùåíèÿ
ðàñøèðÿåòñÿ, è åå
ôîðìà ñòàíîâèòñÿ
àñèììåòðè÷íîé (ðèñ.
23) (ñì., íàïðèìåð,
[85]). Â ñëó÷àå q � 0
âìåñòî ëèíèè ïîãëî-
ùåíèÿ â ñïåêòðå íàá-
ëþäàåòñÿ ïðîâàë, êî-
òîðûé íàçûâàåòñÿ àí-
òèðåçîíàíñîì. Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîñòîÿ-
íèÿìè ïðèâîäèò ïðè íåêîòîðûõ ýíåðãèÿõ íå ê óñèëåíèþ ïîã-
ëîùåíèÿ, à ê åãî çíà÷èòåëüíîìó îñëàáëåíèþ. Òàêîé ïðîâàë
íàáëþäàåòñÿ è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ q.

Ïîñêîëüêó ïîìèìî ðàññìîòðåííîé ïàðû ñîñòîÿíèé ñó-
ùåñòâóþò åùå ñîñòîÿíèÿ, ïðèíèìàþùèå ó÷àñòèå â ïîãëîùå-
íèè ôîòîíà ñ ýíåðãèåé �	, íî ñëàáåå âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ
äèñêðåòíûì óðîâíåì, ïðîâàë ïðîèñõîäèò íå äî íóëÿ.

Íàèáîëåå ÿðêîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïðîÿâëåíèå ýôôåêòà
Ôàíî îáíàðóæåíî â òâåðäîì àðãîíå Ar â îáëàñòè îñòîâíîãî
ïîãëîùåíèÿ ñ 3s-ñîñòîÿíèé Ar (26–29 ýÂ) [86]. Ïðè ýòîì
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Ðèñ. 23. Ôîðìà ëèíèè ïîãëîùåíèÿ äëÿ
ýôôåêòà Ôàíî.



ïåðåõîäû 3s np3 ýêñè-
òîííîãî òèïà íàëîæåíû
íà íåïðåðûâíûé ñïåêòð
ïîãëîùåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ
ïåðåõîäàìè èç âàëåíòíîé
çîíû, îáðàçîâàííîé â îñ-
íîâíîì 3p-ñîñòîÿíèÿìè
Ar, â çîíó ïðîâîäèìîñòè
(ðèñ. 24). Àíàëîãè÷íûå
ôîðìû ëèíèè íàáëþäà-
ëèñü è â ðÿäå äðóãèõ ñëó-
÷àåâ.
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Ðèñ. 24. Ïðîÿâëåíèå ýôôåêòà Ôàíî â
òâåðäîì àðãîíå [86].



§8 Ïîëÿðèòîíû

Íà ïðèìåðå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ ýêñèòîíàìè ðàññìîò-
ðèì åùå îäíî èíòåðåñíîå ÿâëåíèå — âîçíèêíîâåíèå ïîëÿðèòî-
íîâ. Â ðàçäåëå 1.1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ ïðî-
äîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîçáóæäåíèé èìå-
þò âèä (1.13) è (1.14). Ïðè îïèñàíèè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷-
íûõ ýêñèòîíîâ â ðàçäåëå 6.2 óêàçûâàëîñü, ÷òî ýíåðãèÿ ïðî-
äîëüíîãî ýêñèòîíà EL0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.13), à
ýíåðãèÿ ïîïåðå÷íîãî ýêñèòîíà ET0 — óðàâíåíèþ

~ ( )�� �1
0 0ET � . (8.1)

Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (1.14) è ïåðåõîäèò â
íåãî ëèøü â ïðåäåëå c 3 6. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïðîäîëü-
íîãî è ïîïåðå÷íîãî ýêñèòîíîâ íå çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà
ýêñèòîíà k (ïîñêîëüêó äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü (6.7)
íå çàâèñèò îò k) è ïîêàçàíî íà ðèñ. 25 ïóíêòèðíîé ëèíèåé 2 è
ñïëîøíîé ëèíèåé 3, ïàðàëëåëüíûìè îñè k.

Óñëîâèå c 3 6 ñîîòâåòñ-
òâóåò ïðåíåáðåæåíèþ çàïàç-
äûâàþùèì âçàèìîäåéñòâèåì
ñ ôîòîíàìè, ïîñêîëüêó ïðè
ðàññìîòðåíèè ýêñèòîíîâ
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå èìååò êóëî-
íîâñêèé õàðàêòåð. Ðåøåíèå
òî÷íîãî óðàâíåíèÿ (1.14) çà-
âèñèò îò k äàæå åñëè ~� íå çà-
âèñèò îò k. Áîëåå òîãî, óðàâ-
íåíèå (1.14) èìååò äåéñòâè-
òåëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ 	, çà èñêëþ-
÷åíèåì îáëàñòè
E ET L0 00 0�	 (äëÿ ýòîé
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Ðèñ. 25. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå
äëÿ ïðîäîëüíûõ (3) è ïîïåðå÷-
íûõ (1, 2) âîçáóæäåíèé ñ ó÷åòîì
çàïàçäûâàíèÿ.



îáëàñòè � 	1 0( ) 0 è ïîýòîìó k ïîëó÷àåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì). Ðå-
øåíèå (1.14) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

k c2 2 2� � 	 � 	~( ) (8.2)

è âûõîäèò íà àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíåéíûå çàâèñèìîñòè íà ìà-
ëûõ è áîëüøèõ ÷àñòîòàõ:

k c� 	 �0 äëÿ 	 00  ?T TE 0 � , (8.3)

k c� 6	 � Äëÿ 	 ++  ?L LE 0 � . (8.4)

Ïðÿìàÿ ëèíèÿ (8.4) ïîêàçàíà íà ðèñ. 25 ïóíêòèðíîé ëèíèåé
1, à òî÷íûå ðåøåíèÿ (8.2) – ñïëîøíûìè ëèíèÿìè 1 è 2. Âîç-
áóæäåíèÿ ñ çàêîíîì äèñïåðñèè (8.2) íàçûâàþòñÿ ïîëÿðèòîíà-
ìè. Ïîñêîëüêó ýòè âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè òî÷íîãî
óðàâíåíèÿ (1.14) à ïîïåðå÷íûå ýêñèòîíû – ëèøü ïðèáëèæåí-
íîãî óðàâíåíèÿ (8.1), îïèñàíèå âîçáóæäåíèé íà ÿçûêå ïîïå-
ðå÷íûõ ýêñèòîíîâ íå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîé êàð-
òèíå.

Åñëè ó÷èòûâàòü ïðîñòðàíñòâåííóþ äèñïåðñèþ äèýëåêò-
ðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ïîëÿðè-
òîíîâ îòëè÷àþòñÿ îò ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 25. Åñëè ýôôåêòèâ-
íàÿ ìàññà ýêñèòîíà ïîëîæèòåëüíà, ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè 2 è
3 ïðåâðàùàþòñÿ â ïàðàáîëû (ïðè÷åì ýíåðãèÿ E ðàñòåò ñ ðîñ-
òîì k). Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñïåðñèÿ ïðèäàåò ïîëÿðèòîíàì
íîâûå ÷åðòû: âî-ïåðâûõ, ïîÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ðåøå-
íèÿ äëÿ ïîïåðå÷íûõ âîçáóæäåíèé â îáëàñòè? ?T L0 0	 , äëÿ
êîòîðîé â îòñóòñòâèå ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè íå áûëî ðå-
øåíèé, è, âî-âòîðûõ, â îáëàñòè 	 +?L âîçíèêàåò äâà ðåøå-
íèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèì k, à äðóãîå – ìà-
ëûìk. Åñëè ýôôåêòèâíàÿ ìàññà ýêñèòîíà îòðèöàòåëüíà, ãîðè-
çîíòàëüíûå ëèíèè èçãèáàþòñÿ âíèç. Ïðè ýòîì îáëàñòü îòñóòñ-
òâèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé ðàñøèðÿåòñÿ â ñòîðîíó ìàëûõ
ýíåðãèé, è äâà ðåøåíèÿ âîçíèêàþò óæå íèæå ?T , à íå âûøå
?L.

Âîçíèêíîâåíèå äâóõ ðåøåíèé ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì
	 òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ çàäà÷è
ïðåëîìëåíèÿ ñâåòà, ïàäàþùåãî èç âàêóóìà â êðèñòàëë. Òàêèå
äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
òîëüêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè, êîãäà
ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå ~( , )� 	 k ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äëÿ âñåõ k
(ñì., íàïðèìåð, [10]).

136



Ïðèâåäåì ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà îòðà-
æåíèÿ ñâåòà, ïàäàþùåãî ïî íîðìàëè íà ïîëóáåñêîíå÷íûé
êðèñòàëë. Åñëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñïåðñèÿ ñèëüíàÿ, îáû÷-
íûå ôîðìóëû Ôðåíåëÿ (1.18), (1.19) ïåðåñòàþò áûòü ñïðà-
âåäëèâûìè. Â îäíîì èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è [1]
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà ìîæíî ñìîäåëè-
ðîâàòü, ââåäÿ ïîâåðõíîñòíûé òîêîâûé ñëîé, ïëîòíîñòü òîêà â
êîòîðîì îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì

j r j( , ) ( )t e xi t� �
0

	 "

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèñòàëë çàïîëíÿåò ïîëóïðîñòðàíñòâî
x + 0). Ïîâåðõíîñòíûé òîê j0 âîçáóæäàåòñÿ âíåøíèì ýëåêòðî-
ìàãíèòíûì èçëó÷åíèåì. Ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëå â
êðèñòàëëå (x + 0), èíäóöèðîâàííîå ïîâåðõíîñòíûì òîêîì, ìî-
æåò áûòü ïîëó÷åíî èç (1.6) ñ ïîìîùüþ Ôóðüå-ïðåîáðàçîâà-
íèÿ:
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i
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(ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàäàþùèé ñâåò ïîëÿðèçîâàí â íàïðàâëå-
íèè y).

Ïîëÿ â îáëàñòè x 0 0îïèñûâàþòñÿ ñóììîé ïàäàþùåé è îò-
ðàæåííîé âîëíû: E E Ey y

i
y
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ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè èñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâà ñâîáîäíûõ
âîëí â âàêóóìå). Ïîñêîëüêó ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû ïîëåé
äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû, ìîæíî çàïèñàòü E t E ty y

0 +�( , ) ( , )0 0 ,

H t H tz z
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(8.8)

(çäåñü k çàìåíåíî íà N c	 ). Åñëè äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàå-
ìîñòü íå çàâèñèò îò k, ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (8.8)
èìåþò òîëüêî îäèí ïîëþñ ~ ( ) ~( )N0 	 � 	� , è ~Q ñòàíîâèòñÿ

îáû÷íûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, ~ ~Q N� 0 . Äëÿ îáñóæäåí-

íîé âûøå ìîäåëè ýêñèòîíîâ Ôðåíêåëÿ (6.7) ~ ( )N0 	 äåéñòâè-

òåëüíî äëÿ 	 0?T è 	 +?L è ìíèìî â îáëàñòè ? ?T L0 	 0 .
Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ â ïîñëåäíåì èíòåðâàëå ÷àñ-
òîò îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó (â êðèñòàëëå íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
âîçáóæäåíèÿ ñ òàêèìè ÷àñòîòàìè).

Åñëè ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñïåðñèÿ ñòàíîâèòñÿ ñèëüíîé, â
ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñêîëüêî
ïîëþñîâ. Êàæäûé ïîëþñ ~Ni ñîîòâåòñòâóåò âîëíå ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì ~N ci	 . Âêëàä êàæäîé èç òàêèõ âîëí îïðåäåëÿåòñÿ
âû÷åòîì ~Bi ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ:
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ìíèìîé ÷àñòüþ. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â êðèñòàëëå òàêæå
ñòàíîâèòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ÷àñòíûõ ðåøåíèé:

E x t B ey i
iN x c i t

i

i+ �@( , ) ~
~ 	 	 .

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ìàññ ýêñèòîíà â îáëàñòè ìåæäó?T è
?L èìååòñÿ äâà ðåøåíèÿ äëÿ ~N, îäíî èç êîòîðûõ ÷èñòî ìíè-
ìîå, à äðóãîå äåéñòâèòåëüíîå. Òåì ñàìûì êîýôôèöèåíò îòðà-
æåíèÿ â ýòîé îáëàñòè óæå íå ðàâåí åäèíèöå, ïîñêîëüêó ìîãóò
âîçáóæäàòüñÿ ýêñèòîíû.

Êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà âäîëü îñè x äëÿ ñîçäàâàå-
ìûõ ñâåòîì âîçáóæäåíèé íå ñâÿçàíà íåïîñðåäñòâåííî ñ âîëíî-
âûì âåêòîðì ñâîáîäíîãî ôîòîíà, ïîñêîëüêó ãðàíèöà ñíèìàåò
òðàíñëÿöèîííóþ èíâàðèàíòíîñòü. Ïîýòîìó äëèííîâîëíîâûé
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ñâåò ìîæåò ñîçäàâàòü è êîðîòêîâîëíîâûå âîçáóæäåíèÿ. Åñòåñ-
òâåííî, ÷òî êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà, ïàðàëëåëüíûå ïî-
âåðõíîñòè, ñîõðàíÿþòñÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîõîæäåíèÿ ñâåòà ÷åðåç ïëîñêîïà-
ðàëëåëüíóþ ïëàñòèíó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îòðàæåíèå îò
çàäíåé ãðàíè è èíòåðôåðåíöèþ âîëí. Óñëîâèÿ èíòåðôåðåí-
öèè îòëè÷àþòñÿ äëÿ âîëí ñ ðàçëè÷íûìè âîëíîâûìè âåêòîðà-
ìè ~N ci	 . Òåì ñàìûì êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ñâåòà ÷åðåç
ïëàñòèíó òàêæå ìîæåò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ. Ìíîãî÷èñ-
ëåííûå ïðèìåðû ïðèâåäåíû â [1, 10].

Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå çàäà÷è î ïîëÿðèòî-
íå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëÿðèòîí ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ýêñèòîíà
è ôîòîíà. Äîëÿ ýêñèòîííîãî âêëàäà â ïîëÿðèòîííîå ñîñòîÿíèå
ìåíÿåòñÿ ïðè äâèæåíèè âäîëü äèñïåðñèîííîé êðèâîé. Íà
ó÷àñòêàõ êðèâûõ, áëèçêèõ ê ãîðèçîíòàëè (ñ îòíîñèòåëüíî
áîëüøèìè k, ãäå íà ðèñ. 25 ñîâïàäàþò ñïëîøíàÿ è øòðèõîâàÿ
ëèíèè), ïîëÿðèòîí ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ýêñèòîíîì — ðåàëüíûì
âîçáóæäåíèåì ýëåêòðîíîâ è äûðîê. Íà íàêëîííûõ ó÷àñòêàõ,
ãäå äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêàìè (8.3),
(8.4), ïîëÿðèòîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîòîí ñ ìàëîé ïðèìåñüþ
âèðòóàëüíî âîçáóæäåííûõ ýêñèòîíîâ.

Íàèáîëåå èíòåðåñíîé ÷àñòüþ êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä-
íûé ó÷àñòîê, íà êîòîðîì ïîëÿðèòîí ÷àñòü âðåìåíè êàê áû íà-
õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ôîòîíà, à ÷àñòü — â ñîñòîÿíèè ýêñèòîíà.
Îòêëîíåíèÿ îò ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé è âåëè÷èíà ïåðåõîäíîé îá-
ëàñòè óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ðîñòîì ñèëû îñöèëëÿòîðà íà ÷àñòîòå
?T , òî åñòü ñ ðîñòîì ðàçíîñòè � �0 � 6 . Ïîýòîìó ó÷èòûâàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå ïîëÿðèòîíîâ èìååò ñìûñë òîëüêî â ñëó÷àå áîëü-
øèõ ñèë îñöèëëÿòîðà (íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöè-
åíò ïîãëîùåíèÿ â ýêîèòîííîé ïîëîñå ñîñòàâëÿåò 106 ñì �1, ÷òî
õàðàêòåðíî äëÿ íåêîòîðûõ ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëîâ è ÷àñ-
òè÷íî äëÿ òâåðäûõ èíåðòíûõ ãàçîâ).

Ïîëÿðèòîííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ îáúÿñ-
íåíèÿ ýêñèòîííîé ëþìèíåñöåíöèè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
ââåñòè âçàèìîäåéñòâèå ñ ôîíîíàìè èëè äðóãèìè êâàçè÷àñòè-
öàìè. Ïðè ó÷åòå òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëÿðèòîíû ìîãóò ïå-
ðåäàâàòü èìïóëüñ ôîíîíàì, ïîãëîùàÿ è èñïóñêàÿ èõ, è òåì ñà-
ìûì ïåðåäâèãàòüñÿ ïî äèñïåðñèîííîé êðèâîé. Êàçàëîñü áû,
ýòî äîëæíî ïðèâåñòè ê áûñòðîìó ñêàòûâàíèþ ïîïåðå÷íîãî ïî-
ëÿðèòîíà íèæíåé âåòâè â ñîñòîÿíèå ñ íóëåâîé ýíåðãèåé, ïîñ-
êîëüêó ýòà ïîëÿðèòîííàÿ âåòâü ïëàâíî óõîäèò â òî÷êó 	 � 0,
k � 0. Îäíàêî ñ ôîíîíàìè ýôôåêòèâíî âçàèìîäåéñòâóåò
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òîëüêî ýêñèòîííàÿ ÷àñòü ïîëÿðèòîíà, à ôîòîííàÿ íå âçàèìî-
äåéñòâóåò ñ ôîíîíàìè. Ïîýòîìó áîëüöìàíîâñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ïîëÿðèòîíîâ ïî ýíåðãèè íå äîñòèãàåòñÿ, à ïîëÿðèòîíû
ñêàïëèâàþòñÿ â îáëàñòè âûøå ðåçêîãî èçãèáà äèñïåðñèîííîé
êðèâîé. Ýòîò ýôôåêò íàçûâàåòñÿ «ýôôåêòîì áóòûëî÷íîãî
ãîðëà». Òåì ñàìûì âûõîä ôîòîíîâ èç êðèñòàëëà (ïåðåõîä ïî-
ëÿðèòîíà ÷åðåç ãðàíèöó êðèñòàëëà) ïðîèñõîäèò íà ÷àñòîòàõ,
ëèøü íåìíîãèå íèæå?T . Ñäâèã è øèðèíà ëèíèè ëþìèíåñöåí-
öèè âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ñèëû îñöèëëÿòîðà. Ñ ðîñòîì ñèëû îñ-
öèëëÿòîðà ìåíÿåòñÿ òàêæå è ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå
ïîëÿðèòîíîâ.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âðåìÿ æèçíè ïîëÿðèòîíà, ò. å. âðå-
ìÿ ïðîõîäà ïîëÿðèòîíà ÷åðåç óçêîå ãîðëî, îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íûì ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè âðåìåíè ðàäèàöèîííîãî âûñâå-
÷èâàíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ (äëÿ óìåðåííûõ
çíà÷åíèé ñèë îñöèëëÿòîðà). Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ
ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðàññìîòðåíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ
ñî ñâåòîì ïî òåîðèè âîçìóùåíèÿ è ïîëÿðèòîííûì îïèñàíèåì
ýòîãî ÿâëåíèÿ.
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§9 Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ äåôåêòîâ â
íåäåôîðìèðóåìîé ðåøåòêå

9.1 Êëàññèôèêàöèÿ äåôåêòîâ â òâåðäûõ òåëàõ
Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû ýôôåêòû, ïðèâîäÿùèå ê ïîãëî-

ùåíèþ ôîòîíà â èäåàëüíîì íåäåôîðìèðóåìîì êðèñòàëëå. Îä-
íàêî ðåàëüíûå êðèñòàëëû ñîäåðæàò áîëüøîå ÷èñëî äåôåêòîâ
è ïðèìåñåé, êîòîðûå îáðàçóþò ñâîè ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ òàêîãî ðîäà ïðèìåñåé ìî-
æåò áûòü ìàëîé, èõ ðîëü â ñïåêòðîñêîïèè òâåðäîãî òåëà îêà-
çûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíîé, îñîáåííî ïðè èçó÷åíèè ýôôåêòîâ,
ñâÿçàííûõ ñ ïîãëîùåíèåì è èçëó÷åíèåì ôîòîíîâ, ýíåðãèÿ êî-
òîðûõ íèæå ïîðîãà ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ. Äåôåê-
òàì â òâåðäûõ òåëàõ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì.,
íàïðèìåð, [5]). Èçó÷åíèþ òàêîãî ðîäà äåôåêòîâ ïîñâÿùåíû
ñëåäóþùèå ïàðàãðàôû.

×èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâ äåôåêòîâ ÷ðåçâû÷àéíî âåëèêî,
ïîýòîìó äàæå âîïðîñ êëàññèôèêàöèè äåôåêòîâ íå ìîæåò áûòü
ðåøåí îäíîçíà÷íî. Åãî ðåøåíèå çàâèñèò ÷àñòî îò òîãî, êàêèå
íàáëþäàåìûå ñâîéñòâà äåôåêòîâ èíòåðåñóþò èññëåäîâàòåëÿ.

Åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ âîïðîñîì ïðîèñõîæäåíèÿ äåôåêòîâ,
òî èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñîáñòâåííûå è ïðèìåñíûå äåôåêòû.
Ïîíÿòèå ïðèìåñíîãî äåôåêòà î÷åâèäíî — ýòî äåôåêòû, îáóñ-
ëîâëåííûå àòîìàìè, íå âõîäÿùèìè â ñîñòàâ îñíîâíîãî âåùåñ-
òâà. Ñîáñòâåííûìè äåôåêòàìè ìîãóò ÿâëÿòüñÿ âàêàíñèè, àòî-
ìû â ìåæäîóçëèÿõ è ò. ä.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà äåôåêòîâ ïîçâîëÿþò ðàçäåëèòü
èõ íà òî÷å÷íûå, ñâÿçàííûå ñ îòäåëüíûìè àòîìàìè, ëèíåéíûå
(íàïðèìåð, äèñëîêàöèè) è ïëîñêèå (íàïðèìåð, ïëîñêîñòü
ñêîëüæåíèÿ), îáúåìíûå (âêëþ÷åíèÿ è ïîðû). Â ïðèíöèïå
ãðàíèöó êðèñòàëëà òàêæå ìîæíî îòíåñòè ê ðàçðÿäó ïëîñêèõ
äåôåêòîâ, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, íà ãðàíèöå íàðóøàåòñÿ ïå-
ðèîäè÷íîñòü êðèñòàëëà, âî-âòîðûõ, ÷àñòî íà ãðàíèöå ìåíÿåò-
ñÿ ñòðóêòóðà êðèñòàëëà.
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Äåôåêòû ìîãóò çàõâàòûâàòü èëè îòäàâàòü ýëåêòðîíû. Â
òåîðèè ïîëóïðîâîäíèêîâ òàêîãî ðîäà äåôåêòû íàçûâàþòñÿ
àêöåïòîðàìè èëè äîíîðàìè. Ê îáîèì òèïàì äåôåêòîâ ïðèìå-
íèìî íàçâàíèå ëîâóøêè — ýëåêòðîííîé èëè äûðî÷íîé â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ïðîöåññ çàõâàòà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì.

Äåôåêòû êëàññèôèöèðóþòñÿ òàêæå ïî îòíîøåíèþ ê âçàè-
ìîäåéñòâèþ ñî ñâåòîì. Òàê, äåôåêòû, èìåþùèå òàêèå ýëåêò-
ðîííûå ñîñòîÿíèÿ, ýíåðãèÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó êîòîðûìè ëåæèò
â îáëàñòè çàïðåùåííîé çîíû, íàçûâàþòñÿ öåíòðàìè îêðàñêè,
ïîñêîëüêó èìåííî îíè ïðèâîäÿò ê îêðàñêå ïðîçðà÷íûõ â âè-
äèìîé îáëàñòè êðèñòàëëîâ. Åñëè äåôåêò èíòåíñèâíî çàõâàòû-
âàåò ýëåêòðîííûå âîçáóæäåíèÿ è ïðèâîäèò ê èçëó÷àòåëüíîé
ðåêîìåíäàöèè â âèäå ôîòîíà ëþìèíåñöåíöèè, òî òàêîãî ðîäà
äåôåêòû íàçûâàþòñÿ öåíòðîì ñâå÷åíèÿ.

Òàêîãî ðîäà êëàññèôèêàöèþ ìîæíî ïðîäîëæàòü è äàëåå.
Íåîáõîäèìî òîëüêî îòìåòèòü óñëîâíîñòü ìíîãèõ íàçâàíèé äå-
ôåêòîâ, ïîñêîëüêó â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ îäíè è òå æå äåôåê-
òû ìîãóò âåñòè ñåáÿ ïî-ðàçíîìó.

Â òâåðäîì òåëå ëþáîé äåôåêò îïèñûâàåòñÿ èçìåíåíèåì
íåêîòîðûõ ÷ëåíîâ â ãàìèëüòîíèàíå èäåàëüíîãî êðèñòàëëà.
Ïðè ýòîì ñðàçó íàðóøàåòñÿ îäíî èç îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ â
îïèñàíèè êðèñòàëëà — åãî òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü.
Ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå óæå ïåðåñòàþò óäîâëåòâî-
ðÿòü òåîðåìå Áëîõà, è âîëíîâîé âåêòîð ïåðåñòàåò áûòü «õîðî-
øèì» êâàíòîâûì ÷èñëîì. Âîëíîâûå ôóíêöèè èäåàëüíîãî
êðèñòàëëà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèá-
ëèæåíèÿ.

Â îòíîøåíèè äåôåêòîâ ìîæíî âûäåëèòü òå æå äâà ïîäõî-
äà, êàêèå âñòðå÷àëèñü ïðè îïèñàíèè ýêñèòîíîâ. Íà÷íåì ñ îïè-
ñàíèÿ äåôåêòîâ áîëüøîãî ðàäèóñà.

9.2 Äåôåêòû áîëüøîãî ðàäèóñà
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âîçìóùåíèå, êîòîðîå âíîñèò ïî-

òåíöèàë äåôåêòà, ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
êà÷åñòâå ôóíêöèé íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ áëîõîâñêèå ôóíê-
öèè èäåàëüíîãî êðèñòàëëà. Íà ýòîì áàçèñå ìîæíî ïîñòðîèòü
âîëíîâóþ ôóíêöèþ äåôåêòà (ñì., íàïðèìåð, [87]):

� ���
�

� @ f ( )k k
k

, (9.1)

ãäå � �k rkr
k� �V e ui1 2 ( ) — áëîõîâñêàÿ ôóíêöèÿ (7.4)
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ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå, ïðèíàäëåæàùåãî çîíå �. Âîëíîâûå
ôóíêöèè �k ïðåäïîëàãàþòñÿ óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ
èäåàëüíîãî êðèñòàëëà:

� ( )�0 � ��k k k� E .

Äåôåêò âíîñèò âîçìóùåíèå � � �� � �� �1 0 , ãäå ��1 — ãàìèëüòî-

íèàí êðèñòàëëà ñ äåôåêòîì. Òåì ñàìûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåð-
ãèè è âîëíîâîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâ-
íåíèå

( � � )� �0 � �� ��E .

Äîìíîæàÿ ýòî óðàâíåíèå ñëåâà íà �k è èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó
ïðîñòðàíñòâó, ïîëó÷èì

[ ( ) ] ( ) � ( ) ( )E E f d r f� � �� ��
�

� �k k k r k k
k

� � # # # �#
# #

@ 3 0� .

Ïåðåéäåì â ýòîì óðàâíåíèè ê îãèáàþùèì
F N ei
�� �( )l lkl

k

� � @1 2 . Ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì âõî-

äÿùèé â ýòî óðàâíåíèå èíòåãðàë, ïåðåéäÿ îò ôóíêöèé Áëîõà ê
ôóíêöèÿì Âàíüå, ëîêàëèçîâàííûìè âáëèçè ÿ÷åéêè ñ ðàäèóñ-
âåêòîðîì l: � �l kkl

k

� � �@N e i1 2 . Ïîñëå ýòîãî ïîä èíòåãðà-

ëîì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó áóäåò ñòîÿòü

N e i i� � � #

#

# #@1 � �l r l kl kl

ll

� ( )� .

Ñëàáîñòü ïîòåíöèàëà âîçìóùåíèÿ � ( )� r ïðåäïîëàãàåò, â
÷àñòíîñòè, ñëàáóþ çàâèñèìîñòü �� îò êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíè-
ÿõ ïîðÿäêà ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Çà ñ÷åò ýòîãî ìîæíî âûíåñòè
� ( )� l çà çíàê ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà è çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ

ïîëíîòîé ñèñòåìû ôóíêöèé Âàíüå:

� � " "��l l ll# �
 # #d r3 .

Óðàâíåíèå äëÿ îãèáàþùåé F�� â ýòîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä
(ñ çàìåíîé l r3 â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè):

[ (�) ] ( ) ( ) ( )E E F F� � �� ��k r r r� � �� 0 .
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Çäåñü �k � � �i , à ôóíêöèÿ E�(�)k ïîíèìàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò

îïåðàòîðà: E i�( )� � . Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ýíåðãåòè÷åñ-
êèå óðîâíè äåôåêòà â çîíå îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ ýêñòðåìóìà
ôóíêöèè E�( )k . Ðàçëàãàÿ E�( )k â ðÿä ïî ñòåïåíÿì k k� 0 , ãäå
k0 — òî÷êà çîíû Áðèëëþýíà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ýêñòðå-
ìóì çîíû �, â èçîòðîïíîì ñëó÷àå áåç âûðîæäåíèÿ ïîëó÷èì
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ýëåêòðîíà ñ ìàññîé m�

8 â ïîëå
� ( )� r :

� � � �
9

:
;
;

<

=
>
> �

8

�
2

2

2
0

m
E F

�
� ���( ) ( )r r (9.2)

Çàìåòèì, ÷òî âëèÿíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ïîëÿ êðèñòàëëà ñâîäèò-
ñÿ ëèøü ê çàìåíå ìàññû ýëåêòðîíà íà ýôôåêòèâíóþ ìàññó m�

8 .

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôóíêöèè Áëîõà �k . Ïîñêîëüêó Ôóðüå-îáðàç f��( )k
îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü â íåáîëüøîé îáëàñòè çîíû Áðèëëþýíà,
òî â óðàâíåíèè (9.1) ìîæíî ïîëîæèòü k k� 0 â ôóíêöèè �k ,
è âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà äåôåêòà ñòàíîâòñÿ ðàâíîé

C � ��� ��( ) ( ) ( )r k k r kkr� �
 d k f e Fi3
0 0 .

Òàêèì îáðàçîì, F��( )r èìååò ñìûñë îãèáàþùåé ïåðèîäè÷åñ-
êîé ôóíêöèè Áëîõà �k0 , îñöèëëèðóþùåé ñ ïåðèîäîì ðåøåò-
êè.

Áîëåå ñëîæíûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ñëó÷àå âûðîæ-
äåííûõ ñîñòîÿíèé, îäíàêî çäåñü ýòè óðàâíåíèÿ îáñóæäàòü íå
áóäåì. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì ëèøü äëÿ
äåôåêòîâ, âîçìóùàþùèé ïîòåíöèàë êîòîðûõ ìåäëåííî ìåíÿ-
åòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, à ðàäèóñ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé äåôåê-
òîâ âî ìíîãî ðàç áîëüøå ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Íàèáîëåå ÷àñ-
òûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò êóëîíîâñêîãî ïîëÿ ïðèìåñè —
Ze r2 � , ãäå Ze — çàðÿä ïðèìåñè, �— äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü. Ïîäñòàíîâêà òàêîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â óðàâ-
íåíèå ïðèâîäèò ê âîäîðîäîïîäîáíîìó óðàâíåíèþ. Ïîýòîìó
ñïåêòð ýíåðãèé òàêîé ïðèìåñè ÿâëÿåòñÿ ðèäáåðãîâñêèì:
E E nn � � 8

�( )k0
2Ry , ãäåRy 8 8� m e� �4 2 22 � . Ðàäèóñ òàêîãî

ñîñòîÿíèÿ a a m mB
8 8� � � . Òåîðèÿ ýôôåêòèâíîé ìàññû ïðèìå-

íèìà òîëüêî äëÿ êðèñòàëëîâ, äëÿ êîòîðûõ a 8 ìíîãî áîëüøå
ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a, ïîýòîìó êðèñòàëë äîëæåò èìåòü ìàëóþ

144



ýôôåêòèâíóþ ìàññó ýëåêòðîíîâ m�
8 è áîëüøîå çíà÷åíèå �. Â

ýòîì ñëó÷àå òàêîãî ðîäà ñîñòîÿíèÿ èìåþò ìàëóþ ýíåðãèþ,
ïîñêîëüêó Ry 8 îêàçûâàåòñÿ ìàëûì.

Òåîðèÿ ýôôåêòèâíîé ìàññû ïðèìåíèìà òàêæå ê âûñîêî-
âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì òàêèõ çàðÿæåííûõ äåôåêòîâ, îñ-
íîâíîå ñîñòîÿíèå êîòîðûõ èìååò ìàëûé ðàäèóñ. Â ñëó÷àå îò-
ñóòñòâèÿ ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà ýêðàíèðîâêè êóëîíîâñ-
êîãî ïîòåíöèàëà íå ïðîèñõîäèò, ïîýòîìó â äèýëåêòðè÷åñêèõ
êðèñòàëëàõ çàðÿæåííûå ïðèìåñè áóäóò èìåòü áåñêîíå÷íîå
÷èñëî óðîâíåé, ñãóùàþùèõñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ðàçðåøåí-
íîé çîíå. Ýòà ñåðèÿ óðîâíåé àíàëîãè÷íà ýêñèòîííîé ñåðèè.
Òàêîãî ðîäà ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèáî êàê âûñî-
êîâîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ äåôåêòà, ëèáî êàê ñîñòîÿíèÿ ýê-
ñèòîíà áîëüøîãî ðàäèóñà, ëîêàëèçîâàííîãî îêîëî äåôåêòà.
Ðàçëè÷èå çäåñü òîëüêî òåðìèíîëîãè÷åñêîå, ôèçèêà îáîèõ ïðî-
öåññîâ ñîâåðøåííî îäèíàêîâà.

Åñëè óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìîäåëè ýôôåêòèâíîé ìàññû
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ íåñêîëüêèõ çîí, äåôåêò áóäåò ñîçäàâàòü
ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ âáëèçè îò êàæäîé çîíû. Åñëè èîíèçî-
âàííûé äåôåêò çàðÿæåí ïîëîæèòåëüíî, ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ
îáðàçóþòñÿ ó äíà çîíû; åñëè îòðèöàòåëüíî, òî îêîëî ïîòîëêà
(ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà íà îòðèöàòåëüíî çàðÿæåí-
íîì öåíòðå âîçìîæíû òîëüêî â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîé ýôôåê-
òèâíîé ìàññû m�

8 ).

9.3 Ãëóáîêèå äåôåêòû
Êàê âûøå îòìå÷àëîñü, òåîðèÿ ýôôåêòèâíîé ìàññû ìîæåò

îïèñûâàòü ëèøü ìåëêèå óðîâíè. Òàêîãî ðîäà äåôåêòû ðàññ÷è-
òûâàþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ
ïðèìåíèìû è äëÿ ðàñ÷åòà èäåàëüíûõ êðèñòàëëîâ. Îäíàêî èç-
çà íåâîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè
ïîñëåäîâàòåëüíûå ðàñ÷åòû òàêîãî ðîäà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíû.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå êâàíòî-
âîõèìè÷åñêèå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ñèñòåìû àòîìîâ,
âêëþ÷àþùåé äåôåêòíóþ îáëàñòü (êëàñòåð ñ äåôåêòîì). Â òà-
êèõ ðàñ÷åòàõ âàæíî ïðàâèëüíî ó÷åñòü âëèÿíèå êóëîíîâñêîãî
ïîëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êðèñòàëëà. Òî÷íîñòü òàêîãî ðîäà âû-
÷èñëåíèé îòíîñèòåëüíî íåâûñîêà, îäíàêî ðÿä êà÷åñòâåííûõ
ðåçóëüòàòîâ îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì. Äëÿ èëëþñ-
òðàöèè ðàññìîòðèì âëèÿíèå êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïðèìå-
ñè èîíîâ ðåäêîçåìåëüíûõ ìåòàëëîâ.
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Èññëåäîâàííûé âûøå ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñëàáîìó ïî-
òåíöèàëó ïðèìåñè, êîãäà ïîòåíöèàë ïðèìåñè ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê âîçìóùåíèå ïî îòíîøåíèþ ê êðèñòàëëè÷åñêîìó
ïîòåíöèàëó. Îäíàêî ÷àñòî ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíûé ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé, êîãäà, íàïðîòèâ, êðèñòàëëè÷åñêîå ïîëå ìàëî ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ àòîìíûì ïîëåì ïðèìåñè â òîì ìåñòå, ãäå íàõîäèòñÿ
îðáèòà ýëåêòðîíà. Òàêîå ïîëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ, íàïðè-
ìåð, â ïðèìåñÿõ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ è ðåäêîçåìåëüíûõ ïðè-
ìåñÿõ, â êîòîðûõ ÷àñòè÷íî çàïîëíåííûå d- è f-îáðëî÷êè ýô-
ôåêòèâíî ýêðàíèðóþòñÿ âíåøíèìè ýëåêòðîíàìè. Ïðè ýòîì
ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ òàêèõ èîíîâ îòíîñèòåëüíî ñëàáî âîç-
ìóùàþòñÿ ïîëåì îñòàëüíîãî êðèñòàëëà. Ïîýòîìó ðåäêîçå-
ìåëüíûå èîíû, íàïðèìåð, âåäóò ñåáÿ ïî÷òè îäèíàêîâî â ðàç-
ëè÷íûõ ìàòðèöàõ.

Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ óäîáíî âçÿòü âîëíîâûå
ôóíêöèè èçîëèðîâàííîãî àòîìà (èîíà). Ýòè âîëíîâûå ôóíê-
öèè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ( )2 1L � -êðàòíî âûðîæäåííûì
óðîâíÿì. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå èîíû ñîäåðæàò îäèí
èëè áîëüøå ýëåêòðîíîâ ñ l � 2 èëè l � 3, ìíîãîýëåêòðîííàÿ
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò èìåòü áîëüøóþ êðàòíîñòü âûðîæäå-
íèÿ (ïîëíîå L îò 2 äî 6), ò. å. îíà ìíîãîêðàòíî âûðîæäåíà.
Ïðè ïîìåùåíèè òàêîãî èîíà â êðèñòàëë âîçìóùàþùèé êðèñ-
òàëëè÷åñêèé ïîòåíöèàë äîëæåí âûçâàòü ðàñùåïëåíèå ìíîãîê-
ðàòíî âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Åñëè ïîëîæåíèå èîíà â êðèñ-
òàëëå íåñèììåòðè÷íîå, òî óðîâåíü ðàñïàäàåòñÿ íà ( )2 1L � ïî-
äóðîâåíü. Îäíàêî ÷àñòî â êðèñòàëëàõ êóáè÷åñêîé ñèììåòðèè
èîí çàíèìàåò îäíó èç ïîçèöèé èîíà ñàìîãî êðèñòàëëà (äåôåêò
çàìåùåíèÿ). Â òàêîì ñëó÷àå ñíÿòèå âûðîæäåíèÿ íåïîëíîå.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êðèñòàëëà ñ ðåøåòêîé
NaCl. Â òàêîì êðèñòàëëå òî÷å÷íàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè ïîëîæå-
íèÿ èîíà áóäåòOh , è â íåé âîçìîæíû îäíîêðàòíî, äâóõêðàòíî
è òðåõêðàòíî âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü ðàñ-
ùåïëåíèå óðîâíåé, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé ðàçëî-
æåíèÿ è ðàçëîæèòü ïðèâîäèìûå ( )2 1L � -âûðîæäåííûå ïðåäñ-
òàâëåíèÿ ãðóïïû âðàùåíèé íà íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïûO h [49]. Ïðè ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïðàâè-
ëà ïåðåõîäà:
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(9.3)

Çäåñü ïðèâåäåíû ìîëåêóëÿðíûå îáîçíà÷åíèÿ íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé è, â ñêîáêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáîçíà÷åíèÿ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé â öåíòðå çîíû Áðèëëþýíà
êðèñòàëëà ñ ðåøåòêîé NaCl. Íàïîìíèì, ÷òî A — îäíîêðàòíî,
E — äâóêðàòíî è T — òðåõêðàòíî âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ.
Èíäåêñ g èëè u óêàçûâàåò íà ÷åòíîñòü èëè íå÷åòíîñòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé. Òåì ñàìûì P-ñîñòîÿíèÿ â êó-
áè÷åñêîì ïîëå íå ðàñùåïëÿþòñÿ, D-ñîñòîÿíèÿ ðàñùåïëÿþòñÿ
íà äâà óðîâíÿ è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî
óðîâíåé, îáðàçóåìûõ ïðèìåñüþ.

Òåîðèÿ ãðóïï ïîìîãàåò è â âû÷èñëåíèè ñìåùåíèé ýòèõ
óðîâíåé îòíîñèòåëüíî èõ ïîëîæåíèÿ â èçîëèðîâàííîì àòîìå.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ñìåùåíèå ýíåðãèè ïî òåîðèè
âîçìóùåíèé:

5E d r V( ) ( ) ( )� � �C C� 8
 3
Coul ,

ãäå C �( ) — îäíà èç âîëíîâûõ ôóíêöèé íåïðèâîäèìîãî ïðåäñ-
òàâëåíèÿ �, à VCoul — ïîëå âíåøíåãî (ïî îòíîøåíèþ ê èîíó)
êóáè÷åñêîãî îêðóæåíèÿ. Âáëèçè îò íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå ïî-
ìåùåí èîí ïðèìåñè, VCoul ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ìóëüòè-
ïîëÿì:

V e A Y
r

a
l l

m
l
m

l

l
lm

Coul( ) ( , )r �
�@2
1

� / � ,

ãäå a — ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè, Y
l
m — ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

çàâèñÿùàÿ îò ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò âåêòîðà r, à êîýôôèöèåí-
òû Al è �

l
m ìîæíî âû÷èñëèòü, èñõîäÿ èç ñèììåòðèéíûõ
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ñîîáðàæåíèé. Â ñëó÷àå ÷èñòî èîííîãî êðèñòàëëà Al îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñóììàìè ïî ðåøåòêå òèïà ñóìì, îïðåäåëÿþùèõ ïîñòîÿí-
íóþ Ìàäåëóíãà, è ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû äëÿ êàæäîãî òèïà
ðåøåòêè.

Ïîñêîëüêó â 5E( )� âõîäÿò âîëíîâûå ôóíêöèè îäíîãî òîãî
æå ïðåäñòàâëåíèÿ �, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ 5E( )� íåîáõîäèìî
çíàòü òîëüêî ïîëíîñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü VCoul , ïðèíàäëåæà-
ùóþ ïðåäñòàâëåíèþ A g1 1( )D . Åñëè ñóììèðîâàíèå ïî l îãðàíè-
÷èòü l 1 7, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.3) îñòàþòñÿ òîëüêî òðè ÷ëåíà
â 5E( )� (ïîñêîëüêó A g1 íå ñîäåðæèòñÿ â ðàçëîæåíèè äðóãèõ

ñîñòîÿíèé): l � 0, l � 4, l � 6. Òåì ñàìûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñìå-
ùåíèÿ óðîâíåé íåîáõîäèìî çíàòü òîëüêî çàâèñÿùèå îò ïðèìå-
ñè èíòåãðàëû C Cr4 è C Cr6 , îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îï-

ðåäåëÿþòñÿ òèïîì ðåøåòêè. Òàê, äëÿ d-ýëåêòðîíà â êóáè÷åñ-
êîì ïîëå ìîæíî ïîëó÷èòü

5 5 5 5E Dq E E Dq ET Eg g2
4 60 0� � � � �, ,

ãäå q e r� 4 105, à D eA a� � 4
5 . Äëÿ ðåøåòêè òèïà NaCl

A4 � 3,58, äëÿ ðåøåòêè òèïà CaF2 A4 � 2,712. Âåëè÷èíà 5E0
îïðåäåëÿåò ñìåùåíèå öåíòðà òÿæåñòè äâóõ óðîâíåé è îïðåäå-
ëÿåòñÿ êîíñòàíòîé Ìàäåëóíãà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êðèñòàë-
ëà. Èç ýêñïåðèìåíòà ìîæíî îöåíèòü âåëè÷èíó ðàñùåïëåíèÿ
ìåæäó óðîâíÿìè, ðàâíóþ 10Dq.

Ó÷åò ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïðîâåñòè
äâóìÿ ïóòÿìè â çàâèñèìîñòè îò ñèëû ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèñòàëëè÷åñêèì ïîëåì. Åñëè
êðèñòàëëè÷åñêîå ïîëå âûçûâàåò áîëåå ñèëüíîå ðàñùåïëåíèå,
òî ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî ó÷èòûâàòü â ïîñ-
ëåäíþþ î÷åðåäü (ðèñ. 26, à). Åñëè æå, íàîáîðîò, ñïèí-îðáè-
òàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñèëüíåå êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîëÿ, íå-
îáõîäèìî âíà÷àëå ïåðåéòè ê óðîâíÿì ñ îïðåäåëåííûì çíà÷å-
íèåì ïîëíîãî ìîìåíòà J è ëèøü çàòåì ðàñêëàäûâàòü ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ äâîéíîé ãðóïïû âðàùåíèé ñ ïîëóöåëûì J ïî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿì äâîéíîé ãðóïïû êðèñòàëëà (ðèñ. 26, á). ×èñëî è êëàñ-
ñèôèêàöèÿ óðîâíåé íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ðàçëîæåíèÿ, îäíà-
êî èõ ðàñïîëîæåíèå ïî ýíåðãèè ìåíÿåòñÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé ðåà-
ëèçóåòñÿ â îñíîâíîì äëÿ ïðèìåñåé ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ, à
âòîðîé – äëÿ ðåäêîçåìåëüíûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ f-ýëåêò-
ðîíû ñèëüíåå ëîêàëèçîâàíû âáëèçè ÿäðà.

148



9.4 Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â êðèñòàëëå ñ äåôåêòàìè
Ãëóáîêèå äåôåêòíûå ñîñòîÿíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ â ïëîòíîñòè

ñîñòîÿíèé â âèäå îñòðûõ ïèêîâ. Ïîëîæåíèÿ ýòèõ ïèêîâ îïðå-
äåëÿþòñÿ ýíåðãèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíåé äåôåêòîâ, à
èíòåíñèâíîñòü – êîíöåíòðàöèåé äåôåêòîâ ñ ó÷åòîì âûðîæäå-
íèÿ óðîâíåé.

Òîëüêî öåíòðû, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ íîñèòåëÿìè çàðÿäà
çà ñ÷åò êóëîíîâñêîãî ïîëÿ, ìîãóò îáðàçîâûâàòü êâàçèíåïðå-
ðûâíóþ ñèñòåìó óðîâíåé. Îãðàíè÷èìñÿ èìåííî ýòèì ñëó÷àåì.
Âåðõíèå óðîâíè, ïðèáëèæàþùèåñÿ ê êîíòèíóóìó, ìîãóò áûòü
îïèñàíû êàê ðèäáåðãîâñêèå ñîñòîÿíèÿ: E n� � 8Ry 2 , ãäå n —
ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî (ñì. ðàçäåë 6.2; çäåñü ýíåðãèÿ îòñ÷è-
òûâàåòñÿ îò äíà çîíû). Êàæäûé óðîâåíü ýíåðãèè ñ îïðåäåëåí-
íûì n âûðîæäåí n2 ðàç ïî îðáèòàëüíîìó è ìàãíèòíîìó êâàí-
òîâîìó ÷èñëó. Ðàçíîñòü ýíåðãèé ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíà dE dn n� 82 3Ry . Òåì ñàìûì ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ âûñîêîâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé öåíòðîâ
ñ êîíöåíòðàöèåé nc ðàâíà

g E n V n
dn

dE
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n
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m e n V

c c

c
c
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� �

8

8 8

2
5

3 2

5 2

3 2 6

5

2

2 2

Ry

Ry
2 3 3 5 2� � E

(9.4)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü âûâåäåíî è ñ èñïîëüçîâàíèåì
êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ [54] èç âû÷èñëåíèÿ îáúåìà
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî äâèæåíèþ ÷àñòèöû
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Ðèñ. 26. Ðàçëè÷íûå ñõåìû îáðàçîâàíèÿ óðîâíåé ïîä
äåéñòâèåì êðèñòàëëè÷åñêîãî ïîëÿ è ñïèí-îðáèòàëü-
íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.



â ïðèòÿãèâàþùåì êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå. Äëÿ ïîëîæèòåëü-
íûõ ýíåðãèé ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé g Ef ( ) äëÿ ñâîáîäíûõ ÷àñ-
òèö ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé E äàåòñÿ óðàâíåíèåì (7.10). Êè-
íåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â êóëîíîâñêîì ïîëå çàâèñèò îò
ðàññòîÿíèÿ r äî öåíòðà: E E e rkin � � 2 � . Òåì ñàìûì ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ E 0 0 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èíòåãðèðîâà-
íèåì g Ef ( )kin ïî êîîðäèíàòàì â îáëàñòè, ãäå ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ ìåíüøå E:

g E n d r g E e r E e r

n e dE

E

c f

c

( ) ( ) ( )

(

� � � �

�


 3 2 2

6

3

4

� / �




�
kin

kin �

6



E

g Ef
)

( ).
4

0
kin

(9.5)

Èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîäñòàíîâêîé gf èç
(7.10) îïÿòü äàåò ôîðìóëó (9.4).

Ïîñêîëüêó êîíöåíòðàöèÿ nc ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé, íàëè-
÷èå öåíòðîâ îòíîñèòåëüíî ñëàáî èçìåíÿåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿ-
íèé äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ýíåðãèé. Òåì ñàìûì g E g Ef( ) ( )�
äëÿ E + 0. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîðîãó ñíèçó E 3 0 ïëîòíîñòü
g E( ) âîçðàñòàåò äî áåñêîíå÷íîñòè ñîãëàñíî (9.4), â òî âðåìÿ
êàê äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ýíåðãèé E 3 0 ïëîòíîñòü g E( ) ïàäàåò
äî íóëÿ ñîãëàñíî (4.10). Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ìîæåò áûòü ëåãêî
ðàçðåøåíî, åñëè ó÷åñòü, ÷òî âáëèçè îò òî÷êè E � 0 íè óðàâíå-
íèå (9.4), íè (4.10) íå ïðèìå-
íèìû. Óñëîâèÿ èõ ïðèìåíè-
ìîñòè íàðóøàþòñÿ, ïîñêîëüêó
äëÿ ìàëûõ ýíåðãèé âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîâ-
ðåìåííûì âçàèìîäåéñòâèåì ñ
ìíîãèìè öåíòðàìè è ñ ñàìèì
êðèñòàëëîì. Åñëè ïîòðåáî-
âàòü, ÷òîáû îäíî âûðàæåíèå
ïëàâíî ïåðåõîäèëî â äðóãîå,
òî ìîæíî ðàçëîæèòü òî÷íóþ
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ðÿä
âáëèçè òî÷êè E � 0:
g E g Eg( ) ( ) ( )� � #0 0 , è ýòî ðàç-
ëîæåíèå äîëæíî ïëàâíî ïåðå-
õîäèòü â âûðàæåíèÿ (9.4) ïðè
ýíåðãèè �E1 è â (4.10) ïðè
ýíåðãèè E2 (ñì. ðèñ. 27). Ýòî
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g E( )

-E1 E20 E

~E1/2

~n E|c|
-5/2

Ðèñ. 27. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèÿ
êðèñòàëëà ñ çàðÿæåííûìè äå-
ôåêòàìè.
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2 1

1 6 2 3

2 3

2 1 3 2 1 37

5

35

2
2 4� � �



� �

, .

Ýíåðãèÿ e nc
2 1 3 �ðàâíà ñðåäíåé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåê-

òðîíà ñ áëèæàéøèì öåíòðîì â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòüþ �, ïîñêîëüêó ñðåäíåå ðàññòîÿíèå îò ýëåêòðîíà äî
êàêîãî-ëèáî öåíòðà ðàâíî nc

�1 3 . Çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-

íèé îêîëî E � 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

g
m V E

g g E( ) , ( ) ( ) .0
2

0 0

3 2

2
1 2

3 2 2 3 2� # �
8


 �

(9.6)

Òàêîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òîëüêî ãðóáîå ïðèáëèæå-
íèå, ïîñêîëüêó òî÷íîå ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé â ýòîé
îáëàñòè äîëæíî èçó÷àòüñÿ ìåòîäàìè òåîðèè íåóïîðÿäî÷åííûõ
ñèñòåì. Ïîëíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (9.4) ïî
ýíåðãèè îò ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè äî �E1:

g E dE
m e n

V
E

c( ) ,
�6

� 8


 �
9

:
;
;

<

=
>
>

1

0 2
3 2

3

2 1 3 3 2

� �
.

Ýòî ïîëíîå ÷èñëî ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé âîçðàñòàåò êàê nc
1 2 , à

íå êàê nc , ïîñêîëüêó îáëàñòü ýíåðãèé, â êîòîðîé ýëåêòðîííûå
ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íûõ öåíòðîâ ïåðåêðûâàåòñÿ, óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ ðîñòîì nc .

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â êðèñòàëëàõ ñ ïðè-
ìåñÿìè èìååò õâîñò â îáëàñòü çàïðåùåííûõ ýíåðãèé.
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§10 Ôîòîèîíèçàöèÿ äåôåêòîâ

Ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ äåôåêòîâ âíîñÿò âêëàä â ìíèìóþ
÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Â íåäåôîðìèðóåìîé
ðåøåòêå äåôåêòû äîëæíû ïðèâîäèòü ê äåëüòàîáðàçíûì ìàê-
ñèìóìàì â � 	2 ( ). Îäíàêî òàêîãî ðîäà ïåðåõîäû ïðàêòè÷åñêè
íå íàáëþäàþòñÿ â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ èç-çà ýëåêòðîí-ôî-
íîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê óøèðåíèþ è ñìåùå-
íèþ ëèíèè ïîãëîùåíèÿ. Ïîýòîìó äåòàëüíî ïîãëîùåíèå íà äå-
ôåêòàõ áóäåò ðàññìîòðåíî â ñëåäóþùåé ãëàâå. Çäåñü ìû ðàññ-
ìîòðèì ïåðåõîäû ñ äåôåêòíûõ óðîâíåé â ñîñòîÿíèÿ êðèñòàë-
ëà, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê øèðîêèì ïîëîñàì ïîãëîùåíèÿ. Òàêî-
ãî ðîäà ïåðåõîäû âîçìîæíû â ñëó÷àå ôîòîèîíèçàöèè äåôåê-
òîâ, êîãäà ýëåêòðîíû ñ ëîêàëèçîâàííîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ äåôåêòà ñ èçâåñòíîé ýíåðãèåé ïåðåõîäÿò â äåëîêàëèçîâàí-
íîå ñîñòîÿíèå â çîíå ïðîâîäèìîñòè, èëè ïóñòîé óðîâåíü çà-
ïîëíÿåòñÿ ýëåêòðîíîì ñ îáðàçîâàíèåì äåëîêàëèçîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ â âàëåíòíîé çîíå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîãëîùåíèå ïðî-
ïîðöèîíàëüíî êîíöåíòðàöèè äåôåêòîâ. Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè èìååò âèä

� 	



" 	 	2

2 2 24
( ) ( )� �@e N

f i fi
if�

re . (10.1)

Äëÿ îöåíêè âêëàäà äåôåêòà â ïîãëîùåíèå â êà÷åñòâå íà÷àëü-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äåôåêòà, â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî — áëîõîâñ-
êóþ ôóíêöèþ, ïðèíàäëåæàùóþ êîíòèíóóìó çîíû ïðîâîäè-
ìîñòè ck . Ïðè ýòîì 	fi c iE E� �( ( ) )k �, ãäå Ec( )k — ýíåðãèÿ
çîíû ïðîâîäèìîñòè â çàâèñèìîñòè îò âîëíîâîãî âåêòîðà k, à
Ei — ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äåôåêòà.

Äëÿ îöåíêè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà äèïîëüíîãî ïåðåõîäà,
âõîäÿùåãî â (10.1), íåîáõîäèìî çíàòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
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íåèçâåñòíà. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íåèçâåñò-
íà. Îíà ëåãêî ìîæåò áûòü íàéäåíà â íåêîòîðûõ ïðåäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, â ïðèáëèæåíèè ýôôåêòèâíîé ìàññû, ðàñ-
ñìàòðèâàâøåìñÿ â ðàçäåëå 6.2. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ýòî
ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ìåëêèõ óðîâíåé. Îäíà-
êî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà f ire äîñòàòî÷íî
çíàòü àñèìïòîòèêó âîëíîâîé ôóíêöèè i íà äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ ðàññòîÿíèÿõ îò äåôåêòà, ïîñêîëüêó îáëàñòü ìàëûõ ðàññ-
òîÿíèé îòíîñèòåëüíî ñëàáî âëèÿåò íà âåëè÷èíó ìàòðè÷íîãî
ýëåìåíòà ïåðåõîäà èç-çà äåëîêàëèçîâàííîãî õàðàêòåðà âîëíî-
âîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòî-
òèêè i ìîæíî ïðèìåíèòü òàê íàçûâàåìûé ìåòîä êâàíòîâîãî
äåôåêòà [88–90].

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò äåôåêòà êóëîíîâñêèé ïîòåí-
öèàë îñòîâà, äåéñòâóþùèé íà ýëåêòðîí, ñëàáî ìåíÿåòñÿ ñ ðàñ-
ñòîÿíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå ýôôåêòèâ-
íîé ìàññû, è äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

E
m

Z e

r
Ei

i
i i( )

( )
( ) .0

2

1
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2 2 2
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�
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�

�
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%
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(
) �
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�

�
C r (10.2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå äåôåêòà ôîðìèðóåòñÿ èç íå-
âûðîæäåííîé èçîòðîïíîé çîíû i ñ ýôôåêòèâíîé ìàññîé mi

8 . Â

ýòîì óðàâíåíèè Ze — çàðÿä äåôåêòà â íåèîíèçîâàííîì ñîñòî-
ÿíèè, Ei — òî÷íàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ äåôåêòà.
Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (10.2) ñïðàâåäëèâî òîëüêî íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ îò äåôåêòà, à íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ïîòåíöèàë
ìîæåò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò êóëîíîâñêîãî, èç ýòîãî
óðàâíåíèÿ íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ äåôåê-
òà Ei . Íàîáîðîò, çíàÿ òî÷íóþ ýíåðãèþ Ei , ìîæíî îïðåäåëèòü
àñèìïòîòèêó âîëíîâîé ôóíêöèè.

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äåôåêòà ñîîòâåòñòâóåò s-ñîñòîÿíèþ,
è ïîýòîìó óãëîâàÿ ÷àñòü ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê ( )4 1 2
 � . Ðåãóëÿð-
íîå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.2) èìååò âèä

C

 � �

�
�

�
�

i
a

r r a( )
( ) ( ) ( )

exp( )r �
�

�
8 �

� 82

4 11 2 1 2
1

D
, (10.3)

ãäå a e m Zi
8 8� ��

2 2 1� ( ) — ýôôåêòèâíûé áîðîâñêèé ðàäèóñ,

à ýôôåêòèâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî � îïðåäåëÿåòñÿ èç
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ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ðèäáåðãà
Ry 8 8� �( )Z e a1 22 � è òî÷íîé ýíåðãèåé Ei : Ei � � 8Ry �2 .

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (10.2) íåïðèìåíèìî ïðè ìàëûõ r,
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ «ïëîõî» âåäåò ñåáÿ ïðè r 3 0. Íîðìèðîâêà
îãèáàþùåé âîëíîâîé ôóíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ó÷èòûâà-
åò òîëüêî âêëàä îò áîëüøèõ ðàññòîÿíèé. Åñòåñòâåííî, ÷òî ýòîò
ìåòîä íåïðèìåíèì äëÿ îäíîêðàòíî îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûõ
äåôåêòîâ, ïîñêîëüêó ïðè îòðûâå ýëåêòðîíà ïîëó÷àåòñÿ íåéò-
ðàëüíûé îñòîâ áåç äàëüíîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà.

Â ïðåäåëå ÷èñòî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà êî-
ðîòêîäåéñòâóþùàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëà îòñóòñòâóåò, Ei � � 8Ry
è, ñëåäîâàòåëüíî, � � 1. Îãèáàþùàÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìåíÿåòñÿ êàê e r a� 8

. Â ñëó÷àå êîðîòêî-
äåéñòâóþùåãî ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà îáðàçóåòñÿ ãëóáî-
êèé óðîâåíü, ýíåðãèÿ êîòîðîãî Ei ìíîãî áîëüøå Ry 8 . Ñëåäî-

âàòåëüíî, � 3 0 è îãèáàþùàÿ èìååò âèä

r r a r r m Ei i
� 8 � 8� � �$

%&
'
()

1 1 2exp( ) exp� �

è, åñòåñòâåííî, íå çàâèñèò íè îò çàðÿäà äåôåêòà, íè îò äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ýòà âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ äåëüòàîáðàçíîé ÿìû.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü èí-
òåðïîëèðîâàòü ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçíîãî âêëàäà äàëüíîäåéñò-
âóþùåãî êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà â ïîëíûé ïîòåíöèàë âçàè-
ìîäåéñòâèÿ â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà � îò 0 äî 1.

Çîíà i, ôîðìèðóþùàÿ ñîñòîÿíèå äåôåêòà, â ïðèíöèïå ìî-
æåò íå ñîâïàäàòü ñ çîíîé ïðîâîäèìîñòè c, êîòîðîé ñîîòâåòñò-
âóþò äåëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿíèÿ. Ââåäåì ýíåðãèþ èîíèçà-
öèè EI , îòñ÷èòûâàåìóþ îò äíà çîíû ïðîâîäèìîñòè:
E E EI c i� �( )0 . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýêñòðåìóì çîíû i è
çîíû ïðîâîäèìîñòè c íàõîäÿòñÿ â D-òî÷êå. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
äåôåêòà èìååò âèä i ii� C ( ) ,r 0 , ãäå 0, i — ôóíêöèÿ Áëîõà
i-é çîíû ñ ðàâíûì íóëþ âîëíîâûì âåêòîðîì. Ìàòðè÷íûé ýëå-
ìåíò äèïîëüíîãî ïåðåõîäà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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( ) ( ) ( )

( )

C

C c i
v

i
i ciu ek 0

kl
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r r r l d 0( ) ( ) ( ) ( ).
 @@ � � C

Çäåñü áûëà ó÷òåíà ïëàâíîñòü ôóíêöèè Ci( )r è èíòåãðèðîâà-
íèå îãðàíè÷åíî ïî ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå v. Ìàòðè÷íûé ýëå-
ìåíò äèïîëüíîãî ìîìåíòà d kci( )îïðåäåëåí â ïàðàãðàôå 2. Ïå-
ðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ïî l ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî íåïðåðûâ-
íîé ïåðåìåííîé r, ïîëó÷èì

e f i d r eci
i

ir d 0 rkr� �
( ) ( )3 C ,

òî åñòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ôîòîèîíèçàöèè äåôåêòà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôóðüå-îáðàçîì îãèáàþùåé ôóíêöèè Ci( )r . Èñïîëüçóÿ
âûðàæåíèå (10.3), ìîæíî ïîëó÷èòü

e f i
a ka

ka
cir d 0�

�

�

8 8

8
( )

( ) sin[( ) ( )]

[ (

2 1

1

3 2� � � �

� �

arctg

ka 8 �) ]( )2 1 2�
,

ãäå ââåäåíî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà â çîíå

ïðîâîäèìîñòè k m Ec I� �82 ( )�	 . Óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåð-

íóþ âåëè÷èíó X ka m E m Ec I i i� � �8 8 8( ) ( )� 	2 2 � . Â ñëó÷àå

âîäîðîäîïîäîáíîãî äåôåêòà ( )� � 1 âêëàä â � 	2 ( ) ïðîïîðöèî-
íàëåí X X( )1 4� , â ñëó÷àå êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèà-

ëà ñî ñëàáûì êóëîíîâñêèì âêëàäîì – �2 21X X( )� . Êàê âè-
äèì, íà ïîðîãå ôîòîèîíèçàöèè ïðè X 00 1âêëàä â �2 îáëàäàåò
îñîáåííîñòüþ Âàí-Õîâà, êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, ñâÿçàíà ñ îñî-
áåííîñòüþ ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé çîíû ïðîâîäèìîñòè. Ïîãëî-
ùåíèå ðàñòåò äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà X ~ 1 (òî åñòü
�	� 8 8E m E mI i i c~ ). Â äàëüíåéøåì íàñòóïàåò ñïàä âêëàäà â

�2 , áîëåå ðåçêèé â âîäîðîäîïîäîáíîì ñëó÷àå ìåëêîãî äåôåêòà
è áîëåå ñëàáûé â ñëó÷àå êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà
(ðèñ. 28).

Ïðè ýòîì ðàññìîòðåíèè íå ó÷èòûâàëèñü ýôôåêòû ýëåêò-
ðîííî-äûðî÷íûõ êîððåëÿöèé, ïðèâîäÿùèõ â ñëó÷àå ìåæçîí-
íûõ ïåðåõîäîâ ê ýêñèòîííûì ýôôåêòàì. Â äåéñòâèòåëüíîñòè
âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñ-
êîé âîëíîé. Ìîæíî è äëÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ââåñòè îãèáàþ-
ùóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ýôôåêòèâíîé
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ìàññû èìååò âîäîðîäîïî-
äîáíûé õàðàêòåð äëÿ íåï-
ðåðûâíîãî ñïåêòðà. Âû÷èñ-
ëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê
èíòåãðàëó, âêëþ÷àþùåìó
íå òîëüêî Ci( )r , íî è âîäî-
ðîäîïîäîáíóþ ôóíêöèþ
íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ñî-
îòâåòñòâóþùóþ âîëíîâîìó
âåêòîðó k. Àíàëîãè÷íûå èí-
òåãðàëû âîçíèêàþò ïðè èññ-
ëåäîâàíèè ôîòîèîíèçàöèè
àòîìà âîäîðîäà. Â ýòîé çà-
äà÷å [91] ïîêàçàíî, ÷òî íà
ïîðîãå ôîòîèîíèçàöèè çà-
âèñèìîñòü âêëàäà â �2 ïðî-
ïîðöèîíàëüíà íå X, à âåëè÷èíå

exp( )

exp( )

�

� �

4 2 2

1 2 2

X X

X

arctg( )



.

Ýòà âåëè÷èíà èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïðè X 3 0. Êîíå÷-
íîå çíà÷åíèå � 	2 ( ) íà ïîðãå ôîòîèîíèçàöèè íå îçíà÷àåò ñêà÷-
êà ïîãëîùåíèÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ çàðÿæåííûõ äåôåê-
òîâ áåç ýêðàíèðîâàíèÿ, ê êîòîðûì òîëüêî è ïðèìåíèìî âñå
âûøåèçëîæåííîå, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî óðîâíåé
íèæå ïîðîãà èîíèçàöèè. Èíòåíñèâíîñòü ïåðåõîäà â ýòè êâàçè-
äèñêðåòíûå ñîñòîÿíèÿ òàêîâà, ÷òî, êàê è äëÿ ýêñèòîíà
Âàíüå—Ìîòòà, íà ïîðîãå èîíèçàöèè íèêàêèõ îñîáåííîñòåé â
� 	2 ( ) íå âîçíèêàåò.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âûøåèçëîæåííîå íå ñîâñåì ïðèìå-
íèìî ê ôîòîèîíèçàöèè öåíòðîâ òèïà X� , ïîñêîëüêó îòðûâàå-
ìûé ýëåêòðîí ñâÿçàí ñ îñòîâîì ëèøü êîðîòêîäåéñòâóþùèì
ïîòåíöèàëîì. Íàëè÷èå òàêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ìîæåò ïðè-
âîäèòü ê óñèëåíèþ ïîãëîùåíèÿ ñðàçó çà ïîðîãîì è ê ñìåùå-
íèþ ìàêñèìóìà ïîãëîùåíèÿ â îáëàñòü ìåíüøèõ ýíåðãèé ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì � 3 0 ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ. Ïîñ-
êîëüêó ÷èñëî óðîâíåé â êîðîòêîäåéñòâóþùåì ïîòåíöèàëå êî-
íå÷íî, îñîáåííîñòè Âàí-Õîâà ïðè ïîãëîùåíèè ñ ôîòîèîíèçà-
öèåé òàêèõ öåíòðîâ äîëæíû ïðîÿâëÿòüñÿ.
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§11 Íåóïîðÿäî÷åííûå ñèñòåìû

Äåôåêòû êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè èìåþòñÿ âî âñåõ
êðèñòàëëàõ. ×àñòî èõ êîíöåíòðàöèÿ ñòàíîâèòñÿ íàñòîëüêî
áîëüøîé, ÷òî ñòàíîâèòñÿ áåññìûñëåííî ãîâîðèòü î òðàíñëÿöè-
îííîé ñèììåòðèè. Óâåëè÷åíèå êîíöåíòðàöèè äåôåêòîâ â ïåð-
âóþ î÷åðåäü íàðóøàåò äàëüíèé ïîðÿäîê. Îäíàêî äëÿ óìåðåí-
íûõ êîíöåíòðàöèé áëèæíèé ïîðÿäîê ìåíÿåòñÿ ñëàáî (íàïðè-
ìåð, íå ìåíÿåòñÿ êîîðäèíàöèîííîå ÷èñëî äëÿ àòîìîâ êðèñòàë-
ëà). Äëÿ áîëüøîé êîíöåíòðàöèè äåôåêòîâ íàðóøàåòñÿ è
áëèæíèé ïîðÿäîê, è òâåðäîå òåëî ñòàíîâèòñÿ ñòåêëîì èëè
àìîðôíûì âåùåñòâîì.

Òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ
ñîâðåìåííîé è áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ íàóêè, è èì
ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî êíèã ([6, 63, 92, 93]). Çäåñü ìû îá-
ñóäèì òîëüêî íåêîòîðûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ýòèõ èíòåðåñíûõ
ñèñòåì, êîòîðûå âàæíû â ñïåêòðîñêîïèè òâåðäûõ òåë.

Ïåðâûì î÷åâèäíûì ðàçëè÷èåì ìåæäó ñèñòåìîé áåç äàëü-
íåãî ïîðÿäêà è êðèñòàëëîì ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ
êâàçèèìïóëüñà, ïîñêîëüêó íàðóøàåòñÿ òðàíñëÿöèîííàÿ ñèì-
ìåòðèÿ, è ïîýòîìó òåîðåìà Áëîõà ñòàíîâèòñÿ íåñïðàâåäëèâîé.
Ïîýòîìó íåâîçìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå çîíû Áðèëëþýíà, çàêîíà
äèñïåðñèè è âñå äðóãèå ïîíÿòèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ îñíîâîé ñïåêò-
ðîñêîïèè êðèñòàëëîâ. Îäíàêî èìååòñÿ áîëüøîé êëàññ íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ýòè ïîíÿòèÿ â íåêîòîðîé ñòå-
ïåíè ïðèìåíèìû. Ýòî ñèñòåìû ñ áëèæíèì ïîðÿäêîì, äëÿ êî-
òîðûõ ìîæíî ââåñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ðàçìåðû d êâàçèê-
ðèñòàëëè÷åñêèõ îáëàñòåé (äëÿ ñèñòåì ñ òî÷å÷íûìè äåôåêòà-
ìè, äèñëîêàöèÿìè, äâóìåðíûìè äåôåêòàìè è ïðî÷.) Ýòè ðàç-
ìåðû çàâèñÿò îò êîíöåíòðàöèè äåôåêòîâ, íàïðèìåð, äëÿ òî-
÷å÷íûõ äåôåêòîâ ñ êîíöåíòðàöèåé nc ýòîò ðàçìåð ïîðÿäêà
nc
�1 3 . Òåì ñàìûì â îáëàñòÿõ ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè d ìîæíî

ââåñòè êâàçèâîëíîâîé âåêòîð k, íåîïðåäåëåííîñòü çàäàíèÿ êî-
òîðîãî 5k çàâèñèò îò d:
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5k � 
 d . (11.1)

Åñëè ñðåäíåå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå a ìíîãî ìåíüøå d, òî ýòà
íåîïðåäåëåííîñòü ìíîãî ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî âîëíîâîãî
âåêòîðà (êîòîðûé ïîðÿäêà 
 a). Äëÿ îïèñàíèÿ áîëüøîãî ÷èñ-
ëà ÿâëåíèé â òàêèõ ñëàáî íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü êàðòèíó, îñíîâàííóþ íà ñâîéñòâàõ èäåàëüíîãî
êðèñòàëëà. Ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà ìîãóò ÿâëÿòüñÿ íà÷àëüíûì
ïðèáëèæåíèåì. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ðàññåèâàþòñÿ äåôåêòàìè è
òåì ñàìûì ïðèîáðåòàþò êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè. Íåîïðåäåëåí-
íîñòü ýíåðãèè 5E ïîðÿäêà

5 5
5

E
E

d t
� � �
�
�


 

k

k v�
�
, (11.2)

ãäå èñïîëüçîâàíî îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè âîçáóæäåíèÿ
v k� �

�
1 � �E è ñîîòíîøåíèå (11.1). Èíòåðâàë âðåìåíè 5t ñî-

îòâåòñòâóåò âðåìåíè, íåîáõîäèìîìó âîçáóæäåíèþ íà ïåðåñå-
÷åíèå îáëàñòè ðàçìåðîì ïîðÿäêà d, 5t d� v. Ñîîòíîøåíèå
(11.2) ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíî èç ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäå-
ëåííîñòåé ìåæäó ýíåðãèåé è âðåìåíåì. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêà-
çûâàåò, ÷òî âñå ñèíãóëÿðíîñòè â ñïåêòðå ýíåðãèé (â ÷àñòíîñòè,
ñèíãóëÿðíîñòè Âàí Õîâà) ñãëàæèâàþòñÿ ïóòåì óñðåäíåíèÿ ïî
èíòåðâàëó ýíåðãèè ïîðÿäêà (11.2).

Ñïåêòðû îïòè÷åñêîãî ïîãëîùåíèÿ òàêèõ ñèñòåì â îáëàñòè
ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ áëèçêè ê ñïåêòðàì êðèñòàë-
ëîâ, çà èñêëþ÷åíèåì îòñóòñòâèÿ âûðàæåííûõ îñîáåííîñòåé.

Åñëè ñòåïåíü íåóïîðÿäî÷åííîñòè äîñòàòî÷íî âûñîêà, òî â
ñèñòåìå ìîæåò íå íàáëþäàòüñÿ è áëèæíèé ïîðÿäîê. Äëÿ òàêèõ
ñèñòåì ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå âîëíî-
âîãî âåêòîðà è äðóãèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë, òðàäèöèîííî èñïîëü-
çóåìûõ â ôèçèêå êðèñòàëëîâ. Åäèíñòâåííîé ôóíêöèåé, êîòî-
ðàÿ ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü ñïåêòð ýíåðãèé, ÿâëÿåòñÿ ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé g E( ). Êàê âûøå îòìå÷àëîñü, äëÿ ñëàáî íåîä-
íîðîäíûõ ñèñòåì ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷à-
åòñÿ îò ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé äëÿ êðèñòàëëà. Íàèáîëüøèå îò-
ëè÷èÿ ïðîÿâëÿþòñÿ â çîíàõ çàïðåùåííûõ ýíåðãèé è âáëèçè îò
êðàåâ çîí. Ïðèìåðîì ýòîãî ñëóæèò ðàññìîòðåííàÿ â ðàçäåëå
9.4 ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé äëÿ çàðÿæåííûõ äåôåêòîâ. Õâîñòû
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîÿâëÿþòñÿ ó êàæäîãî êðàÿ çîí. Ýòîò
ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ èçìåíåíèé ïëîòíîñòè
ñîñòîÿíèé. Åñëè äåôåêòû ãëóáîêèå, íåéòðàëüíûå è ò.ä., òî

158



ðåçóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ îò îïèñûâàåìûõ ôîðìóëîé (9.4).
Õâîñòû ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ìîãóò èìåòü äðóãóþ çàâèñèìîñòü
îò ýíåðãèè (íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëüíóþ), îíè ìîãóò áûòü
íåìîíîòîííûìè è ïðî÷. Òåì ñàìûì â çîíå, áûâøåé çàïðåùåí-
íîé, ìîãóò íàáëþäàòüñÿ íîâû ïèêè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé. Äëÿ
ñèëüíî íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì õâîñòû îò äíà çîíû ïðîâîäè-
ìîñòè è îò ïîòîëêà âàëåíòíîé çîíû ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ. Òåì
ñàìûì íèêàêîé çàïðåùåííîé çîíû (â ïðåæíåì ñìûñëå ýòîãî
ïîíÿòèÿ) ìîæåò íå íàáëþäàòüñÿ.

Íåñìîòðÿ íà ýòî, äàæå ñèñòåìû ñ ïåðåêðûâàþùèìèñÿ
õâîñòàì ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü äèýëåêòðèêàìè. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé íå ãà-
ðàíòèðóåò äåëîêàëèçîâàííûé õàðàêòåð âîëíîâûõ ôóíêöèé.
Ãëóáîêèå ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàçäåëåí-
íûìè, è ïåðåíîñ âîçáóæäåíèÿ ñ îäíîãî ñîñòîÿíèÿ íà äðóãîå
èìååò ìàëóþ âåðîÿòíîñòü. Îïðåäåëåíèå ãðàíèöû ïîäâèæíîñ-
òè âîçáóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ òåîðèè
ïåðêîëÿöèè (ïðîòåêàíèÿ).

Ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ íåóïîðÿäî÷åííîé ñèñòåìû ìîæåò
áûòü ðàññ÷èòàí àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ êðèñ-
òàëëîâ. Ôîðìóëû (3.8) è (3.32) ìîãóò áûòü âûâåäåíû áåç êà-
êèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè
ñèñòåìû. Åäèíñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêî-
ïè÷åñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ îäíîðîäíîñòü ñèñòåìû. Ñëåäñòâè-
åì òåîðåìû Áëîõà äëÿ êðèñòàëëà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âõîäÿùèé â
(3.32) êâàäðàò ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà � �D

k
nm

2

�
îòëè÷åí îò

íóëÿ òîëüêî äëÿ ñîñòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ
k k kn m� � . Äëÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì ýòî íåñïðàâåäëè-
âî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì, äëÿ ñëàáî íåóïîðÿäî-
÷åííûõ ñèñòåì âîëíîâîé âåêòîð óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

k k kn m d� � 1 
 ,

â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñèëüíî íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì íà âîëíî-
âûå âåêòîðà íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Â ïîñ-
ëåäíåì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî çàìåíèòü ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò êîíñòàíòîé. Ýòî ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó ñîîòíîøåíèþ

� 	 	 	2 1( ) ~ ( ) ( ) ( )[ ( )]dE g E f E g E f E� � �
 � � , (11.3)

òî åñòü äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà
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ñâåðòêå ïëîòíîñòåé ñîñòîÿíèé äëÿ ñâîáîäíîé g E( )� �	 è çà-
ïîëíåííîé g E( ) çîí. Ïîñêîëüêó g E( ) äëÿ äåëîêàëèçîâàííûõ
ñîñòîÿíèé áëèçêè ê ïëîòíîñòÿì ñîñòîÿíèé êðèñòàëëà, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå g E E Eg( ) ~ � äëÿ çîíû ïðîâî-

äèìîñòè è g E E( ) ~ � äëÿ âàëåíòíîé çîíû âáëèçè èõ äíà è ïî-
òîëêà, ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
� 	 	2

2( ) ~ ( )� �Eg âáëèçè ïîðîãà ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùå-

íèÿ ( )�	 + Eg . Ýòîò ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî îñîáåííîñòè
Âàí Õîâà â ñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ ïðîïàäàþò.

Íèæå îáëàñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ ôîðìóëà
(11.3) ïåðåîöåíèâàåò ìíèìóþ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðàçëè÷íûå ëîêàëèçîâàííûå
ñîñòîÿíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ìîãóò íå ïåðåêðûâàòüñÿ, è òåì ñà-
ìûì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ñîñòîÿ-
íèé ñ ïåðåêðûâàþùèìèñÿ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè. Òåì ñàìûì
â (11.3) ïðîÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèÿ çàïîëíåííûõ è ñâîáîäíûõ
ñîñòîÿíèé.

Ðàññìîòðèì äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ ñèñòåì ñ ïàðàìåòðàìè,
êîòîðûå ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ òàêèõ ñèñ-
òåì êàæäûé ôèçè÷åñêè ìàëûé îáúåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê èäåàëüíûé êðèñòàëë, íî ïàðàìåòðû ýòèõ êðèñòàëëèêîâ
ìåíÿþòñÿ îò îäíîé òî÷êè ê äðóãîé. Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñò-
âóåò ïðîñòðàíñòâåííîìó èçìåíåíèþ çàïðåùåííîé çîíû. Äíî
çîíû ïðîâîäèìîñòèUc( )r è ïîòîëîê âàëåíòíîé çîíûUv( )r ìî-
ãóò ïëàâíî èçìåíÿòüñÿ. Òåì ñàìûì çàïðåùåííàÿ çîíà
E U Ug c v( ) ( ) ( )r r r� � òàêæå ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Ïîýòî-
ìó äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü òàêîãî êðèñòàëëà ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â ôîðìå

� 	 � 	L2 2
0( ) ( ) ( )� �
 d P Eg5 5 5 , (11.4)

ãäå � 	L2
0 ( )Eg — äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êðèñòàëëà ñ

çàïðåùåííîé çîíîé Eg , à P( )5 — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàçíè-
öà E Eg g( )r � ìåæäó ìèêðîñêîïè÷åñêîé è ñðåäíåé çàïðåùåí-
íîé çîíàìè ðàâíà 5. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïëàâíûõ ôëóêòóàöèé
ñ ãàóññîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì õâîñò � 	2 ( ) òàêæå èìååò ãàóñ-
ñîâñêèé õàðàêòåð: � 	 	2

2( ) ~ exp[ ( ) ]� �C Eg � , ãäå C — êîíñ-

òàíòà, óìåíüøàþùàÿñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè íåóïîðÿäî÷åí-
íîñòè.

Òàêèå íåêîððåëèðîâàííûå èçìåíåíèÿUc( )r èUv( )r ìîãóò
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áûòü âûçâàíû êîðîòêîäåéñòâóþùèì ôëóêòóàöèîííûì ïîòåí-
öèàëîì, ñâÿçàííûì, íàïðèìåð, ñ èçìåíåíèÿìè ïîñòîÿííîé ðå-
øåòêè. Åñëè ñäâèã çîí ñâÿçàí ñ ôëóêòóàöèÿìè çàðÿæåííûõ
îáëàñòåé â ñèñòåìå, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå äåéñòâóåò íà ýëåêòðî-
íû â çîíå ïðîâîäèìîñòè è â âàëåíòíîé çîíå îäèíàêîâî. Ïîýòî-
ìó â ýòîì ñëó÷àå U U Ec v g( ) ( )r r� � , è îòñþäà E Eg g( )r � .
Òåì ñàìûì ôîðìóëà (11.4) ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé. Äðó-
ãîé ïîäõîä ê ýòîé ïðîáëåìå ìîæåò ïðèâåñòè â ïîëó÷åíèþ ðå-
çóëüòàòà. Çàðÿæåííûå îáëàñòè â êðèñòàëëå ñîçäàþò ýëåêòðè-
÷åñêîå ïîëå �( )r . Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü âûðàæåíèÿ
äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå
(8.5). Òåì ñàìûì äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñèñòåìû ñ
çàðÿæåííûìè îáëàñòÿìè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

� 	 � 	L2 2
0( ) ( ) ( )� 
 d P� � � , (11.5)

ãäå P( )� — âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå � â
îáðàçöå. Â ñëó÷àå ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûõ çàðÿæåííûõ
ïðèìåñåé ñ êîíöåíòðàöèåé nc ðàñïðåäåëåíèå P( )� ÿâëÿåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì Õîëüöìàðêà (ñì., íàïðèìåð, [48]):

P H( ) ( )� � � �� �
0

1
0 ,

ãäå �0
2 32 6� , enc , òî åñòü èìååò ïîðÿäîê ïîëÿ íà ðàññòîÿíèè

nc
�1 3 îò ïðèìåñè, à íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ H( )G ðàâíà

H dx x x e x( ) sin( )G 
 G G� � �
6

�


2 1

0

3 2

è èìååò ìàêñèìóì âáëèçèG � 16, , è àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
H( ) ~G G2 ïðè G 00 1 è H( ) ~G G�5 2 ïðè G ++ 1.

Äëÿ ïëàâíûõ ïîëåé ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü èìååò âèä � 	 	2 ( ) ~ exp[ ( )]� �G Eg � ,
òî åñòü âåäåò ñåáÿ ýêñïîíåíöèàëüíî â îáëàñòè ýíåðãèé
�	 0 Eg .G â ýòîé ôîðìóëå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé [6]. Òàêàÿ çà-
âèñèìîñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè íèæå êðàÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ èçâåñòíà êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî îá-
íàðóæåííîå ïðàâèëî Óðáàõà. Ýòîò çàêîí áûë îáíàðóæåí äëÿ
êðèñòàëëîâ [94], äëÿ êîòîðûõ îí èìååò äðóãîå îáúÿñíåíèå
(ñì. òðåòüþ ãëàâó). Îäíàêî àíàëîãè÷íàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
çàâèñèìîñòü ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü òî æå íàèìåíîâàíèå è
äëÿ íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì.
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Глава 3

Электронные состояния в
деформируемой решетке

§12 Ôîíîíû â êðèñòàëëàõ

12.1 Ôîíîíû â èäåàëüíîì êðèñòàëëå
Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà

êðèñòàëëà (4.1). Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïðåíåáðåãàëîñü äâèæå-
íèåì ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû. Çäåñü ìû ó÷òåì âëèÿíèå äâèæåíèÿ
ÿäåð íà ýëåêòðîííûå ñâîéñòâà. Çàïèøåì ýòîò ãàìèëüòîíèàí â
âèäå

� � � � ( , )� � � �0 � � �e N � � , (12.1)

ãäå � è � — ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò âñåõ ýëåêòðîíîâ è ÿäåð,
��N è ��e — êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ÿäåð è ýëåêòðîíîâ, à
� ( , )� � � — îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Èññëåäóåì áîëåå

ïîäðîáíî ïðèáëèæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó m M, ãäå m è M
— ìàññû ýëåêòðîíà è ÿäðà. ×àñòîòû äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ
íàìíîãî âûøå, ÷åì ÿäåð. Ïîýòîìó ýëåêòðîíû â êàæäûé ìî-
ìåíò íàõîäÿòñÿ êàê áû â ñòàòè÷åñêîì ïîëå ÿäåðíîé ïîäñèñòå-
ìû. Íàïðîòèâ, ÿäðà «÷óâñòâóþò» òîëüêî óñðåäíåííûé ïî áûñ-
òðîìó äâèæåíèþ ýëåêòðîíîâ ïîòåíöèàë. Íàèáîëåå ïîñëåäîâà-
òåëüíî ýòî îòðàæåíî â èäåå àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ,
èëè ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà—Îïïåíãåéìåðà. Â ýòîì ïðèáëèæå-
íèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ èùåòñÿ â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ýëåêòðîííûõ è
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èîííûõ êîîðäèíàò:

M( , ) ( ; ) ( )� � � � �� C N (12.2)

Ýëåêòðîííàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ C( ; )� � çàâèñèò îò èîííûõ
êîîðäèíàò � êàê îò ïàðàìåòðîâ. Ôèêñèðóÿ êîîðäèíàòû ÿäåð-
íîé ïîäñèñòåìû � è ïîëàãàÿ ��N � 0, ïîëó÷àþò óðàâíåíèå äëÿ

C( ; )� � :

[ � � ( , )] ( ; ) ( ) ( ; )� �e eE� �� � � � � � �C C . (12.3)

Çäåñü Ee ( )� — ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ (12.3) äëÿ
äàííîé êîíôèãóðàöèè ÿäåð �. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ýòî óðàâ-
íåíèå èññëåäîâàëîñü äëÿ ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè �0 .
Óðàâíåíèå (12.3) ñëîæíåå ïîñëåäíåãî õîòÿ áû òåì, ÷òî ïðè
� �- 0 ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ ñíèìàåòñÿ òðàíñëÿöèîííàÿ è
òî÷å÷íàÿ ñèììåòðèÿ ñèñòåìû.

Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè N( )� ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþ-
ùèì ñïîñîáîì. Ïðèìåíèì îïåðàòîð ��0 (12.1) ê ôóíêöèè
(12.2):

� ( , ) ( ) ( ; ) ( )
�

( ; ) ( )

(

�0

2

2
M � � � � � � � � �

�

� � �

�

@E
M

e
i

ii

C N C N

C

P

; ) ( )
�

( )

( )
�

( ; )

� � �
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E
M

M

e
i

ii

i

ii

�
$

%
&

'

(
) �

� �

@

@

P

P

2

2

2

2

N

N C
1

Mi
i i

i

[ � ( )][ � ( ; )] .P PN C� � �@
�
�
�

�
�
�

(12.4)

Â òåîðèè àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
÷ëåíû â ôèãóðíîé ñêîáêå ìàëû, ïîñêîëüêó C( ; )� � çàâèñèò îò
� îòíîñèòåëüíî ñëàáî. Òîãäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè è âîëíîâîé ôóíêöèè ðåøåòêè:

�
( ) ( ) ( )

Pi

ii
e

M
E E

2

2
@ �
$

%
&

'

(
) �� � �N N .

Ýòî æå óðàâíåíèå ìîæíî âûâåñòè è èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöè-
ïà, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ (12.2) â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè.
Â ýíåðãèþ Ee ( )� âõîäÿò êàê ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
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âçàèìîäåéñòâèÿ èîííûõ îñòîâîâ (÷ëåí
Z Z ei j

i ji j

2

R R�-
@ ), òàê è

ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îñòîâîì è ýëåêòðîííûìè îáî-
ëî÷êàìè.

Êàê âûøå óæå óêàçûâàëîñü, � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâî-
êóïíîñòü êîîðäèíàò âñåõ àòîìîâ. Åñëè â îñíîâíîé îáëàñòè
êðèñòàëëà íàõîäèòñÿ N ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê, à êàæäàÿ ÿ÷åéêà
ñîñòîèò èç 7 àòîìîâ, òî � èìååò 3N7 êîìïîíåíò. Ââåäåì N7
òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ îòêëîíåíèé u n� (� – íîìåð àòîìà â ýëå-
ìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, ñîîòâåòñâóþùåé ðàäèóñ-âåêòîðó n). Òîãäà
Ee ( )� ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî îòêëîíåíèÿì:

E E A u ue e i j i j( ) ( ) ;� �� � � �@ @ # # # #
# #

B un n
n

n n n n
n n

� �
�

� � � �
� �

�

Âûñøèå ÷ëåíû, îòâåòñòâåííûå çà àíãàðìîíè÷íîñòü êîëåáàíèé
ðåøåòêè, ìîæíî îïóñòèòü âñëåäñòâèå èõ ìàëîñòè â áîëüøèíñ-
òâå èíòåðåñíûõ äëÿ ñïåêòðîñêîïèè ñëó÷àåâ. Â èäåàëüíîì
êðèñòàëëå ìàòðèöà Ai jn n� �; # # ìîæåò çàâèñåòü ëèøü îò n n� #.
Âñëåäñòâèå ýòîãî óäîáíî ïåðåéòè ê Ôóðüå-êîìïîíåíòàì ñìå-
ùåíèé:

�
O� �( )k ukn

n
n

� � �@N e i1 2 ,

ãäå k ïðèíèìàåò N äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé èç ïåðâîé çîíû
Áðèëëþýíà. Ïåðåõîäÿ è â âîëíîâîé ôóíêöèè ê íîâûì êîîð-
äèíàòàì, ìîæíî ïîëó÷èòü îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà, äåéñòâóþ-
ùèé íà N, â âèäå ìàòðèöû 3 37 7* , êîìïîíåíòû êîòîðîé çàâè-
ñÿò îò âîëíîâîãî âåêòîðà k. Äèàãîíàëèçàöèÿ ýòîé ìàòðèöû
ïðèâåäåò ê 37 óðàâíåíèÿì äëÿ êàæäîãî k, îïðåäåëÿþùèõ íîð-
ìàëüíûå êîëåáàíèÿ, íàçûâàåìûå ìîäàìè, ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ? s

2 ( )k . Êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ

êâàíòîâûì óðàâíåíèåì äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé? s ( )k , ãäå
s — íîìåð âåòâè êîëåáàíèé. Âåêòîð Ôóðüå-êîìïîíåíò ñìåùå-
íèé e�

s , ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ? s ( )k , îï-

ðåäåëÿåò ñìåùåíèå �-àòîìà ðåøåòêè ïðè êîëåáàíèÿõ ìîäû s.
Ñìåùåíèå êàêîãî-ëèáî àòîìà áóäåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç íîð-
ìàëüíûå êîîðäèíàòû Q sk ýòîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïîìîùüþ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

u e kn k
kn

k
� �� � @N Q es

s
i

s

1 2 ( ) . (12.5)
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Â êðèñòàëëàõ, ñîäåðæàùèõ îäèí àòîì â ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêå, ñóùåñòâóþò òðè âåòâè êîëåáàíèé. Äëÿ âñåõ ýòèõ âåò-
âåé lim ( )k 0 k3 �? s 0. Îáëàäàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì êîëåáà-
íèÿ êðèñòàëëà íàçûâàþòñÿ àêóñòè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó îíè
ñâÿçàíû ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì çâóêà â òâåðäîì òåëå. Â êóáè÷åñ-
êèõ êðèñòàëëàõ êîëåáàíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïðîäîëüíûå,
ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì îáúåìà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè (îäíà
âåòâü), è ïîïåðå÷íûå (äâå âåòâè). Ýòè âåòâè íàçûâàþòñÿ LA- è
TA-âåòâÿìè êîëåáàíèé. Åñëè ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò
íåñêîëüêî àòîìîâ, òî ïîÿâëÿþòñÿ, â äîïîëíåíèå ê òðåì àêóñ-
òè÷åñêèì âåòâÿì, åùå 3 1( )7 � âåòâåé. Äëÿ íèõ óæå ? s ( )0 - 0.
Ïîñêîëüêó ÷àñòîòû? s ( )k ýòèõ âåòâåé ëåæàò â èíôðàêðàñíîì
äèàïàçîíå, òàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ îïòè÷åñêèìè. Â êó-
áè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ èõ òàêæå ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà ïðî-
äîëüíûå LO- è ïîïåðå÷íûå TO-êîëåáàíèÿ.

Øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû ñëåäóþùèå àïïðîêñèìàöèè ÷àñ-
òîò êîëåáàíèé. Äëÿ àêóñòè÷åñêèõ âåòâåé â çíà÷èòåëüíîé îá-
ëàñòè çîíû Áðèëëþýíà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
? s sc( )k k� , ãäå cs — ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíûõ
(äëÿ LA-ìîäû) èëè ïîïåðå÷íûõ (äëÿ TA-ìîä) çâóêîâûõ âîëí.
Äëÿ îïòè÷åñêèõ ìîä, êîòîðûå â ïðåäåëå k 03 ïðèâîäÿò ëèøü
ê ñìåùåíèÿì àòîìîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå ïî îòíîøåíèþ
äðóã ê äðóãó, íî íå ê èçìåíåíèÿì îáúåìà ÿ÷åéêè, ÷àñòî óäîáíî
ïðèìåíÿòü àïïðîêñèìàöèþ Ýéíøòåéíà ? ?s s( ) ( )k 0� . Â èîí-
íûõ êðèñòàëëàõ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âîçíèêíîâåíèå ïðî-
äîëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîëÿðèçàöèè ïðè LO-êîëåáà-
íèÿõ. Ýòî ÿâëåíèå àíàëîãè÷íî LT-ðàñùåïëåíèþ ýêñèòîíîâ
(ñì. ðàçäåë 6.2) è âûçûâàåò ðàñùåïëåíèå ÷àñòîò LO- è TO-êî-
ëåáàíèé, ïðè÷åì ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ?LO è ïîïåðå÷íûõ?TO
êîëåáàíèé ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì
Ëèääàíà-Ñàêñà-Òåëëåðà

? ?LO TO
2 2 0�

6

�

�
.

Çäåñü ââåäåíû äâå äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè, ÷àñòî
âñòðå÷àþùèåñÿ ïðè îïèñàíèè èîííûõ êðèñòàëëîâ: ñòàòè÷åñ-
êàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü �0 , èçìåðåííàÿ â ïîñòî-
ÿííîì ïîëå, è âûñîêî÷àñòîòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàå-
ìîñòü �6 , èçìåðåííàÿ ïðè òàêîé ÷àñòîòå, ïðè êîòîðîé âñå
ýëåêòðîíû óñïåâàþò ñëåäîâàòü èçìåíåíèÿì âûñîêî÷àñòîòíîãî
ïîëÿ, à èîíû íå óñïåâàþò, ò. å. íà ÷àñòîòå, ìíîãî áîëüøåé
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÷àñòîò ôîíîííîãî ñïåêòðà, íî
ìíîãî ìåíüøåé ÷àñòîòû ýëåêò-
ðîííûõ ïåðåõîäîâ (òî åñòü â
îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè
äèýëåêòðè÷åñêîãî êðèñòàëëà).
Â �6 , â îòëè÷èå îò �0 , íå âíîñèò
âêëàä ïîëÿðèçóåìîñòü èîííîé
ïîäñèñòåìû. Áîëåå ïîäðîáíî
ýòî ðàçëè÷èå ïðîàíàëèçèðîâà-
íî â ðàçäåëå 14.3.

Ïî àíàëîãèè ñ ïëîòíîñòüþ
ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ââåñòè ïëîòíîñòü ôîíîííûõ
ñîñòîÿíèé �, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ÷àñòîòû ?:

� "( ) ( ( ))? ? �?� @ s
s

k
k

.

Ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü íå ìåíåå ÷åòûðåõ îñîáåííîñòåé
Âàí Õîâà äëÿ êàæäîé âåòâè (ïðè÷èíû òàêîãî ïîâåäåíèÿ ïîë-
íîñòüþ àíàëîãè÷íû ïðèâåäåííûì äëÿ ïëîòíîñòè ýëåêòðîííûõ
ñîñòîÿíèé g E( ) â ðàçäåëå 4.5). Âñå ñèíãóëÿðíîñòè èìåþò òó
æå ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü, ÷òî è äëÿ g E( ), òî åñòü
? ?� ext , çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè? � 0. Â ýòîé òî÷êå èç-çà ëè-

íåéíîé çàâèñèìîñòè ? s sc( )k k� äëÿ àêóñòè÷åñêèõ ìîä
�( ) ~? ?2 (ðèñ. 29).

Ôîíîííûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü âûðîæäåíû â òî÷êàõ
âûñîêîé ñèììåòðèè çîíû Áðèëëþýíà. Â D-òî÷êå (k � 0) àêóñ-
òè÷åñêèå ìîäû òðåõêðàòíî âûðîæäåíû. Ñòåïåíü âûðîæäåíèÿ
äðóãèõ ìîä çàâèñèò îò ñèììåòðèè êðèñòàëëà. Êàê è äëÿ ýëåêò-
ðîííûõ ñîñòîÿíèé, èìåþòñÿ íåâûðîæäåííûå, äâóêðàòíî è
òðåõêðàòíî âûðîæäåííûå ôîíîííûå ìîäû.

Ïîñëå ââåäåíèÿ íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé çàäà÷à êëàññèôè-
êàöèè ñîñòîÿíèé ôîíîííîãî ñïåêòðà è îïèñàíèÿ åãî ñâîéñòâ, à
òàêæå ñâîéñòâ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.
Ãàìèëüòîíèàí, äåéñòâóþùèé íà êîîðäèíàòû èîííûõ îñòîâîâ,
ðàñïàäàåòñÿ â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà ñóììó îïåðàòîðîâ
Ãàìèëüòîíà äëÿ îñöèëëÿòîðîâ:
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ãäå �P sk — èìïóëüñû, ñîïðÿæåííûå íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì
�Q sk , b

sk
� , b sk — îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ôîíîíîâ

ñ èìïóëüñîì k, ïðèíàäëåæàùèõ âåòâè s. Îïåðàòîðû �P sk è �Q sk

ñâÿçàíû ñ b
sk
� , b sk ñîîòíîøåíèÿìè

�

( )
( )Q b bs

s
s sk k kk

� ��
�

�

2?
,

�
( )

( )P i b bs
s

s sk k k
k

� ��
�

�?

2
. (12.7)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ N( )� ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå âîëíî-
âûõ ôóíêöèé êàæäîé ìîäû — ðåøåíèé îäíîìåðíîãî óðàâíå-
íèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé ? s ( )k . Ñîáñò-
âåííàÿ ôóíêöèÿ Nn Q( ) îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà õàðàêòåðè-
çóåòñÿ îäíèì êâàíòîâûì ÷èñëîì n, íàçûâàåìîì ÷èñëîì çàïîë-
íåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäû. Òåì ñàìûì ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ N( )� áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ íàáîðîì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ
{ }n sk äëÿ êàæäîé ìîäû ks:

N N( ) ( )� � J n s
s

s
Q

k k
k

. (12.8)

Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîëíîãî ãàìèëüòî-
íèàíà â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè åñòü ïðîèçâåäåíèå
(12.2) ýëåêòðîííîé âîëíîâîé ôóíêöèè C( ;{ })� Q sk íà âîëíî-
âóþ ôóíêöèþ N({ })Q sk . Ïîñêîëüêó Ee ( )� çàâèñèò îò ñîñòîÿ-
íèÿ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ
ýíåðãèè ïî ñìåùåíèÿì un� áóäóò òàêæå çàâèñåòü îò ýòîãî ñîñ-
òîÿíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî B

s
e
k

è ? s ( )k ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äëÿ

ðàçëè÷íûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé, è ïîýòîìó ó
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ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýô-
ôèöèåíòîâ áóäåò óêàçû-
âàòüñÿ èíäåêñ ñîñòîÿíèÿ.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãà-
þò, ÷òî èçìåíåíèå ýëåêò-
ðîííîãî ñîñòîÿíèÿ íå ïðè-
âîäèò ê êà÷åñòâåííîìó èç-
ìåíåíèþ õàðàêòåðà ôî-
íîííîãî ñïåêòðà. ×àñòî
èñïîëüçóåòñÿ áîëåå æåñò-
êîå óñëîâèå: ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ñäâèãàåòñÿ òîëü-
êî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ,
à ÷àñòîòû ôîíîííûõ ìîä
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.
Ïðè ýòîì âî âñåì âûðàæå-
íèè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà
(12.6) ïðè ïåðåõîäå îò îä-
íîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó ïðîèñõîäèò èçìåíå-
íèå òîëüêî Ee è ïîñòîÿííûõ B

s
e
k

. Òàêîå ïðèáëèæåíèå íàçûâà-

åòñÿ ïðèáëèæåíèåì ëèíåéíîé ýëåêòðîí-ðåøåòî÷íîé ñâÿçè,
ïîñêîëüêó èçìåíåíèå ôîíîííîãî ãàìèëüòîíèàíà ïðè ïåðåõîäå
ê äðóãîìó ýëåêòðîííîìó ñîñòîÿíèþ ïðîèñõîäèò òîëüêî â ëè-
íåéíûõ ïî Q sk ÷ëåíàõ.

Ñèëû ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñâÿçè äëÿ ðàçíûõ ìîä îòëè÷à-
þòñÿ äðóã îò äðóãà. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíó ìîäó ks,
òî ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 30. Íà
íåé ïàðàáîëû ñîîòâåòñòâóþò äâóì ðàçëè÷íûì ýëåêòðîííûì
ñîñòîÿíèÿì i è j. ÌèíèìóìûQ

s
i
k

èQ
s
j

k
êðèâûõ ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ �B
s

i
sk

k2? ( )è �B
s

j
sk

k2? ( ). Ïðè

ïåðåõîäå èç îäíîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå ìèíèìóì
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñìåùàåòñÿ íà âåëè÷èíó
q Q Qij s s

j
s
i

,k k k
� � . Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (12.7), ýòà âåëè-

÷èíà ðàçìåðíà. Ãîðàçäî óäîáíåå ñîîòâåòñòâóþùèå èçìåíåíèÿ
âûðàæàòü ÷åðåç áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì
èçìåíåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè 5 ?E q

ij s s�
,

( )
k

k2 2 2 ïðè ïå-

ðåõîäå èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ Q
s
i
k

â Q
s
j

k
áåç èçìåíåíèÿ

ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ â êâàíòàõ �? s ( )k ñîîòâåòñòâóþùåé
ìîäû:
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Ðèñ. 30. Êîíôèãóðàöèîííàÿ äèàãðàì-
ìà äëÿ ìîäû ks è ñîîòâåòñòâóþùèå
ïàðàìåòðû.



S E qs s ij s sk k
k k� �5 ? ?� �( ) ( )

,
2 2 . (12.9)

Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ «ôàêòîðîì Õóàíãà—Ðèñà». Êàê
áûëî ïîêàçàíî íåçàâèñèìî â ðàáîòàõ [95, 96], âåëè÷èíû
(12.9) èãðàþò îñíîâíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè ëèíèè ïîãëî-
ùåíèÿ è èñïóñêàíèÿ ñâåòà.

12.2 Ôîíîíû â êðèñòàëëàõ ñ äåôåêòàìè
Åñòåñòâåííî, ÷òî íàëè÷èå äåôåêòîâ â êðèñòàëëå èçìåíÿåò

íå òîëüêî ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ, íî è ôîíîííûå. Äåôåêòû
ñíèìàþò òðàíñëÿöèîííóþ ñèììåòðèþ êðèñòàëëà, è ïîýòîìó
âîëíîâîé âåêòîð k ïåðåñòàåò áûòü õîðîøèì êâàíòîâûì ÷èñ-
ëîì, îïèñûâàþùèì ôîíîíû. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäðîáíîå îïèñà-
íèå ôîíîíîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìîé
ñëîæíåå, ÷åì â èäåàëüíîì êðèñòàëëå, è ïîýòîìó ìû îòìåòèì
òîëüêî îñíîâíûå îòëè÷èÿ îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü ýëåêòðîí-ôîíîííûì âçàèìîäåéñòâèåì,
òî äåôåêòû ïðèâîäÿò ê ðàññåÿíèþ ôîíîíîâ è ê ïîÿâëåíèþ ëî-
êàëüíûõ ìîä. Ðàññåÿíèå ôîíîíîâ äåôåêòîì ìîæåò áûòü îïè-
ñàíî â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, òî åñòü â áàçèñå ôîíîíîâ ñ îïðå-
äåëåííûì k â èäåàëüíîì êðèñòàëëå. Â òàêîì ïðèáëèæåíèè
ðàññåÿíèå âûçûâàåò ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ìîäàìè (îò
ks-ôîíîíîâ ê # #k s -ôîíîíàì). Ýòîò ýôôåêò âàæåí äëÿ îïèñà-
íèÿ òåðìàëèçàöèè ôîíîííîé ïîäñèñòåìû, òåðìîïðîâîäèìîñòè
è ò.ä. Äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàñ-
ñåÿíèå èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå.

Âçàèìîäåéñòâèå ôîíîíîâ ñ ðàçëè÷íûìè âîëíîâûìè âåê-
òîðàìè k ìîæåò ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ ëîêàëüíûõ ìîä
(ìîæíî ñðàâíèòü ñ îáðàçîâàíèåì ëîêàëüíûõ ýëåêòðîííûõ
ñîñòîÿíèé, ñì. óðàâíåíèå (9.1)). Ýòè ìîäû õàðàêòåðèçóþòñÿ
÷àñòîòàìè ?� . Äëÿ ëîêàëüíûõ ìîä ñäâèãè àòîìîâ èç ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ îò äåôåêòà.
Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîëåáàíèÿ ñàìîãî
äåôåêòà è îäíîé-äâóõ êîîðäèíàöèîííûõ ñôåð âîêðóã íåãî.
Ýòè ëîêàëüíûå ìîäû ìîãóò êëàññèôèöèðîâàòüñÿ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òî÷å÷íîé ñèììåòðèè ïîçèöèè äåôåêòà. Ïîýòîìó ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü íåâûðîæäåííûå ñîñòîÿíèé (A-ìîäû), äâóêðàò-
íî (E-ìîäû) è òðåõêðàòíî (T-ìîäû) âûðîæäåííûå ñîñòîÿíèÿ.

Êàæäàÿ âûðîæäåííàÿ ìîäà îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ (äëÿ
E-ìîä) èëè òðåìÿ (â ñëó÷àåT-ìîä) íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòà-
ìè. Èç-çà âûðîæäåíèÿ ýòè êîîðäèíàòû íå îïðåäåëÿþòñÿ îä-
íîçíà÷íî.
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Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ñ ëîêàëüíûìè
ôîíîííûìè ìîäàìè ìîæåò áûòü îïèñàíî àíàëîãè÷íî îïèñà-
íèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äåëîêàëèçîâàííûìè ôîíîííûìè ìîäà-
ìè. Îñíîâíûì ðàçëè÷èåì ìåæäó ýòèìè ñëó÷àÿìè äëÿ íåâû-
ðîæäåííûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà ôàê-
òîðîâ Õóàíãà-Ðèñà (12.9): â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëîêàëüíûõ ìîä
S� ìíîãî áîëüøå, ÷åì S sk (ñì. íèæå, ðàçäåë 13.1).

Êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ìåæäó ýòèìè ñëó÷àÿìè âîçíèêàåò â
ñëó÷àå âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ äåôåêòà, âçàè-
ìîäåéñòâóþùåãî ñ âûðîæäåííîé ôîíîííîé ìîäîé. ßí è Òåë-
ëåð [97] ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ìîëåêóëû èëè êîìïëåêñà â òâåð-
äîì òåëå ñ âûðîæäåííûìè ýëåêòðîííûìè ñîñòîÿíèÿìè èìåþò-
ñÿ òàêèå èñêàæåíèÿ ïîëîæåíèé îêðóæàþùèõ àòîìîâ, êîòîðûå
ïîíèæàþò ýíåðãèþ è ñèììåòðèþ ñèñòåìû. Ýòà òåîðåìà ñïðà-
âåäëèâà äëÿ áîëüøèíñòâà ñëó÷àåâ, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîìåð-
íûõ ñèñòåì è êðàìåðñîâà âûðîæäåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ýôôåêòà ßíà-Òåëëåðà óìåíüøàåòñÿ ñèììåò-
ðèÿ ñèñòåìû. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòî ñâÿçàíî ñî ñìåùåíè-
åì äåôåêòíîãî àòîìà èç äåôåêòíîé ìåæóçåëüíîé ïîçèöèè èëè
ïîçèöèè çàìåùåíèÿ.

Äëÿ âûðîæäåííûõ ìîä íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü äâóìåð-
íóþ ïîâåðõíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (äëÿ E-ìîä) èëè
òðåõìåðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü (äëÿT-ìîä). Äëÿ ïðîñòîòû ìû
îáñóäèì òîëüêî ñëó÷àé äâóêðàòíîãî âûðîæäåíèÿ. Ëîêàëüíàÿ
E-ìîäà îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ êîíôèãóðàöèîííûìè êîîðäèíàòà-
ìè Q1 è Q2 è ÷àñòîòîé?E . Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äâóêðàòíî
âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî E-ñîñòîÿíèÿ, âçàèìîäåéñòâóþ-
ùåãî ñ E-ìîäîé, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå (ñì., íàïðèìåð,
[5])
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Ýòè ïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 31 è 32.
Â ñëó÷àå E E� âçàèìîäåéñòâèÿ ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ íà îêðóæíîñòè
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� � � �Q Q BE
E

E1
2

2
2 2? ,

è ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò «óãëà» � � arctg( )Q Q1 2 . Äâóêðàòíî
âûðîæäåííîå ñîñòîÿíèå ïðè ñìåùåíèè èç òî÷êè Q Q1 2 0� �
ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà ñîñòîÿíèÿ. Ïîíèæåíèå ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè èç-çà ýôôåêòà ßíà-Òåëëåðà äëÿ íèæíåãî ñîñòîÿíèÿ
ðàâíî

E BE
E

EJT � �( )2 22? .

Ïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå T E� âçàèìîäåéñò-
âèÿ ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ òðè ïàðàáîëîèäà, ñäâèíóòûå èç öåí-
òðà â òî÷êè

� � 
� � IBE
T

E?2 0 2 3, { , }.

Ýíåðãèÿ â ýòèõ ìèíèìóìàõ ðàâíà

E BE
T

EJT � �( )2 22? .

Ïîâåäåíèå äåôåêòíîãî àòîìà ñèëüíî ðàçëè÷àåòñÿ â ñëó÷àÿõ
âçàèìîäåéñòâèé E E� è T E� . Â ñëó÷àå T E� äåôåêò ìîæåò
áûòü íàéäåí â îäíîé èç òðåõ ýêâèâàëåíòíûõ ïîçèöèé. Åñëè
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìåíüøå, ÷åì EJT, äåôåêò îêàçûâàåòñÿ
ëîêàëèçîâàííûì â îäíîé èç ïîòåíöèàëüíûõ ÿì, è âðåìÿ îò
âðåìåíè òóííåëèðóåò èç îäíîé â äðóãóþ (ñòàòè÷åñêèé ýôôåêò
ßíà-Òåëëåðà). Åñëè âðåìÿ òóííåëèðîâàíèÿ ìåíüøå
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Ðèñ. 31. Ïîòåíöèàëüíûå ïî-
âåðõíîñòè â ñëó÷àå E E�
âçàèìîäåéñòâèÿ.

E

Q1

(- +Q1 P3 )/2Q2

(- -Q1 P3 )/2Q2

Ðèñ. 32. Ïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíî-
ñòè â ñëó÷àå T E� âçàèìîäåéñòâèÿ.



õàðàêòåðíûõ âðåìåí ýêñïåðèìåíòà, èëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
áîëüøå EJT, äåôåêò áóäåò ðàñïðåäåëåí ìåæäó ÿìàìè (äèíà-
ìè÷åñêèé ýôôåêò ßíà—Òåëëåðà).

Â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ E E� âûðîæäåíèå ìèíèìóìà
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè áåñêîíå÷íî (ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò �).
Òåì ñàìûì îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì «âðàùåíèå» êîíôèãóðà-
öèè äåôåêòà ñ ïîñòîÿííûì �, è äâèæåíèå äåôåêòà è îêðóæàþ-
ùèõ àòîìîâ íå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èõ êîëåáàíèÿì. Â ýòîì
ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèé ýôôåêò ßíà—Òåëëåðà èãðàåò îïðåäåëÿ-
þùóþ ðîëü.

Ýôôåêò ßíà—Òåëëåðà âàæåí íå òîëüêî â ñëó÷àå ïîëíîñ-
òüþ âûðîæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ, íî è â ñëó÷àå,
åñëè ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ ðàçíåñåíû ïî ýíåðãèè ìåíüøå,
÷åì EJT (èíîãäà òàêîé ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ ïñåâäîýôôåêòîì
ßíà—Òåëëåðà). Ýòî âàæíî ó÷èòûâàòü, íàïðèìåð, ïðè íàëè-
÷èè ñïèí-îðáèòàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé.
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§13 Ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè äåôåêòîâ
ïðè ó÷åòå ôîíîíîâ

13.1 Ôóíêöèÿ ôîðìû ëèíèè ïîãëîùåíèÿ ïðè ó÷åòå
ôîíîíîâ

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëè ââåäåíû âñå íåîáõîäèìûå
âåëè÷èíû äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ ýëåêòðîííîé
ïîäñèñòåìîé â ïðèñóòñòâèè ôîíîíîâ. Äëÿ ïðîñòîòû âíà÷àëå
ðàññìîòðèì ïîãëîùåíèå ñâåòà ñ âîçáóæäåíèåì ëîêàëèçîâàí-
íûõ ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé. Òàêîãî ðîäà ñîñòîÿíèÿ, åñëè îíè
íå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè, ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþòñÿ íî-
ìåðîì i â îòëè÷èå îò ðàñïðåäåëåííûõ ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð ýê-
ñèòîííûõ, äëÿ êîòîðûõ ïîìèìî íîìåðà çîíû íåîáõîäèìî óêà-
çûâàòü âîëíîâîé âåêòîð k. ×òîáû äî ïðåäåëà óïðîñòèòü èçëî-
æåíèå, áóäåì èìåòü â âèäó ìîäåëü äåôåêòà ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿ-
ìè: îñíîâíûì i è âîçáóæäåííûì f. Ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîïðàâêè íà ýôôåêòèâ-
íîå ïîëå ïðè ïåðåõîäå èç çàïîëíåííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
â ïóñòîå êîíå÷íîå ðàâíà
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(13.1)

Çäåñü ñîñòîÿíèå äåôåêòà è îêðóæàþùåãî åãî êðèñòàëëà õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ èíäåêñîì i èëè f è íàáîðîì ÷èñåë çàïîëíåíèÿ
{ },ni f ôîíîííûõ ìîä. Ýíåðãèÿ êðèñòàëëà ñ äåôåêòîì ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â âèäå ñóììû ýíåðãèè äåôåêòà è ñóììû ïî âñåì
ìîäàì ýíåðãèé îñöèëëÿòîðîâ:
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ãäå n sk — ÷èñëà èç íàáîðà { }ni . Ïîñêîëüêó ôîíîíû â êðèñòàë-
ëå áåç ó÷åòà àíãàðìîíèçìîâ ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûì áîçå-ãàçîì,
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ëåãêî âûðàæåíà ÷åðåç
òåìïåðàòóðó T:

f E
n
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i n

s s

Bs
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( ) exp
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Çäåñü kB � � �1381 10 1 1160423, ( )Äæ Ê ýÂ Ê — ïîñòîÿííàÿ

Áîëüöìàíà. Èç-çà íàëè÷èÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî íà-
÷àëüíûì ñîñòîÿíèÿì â (13.1) ñóììèðîâàíèå ïî íèì ñâîäèòñÿ
ê óñðåäíåíèþ ïî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ ñ òåìïåðàòóðîéT. Óñ-
ðåäíåíèå òàêîãî ðîäà íèæå áóäåì îáîçíà÷àòü ñêîáêàìè

�
T
.

Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå â âû÷èñëåíèè �2 âîçìîæíî
òîëüêî ïðè óïðîùåíèè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà â âûðàæåíèè
(13.1). Ïîëüçóÿñü àäèàáàòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì, ìîæíî çà-
ïèñàòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò â âèäå
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ãäå ÷åðåç d fi( )� îáîçíà÷åí äèïîëüíûé ìîìåíò ïåðåõîäà èç íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå â çàäàííîé êîíôèãóðàöèè �.
Îí ðàâåí èíòåãðàëó ïî ýëåêòðîííûì êîîðäèíàòàì �. Ïðèáëè-
æåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðàññìîòðå-
íèå, ïðåäïîëàãàÿ ñëàáóþ çàâèñèìîñòü ýëåêòðîííîãî ìàòðè÷-
íîãî ýëåìåíòà d fi îò �, íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì Êîíäîíà
[98]. Â ýòîì ñëó÷àå d fi( )�0 ìîæíî âûíåñòè çà èíòåãðàë ïî �, è
ìíèìàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè �2 ìîæåò áûòü
âûðàæåíà ÷åðåç òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ ôîðìû ëèíèè
G( )	 :

� 	 
 	2
2 1 2

4( ) ( )� �N Gfi� ed , (13.2)
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(13.3)

Ïîëüçóÿñü ïîëíîòîé ñèñòåìû ôîíîííûõ ôóíêöèé è èõ íîðìè-
ðîâêîé êàê â êîíå÷íîì, òàê è â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, âûðàæå-
íèå (13.3) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
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(13.4)

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ â (13.2) ôóíêöèÿ ôîðìû ëèíèè
íîðìèðîâàíà íà åäèíèöó. Çàìåòèì, ÷òî â àäèàáàòè÷åñêîì
ïðèáëèæåíèè è ïðèáëèæåíèè Êîíäîíà âñÿ çàâèñèìîñòü îò
âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð îò òåìïåðàòóðû, çàêëþ÷åíà â
G( )	 . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (13.4) ïðèâîäèò ê âàæíîìó çàêîíó
ïîñòîÿíñòâà ïëîùàäè ëèíèè ïîãëîùåíèÿ:
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 const .

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè
ïðèáëèæåíèÿ Êîíäîíà.

Ïîìèìî ôóíêöèè ôîðìû ëèíèèG( )	 â òåîðåòè÷åñêèõ èññ-
ëåäîâàíèÿõ áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò åå Ôóðüå-îáðàç — òàê íà-
çûâàåìàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

g t d e Gi t( ) ( )� �

�6

6


 	 		 .

Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ Ôóðüå-îáðàçà äåëüòà-
ôóíêöèè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
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Çäåñü ââåäåíû îïåðàòîðû Ãàìèëüòîíà (12.6) äëÿ ôîíîííûõ
ñîñòîÿíèé â íà÷àëüíîì è êîíå÷íîì ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèÿõ.
Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ èñïîëüçîâàëàñü òàêæå ïîëíîòà ñèñòåìû
ôîíîííûõ ôóíêöèé. Âûðàæåíèå (13.5) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êîé ôóíêöèè ïî ïðîèñõîæäåíèþ àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ, ïî-
ëó÷åííîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ýôôåêòà Îæå è, â ÷àñòíîñòè, íå
ñîäåðæèò âîëíîâîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ.

Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ýëåêòðîí-ðåøåòî÷íîé ñâÿçè âîëíîâûå
ôóíêöèè êàæäîé ìîäû â îñíîâíîì è âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíè-
ÿõ îòëè÷àþòñÿ ëèøü ñäâèãîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (12.8) è ïåðâûì ïðåîáðàçîâàíèåì,
ïðèìåíåííûì â öåïî÷êå âûðàæåíèé (13.5):

g t dQ Q Q Q Qs n s s
f

n s s
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s s
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i( ) ( ) ( )

{

� � � *
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J k k k k k
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fi s
f
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0
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(13.6)

Çäåñü Nn Q( ) — n-ÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îäíîìåðíîãî îñöèë-
ëÿòîðà ñ ÷àñòîòîé? s ( )k â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, n

s
f
k

è
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n
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k

n
s

i
k

— ÷èñëà çàïîëíåíèÿ äëÿ ìîäû ks èç íàáîðîâ { }nf è { }ni , ñî-

îòâåòñòâåííî. Ýíåðãèÿ ÷èñòî ýëåêòðîííîãî ïåðåõîäà E
fi
0 ðàâíà

E E
f i
0 0� . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÿâíûé âèä ôóíêöèé îñöèë-

ëÿòîðà Nn Q( )(ñì., íàïðèìåð, [49]), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåã-
ðàë ïîQ sk â (13.6) çàâèñèò îò òîëüêî îò íîìåðîâ n

s
f
k

è n
s

i
k

è îò

áåçðàçìåðíîãî ôàêòîðà Õóàíãà—Ðèñà S sk (12.9).
Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ëîêàëüíûõ ôîíîííûõ ìîä íåò, òî

âçàèìîäåéñòâèå ñ êàæäîé îòäåëüíîé ìîäîé ìàëî (ïîðÿäêà
N �1, ãäå N — ÷èñëî àòîìîâ â îñíîâíîé îáëàñòè êðèñòàëëà), è
ôàêòîðû Õóàíãà—Ðèñà òàêæå ìàëû (S Nsk ~ �1). Â ýòîì ñëó-
÷àå, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ
ôóíêöèé îñöèëëÿòîðà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â
èíòåãðàëû ïåðåêðûòèÿ ôîíîííûõ ôóíêöèé âíîñÿò èíòåãðàëû
ñ ìàëûì èçìåíåíèåì êâàíòîâûõ ÷èñåë îñöèëëÿòîðîâ. Èñïîëü-
çóÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé îñöèëëÿòîðà, ñ
òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïî S ÷ëåíîâ ìîæíî ïîëó÷èòü

dQ Q Q Q Q n S

dQ Q Q Q

n
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n
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N N

N N
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Îñòàëüíûå èíòåãðàëû (ñ èçìåíåíèåì n áîëåå ÷åì íà åäèíèöó)
èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî S. Â òàêîì ñëó÷àå
ñóììà ïî { }nf ñâîäèòñÿ ê òðåì ÷ëåíàì äëÿ êàæäîé ìîäû:
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(13.7)

Ïîñêîëüêó êàæäîå n
s

i
k

âõîäèò ëèíåéíûì îáðàçîì, óñðåäíåíèå

ïî íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî è ñâîäèò-
ñÿ ê çàìåíå n

s
i
k

íà ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñî-

îòâåòñòâóþùåé ìîäû � �n es
k Ts B

k
k� �

�
�? ( ) 1

1
. Îáðàòèì âíè-

ìàíèå, ÷òî 2 1 2n k Ts Bk k� � cth( )s�? ( ) . Ïîñêîëüêó îòëè÷èå

êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé îò åäèíèöû ìàëî, ìîæíî
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âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî e xx � �1 äëÿ ìàëûõ x, è ïåðåéòè îò
ïðîèçâåäåíèÿ ê ýêñïîíåíòå îò ñóììû:

g t e
iE tfi( ) � *

0
�

(13.8)
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Äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå òðåáóåò ïðåäïîëîæåíèé î âå-
ëè÷èíå íå ñàìèõ ôàêòîðîâ Õóàíãà—Ðèñà, à èõ ñóìì ïî âñåì
ìîäàì.

13.2 Ñëàáàÿ ýëåêòðîí-ôîíîííàÿ ñâÿçü
Â ðÿäå ñëó÷àåâ âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ ôîíîíàìè

ÿâëÿåòñÿ íàñòîëüêî ñëàáûì, ÷òî S s
s

k
k
@ 00 1. Ïðè ýòîì ìîæíî

ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó â (13.8), ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èì
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Ýòîò ðåçóëüòàò äîïóñêàåò ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïåð-
âûé ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòî ýëåêòðîííîìó ïåðåõîäó ñ ýíåð-
ãèåé E

fi
0 áåç èçìåíåíèÿ ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé. Ïðè óâåëè÷åíèè

òåìïåðàòóðû èíòåíñèâíîñòü ýòîé áåñôîíîííîé ëèíèè óìåíü-
øàåòñÿ. Âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû îïèñûâàþò ïîãëîùåíèå ñ
ýíåðãèåé, ìåíüøåé èëè áîëüøåé ýíåðãèè áåñôîíîííîãî ïåðå-
õîäà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì îäíîâðåìåííî ïðîèñõîäèò
ïîãëîùåíèå èëè èñïóñêàíèå ôîíîíà ñ ÷àñòîòîé
	� �E

fi s
0 ? ( )k . Ïîñêîëüêó ôîíîíû íåïðåðûâíî
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ðàñïðåäåëåíû â íåêîòîðîé îáëàñòè ÷àñòîò ñ ïëîòíîñòüþ ñîñòî-
ÿíèé�( )? , ñóììèðîâàíèå ïî ýòèì ñîñòîÿíèÿì ìîæíî çàìåíèòü
èíòåãðèðîâàíèåì, è ìû ïîëó÷èì
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Â ýòîì âûðàæåíèè òðåòèé ÷ëåí íàçûâàåòñÿ ñòîêñîâîé ëè-
íèåé ïîãëîùåíèÿ, è îí îòëè÷åí îò íóëÿ äëÿ ÷àñòîò, áîëüøèõ
÷àñòîòû áåñôîíîííîãî ïåðåõîäà. Êàê âèäíî, îí ïðîïîðöèîíà-
ëåí ñðåäíåìó ïî âñåì ôîíîíàì ñ ÷àñòîòîé ? îò ïðîèçâåäåíèÿ
ïëîòíîñòè ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé íà ôàêòîð Õóàíãà—Ðèñà
S�( )? . Ïîýòîìó âñå îñîáåííîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ôîíî-
íîâ �( )? ïðîÿâëÿþòñÿ è â ñïåêòðå îïòè÷åñêîãî ïîãëîùåíèÿ.
Âòîðîé ÷ëåí îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìóþ àíòèñòîêñîâó ëèíèþ
ïîãëîùåíèÿ, êîòîðàÿ ëåæèò ïî ýíåðãèè íèæå ýíåðãèè áåñôî-
íîííîãî ïåðåõîäà. Àíòèñòîêñîâà ëèíèÿ ìíîãî ñëàáåå ñòîêñî-
âîé, îñîáåííî äëÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð:

G E e G E
fi

k T
fi

B( ) ( )0 0
� �

�� � �5 55	 		 ,

îäíàêî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ðàçëè÷èå â èíòåíñèâíîñòÿõ
óìåíüøàåòñÿ. Íà ðèñ. 33, à ïðèâå-
äåí ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ â ñëó÷àå
ñëàáîé ýëåêòðîí-ðåøåòî÷íîé ñâÿçè.

Ïðè óñèëåíèè ôàêòîðà Õóàí-
ãà—Ðèñà, êîãäà ñóììà ïî âñåì ìî-
äàì ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà åäèíèöû, â
ðàçëîæåíèè ýêñïîíåíòû â ðÿä ñòà-
íîâèòñÿ íåâîçìîæíûì îãðàíè÷èòü-
ñÿ òîëüêî ïåðâûìè ÷ëåíàìè. Ïðè
ýòîì íà÷èíàþò ïîÿâëÿòüñÿ ÷ëåíû
âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ,
ñâÿçàííûå ñ ïîãëîùåíèåì èëè èñ-
ïóñêàíèåì íåñêîëüêèõ ôîíîíîâ:
	 � I I IE

fi s s
0

1 21 2
? ?( ) ( )k k � .

Âîçíèêàþùèå îñîáåííîñòè â
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Ðèñ. 33. Ôîðìà ëèíèè
ïîãëîùåíèÿ (à) è èñïóñ-
êàíèÿ (á) ëþìèíåñöåíöèè
â ñëó÷àå ñëàáîé ýëåêòðîí-
-ôîíîííîé ñâÿçè.



ñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ íàëîæåíèåì ïëîò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé êîìáèíèðóþùèõñÿ ôîíîíîâ.

Âîîáùå ãîâîðÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (13.7) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïî âñåì ìîäàì. Ïîýòîìó åå Ôóðüå-îá-
ðàç ÿâëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíîé ñâåðòêîé âñåõ âîçìîæíûõ ôîðì
ëèíèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñâÿçàíà ñ îäíîé ôîíîííîé ìîäîé.
Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ ñëó÷àÿ íåâûðîæäåííûõ
ýëåêòðîííûõ ïåðåõîäîâ. Íàïðèìåð, îáùóþ ôîðìó ëèíèè ïðè
âêëþ÷åíèè äîïîëíèòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü
ñâåðòêîé ôîðìû ëèíèè ïðè ó÷åòå òîëüêî ýòîãî âçàèìîäåéñò-
âèÿ ñ ïðåæíåé ôîðìîé ëèíèè. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîé ñâåðòêè
íåîáõîäèìî öåíòðèðîâàòü âñå ëèíèè îòíîñèòåëüíî áåñôîíîí-
íîé ëèíèè.

Ìîæíî ñäåëàòü åùå îäíî çàìå÷àíèå îáùåãî õàðàêòåðà î
ñïåêòðå ëþìèíåñöåíöèè äåôåêòà. Ýòà ëþìèíåñöåíöèÿ ñâÿçà-
íà ñ ïåðåõîäàì èç âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îñíîâíîå. Âûøå
äëÿ îïèñàíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäïîëàãàëîñü ëèøü,
÷òî ñèñòåìà ôîíîíîâ íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðàâíîâåñèè. Âðå-
ìÿ æèçíè âîçáóæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëü-
íî èñïóñêàíèÿ ôîòîíà îáû÷íî ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîãî
âðåìåíè ôîíîííîé ðåëàêñàöèè, ïðèâîäÿùåé ê óñòàíîâëåíèþ
òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ â ôîíîííîé ïîäñèñòåìå. Ïîýòîìó ïðè
îïèñàíèè ëþìèíåñöåíöèè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîèñõî-
äèò èñïóñêàíèå ôîòîíà ïðè ïåðåõîäå èç òåðìè÷åñêè ðàâíîâåñ-
íîãî ïî ôîíîíàì âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îñíîâíîå. Âûðà-
æåíèå äëÿ ôîðìû ëèíèè èñïóñêàíèÿ áóäåò ñîâïàäàòü ñ âûðà-
æåíèåì äëÿ ôîðìû ëèíèè ïîãëîùåíèÿ ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî E

fi
0

áóäåò èìåòü äðóãîé çíàê. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â
ñëó÷àå ëèíåéíîé ýëåêòðîí-ðåøåòî÷íîé ñâÿçè ôîðìà ëèíèè
ïîãëîùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî
áåñôîíîííîé ëèíèè ôîðìû ëèíèè èñïóñêàíèÿ ëþìèíåñöåí-
öèè âîçáóæäåííîãî äåôåêòà (ðèñ. 33, á).

13.3 Ñèëüíàÿ ýëåêòðîí-ôîíîííàÿ ñâÿçü
Õàðàêòåðíûå ÷åðòû ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ â ñëó÷àå ñèëü-

íîé ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñâÿçè ìîæíî ðàçîáðàòü íà ïðîñòîì
ïðèìåðå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îïòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè [95].
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòîòà îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ íå
çàâèñèò îò âîëíîâîãî âåêòîðà:? ?opt( )k � 0 . Ïðè ýòîì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îïòè÷åñêîé ìîäîé
(13.8) ïðèíèìàåò âèä
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Ôîðìà ëèíèè ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíà Ôóðüå-ïðåîáðàçî-
âàíèåì:

G
e S

n
E n

S n

fi
n

( )
!

( ).	 " 	� � �
�

�

6

@ 0
0

0

� ?

Êàê âèäíî, ñïåêòð ïîãëîùåíèÿ èìååò âèä áîëüøîãî ÷èñëà ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó Ïóàññîíà äåëüòà-ôóíêöèé. Â äåéñòâè-
òåëüíîñòè ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñòâå ÷àñòîò? opt( )k íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòðîãèì, ïîýòîìó äåëüòà-ôóíêöèè ðàçìûâàþòñÿ, è
ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíûì. Èñïîëüçóÿ äëÿ n ! â ñëó÷àå
áîëüøèõ n ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ôîð-
ìû ëèíèè äëÿ k TB 00 �? 0 :
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S
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, (13.9)

ò. å. ãàóññîâó ëèíèþ ïîãëîùåíèÿ øèðèíîé 2 0S? , öåíòð êî-

òîðîé íàõîäèòñÿ ïðè ýíåðãèè E S
fi
0

0� �? . Ôîðìà ëèíèè ïðè

ðàçëè÷íûõ S ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ïîêàçàíà íà ðèñ. 34.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ëåãêî ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðî-

âàí íà ÿçûêå êîíôèãóðàöèîííûõ êîîðäèíàò. Âñå îïòè÷åñêèå
ìîäû âíîñÿò ëèíåéíûé âêëàä â ãàìèëüòîíèàí (12.6). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Q1 íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íîðìàëüíûõ
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êîîðäèíàò B B Q� @1 k k
k

(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè
Qi

k
� 0). Òîãäà â ãàìèëü-

òîíèàí áóäåò âõîäèòü
òîëüêî BQ1. Ïîñòîÿííàÿ
B âûáèðàåòñÿ èç òåõ ñî-
îáðàæåíèé, ÷òîáû ïðè
ââåäåíèè êîîðäèíàòû Q1
â ãàìèëüòîíèàí êîýôôè-
öèåíò ïðè Q1

2 áûë áû ðà-

âåí ? 0
2 2 (ò.å.

B S2
0
22� ? ). Ââåäåííàÿ

òàêèì îáðàçîì ìîäà íà-
çûâàåòñÿ ìîäîé âçàèìî-
äåéñòâèÿ è íå ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé ìîäîé ñèñòåìû.
Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü èçîáðà-
æåíà äëÿ äâóõ ñîñòîÿíèé
ýëåêòðîííîé ñèñòåìû â âèäå
äâóõ ïàðàáîë (ðèñ. 35). Â îñ-
íîâíîì ñîñòîÿíèè ïðè íóëå-
âîé òåìïåðàòóðå êîîðäèíàòà
Q1 ðàñïðåäåëåíà ïî Ãàóññó
(âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ
ñèñòåìû â òî÷êå Q1 èç-çà íó-
ëåâûõ êîëåáàíèé ðàâíà
exp( )�Q1

2
0
2

02? ?� ). Èç-çà
òîãî, ÷òî îïòè÷åñêèé ïåðåõîä
ïðîòåêàåò çà âðåìåíà, ñóùåñòâåííî ìåíüøèå âðåìåí ðåëàêñà-
öèè ðåøåòêè, èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò, â ÷àñòíîñòèQ1, íå ïðîèñ-
õîäèò (ïðèíöèï Ôðàíêà—Êîíäîíà [98, 99]). Òîãäà ëèíèÿ
ïîãëîùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
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Ðèñ. 34. Ôîðìà ëèíèè ïîãëîùåíèÿ â
ñëó÷àå ñèëüíîé ýëåêòðîí-ôîíîííîé
ñâÿçè: 1 — S=3; 2 — S=10; 3 — S=20.
Ýíåðãèÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ýíåðãèè áåñ-
ôîíîííîãî ïåðåõîäà.
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B

Ðèñ. 35. Ñõåìà ïåðåõîäîâ ìåæäó
äâóìÿ óðîâíÿìè ïðè ñèëüíîé
ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñâÿçè.
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Òåì ñàìûì ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, âûâåäåííûé ðàíåå áîëåå ñòðî-
ãî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü è ñëó÷àé âûñî-
êèõ òåìïåðàòóð. Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êîîð-
äèíàòåQ1 îïðåäåëÿåòñÿ óæå íå íóëåâûìè êîëåáàíèÿìè, à òåì-
ïåðàòóðíûì ðàñïðåäåëåíèåì Áîëüöìàíà: exp( )�Q k TB1

2
0
2 2? .

Âñëåäñòâèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèå ïîãëîùåíèÿ èìååò òîæå ãàóñ-
ñîâ âèä, íî ñ çàìåíîé �? 0 â äèñïåðñèè íà 2k TB :
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Â ñëó÷àå ïðîìåæóòî÷íûõ òåìïåðàòóð, êîãäà òåðìè÷åñêèå
ôëóêòóàöèè ñðàâíèìû ñ êâàíòîâûìè íóëåâûìè êîëåáàíèÿìè,
�? 0 çàìåíÿåòñÿ íà � �? ?0 2cth( )0 k TB :
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(13.11)

Àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ èñïóñ-
êàíèÿ ëþìèíåñöåíöèè. Ïðè ýòîì â îáîèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ
ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûå (13.9)—(13.11) âûðàæåíèÿ, îäíàêî
ìàêñèìóì ñäâèíóò â òî÷êó E S

fi
0

0� � ? . Òåì ñàìûì ëèíèè ïîã-

ëîùåíèÿ è ñâå÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ çåðêàëüíî-ñèììåòðè÷íûìè
îòíîñèòåëüíî ýíåðãèè áåñôîíîííîãî ïåðåõîäà E

fi
0

�, à ñäâèã

ìåæäó ýíåðãèÿìè ëèíèé ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå
ñèëüíîé ýëåêòðîí-ðåøåòî÷íîé ñâÿçè ñîñòàâëÿåò2 0S? — óäâî-
åííûé ñòîêñîâ ñäâèã äëÿ êàæäîé èç ëèíèé.

Äàííîå ðàññìîòðåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîííûõ ñîñ-
òîÿíèé ñ ôîíîíàìè äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíîé ñâÿçè ñïðàâåäëèâî íå
òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îïòè÷åñêèìè ôîíîíà-
ìè, íî òàêæå è äëÿ ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ëîêàëüíûìè êî-
ëåáàíèÿìè îêîëî äåôåêòà. Â ýòîì ñëó÷àå Q1 ïðèîáðåòàåò áî-
ëåå î÷åâèäíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë êîíôèãóðàöèîííîé
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êîîðäèíàòû, îïèñûâàþùåé ñìåùåíèå ëèáî ñàìîãî äåôåêòíîãî
àòîìà, ëèáî áëèæàéøèõ ê äåôåêòó èîíîâ.

Äèàãðàììà êîíôèãóðàöèîííûõ êîîðäèíàò îêàçûâàåòñÿ
÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíîé ïðè àíàëèçå ñëîæíûõ ñëó÷àåâ ñ ïåðå-
õîäàìè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ âûðîæ-
äåíî. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñìåùåíèå èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ äåôåêòíîãî èîíà è/èëè îêðóæàþùèõ èîíîâ ñíèìàåò âû-
ðîæäåíèå, ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è î ôîðìå ëèíèè ñòàíîâèòñÿ
ãðîìîçäêèì, è óäîáíî ïðîâåñòè êà÷åñòâåííûé àíàëèç. Íàïðè-
ìåð, ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïåðåõîäîâ èç íåâûðîæäåííîãî îñíîâ-
íîãî ñîñòîÿíèÿ A â äâóêðàòíî âûðîæäåííîå âîçáóæäåííîå
ñîñòîÿíèå E, âçàèìîäåéñòâóþùåå ñ äâóêðàòíî âûðîæäåííîé
ëîêàëüíîé ôîíîííîé ìîäîé. Âçàèìîäåéñòâèå E-ñîñòîÿíèÿ ñ
E-ìîäîé ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ ýòîãî óðîâíÿ íà äâà óðîâ-
íÿ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ çàâèñèò òîëüêî îò êîìáèíàöèè
� � Q Q1

2
2
2� ôîíîííûõ êîíôèãóðàöèîííûõ êîîðäèíàò Q1 è

Q2 E-ìîäû (ðèñ. 36). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàñïðåäåëåíèå ïî�
â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïðîïîðöèîíàëüíî

�
�

exp �
$

%
&

'

(
)

2
0
2

02 2

?

? ?� �cth( )0 k TB

,

è åãî ìàêñèìóì ñäâèíóò èç òî÷êè � � 0. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ëèíèÿ
ïîãëîùåíèÿ áóäåò
èìåòü äâóãîðáûé õà-
ðàêòåð èç-çà ïåðåõî-
äîâ íà äâà óðîâíÿ
âîçáóæäåííîãî ðàñ-
ùåïëåííîãî E-ñîñòî-
ÿíèÿ. Ìîæíî îòìå-
òèòü, ÷òî â ñëó÷àå,
ïîêàçàííîì íà ðèñ.
36, ëèíèÿ ñ ìåíüøåé
ýíåðãèåé èìååò áîëü-
øóþ øèðèíó, ÷åì ëè-
íèÿ ñ áîëüøåé ýíåð-
ãèåé (ïîñêîëüêó íàê-
ëîíû êîíôèãóðàöè-
îííûõ êðèâûõ íà-
÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ è
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Ðèñ. 36. Ñõåìà ïåðåõîäîâ â ñëó÷àå âîçíèê-
íîâåíèÿ ýôôåêòà ßíà–Òåëëåðà.



âåðõíåãî ïîäóðîâíÿ E-ñîñòîÿíèÿ áëèæå äðóã ê äðóãó).
Òåîðåìà î çåðêàëüíîñòè ëèíèé ïîãëîùåíèÿ è ëþìèíåñ-

öåíöèè áîëüøå íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé.
Äåéñòâèòåëüíî, â âîçáóæäåííîì ýëåêòðîííîì ñîñòîÿíèè ñèñ-
òåìà ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå ìåòàñòàáèëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïî ôî-
íîííîé ïîäñèñòåìå âáëèçè ìèíèìóìà íèæíåé èç äâóõ êðèâûõ.
Òåì ñàìûì ëèíèÿ ëþìèíåñöåíöèè áóäåò îäíîãîðáîé è áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ïåðåõîäàì òîëüêî ñ îäíîãî èç âîçáóæäåííûõ
óðîâíåé.

13.4 Áåçûçëó÷àòåëüíûå ïåðåõîäû
Êðîìå ïåðåõîäîâ èç îäíîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ â

äðóãîå ïóòåì ïîãëîùåíèÿ èëè èñïóñêàíèÿ ôîòîíà, â ñèñòåìå
«äåôåêò + ôîíîíû» âîçìîæíû ïåðåõîäû áåç ó÷àñòèÿ ôîòî-
íîâ. Â ÷àñòíîñòè, òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ áåçûçëó÷àòåëüíûå ïå-
ðåõîäû èç âîçáóæäåííîãî ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ â îñíîâíîå.

Åñëè áû àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿëîñü òî÷íûì,
òàêèå ïåðåõîäû áûëè áû çàïðåùåíû. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
îáîñíîâàíèÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â (12.4) áûëè
îïóùåíû ÷ëåíû â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ { }� . Åñëè ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî ýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ C( ; )� � âñå-òàêè çàâèñèò îò êîîð-
äèíàò èîííîé ïîäñèñòåìû, ýòè ÷ëåíû ïðèâîäÿò ê ñâÿçûâàíèþ
ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû.

Ïðè ðàññìîòðåíèè óðîâíåé ýíåðãèè â ñèñòåìå «äåôåêò +
ðåøåòêà» (ðèñ. 26) ìîæíî ââåñòè äâå âåëè÷èíû, ïîëåçíûå äëÿ
ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ: ýíåðãèþ áåñôîíîííîãî ïåðåõîäà
E

fi
0 è ýíåðãèþ àêòèâàöèè E

fi
A, ðàâíóþ ðàññòîÿíèþ ïî øêàëå

ýíåðãèè ìåæäó òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ êîíôèãóðàöèîííûõ êðè-
âûõ è ìèíèìóìîì âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Åñëè ïðåäïîëà-
ãàòü ïðèìåíèìîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âñåõ Q,
òî

E E E E
fi
A

fi
� �( )0 2 45 5 , (13.12)

ãäå 5 ?E S� � .
Â ïðèáëèæåíèè ñëàáîé ñâÿçè èç (13.12) ñëåäóåò, ÷òî E

fi
A

î÷åíü áîëüøîå è ïîïàäàåò â îáëàñòü, ãäå ïðèìåíèìîñòü ãàðìî-
íè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ çàâåäîìî íàðóøàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
âåðîÿòíîñòü áåçûçëó÷àòåëüíûõ ïåðåõîäîâ èç âîçáóæäåííîãî
ñîñòîÿíèÿ â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà [100]
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(13.13)

ãäå ?M — ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ôîíîíà, äëÿ êîòîðîãî ôàê-
òîð Õóàíãà-Ðèñà SM îòëè÷åí îò íóëÿ, nM — ñîîòâåòñòâóþùåå
÷èñëî çàïîëíåíèÿ ýòîé ôîíîííîé ìîäû. Èç (13.13) âèäíî, ÷òî
âåðîÿòíîñòü áåçûçëó÷àòåëüíûõ ïåðåõîäîâ â ýòîì ïðèáëèæå-
íèè áûñòðî ïàäàåò ñ ðîñòîì ýíåðãèè áåçûçëó÷àòåëüíîãî ïåðå-
õîäà E

fi
0 . Àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå

[101]. Â ðàáîòå [102] áûëî ïîêàçàíî äëÿ ðåäêîçåìåëüíûõ
èîíîâ â èîííîì êðèñòàëëå ýòà âåðîÿòíîñòü ñóùñòâåííà (ïî
ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ èçëó÷àòåëüíûõ ïåðåõîäîâ) òîëüêî
äëÿ E

fi M
0 6�? 1 . Òèïè÷íûå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ â êâàäðàò-

íûõ ñêîáêàõ â (13.13) áîëüøå èëè ïîðÿäêà äâîéêè.
Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçè ýëåêòðîíîâ ñ

ôîíîíàìè ñòîêñîâ ñäâèã 5E óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì, è â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (13.12) òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êîíôè-
ãóðàöèîííûõ êðèâûõ ïðèáëèæàåòñÿ ê ìèíèìóìó âåðõíåé êîí-
ôèãóðàöèîííîé êðèâîé. Â ýòîì ïðåäåëå âåðîÿòíîñòü áåçûçëó-
÷àòåëüíîãî ïåðåõîäà ìîæåò áûòü çàïèñàíà [96, 101] êàê

w E
k Tfi

A

B

~ exp �
9

:
;;

<

=
>>

9

:
;;

<

=
>>

� �	 	
2 2

cth .

Â ïðåäåëå âûñîêèõ òåìïåðàòóð ýòî äàåò

� �w E k T
fi
A

B~ exp � ,

à äëÿ íèçêèõ -

� �w E
fi
A~ exp � �	 .

Çäåñü 	îçíà÷àåò íåêîòîðóþ ñðåäíþþ ÷àñòîòó ôîíîíîâ, íà êî-
òîðîé ïðîèñõîäèò âçàèìîäåéñòâèå. Ýòîò ðåçóëüòàò òèïè÷åí
äëÿ àêòèâàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñ ýíåðãèåé àêòèâàöèè E

fi
A, è

ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà íåàäèàáàòè÷-
íîñòè ìàêñèìàëåí â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êîíôèãóðàöèîííûõ
êðèâûõ. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ âîçìîæíî òóííåëèðîâàíèå
ñèñòåìû ñ îäíîé êîíôèãóðàöèîííîé êðèâîé íà äðóãóþ.
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§14 Ïîëÿðîíû

14.1 Ïîëÿðîíû áîëüøîãî ðàäèóñà. Äåôîðìàöèîííîå
ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ çîííûõ ýëåêòðîíîâ ñ
ôîíîíàì íåîáõîäèìî îöåíèòü êîýôôèöèåíòû B sk â ãàìèëüòî-
íèàíå (12.6). Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, íàèáîëüøóþ
ðîëü ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ çîííûìè ñîñòîÿíèÿìè èãðàþò
äëèííîâîëíîâûå ôîíîíû. Òàêîãî ðîäà ñîñòîÿíèÿ óäîáíî èçó-
÷àòü, ïîëüçóÿñü òàê íàçûâàåìûì êîíòèíóàëüíûì ïðèáëèæå-
íèåì, êîãäà êðèñòàëë ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ ñðå-
äà. Ïðè ýòîì àêóñòè÷åñêèå è îïòè÷åñêèå ôîíîíû îïèñûâàþòñÿ
ïî-ðàçíîìó.

Êàê âûøå óêàçûâàëîñü, àêóñòè÷åñêèå ôîíîíû ïðèâîäÿò ê
èçìåíåíèþ îáúåìà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Îòíîñèòåëüíîå èç-
ìåíåíèå îáúåìà ñîñòàâëÿåò 1� div u r( ), ãäå u r( ) — ñìåùåíèå
òî÷êè r êðèñòàëëà ïðè àêóñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè (ñì. (12.5)).
Èçìåíåíèå îáúåìà ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ ïîñòîÿííîé ðå-
øåòêè êðèñòàëëà. Êàê âèäíî èç ðèñ. 10, èçìåíåíèå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó àòîìàìè ïðèâîäèò ê ñäâèãó ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé. Â
ïðîñòåéøåì ïðèáëèæåíèè çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ýëåêòðîíîâ â
çîíå s ñäâèãàåòñÿ íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó:

E Es s s( , ( )) ( ) ( )k u r k u r� � 7 div . (14.1)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ýòîé ôîðìóëå íàçûâàþò äåôîðìàöèîí-
íûì ïîòåíöèàëîì Áàðäèíà è Øîêëè [103]. Òî÷íûå âû÷èñëå-
íèÿ 7s äîñòàòî÷íî ñëîæíû. Îöåíêà äëÿ 7s äàåò çíà÷åíèÿ ïî-
ðÿäêà íåñêîëüêèõ ýëåêòðîí-âîëüò (â ìåòàëëàõ 7s ïîðÿäêà
ýíåðãèè Ôåðìè EF ). Êîýôôèöèåíò 7s ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçà-
âèñÿùèì îò âîëíîâîãî âåêòîðà k. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ýëåêò-
ðîíîâ íèçêèõ ýíåðãèé.

Âûðàæåíèå (14.1) ñïðàâåäëèâî ëèøü äëÿ èçîòðîïíûõ êó-
áè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ. Â áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåìàõ ïîìèìî u
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äðóãèå êîìáèíàöèè ïðîèçâîäíûõ ñî
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ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ôîðìóëà
(12.4) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèîííîãî ïîòåí-
öèàëà ÷åðåç íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû ôîíîíîâ èëè ÷åðåç îïå-
ðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ôîíîíîâ ñ ïî-
ìîùüþ óðàâíåíèé (12.5) è (12.7) (ñì. [1]):

� � ��
�
�@7s

s
LA LA

iN F b b ediv acu r q q q
qr

q

( ) ( )( )1 2 .

Çäåñü ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïðîâîäèòñÿ ïî âîëíîâûì
âåêòîðàì q ïðîäîëüíûõ àêóñòè÷åñêèõ ôîíîíîâ. Â êóáè÷åñêèõ
êðèñòàëëàõ ïîïåðå÷íûå ôîíîíû íå äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ â äå-
ôîðìàöèîííîì ïîòåíöèàëå, ïîñêîëüêó ïîïåðå÷íûå ôîíîíû â
èçîòðîïíîì êðèñòàëëå íå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèÿì îáúåìà. Ýòè
òèïû àêóñòè÷åñêèõ ôîíîíîâ äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ òîëüêî â
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ è ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ (ñì.
íèæå, ðàçäåë 18.3). Êîýôôèöèåíò Fs

ac îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-

íèåì

F i
Mc

s
s

LA
ac( )q

q
� � 7

�

2
, (14.2)

ãäå M — ñóììàðíàÿ ìàññà àòîìîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, cLA
— ñêîðîñòü çâóêà â êðèñòàëëå, ñâÿçàííàÿ ñ ÷àñòîòîé àêóñòè-
÷åñêèõ ôîíîíîâ ñîîòíîøåíèåì ?LA LAc( )q q� .

Ïîñëå ïåðåõîäà ê ýëåêòðîííûì îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è
óíè÷òîæåíèÿ îïåðàòîð ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

� ( ) ( )int ,
� � ��

�
�

�
�@N F a a b bs

s s LA LA
s

1 2
ac q

k q k q q
kq

. (14.3)

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ýòîé ñóììå ñîîòâåòñòâóåò ðàññåÿíèþ ýëåê-
òðîíà ñ èìïóëüñîì �k â ñîñòîÿíèå ñ èìïóëüñîì �( )k q� , ñîïðî-
âîæäàþùååñÿ ïîãëîùåíèåì ôîíîíà ñ èìïóëüñîì �q èëè èñ-
ïóñêàíèåì ôîíîíà ñ èìïóëüñîì ��q. Ïåðåõîäàìè ýëåêòðîíà
ìåæäó ðàçëè÷íûìè âåòâÿìè ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà ìû çäåñü
ïðåíåáðåãàåì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü âëèÿíèå ôîíîíîâ íà ýëåêòðîí-
íûé ñïåêòð, ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ýíåð-
ãèþ ýëåêòðîííîãî ñîñòîÿíèÿ âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìó-
ùåíèé:
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E LA

( ) ( )
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; � ;
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2 0
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1 0
k k

k q k

k q q

q q
� �

�
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�

�? E( )( )0 kq
@ .(14.4)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó
ñîñòîÿíèÿì áåç ôîíîíîâ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì q k q;0 è ñîñòî-
ÿíèåì ñ îäíèì ôîíîíîì ýòîé ìîäû k q q� ;1 ìîæåò áûòü âû-
÷èñëåí ñ ïîìîùüþ (14.3):

k q k
q

q q� �; � ;int1 0
2

2
2� 7s

LAMNc

�
.

Çíàìåíàòåëü (14.4) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî k. Ïîñëå
ïîäñòàíîâêè E( )0 â ïðèáëèæåíèè ýôôåêòèâíîé ìàññû ms

8 çíà-
ìåíàòåëü (14.4) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

�
2 2 2[ ( ) ]q q Q kq� � 8ms , (14.5)

ãäåQ q q� 82m cs LA � . Ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ïî q ê èíòåã-

ðèðîâàíèþ, íåñëîæíî ïîëó÷èòü çàêîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíà
ïðè ìàëûõ k:

E
m

B k A
s

( )( )2
2

2

2
k � �

9

:
;
;

<

=
>
> �

8

�
, (14.6)

ãäå A
x

x x� � � �
$

%
&

'

(
)Q

2

2
1ln( ) , B

x

x
x�

�

�
� � �

$

%
&

'

(
)

2

3

2 1

2 1

1

2
1

2

Q

( )
ln( ) ,

x aQ� 
 , Q 7 
� 8( )s sm vQ M�
2 , v — îáúåì ýëåìåíòàðíîé

ÿ÷åéêè êðèñòàëëà, a — ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A
è B — ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âçà-
èìîäåéñòâèå ñ ôîíîíàìè ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ äíà çîíû
ïðîâîäèìîñòè, óâåëè÷åíèþ ýôôåêòèâíîé ìàññû ýëåêòðîíà çà
ñ÷åò âîâëå÷åíèÿ èîííîé ïîäñèñòåìû â äâèæåíèå ýëåêòðîíà. Â
ýòèõ æå ïðèáëèæåíèÿõ ìîæíî îöåíèòü ñðåäíåå ÷èñëî ôîíî-
íîâ, îêðóæàþùèõ ýëåêòðîí:

n x x x QcLAq � � � �Q[ln( ) ( )]1 1 � .

Â ñëó÷àå ñëàáîé ñâÿçè, êîãäà òîëüêî è ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òå-
îðèåé âîçìóùåíèÿ, nq îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå åäèíèöû. Òàêîå
ýëåêòðîííîå ñîñòîÿíèå, îêðóæåííîå «îáëàêîì» âèðòóàëüíûõ
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ôîíîíîâ, íàçûâàåòñÿ ïîëÿðîíîì. Ýòî íàçâàíèå èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ñîñòîÿíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåçóëüòàòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
ëþáûì òèïîì ôîíîíîâ, íåçàâèñèìî îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñò-
âèÿ âûçâàííîé ôîíîíàìè ïîëÿðèçàöèè ðåøåòêè.

Ðàäèóñ òàêîãî ïîëÿðîíà ìîæíî îöåíèòü èç ñîîòíîøåíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà âèðòóàëüíûõ ôîíî-
íîâ, çíà÷åíèå êîòîðîãî ïî ìîäóëþ ïîðÿäêà Q. Òåì ñàìûì ðå-
øåòêà âîçìóùàåòñÿ ýëåêòðîíîì íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà 2
 Q,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìíîãî áîëüøå ïîñòîÿííîé ðå-
øåòêè a. Â ñâÿçè ñ ýòèì òàêèå ïîëÿðîíû íàçûâàþòñÿ ïîëÿðî-
íàìè áîëüøîãî ðàäèóñà.

Óðàâíåíèå (14.6) ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ k 0Q 2. Äëÿ
áîëüøèõ k çíàìåíàòåëü (14.5) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿõ q. Ïðè ýòîì ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðîöåññ
ðåàëüíîãî èñïóñêàíèÿ ôîíîíà ýëåêòðîíîì. Óñëîâèå k 0Q 2
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ôîòîíà ýëåê-
òðîíîì â ñðåäå. Ñêîðîñòü ýëåêòðîíà �k ms

8 äëÿ ïîðîãîâîãî

çíà÷åíèÿ k �Q 2 ðàâíà ñêîðîñòè çâóêà â ñðåäå cLA, ïîýòîìó
òîëüêî ýëåêòðîíû ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ ìîãóò èñïóñêàòü çâó-
êîâûå âîëíû – ôîíîíû. Ââîäÿ â çíàìåíàòåëü ôîðìóëû (14.4)
ñîãëàñíî àäèàáàòè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ òåîðèè âîçìóùåíèé
áåñêîíå÷íî ìàëóþ ìíèìóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì, ÷òî ýíåðãèÿ
E( )( )2 k òàêæå ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíîé:

E E i( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 0k k k k� � �5 D ,

ãäå 5( )k îïðåäåëÿåò ñäâèã ýëåêòðîííîãî óðîâíÿ çà ñ÷åò âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñ ôîíîíàìè, à D( )k — åãî øèðèíó:

5
?

( )
; � ;

( ) ( ) (

int

( ) ( )
k

k q k

k q q k

q q
� �

�

� � �
V.p.

1 0
2
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�

E ELA� )
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( ) ; � ;
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int

( )

q

q q
q

k k q k

k q q

@

@� � *
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D

?




"

1 0
2

0

�

E ELA�� �( )( ) .0 k

(14.7)

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàð-
íûìè ëèøü äëÿ íóëåâîé òåìïåðàòóðû è ìàëûõ âîëíîâûõ âåê-
òîðîâ k 0Q 2, à äëÿ áîëüøèõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ, è òåì ñà-
ìûì, áîëüøèõ ýíåðãèé, ñòàíîâÿòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè.
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Òèïè÷íûå âðåìåíà æèçíè òàêèõ ñîñòîÿíèé ïîðÿäêà
� 2 10 1013 12D � R� � c.

Äëÿ êîíå÷íûõ òåìïåðàòóð íåîáõîäèìî ó÷åñòü ðàâíîâåñ-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ôîíîíîâ è âêëþ÷èòü íå òîëüêî ïðîöåññû
èñïóñêàíèÿ ôîíîíîâ, íî è èõ ïîãëîùåíèÿ:

5
?

( )
; � ;

( ) ( )

int

( ) ( )
k

k q k

k q q

q q
� �

I

I �
V.p.

�

� �

n n

E ELA

1
2

0 0

�

( )
,

( ) ; � ;

( )

int

( )

k

k k q k

k q

q

q q
q

@@

@@

I

I

� I *

* I

T

n n

E

D 


"

�

�

1
2

0

�

� ��?LA
T

E( ) ( ) .( )q k� 0
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äëÿ óñ-
ðåäíåíèÿ ïî ÷èñëàì çàïîëíåíèÿ ôîíîíîâ { }nq . Ïîñëå âûïîë-
íåíèÿ ýòîãî óñðåäíåíèÿ øèðèíà ïîëÿðîííîãî ñîñòîÿíèÿ îêà-
çûâàåòñÿ ðàâíîé
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. (14.8)

Ïðè T + 0 ýòî âûðàæåíèå îòëè÷íî îò íóëÿ ïðè âñåõ k, ò.å.
ýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ ïåðåñòàþò áûòü ñòàöèîíàðíûìè çà
ñ÷åò ïîãëîùåíèÿ è èñïóñêàíèÿ ôîíîíîâ. Âòîðîé ÷ëåí â (14.8)
óìåíüøàåòñÿ ñ ïàäåíèåì òåìïåðàòóðû, è äëÿ íóëåâûõ òåìïå-
ðàòóð (14.8) ïåðåõîäèò â (14.7).

14.2 Ïîëÿðîíû áîëüøîãî ðàäèóñà. Ïîëÿðèçàöèîííîå
âçàèìîäåéñòâèå

Â èîííûõ êðèñòàëëàõ áîëüøóþ ðîëü èãðàþò îïòè÷åñêèå
ôîíîíû, êîòîðûå íå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ îáúåìà, íî ñâÿçà-
íû ñ âîçíèêíîâåíèåì ïîëÿðèçàöèè êðèñòàëëà. Â ïîëíóþ ïî-
ëÿðèçàöèþ êðèñòàëëà âíîñÿò âêëàä êàê èîíû, òàê è ýëåêòðî-
íû. Ñ îïòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè ñâÿçàíà òîëüêî èîííàÿ
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ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿðèçàöèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëèòü âêëàä
èîííîé ïîäñèñòåìû, çàìåòèì, ÷òî íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ (â ñòàòè-
÷åñêîì ñëó÷àå 	 00?LO) â ïîëÿðèçàöèþ âíîñÿò âêëàä êàê
èîííàÿ, òàê è ýëåêòðîííàÿ ïîäñèñòåìû; åñëè æå ÷àñòîòû âûá-
ðàòü â îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè êðèñòàëëà (?LO gE00 00	 �),
òî ëèøü âêëàä ýëåêòðîííîé ïîäñèñòåìû îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.
Âêëàä èîííîé ïîäñèñòåìû â ïîñëåäíåì äèàïàçîíå ÷àñòîò áûñ-
òðî óìåíüøàåòñÿ (êàê?LO

2 2	 ), ïîñêîëüêó èîíû íå óñïåâàþò
ñëåäèòü çà èçìåíÿþùèìñÿ çíà÷åíèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùàÿ íàñ èîííàÿ ÷àñòü ïîëÿðèçàöèè
ðàâíà
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ãäå �0 è �6 — ñîîòâåòñòâåííî ñòàòè÷åñêàÿ è âûñîêî÷àñòîòíàÿ
äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè, à
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(14.9)

– ýôôåêòèâíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü. Èíåðöèîí-
íàÿ ÷àñòü ïîëÿðèçàöèè ñîçäàåò â êðèñòàëëå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå, ïîòåíöèàë êîòîðîãî ðàâåí

4 3

divP r

r r
( )#

� #
#
 d r . (14.10)

Â ïðåäñòàâëåíèè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàí
âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò âèä (14.3) ñ çàìåíîé Fac

s íà

F
e

v
LO

opt
s ( )q

q
� �

8

1 2 2


�

�?
. (14.11)

Ýòîò ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ áûë âïåðâûå ââåäåí Ôðå-
ëèõîì [104, 105].

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ñèëû ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñâÿçè
óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð

�
�

�
8

8e ms

LO

2

32� ?
.
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Äëÿ áîëüøèíñòâà èîííûõ êðèñòàëëîâ åãî çíà÷åíèå èçìåíÿåò-
ñÿ â ïðåäåëàõ îò 1 äî 10. Òàê æå êàê è â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ àêóñòè÷åñêèìè ôîíîíàìè, ìîæíî ïî ôîðìóëå (14.4) îöå-
íèòü âëèÿíèå ôîíîíîâ íà ñäâèã êðàÿ çîíû ïðîâîäèìîñòè è èç-
ìåíåíèÿ ýôôåêòèâíîé ìàññû ýëåêòðîíà. Ïðè � 0 1ñïðàâåäëè-
âà òåîðèÿ âîçìóùåíèé, è ìîæíî ïîëó÷èòü

E
k

ms
LO

( )( )2
2 2

2
1

6
k � �9
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<
=
> �8

�
�

�
� ? .

Ñðåäíåå ÷èñëî âèðòóàëüíûõ ôîíîíîâ, âõîäÿùèõ â îáðàçîâà-
íèå «îäåòîãî» ýëåêòðîíà, îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì � 2. Àíàëîãè÷-
íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì äëÿ
ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè � 0 6 áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè âîç-
ìóùåíèé. Ôåéíìàí, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òðà-
åêòîðèÿì, ïîëó÷èë ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè [106,
107]:

E
k

ms
LO( )
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k �

�
�
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�
�

2 2

2 1 6�
� ? .

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ ïîëÿðîíîâ îêàçàëàñü õîðî-
øåé ìîäåëüþ äëÿ ïðîâåðêè è ðàçâèòèÿ òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòèöû ñ êâàíòîâàííûìè ïîëÿìè. Ïîýòîìó â ðàçâèòèè ýòîé
òåîðèè ó÷àñòâîâàëè ìíîãèå êðóïíûå ôèçèêè.

Êàê óæå îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 14.1, ïîëÿðîííûå ñîñòîÿ-
íèÿ ñ íèçêîé ýíåðãèåé ñòàáèëüíû ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå.
Îäíàêî ïîðîã íåñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé îòëè÷àåòñÿ îò ñëó-
÷àÿ àêóñòè÷åñêèõ ôîíîíîâ èç-çà íåçàâèñèìîñòè (â íóëåâîì
ïðèáëèæåíèè) ?LO îò q. Èìåííî, ýëåêòðîí ìîæåò èñïóñòèòü
ðåàëüíûé ôîíîí, åñëè åãî ýíåðãèÿ ïðåâûøàåò ýíåðãèþ ïðî-
äîëüíîãî îïòè÷åñêîãî ôîíîíà �?LO . Øèðèíà ïîëÿðîííîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíà
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(14.12)

Ïðîöåññû èñïóñêàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ôîíîíîâ ïîäðîáíî ðàññ-
ìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì òîìå.

193



Ïîðîãîâàÿ ýíåðãèÿ äëÿ èñïóñêàíèÿ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ
îêàçûâàåòñÿ çàìåòíîé (�?LO ~ 10 40R ìýÂ), â òî âðåìÿ êàê
ïîðîãîâàÿ ýíåðãèÿ äëÿ èñïóñêàíèÿ àêóñòè÷åñêèõ ôîíîíîâ
êðàéíå ìàëà (ïîðÿäêà m cac ac

8 � �R2 5 42 10 10~ ýÂ).

14.3 Êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå
Îïèñàíèå ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðîâå-

äåííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îñíîâûâàëîñü íà ïðåäïîëîæå-
íèè îá îòíîñèòåëüíî ñëàáîì ýëåêòðîí-ôîíîííîì âçàèìîäåéñò-
âèè. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí ñëó÷àé ñèëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêîé ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ â áîëüøèíñòâå
êðèñòàëëîâ, íî ñ êà÷åñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ î÷åíü âàæíî.

Ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è
ïîëÿðèçàöèåé ðåøåòêè ìîæåò ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ ïîòåí-
öèàëüíîé ÿìû è çàõâàòó ýëåêòðîíà â ýòó ÿìó, áûëî âïåðâûå
âûñêàçàíî Ëàíäàó [108] è ðåàëèçîâàíî â äåòàëÿõ Ïåêàðîì
[109]. Ïåêàð èñïîëüçîâàë äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðîí-ðåøåòî÷íî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå, êîãäà äå-
ôîðìàöèÿ è ïîëÿðèçàöèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå
ïëàâíûå ôóíêöèè, èçìåíÿþùèåñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ, áîëüøèõ
ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Îòäåëüíûå ôîíîíû â òàêîì ïîäõîäå íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ. Òàêîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèëü-
íîé ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñâÿçè (� ++ 1).

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå ôóíêöèîíàëà îò âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà C( )r è
èîííîé ïîëÿðèçàöèè P r( ):
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(14.13)

ãäå âòîðîå ñëàãàåìîå — ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èîííîé ïîëÿ-
ðèçàöèè êðèñòàëëà:

U d r d r� �
 
8
1

2
21

3 2 3D r P r P r( ) ( ) ( )
� ,

D1 — âåêòîð èíäóêöèè, ñâÿçàííûé ñ ïîëÿðèçàöèåé P r( ) (ãäå
D P1 4� 8
� ),
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D r r
r r

r r
( ) ( )� #
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# �
#
e d rC 2

3
3 (14.14)

— âåêòîð èíäóêöèè, ñîçäàâàåìûé çàðÿäîì ýëåêòðîíà ñ ðàñï-
ðåäåëåíèåì C 2 . Òðåòüå ñëàãàåìîå â (14.13) îïðåäåëÿåò ýíåð-

ãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ðåøåòêîé. Â òàêîì ïîäõîäå
ó÷èòûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà (ïåðâîå ñëàãàå-
ìîå â (14.13)), îäíàêî â ñîîòâåòñòâèè ñ àäèàáàòè÷åñêèì ïðèá-
ëèæåíèåì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðåøåòêè îïóñêàåòñÿ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ C èP íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ôóí-
êöèîíàë (14.13) ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè
C( )r . Â ïåðâóþ î÷åðåäü ìèíèìèçèðóåì E{ , }C P ïî îòíîøåíèþ ê
âàðèàöèÿìP r( ). Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ íà ôóíêöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ " C "E{ , }P P � 0. Ðå-
øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò ñâÿçü P r( ) ñ èíäóêöèåé (14.14),
ñîçäàâàåìîé ýëåêòðîíîì:

P r D r( ) ( )� 84
� . (14.15)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â E{ , }C P , íàõîäèì ôóíêöèîíàë, çà-
âèñÿùèé óæå òîëüêî îò âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà C:
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ãäå D îïðåäåëåíî â (14.14).
Ïåêàð [109] íàøåë ìèíèìóì ýòîãî ôóíêöèîíàëà ñ ïî-

ìîùüþ ïðîáíîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà r0 :
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé, íîðìèðîâàííîé
è äîñòàòî÷íî ãëàäêîé â òî÷êå r � 0(â ýòîé òî÷êå èìååò íóëåâóþ
ïðîèçâîäíóþ). Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèè E r E( ) { ( )}0 0� C r îò-
íîñèòåëüíî r0 äàåò çíà÷åíèå r m e0

2 22� 8 8
� � . Óñëîâèåì ïðè-

ìåíèìîñòè êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ r a0 ++ ,
ãäå a — ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè. Çíà÷åíèå ýíåðãèè ïîëÿðîíà äëÿ
ïðîáíîé ôóíêöèè (14.16) îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
E m e0

2 20 054� � 8 8, � � . Ýòà ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåò ýíåðãèþ òåð-

ìè÷åñêîé äèññîöèàöèè ïîëÿðîíà ñ ðàçðóøåíèåì
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ïîëÿðèçàöèîííîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Ýíåðãèÿ îïòè÷åñêîé
äèññîöèàöèè ïîëÿðîíà E1 áîëüøå E0 â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöè-
ïîì Ôðàíêà-Êîíäîíà. Îïòè÷åñêèé ïåðåõîä ïðîèñõîäèò áåç
ðàçðóøåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäè-
ìî âû÷èñëèòü ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó (14.10), ñîçäàííóþ ïîëÿ-
ðèçàöèåé ðåøåòêè (14.15), âûçâàííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé
(14.16), è íàéòè â òàêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ýíåðãèþ îñíîâíî-
ãî ñîñòîÿíèÿ. ×èñëåííûé ðàñ÷åò äàåò âåëè÷èíó
E m e1

2 20 163� � 8 8, � � , ÷òî â òðè ðàçà áîëüøå E0 . Ïîñêîëüêó

ïðè îïòè÷åñêîì ïåðåõîäå ÿìà ñðàçó íå ðàçðóøàåòñÿ, òî àáñî-
ëþòíîå çíà÷åíèå E1 ðàâíî ýíåðãèþ ôîòîèîíèçàöèè ïîëÿðîíà.

Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ îïòè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè â
èîííûõ êðèñòàëëàõ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ïîëÿðîíà
áîëüøîãî ðàäèóñà. Íî â ðÿäå êðèñòàëëîâ íàáëþäàþòñÿ ïîëÿ-
ðîíû ìàëîãî ðàäèóñà. Îáðàçîâàíèå òàêèõ âîçáóæäåíèé òàêæå
ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè.
Àêóñòè÷åñêèå äåôîðìàöèîííûå ôîíîíû èãðàþò â ýòîì ïðî-
öåññå âàæíóþ ðîëü [110, 111].

Äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç
îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå îáúåìà ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè
�( ) ( )r u r� div â âèäå �7�( )r (14.1). Ïëîòíîñòü ýíåðãèè äåôîð-
ìàöèè ðàâíà G�2 2, ãäå G — óïðóãàÿ ïîñòîÿííàÿ êðèñòàëëà.
Òàêèì îáðàçîì ýíåðãèÿ ïîëÿðîííîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóí-
êöèîíàëîì E{ , , }C �P , êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò (14.13) íàëè÷èåì
äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ

� �
 
7 C �
G

�.2 3 3

2
( ) ( )r rd r d r .

Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà E{ , , }C �P ïîP äàåò òîò æå ðåçóëü-
òàò (14.15), ÷òî è ðàíüøå, ìèíèìèçàöèÿ ïî � äàåò
� 7C G( )r � 2 . Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â E{ , , }C �P äàåò çà-

âèñÿùèé òîëüêî îò C( )r ôóíêöèîíàë. Îáñóäèì íåêîòîðûå îá-
ùèå ñâîéñòâà ýòîãî ôóíêöèîíàëà. Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò
áûòü âûáðàíà â âèäå

C � �( ) ( ) ( )r � a f r a3 2 , (14.17)

çàâèñÿùåì îò âàðèàöèîííîãî ïàðàìåòðà �. Ôóíêöèÿ f x( )

ïðåäïîëàãàåòñÿ íîðìèðîâàííîé: 4 12 2

0


 x f x dx( )
6


 � . Åñëè
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ñðåäíåå çíà÷åíèå x äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f x2 ( )ïîðÿäêà

åäèíèöû, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå r äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ C 2 ïîðÿä-

êà a �. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðèìåíèìîñòè êîíòèíóàëüíîãî ïðèá-
ëèæåíèÿ a � äîëæíî áûòü áîëüøå a, òî� äîëæíî áûòü ìåíüøå
åäèíèöû.

Ïîäñòàíîâêà (14.17) â ôóíêöèîíàë E{ }C è âûíåñåíèå
ñòåïåíåé � çà çíàêè èíòåãðàëîâ äàåò

E B g gd p( ) ( )� � � �� � �2 3 , (14.18)

ãäå B, gd è gp — êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå êîíêðåòíûì âè-
äîì f x( ). Åñëè âûáðàòü f x x( ) exp( )� �23 4 2
 , òî ýòè êîíñòàí-
òû ðàâíû

B
m a

�
8

3

2

2

2


�
, g

m
d �

87


G3 2
�

, g
e m a

p �
8

8

2

3

2

2
� �

.

Âèäíî, ÷òî B ñâÿçàíî ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíà, gd
îïðåäåëÿåòñÿ äåôîðìàöèîííûì âçàèìîäåéñòâèåì ñ àêóñòè÷åñ-
êèìè ôîíîíàìè, à gp — ïîëÿðèçàöèîííûì âçàèìîäåéñòâèåì ñ
îïòè÷åñêèìè ôîíîíàìè. Çíà÷åíèÿ gd è gp îïðåäåëÿþò òèï
êðèâîé E( )� . Ýêñòðåìóìû êðèâîé E( )� îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíå-
íèåì

2 3 02� �� � �g gd p , (14.19)

ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

�12 1 1 3 3, [ ]� I � g g gp d d .

Ïîëåçíî ïîñòðîèòü íå òîëüêî êðèâûå E( )� (ðèñ. 37, à), íî òàê-
æå è ôàçîâóþ äèàãðàììó â êîîðäèíàòàõ ñèëû ýëåêòðîí-ôî-
íîííîé ñâÿçè äëÿ äåôîðìàöèîííîãî è ïîëÿðèçàöèîííîãî âçà-
èìîäåéñòâèé (ðèñ. 37, á). Çíà÷åíèå �1 (� �1 20 ) ñîîòâåòñòâó-
åò ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó êðèâîé E( )� , à çíà÷åíèå �2 – ëî-
êàëüíîìó ìàêñèìóìó. Â ñëó÷àå gd - 0 ýíåðãèÿ E( )� ñ ðîñòîì�
ñòðåìèòñÿ ê �6. Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè
êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (0 11 1� ). Â ñëó÷àå� �1 210 0
(ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí ðåàëèçóåòñÿ ïðè g gp d� 03 2) ó ôóí-
êöèîíàëà E( )� èìååòñÿ òîëüêî îäèí ìèíèìóì, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ñîñòîÿíèþ ñ îòíîñèòåëüíî áîëüøèì ðàäèóñîì (òàê íàçû-
âàåìûé ñâîáîäíûé ïîëÿðîí, îáîçíà÷àåìûé áóêâîé F).
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Åñëè óðàâíåíèå (14.19) íå èìååò ðåøåíèé (3 1g gd p + )
èëè �1 1+ (3 1gd 0 , g gp d� +3 2) ýíåðãèÿ E( )� óìåíüøàåòñÿ ñ
ðîñòîì � äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñòàíåò íàðóøàòüñÿ óñëîâèå
ïðèìåíèìîñòè êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (� 0 1). Òåì ñà-
ìûì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íåò âàðèàöèîííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà E( )� â îáëàñòè� 0 1, è äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñîñòîÿíèÿ àâòîëîêàëèçîâàííîãî ïîëÿðîíà òðåáóåòñÿ
ìèêðîñêîïè÷åñêèé ïîäõîä. Òàêîå ñîñòîÿíèå îáîçíà÷àåòñÿ
áóêâîé S. Êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå äàåò òîëüêî òîò ðå-
çóëüòàò, ÷òî íåò ðåøåíèé ñ áîëüøèì ðàäèóñîì, è ÷òî ñòàáèëü-
íîå ñîñòîÿíèå ïîëÿðîíà èìååò ìàëûé ðàäèóñ. Ýíåðãèÿ òàêîãî
ïîëÿðîíà ìîæåò áûòü ãðóáî îöåíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìó-
ëû (14.18) ïðè � � 1.

Â òîé ÷àñòè ôàçîâîé äèàãðàììû, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ 3 1g gd p 0 , 3 1gd + , g gp d� +3 2, îäíîâðåìåííî ìîãóò
ñîñóùåñòâîâàòü îáà òèïà ðåøåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò èõ îòíî-
ñèòåëüíûõ ýíåðãèé ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ äâà ñëó÷àÿ: ñòà-
áèëüíîå ñâîáîäíîå ðåøåíèå è ìåòàñòàáèëüíîå àâòîëîêàëèçî-
âàííîå (îáîçíà÷àåìîå êàê F S( )), èëè íàîáîðîò (S F( )). Äëÿ
ñëó÷àÿ S F( )àêòèâàöèîííûé áàðüåð ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè
ìîæåò áûòü îöåíåí êàê

E B g g gA
p d d

� �4 1 3 273 2 2( ) .

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå F S( ) àêòèâàöèîííûé áàðüåð íå
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E( )�

0
F F S( )

S F( )

S

1 � 1

2
gp

1 3/ 2 3/ 1 gd

Ðèñ. 37. Çàâèñèìîñòü ýíåãðèè E( )� îò âàðèàöèîííîãî ïàðàìåòðà �
(ëåâàÿ ïàíåëü) è ôàçîâàÿ äèàãàðììà ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ
ñîñòîÿíèé ïîëÿðîíà (ïðàâàÿ ïàíåëü).



ìîæåò áûòü îöåíåí äîñòàòî÷íî êîððåêòíî, ïîñêîëüêó êîíòè-
íóàëüíîå ïðèáëèæåíèå óæå ïëîõî ïðèìåíèìî äëÿ � � 1.

Ïîäîáíûé àíàëèç áûë ïðîâåäåí â ðàáîòàõ [112, 113] äëÿ
áîëåå ñëîæíîãî ñëó÷àÿ àâòîëîêàëèçàöèè ïîëÿðîíà â ïðèñóòñ-
òâèè äåôåêòà.

Àâòîëîêàëèçàöèÿ èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü ïðè èññëåäî-
âàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ òâåðäûìè òåëàìè. Ïðè ïðåäû-
äóùåì ðàññìîòðåíèè îáñóæäàëàñü àâòîëîêàëèçàöèÿ çàðÿäà
áåç óòî÷íåíèÿ, ýëåêòðîí ýòî èëè äûðêà. ×àùå âñåãî íàáëþäà-
åòñÿ àâòîëîêàëèçàöèÿ äûðêè, êîòîðàÿ õîðîøî èçó÷åíà â èîí-
íûõ êðèñòàëëàõ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû òàêîé äûðêè
ïðåäñòàâëåíî íèæå.

Â òâåðäûõ òåëàõ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ áîëåå ñëîæíûå ñëó-
÷àè îáðàçîâàíèÿ àâòîëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé. Àâòîëîêà-
ëèçîâàííûé ýêñèòîí (self-trapped exciton, STE) ÿâëÿåòñÿ ïðè-
ìåðîì òàêîãî âîçáóæäåíèÿ. ×èñëî ïàðàìåòðîâ ïðè ýòîì ìíîãî
áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå îòäåëüíîé ÷àñòèöû, ïîýòîìó ïîâåäåíèå
ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ïàðû áîëåå ñëîæíîå è ðàçíîîáðàçíîå.
Â ñëó÷àå äâóõ ÷àñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì çàðÿäà ðîëü
ïîëÿðèçàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýôôåêòèâíî îñëàáåâàåò
èç-çà äàëüíîäåéñòâóþùåãî õàðàêòåðà ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
(ïîëÿ ýëåêòðîíà è äûðêè ÷àñòè÷íî êîìïåíñèðóþò äðóã äðó-
ãà). Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîðîòêîäåéñòâóþ-
ùåå äåôîðìàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö ñ ðåøåòêîé. Îñ-
íîâíîå âëèÿíèå ïîëÿðèçàöèÿ ðåøåòêè èìååò íà èçìåíåíèå êó-
ëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (÷òî âûðàæàåòñÿ âî ââåäåíèè ïîñ-
òîÿííûõ �0 èëè �6 , êàê ýòî îáñóæäàëîñü â ðàçäåëå 6.4).

Çäåñü ìû ïðåäñòàâèì òîëüêî ïðèìåð ôàçîâîé äèàãðàììû
äëÿ îòíîøåíèÿ ìàññ m me h

8 8 � 025, è äëÿ ñëó÷àÿ ïðåíåáðåæå-
íèÿ ïîëÿðèçàöèîííûì âçàèìîäåéñòâèåì [114]. Ôàçîâàÿ äèàã-
ðàììà íà ðèñ. 38 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ñîñòîÿíèé îò äåôîð-
ìàöèîííûõ ïîòåíöèàëîâ g

d
e è g

d
h , îòîáðàæàåìûõ ïî îñÿì àáñ-

öèññ è îðäèíàò, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî g
d
e h, ìî-

ãóò ïðèíèìàòü ëþáîé çíàê, è äèàãðàììà èìååò öåíòð èíâåð-
ñèè.

Äëÿ ìàëûõ g
d
e è g

d
h ñòàáèëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ñâî-

áîäíîãî ýêñèòîíà Fex , ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ýêñèòîí Âàíü-
å-Ìîòòà. Ñ óâåëè÷åíèåì, ñêàæåì, ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ g

d
h ,

ïðîèñõîäèò àâòîëîêàëèçàöèÿ äûðêè (Sh). Ýëåêòðîí â ýòîì
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ñëó÷àå ñâÿçûâà-
åòñÿ íà ýòîé äûð-
êå çà ñ÷åò êóëî-
íîâñêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ, àíàëî-
ãè÷íî ñëó÷àþ äå-
ôåêòíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ áîëüøîãî
ðàäèóñà. Òàêàÿ
êîíôèãóðàöèÿ
îáîçíà÷àåòñÿ êàê
S Fh e: . Â ïðîòè-
â î ï î ë î æ í î ì
ñëó÷àå (áîëüøèå
g

d
e è îòíîñèòåëü-

íî ìàëûå g
d
h)

êîíôèãóðàöèÿ
ìåíÿåòñÿ íà îáðàòíóþ (S Fe h: ).

Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ñëó÷àåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëó÷àé îò-
íîñèòåëüíî áîëüøèõ ñèë ñâÿçè. Åñëè g

d
e è g

d
h èìåþò îäèíàêî-

âûé çíàê, âîçìîæíî ñîçäàíèå ýêñèòîíà ìàëîãî ðàäèóñà (Sex).
Òàêîé ýêñèòîí ìîæåò àâòîëîêàëèçîâûâàòüñÿ äàæå â ñëó÷àÿõ,
êîãäà íè ýëåêòðîí, íè äûðêà íå ìîãóò ñäåëàòü ýòîãî ïî îòäåëü-
íîñòè çà ñ÷åò êîíñòðóêòèâíîãî ñîâìåùåíèÿ äåôîðìàöèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îáå ÷àñòèöû ñæèìàþò (äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ g

d
e h, ) èëè ðàñòÿãèâàþò (äëÿ îòðèöàòåëüíûõ

g
d
e h, ) ðåøåòêó. Â òîì ñëó÷àå, åñëè çíàêè ýòèõ ïîñòîÿííûõ ïðî-

òèâîïîëîæíû, èõ ñîâìåñòíîå âçàèìîäåéñòâèå äåñòðóêòèâíî, è
â ïðèíöèïå ìîæåò îáðàçîâûâàòüñÿ ñîñòîÿíèå èç àâòîëîêàëè-
çîâàííîãî ýëåêòðîíà è àâòîëîêàëèçîâàííîé äûðêè, ðàçäåëåí-
íûõ íåêîòîðûì ðàññòîÿíèåì (S Se h: ).

Àâòîëîêàëèçîâàííûå ýêñèòîíû Sex ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü
ñîâìåñòíî ñî ñâîáîäíûìè Fex . Ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ ðàçäåëåíû
ýíåðãåòè÷åñêèì áàðüåðîì, êàê ýòî îïèñûâàëîñü äëÿ äûðîê
(ðèñ. 39). Íàëè÷èå ýòîãî áàðüåðà îáñóæäàëîñü Ðàøáîé [115,
116], Òîÿçàâîé [110] è Ìîòòîì è Ñòîóíõåìîì [117].

Ïðè ïðåäûäóùåì ðàññìîòðåíèè èñïîëüçîâàëèñü ïàðàáî-
ëè÷åñêèå çàêîíû äèñïåðñèè äëÿ ýëåêòðîíîâ è äûðîê ñ ýôôåê-
òèâíûìè ìàññàìè me

8 è mh
8 . Äëÿ ðåàëüíûõ êðèñòàëëîâ
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gd
h

gd
eFex

Sex

Sex

S Fh e+

S Fh e+

S Fe h+

S Fe h+

S Se h+

S Se h+

Ðèñ. 38. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ýêñèòîíà íà
ïëîñêîñòè äåôîðìàöèîííûõ ïîòåíöèàëîâ gd

e è

gd
h [114]



íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî
âíèìàíèå áîëåå ñëîæíûå çà-
êîíû äèñïåðñèè. Êèíåòè÷åñ-
êàÿ ýíåðãèÿ äëÿ àâòîëîêàëè-
çîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò
áûòü îöåíåíà ðàâíîé ïîëî-
âèíå øèðèíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé çîíû. Ýòî äàåò ïðîñòîé
ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîëî-
êàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé:
òàêèå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ðåà-
ëèçîâûâàòüñÿ, åñëè ñóììà
ïîëîâèíû øèðèíû çîíû è
ýíåðãèè äåôîðìàöèè è ïîëÿ-
ðèçàöèè ðåøåòêè ìåíüøå,
÷åì ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
÷àñòèöû ñ ðåøåòêîé. Òàêèì
îáðàçîì, àâòîëîêàëèçîâàí-
íûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò îáðàçî-
âûâàòüñÿ òîëüêî â êðèñòàëëàõ ñ îòíîñèòåëüíî óçêèìè çîíàìè.
Ýòî îáúÿñíÿåò òîò ôàêò, ÷òî â ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàë-
ëàõ äûðêè ìîãóò îáðàçîâûâàòü àâòîëîêàëèçîâàííûå ñîñòîÿ-
íèÿ, à ýëåêòðîíû íå ìîãóò.

Ìàññû òàêèõ ïîëÿðîíîâ çàâèñÿò îò èõ ðàäèóñà. Ìàññà ïî-
ëÿðîíà áîëüøîãî ðàäèóñà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà ìàññå ñâî-
áîäíîé ÷àñòèöû, â òî âðåìÿ êàê ìàññà àâòîëîêàëèçîâàííîãî
ïîëÿðîíà ìíîãî áîëüøå ìàññû ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïîëÿðîí ìàëîãî ðàäèóñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü òÿ-
æåëóþ ÷àñòèöó, êîòîðàÿ íå ìîæåò äâèãàòüñÿ ñêâîçü êðèñòàëë
êàê êîãåðåíòíàÿ ÷àñòèöà. Äëÿ òàêèõ ÷àñòèö ïîíÿòèå âîëíîâî-
ãî âåêòîðà îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì.

14.4 Àâòîëîêàëèçîâàííûå äûðêè è ýêñèòîíû â
ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàëëàõ. Îáðàçîâàíèå
äåôåêòîâ

Êàê âûøå óæå óêàçûâàëîñü, ñ ïîìîùüþ êîíòèíóàëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ íåâîçìîæíî îïèñàòü ìèêðîñêîïè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó àâòîëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòà ñòðóêòóðà ñèëüíî
çàâèñèò îò òèïà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè è ìîæåò áûòü äîñ-
òàòî÷íî íåòðèâèàëüíîé (ïðåêðàñíûé îáçîð
àâòîëîêàëèçîâàííûõ ýêñèòîíîâ ïðåäñòàâëåí â [118]). Â
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Ðèñ. 39. Áàðüåð ìåæäó ñâîáîäíû-
ìè è àâòîëîêàëèçîâàííûìè ñîñòî-
ÿíèÿìè ýêñèòîíà.



êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû îáñóäèì ñòðóêòóðó àâòîëîêàëèçîâàííûõ
äûðîê â òèïè÷íîì ùåëî÷íî-ãàëîèäíîì êðèñòàëëå ñî ñòðóêòó-
ðîé ïîâàðåííîé ñîëè – KCl.

Äåòàëüíàÿ ñòðóêòóðà òàêèõ àâòîëîêàëèçîâàííûõ äûðîê
áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ýëåêòðîííîìó
ïàðàìàãíèòíîìó ðåçîíàíñó (ÝÏÐ) (ñì., íàïðèìåð, [119,
120]) è áûëà ïîäòâåðæäåíà ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî ýëåêòðîííî-
-ÿäåðíîãî ðåçîíàíñà (îáçîð ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â [121]). Èçâåñòíî, ÷òî ñîñòîÿíèÿ äûðîê â
âàëåíòíîé çîíå ïîðîæäåíû p-ñîñòîÿíèÿìè èîíà ãàëîèäà (3p
ñîñòîÿíèÿìè Cl�). Ëîêàëèçàöèÿ äûðêè ïðèâîäèò ê îáðàçîâà-
íèþ â KCl äâóõóçåëüíîé ìîëåêóëû Cl2

� , à íå àòîìàðíîãî ñîñ-

òîÿíèÿ Cl0 . Òàêèå öåíòðû ïîëó÷èëè íàçâàíèå VK -öåíòðîâ.
Ïîäîáíàÿ ãàëîèäíàÿ ìîëåêóëà ìîæåò áûòü îðèåíòèðîâàíà â
íàïðàâëåíèè 110 â êðèñòàëëå ñî ñòðóêòóðîé NaCl (ÃÖÊ) è â
íàïðàâëåíèè 100 â êðèñòàëëå ñî ñòðóêòóðîé CsCl (ÎÖÊ)
(ðèñ. 40). Ðàññòîÿíèå ìåæäó èîíàìè ãàëîèäîâ â Cl2

� îêàçûâà-
åòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ãàëîèäàìè â
íåâîçìóùåííîì êðèñòàëëå (óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ ïîðÿäêà
30–40%), ïîýòîìó îïðàâäàííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
VK -öåíòðà êàê ìîëåêóëû â êðèñòàëëå. Ïîýòîìó äëÿ êëàññè-
ôèêàöèè ñîñòîÿíèé VK -öåíòðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîëåêó-
ëÿðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ýòîé ìîëåêóëû èìå-
åò êîíôèãóðàöèþ 2 Fu

� , â òî âðåìÿ êàê âîçáóæäåííûå ñîñòîÿ-

íèÿ – êîíôèãóðàöèè 2 Sg
� , 2 Su

� è 2 Fg
� . Ïîäðîáíîå îïèñàíèå

ñâîéñòâ àâòîëîêàëèçîâàííûõ äûðîê
ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [122, 123].

Öåíòðû òàêîãî òèïà îêàçûâàþò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûìè, è
îíè ìîãóò çàõâàòèòü ýëåêòðîí. Ïîñëå
òàêîãî çàõâàòà íåéòðàëüíîå îáðàçî-
âàíèå èìååò ýëåêòðîííóþ ñòðóêòóðó
ìîëåêóëû Cl2

� , îêðóæåííóþ ýëåêòðî-
íîì, ðàçìàçàííûì ïî áëèæàéøåé
êîíôèãóðàöèîííîé ñôåðå èç ùåëî÷-
íûõ èîíîâ. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäó-
ùåãî ðàçäåëà òàêîå ñîñòîÿíèå àâòîëî-
êàëèçîâàííîãî ýêñèòîíà ìîæíî îïè-
ñàòü êàê ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó S Fh e:
è Sex -ñîñòîÿíèÿìè. Ïîñëå
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Ðèñ. 40. Íàïðàâëåíèÿ
îáðàçîâàíèÿ àâòîëîêà-
ëèçîâàííîãî ýêñèòîíà â
êðèñòàëëå NaCl.



ðåêîìáèíàöèè ýëåêòðîí ïåðåõîäèò íà ìîëåêóëóCl2
� , â ðåçóëü-

òàòå ÷åãî îáðàçóåòñÿ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äâóõ èîíîâ Cl� â ðå-
øåòêå. Ñèììåòðèÿ òàêîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ — 1Fg

� , à ñèì-

ìåòðèÿ ìîëåêóëû Cl2
� , âîêðóã êîòîðîé íàõîäèòñÿ ýëåêòðîí,

ìîæåò áûòü 1Fu
� (ñèíãëåòíîå ñîñòîÿíèå) èëè 3 Fu

� (òðèïëåòíîå
ñîñòîÿíèå).

Ïîñêîëüêó ýëåêòðîí ýêðàíèðóåò êóëîíîâñêîå ïîëå äûð-
êè, ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà äëÿ àâòîëîêàëèçîâàííîãî ýêñèòîíà
çíà÷èòåëüíî áîëåå ìåëêàÿ è ïëîñêàÿ, ÷åì äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé àâòîëîêàëèçîâàííîé äûðêè. Ýêñèòîííàÿ ìîëåêóëà ìîæåò
ñäâèãàòüñÿ âäîëü ñâîåé îñè (ðèñ. 41). Áîëåå òîãî, ñîãëàñíî
[118], ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñäâèíóò îòíîñèòåëüíî
öåíòðàëüíîãî ïîëîæåíèÿ, è ýêñèòîí îêàçûâàåòñÿ â íåñèììåò-
ðè÷íîì ïîëîæåíèè. Òàêîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê
êîìáèíàöèÿ F-öåíòðà (ýëåêòðîí, çàõâà÷åííûé âàêàíñèåé; òà-
êèå öåíòðû íàçûâàþòñÿ åùå öåíòðàìè îêðàñêè è îáîçíà÷àþò-
ñÿ êàê F-öåíòðû îò íåìåöêîãî Farbenzenter) è H-öåíòðà
(ìåæóçåëüíûé íåéòðàëüíûé èîí ãàëîèäà). Åñëè ýíåðãèÿ, íå-
îáõîäèìàÿ äëÿ äàëüíåéøåãî ñäâèãà, äîñòàòî÷íî ìàëà, òî òà-
êîé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ïåðâûì øàãîì ê îáðàçîâàíèþ äåôåê-
òîâ â ùåëî÷íî-ãàëîèäíûõ êðèñòàëëàõ. Ïîñëå îáìåíà ýëåêòðî-
íîì ìåæäó F- è H-öåíòðàìè
âîçíèêàåò äâà íîâûõ òèïà
äåôåêòîâ: �-öåíòð (àíèîí-
íàÿ âàêàíñèÿ) è I-öåíòð (ìå-
æóçåëüíûé îòðèöàòåëüíûé
èîí àíèîíà; òàêèå ìåæóçåëü-
íûå èîíû íàçûâàþòñÿ åùå
èíòåðñòèöèàëàìè). Òàêèì
îáðàçîì, ñîçäàíèå àâòîëîêà-
ëèçîâàííûõ ýêñèòîíîâ íàï-
ðÿìóþ ñâÿçàíî ñ îáðàçîâàíè-
åì äåôåêòîâ ïîä äåéñòâèåì
óëüòðàôèîëåòîâîãî îáëó÷å-
íèÿ (ñì., íàïðèìåð, [113,
124, 125]). Ýòî îáúÿñíÿåò
ëåãêîå îêðàøèâàíèå òàêèõ
êðèñòàëëîâ ïîä äåéñòâèåì
ôîòîíîâ îòíîñèòåëüíî ìà-
ëîé ýíåðãèè.
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Ðèñ. 41. Ñõåìà îáðàçîâàíèÿ F- è
H-öåíòðîâ èç àâòîëîêàëèçîâàííî-
ãî ýêñèòîíà (èç [124]).



§ 15 Âçàèìîäåéñòâèå ïîëÿðîíîâ ñî ñâåòîì

15.1 Íåïðÿìûå ìåæçîííûå ïåðåõîäû
Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âçàèìîäåé-

ñòâèå çîííûõ âîçáóæäåíèé ñ äåôîðìèðóåìîé ðåøåòêîé ïðè-
âîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâîãî òèïà âîçáóæäåíèé - ïîëÿðîíîâ. Â
ñëó÷àå îáðàçîâàíèÿ ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé âçàè-
ìîäåéñòâèå ñ ôîíîíàìè íàèáîëåå ñèëüíîå, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ îò-
íîñèòåëüíîé íåïîäâèæíîñòüþ ýëåêòðîíîâ è òåì ñàìûì ïîñòî-
ÿííûì âçàèìîäåéñòâèåì ñ ïîëÿðèçàöèîííîé ÿìîé. Äëÿ äâè-
æóùèõñÿ ïîëÿðîíîâ âçàèìîäåéñòâèå ñëàáåå — ýëåêòðîí (èëè
äûðêà, èëè ýêñèòîí) ïîñòîÿííî óáåãàåò îò ïîëÿðèçàöèîííîé
ÿìû. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñâåò âçàèìîäåéñòâóåò ñ
àâòîëîêàëèçîâàííûìè âîçáóæäåíèÿìè ïðàêòè÷åñêè òàê æå,
êàê è ñ äåôåêòíûìè ñîñòîÿíèÿìè, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ ñëó-
÷àé ñèëüíîé ñâÿçè. Íàïðèìåð, ëþìèíåñöåíöèÿ àâòîëîêàëèçî-
âàííîãî ýêñèòîíà èìååò ãàóññîâó ôîðìó ëèíèè ñ äîâîëüíî
áîëüøèì ñòîêñîâûì ñäâèãîì. Ñîâñåì ïî-äðóãîìó ñâåò âçàèìî-
äåéñòâóåò ñ ïîëÿðîíàìè ìàëîé ìàññû.

Íà÷íåì èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòà ñ çîííûìè
âîçáóæäåíèÿìè ñî ñëó÷àÿ íåïðÿìûõ ïåðåõîäîâ. Êàê óêàçûâà-
ëîñü ðàíåå, â íåäåôîðìèðóåìîé ðåøåòêå âîçìîæíî ïîãëîùå-
íèå òîëüêî ñ ñîõðàíåíèåì èìïóëüñà ýëåêòðîíà ïðè ïåðåõîäå
èç îäíîé çîíû â äðóãóþ, ïîñêîëüêó âîëíîâîé âåêòîð ôîòîíà
íàìíîãî ìåíüøå òèïè÷íîãî ðàçìåðà çîíû Áðèëëþýíà – ïîðÿä-
êà îáðàòíîé ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Â ñëó÷àå äåôîðìèðóåìîé
ðåøåòêè ôîíîíû òàêæå ìîãóò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå â ïðîöåññå
ïîãëîùåíèÿ, èãðàÿ ðîëü ÷àñòèöû, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ èì-
ïóëüñ ýëåêòðîíà ïðè ïåðåõîäå èç âàëåíòíîé çîíû â çîíó ïðî-
âîäèìîñòè. Îñîáîå çíà÷åíèå èìåþò òàêèå ïðîöåññû â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ïîðîã íåïðÿìûõ ïåðåõîäîâ Eg

i îêàçûâàåòñÿ ìåíü-

øå, ÷åì äëÿ ïðÿìûõ Eg
d (ñì. ðèñ. 42). Ïðè ýòîì íà÷àëî
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ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ íåïðÿìûìè ïðî-
öåññàìè.

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýëåêòðîí-ôîíîííîå
âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ äî-
âîëüíî ñëàáûì, è ïðîöåññ ïîã-
ëîùåíèÿ ñâåòà ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé
êàê äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôîòî-
íàìè, òàê è äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ ôîíîíàìè. Áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ïåðåõîäû èç âàëåíòíîé
çîíû v â çîíó ïðîâîäèìîñòè c.
Ïîñêîëüêó ïðÿìûå ïåðåõîäû
ìåæäó âàëåíòíîé çîíîé è çîíîé ïðîâîäèìîñòè âáëèçè ïîðîãà
íåâîçìîæíû (�	 0 Eg

d), íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ

âîçìóùåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ãëàâíûì îêàçûâàåòñÿ
÷ëåí, îïèñûâàþùèé ïåðåõîä èç çîíûvâ çîíó c÷åðåç ïðîìåæó-
òî÷íîå ñîñòîÿíèå G íå òîëüêî ñ ïîãëîùåíèåì ôîòîíà, íî è ñ
ïîãëîùåíèåì èëè èñïóñêàíèåì ôîíîíà. Ñîõðàíåíèå èìïóëü-
ñà ïðè êàæäîì èç ïåðåõîäîâ òðåáóåò âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâ
k kv � G , k q kG I � c , ãäå k� — èìïóëüñ ýëåêòðîíà â êàæäîé èç
ðàññìàòðèâàåìûõ çîí, à q — èìïóëüñ ôîòîíà. Çíàê ïëþñ ñî-
îòâåòñòâóåò ïîãëîùåíèþ ôîíîíà, ìèíóñ — èñïóñêàíèþ. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè ïåðåõîäå ýëåêòðîíà èç ñîñòîÿíèÿ v v,k â
ñîñòîÿíèå c c,k âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò ñ èñïóñêàíèåì
èëè ïîãëîùåíèåì ôîíîíà èç âåòâè s ñ âîëíîâûì âåêòîðîì
q k k� I �( )c v . Ïîýòîìó èçìåíÿþòñÿ òîëüêî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ
ôîíîíîâ n sq . Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
ïîãëîùåíèåì (èñïóñêàíèåì) ôîíîíà èìååò âèä

c n F n n v n

E

v s s
c

v s v s v s

v

, ; ( ) , ; , ; , ;

( )

k q k k er k

k

q q q q� 1 G

G

G G

�Ev v( )k � �	
. (15.1)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ íåîáõîäèìî,
ïðîñóììèðîâàòü ïî âñåì íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿì ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæèòåëÿìè êâàäðàòû ìàòðè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ (15.1) ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
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2

)

( ( ) ( ) )
.

G 	�

Çäåñü Fs
cG îïèñûâàåò ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå,

�? qs — ýíåðãèÿ ôîíîíà âåòâè s ñ èìïóëüñîì �q, n sq — ñðåä-
íåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ äëÿ ôîíîíîâ, çàâèñÿùåå îò òåìïåðàòó-
ðû: n k Ts s Bq q� � �[exp( ) ]�? 1 1. Ñóììèðîâàíèå ïî G ââåäåíî,

ïîñêîëüêó ïðîìåæóòî÷íîé çîíîé ìîæåò áûòü ëþáàÿ, â òîì
÷èñëå è cèv. Êðîìå òîãî, â �2 áóäóò âíîñèòü âêëàä è ïðîöåññû,
èäóùèå ÷åðåç çîíó " (ñì. ðèñ. 42). Èõ âêëàä ìîæíî çàïèñàòü
ïî àíàëîãèè ñ (15.1) ñ çàìåíîé v cB è G "B .

Ïðåäïîëîæèì, êàê è ïðè âûâîäå âûðàæåíèé íà êðàþ ïðÿ-
ìûõ ðàçðåøåííûõ ïåðåõîäîâ, ÷òî êâàäðàò ìàòðè÷íîãî ýëåìåí-
òà (15.1) ñëàáî çàâèñèò îò kv , kc â îáëàñòè âáëèçè ýêñòðåìó-
ìîâ. Â ýòîé îáëàñòè ìîæíî òàêæå ïîëîæèòü q q� 0 , ãäå q0 —
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýêñòðåìóìàìè çîí kv0 è kc0 â ïðîñòðàíñòâå
âîëíîâûõ âåêòîðîâ. Âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ èçîòðîïíûõ çîí
äàþò

�� 	 	 / 	2
2

0 0 0
( ) ~ ( ) ( )C E E ns g

i
s g

i
s s

s

� � � �� � � � �@ ? ?q q q

�� � � � � �( ) ( )( ) ,� � � �	 / 	E E ng
i

s g
i

s s? ?q q q0 0 0

2 1 (15.2)

ãäåCs — íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Òåì ñàìûì ïîðîã ïîãëîùåíèÿ
ïðåâðàùàåòñÿ â íåñêîëüêî ïîðîãîâ, èìåþùèõ êâàäðàòè÷íóþ
çàâèñèìîñòü ïîãëîùåíèÿ îò ýíåðãèè. ×èñëî ïîðîãîâ ñîîòâåòñ-
òâóåò ÷èñëó ôîíîííûõ ìîä, ñ êîòîðûìè ïðîèñõîäèò âçàèìî-
äåéñòâèå. Â ñèëó íàëè÷èÿ ìíîæèòåëåé n sq â (15.2) êîýôôèöè-
åíò ïîãëîùåíèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, ïðè÷åì ïðè
íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ èäóò òîëüêî ïðîöåññû ñ èñïóñêàíèåì
ôîíîíîâ (âòîðîé ÷ëåí â (15.2). Åñëè ýëåêòðîííûé ïåðåõîä
ìåæäó v è G (èëè ìåæäó c è ") â òî÷êå ýêñòðåìóìà äèïîëüíî-
çàïðåùåí, òî ýíåðãåòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ìåíÿåòñÿ ñ êâàäðà-
òè÷íîé íà êóáè÷åñêóþ.
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Êàê è â ñëó÷àå ïðÿìîé çàïðåùåííîé çîíû, ìåæäó ýëåêò-
ðîíîì â çîíå cè äûðêîé â çîíåvìîæåò íàáëþäàòüñÿ ýëåêòðîñ-
òàòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
íåïðÿìûõ ýêñèòîíîâ. Ïîëíûé èìïóëüñ òàêîãî ýêñèòîíà áëè-
çîê ê �q0 , à ýíåðãèÿ (â ñëó÷àå ýêñèòîíîâ áîëüøîãî ðàäèóñà)
îïèñûâàåòñÿ ðèäáåðãîâñêîé ñåðèåé (ñì.§ 6) ñ òî÷êîé ñãóùå-
íèÿ Eg

i . Îïòè÷åñêèå ïåðåõîäû â ñëó÷àå ðàçðåøåííûõ ñîñòîÿ-

íèé ïðîèñõîäÿò âî âñå s-ñîñòîÿíèÿ, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìûõ ýê-
ñèòîííûõ ïåðåõîäîâ, à îñòðûå äåëüòàîáðàçíûå ïèêè çàìåíÿ-
þòñÿ ïîðîãàìè ñî êîðíåâûì ïîâåäåíèåì:
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2 2 1 20
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s
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@ Ry ? q
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s sn n� I �8Ry 2
0 0

1 2 1 2� �? q q)( ),

ãäå Fn( )0 2 — âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîíà è äûðêè â

îäíîé òî÷êå â ns-ñîñòîÿíèè ýêñèòîíà.
Íåïðÿìûå ïåðåõîäû â ÷àùå âñåãî ñâÿçàíû ñ ïîãëîùåíèåì

è èñïóñêàíèåì îäíîãî ôîíîíà. Îäíàêî â òâåðäîì òåëå íàáëþ-
äàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýôôåêòîâ, îáóñëîâëåííûõ ìíîãî-
ôîíîííûìè ïðîöåññàìè. Îäíî èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðîÿâ-
ëåíèé ýòèõ ïðîöåññîâ — çàâèñèìîñòü øèðèíû çàïðåùåííîé
çîíû Eg (êàê ïðÿìîé, òàê è íåïðÿìîé) îò òåìïåðàòóðû. Èç-
âåñòíî, ÷òî ñ ðîñòîì, òåìïåðàòóðû Eg ïîíèæàåòñÿ. Ýòî ñâÿçà-
íî, â ÷àñòíîñòè, ñ òåïëîâûì ðàñøèðåíèåì òâåðäûõ òåë è ñ çà-
âèñèìîñòüþ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè îò ïîñòîÿííîé ðåøåòêè,
ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå êîòîðîé èçìåíÿåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé.
Îäíàêî ýôôåêò çàâèñèìîñòè E Tg ( ) îò òåìïåðàòóðû ñâÿçàí
òàêæå è ñ äðóãèìè ìíîãîôîíîííûìè ýôôåêòàìè, âîçíèêàþ-
ùèìè â ðàìêàõ ïîëÿðîííîé òåîðèè.

15.2 Ôóíêöèÿ ôîðìû ëèíèè äëÿ ïîãëîùåíèÿ ñâåòà
ýêñèòîíîì

Ìíîãîôîíîííûìè ýôôåêòàìè îáúÿñíÿåòñÿ òàêæå è ôîð-
ìà ëèíèè ïðÿìûõ ýêñèòîííûõ ïåðåõîäîâ â òâåðäîì òåëå. Ðà-
íåå â ðàçäåëå 6.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïòè÷åñêèå ïåðåõîäû â
ïðÿìûå ðàçðåøåííûå ñîñòîÿíèÿ ïðèâîäÿò ê îñòðûì ëèíèÿì ñ
íóëåâîé øèðèíîé. Êàê è â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ óðîâíÿ-
ìè, îáóñëîâëåííûìè äåôåêòàìè, ôîðìà ëèíèè òàêèõ ïåðåõî-
äîâ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ôîíîíàìè. Îäíàêî ïåðåíåñåíèå ïî-
ëó÷åííûõ â § 13 ðåçóëüòàòîâ íåïîñðåäñòâåííî íà ñëó÷àé
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âçàèìîäåéñòâèÿ ýêñèòîíà ñî ñâåòîì ïðè ó÷åòå äåôîðìàöèè ðå-
øåòêè íåâîçìîæíî ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî ýêñèòîííûå ñîñòîÿíèÿ
îáðàçóþò íå óðîâåíü, à öåëóþ çîíó ýíåðãèé. Ñ èçìåíåíèåì
ïîëíîãî èìïóëüñà ýêñèòîíà ïðîèñõîäèò è èçìåíåíèå ýíåðãèè
ýêñèòîíà.

Îáîçíà÷èì ïîëóøèðèíó ýêñèòîííîé çîíû ÷åðåç B (ðèñ.
39). Äðóãèì ïàðàìåòðîì ðàçìåðíîñòè ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ àìï-
ëèòóäà âûçâàííûõ ôîíîíàìè ôëóêòóàöèé ïîòåíöèàëà. Â çà-
âèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó B è âåëè÷èíîé ýòèõ ôëóêòó-
àöèé ïîòåíöèàëà, ìîæíî ðàçëè÷èòü íåñêîëüêî ïðåäåëüíûõ
ñëó÷àåâ. Çàïèøåì îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ôîðìû ëèíèè ïîãëî-
ùåíèÿ â ñëó÷àå ýêñèòîíà â ñîîòâåòñòâèè ñ § 13 è [67]:

G dt i
E

t d t g
t

( ) ~ exp ( ) ( )	 	 A A A�9

:
;

<

=
> � �

$

%
&
&

'

(
)
)



�

0
2

0

1

� �6

6


 , (15.3)

ãäå

g
e

e

e

e
e

i

k T

i

k T

i

B B
( ) (A H

A A

�
�

�
�

$

%
&

'

(
)

�

�@ k
k

k

k

k

k

2

1 1

?

?

?

?� �

E E0 � �( k))A �

— êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôëóêòóàöèé ïîòåíöèàëà èç-çà
ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Çäåñü E( )k îáîçíà÷àåò
çàêîí äèñïåðñèè ýêñèòîíîâ, Hk — ñèëà ýêñèòîí-ôîíîííîé
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F( )R — îãèáàþùàÿ ýêñèòîííîé âîëíîâîé ôóíêöèè Âàíüå-
Ìîòòà, îïðåäåëåííàÿ â § 6. Ýòî âûðàæåíèå ìû çàïèñàëè òîëü-
êî äëÿ ïîëÿðèçàöèîííîãî âçàèìîðäåéñòâèÿ ýêñèòîíîâ Âàíüå-
Ìîòòà ñ îïòè÷åñêèìè ôîíîíàìè, íî ëåãêî ïîëó÷èòü êîíñòàíòû
Hk è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ ýêñèòîíîâ ñ ôî-
íîíàìè.

×ëåí ñ exp( )�i? k A ñîîòâåòñòâóåò èñïóñêàíèþ, à ñ
exp( )i? k A — ïîãëîùåíèþ îïòè÷åñêîãî ôîíîíà ñ èìïóëüñîì
�k. Ìíîæèòåëü exp( ( ) )� �iE k A � ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå ýíåðãèè
ýêñèòîíà ïðè èçìåíåíèè èìïóëüñà ýêñèòîíà íà ��k. Âûäåëèì
ôèãóðèðóþùèé â (15.3) èíòåãðàë:
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Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ äâóìÿ âðåìåíàìè: Ac
— âðåìåíåì çàòóõàíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè g( )A , è Aa —
âðåìåíåì, çà êîòîðîå äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü L t( ) ñòàíîâèòñÿ
ðàâíîé åäèíèöå. Âðåìÿ Ac ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èç âðåìåí
2
 ? k èëè � B. Îáû÷íî äëÿ ýêñèòîíîâ Ac îïðåäåëÿåòñÿ ïîëó-
øèðèíîé ýêñèòîííîé çîíû, à íå ÷àñòîòîé îïòè÷åñêîãî ôîíîíà.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåøèâàíèå ïî ôàçàì ïðîèñõîäèò çà
ñ÷åò äèñïåðñèè ýêñèòîíà. Ââåäåì òàêæå àìïëèòóäó ôëóêòóè-
ðóþùèõ âîçäåéñòâèé: D g2 0� ( ). Äëÿ ìàëûõ âðåìåí t c00 A
ìîæíî ïîëó÷èòü

L t D t( ) � 2 2 22� , (15.5)

à äëÿ áîëüøèõ t c++ A –

L t i t t( ) � �5 D0 0� � ,

ãäå D0
2� D cA � è 50— øèðèíà ëèíèè è ýíåðãåòè÷åñêèé ñäâèã

çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôîíîíàìè.
Ñëó÷àé A Añ a++ (Aa D� � èç (15.5)) íàçûâàåòñÿ ïðåäå-

ëîì ìåäëåííîé ìîäóëÿöèè, è ëèíèÿ ïîãëîùåíèÿ èìååò ãàóññî-
âó ôîðìó:

G dt i
E

t
D

t

D

( ) ~ exp ~

~ exp

	 	




�9

:
;

<

=
> �

$

%
&

'

(
)

�6

6


 0
2

2
2

2

1

2

� �

�
�$

%
&

'

(
)

( )
.

�	 E

D
0

2

22

Â îáðàòíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, A 0 Añ a0 , g( )A îòëè÷íî îò
íóëÿ òîëüêî â ñàìîì íà÷àëå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â L t( ), è
ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì áûñòðîé ìîäóëÿöèè. Ïðè
ýòîì ôîðìà ëèíèè èìååò ëîðåíöåâó ôîðìó:
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( ) ~
( )

	

 	

1 0

0 0
2

0
2

D

5 D� � � �
.

Â ñëó÷àå D ++ �? ýòè äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâó-
þò D B++ (ãàóññîâà ëèíèÿ) è D B00 (ëîðåíöîâà ëèíèÿ). Â
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ïåðâîì ñëó÷àå ôîðìà ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ
ëîêàëèçîâàííîãî ýêñèòîíà ñ ôîíîíàìè (ñð. ñ ïåêàðîâñêèìè
ëèíèÿìè ïîãëîùåíèÿ), âî âòîðîì âîçíèêàåò óøèðåíèå óðîâíÿ
ýêñèòîíà ñ k � 0çà ñ÷åò ðàññåÿíèÿ íà ôîíîíàõ. Øèðèíà ëîðåí-
öåâîé ëèíèè D0 ìíîãî ìåíüøå D, ïîýòîìó ãàóññîâà ëèíèÿ ìíî-
ãî øèðå ëîðåíöåâîé.

Îïèñàííûå âûøå äâà ïðåäåëà áûñòðîé è ìåäëåííîé ìîäó-
ëÿöèè òèïè÷íû äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñ
ôëóêòóèðóþùèìè ïîëÿìè è ïðîÿâëÿþòñÿ âî âñåõ îáëàñòÿõ
ôèçèêè. Åñòåñòâåííî, ÷òî ðåàëüíàÿ ñèòóàöèÿ íå îïèñûâàåòñÿ
íè îäíèì èç ýòèõ ïðåäåëîâ. Ýòè ôîðìû ëèíèè ñïðàâåäëèâû
òîëüêî äîñòàòî÷íî áëèçêî îò öåíòðà ëèíèè ïîãëîùåíèÿ. Õâîñ-
òû ëèíèé ïîãëîùåíèÿ íèêîãäà íå ñîîòâåòñòâóþò ýòèì äâóì
ïðåäåëàì. Ïîãëîùåíèå çàòóõàåò áûñòðåå, ÷åì îïèñûâàåìîå
ëîðåíöåâîé ëèíèåé, íî ìåäëåííåå îïèñûâàåìîé ãàóññîâîé.
Ôîðìà ëèíèè â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ àñèììåòðè÷íîé.

Ïîëóøèðèíà ýêñèòîííîé çîíû B èãðàåò ñóùåñòâåííóþ
ðîëü è â ïðîöåññå ëîêàëèçàöèè ýêñèòîíà â ðåøåòêå (ñì., íàï-
ðèìåð, [113]). Êàê âèäíî èç ðèñ. 39, ïðè èçìåíåíèè êîíôèãó-
ðàöèîííîé êîîðäèíàòû âîñïðèíèìàþùåé ìîäû Q1 èìååòñÿ
ìèíèìóì, ñìåùåííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Âûèãðûø ýíåð-
ãèè ïðè ðåëàêñàöèè ðåøåòêè âîêðóã ýêñèòîíà îáîçíà÷èì êàê
ELR. Îäíàêî ïðè ëîêàëèçàöèè ýêñèòîí äîëæåí ïåðåéòè â ñîñ-
òîÿíèå, â êîòîðîì åãî èìïóëüñ íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííûì.
Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ýêñèòîíà ïîâûøàåòñÿ íà âåëè÷èíó B ïî
ñðàâíåíèþ ñ ìèíèìóìîì. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà E BLR 0 , àâòî-
ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå ýêñèòîíà ÿâëÿåòñÿ íå ñòàáèëüíûì,
à ëèøü ìåòàñòàáèëüíûì. Â îáðàòíîì ñëó÷àå E BLR + àâòîëî-
êàëèçîâàííîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì, à ñîñòîÿíèå
ñâîáîäíîãî ýêñèòîíà — ìåòàñòàáèëüíûì. Ýòè ñîñòîÿíèÿ ðàç-
äåëåíû ìåæäó ñîáîé ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì, ïîýòîìó â
ïðèíöèïå âîçìîæíî è ñîñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ ýêñèòîíîâ.
Ïðè èññëåäîâàíèè ñâå÷åíèÿ òàêèõ ýêñèòîíîâ âèäíî, ÷òî îíè
ñóùåñòâåííî ðàçäåëÿþòñÿ ïî ïîëîæåíèþ è ïîëóøèðèíå ëè-
íèè ëþìèíåñöåíöèè. Àâòîëîêàëèçîâàííûå ýêñèòîíû õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ áîëüøèì ñòîêñîâûì ñäâèãîì (ïîðÿäêà 2E BLR � ) è
çíà÷èòåëüíîé øèðèíîé ëèíèè, â òî âðåìÿ êàê ñâå÷åíèå ñâî-
áîäíûõ ýêñèòîíîâ èìååò óçêóþ ðåçîíàíñíóþ ëèíèþ âáëèçè
ýêñèòîííîé ëèíèè ïîãëîùåíèÿ.
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15.3 Ïðàâèëî Óðáàõà
Íèçêîýíåðãåòè÷íûé õâîñò ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîãëîùå-

íèÿ ÷àñòî îïèñûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêèì ïðàâèëîì Óðáàõà [94],
ñîãëàñíî êîòîðîìó

� 	
7 	

2 ( ) ~ exp
( )� �E

k T
ex

B

äëÿ �	 0 Eex . (15.6)

Âåëè÷èíà 7äëÿ ðàçíûõ êðèñòàëëîâ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0,5
äî 2, Eex — ýíåðãèÿ, ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìóìó
ýêñèòîííîãî ïîãëîùåíèÿ. Ïðàâèëî Óðáàõà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
áîëüøîãî ÷èñëà âåùåñòâ â äèàïàçîíå êîýôôèöèåíòîâ ïîãëî-
ùåíèÿ îò 10 äî 105 ñì �1. Èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ âû-
âîäèòñÿ ñîîòíîøåíèå (15.6) íà îñíîâàíèè ðàçëè÷íûõ èñõîä-
íûõ ïîñûëîê. Ïî-âèäèìîìó, â èäåàëüíûõ êðèñòàëëàõ ýòî ñî-
îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ìíîãîôîíîííûõ ïðîöåññîâ,
â ÷àñòíîñòè, âðåìåííûõ ôëóêòóàöèé èíäóöèðîâàííîãî ôîíî-
íàìè ïîòåíöèàëà, â òî âðåìÿ êàê â êðèñòàëëàõ ñ ïðèìåñÿìè è â
íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ ïðè÷èíà ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ïðà-
âèëà ñâÿçàíà ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ôëóêòóàöèÿìè ïîòåíöèà-
ëà. Åñëè ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñ ìíîãîôîíîííûì âçàèìîäåéñò-
âèåì, òåìïåðàòóðà â çíàìåíàòåëå ýêñïîíåíòû â (15.6) çàìåíÿ-
åòñÿ íà òèïè÷íóþ äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôîíîíàìè âåëè÷èíó:

� 	
7 	

2 ( ) ~ exp
( )�

� �

�E

k T
ex

B? ?cth( 2 )
äëÿ �	 0 Eex .

Çäåñü ? — ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ôîíîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ
ýêñèòîíàìè.
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