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Предисловие 

Специалистам в нефтегазовой отрасли необходимы знания в области ма-

тематического моделирования для решения задач моделирования и оптими-

зации, поскольку для многих процессов строгое физическое моделирование 

невозможно или сложно. В условиях модели наиболее просто и оптимально 

по времени можно исследовать влияние различных режимных параметров, 

оптимизировать процесс, а также проверить новые эффективные решения. 

Изложение настоящего учебного пособия обусловлено отсутствием по-

добных сведений в смежных дисциплинах и основано на предположении о 

знакомстве читателя с курсами высшей математики и основ программирова-

ния, физики, термодинамики, гидрогазодинамики, согласованными с государ-

ственным стандартом программ обучения в университете технического про-

филя. 

Целью данной работы является систематизация, углубление и закрепле-

ние знаний по дисциплине «Компьютерное моделирование в нефтегазовом 

деле». Для ее достижения автором применен системный подход к использо-

ванию современных математических инструментов: кроме изложения теоре-

тического материала в нем есть примеры использования математического ап-

парата в современном программном табличном процессоре Excel для каждой 

темы.  

Главная задача специалиста, изучающего любой физический процесс, 

заключается в выявлении закономерностей поведения этого процесса, полу-

чении функциональной зависимости между входными параметрами и выход-

ным результатом. Часто это сводится к математически формализованному 

описанию физических процессов и технических систем. 

Разделы в учебнике расположены в порядке возрастания сложности соот-

ветственно темам дисциплины «Компьютерное моделирование в нефтегазо-

вом деле». Каждый раздел содержит в себе примеры решения типовых задач, 

которые встречаются при решении проблем современной нефтегазодобычи и 

подготовки к ним. Такое построение удобно для самостоятельной работы 

студентов, а также проведение лабораторных и практических занятий. При 

подготовке книги был учтен многолетний опыт преподавания дисциплины 

«Компьютерное моделирование в нефтегазовом деле» студентам нефтяных 

специальности в Научно-исследовательском Томском Политехническом уни-

верситете. 

 

Автор выражает благодарность рецензентам – В.И. Биматову, заве-

дующему кафедрой динамики полета Томского государственного универси-

тета, профессору, доктору физико-математических наук, а также 

Ю.С. Саркисову, заведующему кафедрой химии Томского государственного 

архитектурно-строительного университета, профессору, доктору техниче-

ских наук, за ценные замечания и помощь при подготовке пособия. 
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Введение 

В настоящее время процесс подготовки специалистов нефтегазовой от-

расли не представляется возможным без подготовки в области информаци-

онных технологий, которые используются в профессиональной деятельно-

сти каждого работника. В формировании профессиональных компетенций 

активную роль играет обучение определенным профессиональным навыкам 

работы в компьютерных программах, что позволяет применять их и в даль-

нейшем в профессиональной деятельности. В теоретической части изуча-

ются сами программные продукты, а на практике решаются задачи с их ис-

пользованием, выполняются конкретные проекты. При моделировании 

можно исследовать влияние определенных параметров, провести, оптими-

зировать, а также проверить новые эффективные решения, которые в ре-

альных условиях провести сложно или даже невозможно.  

Практически на всех предприятиях нефтегазового сектора быстрыми 

темпами накапливается большое количество информации, полученной 

при исследованиях: результаты геологической документации скважин, 

выработок, спектральных и химических анализов руд, пород и минера-

лов, данные геофизических и геохимических измерений и др. Исходная 

информация чаще всего накапливается в бумажном виде. Ее необходи-

мо перенести на машинные носители, преобразуя в цифровую или сим-

вольную форму с помощью различных технических средств. Одно из 

важнейших направлений научно-технического прогресса – внедрение 

автоматизированных методов накопления, хранения, обработки и пере-

дачи информации с целью повышения эффективности. 

Можно сказать, что с 90-х гг. наступил новый период, связанный с 

широким распространением персональных компьютеров, которые по-

степенно стали доступны каждому, позволяя оперативно обрабатывать 

поступающую информацию.  

В настоящее время современные компьютеры в народном хозяй-

стве, в том числе в нефтегазовой отрасли, используются: 

1) для накопления информации и хранения ее на носителях. При 

необходимости производится систематизация (сортировка, получение 

выборок и пр.) по определенному критерию; 

2) обработки информации преимущественно на базе различных до-

ступных предприятию методов для описания или сравнения свойств, 

классификации объектов и прогнозирования их дальнейшего поведения; 
3) для моделирования научных и прикладных задач, решения кото-

рых находятся методами математического моделирования заданных 
объектов и явлений; 
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4) автоматизации технологических операций, распространенных в 
нефтегазовом деле, таких как построение геологических карт и разре-
зов, подсчет запасов и ресурсов, проектирование разведочных и эксплу-
атационных работ и др. 

Построение компьютерной модели базируется на отвлечении от кон-
кретной природы изучаемого объекта или явления. Чем больше суще-
ственных, важных свойств выявлено и учтено в компьютерной модели, 
тем более приближенной она окажется к реальной модели. Компьютерное 
моделирование заключается в проведении серии вычислительных экспе-
риментов на компьютере, целью которых является анализ, интерпретация 
и сопоставление результатов моделирования с реальным поведением изу-
чаемого объекта и, при необходимости, последующее уточнение модели. 

Связь курса математики с профессиональной подготовкой будущих 
инженеров нефтегазового дела – одно из условий, обеспечивающих це-
лостность и глубину знаний обучающихся, их самостоятельность в ре-
шении инженерных задач. После окончания обучения студенты должны 
уметь корректно ставить задачи с четкой формулировкой ограничений, 
грамотно выбирать математическую модель и рассчитывать ее парамет-
ры, делать выводы и давать рекомендации на основе полученных ре-
зультатов. Однако для интерпретации результатов студент должен 
иметь хорошую подготовку в области численного моделирования, тео-
рии вероятностей, математической статистики.  

Математические методы исследования используются для решения 
задач с определенной точностью и достоверностью путем математиче-
ского моделирования, и при этом на выходе получается оптимальное 
решение. Понятие «математические методы» ассоциируется с опреде-
лением «математическая модель». Математическая модель – это сово-
купность алгебраических формул, по которым вычисляются искомые 
величины. Однако чаще всего поведение параметров описывается 
сложными уравнениями или системой уравнений, найти решение кото-
рых можно только с использованием современных быстродействующих 
ЭВМ. В данном учебном пособии представлены практически значимые 
задачи нефтегазовой отрасли, которые решаются математическими ме-
тодами (линейные и нелинейные уравнения, системы линейных уравне-
ний, аппроксимация, интерполяция, соответствие законам распределе-
ния и статистические методы) с помощью современных компьютерных 
систем – Excel – мощный инструмент, позволяющий сосредоточить 
внимание на логике методов и алгоритмов, освобождая от необходимо-
сти освоения громоздких вычислительных процедур благодаря встроен-
ным в программное обеспечение функциям. 
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Раздел 1. Понятия модели и моделирования 

В научных исследованиях большую роль играют гипотезы, то есть 

предсказания, основанные на небольшом количестве наблюдений или 

опытов. При формулировании и проверке правильности гипотез боль-

шое значение имеет аналогия – сходство двух объектов. Гипотезы, от-

ражающие реальный мир, должны обладать наглядностью и сводиться к 

удобным для исследования логическим схемам, их обычно связывают с 

экспериментом. Такие логические схемы, упрощающие логические по-

строения и позволяющие проводить эксперименты для уточнения при-

роды исследуемых явлений, называют моделями, а процесс построения 

модели – моделированием. Суть моделирования заключается в переходе 

от изучения исходного явления, процесса или технической системы 

непосредственно в реальности к другому явлению, процессу или техни-

ческой системе, которую называют моделью. Основная цель такого пе-

рехода – облегчить исследование, сделать доступным определение ин-

тересующих нас величин, искусственно воспроизвести исследуемые 

явления. 

Дадим определение понятию моделирование как замещение ис-

следуемого оригинала (объекта или явления) его условным образом, 

описанием или возможно другим объектом, который называют моде-

лью. Под моделью можно понимать как физический, так и абстрактный 

объект, свойства которого схожи со свойствами исследуемого объекта 

или явления и поведение которого близко к оригиналу в рамках некото-

рых допущений и приемлемых погрешностей. Процесс моделирования 

проводится с целью изучение свойств оригинала путем исследования 

модели, а не самого объекта, вследствие того, что на реальном объекте 

проводить исследования либо дорого, либо неудобно, а то и вовсе не-

возможно в силу ряда причин: длительности эксперимента, отсутствия 

реального объекта (в случае, когда он еще проектируется) и др.  

В процессе моделирования исследователь разделяет свойства ис-

ходного объекта на существенные и второстепенные, исходя из задан-

ных требований к модели. Основываясь на целевых задачах, специали-

сту необходимо найти в исходном объекте только те черты, которые 

имеют непосредственное отношение к интересующей стороне его 

функционирования. 

Именно этим, то есть решаемой задачей и имеющимися средства-

ми, определяются основные требования к любой модели, и поэтому 

можно четко выделить следующие критерии: 
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 адекватность – означает близкое отображение свойств объекта, 

при этом могут учитываться только существенные стороны объекта; 

 полнота – предоставление всей необходимой информации об 

объекте в рамках гипотез, принятых при построении модели; 

 гибкость – возможность воспроизведения различных ситуаций 

во всем диапазоне изменения условий и параметров; 

 трудоемкость разработки должна быть приемлемой для имею-

щегося времени и программных средств. 

Логично, что компьютерная модель сложной системы должна 

адекватно отображать все основные факторы и взаимосвязи и тем са-

мым обеспечивать отражение характеристик реальных ситуаций, крите-

риев и ограничений. При этом она должна быть достаточно универсаль-

ной, чтобы при необходимости можно было описывать близкие по 

назначению объекты с достаточной степенью достоверности, и в то же 

время достаточно простой, чтобы пользователь мог выполнить необхо-

димые исследования, не выходя за пределы разумных затрат. Все это 

говорит о том, что моделирование представляет собой, скорее, искус-

ство, чем сформировавшуюся науку, с самостоятельным набором 

средств отображения явлений и процессов реального мира. 

Любые методы обработки экспериментальных данных содержат в 

своей основе явную или неявную модель изучаемого объекта или про-

исходящего с ним явления (события). 

На практике все модели можно разделить на два больших класса: 

физические и математические. 

Физические модели – это выполненные в определенном масштабе 

макеты объектов. Например, модель кристаллической решетки минера-

ла, модель идеальных кристаллов с различными наборами граней, мор-

фологические модели рудных тел и др. 

Математическая модель представляет собой совокупность пред-

ставлений, предположений, гипотез и аксиом, отражающих существо 

изучаемого геологического объекта или явления. Она выражается в ма-

тематической форме и позволяет описывать, анализировать и прогнози-

ровать свойства объектов или последствия явлений.  

В основе математического моделирования лежит принцип си-

стемного подхода. То есть для исследования при моделировании воз-

можно выделить объект или явление (или группу), которые рассматри-

ваются как отдельная система, имеющая какие-то физические или 

условные границы, а также связи как между частями системы, так и 

между отдельными свойствами. Объекты, расположенные за пределами 

системы, принимаются в модели в качестве окружающей среды.  
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Компьютерная модель – это программная реализация математиче-

ской модели, дополненная различными служебными программами, при 

этом сочетающая в себе как абстрактные, так и физические черты. Как 

физическое устройство она может входить в состав испытательных 

стендов, тренажеров и виртуальных лабораторий. Компьютерная мо-

дель обладает уникальным набором полезных свойств: простота созда-

ния и модификации модели, высокая точность получаемых результатов, 

неограниченная функциональная сложность. Поэтому в настоящее вре-

мя компьютерное моделирование так распространено. 

Конечной целью моделирования может быть описание и класси-

фикация объектов, понимание геологической природы объектов и явле-

ний, предсказание (прогнозирование) поведения или свойств системы, а 

в некоторых случаях и управление системой на основе контроля ее со-

стояния. Например, при разведке и эксплуатации месторождения необ-

ходимо понять его строение и происхождение, прогнозировать количе-

ство и качество минерального сырья, управлять процессом 

эксплуатации с целью рационального использования недр и решать 

много других практических задач. 

Для того чтобы создать модель, т. е. смоделировать процесс или 

явление, необходимо провести определенную последовательность дей-

ствий. 

Во-первых, надо определить систему, т. е. задать границы, пере-

числить входящие в объект подобъекты и их свойства, а иногда и опре-

делить взаимосвязи между ними. 

Во-вторых, нужно понять, в чем будут (а каким образом) изме-

ряться характеристики свойств объектов, входящих в систему. Другими 

словами, создать исходные данные для математической обработки. До-

бавим, что этот этап не обязателен для  всех задач, тогда изучению под-

вергаются предполагаемые значения, заданные автором модели. 

Следующий шаг – создание представления о сущности изучаемой 

системы, какая из существующих гипотез соответствует ее формальной 

сути. Можно выдвинуть несколько гипотез и, уже основываясь на по-

следующем математическом моделировании, сделать заключение об их 

соответствии. 

На четвертом этапе система представляется в математической 

форме, то есть в виде формул, правил, уравнений и прочее. Это и есть 

математическая постановка задачи. После этого этапа часто приходится 

возвращаться назад ко второму и третьему этапам для уточнения недо-

стающих сведений. 

Затем происходит исследование математической модели. Часто 

пятый этап сводится к решению формул и уравнений четвертого этапа и 
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вычислению прогнозных значений свойств или параметров явлений. 

Это и есть получение ответа на задачу. Иногда для принятия решения 

нужно оценить погрешность прогнозирования. В определенных случа-

ях, если исходные данные колеблются в некоторых пределах, можно ис-

следовать зависимость прогнозных значений от них.  

И наконец, последний этап, о котором часто забывают или про-

пускают, но он является неотъемлемой частью процесса моделирова-

ния – это проверка соответствия полученных результатов фактическим 

данным. Важно определить, соответствует ли математическая модель 

описанию системы, тезисам, положенным в ее основу. Оценить степень 

совпадения или сходства фактических данных с теоретическими, вы-

численными в ходе решения математической модели. Следует отметить, 

что проверка не всегда возможна, особенно в тех случаях, когда полу-

чение фактических данных затруднено или невозможно. 

При этом на каждом из этапов решаются разные задачи и исполь-

зуются отличные методы и средства. В результате математического мо-

делирования могут быть получены различные ответы, зависящие от 

постановки задачи. При необходимости можно определить прогнозные 

значения свойств, которые трудно измерить, или оценить степень соот-

ветствия модели фактическим данным, а также сравнить модели и уста-

новить, какая из них лучше соответствует поставленной задаче, и затем 

выбрать одну модель. 

Все объекты и явления в нефтяной отрасли являются сложными 

структурами, при этом каждая из них находится под влиянием большо-

го числа факторов, которые трудно, а иногда и невозможно корректно 

учесть. Необходимо понимать, что любая математическая модель явля-

ется приближенным отражением реальных природных систем, их мате-

матическое моделирование не может дать исчерпывающую характери-

стику их свойств. И для каждой природной системы можно построить 

несколько моделей различной степени сложности с различной достовер-

ностью прогнозирования и надежностью. Но всегда можно выбрать оп-

тимальный уровень сложности, при котором принятая достоверность не 

ухудшает работоспособность модели.  

Математическое моделирование рассматривается как средство ис-

следования процессов или явлений с помощью их математических мо-

делей при соблюдении двух условий: 

 модель обеспечивает корректное (адекватное) отображение 

свойств оригинала, существенных с точки зрения исследуемой операции; 

 модель позволяет устранить проблемы, присущие проведению 

исследований на реальных объектах. 
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В математическом моделировании различают аналитическое и 

имитационное моделирование. 

Аналитическое моделирование – это такое моделирование, при 

котором изучаются численно-математические (количественные) модели 

реального объекта в виде алгебраических, дифференциальных и других 

уравнений, а также предусматривающих осуществление однозначной 

вычислительной процедуры, приводящей к их точному решению.  

Имитационное моделирование – такое моделирование, при кото-

ром исследуются математические модели в виде алгоритмов, воспроиз-

водящих функционирование исследуемой системы путем последова-

тельного выполнения большого количества элементарных операций 

логического типа. 

Следующая классификация математических моделей основана на 

свойствах модели и разделяет их на три группы. В первой группе анали-

зируются характеристики в пределах однородных совокупностей 

свойств объектов вне связи их с пространственным размещением – 

группа статистических моделей. Они бывают одномерные, двухмер-

ные и многомерные. 

Во второй группе анализируются пространственные координаты 

пунктов наблюдений, то есть изучаются пространственные геологиче-

ские поля. Модели этой группы далее делятся на детерминированные и 

вероятностные. В детерминированных моделях состояние объекта или 

явления определяется только начальными данными, причем однозначно 

и полностью предсказуемо в пространстве. Вероятностные модели ха-

рактеризуются тем, что их состояние в настоящем и тем более в буду-

щем неоднозначно определяется исходными данными и их параметры 

могут быть предсказаны с какой-то вероятностью и только в определен-

ном диапазоне значений.  

Третья группа охватывает случайные процессы, в которых учиты-

вается фактор времени. 

Жизненный цикл любой модели, в том числе математической и 

компьютерной, можно разбить на следующие этапы: 

1. Сбор информации об объекте, выдвижение гипотез, предмо-

дельный анализ. 

2. Определение состава и структуры (взаимосвязей) модели. 

3. Построение спецификаций модели, разработка и отладка от-

дельных ее составляющих для сборки в единое целое. 

4. Исследование модели – выбор метода исследования и разработ-

ка алгоритма (программы) моделирования. 

5. Исследование адекватности, устойчивости, чувствительности 

модели. 
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6. Оценка затраченных ресурсов (средств). 

7. Интерпретация, анализ результатов моделирования и установле-

ние некоторых причинно-следственных связей в исследуемой системе. 

8. Генерация отчетов и проектных решений. 

9. Уточнение, модификация модели, если это необходимо, и воз-

врат к исследуемой системе с новыми знаниями, полученными с помо-

щью моделирования. 

Вопросы и задания для самопроверки 

1. Что такое моделирование? С какой целью его используют? 

2. Дайте определение понятия «модель». Перечислите основные 

требования к модели.  

3. Какие дополнительные требования предъявляются к компью-

терной модели?  

4. Что представляет собой физическая модель, а что – математи-

ческая?  

5. Перечислите и охарактеризуйте этапы моделирования.  

6. В чем различие между аналитическим и имитационным моде-

лированием?  

7. Классифицируйте модели в зависимости от начальных данных 

и фактора времени. Более подробно опишите характеристики статисти-

ческих, детерминированных и вероятностных моделей.  
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Раздел 2. Основы практического применения  
пакета Excel  

2.1. Знакомство с Excel 

Широкое внедрение персональных компьютеров во все сферы 

инженерной деятельности, в том числе в сферу разведки, добычи и пе-

реработки нефти и газа, требует от современного инженера умения 

пользоваться готовыми компьютерными программами для решения 

практических задач. Подобные программы освобождают инженера от 

громоздких и рутинных расчетов, связанных с большой затратой физи-

ческого труда и времени. При наличии современного интерфейса работа 

с готовыми программами не обременительна, удобна и чем-то даже 

напоминает игру, хотя получаемые с ее помощью результаты имеют 

вполне реальное практическое приложение. 

Пакеты компьютерных программ, решающих ту или иную техно-

логическую задачу, могут использоваться как тренажеры для проверки 

правильности выбранных решений, как математические модели для вы-

бора таких решений, а также как эффективные средства для обучения 

будущих специалистов. Но главное направление заключается в матема-

тическом моделировании месторождений, что позволяет решать вопро-

сы, касающиеся подсчета запасов, определения качества минерального 

сырья, геолого-экономической оценки месторождений.  

Компьютерное моделирование в нефтегазовом деле становится одним 

из важных составлявших современного предприятия. В условиях жесткой 

конкуренции внедрение новых информационных технологий компьютер-

ного проектирования в производственный процесс предприятия позволяет: 

‒ повысить техническое качество проектов;  

‒ применить новые технические решения;  

‒ сократить сроки проектирования; 

‒ эффективно реагировать на выдвигаемые заказчиком требования;  

‒ оперативно и качественно вносить изменения и выполнять кор-

ректировку проектов;  

‒ выдавать заказчику проектно-сметную документацию в совре-

менных цифровых форматах; 

‒ насыщать проектную документацию дополнительной, атрибутив-

ной, информацией, используемой в дальнейшем в эксплуатации; 

‒ использовать технологии параллельного проектирования; 

‒ унифицировать проектные решения и процессы проектирования 

(использовать готовые фрагменты чертежей: конструктивных и геомет-
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рических элементов, унифицированных конструкций, стандартных из-

делий); 

‒ использовать повторно проектные решения, данные и наработки; 

‒ применять стратегическое проектирование; 

‒ заменять натурные испытания и макетирования математическим 

моделированием; 

‒ повышать качество управления проектированием; 

‒ применять методы вариантного проектирования и оптимизации. 

При разведке месторождений накапливается большое количество 

информации: геологическая документация разведочных выработок, 

данные опробования, результаты геофизических, геохимических ис-

следований и др. В дальнейшем информация перерабатывается с це-

лью построения геологических карт, разрезов, проекций рудных тел, 

подсчета запасов и решения других вопросов. Исходная информация 

накапливается и затем преобразуется в цифровую или символьную 

форму и хранится в виде файлов баз данных в Excel, dBase, Access, Fox-

Pro, Paradox, Word, MS DOS и другие. 

Электронная таблица Excel состоит из 16384 строк и 256 столб-

цов. Строки пронумерованы целыми числами от 1 до 16384, а столбцы 

обозначены буквами латинского алфавита A, B, …, Z, AB, …XFD. 

На пересечении столбца и строки располагается ячейка. Для указания на 

конкретную ячейку таблицы мы используем адрес, составляемый из но-

мера строки и обозначения столбца, на пересечении которых эта ячейка 

находится (например, A1, F5, C20, AA3 и т. д.). В любую ячейку можно 

ввести исходные данные – число или текст, а также формулу для расче-

та производной информации. Формула начинается со знака равенства (=). 

Все формулы записываются в одну строку, поэтому иногда необходимо 

вводить дополнительные скобки, которых нет в исходных формулах. Ши-

рину столбца и высоту строки можно изменять. 

При работе в среде Excel необходимо сначала выделить объект, а 

затем над выделенным объектом выполнять операцию. Для выделения с 

помощью мышки: столбца – щелкнуть мышкой по верхней адресной 

строке; нескольких столбцов – щелкнуть мышкой по заголовку первого 

столбца и, не отпуская левую клавишу мыши, протащить ее по адресной 

строке по соответствующим заголовкам; строк – аналогично. Для выде-

ления всех ячеек рабочего листа – щелкнуть мышкой по кнопке на пере-

сечении адресных полос. Для снятия выделения достаточно щелкнуть 

мышкой по любой невыделенной ячейке рабочего листа. 

На рис. 1 показан  общий вид окна Excel. 
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Рис. 1. Вид рабочего листа Excel 

С помощью кнопок ( ) выполняются операции, упрощающие 

ввод функций в ячейку электронной таблицы. Если кликнуть на кнопку 

со знаком суммы, то в текущей ячейке появится функция =СУММ(...). 

После вызова кнопки fx на экране появится диалоговое окно Мастера 

функций, после чего появится возможность выбрать функцию, вводи-

мую в текущую ячейку. 

В программе Excel можно использовать свыше 400 функций, ко-

торые разделены на категории (тематические группы): математические, 

финансовые, статистические, текстовые, логические, даты и времени 

(рис. 2). 

В общем случае функция – это переменная величина, значение кото-

рой зависит от других значений (аргументов). Скобки – обязательная 

принадлежность функции, даже если у нее нет аргументов. Например, 

функция ПИ() возвращает число = 3,14... В качестве аргументов функ-

ции могут использоваться числа, адреса ячеек, диапазоны ячеек, ариф-

метические выражения и функции. Смысл и порядок следования аргу-

ментов однозначно определен описанием функции. Например, если в 

ячейке G6 записана формула с функцией возведения в степень 

=СТЕПЕНЬ(А4,2), значением этой ячейки будет значение А4, возведен-

ное в степень 2. 
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Рис. 2. Мастер вставки функции в Excel 

Пусть надо получить 10 элементов арифметической прогрессии с 

начальным значением 10 и шагом 5. 

Эта задача решается с использованием верхнего меню. В ячейку С1 

заносим начальное значение, выделяем 10 ячеек для элементов прогрес-

сии. Затем открываем в верхнем меню вкладку «редактирова-

ние/прогрессия». В открывшемся окошке выбираем тип прогрессии, 

указываем величину шага. В результате в столбце С1–С10 находятся 

элементы прогрессии (10, 15, 20, …, 55).  

Рассчитать сумму элементов этой прогрессии можно как сумму эле-

ментов столбца, выбрав редактирование/автосумма (∑). В результате в 

ячейке С11 появится результат 325. 

Логические операции используются в том случае, когда значение 

ячейки необходимо вычислять в зависимости от выполнения или невы-

полнения одного или нескольких условий. В ячейку записывается условие 

в виде функции логического ветвления (ЕСЛИ) с тремя аргументами: 

ЕСЛИ(логич.выраж.; значение 1, если истина; значение 2, если ложь) 

Логическое выражение – любое значение или выражение, принима-

ющие значения ИСТИНА или ЛОЖЬ. Например, В2 > 47 – логическое 

выражение, принимающее значение 1, если в ячейке В2 находится чис-

ло, больше, чем 47, в противном случае функция принимает значение 2. 

Пусть дан объем добычи нефти (баррелей в сутки) по каждой сква-

жине в течение недели. Требуется получить информацию о скважинах, 

у которых средняя добыча за неделю выше среднего значения. Исполь-

зовать логические операции.  
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Для решения задачи сначала найдем средние значения добычи каж-

дой скважины. Для этого используем встроенную функцию СРЗНАЧ в 

Excel, выбрав ее из списка, выделив в качестве аргументов ячейки 

B11:G11. Затем, используя эту же функцию, найдем среднее значение 

добычи нефти в ячейке С15. Появится результат 239,09524. 

Далее используем функцию ЕСЛИ, записав в ячейку B13 для перво-

го продавца условие:  

=ЕСЛИ(B11>=$B$15;"лучшая";"***"). 

Затем скопируем эту функцию для других скважин в ячейки 

С11:G11. В итоге в строке 13 мы увидим информацию о скважинах, у 

которых средний объем добычи нефти за неделю выше среднего: в 

столбце такой скважины будет текст «лучшая». 

В данном примере перед номером строки и столбца ячейки В15 

стоит знак $. Он используется в случаях, когда адрес ячейки при копи-

ровании и перемещении не должен меняться. Такая адресация называ-

ется абсолютной. При обычном копировании формул из одной ячейки в 

другую ссылки на ячейки в Excel автоматически меняются. Такая адре-

сация называется относительной.  

2.2. Построение графиков функций 

Для отражения полученных или собранных числовых данных в 

Excel имеются средства для создания графиков и диаграмм, которые в 

наглядной форме представляют зависимости и тенденции. Microsoft 

Excel позволяет создавать множество различных типов графиков: ли-

нейчатая диаграмма, гистограмма, линейный график, точечная, круговая 

и пузырьковая диаграмма, диаграмма-поверхность и другие. За постро-

ение графиков и диаграмм в Excel отвечает Мастер диаграмм, который 

вызывается через функцию Вставки → Диаграмма главного меню. 

Эта функция считается одним из основных достоинств Excel. Поэтому 

важно научиться строить графики для получения максимальной отдачи 

от Excel. Рассмотрим несколько примеров построения графиков. 

Построение графиков функции одной переменной 

Пример 1. Для примера построим графики функций y1 = ln(x)–2 и 

y2 = –2x+1 в диапазоне [0,2; 3] с шагом 0,2.  

Заголовок задания запишем в ячейке F1. Затем укажем заголовки 

столбцов в ячейках: А3 – «№» – порядковый номер точки; В3 – «х» – 

значение аргумента; С3 – «y1 = ln(x)–2», D3 – «y2 = –2x+1» – вычислен-

ное значение функции соответствующего аргумента.  
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Заполним саму таблицу следующим образом: 

1. Заполним диапазон ячеек А4–А18 последовательностью 1, 2, …, 20. 

При этом возможно использовать автозаполнение, для чего в ячейках 

А4–А5 необходимо ввести числа 1 и 2 соответственно, а затем, выделив их, 

потянуть за нижний правый угол до достижения необходимого значения. 

2. Заполним диапазон ячеек В4–В18 последовательностью от 0,2 до 3 

с шагом 0,2.  

3. В ячейках С4–С18 рассчитаем значения функции y1 = ln(x)–2. Для 

этого находим и выбираем функцию LOG10 (число). В качестве аргу-

мента функции указываем адрес соответствующей ячейки в столбце В, 

для чего щелкаем мышкой по нужной ячейке. В данном случае также 

есть возможность использовать автозаполнение (рис. 3).  

4. В ячейках D4–D18 рассчитаем значения функции y2 = –2x+1. 

В качестве аргумента функции указываем адрес соответствующей ячей-

ки в столбце В, для чего щелкаем мышкой по нужной ячейке. В данном 

случае также есть возможность использовать автозаполнение (рис. 3). 

 

Рис. 3. Создание таблицы функций  

5. Строим графики функции, выполняя последовательно следующие 

шаги: 

5.1. Выделим диапазон ячеек С3:D18 (вместе с заголовками). 

5.2. В главном меню вызываем Вставка → График и выбираем один 

вариант из предложенных типов графиков. На экране появляется график 

функции в первоначальном варианте. Теперь необходимо привести его 

в соответствие требованиям стандарта НИ ТПУ. 
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В третьей строке меню выбираем подменю Выбрать данные, после 

чего на экране появится окно Выбор источника данных. В нашем случае 

необходимо изменить подписи горизонтальной оси. Для этого надо 

нажать Изменить – в появившемся окне курсор будет в строке Диапазон 

подписи оси, мышкой выделяем диапазон аргументов – ячейки В4:D18 и 

нажимаем ОK. Видим, что на графике по оси х появились необходимые 

значения – снова нажимаем ОK.   

Видим, что шрифт на графике не Time New Roman, поэтому двой-

ным щелчком мышки поочередно выделяем значения оси y, значения 

оси x, название графика и, выходя в главное меню, изменяем шрифт и 

при необходимости его размер (рис. 4). 

 

Рис. 4. Построение графиков функций  

2.3. Построение плоскости 1-го порядка 

Уравнение вида Ax + By + Cz + D = 0 называется общим уравнением 

плоскости. Важные частные случаи уравнения плоскости возникают при 

равенстве нулю некоторых коэффициентов A, B, C, D. Если D = 0, то 

уравнение Ax + By + Cz = 0 определяет плоскость, проходящую через 

начало координат. Если A = 0, то уравнение By + Cz + D = 0 определяет 

плоскость, параллельную оси x, аналогично при В = 0 и С = 0. 

Пример 2. Построить плоскость, заданную уравнением  

2x + 4y – 2z + 2 = 0. 

Построим часть плоскости, лежащей в 1-м квадранте для x от 0 до 6 

с шагом 0,5  и для y от 0 до 6 с шагом 1,0.  Для этого решим уравнение 
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относительно z:  z = x + 2y + 1. Значения x вводим в столбец А (можно 

использовать автозаполнение), начиная со строки 2 и до строки 14. Зна-

чения y вводим в строку 1, начиная со столбца В и заканчивая столб-

цом Н. В ячейку В2 записываем формулу для расчета z:  =$A2+2*B$1+1 

и, нажав указателем мыши на черную точку в нижнем правом углу 

ячейки В2, заполняем этой формулой весь диапазон ячеек В2:Н14. 

Теперь обращаемся к Мастеру диаграмм. Выделив весь диапазон 

ячеек В2:Н14, в главном меню выбираем Вставка → Другие диаграм-

мы → Проволочная поверхность и нажимаем ОK. На экране появляется 

плоскость в первоначальном варианте. В третьей строке меню выбираем 

подменю Выбрать данные, после чего на экране появится окно Выбор 

источника данных. Для изменения подписей по оси x надо нажать Изме-

нить в поле Подписи горизонтальной оси (категории) и мышкой выде-

лить диапазон аргументов – ячейки А2:А14. Для изменения подписей по 

оси y в поле Элементы легенды (ряды) необходимо последовательно по-

менять каждый из семи рядов: в рабочее поле Имя ряда для ряда 1 вво-

дим ячейку В1, после нажатия ОK первым элементом показано значе-

ние 0; для ряда 2 вводим ячейку С1, после нажатия ОK вторым элементом 

показано значение  = 1 и т. д. Таким образом, после ввода последнего зна-

чения ряда y = 6 и закрытия окна нажатием ОK мы получаем практически 

готовый график. Остается только изменить шрифт на Time New Roman и в 

результате получаем плоскость, представленную на рис. 5. 

 

Рис. 5. Вид построенной в программе Excel плоскости z = x+2·y+1 
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2.4. Построение плоскости 2-го порядка 

Пример 3. Построить двухполосный гиперболоид, заданный урав-

нением x
2
 / 9 + y

2
 / 36 = z. 

Переменная x имеет диапазон изменений (–3; +3), y – (–2; +2), шаг 

0,5 для обеих переменных. Уравнение относительно z:   

z = 
𝑥2

9
+

𝑦2

36
. 

Как и в примере 2, значения x вводим в столбец А, начиная со стро-

ки 2 и до строки 14. Значения y – в строку 1, начиная со столбца В, в 

ячейку В2 вводим уравнение для z:  

z = ($A2^2)/9+(В$1^2)/36. 

Далее заполняем этой формулой весь диапазон ячеек В2:J14 (рис. 6).  

Теперь обращаемся к Мастеру диаграмм. Выделив весь диапазон 

ячеек В2:J14, в главном меню выбираем Вставка → Другие диаграм-

мы → Проволочная поверхность и нажимаем ОK. По аналогии с преды-

дущим примером изменяем подписи по осям. По оси x: нажать Изме-

нить в поле Подписи горизонтальной оси (категории) и мышкой 

выделить диапазон аргументов – ячейки А2:А14.  

Для изменения подписей по оси y в поле Элементы легенды (ряды) 

необходимо последовательно поменять каждый из семи рядов: в рабочее 

поле Имя ряда для ряда 1 вводим ячейку В1, после нажатия ОK первым 

элементом показано значение 0; для ряда 2 вводим ячейку С1, после 

нажатия ОK вторым элементом показано значение = 0,5 и т. д. Теперь 

для более наглядного представления графика поменяем минимальное 

значение вертикальной оси. Для этого активируем меню вертикальной 

оси двойным щелчком мышки и в открывшимся окне вместо минималь-

ного значения авто набираем 1,0. 

Для изменения подписей по оси x надо нажать Изменить в поле 

Подписи горизонтальной оси (категории) и мышкой выделить диапазон 

аргументов – ячейки А2:А14. Для изменения подписей по оси y в поле 

Элементы легенды (ряды) необходимо последовательно поменять каж-

дый из рядов: в рабочее поле Имя ряда для ряда 1 вводим ячейку В1, 

после нажатия ОK первым элементом показано значение –3; для ряда 2 

вводим ячейку С1, после нажатия ОK вторым элементом показано зна-

чение = 0,5 и т. д. Таким образом, после ввода последнего значения ряда 

y  = 3 и закрытия окна нажатием ОK мы получаем практически готовый 

график. Остается только изменить шрифт на Time New Roman и в ре-

зультате получаем плоскость, представленную на рис. 7. 
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Рис. 6. Исходные данные решения уравнения z = 
𝑥2

9
+
𝑦2

36
 

 

Рис. 7. Вид построенной в программе Excel поверхности z = 
𝑥2

9
+

𝑦2

36
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Вопросы и задания для самопроверки  

1. Опишите структуру рабочего листа. Какие основные окна Excel 

вы можете назвать?  

2. Какие средства Excel помогают визуализировать информацию? 

Какие функции используются в Excel для создания графиков и диа-

грамм (линейчатая диаграмма, гистограмма и другие)?  

3. Что такое автозаполнение? Приведите примеры встроенных 

функций Excel. 
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Раздел 3. Решение нелинейных  
алгебраических уравнений 

Одной из математических задач, часто возникающих в различных 

разделах физики, химии, нанотехнологий и других, является решение 

нелинейных уравнений с одним неизвестным. В общем случае нелиней-

ное уравнение с одним неизвестным можно записать в виде F(x
*
) = 0. 

Понятие нелинейности уравнения означает, что его графиком не являет-

ся прямая линия. Решить подобное уравнение – значит найти значение 

x
*
, которое называют корнем уравнения, такое, что x

* ⊂ R, при этом 

F(x
*
) = 0. Необходимо понимать, что нелинейное уравнение может 

иметь несколько корней, то есть точек x1
*
, x2

*
, x3

*
,  и т. д., в которых 

функция F(x) пересекает ось х.  

Методы решения нелинейного уравнения делят на точные (анали-

тические) и приближенные (итерационные). Если вы используете точ-

ный метод, то корень находится за конечное число действий и пред-

ставляется некоторой алгебраической формулой. В приближенных 

методах процесс нахождения решения может быть бесконечен и зависит 

от требуемой точности. Приближенным решением называется беско-

нечная последовательность {xn}, такая, что limn→∞xn = x
*
. По определе-

нию предела, для любого (сколь угодно малого) ε найдется такое N, что 

при любом n > N, |xn – x
*
| < ε . Члены этой последовательности xn назы-

ваются последовательными приближениями к решению, или итерация-

ми. Наперед заданное число ε – точность метода, а N – это количество 

итераций, которое необходимо выполнить, чтобы получить решение с 

заданной точностью ε.  

3.1. Методы нахождения приближенного решения  

Существуют различные методы нахождения, т. е. способы постро-

ения последовательности итераций, приближенного решения {xn}. Для 

того чтобы принять решение, какой приближенный метод использовать, 

уравнение F(x) = 0 надо исследовать на наличие корней и уточнить, где 

эти корни находятся, т. е. найти интервалы изоляции корней. Это значит 

надо найти отрезок, на котором корень уравнения не только существует, 

но и является единственным. То есть, иначе говоря, каждому корню 

должен соответствовать свой интервал изоляции. Поэтому, если корней 

несколько, то и интервалов столько же, и для каждого нужно найти ин-

тервал изоляции. Известны несколько способов исследования функции: 

аналитический, табличный, графический. Аналитический способ состо-



24 

ит в нахождении экстремумов функции F(x), исследовании ее поведения 

при x → ±∞, нахождении участков возрастания и убывания функции. 

Табличный способ – это построение таблицы, состоящей из столбца ар-

гумента x и столбца значений функции F(x). О наличии корней свиде-

тельствуют перемены знака функции. Чтобы не произошла потеря кор-

ней, шаг изменения аргумента должен быть достаточно мелким, а 

интервал изменения – достаточно широким. И наконец, графический 

способ – это построение графика функции F(x) и определение числа 

корней по количеству пересечений графика с осью x.  

После того, как интервалы изоляции корней найдены, можно пере-

ходить непосредственно к нахождению корней. Ознакомимся с не-

сколькими итерационными методами, которые позволяют найти корень 

на заданном интервале изоляции [a, b], используя различные формулы.   

1. Метод деления отрезка пополам. Помним о том, что мы нашли 

интервал [a, b], который содержит единственный корень уравнения. 

Найдем середину данного отрезка: c = (a + b)/2. Понятно, что искомый 

корень остался в одной половине: [a, c] или [c, b]. Тогда проверяем сле-

дующее условие: если F(a)⋅F(с) < 0, то корень попал в интервал [a, c] и 

деление отрезка нужно снова повторить, но при этом приняв в качестве 

нового конца точку c, другими словами, b = c. В противоположном слу-

чае, когда корень на отрезке [c, b], изменяем значение левого конца от-

резка: a = c (рис. 8). Поскольку корень всегда заключен внутри отрезка, 

итерационный процесс можно останавливать, если длина отрезка станет 

меньше заданной точности: |b – a| < ε.  

 

Рис. 8. Метод деления отрезка пополам 
 

2. Метод хорд. В этом методе кривая F(x) заменяется прямой лини-

ей – хордой, стягивающей точки (a, F(a)) и (b, F(b)). В зависимости от 

знака выражения F(a)·F″(a) метод хорд имеет два варианта. Пусть 

F(a)·F″(a) > 0. Тогда x0 = b, точка a будет оставаться неподвижной. 

Уравнение хорды, проходящей через точки (a, F(a)) и (x0, F(x0)),  
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𝑦 = 𝐹(𝑎) +
𝐹(𝑥0)−𝐹(𝑎)

𝑥0−𝑎
(𝑥 − 𝑎). 

Следующее приближение x1 находим как точку пересечения хорды 

с осью x:  

𝑥1 = 𝑎 −
𝐹(𝑎)(𝑥0−𝑎)

𝐹(𝑥0)−𝐹(𝑎)
. 

Пусть теперь F(a)·F″(a) < 0. Тогда x0 = a, точка b неподвижна. Про-

ведем хорду, соединяющую точки (b, F(b)) и (x0, F(x0)): 

𝑦 = 𝐹(𝑥0) +
𝐹(𝑏)−𝐹(𝑥0)

𝑏−𝑥0
(𝑥 − 𝑥0). 

Вычислим точку пересечения хорды с осью x:  

𝑥1 = 𝑥0 −
𝐹(𝑥0)(𝑏−𝑥0)

𝐹(𝑏)−𝐹(𝑥0)
. 

На следующем шаге мы возьмем вычисленное значение x1 в каче-

стве x0. И так далее (рис. 9). Таким образом, формула для метода хорд 

выглядит следующим образом:  

если F(a)·F″(a) > 0, то x0 = b, 𝑥𝑘+1 = 𝑎 −
𝐹(𝑎)(𝑥𝑘−𝑎)

𝐹(𝑥𝑘)−𝐹(𝑎)
; 

если F(a)·F″(a) < 0, то x0 = a,   𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 −
𝐹(𝑥0)(𝑏−𝑥𝑘)

𝐹(𝑏)−𝐹(𝑥𝑘)
. 

 
Рис. 9. Метод хорд 

Окончание итерационного цикла в этом методе происходит по 

условию малости невязки уравнения: |F(xk)| < ε. 

3. Метод Ньютона. Он также часто называется метод касательных. 

Этот метод основан на замене исходного нелинейного уравнения 

F(x) = 0 линейным уравнением, которое можно легко решить.   

Пусть x0 – начальное приближение (любая точка интервала изоля-

ции). Построим касательную к функции y = F(x), проходящую через 

точку (x0, F(x0)):   y = F(x0) + F′(x0)·F(x0 – x).  

Найдем пересечение касательной с осью x: 
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𝑥1 = 𝑥0 −
𝐹(𝑥0)

𝐹′(𝑥0)
. 

 

Рис. 10. Метод Ньютона 

На следующей итерации в качестве x0 надо взять полученное в ходе 

предыдущего вычисления значение x1 (рис. 10). И так продолжать ите-

рационный процесс до тех пор, пока, как и в методе хорд, не выполнит-

ся условие, что невязка уравнения становится меньше заданной точно-

сти ε: |F(x1)| < ε. 

3.2. Решение одного уравнения с одним неизвестным в Excel 

Рассмотрим использование метода деления отрезка пополам на 

простом примере. 

Пример 4. Найти корни уравнения x
2
·cos(2x) + 1 = 0 на отрезке 

[0; 2π]. 

Для отделения корней построим таблицу значений функции 

y = x
2
·cos(2x) + 1 на интервале [0; 2π] с шагом π/12. Для этого заполним 

диапазон ячеек А4–А28 последовательностью 1, 2, …, 20, диапазон яче-

ек В4–В28 последовательностью от 0 до +2π  с шагом π/6. В ячейках  

С4–С23 рассчитаем значения функции y = x
2
·cos(2x) + 1, в качестве ар-

гумента функции указываем адрес соответствующей ячейки в столбце 

В, для чего щелкаем мышкой по нужной ячейке. 

Выделим отрезки, на которых функция меняет знак с «+» на «–» или 

наоборот. Для нахождения таких интервалов используем функцию ЕСЛИ. 

Сначала запишем в ячейку D4 для x = 0 условие, как показано на рис. 11.  

Затем скопируем функцию ЕСЛИ в ячейки D5:D28 для других значе-

ний х. Тогда в итоге в столбце D появится информация об интервалах, в 

которых находится корень уравнения. Для интервала, в котором находится 

корень, в строке будет текст «корень». В вашем файле выделите цветом 

ячейки, в которых появился текст «корень», и убедитесь, что у вас это ин-

тервалы [1,047; 1,309], [2,094; 2,356], [3,927;4,189] и [5,236; 5,498].  
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Рис. 11. Окно мастера функции ЕСЛИ  

Построим график функции y = x
2
·cos(2x) + 1. Для этого выделим 

диапазон ячеек С3:С28 (вместе с заголовком); в главном меню вызыва-

ем Вставка → График и выбираем один вариант из предложенных ти-

пов графиков. На экране появляется график функции в первоначальном 

варианте. Теперь необходимо привести его в соответствие требованиям 

стандарта НИ ТПУ. 

В третьей строке меню выбираем подменю Выбрать данные, после 

чего на экране появится окно Выбор источника данных. В нашем случае 

необходимо изменить подписи горизонтальной оси. Для этого надо 

нажать Изменить – в появившемся окне курсор будет в строке Диапазон 

подписи оси, мышкой выделяем диапазон аргументов – ячейки  

В4–В28 – и нажимаем ОK. Видим, что на графике по оси х появились 

необходимые значения – снова нажимаем ОK. 

Уточнение корней продемонстрируем на двух методах: методе 

подбора параметров (А) и методе половинного деления (Б). 

А) При использовании встроенной возможности Excel Подбор па-

раметров корень находится путем последовательных приближений, но 

это делают внутренние возможности системы. Для пользователей необ-

ходимо только вручную ввести значение, очень близкое к искомому 

корню. Например, для первого отрезка локализации корня [1,047; 1,309] 

возьмем за начальное приближение точку этого отрезка 1,25 и запишем 

его в ячейку Е1. В ячейку F1 введем формулу функции, для которой мы 

ищем корни. В главном меню находим Данные → Анализ «что-если» → 

Подбор параметра, на экране появляется диалоговое окно. В поле 

Установить в ячейке вводим ссылку на ячейку, содержащую формулу; 

в поле Значение записываем значение правой части уравнения; в поле 

Изменяя значение в ячейке записываем адрес ячейки, содержащей пере-

менную (рис. 12). Нажимаем ОK. 
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Рис. 12. Окно подбора параметра 

На экране появляется Результат подбора параметра, в котором 

показано найденное решение. Значение корня и функции появляются в 

ячейках Е1 и F1 соответственно (рис. 13). 

 

Рис. 13. Окно результата подбора параметра 

Аналогично необходимо найти другие три корня. Для этого также 

вручную вводятся значения, близкие к искомому корню, из найденных 

на первом этапе интервалов, например 2,2 для [2,094; 2,356], 4 для 

[3,927; 4,189] и 5,3 для [5,236; 5,498]. Каждый раз копируем формулу 

функции, для которой мы ищем корни. И в итоге для нашего примера 

решениями уравнения должны быть значения: 1,183;  2,257;  3,959;  

5,481. 

Б) Алгоритм метода половинного деления сводится к повторяюще-

муся на каждом шаге делению отрезка локализации корня пополам, 

причем каждый последующий отрезок является половиной предыдуще-

го. Процесс деления отрезка продолжается до тех пор, пока его длина не 

станет меньше 2ε, где ε – точность нахождения корня. В этом случае 

любая точка отрезка локализации отличается от корня не более чем на ε. 

В качестве первого приближения к корню возьмем любую точку 

приблизительно в середине отрезка [a, b],  т. е.  х = (a + b)/2. 
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Если F(a)·F(х) ≤ 0, то корень находится в интервале [a, х], который 

берем за новый отрезок локализации корня. Если F(a)·F(b) > 0, то за но-

вый отрезок локализации берем интервал [x, b].  

Новый отрезок локализации в два раза меньше первоначального. 

Процесс деления отрезка продолжаем до тех пор, пока его длина не ста-

нет меньше 2ε. 

Рассмотрим этот алгоритм для второго отрезка локализации, 

найденного на первом этапе, –  [2,094;  2,356],  с точностью  0,001. Со-

здадим новую таблицу следующим образом: 

1. Занесем в ячейку А2 начальную точку интервала, в ячейку В2 – 

конечную точку интервала, значение функции y = x
2
·cos(2x) + 1 для 

нее – в ячейке E2. Рассчитаем среднюю точку в ячейке С2, используя 

встроенную функцию СРЕДЗН(), значение функции для нее – в ячейке 

D2. В ячейке F2 проведем вычисление F(a)·F(x) для определения знака 

результата умножения (сама расчетная величина для нас не имеет ника-

кого значения!!) для установления нового отрезка локализации. 

2. В соответствующей строке столбца G мы будем сравнивать дли-

ну отрезка с двойной точностью нахождения корня и решать, следует ли 

продолжать процесс деления отрезка или корень найден. 

3. В ячейке А3 мы запишем формулу ЕСЛИ(D2<=0;A2;C2), а в 

ячейке В3 – ЕСЛИ(D2<=0;C2;B2). Таким образом, мы проверим условие 

для определения нового отрезка локализации. В ячейки С3–G3 мы ско-

пируем ячейки С2–G2. 

4. Далее мы копируем ячейки А3–G3 в ячейки А4–G4, затем А4–G4 

в ячейки А5–G5 и т. д. до тех пор, пока в столбце F не появится 

надпись: «Корень равен…» (рис. 14). 

 

Рис. 14. Результаты уточнения корня методом половинного деления 
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Вопросы и задания для самопроверки 

1. Какие уравнения называются нелинейными алгебраическими 

уравнениями? Какие методы существуют для решения таких уравне-

ний? 

2. Перечислите этапы нахождения решения. Какое необходимое 

условие существования корня на отрезке?  

3. Дайте определение понятию «итерация». Какие вы знаете крите-

рии остановки итерационного процесса? 

4. В чем заключается суть метода деления отрезка пополам?   

5. В чем заключается суть метода хорд?  

6. В чем заключается суть метода Ньютона? 
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Раздел 4. Решение систем линейных  
алгебраических уравнений 

Многие прикладные задачи в технике, экономике и других областях 

сводятся к решению матриц, которые, по сути, представляют собой си-

стему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), в которой элементы 

матрицы являются соответствующими коэффициентами. Около 75 % 

всех вычислительных задач приводит к решению таких систем. Суще-

ствует много методов и современных пакетов прикладных программ для 

решения СЛАУ, но для того чтобы их успешно использовать, необходи-

мо разбираться в основах построения методов и алгоритмов, иметь пред-

ставление о недостатках и преимуществах каждого из методов. 

Мы будем решать лишь системы, у которых число уравнений сов-

падает с числом неизвестных, и при этом решение будет единственным.  

Пусть дана линейная система n уравнений c n неизвестными, где aij, 

bi (i, j = 1,…, n) – соответственно коэффициенты при неизвестных и сво-

бодные члены уравнений: 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1;
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2;

⋯
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛.

 

4.1. Решение СЛАУ методом Крамера 

Метод Крамера относится к прямым методам решения линейных си-

стем. Он основан на замене i-го столбца на столбец свободных членов и 

нахождении неизвестных с помощью определителей 

матриц xi = detAi/detA. 

Пусть  дана  линейная  система  n  уравнений  c  n  неизвестными,  

где  aij – коэффициенты при неизвестных; bi – свободные члены уравне-

ний, i, j = 1, …, n,  n ≤ 5. 

Составляем основную матрицу А = (

𝑎11 … 𝑎1𝑛

⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 … 𝑎𝑛𝑛

) , находим ее 

определитель D. На базе матрицы A составляем вспомогательные мат-

рицы A1, …, An следующим образом: в матрице A1 вместо первого 

столбца подставляем столбец свободных членов �̅� = (

𝑏1

⋮

𝑏𝑛

), в матрице A2 
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второй столбец заменяем столбцом свободных членов и т. д. Вычисляем 

их определители D1, …, Dn. Каждое неизвестное xi находится делением 

Di на D. 

Определитель матрицы – это многочлен, комбинирующий элемен-

ты квадратной матрицы таким образом, что его значение сохраняется 

при транспонировании и линейных комбинациях строк или столбцов. 

Пример 5. Пусть дана линейная система из пяти уравнений c пятью 

неизвестными:  

{
 
 

 
 

3x1– x2+ x3+ 2x5 = 18;

2x1–  5x2+ x4+ x5 = –7;

x1– x4+ 2x5= 8;

2x2+ x3+ x4–  x5 = 10;

x1+ x2–3x3+ x4 = 1.

 

Запишем систему в виде матрицы А, а также вспомогательные мат-

рицы A1, …, A5, в каждой из которых заменим соответствующий i-й 

столбец столбцом свободных членов (рис. 15).  

 

Рис. 15. Основная и вспомогательные матрицы примера 5 
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Вычислим определители матриц, используя функцию МОПРЕД. 

Для этого выделим ячейку, в которой мы хотим получить значение 

определителя матрицы, на панели инструментов нажмем кнопку fx, 

найдем функцию МОПРЕД, в появившемся окне мастера функций в ка-

честве аргумента функции мышкой выделим нужную нам матрицу 

(рис. 16). В ячейках А19:А24 расположим результаты вычислений опре-

делителей матриц A, A1, …, A5. 

 

Рис. 16. Расчет определителей матриц A, A1, …, A5 

Далее вычисляем: 

x1 = detA1/detA = 5; 

x2 = detA2/detA = 4; 

x3 = detA3/detA = 3; 

x4 = detA4/detA = 1; 

x5 = detA5/detA = 2. 

Сделаем проверку (рис. 17).  
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Рис. 17. Проверка решения системы линейных уравнений примера 5 

4.2. Решение СЛАУ методом Гаусса 

Наиболее известным и популярным точным способом решения ли-

нейных систем является метод Гаусса. Этот метод относится к прямым 

методам решения линейных систем. Он основан на приведении матри-

цы системы к треугольному виду путем последовательного исключения 

неизвестных из уравнений системы (прямой ход метода Гаусса) и по-

следующем решении этой треугольной системы, начиная с последнего 

уравнения (обратный ход метода Гаусса). 

Пусть дана линейная система n уравнений c n неизвестными, где aij, 

bi (i, j = 1,…, n) – соответственно коэффициенты при неизвестных и сво-

бодные члены уравнений: 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1;
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2;

⋯
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛.

 

На первом шаге из второго и всех последующих уравнений системы 

исключается x1 с помощью первого уравнения. На втором шаге исключа-

ется x2 из третьего и всех последующих уравнений с помощью второго 

уравнения и т. д. При этом, если в уравнении с номером k отсутствует 

неизвестная xk (akk = 0), то производится перестановка этого уравнения с 

любым нижестоящим уравнением, содержащим эту переменную.  

Такой процесс исключения называется прямым ходом Гаусса и 

необходимо продолжать его до тех пор, пока в левой части последнего 

уравнения не останутся нули и только один член с неизвестным xn. 

Обратный ход метода Гаусса состоит в последовательном вычис-

лении неизвестных. Решая последнее уравнение, находят единственное 

неизвестное xn. Далее, используя это значение, из предыдущего уравне-

ния вычисляют xn–1 и т. д. Последним находят x1 из первого уравнения. 



35 

Пример 6. Пусть дана линейная система из трех уравнений c тремя 

неизвестными: 

{

2𝑥1 + 6𝑥2 − 2𝑥3 = 10;
4𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 20;
3𝑥1 + 4𝑥2 = 10.

 

Запишем систему в виде матрицы (рис. 18).  

 

Рис. 18. Исходные данные 

Сначала сделаем коэффициенты перед переменной x1 во всех урав-

нениях равными единице, поделив каждое уравнение на коэффициент, 

стоящий перед этой переменной, т. е. поделив первое уравнение на a11, 

второе на a21, а третье на a31 (рис. 19). 

 

Рис. 19. Первый этап решения СЛАУ методом Гаусса 

Теперь избавимся от переменной x1 во втором и третьем уравнени-

ях, вычтя из них первое (рис. 20). 

 

Рис. 20. Второй этап решения СЛАУ методом Гаусса 
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Теперь нам нужно с помощью второго уравнения избавиться от пе-

ременной x2 в третьем уравнении. Сделаем это тоже в два этапа. Снача-

ла поделим второе уравнение на a22, а третье уравнение на a23. Далее 

преобразуем третье уравнение, вычтя из него второе (рис. 21).  

 

Рис. 21. Результат решения системы линейных уравнений 

Получим систему, приведенную к треугольному виду: 

{

x1+3x2– x3= 5;
x2– 0,27x3= 0;

– 0,33x3= 1.
 

Найдем значения неизвестных, начиная с третьего (рис. 22).  

 

Рис. 22. Результат решения системы линейных уравнений примера 9 

Сделаем проверку, подставив полученные значения неизвестных в 

левые части уравнений системы, чтобы убедиться в выполнении условий: 

{
2*4,444 – 6*0,833 + 2*3,056 = 10;

4*4,444 – 4*0,833 + 3,056 = 20;
3*4,444 – 4*0,833 = 10.

 

В файле Excel расчет производится следующим образом:  

{
=В2*E30 +C2*D29 + D2*C28; 
=В3*E30 + C3*D29 + D3*C28; 

=В4*E30 +C4*D29. 
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4.3. Матричный метод решения СЛАУ 

Пусть дана линейная система n уравнений c n неизвестными, где aij, 

bi (i, j = 1,…, n) – соответственно коэффициенты при неизвестных и сво-

бодные члены уравнений: 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1;
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2;

⋯
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛.

 

Данную систему можно записать в виде матричного уравнения: 

А̿ ∗ Х̅ = В̅, где А̿ – матрица коэффициентов; Х̅ – вектор неизвестных; В ̅ – 

столбец свободных членов. Вектор неизвестных Х̅ можно найти, решая 

систему линейных алгебраических уравнений с использованием обрат-

ной матрицы, для чего умножаем левую и правую часть матричного 

уравнения на обратную матрицу А̿−1  слева. Получим следующее соот-

ношение: Х̅ = А̿−1·В ̅. Матрица (А
–1

) называется обратной по отношению 

к квадратной матрице А, если при умножении этой матрицы на исходную 

и справа и слева получается единичная матрица: А·А
–1 

= А
–1

·А = Е. Не-

обходимым и достаточным условием существования обратной матрицы 

является невырожденность исходной (т. е. ее определитель отличен от 0). 

Такой метод решения СЛАУ называется матричным. Рассмотрим 

пример. 

Пример 7. Пусть матрица коэффициентов А̿ введена в диапазон ячеек 

А1:С3, а вектор-столбец правой части В ̅ – в диапазон Е1:Е3. Найдем об-

ратную матрицу коэффициентов А̿−1 с помощью функции МОБР. Резуль-

тирующую матрицу расположим в диапазоне А5:С7 (рис. 23). 

 
Рис. 23. Нахождение обратной матрицы  
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Для нахождения вектора неизвестных Х̅ выделим диапазон для его 

расположения – ячейки Е5:Е7, а затем по формуле Х̅ = А̿−1·В ̅ с помо-

щью функции МУМНОЖ получим результат (рис. 24). 

 
Рис. 24. Результат решения системы линейных уравнений 

Пример 8. Имеются три вертикальные скважины, в которых опре-

делены абсолютные отметки кровли пласта (табл. 1).  

Таблица 1 

 

Необходимо рассчитать абсолютную отметку кровли пласта с ко-

ординатами х = 240 м, у = 200 м. 

Составим систему уравнений: 

;6,125142355  cbа  

;3,148163210  cba  

.2,105201224  cba  

Для решения данной системы в программе Excel в диапазон ячеек 

А1:С3 введем матрицу исходных данных, а в диапазон Е1:Е3 – вектор-

столбец правой части (рис. 25).  

Первым шагом в диапазоне А5:С7 получим обратную матрицу с 

помощью функции МОБР. Для этого выделяем ячейки А5:С7, на панели 

инструментов Стандартная нажимаем кнопку fx, выбираем категорию 

Номер Абсолют.

скважины отметка

n x y z пласта z , м

1 355 142 1 125,6

2 210 163 1 148,3

3 224 281 1 105,2

Координаты скважины, м
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Математические, находим функцию МОБР, нажимаем ОK, появляется 

окно мастера функций. Мышкой выделяем ячейки А1:С3 в качестве 

массива, после чего переходим с помощью мышки в строку формул, 

нажимаем клавишу F2, затем – сочетание клавиш Ctrl + Shift + Enter. 

В результате в диапазоне А5:С7 появляется обратная матрица. 

 
Рис. 25. Исходные данные для решения СЛАУ 

Теперь выделим диапазон в ячейках Е5:Е7 и с помощью функции 

МУМНОЖ найдем коэффициенты а, b и с. Для этого на панели инстру-

ментов Стандартная нажимаем кнопку fx, выбираем категорию Мате-

матические, находим функцию МУМНОЖ и нажимаем Enter. Мышкой 

выделяем ячейки А5:С7 в качестве Массива1, после чего переходим 

мышкой в строку формулы, нажимаем клавишу F2, в качестве Массива2 

выделяем ячейки Е1:Е3, нажимаем клавишу F2, а затем – сочетание 

клавиш Ctrl + Shift + Enter. В результате в диапазоне Е5:Е7 появляется 

матрица, являющаяся решением системы уравнений (рис. 26). 

 
Рис. 26. Результат решения системы линейных уравнений 

То есть значения коэффициентов следующие:   а = – 0,206;  

b = – 0,341;  

с = 247,1.  
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Следовательно, уравнение имеет вид 

z = – 0,206х – 0,341у + 247,1. 

Подставляя в уравнение заданные координаты, найдем абсолютную 

отметку кровли пласта в точке  х = 240 м, у = 200 м: 

z = – 0,206·240 – 0,341·200 + 247,1 = 129,5 м. 

Зная коэффициенты уравнения, можно извлечь дополнительную гео-

логическую информацию об элементах залегания кровли пласта (рис. 27): 

азимут простирания  = arctg(–b/a), угол падения  = arctg
2 2 .а b  

Для данного примера рассчитаем в Excel:  

 азимут простирания  =ATAN(–E6/E5)*180/ПИ() = –59= 301;  

 угол падения  =ATAN(КОРЕНЬ(E5^2+E6^2))*180/ПИ() = 22. 

 

 

Рис. 27. Результат выполнения примера 8 

Вопросы и задания для самопроверки  

1. Что такое система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)? 

Запишите СЛАУ в скалярном, векторном и матричном виде. При каком 

условии существует единственное решение?  

2. Какой алгоритм решения методом обратной матрицы?  

3. Какой алгоритм решения методом Крамера?  

4. Какой алгоритм решения методом Гаусса? 

5. Какой из трех изученных методов наиболее трудоемкий, а какой 

более точный? 
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Раздел 5. Решение обыкновенных  
дифференциальных уравнений 

Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ) представляют 

собой зависимость между искомой функцией одного аргумента, самим 

аргументом и производными функции различного порядка. Такие урав-

нения в общем виде можно записать так: F(x, y, y’, ..., y
(n)

). При этом 

старшая степень производной n называется порядком дифференциаль-

ного уравнения. Общее решение дифференциального уравнени n-го по-

рядка содержит n произвольных постоянных С1, …, Сn,  т. е. общее ре-

шение имеет вид y = φ(С1, ..., Сn).  

Для выделения единственного решения необходимо задать n до-

полнительных условий. В зависимости от способа задания этих условий 

существуют два различных типа задач: задача Коши и краевая задача, 

которые и применяются для решения практических задач.  

Если дополнительные условия задаются в одной точке, то такая за-

дача называется задачей Коши. Дополнительные условия в задаче Коши 

называются начальными условиями, а точка х0, в которой они задают-

ся, – начальной точкой. Решения задачи Коши находятся для  х > х0. 

Если дополнительные условия задаются в более чем одной точке, 

т. е. при различных значениях независимой переменной, то такая задача 

называется краевой. Сами дополнительные условия называются крае-

выми, или граничными. На практике, как правило, краевые условия за-

даются в двух точках (х = а и х = b), которые являются границами реше-

ния дифференциальных уравнений. 

5.1. Решение задачи Коши  

Как ни странно, но в Excel нет встроенных методов решения диф-

ференциальных уравнений. 

Для решения дифференциального уравнения в Excel применяется 

метод конечных разностей, суть которого состоит в том, что область не-

прерывного значения аргумента заменяется дискретным множеством то-

чек – узлами. Узлы составляют разностную сетку. Функция, рассчитан-

ная на заданной сетке, называется сеточной функцией. Таким образом, 

решение дифференциального уравнения сводится к отысканию значений 

сеточной функции в узлах, то есть целью является построение таблицы   

xi x0 x1 … xn 

yi y0 y1 … yn 
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При нахождении приближенного решения вычисления проводятся 

с расчетным шагом h = 
xn–x0

n
, расчетными узлами служат точки 

xi = x0 + ih, где i = 0, 1, …, n, промежутка [x0,  xn].  Значения сеточной 

функции рассчитываются по формуле yi+1 = yi + hf(xi, yi, yi–k+1). Такая за-

мена называется аппроксимацией. 

Пример 9. Необходимо решить дифференциальное уравнение 

y’ = 2xy,  y(0) = 2 на отрезке [0, 1].  

Решение. Разобьем заданный отрезок [0, 1] на 10 частей с шагом 0,1 

и заменим заданное дифференциальное уравнение сеточной  функцией  

yi+1 = yi + h2xiyi (рис. 28). 

 

Рис. 28. Решение  y’ = 2xy,  y(0) = 2 на отрезке [0, 1] 

Если в правой части уравнения yi+1 = yi + hf(xi, yi, yi–k+1) отсутствует 

yi+1, то есть функции рассчитывается только по предыдущим значениям, 

то метод считается явным k-шаговым.  

Если в правой части уравнения yi+1 = yi + hf(xi, yi, yi–k+1) присутству-

ет yi+1, то его решение усложняется и применяются итерационные мето-

ды, называемые неявными. 

Мы рассмотрим два наиболее простых явных метода решения зада-

чи Коши. 
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5.2. Решение задачи Коши методом Эйлера  

Метод Эйлера основан на разложении искомой функции в ряд Тей-

лора в окрестностях узлов сетки. При этом отбрасываются все члены, 

содержащие производные выше первого порядка. Алгоритм решения 

задачи Коши методом Эйлера достаточно простой: 

1. Задание начальных данных. 

2. i = 0, y0 = y0. 

3. yi+1 = yi + hf(xi, yi). 

4. Если i < N, перейти на пункт 3. 

5. Вывод решения задачи Коши в узловых точках и построение 

графика искомой функции по точкам {xi , yi}, i = 0, 1, 2, …, N. 

N – число разбиений отрезка [a, b] на подынтервалы постоянной 

длины h. При этом шаг разбиения h = 
b–a

N
. Координаты узловых точек xi 

вычисляются по формуле xi = a + hi,  где  i = 0, 1, 2, …, N. Значения се-

точной функции y1 = y0 + hf(x0, y0), y2 = y1 + hf(x1, y1) и т. д. 

Погрешность метода на каждом шаге вычислений имеет порядок h
2
. 

5.3. Решение задачи Коши методом Рунге–Кутта второго порядка  

Метод Рунге–Кутта второго порядка является самым популярным, 

т. к. дает хороший порядок точности. Описывается формулой  

y0= y0,  yi+1 = yi + ((1 – α) k1 + α·k2)·h, 

где k1 = f (xi, yi ), k2 = f (xi + 
h

2α
, yi + 

h

2α
k1); α – параметр на интервале [0, 1], 

который задает скорость сходимости численного решения, подбирается 

для конкретной задачи. При малых значениях числа разбиений N наибо-

лее оптимальным значением α является 0,26. 

5.4. Решение задачи Коши методом Рунге–Кутта  
четвертого порядка  

На практике для решения задачи Коши чаще всего применяют ме-

тод Рунге–Кутта четвертого порядка точности, который описывается 

формулой  

y0= y0,  yi+1 = yi + (k1 + 2·k2 + 2·k3  + k4) 
h

6
, 

где  

k1 = f(xi, yi),        k2 = f(xi + 
h

2
, yi + 

h

2
k1),        
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k3 = f(xi + 
h

2
, yi + 

h

2
k2),          k4 = f(xi + h, yi + h·k3). 

Погрешность метода на каждом шаге вычислений имеет порядок h5
. 

Пример 10. Решим уравнение dy/dx = 2(x
2
 + y) на интервале [0 , 1], 

начальное значение y(0) = 1, 0 ≤ x ≤ 1, h = 0,1. Для оценки точности за-

дано точное решение в виде функции u(x) = 1,5ℓ
2x

 – x
2
 – x – 0,5. 

1. Расчеты по формуле Эйлера.  

В столбец А занесем номер итерации начиная с 0, в столбец В – 

значения x с шагом h = 0,1 начиная с 0. В столбце С будем проводить 

расчеты yi+1 по формуле Эйлера, в столбце D – точное решение, в столб-

це Е – погрешность вычисления по формуле Эйлера с точным расчетом 

(рис. 29).  

 

Рис. 29. Таблица расчета функции y' = 2(x2 + y) методом Эйлера  
и ее погрешности по сравнению с точным значением 

2. Расчеты по формуле Рунге–Кутта второго порядка точности.  

В ячейке F13 расcчитаем коэффициент k1 по формуле 

=2*(B12^2+H12), где значение y0 = 1 в ячейке H12 из начального условия.  

В ячейке F12 расcчитаем k2 по формуле 

=2*(B12+$C$8/(2*$H$10))^2+(H12+F13*($C$8/(2*$H$10))), где в ячейке 

H10 записан параметр α (в данном случае 0,26).  
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В ячейке Н13 рассчитано значение y1 по формуле  

= H12 – ((1– $H$10)*F13 +$H$10*G13)*$C$8, а в ячейке I13 – погреш-

ность вычисления по формуле Рунге–Кутта второго порядка с точным 

значением по формуле = H13 – E13. Далее копируем все расчеты вниз 

на 9 строк до y10 (рис. 30). 

   
Рис. 30. Таблица расчета функции y'=2(x2 + y)  

методом Рунге–Кутта II порядка и погрешность 

3. Расчеты по формуле Рунге–Кутта четвертого порядка точности.  

В ячейке J13 расcчитаем коэффициент k1 по формуле 

= 2*(B12^2 + N12), где значение y0 = 1 в ячейке N12 из начального условия.  

В ячейке K13 расcчитаем k2 по формуле 

= 2*((B12 + $C$8/2)^2 + (N12 + J13*($C$8/2))), где в ячейке C8 шаг 

h = 0,1. В ячейке L13 расcчитаем k3 по формуле 

= 2*((B12 + $C$8/2)^2 + (N12 + K13*($C$8/2))), a в ячейке M13 – коэф-

фициент k4 по формуле = 2*((B12 + $C$8)^2 + (N12 + L13*$C$8)). 

В ячейке N13 рассчитано значение y1 по формуле 

= N12 + (J13 + 2*K13 + 2*L13 + M13)*$C$8 / 6, а в ячейке O13 – по-

грешность вычисления y1 по формуле Рунге–Кутта четвертого порядка с 

точным значением по формуле =N13 – E13. Далее копируем все расчеты 

вниз на 9 строк до y10 (рис. 31). 



46 

 

Рис. 31. Таблица расчета функции y'=2(x2 + y)  
методом Рунге–Кутта VI порядка и погрешность 

Отобразим полученные результаты на графике (рис. 32). 

 

Рис. 32. Графики функции y' = 2(x2 + y) на интервале [0; 1], рассчитанной 
методами Эйлера, Рунге–Кутта II, VI порядка, и точного решения 

u = 1,5ℓ2x – x2 – x – 0,5 

Если кривые на графике сливаются и трудноразличимы, то нужно 

изменить формат рядов данных, вызвав контекстное меню и проделав 

необходимую корректировку (рис. 32). 
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Вопросы и задания для самопроверки 

1. Дайте определение понятию обыкновенные дифференциальные 

уравнения.  

2. Какие условия налагают краевая задача, задача Коши? 

3. Раскройте алгоритм решения задачи Коши методом Эйлера.  

4. Чем отличается решение задачи Коши методом Рунге–Кутта вто-

рого порядка от решения методом Рунге–Кутта четвертого порядка? 
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Раздел 6. Аппроксимация  
экспериментальных данных 

В вычислительной практике часто возникает задача восстановления 

функции f(x) на отрезке [a, b], если известны ее значения y0 = f(x0), 

y1 = f(x1),…, yn = f(x) в отдельных фиксированных точках x0 , x1,…, xn от-

резка. Такая задача имеет место при табличном задании функции. Зна-

чения y0, y1,…, yn в этом случае – продукт измерения физической вели-

чины на наборе x0, x1, …, xn аргумента x. Чтобы приближенно 

восстановить функцию f(x) на всем отрезке [a, b], строят аппроксими-

рующую функцию φ(x), расчеты по которой в определенном смысле 

приближаются к экспериментально полученным значениям. 

К табличному заданию функции прибегают также в том случае, ко-

гда аналитический вид функции f(x) известен, но сложен и требует 

большого объема вычислений для определения ее отдельных значений. 

Над такой функцией, кроме того, трудно выполнить математические 

операции дифференцирования и интегрирования. Замена f(x) прибли-

женной функцией j(x) позволяет упростить вычисления. 

Пусть величина y является функцией аргумента x, но вид аналити-

ческой зависимости y = f(x) неизвестен, функция задана в виде таблицы 

в точках x0,  x1, ...,  xn, где значения y0 = f(x0), …, yn = f(xn). Решается за-

дача замены функции  f(x) более простой функцией φ(x), чтобы эти 

функции совпадали в заданной области наилучшим образом. Одним из 

методов решения данной проблемы является аппроксимация: построе-

ние функции φ(x) = Pk(x), аппроксимирующей данную функцию f(x) и 

являющейся многочленом степени k вида Pk(x) = Σpjx
j 
(j = 0, …, k), ко-

эффициенты которого pj определяются из условия минимизации суммы 

квадратов отклонений (метод наименьших квадратов) в точках 

x0, x1, …, xn значений многочлена Pk(x) от y0, y1, …, yn соответственно, 

т. е. путем решения задачи: minS = Σ(Pk (xi) – yi)
2
. 

Для аппроксимации функции сначала необходимо выбрать степень 

аппроксимирующего многочлена, т. е. среди многочленов разной степе-

ни выбрать тот, который лучше отражает поведение заданной таблично 

функции. Возможны следующие варианты функций: 

1. Линейная: φ(х) = a·x + b. Обычно применяется в простейших 

случаях, когда экспериментальные данные возрастают или убывают с 

постоянной скоростью (рис. 33). 
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Рис. 33. Линейная аппроксимация исходных данных 

2. Полиноминальная: φ(х) = a0 + a1x+ a2x
2
 + anx

n
, где ai – константы. 

Степень полинома определяется количеством экстремумов (рис. 34). 

 
Рис. 34. Полиноминальная аппроксимация исходных данных 

3. Логарифмическая: φ(х) = a·lnx + b. Применяют для описания 

данных, которые вначале быстро растут или убывают, а затем стабили-

зируются. 

4. Степенная: φ(х) = ax
n
. Данные не должны иметь нулевых или от-

рицательных значений. 

5. Экспоненциальная: φ(х) = be
ax

. Данные не должны иметь нуле-

вых или отрицательных значений (рис. 35). 

 

 
Рис. 35. Экспоненциальная аппроксимация исходных данных 
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Затем с помощью метода наименьших квадратов определить парамет-

ры pj аппроксимирующего многочлена, чтобы S = Σ(Pk(xi) – yi)
2 
→ min.  

Для их поиска дифференцируют функционал S по pj и получают си-

стему линейных уравнений, содержащую (k + 1) линейное уравнение, зави-

сящее от (k + 1) неизвестного параметра p0, p1, ..., pk:   

S = Σ(p0 + p1x + p2x
2
 + pkx

k
 – yi)

2
. 

После определенных математических операций получим: 

(n+1) p0 + p1Σxi  + p2Σxi
2
 +…+ pkΣxi

k
 = Σyi,  i = 0, …n; 

p0Σxi  + p1Σxi
2
   + p2Σxi

3
 +…+ pkΣxi

k+1
 = Σyi xi,  i = 0, …n; 

……… 

p0Σxi
k
  + p1Σxi

k+1
 + p2Σ xi

k+2
 +…+ pkΣxi

2k
 = Σ yi xi

k
,  i = 0, …n. 

Решая эту систему линейных уравнений, находим значения пара-

метров. 

Пример 11. Найти с помощью метода наименьших квадратов ап-

проксимирующий многочлен для таблично заданной функции y = f(x), 

приняв предположение, что f(x) является линейной. 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 

Решение. Так как исходная функция предполагается линейной, то в 

качестве аппроксимирующего многочлена выберем многочлен первой 

степени вида 

P1(x) = p0 + p1x. 

Тогда S = Σ(p0 + p1xi  – yi)
2
, i = 0, …, 4. Система линейных уравне-

ний для поиска параметров p0 и p1 будет иметь следующий вид: 

(n + 1)p0 + p1Σxi  = Σyi,    i  = 0, …, 4, т. е. n  =  4; 

p0Σxi  + p1Σxi
2
 = Σyixi,     i  = 0, …, 4. 

Проведем расчеты значений коэффициентов при неизвестных па-

раметрах (табл. 2).                                                                              
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Таблица 2 
n + 1= 5 

 

Получаем систему  

{
5p

0
 + 11,25·p

1
 = 11,35;

11,25p
0
 + 30,94p

1
 = 29,

 

решая которую любым известным методом (например, матричным), по-

лучим: р0  ≈  0,89, р1 ≈ 0,62.  

Тогда аппроксимирующая функция имеет вид 

у = 0,89 + 0,62х. 

Рассчитаем для нее таблицу и построим график, отобразив исход-

ные данные (рис. 36). 

           

Рис. 36. Таблица и график линейной аппроксимации и исходных данных 

Желание исследователей описывать результаты опытов стандарт-

ными статистическими распределениями понятно. Их основные харак-

теристики хорошо изучены. В ряде случаев статистические функции, 

согласующиеся с экспериментальными данными, позволяют выявлять 

динамические процессы, обусловливающие флуктуации физических ве-

личин. Но в тех случаях, когда экспериментальное распределение имеет 

сложную форму и не описывается стандартной функцией распределе-

ния, все-таки удобно иметь аппроксимационную формулу, удовлетво-

i x y x
2 x y

0 0,75 2,5 0,56 1,88

1 1,5 1,2 2,25 1,80

2 2,25 1,12 5,06 2,52

3 3 2,25 9,00 6,75

4 3,75 4,28 14,06 16,05

Σ 11,25 11,35 30,94 29,00

i x y линей

0 0,75 1,348

1 1,5 1,809

2 2,25 2,27

3 3 2,731

4 3,75 3,192
0

1

2

3

4

5

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

х

y
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рительно описывающую данные. Нередко в таких случаях в качестве 

аппроксимационной функции выбирают полиномы различных степеней. 

Пример 12. Найти с помощью метода наименьших квадратов аппрок-

симирующий многочлен для функции y = f(x) примера 1, приняв пред-

положение, что f(x) является квадратичной.  

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 

Решение. Так как исходная функция предполагается квадратичной, 

то в качестве аппроксимирующего многочлена выберем многочлен вто-

рой степени вида 

P2(x) = p0 + p1x + p2x
2
. 

Тогда S = Σ(p0 + p1xi + p2xi 
2
 – yi)

2
, i = 0, …, 4. Система линейных урав-

нений для поиска параметров p0, p1 и p2 будет иметь следующий вид:  

(n + 1)p0·+ p1Σxi  + p2Σxi
2
  = Σyi,      i  = 0, …, 4; 

p0Σxi  + p1Σxi
2
 + p2Σxi

3
  = Σyixi ,      i  = 0, …, 4; 

p0Σ xi
2
 + p1Σxi

3
 + p2Σxi

4
  = Σyixi

2
,    i  = 0, …, 4. 

Проведем расчеты значений коэффициентов при неизвестных па-

раметрах (табл. 3).                                                                                 

 Таблица 3 
n + 1= 5 

 

Получаем систему 

{

5·p
0
+ 11,25·p

1
+ 30,94·p

2
=11,35;

11,25·p
0
+ 30,94·p

1
+ 94,92·p

2
=29;

30,94·p
0
+ 94,92·p

1
+ 309,76·p

2
=90,21,

 

решая которую любым известным методом, получим: р0 ≈ 4,82,  

р1 ≈ –3,88, р2 ≈ 1,00. 

Аппроксимирующая функция имеет вид  

i x y x
2

x
3

x
4 x y x

2
 y

0 0,75 2,5 0,56 0,42 0,32 1,88 1,41

1 1,5 1,2 2,25 3,38 5,06 1,80 2,70

2 2,25 1,12 5,06 11,39 25,63 2,52 5,67

3 3 2,25 9,00 27,00 81,00 6,75 20,25

4 3,75 4,28 14,06 52,73 197,75 16,05 60,19

Σ 11,25 11,35 30,94 94,92 309,76 29,00 90,21
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у = 4,82 – 3,88х + х
2
. 

Рассчитаем для нее таблицу и построим график, отобразив исход-

ные данные  (рис. 37).  

     

Рис. 37. Таблица и график квадратичной аппроксимации  
и начальных данных 

Пример 13. Найти с помощью метода наименьших квадратов ап-

проксимирующий многочлен для таблично заданной функции y = f(x), 

приняв предположение, что f(x) является экспоненциальной: 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 

Решение. Экспоненциальная функция имеет вид    

y = a0·e
a1x

. 

Приведем ее к линейному виду, прологарифмируя:  

lny = lna0 + a1x, 

и  обозначив: 

φ = ln y;     p0 = ln a0;     p1 = a1. 

Тогда система линейных уравнений для поиска параметров p0 и p1 

будет иметь следующий вид:  

(n + 1)p0 + p1Σxi  = Σφi,        i  = 0, …, 4; 

p0Σxi  + p1Σxi
2
 = Σφixi,      i  = 0, …, 4. 

Проведем расчеты значений коэффициентов при неизвестных па-

раметрах (табл. 4).                                                                                 
Таблица 4 

 

i x y кв.

0 0,75 2,472

1 1,5 1,247

2 2,25 1,146

3 3 2,169

4 3,75 4,316
0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

х

y

i x y x
2 φ φx 

0 0,75 2,5 0,56 0,916 0,687

1 1,5 1,2 2,25 0,182 0,273

2 2,25 1,12 5,06 0,113 0,255

3 3 2,25 9,00 0,811 2,433

4 3,75 4,28 14,06 1,454 5,452

Σ 11,25 11,35 30,94 3,48 9,10
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Получаем систему 

{
5p

0
+11,25p

1
=3,48;

11,25p
0
+30,94p

1
=9,1,

 

решая которую любым методом, получим: р0 ≈ 0,18, р1 ≈ 0,23.  

После этого возвратимся к показательной функции и найдем пара-

метры a0 = ℮
р0

 = ℮
0,18

 = 1,2 и a1 = 0,23. 

Следовательно, аппроксимирующая функция имеет вид y = 1,2e
0,23x

. 

Рассчитаем для нее таблицу и построим график, отобразив исходные 

данные (рис. 38). 

   

Рис. 38. Таблица и график экспоненциальной аппроксимации  
и начальных данных 

В Excel имеются специальные возможности, помогающие найти и 

построить аппроксимирующие функции. 

1. Функция для вычисления коэффициентов регрессии: 

ЛИНЕЙН (массив_y; массив_x; Конст; статистика). Конст – необя-

зательное значение, которое указывает, требуется ли, чтобы выполня-

лось соотношение y = ax. Статистика – логическое значение, указываю-

щее, требуется ли вернуть дополнительную статистику по регрессии. 

2.  Функция для расчета значения по методу наименьших квадратов:  

ТЕНДЕНЦИЯ (массив_y; массив_x; Новый_массив_x; Конст),  

где массив_y – значения функции, которые уже известны для соотно-

шения y = ax + b. Новый_массив_x – новые значения х, для которых 

функция ТЕНДЕНЦИЯ возвращает ожидаемые значения y. Если этот 

параметр пропущен, то предполагается, что он совпадает с массивом х. 

Конст – аналогично ЛИНЕЙН(). 

Пример 14. Для таблично заданной функции y = f(x) построить ап-

проксимирующую функцию, вычислить ожидаемое значение в точках 0;   

0,75;   1,75;   2,8;   4,5. 

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 

5,75 3,39 2,81 3,25 3,75 4,11 4,85 4,45 5,25 

i x y y экс.

0 0,75 2,5 1,426

1 1,5 1,2 1,690

2 2,25 1,12 2,004

3 3 2,25 2,377

4 3,75 4,28 2,818
0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

х

y

yэкс.
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Решение. Для того, чтобы рассчитать значения коэффициентов p0 и 

p1,  выделим ячейки  K72:L72, обратимся к мастеру функций и в катего-

рии Статистические выберем функцию ЛИНЕЙН. Заполним появив-

шееся диалоговое окно соответствующим образом (рис. 39), установив 

курсор в окне редактирования. Нажмем клавишу F2, а затем комбина-

цию клавиш Ctrl + Shift + Enter. В результате в ячейках K72:L72 появят-

ся значения р0 = 0,204, р1 = 3,77. 

В случае линейно заданной функции аппроксимирующая функция 

будет иметь вид  

у = 3,77+ 0,204 х. 

 
Рис. 39. Окно мастера функции ЛИНЕЙН() 

Для вычисления ожидаемого значения в точках 0; 0,75; 1,75; 2,8;  

4,5 занесем их в ячейки В74:F74. Затем выделим диапазон ячеек 

В75:F75, обратимся к мастеру функций и в категории Статистические 

выберем функцию ТЕНДЕНЦИЯ. Заполним появившееся диалоговое 

окно соответствующим образом (рис.  40), установив курсор в окне ре-

дактирования. Нажмем клавишу F2, а затем комбинацию клавиш 

Ctrl + Shift + Enter.  В результате в ячейках  В75:F75  появятся значения  

функции у: 

3,771 3,924 4,128 4,342 4,609 
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Рис. 40. Окно мастера функции ТЕНДЕНЦИЯ() 

Теперь подберем аппроксимирующую функцию графическим ме-

тодом. Для этого по исходным данным строим график. Щелкаем правой 

кнопкой мыши по одной из точек графика. В появившемся диалоговом 

окне выбираем команду Добавить линию тренда (рис. 41).  

 

Рис. 41. Контекстное меню графика 

Появляется диалоговое окно Линия тренда (рис. 42). На первой 

вкладке мы можем выбрать тип линии тренда – линейный, полиноми-
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нальный (любой степени) и т. д., дать название тренду. Также можно 

показать уравнение на диаграмме или величину достоверности R
2
, уста-

новить флажок, если есть необходимость, на закладке. Величина досто-

верности показывает зависимость аппроксимирующей функции от ис-

ходных данных. Чем ближе она к 1, тем выше степень приближения. 

На других вкладках есть возможность форматирования линий аппрок-

симации (толщина, цвет и т. д.). 

 

Рис. 42. Диалоговое окно Линии тренда 

Проанализировав полученные на графике данные, можно сделать 

вывод, что лучше всего аппроксимирует исходные данные полиноми-

нальная функция 3-й степени (R
2
 = 0,8759) по сравнению с линейной 

(R
2
 = 0,0812) и квадратичной (R

2
 = 0,5645) (рис. 43). 
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Рис. 43. Линии аппроксимирующих функций 

Вопросы и задания для самопроверки 

1. Что такое аппроксимация? Какая функция называется аппрокси-

мирующей? 

2. В чем заключается метод наименьших квадратов? 

3. В чем суть линейной аппроксимации? Какой ее график?  

4. В чем суть полиноминальной аппроксимации? Напишите фор-

мулу в общем виде. Какой ее график? 

5. В чем суть логарифмической аппроксимации? Какой ее график?  

6. Какие встроенные функции Excel позволяют упростить процесс 

аппроксимации? 

6. Как можно построить на графике в Excel аппроксимирующие 

функции? 

R² = 0,0812

R² = 0,5645

R² = 0,8759

0

1

2

3

4

5

6

7

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

Исход.данные

Линей.

Полином.2-я

Полином.3-я
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Раздел 7. Интерполяция экспериментальных данных 

Пусть величина y является функцией аргумента x, но вид аналити-

ческой зависимости y = f(x) неизвестен, функция задана таблично в точ-

ках x0, x1, ..., xn, где значения y0 = f(x0), …, yn = f(xn). Решается задача за-

мены функции  f(x) более простой функцией φ(x), чтобы эти функции 

совпадали в заданной области наилучшим образом. Одним из методов 

решения данной проблемы является интерполяция: построение функции 

φ(x) = Pn(x), являющейся интерполяционным многочленом степени n и 

обладающей тем свойством, что ее значения в точках x0, x1, ..., xn допол-

нительным условием является обязательное совпадение значений функ-

ций  f(x) и φ(x)  в заданных точках. Интерполяция функции производит-

ся на некотором отрезке [x0, xn]. 

Различают глобальную интерполяцию, когда на весь интервал стро-

ится один многочлен, и локальную – когда для каждой части интервала 

строится свой многочлен. 

Простейшая локальная интерполяция – линейная, при которой за-

данные точки соединяются прямыми отрезками, функция получается в 

виде ломаной с вершинами в данных точках. Для каждого участка  

[xi–1, xi] в качестве интерполяционного многочлена используется урав-

нение прямой, проходящей через концы этого отрезка.  

Для i-го интервала: у = ai·x + bi, xi–1 ≤ x ≤ xi, 

ai = ·
y

i
 – y

i-1

xi – x
i-1

, bi = уi–1 – ai·xi–1. Поэтому для нахож-

дения приближенного значения функции в точке 

х сначала определяем, в какой интервал попадает 

значение х, а затем подставляем его в формулу.  

При локальной квадратичной интерполяции 

в качестве интерполяционной функции на 

участке [xi–1, xi+1] используется квадратный  

трехчлен: у = aix
2
 + bix + сi, xi–1 ≤ x ≤ xi+1, графи-

ком которого является парабола. Функция стро-

ится по трем точкам: xi–1, xi, xi+1.   

Для нахождения коэффициентов a, b и с необходимо составить си-

стему из трех уравнений:  

{

аxi–1
2
 + bxi–1+ c = уi–1;

аxi
2

 + bxi+ c = уi;
аxi+1

2
 + bxi+1+ c = уi+1,
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решить ее на интервале [xi–1, xi+1], а затем подставить найденные коэф-

фициенты в уравнение у = ax
2
 + bx + с. 

Пример 15. Найти значение функции y = f(x), заданной таблично в 

точке x = 2: 

1) при линейной интерполяции; 

2) квадратичной интерполяции. 

i 0 1 2 3 4 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 

Решение  

1. Видно, что x = 2 лежит во втором интервале [1,5; 2,25], то есть 

i = 2, а коэффициенты a2 и b2 рассчитываются следующим образом:   

a2 = 
y

2
 – y

1

x2 – x1
 =  

1,12 – 1,2

2,25 – 1,5
 = –0,1067;  

b2 = у1 – a2·x1 = 1,2 – (–0,1067) ·1,5 = 1,36. 

Значение функции в точке x = 2:  

у = a2·x + b2= –0,1067 ·2 + 1,36 = 1,147 (рис. 44). 

 
Рис. 44. Расчет линейной интерполяции для x = 2 

2. Так как x = 2 лежит в интервале [1,5; 2,25], то коэффициенты a, b 

и с рассчитываются из условия:  

 {

x1
2
 а + x1b + c = у1;

x2
2
а  + x2b + c = у2;

x3
2
 а + x3b + c = у3;

                      {

1,5
2
 а + 1,5b + c = 1,2;

2,25
2
а + 2,25b + c = 1,12;

3
2

 а + 3b + c = 2,25,

  

а у(2) = a·2
2
 + b·2 + с  рассчитывают следующим образом (рис. 45): 
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Рис. 45. Расчет квадратичной интерполяции для x = 2 

В результате  получаем:  a = 1,08;  b = 4,14  и  с = 4,99, а значение 

функции  у(2) = 1,08·2
2
 + 4,14·2 + 4,99. 

Заметим, что значения, полученные при локальных линейной и 

квадратичной интерполяциях различаются. 

Имеются различные формулы для построения интерполяционного 

многочлена: формулы Лагранжа, Ньютона, Гаусса.  

Рассмотрим интерполяционный многочлен Лагранжа. Он имеет вид 

Pn(x) =Σyjpj(x) ,   где  pj(x) = ∏
(x–xk)

(xj–xk)

n
k=0, k≠j . 

При этом легко заметить, что каждый многочлен pj(x) обладает тем 

свойством, что он обращается в ноль при всех табличных значениях ар-

гумента x, кроме x = xj. А при x = xj его значение равно единице. При 

этом полученный интерполяционный многочлен Pn(x) обладает необхо-

димым свойством:  его  значения  в  точках  x0, x1, ..., xn совпадают  со  

значениями y0, y1, ..., yn   функции f(x) в этих же точках. Можно также 

заметить, что его степень на единицу меньше количества табличных 

значений функции. 

Пример 16. Построить интерполяционный многочлен Лагранжа 

для заданной таблично функции y = f(x) и его график. 

i 0 1 2 3 4 

x 188 188,1 188,2 188,3 188,4 

y 62,1 64 61,5 63,5 62,1 

Решение. Если имеется пять значений функции в заданных точках, 

то интерполяционный многочлен будет четвертой степени и иметь сле-

дующий вид: 



62 

P4(x) = Σyi · pi(x), i = 0, …, 4, 

где pi(x) являются так же многочленами четвертой степени от x и полу-

чаются следующим образом: 

p0(x) = 
(х – 188,1)(х – 188,2)(х – 188,3)(х – 188,4)

(188 – 188,1)(188 – 188,2)(188 – 188,3)(188 – 188,4)
; 

p1(x) = 
(х – 188)(х – 188,2)(х – 188,3)(х – 188,4)

(188,1 – 188)(188,1 – 188,2)(188,1 – 188,3)(188,1 – 188,4)
; 

p2(x) = 
(х – 188)(х – 188,1)(х – 188,3)(х – 188,4)

(188,2 – 188)(188,2 – 188,1)(188,2 – 188,3)(188,2 – 188,4)
; 

p3(x) = 
(х – 188)(х – 188,1)(х – 188,2)(х – 188,4)

(188,3 – 0188)(188,3 – 188,1)(188,3 –188,2)(188,3 – 188,4)
; 

p4(x) = 
(х – 188)(х – 188,1)(х – 188,2)(х – 188,3)

(188,4 – 188)(188,4 – 188,1)(188,4 – 188,2)(188,4 – 188,3)
. 

Сам интерполяционный многочлен имеет вид 

P4(x) = 62,1p0(x)  + 64p1(x) + 61,5p2(x) + 63,5p3(x) + 62,1p4(x). 

Рассчитаем знаменатели  коэффициентов pi(x)  (рис. 46). Тогда 

многочлены pi(x) будут иметь вид: 

 

p0(x) = 
(х – 188,1)(х – 188,2)(х – 188,3)(х – 188,4)

0,002
; 

p1(x) = 
(х – 188)(х – 188,2)(х – 188,3)(х – 188,4)

(– 0,001)
; 

p2(x) = 
(х – 188)(х – 188,1)(х – 188,3)(х – 188,4)

0,0004
; 

p3(x) = 
(х – 188)(х – 188,1)(х – 188,2)(х – 188,4)

(– 0,001)
; 

p4(x) = 
(х – 188)(х – 188,1)(х – 188,2)(х – 188,3)

0,002
. 
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Рис. 46. Расчет знаменателей pi(x) 

Далее построим график интерполяционного многочлена Лагранжа. 

Для этого создадим таблицу: в первой колонке – значения х на интерва-

ле [188; 188,4] с шагом h = 0,02. 

Для каждого значения х рассчитаем p0(x), p1(x), p2(x), p3(x) и p4(x) 

(рис. 47). Например, p1(0,85) в ячейке С37 рассчитывается по формуле  

= ((A26 – $B$21)*(A26 – $D$21)*(A26 – $E$21)*(A26 – $F$21))/ $C$19,  

 

Рис. 47. Расчет pi(x) для интервала [188; 188,4] 

Теперь мы можем рассчитать значения интерполяционного много-

члена P4(x). Шаг выбираем самостоятельно, исходя из необходимости и 
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достаточности количества точек для построения графика. При этом убе-

димся, что полученный интерполяционный многочлен Лагранжа P4(x) 

обладает необходимым свойством: в точках x0, x1, …, xn, а именно 188; 

188,1; 188,2; 188,3; 188,4, его значения совпадают со значениями 

y0, y1, …, yn,, а именно 62,1; 64; 61,5; 63,5; 62,1, функции f(x), заданной 

таблично (рис. 48). 

 

Рис. 48. Расчет Р4(x)  для интервала [188; 188,4] 

Построим график полученного интерполяционного многочлена Ла-

гранжа: P4(x) = 62,1p0(x) + 64p1(x) + 61,5p2(x) + 63,5p3(x) + 62,1p4(x) 

(рис. 49).  
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Рис. 49. График  Р4(x)=62,1p0(x)+64p1(x)+61,5p2(x)+63,5p3(x)+62,1p4(x)  

на интервале [188; 188,4] 

Вопросы и задания для самопроверки 

1. Что такое интерполяция? Какая функция называется интерполи-

рующей? 

2. В чем разница между глобальной и локальной интерполяцией? 

3. Что значит «интерполяционный многочлен Лагранжа»? Какое 

его свойство вы можете указать? 

4. В чем заключается отличие между интерполяцией и аппроксима-

цией?

61,00

61,50

62,00

62,50

63,00

63,50

64,00

64,50

65,00

65,50

188 188,1 188,2 188,3 188,4

Интерполяционный многочлен Лагранжа 
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Раздел 8. Статистическая обработка  
экспериментальных данных 

8.1. Выборка. Точечные оценки результатов измерений 

Большое значение в нефтегазовой отрасли имеют эксперименталь-

ные исследования. Все полученные результаты наблюдений называются 

генеральной совокупностью. Все элементы генеральной совокупности 

характеризуются рядом признаков и могут быть объединены в выборку 

в зависимости от значений какого-либо признака. Уточним, что и вся 

генеральная совокупность значений может быть принята в качестве вы-

борки. Оценки истинного значения величины могут быть получены с 

помощью аппарата математической статистики, когда ее значение воз-

можно получить только в процессе многократного повторения экспери-

мента. 

Пакет Excel богато оснащен набором средств статистической обра-

ботки данных. В него включены наиболее часто используемые стати-

стические процедуры: средства описательной статистики, вычисления 

критериев различия, корреляционные и другие методы, позволяющие 

проводить необходимый статистический анализ различных типов дан-

ных. 

В Мастере функции Excel (категория статистические) имеется ряд 

специальных функций, предназначенных для вычисления выборочных 

характеристик: медиана, дисперсия, дисперсия генеральной совокупно-

сти, математическое ожидание случайной величины и другие. 

Пример 17. Пусть дана выборка из 10 экспериментальных значе-

ний загрязненности воздуха (концентрации угарного газа), полученных 

в течение месяца. Используя мастер функций, рассчитаем статистиче-

ские характеристики для этой выборки (рис. 50). 

При некоторых условиях расчет статистических характеристик с 

помощью таблиц становится громоздким (это происходит когда число 

исходных данных превышает  50), тогда принято применять компакт-

ный метод расчета, включающий в себя предварительную группировку 

данных. Для этого весь диапазон исходных данных (от минимального 

до максимального) разбивается на равные интервалы. Удобнее работать 

с округленными границами, поэтому их часто округляют. Для выбороч-

ного метода число исходных данных влияет на количество классов. Вы-

борочный метод используется, когда нет необходимости или возможно-

сти исследовать всю совокупность данных. Тогда исследуют выборку и 

полученные результаты обобщают для всего собрания объектов.  
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Рис. 50. Результат расчета статистических характеристик выборки 

Выборочной (эмпирической) функцией распределения случайной ве-

личины Х, построенной по выборке х1, х2, …, хn, называется функция F(x), 

равная доле значений хi, удовлетворяющих условию хi < x, i = 1, 2, …, n. 

Для того чтобы построить выборочную функцию распределения, весь 

диапазон исходных данных Х разбивают на ряд интервалов одинаковой 

ширины. Что касается числа интервалов, то их чаще всего выбирают не 

менее 5 и не более 15. Затем рассчитывают число значений Х, попавших 

в каждый интервал. Для нахождения относительной частоты попадания 

случайной величины Х в заданные интервалы нужно разделить эти числа 

на общее количество наблюдений. По найденным относительным часто-

там строят гистограмму выборочных функций распределения. Соединив 

ломаной линией соответствующие точки относительных частот, получим 

диаграмму, которая называется полигоном частот. При размере выборки 

(интервала) больше 30 (иногда говорят до бесконечности) выборочные 

функции распределения превращаются в теоретические. Гистограмма 

превращается в график плотности распределения, а кумулятивная пря-

мая, в которой по оси абсцисс откладываются интервалы, а по оси орди-

нат – число или доли элементов совокупности, имеющих значение, 

меньшее или равное заданному, – в график функции распределения. 

В Excel для построения выборочной функции распределения ис-

пользуются специальная функция ЧАСТОТА и процедура пакета анали-

за ГИСТОГРАММА. 

Пример 18. Построить эмпирическое распределение профиля вы-

сот в метрах для следующей выборки:  

64, 57, 63, 62, 58, 61, 63, 60, 60, 61, 65, 62, 62, 60, 64, 61, 59, 59, 63, 61, 

62, 58, 58, 63, 61, 59, 62, 60, 60, 58, 61, 60, 63, 63, 58, 60, 59, 60, 59, 61, 

62, 62, 63, 57, 61, 58, 60, 64, 60, 59, 61, 64, 62, 59, 65. 
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В диапазон А2:Е12 вводим значения профиля высот. Ширину ин-

тервала выбираем равной 1 м. Используя функцию НАИМЕНЬШИЙ, 

найдем минимальное значение выборки – 57 м, с помощью функции 

НАИБОЛЬШИЙ – максимальное значение выборки – 65 м. В результате 

получаем 9 интервалов. В диапазон G2:G10 введем значения интерва-

лов. 

Заполним столбец абсолютных частот следующим образом. Выде-

лим диапазон Н2:Н10. На панели инструментов Стандартная нажима-

ем кнопку fx, выбираем категорию Статистические, находим функцию 

ЧАСТОТА, нажимаем ОK. Появляется окно мастера функций. Мышкой 

выделяем ячейки А2:Е12 в качестве Массива_данных, после чего пере-

ходим мышкой в строку формулы, нажимаем клавишу F2. В качестве 

Массива_интервалов выделяем ячейки G2:G10. Переходим в строку 

формулы, нажимаем F2, а затем – сочетание клавиш Ctrl + Shift + Enter. 

В результате в столбце Н2:H10 появляется массив абсолютных частот.   

В ячейке H11 найдем общее количество наблюдений. Для этого 

установим курсор на ячейку H11, на панели инструментов нажимаем 

кнопку ∑, выбираем диапазон Н2:H10, нажимаем Enter. 

Теперь рассчитаем относительные частоты. Результаты располо-

жим в ячейках I2:I10. Сначала в ячейке I2 введем формулу Н2/$H$11, а 

затем скопируем ее в остальные ячейки диапазона. Получаем массив 

относительных частот (рис. 51). 

 

Рис. 51. Результат обработки выборки 
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Заполним столбец накопленных частот. Для этого в ячейку J2 ско-

пируем значение I2, в ячейку J3 введем формулу = J2 + I3 и скопируем 

ее в остальные ячейки диапазона. Получаем массив накопленных ча-

стот. Результат вычислений представлен на рис. 51. 

Построим диаграмму относительных и накопленных частот. Сложно 

поверить, но в Excel 2010 нет специальной гистограммы с графиком с 

накоплением. Поэтому будем делать следующим образом. Обращаемся 

к Мастеру диаграмм. Выделив диапазон ячеек I2:J10, в главном меню 

выбираем Вставка → Гистограмма → Гистограмма с накоплением. 

На экране появляется график в первоначальном варианте. В нем по го-

ризонтальной оси расположены деления 1, 2 и т. д. В подменю выбира-

ем Выбрать данные, после чего на экране появится окно Выбор источ-

ника данных. В поле Подписи горизонтальной оси нажимаем Изменить 

и мышкой выделяем диапазон подписей оси – ячейки G2–G10, нажима-

ем ОK и в следующем окне снова ОK. На графике по горизонтальной 

оси появились значения профиля высот от 57 до 65 м. 

Далее мышкой щелкаем в диаграмме по одному из столбцов, отра-

жающих накопленные частоты, помеченным становится весь ряд накоп-

ленных частот. Нажимаем правую клавишу мышки и в появившемся 

окне выбираем Изменить тип диаграммы для ряда (рис. 52). На экране 

появляется основное меню выбора (изменения) типа диаграммы. Щел-

каем мышкой по иконке График, нажимаем ОK.  

 

Рис. 52. Меню изменения типа диаграммы для ряда 
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График на экране принимает вид, где масштабы относительных и 

накопленных частот отличаются почти в полтора раза. Для наглядности 

таких диаграмм есть возможность сделать график с двумя вертикаль-

ными осями, то есть для гистограммы относительных частот своя шка-

ла, для графика накопленных частот – своя. Для этого выделяем в диа-

грамме линейный график, щелкая мышкой по нему, затем нажимаем 

правую клавишу мышки и в появившемся окне Формат ряда данных в 

поле параметры ряда выбираем пункт по вспомогательной оси. 

На экране появляется график с двумя осями. Теперь нужно привести их 

в соответствие требованиям. Кликаем мышкой на численные значения 

оси – на экране появляется окно Формат оси. Подбираем все необхо-

димые параметры для каждой из осей, редактируем. В результате полу-

чаем диаграмму относительных и накопленных частот на одном графи-

ке (рис. 53). 

 

Рис. 53. Диаграмма относительных и накопленных частот 

8.2. Погрешности 

Все вычисления, проводимые при решении какой-либо задачи, 

страдают приближенностью. Это происходит в связи с тем, что исполь-

зуемые в этих вычислениях величины несут в себе неточность измере-

ния, определяемую единицей измерения прибора, а также потому, что в 

процессе вычисления могут производиться округления величин, приво-

дящие также к накоплению погрешности вычисляемых величин. Это 

надо обязательно учитывать, чтобы всегда иметь представление о вели-

чине ошибки полученного результата. 

Можно выделить два типа погрешностей. Первый тип появляется в 

процессе измерений и относится к техническим погрешностям, или по-

грешностям измерений. Такие погрешности подразделяются на случай-

ные и систематические. Случайные погрешности присутствуют во всех 
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измерениях, они неустранимы и их стараются снизить до разумных пре-

делов путем соответствующей организации работ. Систематические по-

грешности возникают в результате неправильной методики или техно-

логии измерений, их значения направлены в одну сторону (завышения 

или занижения результатов измерений). Если такие погрешности появ-

ляются, необходимо устранять их либо изменением методики и техно-

логии измерений, либо введением поправок. 

Второй тип погрешностей возникает при распространении выбо-

рочных данных на генеральную совокупность. Их называют погрешно-

стями аналогии, или погрешностями распространения. Значения их за-

висят от способа или методики распространения данных выборки на 

генеральную совокупность, поэтому иногда такие ошибки называют ме-

тодическими погрешностями. 

Для относительных случайных погрешностей существуют допу-

стимые значения, которые приводят в инструкциях по подсчету запасов 

для каждого вида минерального сырья. Если относительная случайная 

погрешность окажется больше допустимой, то подсчет запасов будет 

ненадежным. 

Различают два вида погрешностей – абсолютную и относительную. 

Абсолютная погрешность некоторой величины равна разности между ее 

истинным значением и приближенным значением, полученным в ре-

зультате измерения или вычисления. Относительная погрешность – это 

отношение абсолютной погрешности к модулю приближенного значе-

ния величины. 

Таким образом, если a – приближенное значение величины х, то вы-

ражения для абсолютной и относительной погрешностей запишутся со-

ответственно в виде: Δх = х – а, δх = Δх/| а |. 

Пример 19. Пусть необходимо вычислить значение величины y, а также 

оценить погрешность этого вычисления. При этом известны оценки аб-

солютных погрешностей используемых в вычислении величин. 

Дано: у = √
𝑎+𝑏

𝑥2(1−𝑥)
;   

a = 25,2;  Δa = 0,1;    

b = 10,24;   Δb = 0,02;   

х = 0,5;   Δх = 0,1. 

Проделаем следующее: разместим в ячейках A1, A2, A3 обозначе-

ния ‘a =’, ‘b =’, ‘x =’, а в ячейках B1, B2, B3 их значения соответ-

ственно. Аналогично заполним ячейки С1:D3 (рис. 54).  
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Рис. 54. Исходные данные  

Проведем расчеты, используя следующий алгоритм: 

∆(a + b) = 0,1 + 0,02 = 0,12; 

δ(a + b) = ∆(a + b)/ |a + b| = 0,12/35,44 = 0,003386; 

δ(х
2
) = 2δх =2 ∆х/ |x| = 2·0,1/0,5 = 0,4; 

∆(1 – x) = ∆(1) + ∆(x) = 0 + 0,1 = 0,1; 

δ(1 – x) = ∆(1 – x) / |1 – x| = 0,1/0,5 = 0,2; 

δ(√у) = δ(a + b) + δ(х
2
) + δ(1 – x) = 0,003386 + 0,4 + 0,2 = 0,603386; 

δ(у) =  
1

2
δ(√у) =  

1

2
·0,003386 = 0,301693; 

у =  √
25,2+10,24

0,52(1−0,5)
 = √283,52 = 16,838052; 

∆ у = δ (у)·|у| = 0,301693·16,838052 = 5,0799224. 

Так, например, для вычисления относительной погрешности числи-

теля δ(a + b) в ячейке В6 набираем =, ссылка на В5 (абсолютная по-

грешность), знак деления (/). Затем обращаемся к мастеру функций, 

находим функцию ABS, вводим аргументы функции, получаем в строке 

ввода =B5/ABS(B1+B2), нажимаем Enter. В текущей ячейке появится 

результат 0,003386. 

Для вычисления функции извлечения квадратного корня есть два 

варианта: использовать функцию КОРЕНЬ(…)  или функцию СТЕПЕНЬ 

(…). Так, например, вычислить значение функции у можно или 

=КОРЕНЬ((B1+B2)/(B3^2*(1-B3)) или =СТЕПЕНЬ ((B1+B2)/(B3^2*(1-B3));1/2). 

Для вычисления корней с другими показателями используется функция 

СТЕПЕНЬ (число, степень). 

Результаты расчетов представлены на рис. 55. 
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Рис. 55. Результаты расчетов в Excel для примера 19 

8.3. Законы распределения случайных величин 

При проверке соответствия полученных экспериментальным путем 

данных теоретическому распределению при обработке статистическими 

методами часто требуется знание априори определенного закона рас-

пределения. В то же время в большинстве реальных случаев при реше-

нии задач закон распределения эмпирических данных и его параметры 

неизвестны. Что же делать? 

Закон распределения случайной величины выражается в виде инте-

грала вероятности: ( ) ( )

x

F x f x dx



  , где F(х) – вероятность p того, что 

значение случайной величины не превысит значения х, т. е. p = F(х); 

функция под интегралом f(x) – плотность вероятности случайной вели-

чины; к кривой, описываемой функцией f(x), стремится гистограмма ча-

стостей при увеличении числа наблюдений.  

Из рис. 56 видно, что интеграл вероятности F(х) при увеличении 

значения х монотонно растет от нуля до единицы. Его можно рассмат-

ривать как площадь (заштрихована на рис. 56, б), ограниченную осью 

абсцисс, кривой f(x) и отрезком перпендикуляра, проведенного из точ-
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ки а. Вся площадь под кривой f(x) равна единице, поэтому заштрихо-

ванная площадь меньше единицы и соответствует вероятности p. 

 
Рис. 56. Графики интеграла вероятности (а) и плотности вероятности (б) 

Можно разбить законы распределения случайных величин на две 

большие группы: дискретные и непрерывные. Случайная величина при-

нимает лишь определенные значения (например, число зерен минералов 

в пробе), а график плотности вероятности имеет ступенчатый вид для 

дискретных законов. Это биномиальный, Пуассона, и гипергеометриче-

ский законы. Случайная величина для законов с непрерывным распре-

делением может принимать любые значения в области своего существо-

вания (например, содержание компонента в руде), а графики плотности 

вероятности непрерывного распределения имеют плавный вид. К таким 

законам относятся: нормальный, логнормальный, Стьюдента, 
2
, Фише-

ра и некоторые другие. 

Рассмотрим некоторые из часто употребляемых на практике зако-

нов распределения. 

Чаще других используют нормальный, потому что он носит пре-

дельный характер и при определенных условиях к нему приближаются 

многие другие законы. Нормальный закон описывается интегралом ве-

роятности ,e
2

1
)(

22

2)(












x
xx

dxxF  плотность вероятности имеет вид 
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  (рис. 57). Каковы же особенности этого закона и 

его показатели. Во-первых, его кривая имеет симметричную форму от-

носительно абсциссы, а площадь между кривой и осью абсцисс равна 

единице. Ветви кривой не ограничены и уходят в плюс и минус беско-

нечность, сливаясь в удалении с осью абсцисс. 

Нормальный закон полностью определяется двумя статистически-

ми характеристиками: средним значением x , которое определяет поло-

жение графика на оси абсцисс, и дисперсией 
2
, которая определяет 

 

 

а 0 x 

р 

1 
F(x) 

а 0 x 

F(x) 

 

р 

а б 

Рис.2.2. Графики интеграла вероятности (а) и плотности вероятности (б) 
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крутизну ветвей. Кривая плотности вероятности симметричная, асим-

метрия и эксцесс равны нулю. 

 
Рис. 57. График плотности вероятности нормального закона 

В геохимии широко применяется логарифмически-нормальный 

(логнормальный) закон распределения, так как этим законом описыва-

ется частота появления низких содержаний химических элементов. Об-

ласть существования случайной величина в логнормальном законе – от 

нуля до +. Если присутствуют нулевые значения (или следы), что не-

редко бывает при спектральном и химическом анализах, то это вызыва-

ет трудности, так как логарифм нуля равен –. Обычно нулевые содер-

жания заменяют какими-то минимальными значениями, например 

пределом чувствительности. Плотность вероятности логарифмов опи-

сывается формулой нормального закона: 

2

2

( )

2σ1
( ) e ,

σ 2

z

z z

z

f z





  

(рис. 58), где z  – среднее значение логарифмов;  – среднеквадратич-

ное отклонение логарифмов. 

 
Рис. 58. График плотности вероятности логнормального закона 

Для оценки соответствия имеющихся экспериментальных данных 

нормальному закону распределения используют графический метод, 

выборочные параметры формы распределения и критерии согласия. 

 

 

Рис.2.3. График плотности вероятности 

нормального закона 

x  – + 

F(x) 

x 

S = 1 

 

 

x  xmod 
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Рис.2.9. График плотности вероятности  

логнормального закона 
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Критериями согласия – это статистические критерии, предназна-

ченные для проверки согласия экспериментальных и рассчитанных по 

теоретической модели данных. Нулевая гипотеза – это утверждение о 

том, что распределение генеральной совокупности, из которой получена 

выборка, не отличается от нормального. Наиболее распространен кри-

терий хи-квадрат (χ
2
), который основан на сравнении эмпирических ча-

стот интервалов группировки с теоретическими (ожидаемыми) частота-

ми, рассчитанными по формулам нормального распределения. Данный 

критерий применяется для объема выборки больше 40 (n ≥ 40), выбо-

рочные данные группируются в интервальный ряд с числом интервалов 

не менее 7, а в каждом интервале не должно находится менее 

5 наблюдений (частот). 

Распределение 
2
 служит преимущественно для проверки гипотез о 

соответствии наблюдаемых частот теоретическим законам распределе-

ния. Плотность вероятности распределения описывается формулой 

1
2

/2

2 2

Г
2

1
(χ ) ( ) e

2
k

k x

k
f f x x

 

 
 
  

 

(рис. 59), где k – число степеней сво-

боды, зависящее от числа классов гистограммы nk (обычно k = nk – 3).  

 

Рис. 59. График распределения 2 

Видим, что случайная величина 
2
 имеет область существования от 

нуля до +. График плотности вероятности асимметричен, модальное 

значение 
2
mod = k – 2. При увеличении числа степеней свободы распре-

деление 
2
 приближается к нормальному с математическим ожиданием 

k и дисперсией 2k. Как только число степеней свободы превышает 

тридцать  (k > 30), можно переходить к таблицам нормального распре-

деления, заменив величину 
2
 нормированной случайной величиной t: 

.2/)( 2 kkt   

Для практических целей требуется иметь таблицу коэффициентов 

вероятности (табл. 5), играющих роль критериев. В зависимости от ве-

 

 

Рис.2.11. График распределения 2 

f (2) 

+ 0 2 

k = 4 
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роятности  при заданной степени свободы k критерию 
2
 соответствует 

заштрихованная площадь на рис. 60. 

В Excel критерий χ
2
 реализован в функции ХИ2ТЕСТ, которая вы-

числяет вероятность совпадения наблюдаемых (фактических) значений 

и теоретических (гипотетических) значений. Если вычисленная вероят-

ность ниже уровня значимости (0,05), то нулевая гипотеза отвергается и 

утверждается, что наблюдаемые значения не соответствуют нормаль-

ному закону распределения. Если вычисленная вероятность близка к 1, 

то можно говорить о высокой степени соответствия экспериментальных 

данных нормальному закону распределения. 

Параметры функции ХИ2ТЕСТ («фактический_интервал, ожидае-

мый_интервал»): «фактический_интервал» – интервал данных, которые 

содержат наблюдения, подлежащие сравнению с ожидаемыми значени-

ями; «ожидаемый_интервал» – интервал данных, которые содержат 

теоретические (ожидаемые) значения для соответствующих наблюде-

ний. 

Пример 20. Для выборки распределения профиля высот (в метрах):  

64, 57, 63, 62, 58, 61, 63, 60, 60, 61, 65, 62, 62, 60, 64, 61, 59, 59, 63, 61, 

62, 58, 58, 63, 61, 59, 62, 60, 60, 58, 61, 60, 63, 63, 58, 60, 59, 60, 59, 61, 

62, 62, 63, 57, 61, 58, 60, 64, 60, 59, 61, 64, 62, 59, 65.  

проверить соответствие выборочных данных нормальному закону рас-

пределения. 

Вычисления будут проходить в два этапа: 

1. Найдем теоретические частоты нормального распределения, 

предварительно определив среднее значение и стандартное отклонение 

выборки. Для этого в ячейке I12 с помощью функции СРЗНАЧ находим 

среднее значение для диапазона А2:Е12. Затем в ячейке I13 с помощью 

функции СТАНДОТКЛОН находим стандартное отклонение для этих 

данных. Теоретические частоты определяем с помощью функции 

НОРМРАСП: устанавливаем курсор в ячейку K2, вызываем указанную 

функцию, заполняем ее параметры следующим образом: х – ячейка G2; 

среднее – $I$12; стандартное отклонение – $I$13; интегральный – 0. 

Нажимаем ОK. Далее копируем формулу в ячейки K3– K10. После чего 

заполняем столбец L, введя формулу =K2*$H$11 в ячейку L2 и растянув 

ее в ячейки L3–L10. Результаты вычислений показаны на рис. 60. 

2. С помощью функции ХИ2ТЕСТ определим соответствие данных 

нормальному закону распределения. Для этого устанавливаем курсор в 

ячейку L12, на панели инструментов Стандартная нажимаем кнопку fx, 

в появившемся окне выбираем категорию Статистические и находим 

функцию ХИ2ТЕСТ(), нажимаем ОK, вводим требуемые параметры 

(рис. 61), нажимаем ОК. В ячейке L12 появляется значение 0,9842. Это 
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значит, что вероятность соответствия выборочных данных нормальному 

закону распределения составляет 98,42 %. 

 

Рис. 60. Результаты вычислений теоретических частот 

 

Рис. 61. Результаты вычислений χ2-критерия 

8.4. Расчет доверительного интервала 

Среднее значение x  из n независимых значений случайной величи-

ны х также является случайной величиной. Обычно среднее значение 

случайной величины находят по выборке из генеральной совокупности. 

Математическое ожидание случайной величины в генеральной сово-
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купности М(х) обычно неизвестно. Его можно приближенно оценить с 

помощью выборочного среднего значения, которое также является слу-

чайной величиной. Чаще всего с достаточным основанием предполага-

ется, что случайная величина, как представляющая собою сумму многих 

случайных величин, имеет распределение, близкое к нормальному. Раз-

мах значений нормально распределенной величины составляет прибли-

женно ±3. Где-то в этом интервале и заключено математическое ожи-

дание М(х). Наиболее вероятно, что оно совпадает со средним 

значением ,x  которое является точечной оценкой математического 

ожидания. Менее вероятно, что математическое ожидание смещено в ту 

или иную сторону от среднего значения. Интервал возможных значений 

математического ожидания зависит от вероятности β и выражается че-

рез коэффициент вероятности. Данный интервал называется довери-

тельным интервалом, или интервальной оценкой, математического 

ожидания. Каждому значению вероятности β соответствует определен-

ный коэффициент вероятности и размер доверительного интервала. То 

есть для заданной вероятности β требуется определить максимальную 

погрешность εβ, которая имеется в эксперименте, если за истинное зна-

чение случайной величины принята ее оценка, полученная из опыта, – 

среднее значение (Х
ср

). Полученный интервал называется доверитель-

ным, его границы (Х
ср

 ± εβ) – доверительными, вероятности β – довери-

тельной. Чем больше величина доверительной вероятности β, тем шире 

доверительный интервал (больше величина εβ), и наоборот, чем больше 

ширина доверительного интервала, тем с большей вероятностью истин-

ное значение находится в этом интервале. Иногда вместо доверительной 

вероятности задают уровень значимости р = 1 – β, который часто выра-

жают в процентах. Уровень значимости показывает вероятность того, 

что истинное значение измеряемой величины будет лежать за предела-

ми доверительного интервала. На практике величину доверительной ве-

роятности берут равной 0,9; 0,95; 0,99. 
Расчет доверительного интервала зависит от объема выборки – n. 

Если объем выборки больше 30 (n > 30), то предполагается, что случай-
ная величина подчиняется нормальному закону распределения и дове-
рительный интервал можно рассчитать с использованием стандарта 
среднего: Sxcp = Sx /√n.  

В Excel для вычисления границ доверительного интервала и при 

числе элементов выборки <30 используют функцию ДОВЕРИТ или 

процедуру Описательная статистика. 

Функция ДОВЕРИТ(альфа; станд_откл; размер) определяет полу-

ширину доверительного интервала, где альфа – уровень значимости (р), 

доверительная вероятность равна 100·(1 – альфа) процентам, т. е. аль-
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фа = 0,05 означает 95%-й уровень доверительной вероятности;  

станд_откл – стандартное отклонение; размер –  объем выборки (n). 

Пример 21. Найти с доверительной вероятностью β = 95 % грани-

цы доверительного интервала для времени функционирования скважи-

ны, если экспериментально установлено, что у 25 скважин среднее вре-

мя функционирования составило 140 месяцев, а стандартное 

отклонение – 2,5 месяца. 

Устанавливаем курсор в ячейку А1, на панели инструментов Стан-

дартная нажимаем кнопку fx, в появившемся окне выбираем категорию 

Статистические и находим функцию ДОВЕРИТ, нажимаем ОK, вво-

дим требуемые параметры (рис. 62), нажимаем ОK.  

 

Рис. 62. Окно функции ДОВЕРИТ 

В ячейке А1 появляется 0,97998 – значение полуширины 95%-го до-

верительного интервала для времени функционирования скважины. То 

есть с 95%-м уровнем надежности можно утверждать, что средняя про-

должительность функционирования скважины составляет 140 ± 0,97998 

месяца или от 139,02 до 140,98 месяца. 

8.5. Отбраковка грубых измерений 

Иногда при проведении многократных измерений одной величины 

оказывается, что одно или несколько значений существенно отличаются 

от остальных. Такие измерения, как правило, содержат грубую ошибку 

и называются грубыми, или выбросами. Перед построением довери-

тельного интервала при заданной доверительной вероятности β необхо-

димо серию измерений проверить на наличие выбросов. Проверка на 

выбросы проводится по U-критерию, рассчитывается по формуле 
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U
p
 = 
|𝑋под−𝑋ср|

√𝑆𝑥
2
𝑛

𝑛−1
, где Х

под
 – измерение, подозреваемое на наличие грубой 

ошибки. 

Сравниваем U 
p
 с табличным значением Up,f (табл. 5), которое опреде-

ляется уровнем значимости р и количеством степеней свободы f = n – 2. 

Если U 
p
 > Up,f, то значение Х

под
 содержит грубую ошибку и это измере-

ние необходимо исключить из серии. После исключения всех измере-

ний, содержащих грубые ошибки, можно переходить к построению до-

верительного интервала.  
Таблица 5 

Зависимость параметра Up,f  от количества измерений (n)  
и вероятности (р) 

n Up,f   при р n Up,f   при р 

  0,9 0,95 0,99   0,9 0,95 0,99 

3 1,41 1,41 1,41 15 2,33 2,49 2,8 

4 1,64 1,69 1,72 16 2,35 2,52 2,84 

5 1,79 1,87 1,96 17 2,38 2,55 2,87 

6 1,89 2 2,13 18 2,4 2,58 2,9 

7 1,97 2,09 2,26 19 2,43 2,6 2,93 

8 2,04 2,17 2,37 20 2,45 2,62 2,96 

9 2,1 2,24 2,46 25 2,54 2,72 3,07 

10 2,15 2,29 2,54 30 2,61 2,79 3,16 

11 2,19 2,34 2,61 35 2,67 2,85 3,22 

12 2,23 2,39 2,66 40 2,72 2,9 3,27 

13 2,26 2,43 2,71 45 2,76 2,95 3,32 

14 2,3 2,46 2,76 50 2,8 2,99 3,37 

Пример 22. Пусть имеется выборка объемом 4 измерения: х1 = 4,13; 

х2 = 4,65; х3 = 4,62; х4 = 4,54. Уровень значимости α = 0,05. Провести от-

браковку измерений, т. е. определить измерения, содержащие грубую 

ошибку и исключить их из серии. 

Для выполнения задания сделаем следующие шаги: 

1. Введем исходные данные, рассчитаем среднее значение выборки 

с помощью функции СРЗНАЧ, хср= 4,485, рассчитаем дисперсию слу-

чайной величины с помощью функции ДИСП (Sx
2 
= 0,058). 

2. Исследуем выборку на наличие грубых ошибок. Для этого рассчи-

таем значение критерия U
p
 для всех измерений, подозреваемых на ее 
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наличие, сравним с табличным значением Up,f и, используя функции ЕС-

ЛИ, заполним столбец Е, исключив из выборки грубые ошибки  (рис. 63). 

3. После исключения из выборки грубых ошибок объем выборки 

уменьшается. Тогда можно переходить к построению доверительного 

интервала. 

Сравним результаты расчетов до и после отбраковки (рис. 64). 

 
Рис. 63. Отбраковка измерений 

а)      

б)     

Рис. 64. Значение доверительного интервала и границ:  
а) до исключения грубых ошибок; б) после исключения из выборки грубых ошибок 

В особо ответственных случаях контроль проводят несколько раз, 

чтобы убедиться в обоснованности введения поправок на систематиче-

скую погрешность. 

Вопросы и задания для самопроверки 

1. Сравнить понятия генеральной совокупности и выборки.  

2. Что такое выборочная функция? Описать алгоритм и требования 

для ее построения. 

3. Перечислить и кратко охарактеризовать законы распределения 

случайных величин. 

Уровень надежности(95,0%) 0,383767

Доверительные границы 3,7175 5,2525

Уровень надежности(95,0%) 0,141254

Доверительные границы 4,3587 4,8480



83 

4. Что такое выброс? Для чего проводят отбраковку грубых изме-

рений? 

5. Дать определение доверительного интервала. Как он изменяется 

после отбраковки грубых измерений? 

6. Дать определение погрешности. Перечислить виды погрешно-

стей. 

Заключение 

Научно-технический прогресс в области информатики и вычисли-

тельной техники обусловил широкое внедрение компьютеров и совре-

менных методов обработки информации во все отрасли народного хо-

зяйства, в том числе в нефтегазовую. Успешное использование 

математических методов и компьютеров невозможно без повышения 

уровня математического образования. Предлагаемое учебное пособие 

помогает читателю получить представление о принципах и особенно-

стях математического моделирования нефтегазовых объектов и явле-

ний, овладеть основными методами математической, в том числе стати-

стической, обработки информации и научиться применять их для 

решения задач нефтегазовой отрасли. В данном учебном пособии рас-

смотрены средства визуализации данных (построение диаграмм и гра-

фиков) в MS Office Excel. Представленные в нем сведения могут быть 

применены и при выполнении практических работ в вузе и в дальней-

шем, при создании иллюстрационных материалов для отчетов, слайдов 

презентаций при защите курсовых работ, докладах на конференциях 

и т. д. В этом пособии изложены основы построения, редактирования и 

форматирования диаграмм. Дополнительные возможности программы 

для визуализации данных можно изучить самостоятельно по другим ис-

точникам.  

Рассмотренные математические методы не исчерпывают всего их 

многообразия. Приведены лишь наиболее важные и распространенные в 

нефтегазовых объектах и явлениях, по мнению автора, методы, прове-

ренные на практике и которые могут быть полезны при математической 

обработке исходных данных. Так, исключены из рассмотрения диспер-

сионный анализ, частные коэффициенты корреляции, некоторые редкие 

законы распределения случайных величин.  

Новые математические методы, которые появились совсем недав-

но и находятся в стадии становления, такие как фрактальный анализ, 

явления самоорганизации вещества и др., в учебное пособие пока не 

вошли. 
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