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Предисловие 

 Изложение настоящего практикума базируется на предположении 
о знакомстве читателя со стандартным общим курсом разделов высшей 
математики, согласованным с государственным стандартом программ 
обучения в университете технического профиля. 

Целью практикума являются систематизация, углубление знаний о 
методах исследования моделей физических явлений, закрепление навы-
ков практической работы в пакете Excel, а также самостоятельного мо-
делирования, проведения расчетов и анализа расчетных показателей в 
области нефтегазового дела.  

Главная задача бакалавра, аспиранта, инженера, изучающего любой 
физический процесс, заключается в выявлении особенностей законо-
мерности его поведения, в получении функциональной зависимости 
между входными параметрами и выходным результатом. Большинство 
таких задач сводится к решению математически формализованного 
описания процесса – уравнений. Именно это и обуславливает задачи 
курса: 1) уметь описывать физические процессы нефтегазовой отрасли и 
поведение технических систем уравнениями; 2) обрабатывать экспери-
ментальные данные исследования объектов и процессов с помощью со-
временных методов математического моделирования и программных 
средств; 3) владеть навыкам работы на компьютере: интерпретировать и 
наглядно представлять полученные результаты, используя программные 
средства, в том числе встроенные в программное обеспечение функции. 

Для каждого из разделов практикума студент должен изучить ме-
тоды решения соответствующей задачи, а затем выполнить индивиду-
альное задание, узнав номер и данные варианта у преподавателя. Преж-
де чем решать самостоятельное задание, студент должен разобрать 
типовой пример по соответствующей теме. 
 

Автор выражает благодарность рецензентам – В.И. Биматову, 
заведующему кафедрой динамики полета Томского государственного 
университета, профессору, доктору физико-математических наук, а 
также Ю.С. Саркисову, заведующему кафедрой химии Томского госу-
дарственного архитектурно-строительного университета, профессо-
ру, доктору технических наук, за ценные замечания и помощь при под-
готовке пособия. 
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Введение 

При исследованиях практически на всех предприятиях нефтегазо-
вого сектора быстрыми темпами накапливается большое количество 
информации: результаты геологической документации скважин, выра-
боток, спектральных и химических анализов руд, пород и минералов, 
данные геофизических и геохимических измерений и др. Одно из важ-
нейших направлений научно-технического прогресса состоит в широ-
ком внедрении автоматизированных методов накопления, хранения, об-
работки и передачи информации с целью повышения эффективности. 

Построение компьютерной модели базируется на отвлечении от 
конкретной природы изучаемого объекта или явления. Чем больше суще-
ственных, важных свойств выявлено и учтено в компьютерной модели, 
тем более приближенной она окажется к реальной модели. Компьютер-
ное моделирование заключается в проведении серии вычислительных 
экспериментов на компьютере, целью которых является анализ, интер-
претация и сопоставление результатов моделирования с реальным пове-
дением изучаемого объекта и, при необходимости, последующее уточне-
ние модели. 

Математические методы исследования используются для решения 
задач, которые решаются с определенной точностью и достоверностью 
с помощью математической модели, и при этом на выходе получается 
оптимальное решение. Понятие «математические методы» ассоциирует-
ся сознанием с определением «математической модели». В практикуме 
представлено решение практически значимых задач нефтегазовой от-
расли, которые можно решить математическими методами (линейные и 
нелинейные уравнения, системы линейных уравнений, аппроксимация, 
интерполяция, соответствие законам распределения, статистические ме-
тоды) с помощью одной из современных компьютерной систем – Excel. 
Excel – это мощный инструмент, позволяющий использовать встроен-
ные функции и сосредоточить внимание на логике методов и алгорит-
мов, освобождая от необходимости освоения громоздких вычислитель-
ных процедур. 

Согласно ISO/TS I6949: «Организация должна обеспечить персо-
нал, который был бы компетентен в степени, обеспечивающей выпол-
нение требований к проектированию, и обладал соответствующими 
навыками использования приемлемых приемов и методов». 
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Практическая работа № 1 
Работа с Excel 

Цель работы:  отработка практических навыков работы в Excel. 
Задачи: ознакомление с интерфейсом Excel и стандартными функ-

циями; овладение навыками работы в программной среде и проведение 
расчетов с использованием программных средств, в том числе строен-
ных в программное обеспечение функций. 

Окна Excel. Верхняя строка окна – заголовок с кнопками управле-
ния его размерами. Вторая строка – главное меню. Третья и четвертая 
строки – панели инструментов Стандартная и Форматирование соот-
ветственно. Назначение кнопок можно прочитать, медленно перемещая 
курсор по ним. Пятая строка – ввод и редактирование, слева в ней – по-
ле имени, справа – поле ввода. Под этой строкой расположен рабочий 
лист. Нижняя строка – строка состояния. 

Структура рабочего листа. Рабочий лист разбит на ячейки (клет-
ки – сells), которые расположены на пересечении столбцов (columns) и 
строк (rows). Слева и вверху расположены адресные полосы: на левой – 
номера строк: 1, 2, 3, …, на верхней – адреса столбцов: A, B,…, AA, AB. 
Адрес ячейки составлен из имени столбца и номера строки. Если щелк-
нуть мышкой по ячейке, то она становится текущей и ее адрес отобра-
жается в поле имени. 

Для перемещения на самую нижнюю строку рабочего листа нужно 
нажать Ctrl + ↓. Номер последней строки 65 536 = 216. Для перемещения в 
крайний правый столбец нужно нажать Ctrl + →. Чтобы вернуться в левую 
верхнюю ячейку, нужно нажать Ctrl + Home. Для перемещения по листам 
можно использовать клавиши PgDn и PgUp, Tab – слева направо, 
Shift + Tab – справа налево, Enter – сверху вниз, Shift + Enter – снизу вверх. 

В нижней части рабочего листа имеются ярлычки листов, на кото-
рых размещены имена: Лист1, Лист2, ... Ярлычок активного листа вы-
делен белым цветом, имя – полужирным шрифтом. 

При работе в среде Excel необходимо сначала выделить объект, а 
затем над выделенным объектом выполнять операцию. Для выделения с 
помощью мышки: столбца – щелкнуть мышкой по верхней адресной 
строке; несколько столбцов – щелкнуть мышкой по заголовку первого 
столбца и, не отпуская левую клавишу мыши, протащить ее по адресной 
строке по соответствующим заголовкам; строк – аналогично; всех ячеек 
рабочего листа – щелкнуть мышкой по кнопке на пересечении адресных 
полос. Для снятия выделения достаточно щелкнуть мышкой по любой 
невыделенной ячейке рабочего листа. 
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В любую ячейку таблицы Excel можно записать число или текст. 
Для выполнения операций над содержимым ячеек используются фор-
мулы, которые состоят из выражений. Формула начинается со знака ра-
венства (=). Все формулы записываются в одну строку, поэтому иногда 
необходимо вводить дополнительные скобки, которых нет в исходных 
формулах.  

Проведем расчет по формулам, зависящим от двух аргументов: X и Y. 
Сначала отведем для X, Y две ячейки и для наглядности дадим им имена. 
Введем в ячейку А1 букву ‘Х’, в ячейку А2 – букву ‘Y’. Присвоим значе-
ния переменных, поместив в ячейку В1 число 4, в ячейку В2 число 3. Да-
лее выполним расчет по формуле, которую введем в ячейку В3. 

Пример 1. Рассчитаем значение выражения  
௫ିଶହ	ା	 మೣయ	శ	మ	 + 1. 

Для этого в ячейку В3 введем формулу =(х – 2)/(5 + (2*х/(3 + y ^ 2))) + 1. 
После нажатия клавиши Enter в ячейке В3 появится результат 1,352941. 

Возможности, заложенные в Excel, позволяют достаточно просто 
вычислять значения элементов арифметических и геометрических про-
грессий. 

Пример 2. Пусть надо получить 10 элементов арифметической про-
грессии с начальным значением 10 и шагом 5. 

Эта задача решается с использованием верхнего меню. В ячейку С1 
заносим начальное значение, выделяем 10 ячеек для элементов прогрес-
сии. Затем открываем в верхнем меню: редактирование/прогрессия. 
В открывшемся окошке выбираем тип прогрессии, указываем величину 
шага. В результате в столбце С1–С10 находятся элементов прогрессии 
(10, 15, 20, …, 55).  

Рассчитать сумму элементов этой прогрессии можно как сумму 
элементов столбца, выбрав редактирование/автосумма (∑). В результате 
в ячейке С11 появится результат 325. 

Логические операции используются в том случае, когда значение 
ячейки необходимо вычислять в зависимости от выполнения или невы-
полнения одного или нескольких условий. В ячейку записывается условие 
в виде функции логического ветвления (ЕСЛИ), с тремя аргументами: 

ЕСЛИ (логич. выраж.; значение 1, если истина; значение 2, если ложь) 
Логическое выражение – любое значение или выражение, принима-

ющие значения ИСТИНА или ЛОЖЬ. Например, В2 > 47 – логическое 
выражение, принимающее значение 1, если в ячейке В2 находится число, 
больше чем 47, в противном случае функция принимает значение 2. 

Пример 3. Дан объем добычи нефти (баррелей в сутки) по каждой 
скважине в течение недели. Требуется получить информацию о скважи-
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нах, у которых средняя добыча за неделю выше среднего значения. Ис-
пользовать логические операции.  

Решение. Для начала найдем средние значения добычи каждой 
скважины с использованием функции СРЗНАЧ, выбрав «вставить 
функцию/СРЗНАЧ», разместив их в ячейках B11:G11. Затем, используя 
эту же функцию, найдем среднее значение добычи нефти в ячейке С15, 
появится результат 239,09524 (рис. 1). 

 

Рис. 1. Рабочий лист с исходными данными и вычислениями 

Далее используем функцию ЕСЛИ, записав в ячейку B13 для пер-
вого продавца условие следующим образом:  

=ЕСЛИ(B11>=$B$15;"лучшая";"***") (рис. 2). 
Затем скопируем эту функцию для других скважин в ячейки 

С11:G11. В итоге в строке 13 мы увидим информацию о скважинах, у 
которых средний объем добычи нефти за неделю выше среднего: в 
столбце такой скважины будет текст «лучшая». 

В данном примере перед номером строки и столбца ячейки В15 
знак $. Знак $ перед номером строки и столбца ячейки используется в 
случаях, когда адрес ячейки не должен меняться. При обычном копиро-
вании формул из одной ячейки в другую в Excel автоматически меняют-
ся ссылки на ячейки, т. е. сохраняется относительное расположение яче-
ек результата и ячеек операндов. Такая адресация называется 
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относительной. В случае, когда адрес ячейки операнда не должен ме-
няться, используют абсолютную адресацию, записывая перед номером 
строки и(или) столбца знак $. 

 
Рис. 2. Окно мастера функции ЕСЛИ для примера 3 

В Excel записано более 400 стандартных функций. Для работы с 
ними используется мастер функций, к которому можно обратиться, 
нажав кнопку fx на панели инструментов Стандартная.  

Пример 4. Вычислить выражение lg32 + √14. При обращении к ма-
стеру функций выбираем категорию математические, находим функцию 
LOG, вводим аргументы функции: число (в данном примере 2) и осно-
вание (в данном примере 3). Если нажать Enter, то ввод формулы за-
вершится, в текущей ячейке появится результат 0,63092975 и придется 
корректировать формулу. Чтобы избежать этого следует, находясь в 
окне мастера функций, щелкнуть мышкой в поле ввода сразу за сфор-
мированной первой частью формулы LOG(2,3) и, набрав знак +, снова 
нажать кнопку fx на панели инструментов Стандартная. Затем найти 
функцию КОРЕНЬ(), ввести аргумент число (в данном примере 14), при 
этом в окне мастера функций появится результат вычисления 3,7416574. 
После нажатия клавиши Enter в текущей ячейке появляется общий ре-
зультат вычисления выражения lg32 + √14 – 4,372587. 

Задачи для самостоятельного решения 

Взять у преподавателя свой вариант. В соответствии с полученным 
вариантом рассчитать значения функции, используя встроенные в Excel 
функции, для каждого (I, II, III) столбца. 
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№1 
 

№2 №3
 

  I II  III   I I I III I II III

a 13.5 18.5 11.8 a 2.754 3.236 4.523 a 23.16 17.41 32.37 

b 3.7 5.6 7.4 b 11.7 15.8 10.8 b 8.32 1.27 2.35

c 4.22 3.42 5.82 c 0.65 0.65 0.85 c 145.5 342.3 128.7

m 1 3 5 m 2 3 1 m 28.6 11.7 27.3

n 23.725 14.782 11.234 n 6.32 7.18 4.17 n 1 2 3

№4 
 

№5 №6
 

  I II  III   I I I III I II III

a 22.16 15.71 12.31 a 16.342 12.751 31.456 a 23.16 17.41 32.37

b 5.03 3.28 1.73 b 2.5 3.7 7.3 b 8.32 1.27 2.35

c 3.6 7.2 3.7 c 1 2 3 c 145.5 342.3 128.7

m 5 6 7 m 9.14 8.12 6.71 m 2 4 6

n 7 3 5 n 6.35 7.06 5.8 n 3 6 9
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Практическая работа № 2 
Построение графиков функций 

Цель работы: формирование умений представлять результаты ис-
следований, используя программные возможности Excel: строить гра-
фики и диаграммы, а также оформлять их согласно предъявляемым тре-
бованиям.  

Задачи: научиться строить графики функций одной переменной; 
строить графики поверхностей 1-го и 2-го порядков, используя встроен-
ный в Excel Мастер диаграмм и наглядно оформлять их. 

Для отражения полученных или собранных числовых данных в 
Excel имеются средства для создания графиков и диаграмм, которые в 
наглядной форме представляют зависимости и тенденции. Microsoft 
Excel позволяет создавать множество различных типов графиков: ли-
нейчатая диаграмма, гистограмма, линейный график, точечная, круговая 
и пузырьковая диаграмма, диаграмма-поверхность и др. За построение 
графиков и диаграмм в Excel отвечает Мастер диаграмм, который вы-
зывается через функцию Вставки → Диаграмма главного меню. Эта 
функция считается одним из основных достоинств Excel. Поэтому важ-
но научиться строить графики для получения максимальной отдачи от 
Excel. Рассмотрим несколько примеров построения графиков. 

Построение графика функции одной переменной 
Пример 5. Построим график функции y = sin(x) в диапазоне  

[–2π; +2π] с шагом π/6.  
Заголовок задания запишем в ячейке F1. Затем укажем заголовки 

столбцов в ячейках: А3 – «№» – порядковый номер точки, В3 – «х» – 
значение аргумента, С3 – «y = sin(x)» – вычисленное значение функции 
соответствующего аргумента. 

1. Заполним диапазон ячеек А4–А23 последовательностью 
1, 2, …, 20. При этом возможно использовать автозаполнение, для чего в 
ячейках А4–А5 ввести числа 1 и 2 соответственно, а затем, выделив их, 
потянуть за нижний правый угол до достижения необходимого значения. 

2. Заполним диапазон ячеек В4–В23 последовательностью от –2π 
до +2π с шагом π/6. Для того чтобы ввести значение π, нажимаем кноп-
ку fx на панели инструментов Стандартная, выбираем категорию Ма-
тематические, находим и выбираем функцию ПИ(). Можно также вос-
пользоваться средствами автозаполнения. 

3. В ячейках С4–С23 рассчитаем значения функции y = sin(x), для 
этого находим и выбираем функцию SIN(число). В качестве аргумента 
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функции указываем адрес соответствующей ячейки в столбце В, для че-
го щелкаем мышкой по нужной ячейке. В данном случае также есть 
возможность использовать автозаполнение.  

4. Строим график функции, выполняя последовательно следующие 
шаги: 

4.1. Выделим диапазон ячеек С3:С23 (вместе с заголовком). 
4.2. В главном меню вызываем Вставка → График и выбираем 

один вариант из предложенных типов графиков. На экране появляется 
график функции в первоначальном варианте. Теперь необходимо приве-
сти его в соответствие требованиям стандарта НИ ТПУ. 

В третьей строке меню выбираем подменю Выбрать данные, после 
чего на экране появится окно Выбор источника данных. В нашем случае 
необходимо изменить подписи горизонтальной оси. Для этого надо 
нажать «изменить» – в появившемся окне курсор будет в строке Диапа-
зон подписи оси, мышкой выделяем диапазон аргументов – ячейки  
В4–В23 – и нажимаем ОK. Видим, что на графике по оси х появились 
необходимые значения – снова нажимаем ОK (рис. 3). 

 

Рис. 3. Построение графика функций (рабочий лист Excel) 

Видим, что шрифт на графике не Time New Roman, поэтому двой-
ным щелчком мышки поочередно выделяем значения оси y, значения оси 
x, название графика и, выходя в главное меню, изменим шрифт и при 
необходимости его размер. Также можно уменьшить (или увеличить) 
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разрядность значений по оси, если они имеют слишком большую (или 
недостаточную) разрядность, используя кнопки на панели инструментов. 

Построение плоскости 1-го порядка 
Уравнение вида Ax + By + Cz + D = 0 называется общим уравнени-

ем плоскости. Важные частные случаи уравнения плоскости возникают 
при равенстве нулю некоторых коэффициентов A, B, C, D. Если D = 0, 
то уравнение Ax + By + Cz = 0 определяет плоскость, проходящую через 
начало координат. Если A = 0, то уравнение By + Cz + D = 0 определяет 
плоскость, параллельную оси x, аналогично при В = 0 и С = 0. 

Пример 6. Построить плоскость, заданную уравнением  
2x + 4y – 2z + 2 = 0. 

Построим часть плоскости, лежащей в 1-м квадранте для x от 0 до 6 
с шагом 0,5 и для y от 0 до 6 с шагом 1,0. Для этого решим уравнение от-
носительно z: z = x + 2y + 1. Значения x вводим в столбец А (можно ис-
пользовать автозаполнение), начиная со строки 2 и до строки 14. Значе-
ния y вводим в строку 1, начиная со столбца В и заканчивая столбцом Н. 
В ячейку В2 записываем формулу для расчета z: =$A2+2*B$1+1 и, нажав 
указателем мыши на черную точку в нижнем правом углу ячейки В2, за-
полняем этой формулой весь диапазон ячеек В2:Н14 (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Исходные данные решения уравнения z = x + 2y + 1 
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Теперь обращаемся к Мастеру диаграмм. Выделив весь диапазон 
ячеек В2:Н14, в главном меню выбираем Вставка → Другие диаграммы 
→ Проволочная поверхность и нажимаем ОK. На экране появляется плос-
кость в первоначальном варианте. В третьей строке меню выбираем под-
меню Выбрать данные, после чего на экране появится окно Выбор источ-
ника данных. Для изменения подписей по оси x надо нажать «изменить» – 
в поле Подписи горизонтальной оси (категории) и мышкой выделить диа-
пазон аргументов – ячейки А2–А14. Для изменения подписей по оси y в 
поле Элементы легенды (ряды) необходимо последовательно поменять 
каждый из семи рядов: в рабочее поле Имя ряда для ряда 1 вводим ячейку 
В1, после нажатия ОK первым элементом показано значение 0. Для ряда 2 
вводим ячейку С1, после нажатия ОK вторым элементом показано значе-
ние и т. д. Таким образом, после ввода последнего значения ряда y = 6, и 
закрытия окна нажатием ОK мы получаем практически готовый график. 
Остается только изменить шрифт на Time New Roman и в результате по-
лучаем плоскость, представленную на рис. 5. 

 
Рис. 5. Вид построенной в программе Excel плоскости z = x + 2y + 1 

Построение плоскости 2-го порядка 
Пример 7. Построить двухполосный гиперболоид, заданный урав-

нением x2 / 9 + y2 / 4 – z2 = –1. 
Переменная x имеет диапазон изменений (–3; +3), y – (–2; +2), шаг 

0,5 для обеих переменных. Решим уравнение относительно z:  

z = ට1 + ௫మଽ + ௬మସ . 
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Как и в примере 6, значения x вводим в столбец А, начиная со 
строки 2 и до строки 14, Значения y – в строку 1, начиная со столбца В, 
в ячейку В2 вводим уравнение для z:  

z = КОРЕНЬ(1+($A2^2)/9+(В$1^2)/4). 
Далее заполняем этой формулой весь диапазон ячеек В2:J14 (рис. 6).  

 

Рис. 6. Исходные данные решения уравнения z = ට1 + ௫మଽ + ௬మସ  

Теперь обращаемся к Мастеру диаграмм. Выделив весь диапазон 
ячеек В2:J14, в главном меню выбираем Вставка → Другие диаграм-
мы → Проволочная поверхность и нажимаем ОK. По аналогии с преды-
дущим примером изменяем подписи по осям. Теперь для более нагляд-
ного представления графика поменяем минимальное значение 
вертикальной оси. Для этого активируем меню вертикальной оси двой-
ным щелчком мышки и в открывшимся окне вместо минимального зна-
чения авто руками заносим 1,0. 

Для изменения подписей по оси x надо нажать «изменить» – в поле 
Подписи горизонтальной оси (категории) и мышкой выделить диапазон 
аргументов – ячейки А2–А14. Для изменения подписей по оси y в поле 
Элементы легенды (ряды) необходимо последовательно поменять каж-
дый из рядов: в рабочее поле Имя ряда для ряда 1 вводим ячейку В1, 
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после нажатия ОK первым элементом показано значение –3. Для ряда 2 
вводим ячейку С1, после нажатия ОK вторым элементом показано зна-
чение и т. д. Таким образом, после ввода последнего значения ряда 
y = 3, и закрытия окна нажатием ОK мы получаем практически готовый 
график. Остается только изменить шрифт на Time New Roman и в ре-
зультате получаем плоскость, представленную на рис. 7. 

 

Рис. 7. Вид построенной в программе Excel поверхности z = ට1 + ௫మଽ + ௬మସ  

Задачи для самостоятельного решения 

Взять у преподавателя свой вариант. В соответствии с полученным 

вариантом построить графики функций 
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 	=	f и 
x2

d2 +
y2

e2 	=	z, где 

а, b, c, d, е – коэффициенты согласно варианту. 

1.   
x24 	+	 y29 	+	 z216 	=	4     z	=	 x2

25
	+	 y2

1
 .              2.  

x21 	+	 y225 	+	 z21 	=	5    	z= x2	25 	+	 y225. 
3.  

x2ଵ 	+	 y24 	+	 z29 	=	4     z	=	 x24 	+	 y21 .              4.  
x225 	+	 y29 	+	 z225 	=	3    z	=	 x216 	+	 y24 . 

5.  
x24 	+	 y2ଵ 	+	 z29 	=	4     z	=	 x29 	+	 y216 .  6.  

x236 	+	 y24 	+	 z225 	=	1    z	=	 x24 	+	 y236. 

-2

-1

0

1
2

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

-3 -2,5 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
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Практическая работа № 3 
Статистическая обработка экспериментальных данных 

Выборка. Точечные оценки результатов измерений 
Цель работы: расширение, систематизация и углубление знаний в 

области математической статистики, используя программные возмож-
ности средств статистической обработки данных Excel.  

Задачи: приобретение практического опыта вычисления статисти-
ческих характеристик и доверительных интервалов с использованием 
специальных функций Excel, построения функций распределения, про-
верки соответствия данных теоретическому распределению, а также ис-
следования данных на наличие грубых ошибок и их последующее ис-
ключение из выборки. 

Большое значение в нефтегазовой отрасли имеют эксперименталь-
ные исследования. В тех случаях, когда необходимо многократное по-
вторение эксперимента для получения значения некоторой величины, 
оценки ее истинного значения могут быть получены с помощью аппара-
та математической статистики. 

Пакет Excel богато оснащен набором средств статистической обра-
ботки данных. В него включены наиболее часто используемые статисти-
ческие процедуры: средства описательной статистики, вычисления крите-
риев различия, корреляционные и другие методы, позволяющие проводить 
необходимый статистический анализ различных типов данных. 

В Мастере функции Excel (категория статистические) имеется ряд 
специальных функций, предназначенных для вычисления выборочных 
характеристик. 

СРЗНАЧ вычисляет среднее арифметическое значение нескольких 
аргументов чисел. 

СРГАРМ позволяет получить среднее гармоническое значение мно-
жества данных. Это обратная к среднему арифметическому величина. 

СРГЕОМ вычисляет среднее геометрическое значение массива по-
ложительных чисел. Функцию можно использовать для вычисления 
средних показателей динамического ряда. 

МЕДИАНА позволяет получить медиану заданной выборки. Меди-
ана – такой элемент выборки, для которого число элементов выборки со 
значениями больше медианы равно числу элементов выборки со значе-
ниями меньше медианы. 

МОДА вычисляет наиболее часто встречающееся значение в выборке. 
ДИСП позволяет оценить дисперсию по выборочным данным. 
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ДИСПР оценивает дисперсию по генеральной совокупности дан-
ных. 

СТАНДОТКЛОН вычисляет стандартное отклонение. 
ПЕРСЕНТИЛЬ позволяет получить квантили заданной выборки. 

Квантиль – числовая характеристика закона распределения случайной 
величины.  

Пример 8. Пусть дана выборка из 10 экспериментальных значений 
загрязненности воздуха (концентрации угарного газа), полученных в те-
чение месяца. Используя мастер функций, рассчитаем статистические 
характеристики для этой выборки (рис. 8). 

 

Рис. 8. Результат расчета статистических характеристик выборки 

Выборочный метод. Задача выборочного метода состоит в том, что-
бы сделать правильные выводы относительно всего собрания объектов. 
Выборочной (эмпирической) функцией распределения случайной величи-
ны Х, построенной по выборке х1, х2, …, хn, называется функция F(x), рав-
ная доле значений хi, удовлетворяющих условию хi < x, i = 1, 2, …, n. Для 
построения выборочной функции распределения весь диапазон измене-
ния случайной величины Х разбивают на ряд интервалов одинаковой 
ширины. Число интервалов обычно выбирают не менее 5 и не более 15. 
Затем определяют число значений случайной величины Х, попавших в 
каждый интервал. Поделив эти числа на общее количество наблюдений 
n, находят относительную частоту попадания случайной величины Х в 
заданные интервалы. По найденным относительным частотам строят 
гистограмму выборочных функций распределения. Если соответствую-
щие точки относительных частот соединить ломаной линией, то полу-
ченная диаграмма будет называться полигоном частот. При увеличении 
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размера выборки до бесконечности (на практике больше 30) выборочные 
функции распределения превращаются в теоретические. Гистограмма 
превращается в график плотности распределения, а кумулятивная пря-
мая, в которой по оси абсцисс откладываются интервалы, а по оси орди-
нат – число или доли элементов совокупности, имеющих значение, 
меньшее или равное заданному, – в график функции распределения. 

В Excel для построения выборочной функции распределения ис-
пользуется специальная функция ЧАСТОТА и процедура пакета анали-
за ГИСТОГРАММА. 

Пример 9. Построить эмпирическое распределение профиля высот 
в метрах для следующей выборки:  
64, 57, 63, 62, 58, 61, 63, 60, 60, 61, 65, 62, 62, 60, 64, 61, 59, 59, 63, 61, 
62, 58, 58, 63, 61, 59, 62, 60, 60, 58, 61, 60, 63, 63, 58, 60, 59, 60, 59, 61, 
62, 62, 63, 57, 61, 58, 60, 64, 60, 59, 61, 64, 62, 59, 65. 

В диапазон А2:Е12 вводим значения профиля высот. Ширину ин-
тервала выбираем сами равной 1 м. Используя функцию НАИМЕНЬ-
ШИЙ, найдем минимальное значение выборки – 57 м и с помощью 
функции НАИБОЛЬШИЙ – максимальное значение 65 м. В результате 
получаем 9 интервалов. В диапазон G2:G10 введем значения интервалов 
(рис. 9). 

 

Рис. 9. Заполнение граничных значение интервалов 
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Заполним столбец абсолютных частот следующим образом. Выде-
лим диапазон Н2:Н10. На панели инструментов Стандартная нажима-
ем кнопку fx, выбираем категорию Статистические, находим функцию 
ЧАСТОТА, нажимаем ОK, появляется окно мастера функций. Мышкой 
выделяем ячейки А2:Е12 в качестве Массива_данных, после чего пере-
ходим мышкой в строку формулы, нажимаем клавишу F2, в качестве 
Массива_интервалов выделяем ячейки G2:G10, переходим в строку 
формулы, нажимаем F2, а затем – сочетание клавиш Ctrl + Shift + Enter. 
В результате в столбце Н2:H10 появляется массив абсолютных частот.  

В ячейке H11 найдем общее количество наблюдений. Для этого 
установим курсор в ячейку H11, на панели инструментов нажимаем 
кнопку ∑, выбираем диапазон Н2:H10, нажимаем Enter. 

Теперь рассчитаем относительные частоты. Результаты располо-
жим в ячейках I2:I10. Сначала в ячейке I2 введем формулу Н2/$H$11, 
а затем скопируем ее в остальные ячейки диапазона. Получаем массив 
относительных частот. 

Заполним столбец накопленных частот. Для этого в ячейку J2 ско-
пируем значение I2, в ячейку J3 введем формулу = J2 + I3 и скопируем 
ее в остальные ячейки диапазона. Получаем массив накопленных ча-
стот. Результат вычислений представлен на рис. 10. 

 

Рис. 10. Результат обработки выборки 

Построим диаграмму относительных и накопленных частот. Слож-
но поверить, но в Excel 2010 нет специальной гистограммы с графиком 
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с накоплением. Поэтому будем делать следующим образом. Обращаем-
ся к Мастеру диаграмм. Выделив диапазон ячеек I2:J10, в главном ме-
ню выбираем Вставка → Гистограмма → Гистограмма с накоплени-
ем. На экране появляется график в первоначальном варианте. В нем по 
горизонтальной оси расположены деления 1, 2 и т. д. В подменю выби-
раем Выбрать данные, после чего на экране появится окно Выбор ис-
точника данных, в поле Подписи горизонтальной оси нажимаем Изме-
нить и мышкой выделяем диапазон подписей оси – ячейки G2–G10, 
нажимаем ОK и в следующем окне снова ОK. На графике по горизон-
тальной оси появились значения профиля высот от 57 до 65 м. 

Далее мышкой щелкаем в диаграмме по одному из столбцов, отра-
жающих накопленные частоты, помеченным становится весь ряд накоп-
ленных частот, нажимаем правую клавишу мышки, и в появившемся 
окне выбираем Изменить тип диаграммы для ряда (рис. 11). На экране 
появляется основное меню выбора (изменения) типа диаграммы. Щел-
каем мышкой по иконке График, нажимаем ОK.  

 

Рис. 11. Меню изменения типа диаграммы для ряда 

График на экране принимает вид, показанный на рис. 12. Другими 
словами, вместо столбцов гистограммы накопленные частоты отобра-
жены в виде линейного графика, в то время как относительные частоты 
остались в виде столбцов. 
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Рис. 12. Первоначальный вид диаграммы относительных  
и накопленных частот 

Видно, что масштабы относительных и накопленных частот отли-
чаются почти в полтора раза. Для наглядности таких диаграмм есть 
возможность сделать график с двумя вертикальными осями, то есть для 
гистограммы относительных частот – своя шкала, для графика накоп-
ленных частот – своя. Для этого выделяем в диаграмме линейный гра-
фик, щелкая мышкой по нему, затем нажимаем правую клавишу мыш-
ки, и в появившемся окне Формат ряда данных в поле параметры ряда 
выбираем пункт «по вспомогательной оси» (рис. 13). Закрываем окно. 

 

Рис. 13. Окно «Формат ряда данных»  
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На экране появляется график с двумя осями. Теперь нужно приве-
сти их в соответствие требованиям. Кликаем мышкой на численные 
значения оси – на экране появляется окно Формат оси (рис. 14), подби-
раем все необходимые параметры для каждой из осей, редактируем. 

 

Рис. 14. Окно «Формат оси»  

В результате получаем диаграмму относительных и накопленных 
частот на одном графике (рис. 15). 

  

Рис. 15. Диаграмма относительных и накопленных частот 
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Критерий хи-квадрат (χ2) 
Проверка соответствия экспериментальных данных теоретическо-

му распределению. В большинстве случаев при решении реальных за-
дач закон распределения эмпирических данных и его параметры неиз-
вестны. В то же время применяемые в обработке данных статистические 
методы в качестве предпосылок часто требуют определенного закона 
распределения. Наиболее часто проверяется предположение о нормаль-
ном распределении генеральной совокупности, так как большинство 
статистических процессов ориентировано на выборки, полученные из 
нее. Для оценки соответствия имеющихся экспериментальных данных 
нормальному закону распределения используют графический метод, 
выборочные параметры формы распределения и критерии согласия. 

Критериями согласия называют статистические критерии, предна-
значенные для проверки согласия опытных данных и данных, рассчи-
танных по теоретической модели. Здесь нулевая гипотеза Н0 представ-
ляет собой утверждение о том, что распределение генеральной 
совокупности, из которой получена выборка, не отличается от нормаль-
ного. Среди критериев согласия большое распространение получил кри-
терий хи-квадрат (χ2). Он основан на сравнении эмпирических частот 
интервалов группировки с теоретическими (ожидаемыми) частотами, 
рассчитанными по формулам нормального распределения. Для приме-
нения критерия желательно, чтобы объем выборки (n) был больше 
40 (n ≥ 40), выборочные данные были сгруппированы в интервальный 
ряд с числом интервалов не менее 7, а в каждом интервале находилось 
не менее 5 наблюдений (частот). 

В Excel критерий χ2 реализован в функции ХИ2ТЕСТ. Функция 
ХИ2ТЕСТ вычисляет вероятность совпадения наблюдаемых (фактиче-
ских) значений и теоретических (гипотетических) значений. Если вы-
численная вероятность ниже уровня значимости (0,05), то нулевая гипо-
теза отвергается и утверждается, что наблюдаемые значения не 
соответствуют нормальному закону распределения. Если вычисленная 
вероятность близка к 1, то можно говорить о высокой степени соответ-
ствия экспериментальных данных нормальному закону распределения. 

Параметры функции ХИ2ТЕСТ (фактический_интервал; ожидае-
мый_интервал), где фактический_интервал – это интервал данных, кото-
рые содержат наблюдения, подлежащие сравнению с ожидаемыми значе-
ниями; ожидаемый_интервал – это интервал данных, которые содержат 
теоретические (ожидаемые) значения для соответствующих наблюдений. 

Пример 10. Для выборки распределение профиля высот (в метрах) 
из примера 9:  
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64, 57, 63, 62, 58, 61, 63, 60, 60, 61, 65, 62, 62, 60, 64, 61, 59, 59, 63, 61, 
62, 58, 58, 63, 61, 59, 62, 60, 60, 58, 61, 60, 63, 63, 58, 60, 59, 60, 59, 61, 
62, 62, 63, 57, 61, 58, 60, 64, 60, 59, 61, 64, 62, 59, 65  
проверить соответствие выборочных данных нормальному закону рас-
пределения. 

Вычисления будут проходить в два этапа: 
1. Найдем теоретические частоты нормального распределения, 

предварительно определив среднее значение и стандартное отклонение 
выборки. Для этого в ячейке I12 с помощью функции СРЗНАЧ находим 
среднее значение для диапазона А2:Е12. Затем в ячейке I13 с помощью 
функции СТАНДОТКЛОН находим стандартное отклонение для этих 
данных рис. 9. Теоретические частоты определяем с помощью функции 
НОРМРАСП: устанавливаем курсор в ячейку K2, вызываем указанную 
функцию, заполняем ее параметры следующим образом: х – ячейка G2; 
среднее – $I$12; стандартное отклонение – $I$13; интегральный – 0. 
Нажимаем ОK. Далее копируем формулу в ячейки K3– K10. После чего 
заполняем столбец L, введя формулу =K2*$H$11 в ячейку L2 и растянув 
ее в ячейки L3–L10. Результаты вычислений показаны на рис. 16. 

2. С помощью функции ХИ2ТЕСТ определим соответствие данных 
нормальному закону распределения. Для этого устанавливаем курсор в 
ячейку L12, на панели инструментов Стандартная нажимаем кнопку fx, 
в появившемся окне выбираем категорию Статистические и находим 
функцию ХИ2ТЕСТ(), нажимаем ОK, вводим требуемые параметры 
(рис. 17) нажимаем ОK. В ячейке L12 появляется значение 0,9842, это 
значит, что вероятность соответствия выборочных данных нормальному 
закону распределения составляет 98,42 %. 

 

Рис. 16. Результаты вычислений теоретических частот 
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Рис. 17. Результаты вычислений χ2-критерия 

Расчет доверительного интервала 
Наряду с точечными оценками случайной величины можно вычис-

лять интервальные оценки, которые позволяют получить интервалы от-
клонения оценочных значений случайной величины от ее истинного 
значения. Другими словами, для заданной вероятности β требуется 
определить максимальную погрешность εβ, которая имеется в экспери-
менте, если за истинное значение случайной величины принята ее оцен-
ка, полученная из опыта – среднее значение Хср: Полученный интервал 
называется доверительным, его границы (Хср ± εβ) – доверительными, 
вероятность β – доверительной. Чем больше величина доверительной 
вероятности β, тем шире доверительный интервал (больше величина εβ), 
и наоборот, чем больше ширина доверительного интервала, тем с боль-
шей вероятностью истинное значение находится в этом интервале. Ино-
гда вместо доверительной вероятности задают уровень значимости р 
= 1 – β, который часто выражают в процентах. Уровень значимости по-
казывает вероятность того, что истинное значение измеряемой величи-
ны будет лежать за пределами доверительного интервала. На практике 
величину доверительной вероятности берут равной 0,9; 0,95; 0,99. 

Расчет доверительного интервала зависит от объема выборки – n. 
Если объем выборки больше 30 (n > 30), то предполагается, что случай-
ная величина подчиняется нормальному закону распределения и дове-
рительный интервал можно рассчитать с использованием стандарта 
среднего: Sxcp = Sx /√n.  
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В Excel для вычисления границ доверительного интервала и при 
числе элементов выборки <30 используют функцию ДОВЕРИТ или 
процедуру Описательная статистика. 

Функция ДОВЕРИТ (альфа; станд_откл; размер) определяет полу-
ширину доверительного интервала, где альфа – уровень значимости (р), 
доверительная вероятность равна 100·(1 – альфа) процентам, т. е. аль-
фа = 0,05 означает 95%-й уровень доверительной вероятности; 
станд_откл – стандартное отклонение; размер – объем выборки (n). 

Пример 11. Найти с доверительной вероятностью β = 95 % грани-
цы доверительного интервала для времени функционирования скважи-
ны, если экспериментально установлено, что у 25 скважин среднее вре-
мя функционирования составило 140 месяцев, а стандартное 
отклонение – 2,5 месяца. 

Устанавливаем курсор в ячейку А1, на панели инструментов Стан-
дартная нажимаем кнопку fx, в появившемся окне выбираем категорию 
Статистические, и находим функцию ДОВЕРИТ, нажимаем ОK, вво-
дим требуемые параметры (рис. 18), нажимаем ОK.  

В ячейке А1 появляется 0,97998 – значение полуширины 95%-го до-
верительного интервала для времени функционирования скважины. Дру-
гими словами, с 95%-м уровнем надежности можно утверждать, что сред-
няя продолжительность функционирования скважины составляет 
140 ± 0,97998 месяца или от 139,02 до 140,98 месяцев. 

 

Рис. 18. Окно функции ДОВЕРИТ 

Пример 12. Пусть имеется выборка, содержащая числовые значе-
ния: 13, 15, 17, 19, 22, 25, 19. Необходимо определить границы 95%-го 
доверительного интервала для среднего значения и для «выскакиваю-
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щей» варианты – значения выборки, не принадлежащего доверительно-
му интервалу.  

Введем в диапазон А1–А7 исходный ряд чисел. В ячейке А8 найдем 
среднее значение =18,571с помощью функции СРЗАНЧ. 

Затем необходимо проверить, загружен ли пакет анализа, для этого 
на вкладке Файл выбираем команду Параметры Excel → Надстройки 
→ Пакет анализа, нажимаем Перейти (рис. 19), после чего на экране 
появляется окно диалога Надстройки.  

 

Рис. 19. Окно «Параметры Excel» 

Теперь в поле Доступные надстройки установим флажок рядом с 
пунктами Пакет анализа и Поиск решения (рис. 20) и нажмем кнопку 
ОK. В случае недоступности данного пакета он будет загружен из Ин-
тернета. 

Далее во вкладке Данные находим Анализ и нажимаем. На экране 
появляется окно Анализа данных, и в появившемся списке Инструмен-
ты анализа выбираем строку Описательная статистика. 

На экране появляется окно Описательной статистики. Для поля 
Входной интервал мышкой указываем диапазон ячеек А1–А7. Активи-
зируем поле Выходной интервал и мышкой указываем ячейку В1. Про-
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верим, что поле Группирование активизировано по столбцам, устанав-
ливаем флажок в поле Уровень надежности и вносим 95 % (рис. 21), 
нажимаем ОK. 

 

 

Рис. 20. Окно «Надстройки» 

 

Рис. 21. Окно «Описательная статистика» 
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В результате в ячейке В1 появляется значение доверительного ин-
тервала 3,77.  

Иными словами, с вероятностью 95 % среднее арифметическое для 
генеральной совокупности находится в интервале 18,571 ± 3,77. Уро-
вень надежности – это половина доверительного интервала для среднего 
арифметического. 

Для нахождения доверительных границ для «выскакивающей» ва-
рианты необходимо полученный доверительный интервал умножить на √݊, таким образом, для данного примера 3,77·√݊ ≈ 9,975. Также мы мо-
жем сказать, что варианта принадлежит данной совокупности с вероят-
ностью 0,95, если она попадает в интервал 18,571 ± 9,975. Тогда счита-
ется, что выходящая за эти граница варианта может быть отброшена с 
уровнем значимости α = 0,05. 

Отбраковка грубых измерений 
Иногда при проведении многократных измерений одной величи-

ны оказывается, что одно или несколько значений существенно отлича-
ются от остальных. Такие измерения, как правило, содержат грубую 
ошибку и называются грубыми, или выбросами. Перед построением до-
верительного интервала при заданной доверительной вероятности β 
необходимо серию измерений проверить на наличие выбросов. Провер-
ка на выбросы проводится по U-критерию, рассчитывается по формуле  

Up = 
|подିср|ටௌమೣషభ , 

где Хпод – измерение, подозреваемое на наличие грубой ошибки. 
Сравниваем Up с табличным значением Up,f  (табл. 1), которое опре-

деляется уровнем значимости р и количеством степеней свободы  
f = n – 2. Если Up > Up,f, то значение Хпод содержит грубую ошибку и это 
измерение необходимо исключить из серии. После исключения всех из-
мерений, содержащих грубые ошибки, можно переходить к построению 
доверительного интервала.  

Пример 13. Пусть имеется выборка объемом 4 измерения: х1 = 4,13; 
х2 = 4,65; х3 = 4,62; х4 = 4,54. Уровень значимости α = 0,05. Провести от-
браковку измерений, т. е. определить измерения, содержащие грубую 
ошибку и исключить их из серии. 

1. Введем исходные данные, рассчитаем среднее значение выборки 
с помощью функции СРЗНАЧ, хср = 4,485, рассчитаем дисперсию слу-
чайной величины с помощью функции ДИСП (Sx

2 = 0,058). 
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Таблица	1	
Зависимость параметра Up,f от количества измерений (n)  

и вероятности (р) 
n Up,f при р n Up,f при р 
  0,9 0,95 0,99   0,9 0,95 0,99 
3 1,41 1,41 1,41 15 2,33 2,49 2,8
4 1,64 1,69 1,72 16 2,35 2,52 2,84
5 1,79 1,87 1,96 17 2,38 2,55 2,87
6 1,89 2 2,13 18 2,4 2,58 2,9
7 1,97 2,09 2,26 19 2,43 2,6 2,93
8 2,04 2,17 2,37 20 2,45 2,62 2,96
9 2,1 2,24 2,46 25 2,54 2,72 3,07
10 2,15 2,29 2,54 30 2,61 2,79 3,16
11 2,19 2,34 2,61 35 2,67 2,85 3,22
12 2,23 2,39 2,66 40 2,72 2,9 3,27
13 2,26 2,43 2,71 45 2,76 2,95 3,32
14 2,3 2,46 2,76 50 2,8 2,99 3,37

 
2. Исследуем выборку на наличие грубых ошибок. Для этого рас-

считаем значение критерия Up для всех измерений, подозреваемых на ее 
наличие, сравним с табличным значением Up,f, и, используя функции 
ЕСЛИ, заполним столбец Е, исключив из выборки грубые ошибки 
(рис. 22). 

 
Рис. 22. Отбраковка измерений 

3. После исключения из выборки грубых ошибок объем выборки 
уменьшается. Теперь можно переходить к построению доверительного 
интервала (прим. 4). 

Сравним результаты расчетов до и после отбраковки (рис. 23): 
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а)   

б)  
Рис. 23. Значение доверительного интервала и границ:  

а) до исключения грубых ошибок; б) после исключения из выборки грубых ошибок 

Задачи для самостоятельного решения 

Взять у преподавателя свой вариант. В соответствии с полученным 
вариантом: 

Задание 1. Для выборки, состоящей из 50 значений, построить диа-
грамму относительных и накопленных частот. Для наглядности сделать 
график с двумя вертикальными осями, на котором относительные ча-
стоты отображены в виде гистограммы со своей шкалой, а накопленные 
частоты отображены в виде линейного графика уже со своей шкалой. 
Проверить соответствие выборочных данных нормальному закону рас-
пределения. Объяснить результат. 

Задание 2. Определить границы 90%-го и 99%-го доверительного 
интервала для среднего значения и для «выскакивающей» варианты – 
значения выборки, не принадлежащего доверительному интервалу. 
Сравнить между собой результаты, сделать выводы. 

Задание 3. Провести отбраковку измерений, исключить их из се-
рии. Для получившейся новой выборки меньшего объема определить 
границы 90%-го доверительного интервала (используя табл. 1). Срав-
нить полученные в этом задании результаты с результатами задания 2, 
объяснить причины, по которым доверительный интервал расширился 
или сузился. 

Уровень надежности(95,0%) 0,383767

Доверительные границы 3,7175 5,2525

Уровень надежности(95,0%) 0,141254

Доверительные границы 4,3587 4,8480
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Практическая работа № 4 
Решение одного уравнения с одним неизвестным 

Цель работы: систематизация знаний решения уравнений с одним 
неизвестным и формирование навыков использования численных мето-
дов решения таких уравнений с использованием программных возмож-
ностей Excel.  

Задачи: решение уравнений с одним неизвестным с первоначальным 
отделением корней табулированием функции и графически и дальней-
шим уточнением корней методами половинного деления и встроенным 
Подбором параметров. 

Решить одно уравнение с одним неизвестным вида F(x) = 0 – это зна-
чит найти такие значения неизвестного, при подстановке которых уравне-
ние обращается в тождество. Все численные методы решения уравнений 
являются итерационными и дают решение с заданной степенью точности.  

Алгоритм решения уравнения F(x) = 0 состоит из двух этапов: 
1. Отделение корней, т. е. нахождение таких отрезков, на которых 

локализован только один корень. Отделение корней производится либо 
с использованием табулирования функции (построением таблицы зна-
чений функции на заданном интервале), либо графически (построением 
графика функции).  

2. Уточнение корней. Пусть на отрезке [a, b] дана непрерывная и 
монотонная функция F(x), имеющая значения разных знаков на концах 
этого отрезка, т. е. F(a)F(b) < 0. Требуется найти и уточнить положение 
корня с точностью ε. 

Пример 14. Найти корни уравнения x2cos(2x) + 1 = 0 на отрезке [0; 2π]. 
Для отделения корней построим таблицу значений функции 

y = x2cos(2x) + 1 на интервале [0; 2π] с шагом π/12. Для этого заполним 
диапазон ячеек А4–А28 последовательностью 1, 2, …, 20, диапазон яче-
ек В4–В28 последовательностью от 0 до + 2π с шагом π/6. В ячейках  
С4–С23 рассчитаем значения функции y = x2cos(2x) + 1, в качестве ар-
гумента функции указываем адрес соответствующей ячейки в столб-
це В, для чего щелкаем мышкой по нужной ячейке (рис. 24). 

Выделим отрезки, на которых функция меняет знак с (+) на (–) или 
наоборот. Для нахождения таких интервалов используем функцию ЕСЛИ. 
Сначала запишем в ячейку D4 для x = 0 условие так, как показано на рис. 25.  

Затем скопируем функцию ЕСЛИ в ячейки D5:D28 для других значе-
ний х. Тогда в итоге в столбце D появится информация об интервалах, в 
которых находится корень уравнения: такого интервала, в котором нахо-
дится корень, в строке будет текст «корень». В вашем файле выделите 
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цветом ячейки, в которых появился текст «корень» и убедитесь, что у вас 
это интервалы [1,047; 1,309], [2,094; 2,356], [3,927; 4,189] и [5,236; 5,498].  

Построим график функции y = x2cos(2x) + 1. Для этого выделим 
диапазон ячеек С3:С28 (вместе с заголовком); в главном меню вызыва-
ем Вставка → График и выбираем один вариант из предложенных ти-
пов графиков. На экране появляется график функции в первоначальном 
варианте. Теперь необходимо привести его в соответствие требованиям 
стандарта НИ ТПУ. 

 

 
Рис. 24. Таблица функции y = x2cos(2x) + 1 на интервале [0; 2π] 
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Рис. 25. Окно мастера функции ЕСЛИ для примера 14 

В третьей строке меню выбираем подменю Выбрать данные, после 
чего на экране появится окно Выбор источника данных. В нашем случае 
необходимо изменить подписи горизонтальной оси. Для этого надо 
нажать Изменить – в появившемся окне курсор будет в строке Диапазон 
подписи оси, мышкой выделяем диапазон аргументов – ячейки В4–В28 
и нажимаем ОK. Видим, что на графике по оси х появились необходи-
мые значения – снова нажимаем ОK (рис. 26). 

 

Рис. 26. График функции y = x2cos(2x) + 1 на интервале [0; 2π] 
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Уточнение корней продемонстрируем на двух методах: методе 
подбора параметров (А) и методе половинного деления (Б). 

А. При использовании встроенной возможности Excel Подбор па-
раметров корень находится путем последовательных приближений, но 
это делают внутренние возможности системы. Для пользователей необ-
ходимо только вручную ввести значение, очень близкое к искомому 
корню. Например, для первого отрезка локализации корня [1,047; 1,309] 
возьмем за начальное приближение точку этого отрезка 1,25 и запишем 
его в ячейку Е1. В ячейку F1 введем формулу функции, для которой мы 
ищем корни. В главном меню находим Данные → Анализ «что-если» → 
Подбор параметра, на экране появляется диалоговое окно. В поле 
Установить в ячейке вводим ссылку на ячейку, содержащую формулу, 
в поле Значение записываем значение правой части уравнения, в поле 
Изменяя значение в ячейке записываем адрес ячейки, содержащей пе-
ременную (рис. 27). 

 
Рис. 27. Окно «Подбор параметра» 

Нажимаем ОK. На экране появляется Результат подбора пара-
метра, в котором показано найденное решение. Значение корня и 
функции появляются в ячейках Е1 и F1 соответственно (рис. 28). 

 
Рис. 28. Окно «Результат подбора параметра» 
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Аналогично необходимо найти другие три корня. Для этого для каж-
дого корня в какой-либо ячейке вручную введем значение, близкое к иско-
мому корню, используя найденные на первом этапе интервалы, например 
число 2,2 для интервала [2,094; 2,356], число 4 для интервала [3,927; 4,189], 
и число 5,3 для интервала [5,236; 5,498]. Каждый раз в ячейку, находящую-
ся справа от приближенного значения запишем формулу функции, для ко-
торой мы ищем корни. И в итоге для данного примера в качестве решения 
уравнения с точностью 0,001 в ячейках должны быть получены значения: 
1,183; 2,257; 3,959; 5,481. 

Б. Алгоритм метода Половинного деления сводится к последова-
тельному делению отрезка локализации корня пополам. Процесс деле-
ния отрезка продолжается до тех пор, пока его длина не станет меньше 
2ε, где ε – точность нахождения корня. В этом случае любая точка от-
резка локализации отличается от корня не более чем на ε. 

В качестве первого приближения к корню возьмем середину отрез-
ка [a, b], т. е. х = (a + b)/2. 

Если F(a)F(х) ≤ 0, то корень находится в интервале [a, х], который 
берем за новый отрезок локализации корня. Если F(a)F(b) > 0, то за но-
вый отрезок локализации берем интервал [x, b].  

Новый отрезок локализации в два раза меньше первоначального. 
Процесс деления отрезка продолжаем до тех пор, пока его длина не ста-
нет меньше 2ε. 

Рассмотрим этот алгоритм для второго отрезка локализации, 
найденного на первом этапе – [2,094; 2,356] с точностью 0,001. Созда-
дим новую таблицу следующим образом: 

1. Занесем в ячейку А2 начальную точку интервала, в ячейку В2 – 
конечную точку интервала, значение функции y = x2cos(2x) + 1 для нее – 
в ячейке E2. Рассчитаем среднюю точку в ячейке С2, используя встро-
енную функцию СРЕДЗН(), значение функции для нее – в ячейке D2. 
В ячейке F2 – проведем вычисление F(a)F(x) для определения знака ре-
зультата умножения (сама расчетная величина для нас не имеет никако-
го значения!!) для установления нового отрезка локализации. 

2. В соответствующей строке столбца G мы будем сравнивать дли-
ну отрезка с двойной точностью нахождения корня решать, следует ли 
продолжать процесс деления отрезка или корень найден. 

3. В ячейке А3 мы запишем формулу: ЕСЛИ(D2<=0;A2;C2), а в 
ячейке В3 – ЕСЛИ(D2<=0;C2;B2), таким образом, мы проверим условие 
для определения нового отрезка локализации. В ячейки С3–G3 мы ско-
пируем ячейки С2–G2. 
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4. Далее мы копируем ячейки А3–G3 в ячейки А4–G4, А4–G4 в 
ячейки А5–G5 и т. д. до тех пор, пока в столбце F не появится надпись: 
«Корень равен …» (рис. 29). 

 

Рис. 29. Результаты уточнения корня методом половинного деления 

Задачи для самостоятельного решения 

Взять у преподавателя свой вариант. В соответствии с полученным 
вариантом построить графики функций y = fn(x). Предварительно необ-
ходимо определить достаточный для наглядного представления точек 
пересечения с осью х интервал и c шаг, для этого первоначально по-
строить график на интервале [–10; +10] с шагом 1.  

Найти корни уравнения fn(x) = 0 с точностью 0,001: 1) методом по-
ловинного деления; 2) используя встроенные функции. Сравнить полу-
ченные корни и убедиться в их идентичности. Сделать выводы. 
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Практическая работа № 5 
Решение систем линейных алгебраических уравнений 

Цель работы: закрепление умения решения систем линейных ал-
гебраических уравнений и усвоение правил работы с массивами в Excel.  

Задачи: знакомство со встроенными в Excel функциями, предна-
значенными для расчета большого массива данных, проведение расче-
тов с матрицами, а также решение систем линейных алгебраических 
уравнений методами Крамера, Гаусса и матричным с использованием 
программного обеспечения Excel. 

При работе с таблицами часто возникает необходимость выполнить 
одну и ту же операцию над некоторым диапазоном ячеек, т. е. провести 
расчеты большого массива данных. В общем, матрицей размеров m × k 
называется прямоугольная таблица из чисел, имеющая m строк и k 
столбцов. Числа, из которых состоит матрица, называются ее элемента-
ми. Обычно матрицу записывают в виде A = (aij)m×k. В Excel под «масси-
вом» понимается прямоугольный диапазон формул или значений, кото-
рый программа обрабатывает как единую группу. 

Рассмотрим следующие операции над матрицами: транспонирова-
ние матриц, сложение, вычитание и умножение матрицы, а также 
нахождение обратной матрицы определителя, выполненные с использо-
вание возможностей, заложенных в программное обеспечение Excel. 

Транспонированной называется матрица (АТ), в которой элементы 
столбца исходной матрицы (Аn,m) заменяются элементами соответству-
ющей строки, т. е. AT

j,i = Ai,j, где i = 1, 2, …, n; j = 1, 2, …, m. 
Пример 15. Пусть в диапазон ячеек А1:Е2 введена матрица размера 

2*5. Необходимо получить транспонированную матрицу.  
Выделяем указателем мыши блок ячеек, где будет находиться 

транспонированная матрица. Пусть это будет диапазон А4:В8. Нажима-
ем кнопку fx на панели инструментов Стандартная, выбираем катего-
рию Ссылки и массивы, находим функцию ТРАНСП. При обращении к 
мастеру функций в качестве аргумента функции мышкой выделяем в 
диапазон исходных ячеек А1:Е2 (рис. 30), после чего переходим мыш-
кой в строку формулы, нажимаем клавишу F2, а затем – сочетание кла-
виш Ctrl + Shift + Enter. В результате в диапазоне А4:В8 появляется 
транспонированная матрица.  
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Рис. 30. Окно мастера функции ТРАНСП() для примера 15 

Определитель матрицы – это многочлен, комбинирующий элемен-
ты квадратной матрицы таким образом, что его значение сохраняется 
при транспонировании и линейных комбинациях строк или столбцов. 

Пусть в диапазон А1:С3 введена матрица. Необходимо вычислить 
ее определитель. Для этого выделим ячейку, в которой мы хотим полу-
чить значение определителя матрицы – D4. Нажимаем кнопку fx на па-
нели инструментов Стандартная, выбираем категорию Математиче-
ские, находим функцию МОПРЕД, в появившемся окне мастера 
функций в качестве аргумента функции мышкой выделяем матрицу 
(рис. 31), нажимаем ОK. В ячейке D4 появится результат. 

 

Рис. 31. Окно мастера функции МОПРЕД() 

Матрица (А–1) называется обратной по отношению к квадратной 
матрице А, если при умножении этой матрицы на исходную и справа и 
слева получается единичная матрица: А·А–1 = А–1·А = Е. Необходимым 
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и достаточным условием существования обратной матрицы является 
невырожденность исходной (т. е. ее определитель отличен от 0). 

Пример 16. Пусть в диапазон ячеек А1:С3 введена матрица. Необ-
ходимо в диапазоне А5:С7 получить обратную матрицу.  

Выделяем ячейки А5:С7 под обратную матрицу. Нажимаем кнопку 
fx на панели инструментов Стандартная, выбираем категорию Мате-
матические, находим функцию МОБР, в появившемся окне мастера 
функций в качестве аргумента функции мышкой выделяем исходную 
матрицу А1:С3 (рис. 32), после чего переходим мышкой в строку фор-
мулы, нажимаем клавишу F2, а затем – сочетание клавиш 
Ctrl + Shift + Enter. В результате в диапазоне А5:С7 появляется обратная 
матрица. 

Складывать (вычитать) матрицы можно только одного размера. 
В Excel для выполнения этих операций используются специальные 
формулы. 

Пример 17. Пусть матрица А введена в диапазон ячеек А1:С2, а 
матрица В – в диапазон А4:С5. Необходимо найти матрицу С, являю-
щуюся их суммой в диапазоне Е1:G2: Сധ = Аന + Вന. 

 

Рис. 32. Окно мастера функции МОБР() для примера 16 

Устанавливаем курсор в Е1 – верхнюю левую ячейку матрицы, яв-
ляющуюся результатом, и вводим формулу для вычисления первого 
элемента =А1+А4, затем копируем данную формулу в остальные ячейки 
матрицы С. В результате в ячейках Е1:G2 формируется матрица, явля-
ющаяся суммой двух исходных (рис. 33). 
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Рис. 33. Сложение двух матриц 

Подобным образом вычисляется разность матриц. При умножении 
(делении) матрицы на число формула в каждой ячейке результирующей 
матрицы будет следующей: = Аik (= Аi/k ). 

Операцию сложения (вычитания) матриц можно реализовать через 
операцию над массивами. Для этого необходимо мышкой выделить об-
ласть ячеек Е1:G2, нажать знак =, мышкой выделить ячейки А1:С2, 
нажать знак +, мышкой выделить ячейки А4:С5, перейти мышкой в 
строку формулы, нажать клавишу F2, а затем – сочетание клавиш 
Ctrl + Shift + Enter. В результате в диапазоне Е1:G2 появится результи-
рующая матрица. 

Произведение двух матриц возможно только при условии, что чис-
ло столбцов первой матрицы (множимого) равно число строк второй 
матрицы (множителя). 

Пример 18. Пусть матрица А введена в диапазон ячеек А1:D3, а 
матрица В – в диапазон А5:С8. Необходимо найти матрицу С, являю-
щуюся их произведением: Сധ = Аന ∗ Вന. 

В нашем случае матрица А имеет размерность 3*4, а матрица В – 
3*3, поэтому результирующая матрица С будет иметь размерность 3*3. 
Внимательно следя за соблюдением размеров, выделяем диапазон ячеек 
для размещения матрицы С. Пусть это будут ячейки F1:H3. 

На панели инструментов Стандартная нажимаем кнопку fx, выби-
раем категорию Математические, находим функцию МУМНОЖ, нажи-
маем ОK, появляется окно мастера функций. Мышкой выделяем ячейки 
А1:D3 матрицы А в качестве Массива 1, после чего переходим мышкой в 
строку формулы, нажимаем клавишу F2, в качестве Массива 2 выделяем 
ячейки А5:С8 матрицы В (рис. 34), нажимаем клавишу F2, а затем – со-
четание клавиш Ctrl + Shift + Enter. В результате в диапазоне F1:H3 появ-
ляется матрица, являющаяся произведением матриц А и В.  
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Рис. 34. Перемножение двух матриц 

Матричный метод решения систем линейных уравнений 
Многие прикладные задачи в технике, экономике и других обла-

стях сводятся к решению матриц, которые фактически представляют 
собой представленных систему линейных алгебраических уравнений 
(в дальнейшем СЛАУ), в которой элементы матрицы являются соответ-
ствующими коэффициентами. Примерно в 75 % вычислительных задач 
на каком-либо этапе необходимо решит СЛАУ. Поэтому, конечно, этот 
раздел является очень важным для специалистов, занимающихся описа-
нием любых физический процессов. Существует много современных 
пакетов прикладных программ, но для того чтобы успешно их исполь-
зовать, необходимо разбираться в основах построения методов и алго-
ритмов, иметь представление об их недостатках и преимуществах. Все 
методы решения СЛАУ можно разбить на две группы: прямые (или 
точные) методы, которые позволяют получить решение за конечное 
число арифметических операций; и итерационные (или приближенные) 
методы, где решением является предел некоторой бесконечной после-
довательности единообразных действий. 

Пусть дана линейная система n уравнений c n неизвестными, где 
aij, bi (i, j = 1, …, n) – соответственно коэффициенты при неизвестных и 
свободные члены уравнений: 
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൞ ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ⋯+ܽଵݔ = ܾଵ;ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ⋯+ܽଶݔ = ܾଶ;⋯ܽଵݔଵ + ܽଶݔଶ + ⋯+ ܽݔ = ܾ. 
Данную систему можно записать в виде матричного уравнения: Аന ∗ Хഥ = Вഥ, где Аന – матрица коэффициентов, Хഥ – вектор неизвестных, В	ഥ  – 

столбец свободных членов. Вектор неизвестных Хഥ можно найти, решая 
систему линейных алгебраических уравнений с использованием обрат-
ной матрицы. Для чего умножаем левую и правую часть матричного 
уравнения на обратную матрицу Аനିଵ слева, получим следующее соот-
ношение: Хഥ = Аനିଵ·В	ഥ . Данный метод называется матричным. Рассмотрим 
пример решения СЛАУ матричным методом. 

Пример 19. Пусть матрица коэффициентов Аന введена в диапазон 
ячеек А1:С3, а вектор-столбец правой части В	ഥ  – в диапазон Е1:Е3. 
Найдем обратную матрицу коэффициентов Аനିଵ с помощью функции 
МОБР. Результирующую матрицу расположим в диапазоне А5:С7 
(рис. 35). 

 

Рис. 35. Нахождение обратной матрицы  

Для нахождения вектора неизвестных Хഥ выделим диапазон для его 
расположения – ячейки Е5:Е7, а затем по формуле: Хഥ = Аനିଵ·В	ഥ  с помо-
щью функции МУМНОЖ получим результат (рис. 36). 
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Рис. 36. Результат решения системы линейных уравнений 

Пример 20. Имеются три вертикальные скважины, в которых опре-
делены абсолютные отметки кровли пласта (табл. 2).  Таблица	2	

Номер  
скважины n 

Координаты скважины, м Абсолютная  
отметка пласта z, м x y z 

1 355 142 1 125,6 
2 210 163 1 148,2 
3 224 281 1 105,2 

Необходимо рассчитать абсолютную отметку кровли пласта с ко-
ординатами х = 240 м, у = 200 м. 

Составим систему уравнений: 
;6125142355 ,cbа =++  

;3148163210 ,cba =++  

.,cba 2105201224 =++  
Для решения данной системы в программе Excel в диапазон ячеек 

А1:С3 введем матрицу исходных данных, а в диапазон Е1:Е3 – вектор-
столбец правой части (рис. 37).  

 

Рис. 37. Исходные данные для решения СЛАУ 
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Первым шагом в диапазоне А5:С7 получим обратную матрицу с 
помощью функции МОБР. Для этого выделяем ячейки А5:С7, на панели 
инструментов Стандартная нажимаем кнопку fx, выбираем категорию 
Математические, находим функцию МОБР, нажимаем ОK, появляется 
окно мастера функций. Мышкой выделяем ячейки А1:С3 в качестве 
Массива, после чего переходим мышкой в строку формулы, нажимаем 
клавишу F2, затем – сочетание клавиш Ctrl + Shift + Enter. В результате 
в диапазоне А5:С7 появляется обратная матрица. 

Теперь выделим диапазон в ячейках Е5:Е7 и с помощью функции 
МУМНОЖ найдем коэффициенты а; b и с. Для этого на панели инстру-
ментов Стандартная нажимаем кнопку fx, выбираем категорию Мате-
матические, находим функцию МУМНОЖ и нажимаем Enter. Мышкой 
выделяем ячейки А5:С7 в качестве Массива 1, после чего переходим 
мышкой в строку формулы, нажимаем клавишу F2, в качестве Масси-
ва 2 выделяем ячейки Е1:Е3, нажимаем клавишу F2, а затем – сочетание 
клавиш Ctrl + Shift + Enter. В результате в диапазоне Е5:Е7 появляется 
матрица, являющаяся решением системы уравнений (рис. 38). 

 

Рис. 38. Результат решения системы линейных уравнений 

Другими словами, значения коэффициентов а = – 0,206;  
b = – 0,341;  
с = 247,1.  

Следовательно, уравнение имеет вид 

z = – 0,206х – 0,341у + 247,1. 
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Для того чтобы найти абсолютную отметку кровли пласта в точке с 
координатами х = 240 м, у = 200 м, подставим заданные значения в 
уравнение: 

z = – 0,206·240 – 0,341·200 + 247,1 = 129,5 м. 

Зная коэффициенты уравнения, можно извлечь дополнительную 
геологическую информацию об элементах залегания кровли пласта 
(рис. 39): азимут простирания α = arctg(–b / a), угол падения  

γ = arctg 22 bа + .  
Для данного примера рассчитаем в Excel: 
• азимут простирания α = ATAN(–E6/E5)*180/ПИ() = –59° = 301°;  

• угол падения γ = ATAN(КОРЕНЬ(E5^2+E6^2))*180/ПИ() = 22°. 

 

Рис. 39. Результат выполнения примера 20 

Решение систем линейных уравнений методом Крамера 
Метод Крамера относится к прямым методам решения линейных си-

стем. Он основан на замене i-го столбца на столбец свободных членов и 
нахождении неизвестных с помощью определителей матриц 
xi = detAi/detA. 
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Пусть дана линейная система n уравнений c n неизвестными, где  
aij – коэффициенты при неизвестных; bi – свободные члены уравнений; 
i, j = 1, …, n, n ≤ 5. 

Составляем основную матрицу А = ൮ܽ11 … ܽ1݊⋮ ⋱ ⋮ܽ݊1 … ܽ݊݊൲ , находим ее опре-

делитель D. На базе матрицы A составляем вспомогательные матрицы 
A1, …, An следующим образом: в матрице A1 вместо первого столбца под-

ставляем столбец свободных членов തܾ	= ൮ܾ1⋮ܾ݊ ൲,	в матрице A2 второй стол-

бец заменяем столбцом свободных членов и т. д. Вычисляем их определи-
тели D1, …, Dn. Каждое неизвестное xi находится делением Di на D. 

Пример 21. Пусть дана линейная система из пяти уравнений c пя-
тью неизвестными:  

۔ۖەۖ
–3x1ۓ x2+	x3+	2x5	=	18;

2x1– 	5x2+	x4+	x5	=	–7;
x1– x4+	2x5=	8;2x2 + x3+	x4– 	x5	=	10;

x1 + x2– 3x3 + x4	=	1.  
Запишем систему в виде матрицы А, а также вспомогательные мат-

рицы A1, …, A5 в каждой из которых заменяем соответствующий i-й 
столбец столбцом свободных членов (рис. 40).  

Вычислим определители матриц, используя функцию МОПРЕД. 
Для этого выделим ячейку, в которой мы хотим получить значение 
определителя матрицы, на панели инструментов нажмем кнопку fx, 
найдем функцию МОПРЕД, в появившемся окне мастера функций в ка-
честве аргумента функции мышкой выделим нужную нам матрицу 
(рис. 41). В ячейках А19:А24 расположим результаты вычислений опре-
делителей матриц A, A1, …, A5. 

Далее вычисляем x1 = detA1/detA = 5;  

x2 = detA2/detA = 4;  

x3 = detA3/detA = 3;  

 x4 = detA4/ detA = 1;  

x5 = detA5/detA = 2. 
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Рис. 40. Основная и вспомогательные матрицы примера 21 

 

Рис. 41. Расчет определителей матриц A, A1, …, A5 
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Для того чтобы убедиться в правильности расчетов и полученных 
результатов, делаем проверку (рис. 42).  

 

 
Рис. 42. Проверка решения системы линейных уравнений примера 21 

Пример 22. Пусть дана линейная система из четырех уравнений c 
четырьмя неизвестными:  

۔ۖەۖ
ۓ 2x1+5x2+ 4x3+ x4 = 20;

x1+ 3x2+ 2x3+ x4 = 11;

2x1+10x2+ 9x3+ 9x4= 40;

3x1+8x2+ 9 x3+2x4 = 37.

 

Запишем систему в виде матрицы А, а также вспомогательные матрицы 
A1, …, A4, в каждой из которых заменяем соответствующий i-й столбец 
столбцом свободных членов, вычислим определители всех матриц: 
A, A1, …, A4, а затем неизвестные x1, x2, x3, x4 аналогично примеру 21 (рис. 43).  

 
Рис. 43. Решение СЛАУ примера 22 методом Крамера 

Сделаем проверку. 
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Задачи для самостоятельного решения 

Взять у преподавателя свой вариант.  
1. Для заданных абсолютных отметок кровли пласта трех верти-

кальные скважин необходимо рассчитать: 
– абсолютную отметку кровли пласта с координатами х0 = 180 м и 

у0 = 200 м;  
– азимут простирания пласта;  
– угол его падения.  
Для решения систем линейных уравнений использовать два мето-

дами: матричный и Крамера. Убедиться в адекватности полученных ре-
зультатов.  

 

 

 

2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса. Исполь-
зуя формулы и встроенные функции. Вручную должны быть набраны 
только исходные данные. 

 
  

Номер Абсолютная Номер Абсолютная

скважи отметка скважи отметка

ны, n x y z пласта z, м ны, n x y z пласта z, м

Координаты

скважины, м

ва
ри
ан
т

ва
ри
ан
т Координаты

скважины, м

1 737,1 453,6 631,8 793,8 1 615,6 469,8 380,7 818,1

1 2 307,8 332,1 226,8 542,7 15 2 307,8 332,1 218,7 785,7

3 332,1 461,7 97,2 469,8 3 234,9 170,1 307,8 631,8

1 575,1 550,8 494,1 567 1 291,6 129,6 97,2 477,9

2 2 405 388,8 429,3 494,1 16 2 129,6 97,2 32,4 218,7

3 664,2 631,8 575,1 469,8 3 97,2 32,4 64,8 128

1 819 504 702 882 1 684 522 423 909

3 2 342 369 252 603 17 2 342 369 243 873

3 369 513 108 522 3 261 189 342 702

1. ൞	–7x1+	2x2+	40x3	=	21
9x1	–5x2+	50x4 =	14
25x1+	4x3	–x4	=	13

32x2+	9x4	=	21

         2. ൞ 8x1+ 40x2 – 3x3 = 28
–7x1+ 5x2+ 50x4 = 0

8x1+	64x3	–	11x4	=	18
32x1+	5x4		=	12

          3.൞ 5x1	–2x2+	32x3	= 27
4x1+	25x2	–3x4	= 34

20x1+	2x3	–7x4	=		–28	–9x3+	40x4	=	5  

                       4.൞ 3x1	+	12x2	–	x3	=	18
–5x1	+	2x2+	32x4	=	–15

2x1+	16x3	–	3x4 = 0
12x1+	3x2	=	21

            5. ൞ 4x1	+	20x2	+	x3	=	24
16x1	+	2x2	–	2x4	=	–13
–4x1 + 4x3 – 32x4		=0

2x1 + 10x3 = 7
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Практическая работа № 6 
Аппроксимация экспериментальных данных 

Цель работы: расширение, систематизация и закрепление умений 
аппроксимировать исходные данные, используя программу Excel.  

Задачи: строить линейную, полиноминальную и экспоненциаль-
ную аппроксимации классическим методом, а также с использованием 
специальных дополнительных возможностей Excel. 

Пусть величина y является функцией аргумента x, но вид аналитиче-
ской зависимости y = f(x) неизвестен, функция задана в виде таблицы в точ-
ках x0, x1, ..., xn, где значения y0 = f(x0), …, yn = f(xn). Решается задача замены 
функции f(x) более простой функцией φ(x), чтобы эти функции совпадали в 
заданной области наилучшим образом. Одним из методов решения данной 
проблемы является аппроксимация. Построение функции φ(x) = Pk(x), ап-
проксимирующей данную функцию (x) и являющейся многочленом степени 
k вида Pk(x) = Σpjx j(j = 0, …, k), коэффициенты которого pj определяются из 
условия минимизации суммы квадратов отклонений (метод наименьших 
квадратов) в точках x0, x1, …, xn значений многочлена Pk(x) от y0, y1, …, yn 
соответственно, т. е. путем решения задачи: minS = Σ(Pk(xi) – yi)

2. 
Для аппроксимации функции сначала необходимо выбрать степень 

аппроксимирующего многочлена, т. е. среди многочленов разной степе-
ни выбрать тот, который лучше отражает поведение заданной таблично 
функции. Возможны следующие варианты функций. 

1. Линейная – φ(х) = ax + b. Обычно применяется в простейших 
случаях, когда экспериментальные данные возрастают или убывают с 
постоянной скоростью. 

2. Полиноминальная – φ(х) = a0 + a1x+ a2x2 + anxn, где ai – констан-
ты. Степень полинома определяется количеством экстремумов. 

3. Логарифмическая – φ(х) = = alnx+b. Применяют для описания дан-
ных, которые вначале быстро растут или убывают, а затем стабилизируются. 

4. Степенная – φ(х) = axn. Данные не должны иметь нулевых или 
отрицательных значений. 

5. Экспоненциальная – φ(х) = beax. Данные не должны иметь нуле-
вых или отрицательных значений. 

Затем с помощью метода наименьших квадратов определить пара-
метры pj аппроксимирующего многочлена, чтобы S = Σ(Pk(xi) – yi)

2 → min. 
Для их поиска дифференцируют функционал S по pj и получают систему 
линейных уравнений, содержащую (k + 1) линейное уравнение, завися-
щее от (k + 1) неизвестного параметра p0, p1, ..., pk: S = Σ(p0 + p1x+ p2x2 + 
+ pkxk – yi )

2. После определенных математических операций получим: 
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(n+1)p0·+ p1Σxi + p2Σxi
2 + … + pkΣxi

k = Σyi , i = 0, …, n 

p0Σxi + p1Σxi
2 + p2Σxi

3 + … + pkΣxi
k+1 = Σyi xi , i = 0, …, n 

……… 
p0Σxi

k + p1Σxi
k+1 + p2Σxi

k+2 + … + pkΣxi
2k = Σyi xi

k , i = 0, …, n 
Решая эту систему уравнений, находим значения параметров. 
Пример 23. Найти с помощью метода наименьших квадратов ап-

проксимирующий многочлен для таблично заданной функции y = f(x), 
приняв предположение, что f(x) является линейной: 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 

Решение. Поскольку исходная функция предполагается линейной, 
то в качестве аппроксимирующего многочлена выберем многочлен пер-
вой степени вида 

P1(x) = p0 + p1x. 

Тогда S =Σ(p0 + p1xi – yi)
2, i = 0, …, 4. Система линейных уравнений 

для поиска параметров p0 и p1 будет иметь следующий вид: 

(n+1)p0·+ p1Σxi =Σ yi ,  i = 0, …, 4, т. е. n = 4; 
p0Σxi + p1Σxi

2 =Σ yi xi ,  i = 0, …, 4. 

Проведем расчеты значений коэффициентов при неизвестных па-
раметрах (табл. 3).                    Таблица	3	

n + 1 = 5 

 

Получаем систему  ቊ 5p0	+	11,25p1	=	11,35;
11,25p0	+	30,94p1	=	29, 

решая которую любым известным методом (например, матричным – 
рис. 44), получим р0 ≈ 0,89, р1 ≈ 0,62.  

i x y x 2 x y

0 0,75 2,5 0,56 1,88

1 1,5 1,2 2,25 1,80

2 2,25 1,12 5,06 2,52

3 3 2,25 9,00 6,75

4 3,75 4,28 14,06 16,05

Σ 11,25 11,35 30,94 29,00
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Тогда аппроксимирующая функция имеет вид у = 0,89 + 0,62х. Рас-
считаем для нее таблицу и построим график, отобразив исходные дан-
ные (рис. 45). 

 

 
Рис. 44. Решение СЛАУ матричным методом 

    

Рис. 45. Таблица и график линейной аппроксимации и исходных данных 

Пример 24. Найти с помощью метода наименьших квадратов ап-
проксимирующий многочлен для функции y = f(x) примера 1, приняв 
предположение, что f(x) является квадратичной: 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 

Решение. Поскольку исходная функция предполагается квадратич-
ной, то в качестве аппроксимирующего многочлена выберем многочлен 
второй степени вида: 

P2(x) = p0 + p1·x + p2·x2. 

i x y линей

0 0,75 1,348
1 1,5 1,809
2 2,25 2,27
3 3 2,731
4 3,75 3,192

0

1

2

3

4

5

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

х

y
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Тогда S =Σ(p0 + p1xi + p2xi 
2 – yi )

2, i = 0, …, 4. Система линейных 
уравнений для поиска параметров p0, p1 и p2 будет иметь следующий вид:  

(n + 1)p0 + p1Σxi + p2Σxi
2 = Σ yi,  i = 0, …, 4; 

p0Σxi + p1Σxi
2 + p2Σxi

3 = Σ yi xi,  i = 0, …, 4; 
p0Σ xi

2 + p1Σxi
3 + p2Σxi

4 = Σ yi xi
2,  i = 0, …, 4. 

Проведем расчеты значений коэффициентов при неизвестных па-
раметрах (табл. 4).                     

Получаем систему ቐ 5p0	+ 11,25p1+ 30,94p2 = 11,35;
11,25p0+ 30,94p1+ 94,92p2 = 29;

30,94p0	+ 94,92p1	+ 309,76p2 = 90,21, 
решая которую любым известным методом получим р0 ≈ 4,82, р1 ≈ –3,88, 
р2 ≈ 1,00 (рис. 46). Таблица	4	

n + 1= 5 

 

 

Рис. 46. Решение СЛАУ матричным методом 

i x y x 2 x 3 x 4 x y x 2 y
0 0,75 2,5 0,56 0,42 0,32 1,88 1,41
1 1,5 1,2 2,25 3,38 5,06 1,80 2,70
2 2,25 1,12 5,06 11,39 25,63 2,52 5,67
3 3 2,25 9,00 27,00 81,00 6,75 20,25
4 3,75 4,28 14,06 52,73 197,75 16,05 60,19
Σ 11,25 11,35 30,94 94,92 309,76 29,00 90,21
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Аппроксимирующая функция имеет вид у = 4,82 – 3,88х + х2. Рас-
считаем для нее таблицу и построим график, отобразив исходные дан-
ные (рис. 47).  

  

Рис. 47. Таблица и график квадратичной аппроксимации и начальных данных 

Пример 25. Найти с помощью метода наименьших квадратов аппрок-
симирующий многочлен для таблично заданной функции y = f(x), при-
няв предположение, что f(x) является экспоненциальной: 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 

Решение. Экспоненциальная функция имеет вид y = a0ea1x. Приведем 
ее к линейному виду, прологарифмируя: lny = lna0 + a1x; и обозначив: 

φ = lny;  p0 = lna0;  p1 = a1. 

Тогда система линейных уравнений для поиска параметров p0 и p1 
будет иметь следующий вид: (n+1)p0 + p1Σxi = Σφi ,  i = 0, …, 4,  

p0Σxi + p1Σxi
2 =Σ φixi ,  i = 0, …, 4. 

Проведем расчеты значений коэффициентов при неизвестных па-
раметрах (табл. 5).                     Таблица	5	

 
 

i x y кв.

0 0,75 2,472

1 1,5 1,247

2 2,25 1,146

3 3 2,169

4 3,75 4,316

i x y x 2 φ φx 
0 0,75 2,5 0,56 0,916 0,687
1 1,5 1,2 2,25 0,182 0,273
2 2,25 1,12 5,06 0,113 0,255
3 3 2,25 9,00 0,811 2,433
4 3,75 4,28 14,06 1,454 5,452
Σ 11,25 11,35 30,94 3,48 9,10
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Получаем систему ቊ 5p0	+	11,25p1	=	3,48;
11,25p0	+	30,94p1	=	9,1, 

решая которую любым методом получим р0 ≈ 0,18, р1 ≈ 0,23 (рис. 48):  
 

 
Рис. 48. Решение СЛАУ матричным методом 

После этого возвратимся к показательной функции и найдем пара-
метры a0 = ℮р0 = ℮0,18 = 1,2 и a1 = 0,23. 

Следовательно, аппроксимирующая функция имеет вид y = 1,2e0,23x. 
Рассчитаем для нее таблицу и построим график, отобразив исходные 
данные (рис. 49). 

 
Рис. 49. Таблица и график экспоненциальной аппроксимации  

и начальных данных 

В Excel имеются специальные возможности, помогающие найти и 
построить аппроксимирующие функции: 

1) функция для вычисление коэффициентов регрессии: 
ЛИНЕЙН (массив_y; массив_x; Конст; статистика). Конст – необя-

зательное значение, которое указывает, требуется ли, чтобы выполня-
лось соотношение y = ax. Статистика – логическое значение, указываю-
щее требуется ли вернуть дополнительную статистику по регрессии; 

2) функция для расчета значения по методу наименьших квадратов.  

i x y y экс.

0 0,75 2,5 1,426

1 1,5 1,2 1,690

2 2,25 1,12 2,004

3 3 2,25 2,377

4 3,75 4,28 2,818
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ТЕНДЕНЦИЯ (массив_y; массив_x; Новый_массив_x; Конст), где 
массив_y – значения функции, которые уже известны для соотношения 
y =ax + b. Новый_массив_x – новые значения х, для которых функция 
ТЕНДЕНЦИЯ возвращает ожидаемые значения y. Если этот параметр 
пропущен, то предполагается, что он совпадает с массивом х. Конст – 
аналогично ЛИНЕЙН(). 

Пример 26. Для таблично заданной функции y = f(x), построить ап-
проксимирующую функцию.  

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 
1 2,39 2,81 3,25 3,75 4,11 4,45 4,85 5,25 

Вычислить ожидаемое значение в точках 0; 0,75; 1,75; 2,8; 4,5. 
Решение. Для того чтобы рассчитать значения коэффициентов p0 и 

p1, выделим ячейки K72:L72, обратимся к мастеру функций и в катего-
рии Статистические выберем функцию ЛИНЕЙН. Заполним появив-
шееся диалоговое окно соответствующим образом (рис. 50), установив 
курсор в окне редактирования, нажмем клавишу F2, а затем комбина-
цию клавиш Ctrl + Shift + Enter. В результате в ячейках K72:L72 появят-
ся значения р0 = 0,95, р1 = 1,64. 

В случае линейно заданной функции аппроксимирующая функция 
будет иметь вид у = 0,95 + 1,64х. 

 
Рис. 50. Окно мастера функции ЛИНЕЙН() 
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Для вычисления ожидаемого значения в точках 0; 0,75; 1,75; 2,8; 
4,5 занесем их в ячейки В74:F74. Затем выделим диапазон ячеек 
В75:F75, обратимся к мастеру функций и в категории Статистические 
выберем функцию ТЕНДЕНЦИЯ. Заполним появившееся диалоговое ок-
но соответствующим образом: известные значения y из ячеек В–J стро-
ки 72, известные значения х из ячеек В–J строки 71, константа оставим 
незаполненным (рис. 51), установив курсор в окне редактирования, 
нажмем клавишу F2, а затем комбинацию клавиш Ctrl + Shift + Enter.  

 

 

Рис. 51. Окно мастера функции ТЕНДЕНЦИЯ() 

В результате в ячейках В75:F75 появятся значения функции у: 
1,639 2,352 3,302 4,301 5,546 

Теперь подберем аппроксимирующую функцию графическим ме-
тодом. Для этого по исходным данным строим график. Щелкаем правой 
кнопкой мыши по одной из точек графика. В появившемся диалоговом 
окне выбираем команду Добавить линию тренда (рис. 52).  
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Рис. 52. Контекстное меню графика 

Появляется диалоговое окно Линия тренда (рис. 53). На первой 
вкладке мы можем выбрать тип линии тренда (линейный, полиноми-
нальный, степенной и т. д.) и задать название тренду, а также устано-
вить флажок на закладке, если есть необходимость. Обратите внимание, 
что полиномиальный тренд может быть любой степени: 2, 3 и т. д.  

Для наглядности графика, а также для визуализации коэффициен-
тов и их дальнейшего использования для расчетов, можно вывести 
уравнение функции на диаграмме, установив соответствующий значок.  

Также на диаграмме можно показать величину достоверности R2, 
установив значок в этой строке. Данный коэффициент показывает зави-
симость аппроксимирующей функции к исходным данным. Чем ближе 
данный коэффициент к 1, тем выше степень приближения аппроксими-
рующей функции к данным.  

На других вкладках есть возможность форматирования линий ап-
проксимации: толщина, цвет и т. д. Что рекомендуется использовать, 
так как зачастую линии различных видов аппроксимации сливаются в 
одну. 

Проанализировав полученные на графике данные для рассматрива-
емого примера, можно сделать вывод, что лучше всего аппроксимирует 
исходные данные аппроксимирующая полиноминальная функция 
3-й степени (R2 = 0,9920) по сравнению с линейной (R2 = 0,9528) и по-
линоминальной функцией 23-й степени или, другими словами, квадра-
тичной (R2 = 0,9796) аппроксимациями, построенными нами (рис. 54). 
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Рис. 53. Диалоговое окно Линии тренда 

 
Рис. 54. Линии аппроксимирующих функций 

R² = 0,9528

R² = 0,9796
R² = 0,992

0

1

2

3

4

5

6

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

Исход.данные

Линей.

Полином.2-я

Полином.3-я
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Задачи для самостоятельного решения 

Взять у преподавателя свой вариант. В соответствии с полученным 
вариантом: 

1. Для таблично заданной функции y = f(x), вычислить ожидаемое 
значение функции уожид в предлагаемых точках хожид. Построить аппрок-
симирующие функции и определить функцию наилучшей аппроксима-
ции. 

 

 
 
2. Найти с помощью метода наименьших квадратов аппроксими-

рующий многочлен для таблично заданной функции y = f(x), приняв 
предположение, что f(x) является: а) линейной; б) полиноминальной; 
в) экспоненциальной. Построить графики. Найти функцию наилучшей 
аппроксимации по среднеквадратичной ошибке. 

 

х ожид х ожид х ожид х ожид х ожид

-0,88 -1,0 -2,25 0,111 0,0 4,568 -0,88 -1,0 3,614 -0,38 -0,5 0,72 -1,98 -2,1 14,198
-0,55 -0,7 -0,77 0,222 0,375 3,365 -0,55 -0,74 1,199 -0,15 -0,25 1,271 -1,37 -1,8 11,445
-0,06 -0,43 0,21 0,444 0,563 2,81 -0,06 -0,48 -0,125 0,08 0,0 1,2 -0,76 -1,5 9,159
0,08 -0,14 0,44 0,88 0,750 2,624 0,08 -0,21 -0,584 0,31 0,25 0,736 -0,18 -1,2 7,243
0,22 0,14 0,64 1,12 1,125 0,674 0,22 0,05 -0,538 0,62 0,50 0,24 0,22 -0,9 6,364
0,84 0,43 0,03 1,28 1,313 0,557 0,84 0,31 -0,286 0,84 0,75 -0,175 0,74 -0,6 4,818
1,11 0,71 -0,22 1,46 1,5 0,384 1,11 0,58 0,111 1,11 1,00 -0,36 0,99 -0,3 6,109
1,97 1,0 -0,84 1,80 1,69 -0,566 1,97 0,84 0,453 1,97 1,25 -0,328 1,31 0,0 3,954
2,55 1,29 -1,20 2,00 1,875 -1,44 2,55 1,10 0,671 2,55 1,5 0,0 1,68 0,3 4,687
2,91 1,57 -1,03 2,71 2,063 -1,696 2,91 1,36 0,663 2,91 1,75 0,354 1,91 0,6 4,760

1,86 -0,37 2,250 -1,91 1,63 0,45 2,0 0,72 0,9 5,851
2,14 0,61 2,438 -2,819 1,89 0,157 2,25 0,697 1,2 7,101
2,43 2,67 2,625 -3,625 2,15 -0,188 2,5 0,0 1,5 9,179
2,71 5,04 2,813 -3,941 2,41 -0,542 2,75 -1,792 1,8 11,421
3,0 8,9 3,0 -4,367 2,95 -0,198 3,0 -5,16 2,1 14,097

1 2 3 4 5
x             y x             yx             y x             y x             y

x 0,5 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

Y 3,99 5,65 6,41 7,71 11,215 17,611 27,83 38,19 39,3

x 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4

Y 1,65 2,1 2 2,1 2,3 2,4 2,22 2,59

x 1 2 3 4 5 6 7

Y 0,529 0,298 0,267 0,171 0,156 0,124 0,1

x 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25 2,5

Y 5,21 4,196 3,759 3,672 4,592 4,621 5,758

x 3 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9

Y 0,61 0,6 0,592 0,58 0,585 0,583 0,582 0,57 0,572 0,571

x 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6

Y 5,197 7,78 11,14 15,09 19,24 23,11 26,25 28,6 30,3

1

2

3

4

5

6
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Практическая работа № 7 
Интерполяция экспериментальных данных 

Цель работы: расширение, систематизация и закрепление умений 
интерполировать исходные данные, используя программу Excel.  

Задачи: научиться строить линейную и квадратичную интерполя-
ции, интерполяционный многочлен Лагранжа и сплайн-интерполяцию. 

Пусть величина y является функцией аргумента x, но вид аналити-
ческой зависимости y = f(x) неизвестен, функции задана в виде таблицы 
в точках x0, x1, ..., xn, где значения y0 = f(x0), …, yn = f(xn). Решается задача 
замены функции f(x) более простой функцией φ(x), чтобы эти функции 
совпадали в заданной области наилучшим образом. Одним из методов 
решения данной проблемы является интерполяция, то есть построение 
функции φ(x) = Pn(x), обладающей таким свойством, что ее значения в 
точках x0, x1, ..., xn обязательно совпадают со значениями функций f(x) и 
являющейся интерполяционным многочленом степени n. Интерполяция 
функции производится на некотором отрезке [x0, xn]. 

Различают глобальную интерполяцию, когда на весь интервал стро-
ится один многочлен, и локальную, когда для каждой части интервала 
строится свой многочлен. 

Простейшая локальная интерполяция – линейная, при которой за-
данные точки соединяются прямыми отрезками, функция получается в 
виде ломаной с вершинами в данных точках. Для каждого участка  
[xi–1, xi] в качестве интерполяционного многочлена используется урав-
нение прямой, проходящей через концы этого отрезка.  

Для i-го интервала: у = aix + bi, xi–1 ≤ x ≤ xi, 

ai = ·
yi	–	yi-1

xi	–	xi-1
, bi = уi–1 – ai·xi–1. Поэтому для нахожде-

ния приближенного значения функции в точке х 
сначала определяем, в какой интервал попадает 
значение х, а затем подставляем его в формулу.  

Пример 27. Найти значение функции y = f(x), заданной таблично в 
точке x = 2 при линейной интерполяции: 

i 0 1 2 3 4 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 
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Решение. Видно, что x = 2 лежит во втором интервале [1,5; 2,25], то 
есть i = 2, а коэффициенты a2 и b2 рассчитываются следующим образом: 

a2 = 
y2 – y1

x2 – x1
 = 

1,12	–	1,2

2,25	–	1,5
 = –0,1067 , b2 = у1 – a2x1 = 1,2 – (–0,1067) 1,5 = 1,36. 

Значение функции в точке x = 2: у = a2x + b2 = –0,1067·2 + 1,36 = 1,147 
(рис. 55). 

 
Рис. 55. Расчет линейной интерполяции для x = 2 

При локальной квадратичной интерполя-
ции в качестве интерполяционной функции на 
участке [xi–1, xi+1] используется квадратный 
трехчлен: у = aix2 + bix + сi, xi–1 ≤ x ≤ xi+1, гра-
фиком которого является парабола. Функция 
строится по трем точкам xi–1, xi, xi+1.  

Для нахождения коэффициентов a, b и с 
необходимо составить систему из трех уравнений:  ൝аxi–1

2
 + bxi–1+ c = уi–1;

аxi
2
 + bxi+ c = уi;

аxi+1
2
 + bxi+1+ c = уi+1

 

и решить ее на интервале [xi–1, xi+1], а затем подставить найденные ко-
эффициенты в уравнение у = ax2 + bx + с. 

Пример 28. Найти значение функции y = f (x), заданной таблично в 
точке x = 2 при квадратичной интерполяции: 

i 0 1 2 3 4 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 
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Решение. Видим, что x = 2 лежит в интервале [1,5; 2,25]. Тогда ко-
эффициенты a, b и с рассчитываются из условия  

ቐx1
2
 а+ x1b	+ c = у1;

x2
2а + x2b	+ c = у2;

x3
2
 а+ x3b	+ c = у3;      ቐ

1,52
 а	+ 1,5b	+ c = 1,2;

2,252а	 + 2,25b	+ c = 1,12;
32

 а	+ 3b	+ c = 2,25,   

а у(2) = a22 + b2 + с следующим образом (рис. 56): 

 

 

Рис. 56. Расчет квадратичной интерполяции для x = 2 

В результате получаем a = 1,08; b = 4,14 и с = 4,99, а значение 
функции у(2) = 1,08·22 + 4,14·2 + 4,99. 

Заметим, что значения, полученные при локальных линейной и 
квадратичной интерполяциях различаются. 

Имеются различные формулы для построения интерполяционного 
многочлена: формулы Лагранжа, Ньютона, Гаусса.  

Рассмотрим интерполяционный многочлен Лагранжа. Он имеет 

вид: Pn(x) = Σyjpj(x) , где pj(x) = ∏ (x–xk)

(xj–xk)
n
k=0, k≠j . 

Необходимо обратить внимание на отличительное свойство много-
члена pj(x), а именно, каждый pj(x) обращается в ноль при всех таблич-
ных значениях аргумента x, кроме x = xj. А при x = xj его значение равно 
единице. При этом полученный интерполяционный многочлен Pn(x) об-
ладает необходимым свойством: его значения в точках x0, x1, ..., xn сов-
падают со значениями y0, y1, ..., yn функции f(x) в этих же точках. Можно 
также заметить, что степень его на единицу меньше количества таблич-
ных значений функции. 
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Пример 29. Построить интерполяционный многочлен Лагранжа 
для таблично заданной функции y = f(x). Найти его значение в точке 
x = 2. Построить график интерполяционного многочлена Лагранжа для 
y = f(x). 

i 0 1 2 3 4 

x 0,75 1,5 2,25 3,0 3,75 

y 2,5 1,2 1,12 2,25 4,28 

Решение. Так как имеется пять значений функции, то интерполяци-
онный многочлен будет четвертой степени и иметь вид 

P4(x) = Σyipi(x), i = 0, …, 4, 
где pi(x) являются также многочленами четвертой степени от x и полу-
чаются следующим образом: 

p0(x) = 
൫х – 1,5൯(х – 2,25)(х – 3,0)(х – 3,75)൫0,75 – 1,5൯(0,75 – 2,25)(0,75 – 3,0)(0,75 – 3,75)

; 
 

p1(x) = 
൫х – 0,75൯(х – 2,25)(х – 3,0)(х – 3,75)൫1,5 – 0,75൯(1,5 – 2,25)(1,5 – 3,0)(1,5 – 3,75)

; 
 

p2(x) = 
൫х – 0,75൯(х – 1,5)(х – 3,0)(х – 3,75)൫2,25 – 0,75൯(2,25 – 1,5)(2,25 – 3,0)(2,25 – 3,75)

; 
 

p3(x) = 
൫х – 0,75൯(х – 1,5)(х – 2,25)(х – 3,75)൫3,0 – 0,75൯൫3,0 – 1,5൯(3,0 – 2,25)(3,0 – 3,75)

; 
 

p4(x) = 
൫х – 0,75൯(х – 1,5)(х – 2,25)(х – 3,0)൫3,75 – 0,75൯൫3,75 – 1,5൯(3,75 – 2,25)(3,75 – 3,0)

. 

Сам интерполяционный многочлен имеет вид 

P4(x) = 2,50p0(x) + 1,2p1(x) + 1,12p2(x) + 2,25p3(x) + 4,28p4(x). 

Рассчитаем знаменатели коэффициентов pi(x) (рис. 57). 
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Рис. 57. Расчет знаменателей pi(x) 

Тогда многочлены pi(x) получаются следующими: 

p0(x) = 
൫х – 1,5൯(х – 2,25)(х – 3,0)(х – 3,75)

7,594 
; 

 

p1(x) = 
൫х – 0,75൯(х – 2,25)(х – 3,0)(х – 3,75)

– 1,898
; 

 

p2(x) = 
൫х – 0,75൯(х – 1,5)(х – 3,0)(х – 3,75)

1,266
; 

 

p3(x) = 
൫х – 0,75൯(х – 1,5)(х – 2,25)(х – 3,75)

– 1,898
; 

 

p4(x) = 
൫х – 0,75൯(х – 1,5)(х – 2,25)(х – 3,0)

7,594
. 

Для расчета значения P4(x) в точке x = 2 сначала найдем значения 

p0(2) = 
൫2 – 1,5൯(2 – 2,25)(2 – 3,0)(2 – 3,75)

7,594 
 = –0,029; затем аналогично p1(2), 

p2(2), p3(2), и p4(2).  

После чего мы можем рассчитать, P4(2) = 2,50(–0,029) + 
+ 1,2(0,288) + 1,12(0,864) + 2,25(–0,144) + 4,28(0,021) = 1,006 (рис. 58). 
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Рис. 58. Расчет P4(x) в точке x = 2 

Далее построим график интерполяционного многочлена Лагранжа. 
Для этого создадим таблицу: в первой колонке – значения х на ин-

тервале [0,75; 3,75] с шагом h = 0,1. Шаг выбираем самостоятельно ис-
ходя из необходимости и достаточности их количества для построения 
графика. Заполняем столбец А, как и в предыдущих примерах, рассчи-
тывая каждое последующее значение, как предыдущее плюс шаг. 
Например, в ячейке А37 значение х рассчитано по формуле 
=A36+$B$34. 

Для каждого значения х рассчитаем p0(x), p1(x), p2(x), p3(x) и p4(x) 
(рис. 59).  

Например, p0(0,85) в ячейке В37 рассчитывается по формуле 
=((A37-$C$32)*(A37-$D$32)*(A37-$E$32)*(A37-$F$32))/$B$30,  

p1(0,85) в ячейке С37 рассчитывается по формуле  
= ((A37 – $B$32)*(A37 – $D$32)*(A37 – $E$32)*(A37 – $F$32))/ $C$30 
и т. д. 

 

Рис. 59. Расчет pi(x) для интервала [0,75; 3,75] 
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Теперь мы можем рассчитать значения интерполяционного много-
члена P4(x) по формуле  

2,50p0(x) + 1,2p1(x) + 1,12p2(x) + 2,25p3(x) + +4,28p4(x). 
Например, в ячейке G40 находится формула 

=$B$33*B40+$C$33*C40+$D$33*D40+$E$33*E40+$F$33*F40. 
После того, как таблица заполнена, убедимся, что полученный интерпо-
ляционный многочлен Лагранжа P4(x) обладает необходимым свойством: 
его значения функции f(x) в точках, заданных таблично x0, x1, ..., xn, сов-
падают со значениями y0, y1, ..., yn,, а именно для x0 = 0,75; y0 = 1,5; при-
чем оно рассчитано по формуле! И аналогично рассчитанные для 
x1 = 2,25; y1 = 2,5; для x2 = 1,2 рассчитанное y2 = 2,25, для x3 = 1,12 рас-
считанное y3 = 4,28 (рис. 60). 

 

Рис. 60. Расчет Р4(x) для интервала [0,75; 3,75] 
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Построим график полученного интерполяционного многочлена Ла-
гранжа P4(x) = 2,50p0(x) + 1,2p1(x) + 1,12p2(x) + 2,25p3(x) + 4,28p4(x) (рис. 61).  

 
Рис. 61. График Р4(x) на интервале [0,75; 3,75] 

Cплайн-интерполяция  
Пусть функции задана в виде таблицы в точках x0, x1, ..., xn, где зна-

чения y0 = f(x0), …, yn = f(xn). Решается задача замены функции f(x) более 
простой, чтобы эти функции совпадали в заданной области наилучшим 
образом. Для решения такой проблемы используют два подхода: 

1. Построение функции φ(x) = Pn(x), интерполирующей данную 
(рис. 62, а). 

2. Построение функции φ(x) = Pk(x), аппроксимирующей данную 
(рис. 62, б). 

 
а        б 

Рис. 62. Графическая интерпретация принципа построения  
интерполяционного полинома (а) и аппроксимирующей линии (б)  

для точечно заданной функции 
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Интерполяционный многочлен Лагранжа 
P4(x) = 2,50·p0(x) +1,2· p1(x) +1,12·p2(x) + 2,25·p3(x) + 4,28· p4(x) 
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Имеются различные формулы для построения интерполяционного 
многочлена: Лагранжа, Ньютона и др. Мы уже рассмотрели интерполя-
ционный многочлен Лагранжа, который является полиномом высокой 
степени.  

Идея сплайн-интерполяции заключается в замене кривой полинома 
высокой степени непрерывной кривой из фрагментов полиномов низких 
порядков через все заданные точки. Чаще всего в качестве интерполи-
рующего полинома используется кубическая парабола, рассчитываемая 
для каждого промежутка между точками.  

Кубические сплайны – специальным образом построенные много-
члены третьей степени. Между каждой парой соседних узлов интерпо-
ляция записывается в следующем виде:   

S(x) = ai + bi(x – xi–1) + сi(x – xi–1)
2 + di(x – xi–1)

3, xi–1 ≤ x ≤ xi. 

В каждом полиноме четыре неизвестных коэффициента a, b, с, d => 
всего имеем 4(n – 1) неизвестный коэффициент. Их нужно подобрать 
так, чтобы: 

• в точках х1, …, хn значения полиномов должны совпадать с изме-
ренными; 

• в пунктах стыковки соседних полиномов х2, х3, …, хn–1 не должно 
быть изломов, т. е. наклоны линий должны быть одинаковыми; 

• в тех же пунктах стыковки не должно быть скачка кривизны; 
• в начальном и конечном пунктах должны быть заданы граничные 

условия. 
Коэффициенты a, b, с, d  рассчитываются следующим образом: 
ai = уi–1; i = 1, …, n; 

bi = 
yi	–	yi-1

hi	 	– (ci+1 + 2ci)· 
	hi
 3.,  i = 1, …, n;  

di = 
ci+1	–	ci

3hi	  ,  i = 1, …, n;  

c1 = cn+1 = 0;  c2, …, cn  находятся решением системы  

۔ۖۖەۖۖ
ۓ  2(h1 + h2)c2	+ h2c3 = 3 ൬ݕଶ − ଵℎଶݕ	 – ଵݕ − ℎଵݕ	 ൰ ;

h2c2 + 2(h2 + h3)c3	+ h3c4 = 3 ൬ݕଷ − ଶℎଶݕ	 – ଶݕ − ଵℎଶݕ	 ൰ ;
…

hn –1cn –1 + 2(hn –1 + hn )cn = 3 ൬ݕ	 − ଵℎ	–	ݕ – –ଵ	ݕ –ଵ	–ଶℎ	ݕ	− ൰ . 
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Обозначим Нi = 2(hi–1 + hi) и gi = 3ቀ௬శభ	ି௬	శభ – ௬	ି	௬	–భ ቁ , тогда си-

стема запишется в виде 

൞ 	Н2c2+ h2c3 = g1;
h2c2	+	Н3c3+ h3c4 = g2;

…
hn –1cn –1	+	Нncn = gn–1.  

Решив данную систему, мы найдем c2 , …, cn. 
Пример 30. Известно, что использование соляной HCl и кремнефто-

ристоводородной H2SiF6 кислот, благодаря растворению терригенных 
коллекторов, углубляет и развивает сеть каналов. Но одновременно и 
ограничивает приток пластовых вод к скважине за счет закупорки филь-
трационных каналов в водоносном пласте осадками кремнефторидов. 
Поиск оптимального режима обработки призабойной зоны с целью 
снижения пластовых потерь нефти приводит к необходимости исследо-
вания зависимости количества выпадающего осадка от свойств пласто-
вой воды. В таблице приведены результаты эксперимента по смешива-
нию 25 мл пластовой воды при температуре T = 20 °C с 
кремнефтористоводородной кислотой H2SiF6 с последующей фильтра-
цией полученного раствора.  

i 0 1 2 3 4 5 6 

x 1,05 1,12 1,13 1,14 1,15 1,16 1,19 

y 8,4 14,2 14,4 15,4 19,7 20,6 22,6 

 
Необходимо построить зависимость процентного содержания осад-

ка, получающегося при смешивании пластовой воды с кислотой H2SiF6, 
от плотности пластовой воды. Для построения зависимости воспользо-
ваться методом сплайн-интерполяции для y = f(x). 

Решение. Занесем данные в таблицу. Добавим столбцы с расчетом 
hi = (xi – xi–1)  и Нi = 2(hi–1 + hi) и gi (рис. 63). 

Составим систему уравнений, и подставим в нее полученные коэф-
фициенты:  

۔ۖەۖ
ۓ 	Н2c2	+ h2c3 = g1

h2 c2	+	Н3c3	+ h3c4 = g2

h3 c3	+	Н4c4	+ h4c5 = g3

h4 c4	+	Н5c5	+ h5c6 = g4

h5 c5	+ Н6c6 = g5

										 ۔ۖەۖ
ۓ 	0,16c2	+ 0,01c3 = –188,57

0,01c2	+	0,04c3 + 0,01c4 = 240
0,01c3	+	0,04c4 + 0,01c5 = 990

0,01c4	+	0,04c5 + 0,01c6 = –1020
 0,01c5 + 0,08c6 = –70  
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Рис. 63. Расчет шага hi и коэффициентов Нi и gi  

Решим систему и таким образом найдем коэффициенты сплайна c2, 
c3, c4, c5 и c6 (рис. 64): 

 
Рис. 64. Расчет коэффициентов c2, c3, c4, c5 и c6 

Мы нашли коэффициенты c2 = – 1038, c3 = – 2248, c4 = 34 032,  
c5 = – 34,798 и c6 = 3484.  

Далее, учитывая, что c1 = c7 = 0, по предложенным ранее формулам 

найдем b1 – b6, например b1 = 
y1 – y0

h1 
 –(c2 + 2c1) 

	h1

 3. , которая в Excel выгля-

дит как = (C3–C2)/E3 – (2*J16+J17)*E3/3 и d1 – d6, например d5 = 
c6 – c5

3h5 
, 

которая в Excel выглядит = (J21–J20)/(3·E7) (рис. 65): 
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Рис. 65. Расчет коэффициентов bi  и di 

Найдем коэффициенты а1 = у0,  а2 = у1 и т. д. 
Следующим шагом для каждого участка [xi–1, xi] рассчитаем значе-

ние функции со своими коэффициентами:  
S(x) = ai + bi(xi – xi–1) + сi(xi – xi–1)

2 + di(xi – xi–1)
3. 

Шаг возьмем равным 0,005.  
На интервале [1,05; 1,12] сплайн-интерполяция имеет вид (рис. 66) 

S(x) = a1 + b1(x – x0) + с1(x – x0)
2 + d1(x – x0)

3 = 
= 8,4 + 107(xi – 1,05) – 0(xi – 1,05)2 – 4943(xi – 1,05)3. 

 

 
Рис. 66. Расчет значений сплайн-интерполяции на интервале [1,05; 1,12] 
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На интервале [1,16; 1,19] сплайн-интерполяция имеет вид (рис. 67) 
S(x) = a6 + b6(x – x5) + с6(x – x5)

2 + d6(x – x5)
3 = 

= 20,6 – 3031(xi – 1,16) + 3485(xi – 1,16)2 – 38 721(xi – 1,16)3. 

 
Рис. 67. Расчет значений сплайн-интерполяции на интервале [1,16; 1,19] 

Итоговая таблица и график функции имеют вид (рис. 68) 
 

 

 

Рис. 68. Таблица и график сплайн-интерполяции  
зависимости %-го содержания осадка, получающегося 
при смешивании пластовой воды с кислотой H2SiF6,  
от плотности пластовой воды 
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Задачи для самостоятельного решения 

Взять у преподавателя свой вариант. В соответствии с полученным 
вариантом: 

1. Составить многочлен Лагранжа, интерполирующий профиль вы-
сот zi на участке нефтепровода. Построить его график. 

 

 
 

2. Построить кубическую сплайн-интерполяцию для следующей 
задачи: при пяти различных значениях температуры (xi) (в градусах 
Цельсия) было измерено напряжение сдвига (yi) (H/м2).  
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Заключение 

В практикуме изложены методы приближенного решения нелиней-
ных алгебраических уравнений, систем линейных алгебраических урав-
нений, методы аппроксимации и интерполяции, а также статистические 
методы и законы распределения. Приведены примеры расчетов с не-
большим теоретическим изложением материала в табличном процессо-
ре Excel. Прикладной программный пакет Excel удобен для построения 
диаграмм различного типа, подготовки иллюстраций для статей, науч-
ных докладов и презентаций. В конце каждого раздела приведены при-
меры вариантов заданий, которые студенты должны выполнить для 
подготовки к зачету. Практикум может быть полезен не только студен-
там, но и другим специалистам, занимающимся математической обра-
боткой данных, так как математические методы универсальны и приме-
нимы в самых различных областях знаний.  

Конечно, много вычислений осталось за рамками пособия, напри-
мер, численное дифференцирование и интегрирование, численные ме-
тоды решения задачи Коши и краевые задачи для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Чтобы познакомиться с этими вопросами, 
можно воспользоваться источниками, приведенными в библиографиче-
ском списке. 
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