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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящее учебное пособие предназначается иностранным студентам, обучающимся в ТПУ на русском языке. В нём излагается материал по дисциплине «Ряды и комплексный анализ».

В курсе «Ряды и комплексный анализ» изучаются такие разделы высшей математики как: Ряды (числовые и степенные ряды, ряды Фурье); Функции комплексного переменного (дифференцирование и интегрирование функций комплексного переменного, ряды Лорана, вычеты).

Пособие имеет следующую структуру. В нём содержатся основные определения, формулировки и доказательства теорем и следствий из них. Начало доказательств теорем, следствий и свойств обозначено символом ▶, а конец – ■. Кроме того, приводятся примеры решения задач, иллюстрирующие теоретический материал, а также вопросы и задания для самопроверки.

Положительной стороной пособия является подробность математических выкладок, что позволяет убедиться в доказательности выводов без привлечения дополнительной литературы.

Главы I, II, III посвящены рядам, главы IV, V – функциям комплексного переменного. Глава VI содержит материал, который иллюстрирует связь предыдущих разделов и в дальнейшем будет полезен при изучении специальных дисциплин.

Предполагается, что, приступая к изучению данного материала, студенты уже знакомы со следующими разделами высшей математики: линейная алгебра, аналитическая геометрия, дифференциальное исчисление функций одного и нескольких переменных, интегральное исчисление функций одного и нескольких переменных, дифференциальные уравнения.

Учебное пособие входит в комплект учебно-методического обеспечения дисциплины «Ряды и комплексный анализ» и может быть использовано студентами всех технических специальностей для самостоятельной работы по изучению данного курса, а также преподавателями при подготовке лекционного курса и практических занятий.

Авторы
ВВЕДЕНИЕ

Эта книга, прежде всего, – учебник, с помощью которого студенты, а также, возможно, магистранты и аспиранты, могут изучить основные вопросы теории рядов и теории функций комплексного переменного.

Изучение курса «Ряды и комплексный анализ» потребует от студентов применения знаний и навыков, полученных при изучении дифференциального и интегрального исчислений функций действительных переменных, и подготовит их к успешному освоению специальных дисциплин.

Теория функций комплексного переменного является одним из важнейших для приложений разделов высшей математики. Ряды также находят своё многочисленное применение в решении прикладных задач.

Учебное пособие составлено с учётом того, что количество аудиторных часов с каждым годом сокращается, и поэтому студенты вынуждены изучать курс, в основном, самостоятельно. Пособие следует рассматривать как дополнение к лекциям, поскольку в нём содержатся доказательства свойств и теорем курса, которые в силу малого количества аудиторных часов обычно рекомендуются студентам для самостоятельного изучения. Кроме того, в конце каждой главы сформулированы вопросы и задания для самоконтроля успешности усвоения теоретического материала.

Следует отметить, что ряды при их изучении доставляют трудности, связанные с необычностью самого объекта изучения, которым является ряд, т.е. сумма бесконечного числа слагаемых. Простой пример позволяет наглядно изобразить такую сумму.
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Возьмём отрезок длины 2. Разделим его на два равных отрезка, каждый длины 1. Не трогая левого отрезка, разделим правый на два равных отрезка, каждый длины 1/2. Правый из них разделим на два отрезка, каждый длины 1/4. Продолжим этот процесс до бесконечности.

Тогда длина исходного отрезка может быть выражена как сумма:
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Приведённое рассуждение было известно ещё грекам, а философ Зенон оспаривал его законность. Зенон известен своими «парадоксами». Один из этих парадоксов утверждает, что бегущий человек никогда не сможет достичь своей цели, поскольку он должен сначала пробежать половину требуемой дистанции, затем половину оставшейся части и т.д. Таким образом, он должен пробежать бесконечное множество расстояний, а это будет продолжаться вечно.

Конечно, все мы видели бегунов, достигавших финиша. Но этот пример показывает, что сложение бесконечного множества чисел нельзя толковать как процесс, аналогичный сложению конечного их числа. Если мы попытаемся вычислить бесконечную сумму, такую как, например, ((), последовательно выполняя все заданные в ней сложения, то это никогда не закончится. Тем не менее, интуитивно мы чувствуем, что равенство (() верное.

Такие противоречия долгое время не позволяли математикам создать стройную математическую теорию. Только в XIX веке ряды стали предметом изучения сами по себе и в настоящее время широко используются при решении различных задач, в доказательствах теорем, получениях асимптотических оценок и т.п.

Роль комплексных чисел и теории функций комплексного переменного в математике, несомненно, высока. Впервые комплексные числа появляются при попытке решения алгебраических уравнений типа: 
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В 1572 г. выходит «Алгебра» итальянского инженера Р.Бомбелли, в которой он рассматривает комплексные числа как «линейные комбинации» с вещественными коэффициентами четырёх базисных элементов: «piu» ((1), «meno» ((1), «piu de meno» ((i) и «meno di meno» ((i). Кроме того, он даёт правила действий над комплексными числами в виде, уже весьма близком к современным изложениям. Впрочем, сам термин «комплексное число» появится позже.

Обычно комплексные числа рассматриваются как естественное расширение числовой системы, возникающее в процессе усложнения математических действий.

Глава 1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ
§1. Основные понятия

Пусть дана бесконечная числовая последовательность 
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Определение 1.1.1. Числовым рядом называется выражение вида
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а элементы последовательности 
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Для задания ряда необходимо задать каждый его член. Обычно он записывается как некоторая функция от своего номера 
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. Аналитическое выражение этой функции называют общим членом ряда. Например, общим членом ряда
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является выражение 
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Определение 1.1.2. Сумма 
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 первых членов ряда 
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Частичные суммы ряда образуют бесконечную числовую последовательность
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Определение 1.1.3. Ряд 
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 называется сходящимся, если последовательность его частичных сумм имеет конечный предел
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Значение 
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 этого предела называется суммой ряда.

Определение 1.1.4. Ряд 
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 называется расходящимся, если последовательность его частичных сумм расходится (т.е. 
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 не существует или равен бесконечности).

Рассмотрим несколько примеров выяснения сходимости или расходимости ряда по определению.

Пример 1.1.1. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Члены данного ряда образуют арифметическую прогрессию с разностью 
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. Следовательно, ряд 
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Пример 1.1.2. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Для данного ряда всякая частичная сумма 
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 с чётным номером равна 0, а всякая сумма с нечётным номером равна 1. Последовательность частичных сумм этого ряда 
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Пример 1.1.3. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Данный ряд составлен из элементов геометрической прогрессии с первым членом 
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 и знаменателем 
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 первых членов ряда имеет вид
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Заметим, что
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поэтому
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Если 
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Если 
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. При чётном 
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Таким образом, ряд 
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Определение 1.1.5. Выражение вида
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представляющее собой числовой ряд, называется 
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Очевидно, что 
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§2. Основные свойства сходящихся числовых рядов

Свойство 1. Если ряд 
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▶Действительно, все частичные суммы остатка отличаются на одну и ту же постоянную величину 
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 от соответствующих частичных сумм ряда. А из сходимости последовательности 
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Из этого свойства следует, что на сходимость (расходимость) ряда не влияет отбрасывание любого конечного числа первых членов или наоборот присоединение конечного числа членов.

Свойство 2. Если ряд 
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▶Действительно, 
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Свойство 3. Если ряды 
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▶Действительно,
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Из свойств 2 и 3 следует, что сходящиеся ряды можно почленно умножать на число 
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, складывать, вычитать, так же, как это делается обычно с суммами конечного числа слагаемых.

Установление факта сходимости числового ряда по определению, с помощью частичных сумм, является достаточно трудоёмкой задачей. При изучении рядов значения частичных сумм не представляют интереса, зачастую важен лишь факт сходимости или расходимости ряда. Ниже рассмотрим теоремы, позволяющие этот факт установить.

§3. Признаки сходимости числовых рядов
Теорема 1.3.1 (необходимый признак сходимости ряда). Если ряд 
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Доказательство.▶ Рассмотрим 
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Таким образом, 
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Пример 1.3.1. Исследовать на сходимость гармонический ряд
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Решение. Очевидно, что для гармонического ряда выполняется необходимый признак сходимости 
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. Тем не менее, ряд расходится. Докажем это. Предположим, что гармонический ряд сходится. Обозначим его сумму через 
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Но с другой стороны
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То есть для всех номеров 
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 выполняется неравенство 
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Пример 1.3.2. Установить расходимость следующих рядов:
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Решение. а) Ряд 
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б) Ряд 
[image: image117.wmf]1

1

1

n

n

n

¥

=

æö

+

ç÷

èø

å

 расходится, так как 
[image: image118.wmf]1

lim10

n

n

e

n

®¥

æö

+=¹

ç÷

èø

.

Заметим, что условие 
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Таким образом, приведённый признак сходимости следует понимать так:
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§4. Достаточные признаки сходимости числовых рядов

с положительными членами
Определение 1.4.1. Числовой ряд 
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Теорема 1.4.1 (интегральный признак). Пусть дан ряд 
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Доказательство.▶ Так как функция 
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Просуммировав их, найдём 
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Пусть теперь интеграл 
[image: image165.wmf]1

()

fxdx

¥

ò

 расходится. Тогда в силу неравенства 
[image: image166.wmf]1

1

()

n

n

sfxdx

+

³

ò

 последовательность частичных сумм 
[image: image167.wmf]n

s

 неограничена, а значит, ряд 
[image: image168.wmf]¥

=

å

1

n

n

u

 расходится. Если же расходится ряд 
[image: image169.wmf]¥

=

å

1

n

n

u

, то последовательность его частичных сумм неограничена, тем более, неограничена последовательность 
[image: image170.wmf]1

1

1

()

n

n

Ifxdx

+

+

=

ò

. Значит, интеграл 
[image: image171.wmf]1

()

fxdx

¥

ò

 расходится. Теорема доказана. ■
Пример 1.4.1. С помощью интегрального признака исследовать на сходимость обобщённый гармонический ряд
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Решение. Рассмотрим функцию 
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. В этом случае значение интеграла есть конечное число, т.е. интеграл сходится, а значит, и ряд сходится.

Если 
[image: image179.wmf]01

p

<<

, имеем


[image: image180.wmf](

)

1

11

1

()lim1

1

b

p

b

dx

fxdxx

p

x

¥¥

-

®¥

==-=¥

-+

òò

 и несобственный интеграл расходится, следовательно, и ряд расходится.

При 
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 обобщённый гармонический ряд расходится, так как не выполняется необходимый признак сходимости (теорема 1.3.1).

Пример 1.4.2. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Функция 
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Поскольку интеграл расходится, то и исследуемый ряд также расходится.

Пример 1.4.3. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Функция 
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Теорема 1.4.2 (первый признак сравнения). Пусть 
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 два знакоположительных ряда, причём члены первого, начиная с некоторого номера 
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Тогда
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Доказательство.▶ Предположим сначала, что 
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1) Пусть ряд 
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2) Пусть ряд 
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Если 
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, так как отбрасывание конечного числа членов ряда не влияет на его сходимость. ■
Проиллюстрируем применение первого признака сравнения на примере.

Пример 1.4.4. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Поскольку 
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Теорема 1.4.3 (второй или предельный признак сравнения). Если существует конечный, отличный от нуля предел
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 согласно свойству 2 числовых рядов (§2) следует сходимость ряда 
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Аналогично доказывается, что из сходимости (расходимости) ряда 
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При применении признаков сравнения данный ряд сопоставляется с одним из рядов, сходимость которых уже установлена заранее. В качестве таких известных рядов обычно используются эталонные ряды:

· обобщенный гармонический ряд (пример 1.4.1);

· ряд, составленный из членов геометрической прогрессии (пример 1.1.3).

Результаты исследования эталонных рядов приведены в таблице 1.

Таблица 1

	ряд
	сходится
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Пример 1.4.5. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Общий член данного ряда 
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Так как гармонический ряд 
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Теорема 1.4.4 (признак Д(Аламбера). Пусть дан ряд 
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Тогда
1) при 
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 ряд сходится;


2) при 
[image: image265.wmf]1

l

>

 ряд расходится;


3) при 
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Доказательство. ▶ Пусть для некоторого ряда существует предел 
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Так как ряд 
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2) Если 
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Отметим, что признак Д(Аламбера удобно применять, если общий член ряда содержит показательные выражения и (или) факториалы.

Пример 1.4.7. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Имеем 
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Пример 1.4.8. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Имеем 
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следовательно, ряд расходится.

Теорема 1.4.5 (радикальный признак Коши). Пусть дан ряд 
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Тогда
1) при 
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 ряд сходится;


2) при 
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 ряд расходится;


3) при 
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Доказательство. ▶ Пусть для ряда 
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1). Если 
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2). Если 
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 согласно признаку сравнения (теорема 1.4.2) следует расходимость ряда 
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Признак Коши, как правило, используют, если общий член исследуемого ряда имеет вид 
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Пример 1.4.9. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Имеем 
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следовательно, ряд сходится.

Пример 1.4.10. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Имеем 
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следовательно, ряд расходится.

§5. Знакочередующиеся ряды и их сходимость
Определение 1.5.1. Знакопеременным рядом называется ряд, членами которого являются действительные числа произвольного знака.

Приведём примеры знакопеременных рядов:
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Частным случаем знакопеременных рядов являются знакочередующиеся ряды.

Определение 1.5.2. Знакопеременный ряд называется знакочередующимся, если его соседние члены имеют противоположные знаки.

Примеры знакочередующихся рядов:
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Рассмотрим знакопеременный ряд
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(1.1)

Некоторую информацию о сходимости этого ряда можно получить, рассматривая ряд, членами которого являются абсолютные величины (модули) членов знакопеременного ряда (1.1)
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(1.2)

который является рядом с положительными членами. Поэтому его сходимость можно изучать с помощью признаков, изложенных выше. Связь между сходимостью ряда (1.1) и сходимостью ряда (1.2) устанавливается следующей теоремой.

Теорема 1.5.1. Если ряд (1.2) сходится, то и ряд (1.1) также сходится.

Доказательство. ▶ Пусть 
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 есть знакопеременный ряд.

Составим ряд из модулей его членов 
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 сходится. Тогда по свойству 2 линейных операций над рядами (см. §2) сходится ряд 
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Следовательно, по первому признаку сравнения (теорема 1.4.2) сходится ряд 
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 можно представить в виде разности сходящихся рядов
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, то он сходится. ■
Определение 1.5.3. Знакопеременный ряд называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный из модулей его членов.

Пример 1.5.1. Исследовать на сходимость ряд


[image: image354.wmf]1

111(1)

1

248

2

n

n

+

-

-+-+++

KK


Решение. Данный ряд сходится на основании теоремы 1.5.1, так как сходится ряд, составленный из его модулей
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Действительно, этот ряд составлен из членов геометрической прогрессии со знаменателем 
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Пример 1.5.2. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Ряд 
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 сходится на основании теоремы 1.5.1, так как сходится ряд
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составленный из его модулей. Действительно, это обобщённый гармонический ряд, у которого 
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Итак, ряды, приведённые в примерах 1.5.1 и 1.5.2, являются абсолютно сходящимися.

Определение 1.5.4. Знакопеременный ряд называется условно сходящимся, если он сходится, а ряд, составленный из модулей его членов, расходится.

Для знакочередующихся рядов имеет место очень простой достаточный признак сходимости.

Теорема 1.5.2 (признак Лейбница). Если члены знакочередующегося ряда 
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то этот ряд сходится.

Доказательство. ▶ Пусть для знакочередующегося ряда 
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 выполняются оба условия теоремы. Заметим, что общий член знакочередующегося ряда можно всегда записать в виде 
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Рассмотрим чётную частичную сумму ряда (с чётным числом членов)
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Из второго условия теоремы следует, что все выражения в круглых скобках неотрицательны. Следовательно, последовательность 
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Отсюда следует, что 
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 для любого 
[image: image374.wmf]n
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 ограничена сверху. Значит, она имеет предел 
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 (нечётного числа слагаемых) тоже сходится к 
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Для всех номеров 
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 имеет место равенство 
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Таким образом, последовательность частичных сумм 
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 сходится. Что и требовалось доказать. ■
Пример 1.5.3. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. О сходимости ряда 
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 на основании достаточного признака сходимости 1.5.1 ничего сказать нельзя, так как ряд из модулей 
[image: image388.wmf]¥¥

==

-

=

åå

11

(1)1

n

nn

nn

 – гармонический ряд – расходится. Но для этого ряда выполняются оба условия теоремы Лейбница:
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Следовательно, ряд 
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 сходится. Отметим, что он сходится условно, так как ряд из модулей 
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Следствие 1.5.4. Для знакочередующегося ряда 
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, удовлетворяющего условиям теоремы Лейбница, остаток ряда 
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 можно оценить сверху по абсолютной величине 
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Пусть знакочередующийся ряд 
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Остаток ряда 
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, в свою очередь, является суммой знакочередующегося ряда и, следовательно, удовлетворяет условию 
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 (следствие 1.5.4). Таким образом, заменяя сумму ряда его частичной суммой, получаем ошибку, абсолютная величина которой меньше абсолютной величины первого отброшенного члена ряда.

Поэтому следствие 1.5.4 используется в приближённых вычислениях. Например, ряд 
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Тогда получаем ошибку, абсолютная величина которой меньше, чем 
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Вопросы и задания для самопроверки
1. Для каждого из рядов запишите его 
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2. Найдите частичную сумму 
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3. Для некоторого ряда найдена его частичная сумма 
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10. Можно ли сказать, что ряд 
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11. Среди следующих рядов укажите знакочередующиеся:
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12. Укажите ряды, к которым применим признак Лейбница:
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13. Сходится ли ряд 
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14. Известно, что для членов ряда 
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Глава 2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ
§1. Определение функционального ряда
и основные понятия
Определение 2.1.1. Выражение


[image: image446.wmf]12

1

()()()()

nn

n

uxuxuxux

¥

=

++++=

å

KK

,

где 
[image: image447.wmf]1

()

ux

, 
[image: image448.wmf]2

()

ux

,…, 
[image: image449.wmf]()

n

ux

,… есть некоторые известные функции, называется функциональным рядом относительно переменной 
[image: image450.wmf]x

.

Функции 
[image: image451.wmf]1

()

ux

, 
[image: image452.wmf]2

()

ux

,…, 
[image: image453.wmf]()

n

ux

,… называются членами ряда, 
[image: image454.wmf]()

n

ux

 – общим членом ряда.

Определение 2.1.2. Конечная сумма 
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Определение 2.1.3. Ряд 
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Определение 2.1.4. Множество всех значений переменной 
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 сходится, называется областью сходимости функционального ряда.

Определение 2.1.5. Функциональный ряд 
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Заметим, что последовательность частичных сумм является функциональной последовательностью. Напомним некоторые факты, касающиеся сходимости последовательности функций. Рассмотрим функции 
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Для числовых последовательностей также вводится понятие равномерной сходимости, но, в применении к рядам, характер сходимости последовательности частичных сумм числового ряда никак не отражается на свойствах суммы.

Сумма функционального ряда сама является функцией переменной 
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. Отметим, что говорить о сумме функционального ряда имеет смысл только в области сходимости этого ряда. Поэтому можно ставить и решать вопросы о её непрерывности, дифференцируемости, интегрируемости и т.д. только в области сходимости.

Свойства функции 
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 т.е. суммы сходящегося функционального ряда, существенно зависят от типа сходимости её последовательности частичных сумм 
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Рассмотрим несколько примеров нахождения области сходимости функционального ряда.

Пример 2.1.1. Найти область сходимости функционального ряда 
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Решение. Слагаемые ряда 
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 являются членами бесконечной геометрической прогрессии с 
[image: image526.wmf]1

1

b

=

 и знаменателем 
[image: image527.wmf]qx

=

. Так как ряд геометрической прогрессии сходится при 
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Пример 2.1.2. Найти область сходимости функционального ряда 
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Решение. Для любого фиксированного значения 
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Пример 2.1.3. Найти область сходимости функционального ряда 
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Решение. Для нахождения области сходимости этого функционального ряда применим радикальный признак Коши (теорема 1.4.5):
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Ряд сходится для всех 
[image: image543.wmf]x

, для которых выполняется неравенство 
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Так как необходимый признак сходимости не выполняется, то при 
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 ряд расходится. Итак, интервал сходимости данного ряда 
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Как следует из приведённых примеров, для нахождения области сходимости функциональных рядов можно применять признаки сходимости числовых рядов, рассматривая переменную 
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 как параметр.

В заключение приведём ещё одно важное определение.

Определение 2.1.6. Функциональный ряд 
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§2. Равномерная сходимость функциональных рядов.

Признак Вейерштрасса
Пусть 
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Определение 2.2.1. Функциональный ряд 
[image: image562.wmf]1

()

n

n

ux

¥

=

å

 называется равномерно сходящимся в некоторой области 
[image: image563.wmf]D

 к функции 
[image: image564.wmf]()

Sx

, если для любого 
[image: image565.wmf]0

e>

 существует номер 
[image: image566.wmf]N

 такой, что для любого 
[image: image567.wmf]nN

>

 и любого 
[image: image568.wmf]xD

Î

 выполняется неравенство


[image: image569.wmf]|()()|

n

SxSx

-<e

.

Геометрически равномерная сходимость ряда означает, что для любого 
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Весьма удобный в применении достаточный признак равномерной сходимости функционального ряда был предложен немецким математиком Карлом Вейерштрассом (1815 – 1897).

Теорема 2.2.1 (признак равномерной сходимости Вейерштрасса). Функциональный ряд 
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Доказательство. ▶ По условию теоремы ряд 
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Из сходимости числового ряда 
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Обозначим остаток функционального ряда 
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Таким образом, мы получили, что 
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Пример 2.2.1. Найти область равномерной сходимости ряда
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Решение. Для всех 
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Функциональный ряд, удовлетворяющий условиям теоремы 2.2.1, называется мажорируемым, а числовой ряд 
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 – мажорирующим (или мажорантой).

§3. Свойства равномерно сходящихся рядов
При изучении функциональных рядов представляют интерес функциональные свойства суммы ряда:

1. Является ли сумма ряда непрерывной функцией, если все члены ряда непрерывные функции?

2. Является ли сумма ряда дифференцируемой функцией, если все члены ряда – функции дифференцируемые? Если да, то будет ли выполняться равенство 
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3. Является ли сумма ряда интегрируемой функцией, если все члены ряда – функции интегрируемые? Если да, то будет ли иметь место равенство 
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Иначе говоря, какие основные свойства суммы конечного числа функций можно перенести на сумму функционального ряда? Ответы на эти вопросы дают приведённые ниже теоремы.

Теорема 2.3.1 (о непрерывности суммы функционального ряда). Пусть все члены ряда 
[image: image623.wmf]1

()

n

n

ux

¥

=

å

 определены и непрерывны на отрезке 
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Доказательство. ▶ По условию теоремы ряд 
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Отметим, что требование равномерной сходимости ряда 
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 в теореме 2.3.1 является весьма существенным. Если оно не выполняется, то сумма ряда из непрерывных функций может оказаться разрывной. Например, члены ряда
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при 
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Следовательно, областью сходимости ряда является вся числовая ось. Заметим, что все члены ряда непрерывны в области сходимости, однако сумма ряда терпит разрыв в точке 
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Теорема 2.3.2 (о почленном интегрировании рядов). Если функциональный ряд 
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Доказательство. ▶ Равномерная сходимость ряда 
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Теорема 2.3.3 (о почленном дифференцировании рядов). Пусть ряд 
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Доказательство. ▶ Проинтегрируем равенство 
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Левая часть полученного равенства дифференцируема по 
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Теоремы 2.3.2 и 2.3.3 часто используются при решении задач о нахождении суммы ряда. Например, ряд 
[image: image705.wmf]2

0

(1)

nn

n

x

¥

=

-

å

 сходится равномерно при 
[image: image706.wmf]||1

x

<

 и его сумма равна 
[image: image707.wmf]2

1

()

1

Sx

x

=

+

. Следовательно, его можно почленно интегрировать на отрезке 
[image: image708.wmf][0,]

x

, где 
[image: image709.wmf]||1

x

<

. Получим


[image: image710.wmf]21

22

000

00

0

(1)(1)(1)

21

x

xx

n

nnnnn

nnn

t

tdttdt

n

+

¥¥¥

===

æö

ç÷

-=-=-=

ç÷

+

èø

ååå

òò



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image711.wmf]21

0

(1)

21

n

n

n

x

n

+

¥

=

=-

+

å

.

Согласно теореме 2.3.2 ряд 
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 равномерно сходится на отрезке 
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§4. Степенные ряды. Теорема Абеля
Частным случаем функциональных рядов являются степенные ряды.

Определение 2.4.1. Функциональный ряд вида
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где 
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Если 
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Ряд (2.2) приводится к виду (2.3) с помощью замены 
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. Поэтому изучим сначала ряд (2.3), а затем перенесём полученные результаты на общий случай.

Отметим, что степенной ряд (2.2) называют рядом по степеням 
[image: image728.wmf]0

()

xx

-

, а ряд (2.3) – рядом по степеням 
[image: image729.wmf]x

.
Степенной ряд (2.3) всегда сходится в точке 
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 ряд может как сходиться, так и расходиться. Области сходимости степенных рядов устроены довольно просто и описываются следующей теоремой.

Теорема 2.4.1 (Абеля). Если степенной ряд 
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Доказательство. ▶ Докажем первую часть теоремы.

Так как по условию числовой ряд 
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Это значит, что последовательность 
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 и рассмотрим ряд из абсолютных величин его членов. Все члены ряда 
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, который составлен из членов геометрической прогрессии со знаменателем 
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 сходится по признаку сравнения, а ряд 
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Вторую часть теоремы докажем методом от противного. Предположим, что при некотором значении 
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 сходится. Тогда по выше доказанной первой части теоремы ряд 
[image: image757.wmf]0

n

n

n

cx

¥

=

å

 должен сходиться в точке 
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 ряд расходится. ■
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Теорема Абеля утверждает, что если 
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 является точкой сходимости степенного ряда, то во всех точках, расположенных в интервале 
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 – точка расходимости, то во всех точках, расположенных вне интервала 
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Из теоремы Абеля следует, что если степенной ряд 
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 такое, что ряд абсолютно сходится при всех 
[image: image768.wmf](;)

xRR

Î-

 и расходится для всех 
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 называется радиусом сходимости степенного ряда. При 
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 ряд может либо сходиться, либо расходиться. Этот вопрос решается индивидуально для каждого конкретного ряда.

Отметим, что если степенной ряд 
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 (в этом случае интервал сходимости вырождается в точку).

Укажем способ определения радиуса сходимости степенного ряда.

Так как внутри интервала сходимости степенной ряд 
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 сходится абсолютно, то рассмотрим поведение ряда, составленного из модулей его членов 
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где 
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Таким образом, ряд 
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Если для исследования сходимости ряда применить радикальный признак Коши, то, рассуждая аналогичным образом, получим формулу
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Формулы для вычисления радиуса сходимости степенного ряда получены в предположении, что ряд содержит все степени переменной 
[image: image793.wmf]x

. Если же ряд не содержит полной последовательности степеней 
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 не существуют. В этом случае следует исследовать ряд из модулей членов степенного ряда, используя признак Даламбера или Коши.

Рассмотрим теперь ряд 
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. В противном случае радиус сходимости находим с помощью признаков Даламбера или Коши к ряду 
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, то интервал сходимости – вся числовая ось. Относительно поведения ряда в граничных точках интервала сходимости 
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 общих утверждений высказать нельзя. Как и в случае ряда 
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Пример 2.4.1. Найти радиус и интервал сходимости степенного ряда 
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Решение. Найдём радиус сходимости степенного ряда, используя формулу 
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Поскольку 
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. Исследуем сходимость ряда на концах интервала сходимости.

При 
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который сходится условно (см. пример 1.5.4).

При 
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 получим числовой ряд
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который расходится, поскольку является гармоническим. Следовательно, точка 
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 не входит в область сходимости.

Таким образом, исходный ряд сходится при 
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Пример 2.4.2. Найти радиус и интервал сходимости степенного ряда 
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Решение. Так как ряд содержит только нечётные степени, то применять формулы для нахождения радиуса сходимости нельзя. Воспользуемся признаком Даламбера:
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Для отыскания области сходимости решим неравенство 
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Исследуем поведение ряда на концах интервала:

при 
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 сходящийся (
[image: image835.wmf]31
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) обобщённый гармонический ряд.

Итак, областью сходимости данного ряда является отрезок 
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, а радиус сходимости равен половине длины этого интервала 
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§5. Свойства степенных рядов
Теорема 2.5.1 (о равномерной сходимости степенного ряда). Степенной ряд сходится равномерно на любом отрезке, содержащемся в его интервале сходимости.

Доказательство. ▶ Доказательство проведём для ряда вида 
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 – его радиус сходимости. Рассмотрим произвольный отрезок 
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 лежит внутри интервала сходимости, то ряд 
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 сходится абсолютно. Для всех значений 
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Следовательно, по признаку Вейерштрасса (теорема 2.2.1) ряд 
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 равномерно, что и требовалось доказать. ■
Теорема 2.5.2 (о непрерывности суммы ряда). На любом отрезке, лежащем внутри интервала сходимости степенного ряда, сумма ряда является непрерывной функцией.

Доказательство. ▶ Каждая 
[image: image852.wmf]n

-частичная сумма 
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 степенного ряда, очевидно, есть непрерывная функция (как сумма конечного числа непрерывных функций). По теореме 2.5.1 на любом отрезке внутри интервала сходимости степенной ряд сходится равномерно, следовательно, сумма ряда 
[image: image854.wmf]()
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 является непрерывной функцией как предел равномерно сходящейся последовательности непрерывных функций 
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Теоремы 2.5.1 и 2.5.2 открывают возможности почленного интегрирования и дифференцирования степенных рядов.

Теорема 2.5.3 (о почленном интегрировании степенного ряда). Степенной ряд можно почленно интегрировать по любому промежутку, лежащему внутри интервала его сходимости, причём радиусы сходимости рядов, полученных почленным интегрированием исходного ряда, совпадают с его радиусом сходимости.

Доказательство. ▶ Доказательство теоремы следует из равномерной сходимости степенного ряда на любом отрезке, лежащем внутри его интервала сходимости, и теоремы о почленном интегрировании функциональных рядов (теорема 2.3.2).■
Теорема 2.5.4 (о почленном дифференцировании степенного ряда). Пусть степенной ряд 
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, полученный в результате его почленного дифференцирования, также имеет радиус сходимости 
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Доказательство. ▶ Прежде всего, заметим, что вторая часть теоремы следует из первой её части. Действительно, если ряд 
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 имеет радиус сходимости 
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, то согласно теореме 2.5.1 он сходится равномерно на любом отрезке внутри интервала сходимости ряда 
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. Следовательно, мы можем сослаться на теорему 2.3.3 о почленном дифференцировании функциональных рядов. Нам остаётся найти радиус сходимости ряда 
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Пусть 
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 – радиус сходимости ряда 
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Тогда по первому признаку сравнения (теорема 1.4.2) степенной ряд 
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Из этого следует, что радиус сходимости 
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 не превосходят по абсолютной величине соответствующих членов ряда 
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Следовательно, 
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§6. Разложение функций в степенные ряды

Сумма всякого сходящегося степенного ряда является некоторой функцией, определённой внутри интервала сходимости этого ряда, а также, может быть, ещё и на его границах. В связи с этим возникают две задачи:

1) по заданному ряду найти функцию, которой равна его сумма на интервале сходимости ряда;

2) по заданной функции найти сходящийся ряд, сумма которого на интервале сходимости равнялась бы заданной функции.

Первая задача называется суммированием сходящегося ряда, а вторая – разложением функции в ряд.

Задача о нахождении суммы произвольного степенного ряда является часто неразрешимой, кроме некоторых частных случаев.

Пример 2.6.1. Найти сумму ряда
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Решение. Рассмотрим ряд 
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, получающийся почленным интегрированием заданного ряда. При 
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Следовательно, имеем
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На основании теоремы 2.5.4 степенной ряд на интервале сходимости можно почленно дифференцировать
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Таким образом, суммой исходного ряда является функция 
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Рассмотрим теперь вопрос разложения функций в степенные ряды.

Если функция 
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и справедливо равенство 
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 сходится, и его суммой будет функция 
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Представление функции 
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называется разложением этой функции в ряд Тейлора.

В частности при 
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 разложение в ряд Тейлора называется разложением в ряд Маклорена
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Отметим, что остаточный член в формуле Тейлора для функции 
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 не обязательно является остатком ряда Тейлора этой функции. Поэтому из сходимости ряда Тейлора для 
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 ещё не следует его сходимость именно к этой функции. Следовательно, при разложении функции в ряд Тейлора следует проверять условие
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Обратим внимание, что в это равенство входит остаток не ряда, а формулы Тейлора. Напомним, что остаток формулы Тейлора может быть представлен в одном из следующих видов:
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Все эти формы являются частными случаями общей формы остаточного члена (форма Шлёмильха – Роша)
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 – произвольное положительное число, 
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Теорема 2.6.1. Пусть на некотором отрезке 
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Доказательство. ▶ К равенству 
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 раз теорему о почленном дифференцировании степенного ряда (теорема 2.5.4):
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Если в этом равенстве положить 
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Из доказанной теоремы вытекает, что, если имеются два разложения одной и той же функции 
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, то оба этих ряда совпадают, т.е. 
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), и являются рядом Тейлора данной функции.

Удобный для практических приложений признак разложимости функции в ряд Тейлора описывается следующей теоремой.

Теорема 2.6.2. Если функция 
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Доказательство. ▶ Запишем остаточный член формулы Тейлора в форме Лагранжа 
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§7. Разложение основных элементарных функций
в ряд Маклорена

1. Показательная функция 
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, то формула Тейлора в данном случае будет иметь вид:
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Для остаточного члена формулы при любом 
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Следовательно, ряд 
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Заменяя в (2.4) 
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2. Гиперболические функции 
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Используя разложения (2.4) и (2.5), определения гиперболических функций и свойство суммы сходящихся рядов, получим
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3. Тригонометрические функции 
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Формула Маклорена тогда имеет вид
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При любом 
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 справедливо 
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, т.е. остаточный член стремится к нулю. Следовательно, можем написать разложение в ряд Маклорена функции 
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Аналогичным образом получается разложение в ряд функции 
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4. Логарифмическая функция 
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Рассмотрим степенной ряд 
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 Этот ряд составлен из членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменателем 
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Из курса интегрального исчисления известно, что
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Заметим, что ряд 
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 удовлетворяет условиям теоремы 2.5.3, поэтому его можно почленно интегрировать. Заменяя подынтегральную функцию степенным рядом, получим для 
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Легко проверить, что при 
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 ряд, стоящий в правой части равенства, расходится, а при 
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 он сходится. Поэтому разложение в степенной ряд логарифмической функции имеет вид
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5. Функция 
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 – произвольное действительное число.

Продифференцируем равенство 
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Запишем ряд Маклорена
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Если число 
[image: image1040.wmf]m

 целое и положительное, то в 
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-том и во всех последующих коэффициентах появляется равный нулю сомножитель. Поэтому все коэффициенты ряда, начиная с номера 
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, в данном случае обращаются в нуль, и ряд превращается в конечную сумму – бином Ньютона.

Если же число 
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 нецелое или целое, но отрицательное, то ни один из коэффициентов ряда в нуль не обращается, и получаем бесконечный ряд. Этот ряд называется биномиальным.

Сначала найдём радиус сходимости биномиального ряда. Для этого составим ряд из модулей и воспользуемся признаком Даламбера:
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Следовательно, при 
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 биномиальный ряд абсолютно сходится. Остаточный член формулы Маклорена запишем в форме Коши, учитывая
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Получим
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Перегруппируем множители в правой части равенства
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Теперь правая часть представляет собой произведение трёх сомножителей. Первый из них является общим членом биномиального ряда, отвечающего показателю 
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Сходимость биномиального ряда на концах интервала сходимости в точках 
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 зависит от значения показателя 
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Пример 2.7.1. Разложить функцию 
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Решение. Сначала преобразуем аргумент данной функции, выделяя выражение 
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Этот ряд сходится при 
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. Поэтому область сходимость ряда, составленного для данной функции, будет полуинтервал 
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Пример 2.7.2. Разложить функцию 
[image: image1076.wmf]()sin

4

x

fx

p

=

 в ряд Тейлора по степеням 
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Решение. Также как и в предыдущем примере, выделим под знаком синуса выражение 
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Обозначим 
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Полученный ряд сходится на всей числовой оси.

Пример 2.7.3. Разложить функцию 
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 в ряд Тейлора по степеням 
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, используя известные разложения.

Решение. Представим исходную функцию в следующем виде
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Обозначим 
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Получаем
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Этот ряд сходится при 
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Проверим сходимость на концах интервала, в точках 
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Замечаем, что 
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 также сходится, причём абсолютно. Таким образом, область сходимости полученного ряда является отрезком 
[image: image1103.wmf][2;2]

-

.

§8. Применение степенных рядов

8.1. Приближённое вычисление определённых интегралов

Если первообразная подынтегральной функции не выражается в элементарных функциях, то значение определённого интеграла в этом случае можно приближённо вычислить с помощью рядов.

Пример 2.8.1. Вычислить интеграл 
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Решение. Разложим функцию 
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сходящийся на всей числовой оси. Следовательно, его можно почленно интегрировать на любом промежутке:
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Таким образом, интеграл 
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 равен сумме знакочередующегося ряда, для которого выполняются условия теоремы Лейбница. Поэтому остаток ряда, полученного в результате почленного интегрирования, не превосходит модуля первого из отброшенных членов (следствие 1.5.4). Так как
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Пример 2.8.2. Вычислить интеграл 
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Решение. К подынтегральной функции применим разложение для 
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Это разложение справедливо для всех 
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. Заметим, что отрезок интегрирования принадлежит области сходимости записанного ряда 
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Полученный числовой ряд является знакочередующимся, причём 
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8.2. Интегрирование дифференциальных уравнений

Если дифференциальное уравнение не является интегрируемым в квадратурах, то для его решения используют приближённые методы интегрирования. Одним из таких методов является представление решения в виде ряда Тейлора. В этом случае задача сводится к нахождению коэффициентов ряда.

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение 
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Теорема 2.8.1. Если коэффициенты 
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, и правая часть дифференциального уравнения (2.6) разлагаются в степенные ряды по степеням (
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 – произвольно заданные числа), разлагается в степенной ряд по степеням (
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), сходящийся по крайней мере в меньшем из интервалов сходимости рядов для коэффициентов и правой части уравнения.

Доказательство этой теоремы мы опускаем.

Практически решение дифференциального уравнения в виде степенного ряда можно получить двумя способами: сравнением коэффициентов и последовательным дифференцированием.

Способ сравнения коэффициентов заключается в следующем. Сначала записывают решение в виде степенного ряда с неопределёнными коэффициентами
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Затем из начальных условий определяют значения коэффициентов 
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 и производных соответствующие степенные ряды, а вместо коэффициентов и правой части записывают их разложения в степенные ряды по степеням (
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Пример 2.8.3. Найти решение дифференциального уравнения 
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Решение. Будем искать решение данного уравнения в виде ряда 
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 Из начальных условий найдём коэффициенты 
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Подставим найденные коэффициенты в ряд для 
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 и найдём вторую производную 
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Затем подставим 
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Приведём подобные и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 
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 к нулю
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Таким образом, решение данной задачи Коши имеет вид 
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Полученный ряд, как это следует из теоремы 2.8.1, сходится при всех значениях 
[image: image1167.wmf]x
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Способ последовательного дифференцирования заключается в следующем. Для нахождения решения дифференциального уравнения искомое решение ищут в виде ряда Тейлора по степеням 
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При этом значения функции 
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 заданы начальными условиями. Подставляя их в уравнение, находят значение производной 
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Пример 2.8.4. Найти решение дифференциального уравнения 
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Выразим из уравнения 
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 и найдём значение второй производной в точке 
[image: image1184.wmf]0

x

=

, учитывая начальное условие 
[image: image1185.wmf](0)1

y

=

. Получаем


[image: image1186.wmf]yxy

¢¢

=

 
[image: image1187.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1188.wmf](0)0

y

¢¢

=

.

Будем теперь последовательно дифференцировать исходное уравнение по 
[image: image1189.wmf]x

 и подставлять значения 
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Запишем ряд
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Рассмотренные выше методы решения линейных дифференциальных уравнений можно применить и для решения дифференциального уравнения нелинейного типа. Однако ряд, представляющий собой решение такого уравнения, может сходиться к искомой функции или не сходиться.

Пример 2.8.5. Найти решение уравнения 
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Решение. Условия теоремы существования и единственности решения в окрестности точки (1; 0; 1) выполнены, следовательно, искомое решение 
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Так как 
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Последовательно дифференцируя по 
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Подставляя найденные значения производных в ряд Тейлора, получаем:
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Этот ряд сходится по признаку Д(Аламбера для всех 
[image: image1229.wmf]x
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Вопросы и задания для самопроверки
1. Функциональный ряд 
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5. Дан степенной ряд 
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7. Оцените погрешность приближённого равенства 
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8. В каких случаях остаточный член 
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11. Степенной ряд 
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Глава 3. РЯДЫ ФУРЬЕ
§1. Основные понятия

Рассмотрим последовательность функций
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непрерывных на отрезке 
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, среди которых нет функций, тождественно равных нулю.

Определение 3.1.1. Последовательность функций (3.1) называется нормированной на отрезке 
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Определение 3.1.2. Последовательность функций (3.1) называется ортогональной на отрезке 
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Определение 3.1.3. Последовательность функций (3.1) называется ортонормальной на отрезке 
[image: image1278.wmf][;]

ab

, если она является нормированной и ортогональной, т.е.
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Переход от произвольной системы функций 
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Переход от произвольной системы функций 
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Рассмотрим ортогональную на отрезке 
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 последовательность функций (3.1). Рядом по ортогональной системе (3.1) функций называется ряд вида 
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) – коэффициенты ряда.

Пусть функция 
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 является суммой равномерно сходящегося на отрезке 
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 ряда по ортогональной системе (3.1):
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Найдём коэффициенты этого ряда. Функции 
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 ряда непрерывных функций, является на этом отрезке непрерывной функцией.

Умножим обе части равенства (3.2) на функцию 
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В силу ортогональности системы функций (3.1) все интегралы в правой части равенства, кроме интеграла 
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из которого следует формула для коэффициентов ряда


[image: image1314.wmf]2

()()

(())

b

n

a

n

b

n

a

fxxdx

c

xdx

j

=

j

ò

ò

, 
[image: image1315.wmf]1,2,

n

=

K


(3.3)

Ряд (3.2) называется рядом Фурье функции 
[image: image1316.wmf]()
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 по ортогональной системе функций (3.1). Числа 
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[image: image1318.wmf]()

fx

 по системе (3.1).

Таким образом, для произвольной функции 
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 можно записать ряд Фурье по ортогональной системе
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Если записанный ряд сходится к функции 
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 в каждой точке её непрерывности, принадлежащей отрезку 
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» заменяется знаком равенства « = »:
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В этом случае говорят, что функция 
[image: image1326.wmf]()
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 на отрезке 
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 разлагается в ряд Фурье по ортогональной системе.

§2. Тригонометрические ряды Фурье

Рассмотрим тригонометрическую систему функций:
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Покажем, что эта система функций является ортогональной на отрезке 
[image: image1332.wmf][;]
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. Для этого вычислим интегралы


[image: image1333.wmf]coscos

l

l

nxmx

dx

ll

-

pp

ò

, 
[image: image1334.wmf]sinsin

l

l

nxmx

dx

ll

-

pp

ò

,


[image: image1335.wmf]cossin

l

l

nxmx

dx

ll

-

pp

ò

, 
[image: image1336.wmf]1sin

l

l

nx

dx

l

-

p

×

ò

, 
[image: image1337.wmf]1cos

l

l

nx

dx

l

-

p

×

ò

.

∙
[image: image1338.wmf]1()()

coscoscoscos

2

ll

ll

nxmxnmxnmx

dxdx

llll

--

pp-p+p

æö

=+=

ç÷

èø

òò



[image: image1339.wmf]11()1()

sinsin

2

l

l

lnmxnmx

nmlnml

-

-p+p

æö

=+=

ç÷

p-+

èø



[image: image1340.wmf](

)

(

)

11

sin()sin()

2

l

nmnm

nmnm

æ

=-p++p+

ç

p-+

è



[image: image1341.wmf](

)

(

)

11

sin()sin()0

nmnm

nmnm

ö

+-p++p=

÷

-+

ø

.

∙
[image: image1342.wmf]1()()

sinsincoscos

2

ll

ll

nxmxnmxnmx

dxdx

llll

--

pp-p+p

æö

=-=

ç÷

èø

òò



[image: image1343.wmf]11()1()

sinsin

2

l

l

lnmxnmx

nmlnml

-

-p+p

æö

=-=

ç÷

p-+

èø



[image: image1344.wmf](

)

(

)

11

sin()sin()

2

l

nmnm

nmnm

æ

=-p-+p+

ç

p-+

è



[image: image1345.wmf](

)

(

)

11

sin()sin()0

nmnm

nmnm

ö

+-p-+p=

÷

-+

ø

.

∙
[image: image1346.wmf]1()()

cossinsinsin

2

ll

ll

nxmxnmxmnx

dxdx

llll

--

pp+p-p

æö

=+=

ç÷

èø

òò



[image: image1347.wmf]11()1()

coscos

2

l

l

lnmxmnx

nmlmnl

-

+p-p

æö

=--=

ç÷

p+-

èø



[image: image1348.wmf](

)

(

)

11

cos()cos()

2

l

nmmn

nmmn

æ

=-+p--p+

ç

p+-

è



[image: image1349.wmf](

)

(

)

11

cos()cos()0

nmmn

nmmn

ö

++p+-p=

÷

+-

ø

.

∙
[image: image1350.wmf]1sincos(cos()cos())0

l

l

l

l

nxlnxl

dxnn

lnln

-

-

pp

×=-=-p--p=

pp

ò

.

∙
[image: image1351.wmf]1cossin(sin()sin())0

l

l

l

l

nxlnxl

dxnn

lnln

-

-

pp

×==p--p=

pp

ò

.

При вычислении интегралов мы учли свойства тригонометрических функций: чётность косинуса 
[image: image1352.wmf]cos()cos
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, нечётность синуса 
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Таким образом, тригонометрическая система функций является ортогональной на отрезке 
[image: image1356.wmf][;]
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. Нормированной эта система функций не является, так как
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Нормировка системы тригонометрических функций на отрезке 
[image: image1360.wmf][;]

ll

-

 состоит в делении 1 на 
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 и каждой из остальных функций на 
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. В результате получим ортонормальную на отрезке 
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 тригонометрическую систему функций:
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Ряд Фурье по этой системе функций на отрезке 
[image: image1369.wmf][;]

ll

-

 для функции 
[image: image1370.wmf]()
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 имеет вид:
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(3.4)

где коэффициенты Фурье 
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 определяются по формулам (3.3) и для указанной системы функций имеют вид:
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Ряд (3.4) называется тригонометрическим рядом Фурье, чтобы отличать его от рядов Фурье, получающихся при разложении по другим системам функций. Однако тригонометрические ряды Фурье применяются в теории и практике так часто, что обычно их называют «просто» рядами Фурье.

Отметим, что формула (3.4) носит пока формальный характер, поскольку ещё необходимо получить ответы на следующие вопросы: будет ли сумма ряда Фурье для функции 
[image: image1380.wmf]()
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 существовать, и будет ли она равна самой функции 
[image: image1381.wmf]()

fx

, может ли ряд Фурье функции 
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 не сходиться вовсе или сходиться, но не к функции 
[image: image1383.wmf]()

fx

, а к некоторой другой функции?

С подобными вопросами нам уже приходилось сталкиваться при разложении функций в степенные ряды.

Ниже выясним условия, при которых ряд Фурье функции 
[image: image1384.wmf]()
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 сходится к этой функции.

§3. Теорема Дирихле
Теорема 3.3.1 (Дирихле). Пусть функция 
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 на отрезке 
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:

1) непрерывна или имеет конечное число точек разрыва I рода;

2) монотонна или имеет конечное число точек экстремума.

Тогда тригонометрический ряд Фурье для функции 
[image: image1387.wmf]()
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 сходится во всех точках отрезка 
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. Его суммой является функция 
[image: image1389.wmf]()
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, определённая на этом отрезке следующим образом:
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Причём на любом отрезке 
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, не содержащем точек разрыва функции 
[image: image1400.wmf]()
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, тригонометрический ряд Фурье сходится равномерно.

В теореме 3.3.1 сформулированы достаточные условия сходимости ряда Фурье для функции 
[image: image1401.wmf]()

fx

, которые называются условиями Дирихле. Из теоремы 3.3.1 следует, что значения функции 
[image: image1402.wmf]()

fx

 в точках её разрыва первого рода не влияют на её ряд Фурье. То есть функции, имеющие одни и те же точки разрыва первого рода и отличающиеся друг от друга лишь в этих точках, разлагаются в одинаковые ряды Фурье.

Говорить о непрерывности функции на концах отрезка 
[image: image1403.wmf][;]
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, т.е. в точках 
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, вообще не имеет смысла, даже если выполняются соотношения 
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 характеризует поведение функции 
[image: image1411.wmf]()
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 справа от рассматриваемой точки, т.е. там, где эта функция, может быть, и не определена. Это же справедливо и для 
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. Поэтому в теореме 3.3.1 концы отрезка 
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 играют особую роль, сходную с ролью точек разрыва.

Заметим, что существуют и другие достаточные условия разложимости функции в тригонометрический ряд Фурье. Но для решения практических задач обычно достаточно теоремы 3.3.1. Доказательство этой теоремы выходит за пределы данного курса, поэтому здесь не приводится.

§4. Разложение периодических функций в ряд Фурье

Напомним, функция 
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 имеет период 
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 из области определения этой функции справедливо равенство 
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Следовательно, и любая их сумма вместе с постоянным членом 
[image: image1425.wmf]0
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 также определена для любого 
[image: image1426.wmf]x

 и имеет период 
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. Очевидно, это свойство периодичности сохраняется и при переходе к пределу, так что сумма 
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 любого сходящегося тригонометрического ряда будет иметь период 
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Подводя итог сказанному, можно сделать следующее заключение. Первоначально была задана некоторая функция 
[image: image1431.wmf]()
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, удовлетворяющая условиям Дирихле на отрезке 
[image: image1432.wmf][;]
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. Составив её тригонометрический ряд Фурье, мы получим в качестве его суммы 
[image: image1433.wmf]()
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 функцию, которая определена уже не только на отрезке 
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, но и вне него. При этом на отрезке 
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 сумма 
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 совпадает с функцией 
[image: image1437.wmf]()
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.

Значениями функции 
[image: image1438.wmf]()
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, лежащими вне отрезка 
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, мы пока просто не интересовались. В частности, функция 
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 может быть и не определена вне отрезка 
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. Если предположить, что функция 
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 определена для всех 
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, то сумма 
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 тригонометрического ряда Фурье функции 
[image: image1445.wmf]()
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 будет равна этой функции вне отрезка 
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 в том и только в том случае, когда сама функция 
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 является периодической с периодом 
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 этим свойством не обладает, то вне отрезка 
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 она может не иметь ничего общего с функцией 
[image: image1451.wmf]()
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Пример 3.4.1. Разложить функцию 
[image: image1452.wmf]()
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 в тригонометрический ряд Фурье на отрезке 
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Решение. Функция 
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 на отрезке 
[image: image1455.wmf][;]
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 удовлетворяет условиям теоремы Дирихле. Вычислим коэффициенты тригонометрического ряда Фурье по формулам (3.5) при 
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Таким образом, тригонометрический ряд Фурье функции 
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Сумма этого ряда 
[image: image1468.wmf]()
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 во всех точках интервала 
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 совпадает с 
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 сумма ряда равна нулю 
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 и отличается от значений данной функции в этих точках 
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 является периодической с периодом 
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 функция 
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 не имеет ничего общего с суммой полученного для неё ряда Фурье. Графики функций 
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 и 
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 указаны на рисунке 3.1.
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§5. Сдвиг отрезка разложения

Поставим задачу разложить в ряд Фурье функцию на произвольном отрезке 
[image: image1482.wmf][;]
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. По существу, решение этой задачи сводится к тому, как из ортонормальной системы функций на отрезке 
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 получить ортонормальную систему функций на отрезке 
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[image: image1487.wmf][;]

ll

-

 вдоль оси 
[image: image1488.wmf]Ox

 и изменением масштаба по этой оси.
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Лемма 3.5.1. Если функция 
[image: image1489.wmf]()

x

j

 периодическая с некоторым периодом 
[image: image1490.wmf]T

, то при любых 
[image: image1491.wmf]a

 и 
[image: image1492.wmf]l

 имеет место равенство


[image: image1493.wmf]()()

aTaT

aa

xdxxdx

++l+

+l

j=j

òò

.

Доказательство. ▶ Рассмотрим вспомогательный интеграл
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Вычислим теперь интеграл 
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не изменится от сдвига его интервала интегрирования, т.е. при любом 
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 имеют место равенства
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Отсюда можно сделать два вывода. Во-первых, при вычислении коэффициентов Фурье 
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-периодической функции 
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 можно (например, для удобства) интегрировать не только по этому отрезку, а по любому другому отрезку вида 
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 можно воспользоваться всеми теоретическими утверждениями и практическими рекомендациями, которые справедливы для случая отрезка 
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Проиллюстрируем сказанное на примере.

Пример 3.5.1. Разложить в ряд Фурье на отрезке 
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Решение. Запишем формулы для вычисления коэффициентов Фурье заданной функции:
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Из приведённых выражений видно, что процесс нахождения коэффициентов будет трудоёмким. Но можно заметить, что если продолжить функцию 
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 (рис. 4). Для точки 
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 эта формула неверна, но 0 есть точка разрыва функции 
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, так что значение функции в ней на её разложение в ряд Фурье никак не влияет.

Вычислим коэффициенты Фурье:
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Тогда разложение в тригонометрический ряд Фурье функции 
[image: image1556.wmf]()
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 на отрезке 
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§6. Разложение чётных и нечётных
функций в ряд Фурье

Пусть функция 
[image: image1559.wmf]()
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 задана на отрезке 
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 и удовлетворяет условиям Дирихле. Рассмотрим случай, когда функция 
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 является чётной, т.е. удовлетворяет условию 
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Запишем формулы (3.5) для коэффициентов Фурье чётной функции 
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Таким образом, ряд Фурье чётной функции 
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где 
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Формула (3.6) называется разложением функции 
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 в ряд по косинусам.

Рассмотрим теперь случай, когда функция 
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Следовательно, коэффициенты Фурье нечётной функции 
[image: image1585.wmf]()
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 вычисляются по формулам
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В результате получаем разложение в ряд Фурье на отрезке 
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 нечётной функции 
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где 
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Формулу (3.7) называют разложением функции 
[image: image1594.wmf]()

fx

 в ряд по синусам.

§7. Разложение в ряд Фурье функций,
заданных на отрезке 
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Предположим, что функция 
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. Чтобы разложить 
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 в ряд Фурье на этом отрезке, продолжим (доопределим) её на полуинтервал 
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 произвольным образом. В результате получим новую функцию
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заданную на отрезке 
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, которую разложим в ряд Фурье на отрезке 
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Так как на отрезке 
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При доопределении функции на полуинтервале 
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 можно использовать различные варианты. Рассмотрим два из них, которые наиболее часто используются.
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 чётным образом (рис. 5), полагая 
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· [image: image4625.bmp]Продолжение функции 
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 нечётным образом (рис. 6), полагая 
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Не следует думать, что нам удалось получить для одной и той же функции два различных разложения в ряд Фурье. В действительности мы разлагали разные функции, которые при отрицательных значениях 
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 не имеют ничего общего между собой.

Пример 3.7.1. Разложить функцию 
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 на отрезке 
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 в ряд а) по синусам; б) по косинусам.

Решение. а) Доопределим функцию 
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Разложение функции 
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 на отрезке 
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 в тригонометрический ряд имеет вид
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б) Доопределим теперь функцию 
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 на полуинтервале 
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Таким образом, разложение в ряд Фурье имеет вид


[image: image1640.wmf]22

411

coscos3cos5

2

35

xxxx

p

æ

=-+++

ç

p

è

K



[image: image1641.wmf]2
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§8. Физическая интерпретация разложения функции

в тригонометрический ряд Фурье
Тригонометрические ряды используются при изучении периодических функций, математически описывающих различные повторяющиеся процессы, происходящие в природе и технике. Примерами таких процессов могут служить колебательные и вращательные движения различных деталей машин, приборов, периодическое движение небесных тел и элементарных частиц, акустические и электромагнитные колебания и др.

Будем в качестве независимого переменного 
[image: image1643.wmf]x

 функции 
[image: image1644.wmf]()
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 рассматривать время. Тогда функциональная зависимость опишет некоторый происходящий во времени процесс. Ограничимся случаем, когда этот процесс сводится к механическим движениям некоторой системы, т.е. к её пространственным перемещениям.

Возникает вопрос о представлении движения на некотором отрезке времени в виде комбинации тех или иных заранее заданных движений. Этому представлению движения будет соответствовать разложение описывающей его функции в функциональный ряд по заданным функциям. В частности, можно поставить вопрос о представлении достаточно произвольного движения на некотором отрезке времени 
[image: image1645.wmf][0;]
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 в виде гармонических колебаний с периодами 
[image: image1646.wmf]2
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,… Так как любое колебание такого вида представляется выражением 
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, то ему соответствует пара членов тригонометрического ряда 
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, где 
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Таким образом, пара соседних членов тригонометрического ряда соответствует некоторой гармонической составляющей общего движения системы с периодом 
[image: image1653.wmf]2
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 и амплитудой 
[image: image1654.wmf]n
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. Эта гармоническая составляющая обычно называется 
[image: image1655.wmf]n

-ой гармоникой движения. Очевидно, что амплитуда 
[image: image1656.wmf]n

-ой гармоники вычисляется по формуле 
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Вопросы для самопроверки
1. Проверьте, выполняются ли условия Дирихле для функции
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2. Задана функция
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Найдите значения 
[image: image1660.wmf](1)
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 суммы ряда Фурье этой функции.
3. Функция 
[image: image1665.wmf]()

fx

 задана графически на интервале 
[image: image1666.wmf](0;2)

. Запишите, не вычисляя, формулы для коэффициентов в разложении 
[image: image1667.wmf]()
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 в ряд по синусам. Постройте график суммы ряда Фурье функции 
[image: image1668.wmf]()
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.

4. Запишите формулы для коэффициентов Фурье функций на указанных отрезках:

а) 
[image: image1669.wmf]2
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5. Будет ли ортогональной система функций 
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6. Функции 
[image: image1678.wmf]1
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 ортогональны на отрезке 
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. Следует ли из этого факта их ортогональность на отрезке 
[image: image1681.wmf][;][;]
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7. На каком из отрезков 
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[image: image1683.wmf][1;1]

-

 ортогональны функции 
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8. Ряды Фурье для функций 
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 совпали. Следует ли из этого факта, что 
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9. Можно ли функцию
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разложить в ряд Фурье на отрезке 
[image: image1691.wmf][2;2]
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10. На отрезке 
[image: image1692.wmf][0;]
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 задана функция 
[image: image1693.wmf]()2
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. Запишите формулы для вычисления коэффициентов Фурье в случае, если:

а) 
[image: image1694.wmf]2
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 на отрезке 
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 доопределена чётным образом;

б) 
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 доопределена нечётным образом;

в) 
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г) 
[image: image1701.wmf]2

Tl

=

 и 
[image: image1702.wmf]()0

fx

=

 на отрезке 
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. Сделайте чертежи.
Глава 4. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО
§1. Понятие комплексного числа.

Различные формы записи комплексных чисел

Определение 4.1.1. Комплексным числом z называется упорядоченная пара вещественных чисел (a, b), т.е. z = (a, b).
Первое число a пары 
[image: image1704.wmf](,)

ab

 называется действительной частью комплексного числа z и обозначается символом 
[image: image1705.wmf]Re

z

 (realis – действительный); второе число b пары 
[image: image1706.wmf](,)

ab

 называется мнимой частью комплексного числа z и обозначается символом 
[image: image1707.wmf]Im
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 (imaginarius – мнимый).

Два комплексных числа 
[image: image1708.wmf]111
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 и 
[image: image1709.wmf]zab
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 называются равными, если равны их действительные и мнимые части, т.е. 
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Суммой двух комплексных чисел 
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 называется комплексное число
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(4.1)

Нахождение суммы комплексных чисел называется операцией сложения или сложением.

Произведением двух комплексных чисел 
[image: image1716.wmf]zab
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 называется комплексное число
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Нахождение произведения комплексных чисел называется операцией умножения или умножением.
Операции сложения и умножения комплексных чисел обладают следующими свойствами:

( коммутативность сложения

[image: image1719.wmf]zzzz
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( коммутативность умножения
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( ассоциативность сложения
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( ассоциативность умножения
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( дистрибутивность умножения относительно сложения



[image: image1723.wmf]zzzzzzz

×+=×+×

1231213

()

.
Справедливость этих свойств следует из определений суммы и произведения комплексных чисел (4.1) и (4.2).

Рассмотрим комплексные числа вида (a, 0). Из формул (4.1) и (4.2) вытекают следующие соотношения:
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которые показывают, что операции над комплексными числами вида (a, 0) совпадают с операциями над действительными числами a. Поэтому комплексные числа вида (a, 0) отождествляют с действительными числами, т.е. (a, 0) = a.

В операциях с комплексными числами особую роль играет число (0, 1), которое обозначается буквой i. Найдём квадрат этого числа. По правилу (4.2) умножения комплексных чисел получаем
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т.е. 
[image: image1727.wmf]i
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, отсюда берёт своё начало обозначение 
[image: image1728.wmf]i
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. Однако этой формулой задаются не все значения корня 
[image: image1729.wmf]-

1

, так как 
[image: image1730.wmf]i
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, и, следовательно, верно не только равенство 
[image: image1731.wmf]i
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, но и равенство 
[image: image1732.wmf]i
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. Число 
[image: image1733.wmf]i

 называется мнимой единицей.

Возьмём любое комплексное число 
[image: image1734.wmf](,)

ab

. По правилу (4.1) сложения двух комплексных чисел имеем

(a, b) = (a, 0) + (0, b).

Рассмотрим число (0, b). Его можно представить как произведение (b, 0) (0, 1). Действительно,

(b, 0)((0, 1) = (b(0 + 0(1, b(1 + 0(0) = (0, b).

Итак, (0, b) = b(i. Таким образом, любое комплексное число (a, b) можно представить в виде:

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a + bi.

Запись комплексного числа в виде z = a + bi называется алгебраической формой комплексного числа z = (a, b). Числа вида bi называются чисто мнимыми. Число 
[image: image1735.wmf]0

z

=

, т.е. комплексное число (0, 0), является единственным числом, которое одновременно и действительное, и чисто мнимое.

Пусть на плоскости задана прямоугольная система координат. Тогда любое комплексное число z = (a, b) изображается точкой M на плоскости с координатами a и b (рис. 8).

Определение 4.1.2. Плоскость, точки которой изображают комплексные числа, называется комплексной плоскостью и обозначается 
[image: image1736.wmf]z
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 или (z).

Действительные числа изображаются точками оси Ox, поэтому ось абсцисс называется действительной осью. Чисто мнимые числа изображаются точками оси Oy, поэтому ось ординат называется мнимой осью. Например, число 
[image: image1737.wmf]i

 изображается точкой с координатами (0, 1), число 
[image: image1738.wmf]bi

 – точкой 
[image: image1739.wmf](0,)
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. Уравнения осей Ox и Oy имеют, соответственно, вид Imz = 0 и Rez = 0.

Комплексное число 
[image: image1740.wmf](,)
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 можно также изображать радиус-вектором точки 
[image: image1741.wmf]M

с проекциями a и b (рис. 9).

При геометрическом изображении комплексных чисел на плоскости устанавливается взаимно однозначное соответствие между множеством всех комплексных чисел и множеством точек комплексной плоскости.

Комплексное число 
[image: image1742.wmf]abi
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 называется сопряжённым комплексному числу 
[image: image1743.wmf]zabi
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 и обозначается символом 
[image: image1744.wmf]z

.

Изображением числа 
[image: image1745.wmf]z

 на комплексной плоскости служит точка, симметричная точке 
[image: image1746.wmf]z

 относительно оси 
[image: image1747.wmf]Ox

.
Имеют место следующие свойства:
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Действительное число 
[image: image1754.wmf]22
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 называется модулем комплексного числа 
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 и обозначается 
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Угол между положительным направлением оси Ox и радиус-вектором точки 
[image: image1758.wmf](,)
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 называется аргументом комплексного числа z и обозначается 
[image: image1759.wmf]Arg
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. Заметим, что аргумент комплексного числа определён не однозначно, а с точностью до слагаемого, кратного 2( (рис. 10). Значение ( аргумента z, удовлетворяющее условию 
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 или 
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, называется главным значением и обозначается 
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 (рис. 11).
Очевидно, 
[image: image1763.wmf]Argarg2
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Считается, что аргумент комплексного числа 
[image: image1765.wmf]0
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 вообще не определён, а его модуль равен нулю.

Для главного значения аргумента (
[image: image1766.wmf]-p<j£p

) справедливы следующие соотношения:
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(4.3)

Отметим, что два отличных от нуля комплексных числа равны между собой в том и только в том случае, если равны их модули, а значения аргументов равны или отличаются на число, кратное 2(. Комплексно сопряжённые числа имеют равные модули, а значения их аргументов отличаются знаком.
Рассмотрим произвольное комплексное число 
[image: image1768.wmf]0
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 (рис. 12). Действительная и мнимая части комплексного числа 
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 выражаются через его модуль и аргумент следующим образом:
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Обозначим 
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, тогда комплексное число z можно записать в виде
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Такая форма записи комплексного числа называется тригонометрической формой.

Наконец, используя формулу Эйлера 
[image: image1774.wmf]j
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, получим показательную форму записи комплексного числа:
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Итак, любое комплексное число имеет три формы записи:
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 алгебраическая форма,
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 тригонометрическая форма,
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 показательная форма.
Пример 4.1.1. Записать комплексное число 
[image: image1779.wmf]1
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 в тригонометрической и показательной формах.

Решение. В нашем случае a = 1, b = (1. Находим модуль комплексного числа 
[image: image1780.wmf]1
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По формулам (4.3) найдём аргумент этого числа (
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Теперь можно записать тригонометрическую
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и показательную
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формы числа 
[image: image1786.wmf]z

.

§2. Операции над комплексными числами

Сложение и вычитание

Операции сложения и вычитания комплексных чисел удобно производить в алгебраической форме. Пусть 
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. Тогда их сумма и разность в соответствии с (4.1) и (4.2) имеют вид:


[image: image1789.wmf]121122

()()

zzabiab

+=+++

,


[image: image1790.wmf]121122

()()

zzabiab

-=-+-

.

Таким образом, операции сложения и вычитания комплексных чисел сводятся к сложению и вычитанию их действительных и мнимых частей.

Умножение
Если два комплексных числа заданы в алгебраической форме, то формулы (4.2) нахождения произведения двух комплексных чисел согласуются с правилом умножения многочленов 
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. При записи результата умножения в алгебраической форме надо отделить действительную часть от мнимой части, т.е. сгруппировать члены, не содержащие множителя i, и члены, содержащие этот множитель. Имеем
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Если два числа представлены в тригонометрической форме 
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, то их произведение вычисляется следующим образом:

[image: image1798.wmf]12111222

(cossin)(cossin)

zzriri

=j+jj+j=



[image: image1799.wmf]121212

((coscossinsin)

rr

=jj-jj+


[image: image1800.wmf]=

j

j

+

j

j

+

))

cos

sin

sin

cos

(

2

1

2

1

i



[image: image1801.wmf]121212

(cos()sin())

rri

=j+j+j+j

.

Если же комплексные числа заданы в показательной форме 
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Следовательно, при умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а аргументы складываются:


[image: image1805.wmf]2

1

2

1

z

z

z

z

=

, 
[image: image1806.wmf]1212

arg()argarg

zzzz

=+

.

Деление

Комплексное число 
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 называется частным двух комплексных чисел 
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Выполним теперь деление комплексных чисел, заданных в тригонометрической форме
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Если два комплексных числа заданы в показательной форме 
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Следовательно, при делении комплексных чисел их модули делятся, а аргументы вычитаются
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Заметим, что умножение и деление удобнее производить с комплексными числами, заданными в тригонометрической или в показательной формах.

Пример 4.2.1. Даны два числа 
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Решение. Выполним указанные действия в алгебраической форме
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Пример 4.2.2. Найти произведение 
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Решение. Воспользуемся показательной формой комплексных чисел. Для числа 
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Для числа 
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. Чтобы перейти теперь к алгебраической форме, полученное число 
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Выполним деление
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и запишем результат в алгебраической форме
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Возведение в целую положительную степень

Целой положительной степенью 
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Например, 
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. Использование показательной и тригонометрической форм комплексных чисел позволяет довольно просто получить правила возведения в целую степень. Обозначим модуль комплексного числа 
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откуда легко получается и в тригонометрической форме соответствующее правило
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Из последних двух формул возведения комплексного числа в целую положительную степень в показательной и тригонометрической формах следует, что имеют место следующие соотношения 
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Замечание. Формулы возведения комплексного числа в целую положительную степень остаются справедливыми и для целых отрицательных значений n.

Из формулы Эйлера 
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которая носит название формулы Муавра.
Отметим, что для возведения комплексного числа z в целую положительную степень n (n = 2, 3,…) не обязательно приводить это число к показательной или тригонометрической форме. Можно пользоваться обычными правилами умножения комплексных чисел в алгебраической форме. Например,


[image: image1870.wmf]2222

()2

zxiyxyxyi

=+=-+

,


[image: image1871.wmf]333223

()3(3)

zxiyxxyxyyi

=+=-+-

, и т.д.

Извлечение корня из комплексного числа

Комплексное число 
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Из равенства комплексных чисел в правой и левой частях находим 
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или в тригонометрической форме:
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Подставляя 
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 таких переходов возвращаемся к первоначальному значению корня, а затем снова получаем уже построенные его значения.

Пример 4.2.3. Вычислить и построить на комплексной плоскости все значения 
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Решение. Приведём схему решения:

( найти 
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Найдём модуль и аргумент комплексного числа 
[image: image1919.wmf]1

zi

=--

:


[image: image1920.wmf]2

1

=

-

-

i

, 
[image: image1921.wmf](

)

4

3

1

arctg

1

arg

π

π

-

=

-

=

-

-

i

.

Тогда число 
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Далее возведём это число в десятую степень, получим подкоренное число 
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Таким образом, для числа 
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По формуле извлечения корня 
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Отсюда
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На рис. 14 дано изображение чисел 
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 расположены в вершинах правильного треугольника, вписанного в окружность радиуса 
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 с центром в начале координат.

§3. Множества точек расширенной комплексной плоскости
Кроме представления о комплексных числах как о точках плоскости или как о радиус-векторах во многих задачах полезен другой способ их геометрического представления.

Рассмотрим сферу S, касающуюся комплексной плоскости 
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[image: image1952.wmf]O

 сферы S. Обозначим через N точку сферы диаметрально противоположную точке O и назовём её северным полюсом. Северный полюс N соединим прямыми со всевозможными точками плоскости. Каждой точке z комплексной плоскости при этом соответствует вполне определённая точка Z сферы – та, в которой прямая Nz пересекает сферу. И наоборот, каждой точке Z сферы (кроме точки N) соответствует вполне определённая точка z плоскости – та, в которой прямая Nz пересекает плоскость.

Таким образом, между точками сферы (без точки N) и точками плоскости установлено взаимно однозначное соответствие. Точку Z назовём сферическим изображением точки z.

Точке 
[image: image1953.wmf]N

 сферы сопоставим новое комплексное число 
[image: image1954.wmf]¥

. Комплексное «число» 
[image: image1955.wmf]z
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 с геометрической точки зрения выполняет ту же функцию, что и другие комплексные числа, – указывает положение соответствующей точки на сфере. Однако, это новое «число» не может участвовать в арифметических операциях, так как последние определены только для комплексных чисел (точек сферы), соответствующих точкам плоскости. Отметим, что для комплексного числа 
[image: image1956.wmf]¥
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z

 понятия arg z, Re z, Im z не определены, но модуль числа 
[image: image1957.wmf]¥
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 равен 
[image: image1958.wmf]+¥
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В отличие от точки 
[image: image1959.wmf]N

 (число 
[image: image1960.wmf]¥

), которую назовём бесконечно удалённой точкой или бесконечностью, все остальные точки сферы (остальные комплексные числа), будем называть конечными.

Комплексная плоскость с присоединённой бесконечно удалённой точкой называется расширенной комплексной плоскостью в отличие от конечной комплексной плоскости.

Тогда между полной сферой и расширенной комплексной плоскостью устанавливается взаимно однозначное соответствие, которое называется стереографической проекцией комплексной плоскости на сферу S. Сфера S называется сферой Римана.
В дальнейшем придётся иметь дело с различными множествами на расширенной комплексной плоскости, и, во избежание недоразумений, определим смысл терминов, которыми будем пользоваться.
Определение 4.3.1. Окрестностью точки 
[image: image1961.wmf]0

z

 называется множество точек z, удовлетворяющих условию 
[image: image1962.wmf]0
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Условие 
[image: image1963.wmf]0
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 определяет на комплексной плоскости круг с центром в точке 
[image: image1964.wmf]0

z

 и радиуса 
[image: image1965.wmf]R

 без ограничивающей его окружности (рис. 16). Действительно, рассмотрим два комплексных числа 
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, 
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 и найдём модуль разности этих чисел
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Приравняем полученное выражение к 
[image: image1969.wmf]R

 и возведём обе части в квадрат 
[image: image1970.wmf]222

00

()()

xxyyR

-+-=

.

Как видим, полученное уравнение определяет на плоскости окружность с центром в точке 
[image: image1971.wmf]00
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 и радиусом 
[image: image1972.wmf]R

.
Множество точек z, удовлетворяющих условию 
[image: image1973.wmf]R
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z
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 называется проколотой окрестностью точки 
[image: image1974.wmf]0
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 (круг с выброшенным центром) (рис. 17).

Определение 4.3.2. Окрестностью бесконечно удалённой точки 
[image: image1975.wmf]¥
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 называется множество точек 
[image: image1976.wmf]z

, удовлетворяющих условию 
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 (внешность круга с центром в точке 
[image: image1978.wmf]0
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 радиуса 
[image: image1979.wmf]R

).

Точка 
[image: image1980.wmf]z

 называется внутренней точкой множества 
[image: image1981.wmf]E

, если она принадлежит множеству 
[image: image1982.wmf]E

 вместе с некоторой своей окрестностью. Точка 
[image: image1983.wmf]z

 называется внешней точкой множества 
[image: image1984.wmf]E

, если можно указать окрестность этой точки, в которой нет точек множества 
[image: image1985.wmf]E

. Точка 
[image: image1986.wmf]z

 называется граничной точкой множества 
[image: image1987.wmf]E

, если в любой окрестности этой точки найдутся точки как принадлежащие, так и не принадлежащие множеству 
[image: image1988.wmf]E

.
Совокупность 
[image: image1989.wmf]G

 всех граничных точек множества 
[image: image1990.wmf]E

 называется его границей. На рис. 18 изображены внутренняя 
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, внешняя 
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 и граничная 
[image: image1993.wmf]3
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 точки множества 
[image: image1994.wmf]E

.
Множество 
[image: image1995.wmf]E

 точек плоскости называется открытым, если все его точки внутренние.

Определение 4.3.3. Открытое множество 
[image: image1996.wmf]E

 называется связным, если его нельзя разбить на два открытых множества, не имеющих общих точек.
Определение 4.3.4. Замкнутое множество 
[image: image1997.wmf]E

 называется связным, если его нельзя разбить на два замкнутых множества, не имеющих общих точек.
Связное открытое множество называется областью. Область расширенной комплексной плоскости называется 
[image: image1998.wmf]n

-связной областью, если её граница состоит из 
[image: image1999.wmf]n

 связных замкнутых множеств. Отметим, что любую 
[image: image2000.wmf]n

-связную область можно представить как односвязную область, в которой прорезано 
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 дырок.
Приведём несколько примеров.

Множество 
[image: image2002.wmf]{:||}
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 – кольцо между концентрическими окружностями радиусов r и R с центром в начале координат – связное множество (рис. 19). Множество 
[image: image2003.wmf]{
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 не является связным, так как состоит из двух кругов (открытых множеств), не имеющих общих точек (рис. 20). Примерами областей являются внешность круга 
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, кольцо 
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, внутренность многоугольника и др. Замкнутый круг 
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 не является областью, так как не выполняется условие открытости.

Область 
[image: image2007.wmf]G

, к которой присоединена её граница 
[image: image2008.wmf]G

, называется замкнутой областью и обозначается 
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Пусть граница области состоит из конечного числа линий (замкнутых или нет) и точек. Тогда число связных множеств, на которые разбивается граница области, называется порядком связности этой области. В частности, если граница области связна (состоит из одного связного множества), то эта область называется односвязной. Односвязная область обладает следующим свойством: какую бы замкнутую непрерывную линию мы ни провели в этой области, множество, ограниченное этой линией, также принадлежит данной области.
Например, круг 
[image: image2011.wmf]0
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 – односвязная область; кольцо 
[image: image2012.wmf]0
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 – двусвязная область, так как граница кольца состоит из двух окружностей 
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 (рис. 21). Область G, изображённая на рис. 22, – четырёхсвязная, так как граница этой области состоит из четырёх отдельных частей: 1) 
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 и 
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, 2) 
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, 3) 
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, 4) 
[image: image2019.wmf]c
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Определение 4.3.10. Множество 
[image: image2020.wmf]E

 называется ограниченным, если существует круг 
[image: image2021.wmf]K

 конечного радиуса такой, что 
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Например, множество точек 
[image: image2023.wmf]z

, удовлетворяющих условию 
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 является неограниченным множеством, так как граница множества 
[image: image2025.wmf]E

 состоит из прямых Re z = 0, Im z = 1, Im z = 2 (рис. 23).

§4. Понятие функции комплексного переменного
Рассмотрим произвольное множество 
[image: image2026.wmf]D

 точек расширенной комплексной плоскости.

Определение 4.4.1. Если каждому комплексному числу 
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 поставлено в соответствие одно или несколько значений 
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 (к ним может принадлежать и 
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), то говорят, что на 
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 определена функция комплексного переменного 
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 и записывают: 
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Множество 
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 называется областью определения функции 
[image: image2035.wmf]()
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 (хотя оно может и не быть областью в смысле геометрического определения). Совокупность 
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 всех точек 
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, называется областью значений функции 
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. Говорят: «функция 
[image: image2040.wmf]()

wfz

=

 осуществляет отображение множества 
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 на множество 
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». При этом 
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 называется независимым переменным или аргументом, или прообразом, а 
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 – зависимым переменным или функцией, или образом.

Если каждому значению 
[image: image2045.wmf]z

 соответствует только одно значение 
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, то функция 
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 называется однозначной; в противном случае 
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 – многозначная функция.

Примерами однозначных функций являются функции 
[image: image2049.wmf]2
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, определённые на всей конечной комплексной плоскости 
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. Примером многозначной функции является функция 
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, определённая на 
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. Примером бесконечнозначной функции является функция 
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, определённая для всех 
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Задание одной функции комплексного переменного 
[image: image2059.wmf]()
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 эквивалентно заданию двух вещественных функций от двух вещественных переменных. Действительно, обозначим 
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[image: image2062.wmf]()

wfz

=

 определена на 
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» эквивалентно следующему: «каждой точке из 
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 с координатами 
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 и 
[image: image2066.wmf]y

 поставлена в соответствие точка 
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 из 
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 с координатами 
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 и 
[image: image2070.wmf]v

». Другими словами, для каждой пары действительных чисел 
[image: image2071.wmf](;)

xy

 можно найти пару действительных чисел 
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 и 
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 являются действительными функциями двух действительных переменных 
[image: image2075.wmf]x

 и 
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, т.е. 
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Итак, задание функции 
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 эквивалентно заданию двух упорядоченных вещественных функций 
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 называется действительной частью функции 
[image: image2083.wmf]()

fz

, а 
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 – мнимой частью.
Переход от записи 
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 к 
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 называется отысканием (выделением) действительной и мнимой частей функции комплексного переменного.

Пример 4.4.1. Выделить действительную и мнимую части функции 
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w

1

=

.

Решение. Так как 
[image: image2088.wmf]iv

u

w

+

=

, 
[image: image2089.wmf]iy

x

z

+

=

, то имеет место равенство 
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Отсюда 
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Для графического изображения функции комплексного переменного потребовалось бы четырёхмерное пространство с координатами (x, y, u, v), поэтому наглядно представить 
[image: image2094.wmf]()
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 невозможно. Тем не менее, поступают так. Берут две плоскости: на одной – «плоскости аргумента (z)» – изображаются комплексные числа 
[image: image2095.wmf]zxiyD
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, а на другой – «плоскости значений функции (w)» – соответствующие им комплексные числа 
[image: image2096.wmf]()
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 (рис. 24).

С геометрической точки зрения функция комплексного переменного отображает множество D плоскости (z) на множество E плоскости (w).

Определение 4.4.2. Однозначная функция 
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 называется взаимно однозначной или однолистной, если 
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Пусть 
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 отображает множество 
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 на множество 
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. Если каждому 
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 поставить в соответствие множество всех его прообразов 
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, то на множестве 
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 задаётся некоторая функция 
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, которая называется функцией, обратной к 
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Для однолистной функции 
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 обратное отображение 
[image: image2109.wmf]1

()

zfw

-

=

 также является однозначной функцией. Например, функция 
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Пример 4.4.2. Найти образ точки 
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Решение. Подставим 
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 в формулу, задающую функцию. Получим: 
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§5. Последовательность комплексных чисел

Последовательностью 
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n

z

 комплексных чисел называется функция 
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 – множество натуральных чисел и 
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 – множество комплексных чисел. Соотношение 
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 называется формулой общего члена последовательности 
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Пусть дана последовательность комплексных чисел 
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, где 
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 – некоторые действительные функции целочисленного аргумента 
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Определение 4.5.1. Число 
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 называется пределом последовательности 
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Предел последовательности комплексных чисел обозначается обычным образом: 
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Будем также говорить, что последовательность 
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Если существует такое действительное число 
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 называется ограниченной. Геометрически ограниченность последовательности комплексных чисел означает существование круга конечного радиуса, содержащего все её члены.

Теорема 4.5.1. Всякая сходящаяся к конечному пределу 
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Доказательство. ▶ По условию теоремы 
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Теорема 4.5.2. Последовательность 
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Доказательство. ▶ Необходимость: Пусть 
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Но тогда при 
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Достаточность: Пусть 
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Таким образом, при 
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Из теоремы 4.5.2 следует, что каждой последовательности комплексных чисел 
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Теорема 4.5.3. Пусть 
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Доказательство. ▶ Справедливость утверждения теоремы следует из теоремы 4.5.1 и непрерывности функций 
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Пример 4.5.1. Найти предел последовательности 
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Решение. Рассмотрим пределы 
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Прежде чем вычислять предел 
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, заметим, что при возведении в целую положительную степень комплексного числа его аргумент умножается на эту степень. Поэтому
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Находим
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Теперь на основании теоремы 4.5.3 можно утверждать, что 
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Отметим, что не имеет смысла вводить символы 
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 для обозначения каких-либо комплексных чисел, так как на расширенной комплексной плоскости имеется только одна бесконечно удалённая точка (см. §3). К этой точке сходятся все последовательности комплексных чисел 
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§6. Предел и непрерывность функции
комплексного переменного
Пусть функция 
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, кроме, быть может, самой точки 
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Определение 4.6.1. Комплексное число 
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Другими словами, число 
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Следует иметь в виду, что для данной функции 
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 существование предела по любому фиксированному пути (
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Пример 4.6.1. Найти 
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Решение. Подставляя 
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Пример 4.6.2. Найти 
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Пример 4.6.3. Найти 
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Значение предела 
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Пример 4.6.4. Найти 
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Решение. Запишем числа 
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Зависимость значения предела от угла 
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 показывает, что эти пределы различны для различных направлений. Следовательно, предел 
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Для предела функции комплексного переменного справедливы утверждения:
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(4.4)

а также 
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для 
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Определение предела функции комплексного аргумента формально ничем не отличается от определения предела функции действительного аргумента, и, следовательно, все теоремы о пределах суммы, разности, произведения, частного остаются в силе для функций комплексного аргумента.

Пусть функция 
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 определена в точке 
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Определение 4.6.2. Функция 
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Это определение можно сформулировать и с помощью неравенств: функция 
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Пусть z ( 
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) = (w приращение функции. Тогда условие непрерывности функции в точке 
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Это означает, что функция 
[image: image2315.wmf]()
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 непрерывна в точке 
[image: image2316.wmf]0
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, если бесконечно малому приращению аргумента (z соответствует бесконечно малое приращение функции (w.

Определение 4.6.3. Функция 
[image: image2317.wmf]()

wfz

=

 называется непрерывной на множестве 
[image: image2318.wmf]E

, если она непрерывна в каждой точке этого множества.

Из соотношений (4.4) следует также, что если в точке 
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 функция f(z) = u(x, y) + iv(x, y) непрерывна, то в точке 
[image: image2320.wmf]00

(;)

xy

 непрерывны как действительная u(x, y), так и мнимая v(x, y) части функции, и наоборот.

Основные теоремы о непрерывных функциях действительного аргумента остаются в силе и для функций комплексного переменного. Среди теорем о функциях, непрерывных на множестве, отметим две:

1) Функция 
[image: image2321.wmf]()
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[image: image2322.wmf]G

, ограничена в этой области, т.е. существует такое число 
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2) Функция 
[image: image2327.wmf]()
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, непрерывная в ограниченной замкнутой области 
[image: image2328.wmf]G

, принимает в ней свои наименьшее и наибольшее (по модулю) значения.

§7. Производная функции комплексного переменного
Пусть функция 
[image: image2329.wmf]()
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 определена в области 
[image: image2330.wmf]E

. Возьмём точку 
[image: image2331.wmf]E

z

Î

 и точку 
[image: image2332.wmf]E

z

z

Î

D

+

. Обозначим приращение функции 
[image: image2333.wmf]()

fz

 при переходе от точки 
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Определение 4.7.1. Если существует конечный предел отношения 
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Сама функция f(z), обладающая производной, называется дифференцируемой в точке z.
Теорема 4.7.1 (необходимые условия дифференцируемости). Если функция 
[image: image2343.wmf]()
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 дифференцируема в точке 
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, то её действительная и мнимая части также дифференцируемы и удовлетворяют условиям:
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(4.5)

Условия (4.5) называются условиями Коши – Римана.
Доказательство. ▶ По условию теоремы функция 
[image: image2347.wmf]()
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Запишем приращение функции 
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и найдём отношение 
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Рассмотрим два способа стремления 
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 к нулю.
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 стремится к точке z по прямой, параллельной оси Ox (см. рис. 27).
В этом случае
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2) пусть (x = 0, (y ( 0, т.е. точка z + (z стремится к z по прямой, параллельной оси Oy (рис. 28).

В этом случае
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Так как в обоих рассмотренных случаях предел должен быть один и тот же, то должно выполняться равенство
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Приравнивая друг другу действительные и мнимые части, получаем условия Коши – Римана:



[image: image2366.wmf]y

v

x

u

¶

¶

¶

¶

=

,

[image: image2367.wmf]x

v

y

u

¶

¶

¶

¶

-

=

. ■
Теорема 4.7.2 (Достаточные условия дифференцируемости). Если действительная 
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 части функции 
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 в точке 
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 имеют полные дифференциалы и удовлетворяют условиям Коши – Римана, то функция 
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Доказательство. ▶ По условию теоремы функции 
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 полный дифференциал, значит, их полные приращения представимы в виде
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где (, (, (1, (1 – бесконечно малые при 
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Аналогично, 
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Получаем
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где 
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Учитывая условия Коши – Римана (4.5), получим
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Разделив почленно, найдём
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Очевидно, 
[image: image2399.wmf]22

()()0

zxy

D=D+D®

 одновременно с 
[image: image2400.wmf]0

®

D

x

 и 
[image: image2401.wmf]0

®

D

y

.

Преобразуем модуль последнего слагаемого
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Заметим, что при 
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 полученное выражение также стремится к нулю. Переходя к пределу при 
[image: image2404.wmf]0

®

D

z

 в равенстве (4.6), находим

[image: image2405.wmf]0

lim

0

+

+

=

¶

¶

¶

¶

D

D

®

D

x

v

x

u

z

w

i

z

, т.е. 
[image: image2406.wmf]()

uv

xx

fzi

¶¶

¶¶

¢

=+

,

значит, функция 
[image: image2407.wmf]()
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 дифференцируема. ■
Используя условия Коши – Римана, можно получить различные формулы вычисления производной функции 
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Определение 4.7.2. Функция 
[image: image2410.wmf]()
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 называется дифференцируемой в области 
[image: image2411.wmf]E

, если она дифференцируема в каждой точке этой области.

Определение 4.7.3. Функция 
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, однозначная и дифференцируемая во всех точках области 
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, называется аналитической в этой области.
Определение 4.7.4. Функция 
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 называется аналитической в точке 
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, если существует окрестность этой точки, в которой 
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 аналитична.

Обратите внимание! Условия дифференцируемости и аналитичности для однозначной функции 
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 в области совпадают. Условие аналитичности функции в точке является более сильным, чем условие дифференцируемости, так как для аналитичности функции 
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 имела производную не только в самой этой точке, но и в некоторой её окрестности.
Для дифференцируемости функций двух действительных переменных u(x, y) и v(x, y) достаточно существования и непрерывности их частных производных 
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Пример 4.7.1. Исследовать функцию 
[image: image2430.wmf]3
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 на аналитичность.

Решение: Выделим действительную и мнимую части функции
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Отсюда 
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Находим частные производные:
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Видим, что условия Коши – Римана выполняются всюду на плоскости (z) и функции u(x, y) и v(x, y) дифференцируемы также всюду. Следовательно, функция 
[image: image2438.wmf]3
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 аналитична на плоскости (z). По формуле (4.7) находим производную
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Пример 4.7.2. Исследовать функцию 
[image: image2440.wmf]||
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 на аналитичность.

Решение. Выделим 
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Функции u(x, y) и v(x, y) непрерывны во всех точках плоскости (z). Найдём частные производные:
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Частные производные непрерывны всюду, кроме точки (0, 0). Условие 
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 ни в одной точке плоскости (z). Поэтому заданная функция 
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 нигде не аналитична и не дифференцируема.

Заметим, что прежде чем вычислять производную функции комплексного переменного, необходимо проверять выполнение условий Коши – Римана. Приведённые примеры показывают, что это значительно усложняет задачу. Кроме того, на практике нахождение 
[image: image2453.wmf]()
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 часто является вспомогательной задачей. В связи с этим приведём теорему, которая позволяет избежать проверки условий Коши – Римана, заменяя их более простым условием.

Теорема 4.7.3. Условия Коши – Римана эквивалентны условию 
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Доказательство. ▶ Рассмотрим функцию
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Теперь функцию 
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 формально можно рассматривать как функцию двух переменных 
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Найдём частную производную 
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 по правилу дифференцирования сложной функции двух переменных
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Очевидно, если функция 
[image: image2472.wmf]()
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 удовлетворяет условиям Коши – Римана, то производная 
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, откуда и следуют условия Коши – Римана. Теорема доказана. ■
Из теоремы 4.7.3 следует, что для дифференцируемой функции комплексного переменного производные получаются формальным дифференцированием по переменной 
[image: image2477.wmf]z

. Все правила дифференцирования вещественного анализа, переносятся и на случай функций комплексного переменного.

Пример 4.7.3. Исследовать на аналитичность функцию 
[image: image2478.wmf]()
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. В случае аналитичности найти её производную.

Решение. Заметим, что действительная и мнимая части данной функции являются многочленами относительно переменных 
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 и 
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, поэтому дифференцируемы. Очевидно, что 
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 является аналитической на всей комплексной плоскости. Находим производную 
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Пример 4.7.4. Исследовать на аналитичность функцию 
[image: image2484.wmf]2
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. В случае аналитичности найти её производную.

Решение. Для данной функции 
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, поэтому условия Коши – Римана не выполняются, и функция 
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 не дифференцируема ни в одной точке.

§8. Гармоническая функция.

Её связь с аналитической функцией

Определение 4.8.1. Действительная функция двух действительных переменных 
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 называется гармонической в области 
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, если она в этой области непрерывна, имеет непрерывные частные производные первого и второго порядков и удовлетворяет уравнению Лапласа:
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Пример 4.8.1. Показать, что функция 
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 является гармонической на всей комплексной плоскости.

Решение. Функция 
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Эти производные являются непрерывными и удовлетворяют уравнению Лапласа
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Следовательно, функция 
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 является гармонической на всей плоскости.

Пример 4.8.2. Проверить, будет ли функция 
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 гармонической.

Решение. Данная функция непрерывна при любом 
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 является гармонической только на оси Ox, за исключением точки 
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Теорема 4.8.1. Действительная и мнимая части аналитической в области 
[image: image2509.wmf]D

 функции являются гармоническими в этой области.

Доказательство. ▶ Пусть функция
w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
аналитична в D. Это значит, что функции u(x, y) и v(x, y) как функции двух переменных дифференцируемы в D и в каждой точке этой области выполняются равенства


[image: image2510.wmf]y

v

x

u

¶

¶

¶

¶

=

,

[image: image2511.wmf]x

v

y

u

¶

¶

¶

¶

-

=

.

Обе части первого равенства продифференцируем по x
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а второго – по y
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Складывая почленно эти равенства, получим
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Таким образом, функция u(x, y) удовлетворяет уравнению Лапласа. Аналогичное доказательство проводится и для функции v(x, y):
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Значит функции u(x, y) и v(x, y) являются гармоническими функциями в D. ■
Обратное утверждение, т.е. если u(x, y) и v(x, y) – две гармонические функции, то сумма u(x, y) + iv(x, y), является аналитической функцией, вообще говоря, не имеет места. Однако можно построить аналитическую функцию, задав в качестве её действительной или мнимой части какую-либо гармоническую функцию.
Пример 4.8.3. Найти аналитическую функцию 
[image: image2516.wmf]()
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Решение. Сначала убедимся, что функция 
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 гармоническая. Для этого находим её частные производные
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Подставляя их в уравнение Лапласа, видим, что равенство 
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 выполняется. Кроме того, частные производные первого и второго порядков непрерывны во всех точках плоскости. Для отыскания функции 
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 воспользуемся условиями Коши – Римана 
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Значит, для определения функции 
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 имеем систему дифференциальных уравнений в частных производных
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Решая первое уравнение системы, находим
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, где функция 
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 пока неизвестна. Для её нахождения подставим функцию 
[image: image2532.wmf](,)

uxy

 во второе уравнение и получим

[image: image2533.wmf](

)

2

()32

y

xCyy

¶

¶

+=--

.

Отсюда 
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Итак, искомая функция имеет вид 
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Теперь 
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Постоянную 
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 найдём из условия 
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Определение 4.8.2. Две гармонические функции, связанные условиями Коши – Римана, называются сопряжёнными гармоническими функциями.
§9. Геометрический смысл производной функции 
комплексного переменного

Рассмотрим функцию f(z), аналитическую в области 
[image: image2544.wmf]D

. Пусть 
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 ( произвольная точка области 
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Из аналитичности функции 
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 следует существование конечного предела
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Тогда из теоремы 4.5.3 следует существование двух пределов 
[image: image2554.wmf]0

0

limargarg()

z

w

z

fz

D®

D

D

¢

=

 и 
[image: image2555.wmf]0

0

lim()

z

w

z

fz

D®

D

D

¢

=

.

Рассмотрим
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(4.8)

Так как аргумент частного комплексных чисел равен разности аргументов делимого и делителя, то
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Проведём из точки 
[image: image2559.wmf]0
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 гладкую дугу ( (рис. 28). Образом дуги ( является дуга 
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, выходящая из точки 
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 одновременно стремятся к нулю.

В плоскости 
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 проведём касательную к кривой 
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 точке 
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 – касательную к кривой 
[image: image2575.wmf]G

 в точке 
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 секущей, соединяющей точки 
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 кривой 
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 и через 
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 секущей, соединяющей точки 
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Так как 
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Таким образом, ( ( это угол, на который нужно повернуть касательную в точке 
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 к кривой (, чтобы получить угол, образованный касательной к кривой 
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 в точке 
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Рассмотрим теперь предел
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Так как 
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Здесь 
[image: image2595.wmf]w
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 ( длина хорды, стягивающей дугу Г с концами в точках 
[image: image2596.wmf]0

w

 и 
[image: image2597.wmf]w

w

D

+

0

, 
[image: image2598.wmf]z

D

 ( длина хорды, стягивающей дугу ( с концами в точках 
[image: image2599.wmf]0

z

 и 
[image: image2600.wmf]z

z

D

+

0

. Предел 
[image: image2601.wmf]z

w

z

D

D

®

D

0

lim

 называется коэффициентом растяжения в точке 
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. Он показывает во сколько раз длина бесконечно малой дуги на кривой ( отличается от длины бесконечно малой дуги на кривой (.

Таким образом, при отображении посредством аналитической функции, производная которой отлична от нуля, все бесконечно малые дуги, выходящие из точки 
[image: image2603.wmf]0
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, получают одно и то же растяжение, равное 
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. При k > 1 бесконечно малая дуга при отображении удлиняется, а при k < 1 она укорачивается.

На основании вышесказанного можно сделать следующие выводы:

Аргумент 
[image: image2605.wmf]a

 производной аналитической функции 
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Модуль 
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 производной аналитической функции 
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 равен коэффициенту растяжения в точке 
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Пример 4.9.1. Найти угол поворота ( и коэффициент растяжения k в точке 
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Решение: Найдём производную 
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§10. Некоторые элементарные функции

комплексного переменного и их свойства

Экспоненциальная функция

Экспоненциальной называется функция, определяемая формулой

[image: image2624.wmf](cossin)
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weeyiy
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.
Эта функция определена для всех 
[image: image2625.wmf]z
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 и обладает следующими свойствами:

1) 
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2) 
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3) 
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 периодическая функция с периодом 
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Действительно,
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4) Функция 
[image: image2634.wmf]z
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 является аналитической на комплексной плоскости (z).
Чтобы это доказать, выделим вещественную и мнимую части функции 
[image: image2635.wmf](cossin)
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Эти частные производные непрерывны всюду, и условия Коши – Римана 
[image: image2642.wmf]
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 выполняются во всех точках плоскости, следовательно, функция 
[image: image2645.wmf]z
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 аналитична во всех точках плоскости (z). Из аналитичности функции следует, что 
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Отметим, что выражение 
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 лишено смысла, так как
если z = x > 0, то 
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если z = x < 0, то 
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поэтому 
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 не существует.
Тригонометрические функции

Тригонометрическими называются функции, определяемые равенствами
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С помощью формулы Эйлера легко убедиться в том, что для действительных 
[image: image2655.wmf]z

 эти функции совпадают с обычными тригонометрическими функциями. Они сохраняют и многие свойства последних. Приведём некоторые из них:
1) w = sin z есть нечётная функция, так как

[image: image2656.wmf]sin()sin
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2) w = cos z есть чётная функция, так как
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3) Все известные соотношения между тригонометрическими функциями действительного аргумента сохраняются и в комплексной области. Например,
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[image: image2659.wmf]sin22sincos

zzz

=

,


[image: image2660.wmf]121212

sin()sincoscossin

zzzzzz

+=+

 и т. д.

4) Функции sin z и cos z периодические с периодом 2(, а функции 
[image: image2661.wmf]tg
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Аналогично доказываются равенства cos (z + 2() = cos z, 
[image: image2665.wmf]tg()tg
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, 
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Однако комплексные тригонометрические функции обладают не всеми свойствами действительных тригонометрических функций. В частности, неравенства 
[image: image2667.wmf]|sin|1
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 выполняются не для всех значений 
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Гиперболические функции
Гиперболическими функциями называются функции, определяемые равенствами
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гиперболический синус,
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гиперболический тангенс,
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гиперболический котангенс.
Между тригонометрическими и гиперболическими функциями существует связь. Можно доказать справедливость следующих соотношений

sin iz = ish z, sh iz = isin z, ch iz = cos z,

cos iz = ch z, tg iz = ith z, ctg iz = – icth z,
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Приведём доказательства некоторых из них
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Пример 4.10.1. Представить число 
[image: image2681.wmf](
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 в алгебраической форме.

Решение. Воспользуемся формулой 
[image: image2682.wmf]sin()sincossincos
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Учитывая, что 
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 EMBED Equation.3  [image: image2686.wmf]22
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Логарифмическая функция

Натуральным логарифмом комплексного числа 
[image: image2687.wmf]0
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 называется число 
[image: image2688.wmf]w

, если 
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, и обозначается 
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Пусть 
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. Подставляя значения u и v в 
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[image: image2697.wmf]Lnln||Arg

wzziz

==+

, или
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Эта формула определяет бесконечное множество комплексных чисел – логарифмов числа 
[image: image2700.wmf]z

. Из этого множества выделяется одно значение, отвечающее 
[image: image2701.wmf]0
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, которое называется главным значением логарифма числа 
[image: image2702.wmf]z

. 
Главное значение логарифма обозначается 
[image: image2703.wmf]ln
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 и определяется равенством 
[image: image2704.wmf]lnln||arg
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Таким образом, 
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Логарифмическая функция определена всюду, кроме точек 
[image: image2707.wmf]0

=

z

 и 
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. Приведём некоторые основные свойства функции 
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1) Логарифмическая функция является бесконечнозначной, а любые два её значения отличаются на число, кратное 
[image: image2710.wmf]i
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Например, 
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2) Для любых 
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 имеют место равенства
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Так как логарифмическая функция бесконечнозначная, то записанные равенства следует понимать как равенства множеств.
Пример 4.10.3. Найти логарифм числа 
[image: image2719.wmf]zi
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Решение. Учитывая, что 
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Обратные тригонометрические функции

Функции, обратные к функциям 
[image: image2724.wmf]sin
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, 
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, называются обратными тригонометрическими
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Получим аналитическое выражение для функции 
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Аналитические выражения для других обратных тригонометрических функций получаются аналогичным образом.

Пример 4.10.4. Записать в алгебраической форме число 
[image: image2738.wmf]i
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Решение. По формуле 
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[image: image2741.wmf](
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[image: image2742.wmf]k
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Пример 4.10.5. Записать в алгебраической форме число 
[image: image2743.wmf]i
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Решение. Применим формулу 
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§11. Интеграл от функции комплексного переменного
и его свойства
Пусть в некоторой области 
[image: image2747.wmf]D

 плоскости 
[image: image2748.wmf]()
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 задана однозначная и непрерывная функция 
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[image: image2750.wmf]G

 – произвольная кусочно-гладкая ориентированная  кривая (
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 – начало кривой, 
[image: image2752.wmf]b

 – её конец), принадлежащая области 
[image: image2753.wmf]D

 вместе со своими концами.

Разобьём точками 
[image: image2754.wmf]0
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 произвольным образом на 
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, которая называется интегральной суммой функции 
[image: image2763.wmf]()
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, соответствующей данному разбиению кривой 
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 и данному выбору точек. Сумма 
[image: image2765.wmf]n
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, в общем случае, зависит как от способа разбиения кривой 
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Определение 4.11.1. Предел последовательности интегральных сумм 
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, если он существует, называется интегралом от функции 
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 вдоль кривой 
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Справедлива следующая теорема существования интеграла от функции комплексного переменного.
Теорема 4.11.1. Если функция 
[image: image2777.wmf]()
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 однозначна и непрерывна на кусочно-гладкой ориентированной кривой 
[image: image2778.wmf]G

, то предел интегральной суммы существует и не зависит ни от способа разбиения кривой, ни от выбора точек 
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Доказательство. ▶ Рассмотрим функцию 
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Выделим в интегральной сумме 
[image: image2787.wmf]n
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 действительную и мнимую части
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Перейдём к пределу при 
[image: image2791.wmf]1
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. Так как по условию функции u(x,y) и v(x,y) непрерывны на кусочно-гладкой кривой 
[image: image2792.wmf]G

, то пределы интегральных сумм
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существуют и не зависят ни от способа разбиения кривой, ни от выбора точек 
[image: image2795.wmf](,)
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. Следовательно, существует и предел последовательности интегральных сумм 
[image: image2796.wmf]n
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 при 
[image: image2797.wmf]1
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. В результате приходим к равенству

[image: image2798.wmf]()
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(4.10)

Таким образом, теорема доказана. ■
Определение интеграла от функции комплексного переменного сохраняется и на случай замкнутой кривой. При этом различают два противоположных направления обхода: положительным считается то, при котором область, ограниченная контуром, остаётся слева; и отрицательным – если область остаётся справа. Будем обозначать через 
[image: image2799.wmf]-

G

 кривую, совпадающую с 
[image: image2800.wmf]G

, но имеющую противоположное направление обхода.

Свойства интегралов от функций комплексного переменного:
1) 
[image: image2801.wmf]()()
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▶ Следует из определения интеграла ■.

2) 
[image: image2802.wmf]1
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▶ Пусть 
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3) Линейность:
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4) Аддитивность:
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где 
[image: image2809.wmf]G

 – кривая, состоящая их двух частей таких, что конец 
[image: image2810.wmf]1
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 совпадает с началом 
[image: image2811.wmf]2
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, т.е. 
[image: image2812.wmf]12
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▶ Свойства 3) и 4) вытекают из соответствующих свойств криволинейных интегралов. ■
5) теорема об оценке интеграла:

Если функция 
[image: image2813.wmf]()
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 ограничена на кривой 
[image: image2814.wmf]G

, т.е. 
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[image: image2818.wmf]G

.

▶ Выберем произвольную последовательность разбиений кривой 
[image: image2819.wmf]G

, удовлетворяющих условию 
[image: image2820.wmf]1
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следовательно,
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так как при 
[image: image2824.wmf]1

max0

k

kn

n

z

££

®¥

D®

 длина ломаной 
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 стремится к длине 
[image: image2826.wmf]l

 кривой 
[image: image2827.wmf]G
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Пример 4.11.1. Вычислить 
[image: image2828.wmf]2
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, где 
[image: image2829.wmf]G

 – отрезок прямой, соединяющий точки 
[image: image2830.wmf]1
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 (рис. 32).

Решение. Выделим действительную и мнимую части подынтегральной функции
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Отсюда 
[image: image2834.wmf]2
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Преобразуем криволинейные интегралы к определённым интегралам. Уравнение прямой 
[image: image2840.wmf]G

 имеет вид y = 1 – x, отсюда dy = – dx, при этом переменная 
[image: image2841.wmf]x

 меняется от 0 до 1. Таким образом, получаем
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§12. Интегральная теорема Коши

Теорема 4.12.1 (теорема Коши для односвязной области). Если функция 
[image: image2847.wmf]()

fz

 аналитична в односвязной области 
[image: image2848.wmf]D

, а 
[image: image2849.wmf]C

 – замкнутая кусочно-гладкая кривая, целиком лежащая в области 
[image: image2850.wmf]D

, то


[image: image2851.wmf]()0
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Доказательство. ▶ Доказательство проведём при дополнительном предположении о непрерывности 
[image: image2852.wmf]()
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 (Полное доказательство можно найти в учебнике А.И. Маркушевич, Краткий курс теории аналитических функций, Физматгиз, М., 1961). Согласно формуле (4.10):
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Для равенства нулю криволинейного интеграла 
[image: image2854.wmf]C
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 вдоль замкнутого контура 
[image: image2855.wmf]C

, лежащего в односвязной области 
[image: image2856.wmf]D

, достаточно:

1) существования и непрерывности в области 
[image: image2857.wmf]D

 функций P(x, y), Q(x, y) и их частных производных;

2) выполнения в каждой точке области 
[image: image2858.wmf]D

 равенства 
[image: image2859.wmf]PQ
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Для интегралов 
[image: image2860.wmf]C
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 и 
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 условие 1) выполняется в силу аналитичности функции 
[image: image2862.wmf]()
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 и предположения непрерывности 
[image: image2863.wmf]()
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. Условие 2) для этих интегралов записывается в виде
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которые совпадают с условиями Коши – Римана аналитичности функции 
[image: image2866.wmf]()
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.

Таким образом, оба криволинейных интеграла в (4.10) равны нулю, и 
[image: image2867.wmf]()0
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Заметим, что справедлива теорема, обратная теореме Коши.

Теорема 4.12.2. Если функция 
[image: image2868.wmf]()
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 непрерывна в односвязной области 
[image: image2869.wmf]D

, и 
[image: image2870.wmf]()0
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 для любого замкнутого контура 
[image: image2871.wmf]C

, лежащего в 
[image: image2872.wmf]D

, то 
[image: image2873.wmf]()
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 аналитична в области 
[image: image2874.wmf]D

.
Теорема 4.12.3 (независимость интеграла от пути интегрирования). Если 
[image: image2875.wmf]()
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 – аналитическая функция в односвязной области 
[image: image2876.wmf]D

, то интеграл от неё вдоль любой дуги 
[image: image2877.wmf]D
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 не зависит от формы дуги 
[image: image2878.wmf]L

, а зависит только от начальной 
[image: image2879.wmf]a

 и конечной 
[image: image2880.wmf]b

 точек пути интегрирования.

Доказательство. ▶ Пусть 
[image: image2881.wmf]1
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 и 
[image: image2882.wmf]2
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 – две произвольные дуги, соединяющие точки a и b (рис. 33). Рассмотрим замкнутый контур 
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, где 
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 есть дуга с противоположным 
[image: image2885.wmf]2
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 направлением обхода. Так как f(z) аналитична в D, то по теореме Коши 4.12.1 имеем
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Используя свойство аддитивности интегралов и свойство 1, получаем
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Следствие 4.12.4. Если 
[image: image2889.wmf]()
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 аналитична в односвязной области 
[image: image2890.wmf]D

, то какова бы ни была дуга 
[image: image2891.wmf]L

 внутри этой области, величина интеграла 
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 зависит только от начальной 
[image: image2893.wmf]a

 и конечной 
[image: image2894.wmf]b

 точек дуги 
[image: image2895.wmf]L

.

Следствие 4.12.4 позволяет для интеграла 
[image: image2896.wmf]()
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 использовать обозначение 
[image: image2897.wmf]()
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Следствие 4.12.5. Если 
[image: image2898.wmf]()
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 является некоторой функцией, для которой 
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 – аналитическая функция, то справедлива формула
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Эта формула совпадает с формулой Ньютона – Лейбница для функций действительного переменного.

Пример 4.12.1. Вычислить 
[image: image2902.wmf]1
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.

Решение. Заметим, что подынтегральная функция является всюду аналитической, поэтому воспользуемся формулой Ньютона – Лейбница. Имеем
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Пример 4.12.2. Вычислить 
[image: image2905.wmf]ò
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Решение. Подынтегральная функция 
[image: image2906.wmf]1
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 аналитична внутри и на самой окружности 
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 (рис. 34). По теореме Коши 4.12.1 получаем
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Пример 4.12.3. Вычислить 
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Решение. Функция 
[image: image2910.wmf]1
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 внутри контура интегрирования не является аналитической (аналитичность нарушается в точке 
[image: image2911.wmf]0
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). Поэтому для вычисления интеграла теорему Коши 4.12.1 применить нельзя.
Положим 
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Теорема 4.12.6 (теорема Коши для многосвязной области). Если функция 
[image: image2916.wmf]()
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 аналитична в многосвязной области 
[image: image2917.wmf]G

, ограниченной несколькими замкнутыми кривыми, и на её границе 
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, то 
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 (обход всех замкнутых контуров проводится в положительном направлении).
Доказательство. ▶ Пусть дана 
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[image: image2921.wmf]G
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[image: image2924.wmf]()
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 аналитична в замкнутой области 
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 (рис. 35), которые превращают многосвязную область G в односвязную G1. Обозначим границу односвязной области через 
[image: image2927.wmf]1
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. Граница 
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 состоит из замкнутых контуров 
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[image: image2936.wmf])

(

z

f

 аналитична в G1 и на 
[image: image2937.wmf]1

G

. По теореме Коши 4.12.1 для односвязной области имеем 
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В итоге получаем 
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, следовательно, 
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Из теоремы Коши для многосвязной области следует, что если функция 
[image: image2945.wmf]()
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 аналитична в замкнутой области 
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[image: image2947.wmf]G

 которой состоит из нескольких замкнутых кривых, то интеграл от 
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 по внешнему контуру равен сумме интегралов по всем внутренним контурам. При этом обход контуров происходит в одном направлении. Покажем это. 

Из равенства 
[image: image2949.wmf]0

1

()()0

k

n

k

C

C

fzdzfzdz

-

=

+=

å

òò

 получаем


[image: image2950.wmf]0

11

()()()

k

k

nn

kk

CC

C

fzdzfzdzfzdz

-

==

=-=

åå

òòò

.

В частности, для двусвязной области 
[image: image2951.wmf]G

, ограниченной внешним контуром 
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Рассмотрим вычисление интеграла 
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, где n – любое целое число и обход контура C ведётся в положительном направлении.
Пусть C является окружностью (z ( a( = R. Положим 
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Итак,
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Пусть теперь интегрирование ведётся по произвольному замкнутому контуру C. Если точка a лежит вне контура C, то функция f(z) = (z ( a)n является аналитической внутри контура C и на самом контуре для любого n. Тогда по теореме Коши 4.12.1 для односвязной области 
[image: image2964.wmf]()0
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. Если точка a лежит внутри контура C, можно провести окружность ( с центром в точке a и лежащую внутри контура C (рис. 36). Тогда по теореме Коши 4.12.6 для двусвязной области с учётом полученного выше результата имеем
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 EMBED Equation.3  [image: image2966.wmf]0,

при 1,

2,

при 1.

n

in

¹-

ì

=

í

p=-

î


§13. Интегральная формула Коши
Теорема 4.13.1. Если функция 
[image: image2967.wmf]()
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 аналитична в замкнутой односвязной области 
[image: image2968.wmf]C
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 – внутренняя точка области 
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(4.11)

где обход контура 
[image: image2972.wmf]C

 производится в положительном направлении.

Равенство (4.13) называется интегральной формулой Коши.
Доказательство. ▶ Подынтегральная функция 
[image: image2973.wmf]0
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 аналитична всюду в области 
[image: image2974.wmf]D

 за исключением точки 
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. Опишем произвольную окружность 
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 с центром в точке 
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 радиуса 
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 (рис. 37). Функция 
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 является аналитической в полученной двусвязной области и на её границе 
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. Согласно теореме Коши 4.12.6 для двусвязной области
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Преобразуем правую часть равенства (4.12) к виду:
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Поскольку функция f(z) аналитична в точке 
[image: image2983.wmf]0
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[image: image2985.wmf]0

0

()()

fzfz

dz

zz

r

g

-

-

ò

 подынтегральная функция ограничена
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0

00

()()

()()

fzfz

fzfz

zzzz

-

-

e

--

=<

r

.

Применим свойство 5 об оценке интеграла (§ 11). Обозначив через l длину окружности ((, найдём
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В силу произвольности ( имеем 
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. Возвращаясь к равенству (4.12), запишем
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откуда 
[image: image2990.wmf]0
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. Теорема доказана. ■
Таким образом, интегральная формула Коши позволяет находить значение аналитической функции в любой точке области, зная значение функции только на границе области. Кроме того, если точка 
[image: image2991.wmf]0
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 лежит вне контура C, то функция 
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 аналитическая всюду в 
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, и по теореме Коши 4.12.1 для односвязной области 
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. Формула Коши справедлива и в том случае, если 
[image: image2995.wmf]()
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 аналитична лишь внутри области D и непрерывна на контуре C.

Интегральная формула Коши позволяет выразить значение аналитической функции во внутренней точке 
[image: image2996.wmf]0

z

 односвязной области D через интеграл по контуру C, ограничивающему область D, в виде
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Однако этот интеграл имеет смысл и в том случае, когда задана произвольная кривая 
[image: image2998.wmf]G

 (не обязательно замкнутая) и на ней – произвольная непрерывная функция 
[image: image2999.wmf]()
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Интеграл в этом случае называется интегралом типа Коши.
Теорема 4.13.2. Функция 
[image: image3001.wmf]0
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, определённая интегралом типа Коши, является аналитической в каждой точке плоскости, не лежащей на кривой 
[image: image3002.wmf]G

. Она обладает в таких точках производными всех порядков, причём
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Доказательство. ▶ Докажем сначала, что в любой точке 
[image: image3004.wmf]0
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, не лежащей на кривой 
[image: image3005.wmf]G

, существует
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Для этого оценим разность между значением интеграла 
[image: image3007.wmf]2

0

()

1

2

()

fzdz

i

zz

G

p

-

ò

 и разностным отношением
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Обозначим через 
[image: image3010.wmf]2
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 минимум расстояний между 
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 и точками 
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 кривой 
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Обозначим также через 
[image: image3021.wmf]M

 наибольшее значение модуля функции 
[image: image3022.wmf]()
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 на кривой 
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. Такое значение существует, так как функция 
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 непрерывна на 
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где 
[image: image3028.wmf]l

 – длина линии 
[image: image3029.wmf]G
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Правая часть стремится к нулю вместе с 
[image: image3030.wmf]||
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, поэтому существует предел
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Точно таким же образом можно доказать, что существует
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и, вообще, производные всех порядков существуют и определяются формулой
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Следствие 4.13.3. Если функция 
[image: image3034.wmf]()
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 аналитична в замкнутой области 
[image: image3035.wmf]C
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, то внутри этой области 
[image: image3036.wmf]()
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 обладает производными всех порядков, причём эти производные находятся по формулам:
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[image: image3038.wmf]0
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Из теоремы 4.13.2 и её следствия получаем, что все производные аналитической функции также являются аналитическими функциями (так как они, в свою очередь, дифференцируемы). Другими словами, из существования в некоторой области первой производной функции комплексного переменного следует существование всех её производных.
Пример 4.13.1. Вычислить 
[image: image3039.wmf]dz
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Решение. Подынтегральная функция 
[image: image3040.wmf]2
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 является аналитической в круге 
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, за исключением точек 
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 окружности (1 и (2 таких радиусов, чтобы они не пересекались и целиком лежали внутри круга 
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 (рис. 38).
По теореме Коши 4.12.6 для многосвязной области имеем
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Преобразуем подынтегральную функцию так, чтобы в числителе дроби оказалась функция 
[image: image3048.wmf]()
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 – аналитическая внутри контуров соответственно (1 и (2, а в знаменателе – разность (
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[image: image3050.wmf]0

z

 лежит внутри указанных контуров. Получаем
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К каждому из интегралов применим формулу Коши:
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Окончательно получим
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Пример 4.13.2. Вычислить 
[image: image3055.wmf]ò
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Решение. В круге 
[image: image3056.wmf]1
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 подынтегральная функция аналитична всюду, кроме точки 
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. Здесь нужно применить формулу вычисления производной аналитической функции:
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отсюда 
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[image: image3060.wmf]()
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 – функция аналитическая внутри контура C и на C, точка 
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 лежит внутри C.

В нашем примере 
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Вопросы и задания для самопроверки

1. Даны два комплексных числа 
[image: image3065.wmf]1
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 и 
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. Какое из утверждений верно:

а) 
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2. Как изменятся модуль и аргумент комплексного числа 
[image: image3071.wmf]z

, если:

а) число 
[image: image3072.wmf]z

 умножить на 5;

б) число 
[image: image3073.wmf]z

 умножить на (5;

в) число 
[image: image3074.wmf]z

 умножить на 5i;

г) число 
[image: image3075.wmf]z

 умножить на (5i?
3. Дан вектор 
[image: image3076.wmf]1
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. В какой вектор он перейдёт после поворота на угол 
[image: image3077.wmf]90
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 против часовой стрелки?

4. Где на комплексной плоскости расположены точки, для которых 
[image: image3078.wmf]|||1|
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5. Запишите с помощью неравенств следующие открытые множества на комплексной плоскости:

а) первый квадрант;

б) полоса, состоящая из точек, отстоящих от мнимой оси на расстояние, меньшее трёх;

в) внутренность эллипса с фокусами в точках 
[image: image3079.wmf]1
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, 
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 и большой полуосью, равной 3.
6. Запишите в комплексной форме уравнение 
[image: image3081.wmf]22

21

xxyy

++-=

.

7. Вычислите 
[image: image3082.wmf]1
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8. При каких условиях трёхчлен 
[image: image3083.wmf]22
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 является гармонической функцией?

9. Следует ли из аналитичности функции её гармоничность и наоборот?

10. Производную какой функции и в какой точке выражает предел 
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11. При каком значении 
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12. Можно ли для вычисления интеграла 
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 – замкнутая кривая. Следует ли из этого факта аналитичность функции 
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Глава 5. РЯДЫ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ

§1. Числовые ряды в комплексной области

Рассмотрим последовательность комплексных чисел 
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Определение 5.1.1. Выражение вида
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(5.1)

называется числовым рядом с комплексными членами, а 
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 называется общим членом ряда.

Образуем последовательность 
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Определение 5.1.2. Если сходится последовательность 
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Теорема 5.1.1 (необходимый признак сходимости). Если ряд 
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Доказательство. ▶ Очевидно, 
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Следующая теорема позволяет свести изучение рядов с комплексными членами к исследованию рядов с действительными членами.
Теорема 5.1.2 (необходимый и достаточный признак сходимости ряда). Ряд 
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Доказательство. ▶ Рассмотрим частичную сумму ряда
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Теорема 5.1.3 (достаточный признак сходимости ряда). Если сходится ряд 
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Доказательство. ▶ Пусть ряд 
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Определение 5.1.3. Ряд 
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Пример 5.1.1. Исследовать на сходимость ряд


[image: image3141.wmf]å

¥

=

1

3

sin

n

n

in

n

.

Решение. Составим ряд из модулей 
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К ряду из положительных членов 
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 EMBED Equation.3  [image: image3149.wmf]3
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Пример 5.1.2. Исследовать на сходимость ряд 
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Решение. Преобразуем общий член ряда, выделяя его действительную и мнимую части:
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Исследуем на сходимость ряды 
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Пример 5.1.3. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Найдем модуль общего члена ряда
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 применим интегральный признак Коши для рядов с положительными членами (теорема 1.4.1).

Для этого рассмотрим функцию 
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Несобственный интеграл и вместе с ним ряд 
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Пример 5.1.4. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Исследуем на сходимость два ряда, составленных из действительных и мнимых частей членов заданного ряда:
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§2. Функциональные ряды
Рассмотрим ряд
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членами которого являются функции комплексного переменного 
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Определение 5.2.1. Областью сходимости функционального ряда (5.2) называется совокупность 
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 точек 
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Определение 5.2.2. Суммой ряда 
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Сумма 
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Рассмотрим функциональный ряд
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При фиксированном 
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 получим ряд, членами которого являются члены геометрической прогрессии с комплексным знаменателем 
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По аналогии с рядами с действительными членами (пример 1.1.3) можно показать, что этот числовой ряд сходится, если знаменатель прогрессии 
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Таким образом, соответствующий функциональный ряд сходится для всех z, удовлетворяющих условию 
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Определение 5.2.3. Остатком ряда (5.2) называется разность 
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Функциональные свойства суммы ряда S(z) связаны с понятием равномерной сходимости ряда.

Определение 5.2.4. Ряд 
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Для любого конечного множества точек 
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Для бесконечного множества точек наибольшее число 
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Замечание. Определение 5.2.4, введённое для области 
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Поскольку определение 5.2.4 равномерной сходимости дословно совпадает с соответствующим определением действительного анализа, то все теоремы о равномерно сходящихся рядах остаются справедливыми и для комплексных рядов. Поэтому свойства равномерно сходящихся рядов сформулируем без доказательства.

1. Если члены функционального ряда 
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3. Если члены функционального ряда 
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 являются аналитическими функциями в области 
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 и ряд равномерно сходится в любой замкнутой области 
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а) сумма ряда S(z) аналитична в 
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б) ряд допускает почленное дифференцирование любое число раз и
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 равномерно сходятся в любой замкнутой области 
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Следующая теорема даёт достаточный признак равномерной сходимости и часто используется на практике.

Теорема 5.2.1 (Вейерштрасса). Если при любом 
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Доказательство. ▶ Так как числовой ряд 
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 следует, что для модуля остатка функционального ряда имеет место неравенство
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Таким образом, 
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, удовлетворяющий условиям теоремы Вейерштрасса, называется мажорируемым, а числовой ряд 
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Пример 5.2.1. Доказать равномерную сходимость ряда 
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Решение. Так как 
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 сходится по второму признаку сравнения 1.4.3, следовательно, функциональный ряд 
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 сходится равномерно в круге 
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Пример 5.2.2. Исследовать ряд 
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Решение. Подставив значение 
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 в общий член функционального ряда, получим числовой ряд 
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 и упростим его общий член 
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 применим признак Даламбера (теорема 1.4.4). Так как 
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, то этот ряд сходится. Следовательно, функциональный ряд 
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 сходится абсолютно.

Пример 5.2.3. Найти область сходимости функционального ряда
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Решение. Составим ряд из модулей 
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 и применим радикальный признак Коши (теорема 1.4.5)
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При 
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[image: image3301.wmf]||3

z

>

 ряд расходится. Следовательно, областью сходимости исследуемого ряда является круг 
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Положив 
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Пример 5.2.4. Найти область сходимости функционального ряда


[image: image3305.wmf]1

1

()

n

n

in

zi

¥

=

+

+

å

.

Решение. К ряду, составленному из абсолютных величин исследуемого ряда, применим признак Даламбера (теорема 1.4.4)
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Этот ряд сходится при 
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, или во внешности круга радиуса 1 с центром в точке 
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§3. Степенные ряды

Определение 5.3.1. Степенным рядом называется ряд вида
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где 
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 – комплексные числа, 
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 – комплексная переменная. Числа 
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 называются коэффициентами ряда (5.3).

Как и для рядов с вещественными членами основным результатом теории степенных рядов с комплексными членами является теорема Абеля.

Теорема 5.3.1 (Абеля). Если степенной ряд (5.3) сходится в точке 
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2) равномерно сходится в любом замкнутом круге 
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Доказательство. ▶ 1) По условию теоремы степенной ряд 
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Тогда по необходимому признаку сходимости 
[image: image3322.wmf]0

lim()0

n

n

n

cza

®¥

-=

. А так как всякая сходящаяся последовательность ограничена (теорема 4.5.1), то для последовательности 
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Преобразуем общий член функционального ряда 
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Для точки 
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. С учётом неравенства (5.4) получаем оценку общего члена ряда 
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 Ряд 
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 сходится как ряд, составленный из членов геометрической прогрессии при q < 1. Тогда ряд 
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 тоже сходится (по признаку сравнения 1.4.2). Это означает абсолютную сходимость степенного ряда 
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2) Докажем, что степенной ряд 
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 равномерно сходится в замкнутом круге 
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 абсолютно сходится, т.е. сходится ряд 
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Для точек области 
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Значит, в области 
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 мажорантой степенного ряда 
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[image: image3346.wmf]0

()

n

n

n

cza

¥

=

-

å

 сходится равномерно в этой области. ■
Следствие 5.3.2. Если степенной ряд 
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Из теоремы Абеля и её следствия можно заключить, что, если степенной ряд 
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 (рис. 40). Если в точке 
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 ряд (5.3) сходится, то он сходится и в круге 
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Повторяя рассуждения для нового кольца и т.д., продолжим наш процесс неограниченно. В пределе найдётся число R такое, что ряд (5.3) сходится в круге 
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Определение 5.3.2. Множество 
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 называется кругом сходимости степенного ряда 
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 − радиусом сходимости.

Формулы для вычисления радиуса сходимости степенного ряда 
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 находятся так же, как и в случае степенных рядов в действительной области (см. §4, гл. 2) по формулам:
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По теореме Абеля 5.3.1 степенной ряд 
[image: image3376.wmf]0

()

n

n

n

cza

¥

=

-

å

 сходится внутри круга сходимости равномерно и абсолютно. Вне круга ряд расходится. Вопрос о поведении степенного ряда на окружности 
[image: image3377.wmf]R
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 остаётся открытым. Возможны следующие случаи:
· ряд во всех точках окружности сходится;

· ряд расходится;

· ряд сходится в некоторых точках окружности.

Из равномерной сходимости степенного ряда 
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 (R – радиус сходимости), следует, что члены этого ряда являются аналитическими функциями. А это означает, что в области сходимости сумма степенного ряда является функцией аналитической. Поэтому степенной ряд допускает почленное дифференцирование и интегрирование по любой кривой, лежащей в его круге сходимости.
Пример 5.3.1. Найти область сходимости степенного ряда
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Решение. Составим ряд из абсолютных величин исследуемого ряда и применим признак Даламбера
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Ряд сходится при 
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Пример 5.3.2. Найти область сходимости ряда
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Решение. Найдём радиус сходимости ряда. Так как 
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Ряд сходится в круге 
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Теперь исследуем поведение ряда 
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Преобразуем общие члены действительной и мнимой частей:
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Ни при каком значении φ общие члены 
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Пример 5.3.3. Найти радиус сходимости степенного ряда


[image: image3411.wmf]å

¥

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

1

ln

n

n

in

z

.

Решение. Для отыскания радиуса сходимости степенного ряда применим формулу 
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Значит, ряд сходится на всей комплексной плоскости.

Пример 5.3.4. Найти радиус сходимости степенного ряда
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Решение. 
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Так как 
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§4. Ряд Тейлора
Теорема 5.4.1. Если функция 
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Доказательство. ▶ Рассмотрим круг 
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Функция f(z) аналитична внутри контура 
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[image: image3427.wmf]G

, поэтому можно применить интегральную формулу Коши
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Отметим, что переменная, пробегающая контур 
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(5.5)

Для любого z, лежащего внутри контура 
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Подставляя это разложение в (5.5), получим подынтегральную функцию в виде:
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Покажем, что полученный ряд можно почленно интегрировать. Действительно, члены ряда 
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При фиксированном z имеем оценку общего члена ряда
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По теореме Вейерштрасса 5.2.1 ряд равномерно сходится на 
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Обозначим 
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Теорема доказана. ■
Замечание. Если воспользоваться формулой Коши и формулой для производных аналитической функции, то для коэффициентов 
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Определение 5.4.1. Степенной ряд
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коэффициенты которого находятся по формулам
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 – произвольный замкнутый контур, обходящий точку a и лежащий в области аналитичности функции 
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называется рядом Тейлора функции 
[image: image3468.wmf]()

fz

.

Таким образом, ряд Тейлора функции 
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Докажем единственность разложения функции в ряд Тейлора.

Теорема 5.4.2. Всякая функция 
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единственным образом. Этот ряд сходится к функции 
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Доказательство. ▶ Пусть функция f(z) в окрестности точки 
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Степенной ряд допускает почленное дифференцирование любое число раз в области сходимости. Получаем
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Полагая в этих равенствах 
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Отсюда коэффициенты 
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Полученные выражения для коэффициентов степенного ряда совпадают с формулами для коэффициентов ряда Тейлора функции 
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 (определение 5.4.1), что и доказывает единственность разложения. Вторая часть теоремы является очевидным следствием теоремы 5.4.1. ■
Определение 5.4.2. Точка 
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Если функция комплексного переменного имеет особые точки, то радиус сходимости её ряда Тейлора можно достаточно просто определить с помощью следующей теоремы.
Теорема 5.4.3. Пусть функция 
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 равен расстоянию от точки 
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Доказательство. ▶ Функция 
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Пример 5.4.1. Найти первые три, отличные от нуля, члена разложения в ряд Тейлора функции 
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Найдём производные функции 
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Подставляя найденные значения производных в ряд, получим
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Для отыскания радиуса сходимости полученного ряда найдём особые точки функции 
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Приведём разложения в ряд Тейлора в окрестности точки 
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Эти разложения находятся аналогично разложениям соответствующих вещественных функций. Приведённые формулы остаются справедливыми, если аргумент z заменить аналитической функцией 
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Кроме того, на практике часто используется частный случай разложения (4.13) при 
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Пример 5.4.2. Разложить в ряд Тейлора по степеням z функцию 
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Имеем
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Пример 5.4.3. Разложить в ряд Тейлора по степеням 
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Решение. Найдём сначала радиус сходимости. Для этого воспользуемся теоремой 5.4.3. Так как данная функция имеет одну особую точку 
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Следовательно, областью сходимости данного ряда является круг, определяемый неравенством 
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Так как 
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Этот ряд сходится в круге 
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§5. Ряд Лорана

Теорема Лорана была опубликована в 1843г. учеником Коши – французским военным инженером П.А. Лораном.

Теорема 5.5.1. Функцию 
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Доказательство. ▶ Внутри кольца 
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Отметим, что функция 
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Введём обозначения
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Каждый из этих интегралов представим в виде ряда. Рассмотрим первый интеграл 
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Переменная t пробегает по контуру Γ, а точка z лежит внутри этого контура, поэтому 
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В результате получаем 
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Заметим, что к интегралам 
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Рассмотрим теперь интеграл 
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Здесь переменная 
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Члены этого ряда являются аналитическими функциями на всей комплексной плоскости, поэтому можно применить свойство о почленном интегрировании функционального ряда. Выполнив интегрирование, получаем


[image: image3612.wmf]1

2

1

1

()()()

2

nn

n

Ifttadtza

i

¥

--

=

g

æö

ç÷

-=--

ç÷

p

èø

å

ò



 EMBED Equation.3  [image: image3613.wmf]1

()

n

n

n

cza

¥

-

-

=

=-

å

,
где

[image: image3614.wmf]1

1

()()

2

n

n

cfttadt

i

-

-

g

=-

p

ò

, 
[image: image3615.wmf]1,2,3,

n

=

K


Теперь, подставляя найденные выражения для 
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(5.7)

Теорема доказана. ■
Определение 5.5.1. Ряд
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по положительным и отрицательным степеням 
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 соответственно), однако функция 
[image: image3629.wmf]1

)

(

)

(

+

-

n

a

t

t

f

 аналитична в замкнутом кольце 
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по теореме Коши для двусвязной области.

Интегрирование можно вести по любому другому замкнутому контуру 
[image: image3632.wmf]r
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, лежащему в кольце 
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, а точка a лежит внутри контура 
[image: image3640.wmf]r

g

.

Заметим, что ряд Тейлора есть частный случай ряда Лорана, когда функция 
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 подынтегральная функция аналитична внутри контура γ и на γ и по теореме Коши 
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применив интегральную формулу Коши и формулу для производной аналитической функции, получим 
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Для функции 
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состоит из двух частей: правильная часть 
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Правильная часть ряда Лорана является обычным степенным ряд. Из его сходимости в кольце 
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Главная часть ряда Лорана 
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 сходится во внешности круга 
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Итак, область сходимости ряда Лорана есть кольцо, ограниченное двумя концентрическими окружностями с центром в точке a, причём внутри кольца функция f(z) аналитична, а на каждой из ограничивающих эту область окружностей есть хотя бы одна особая точка функции f(z).

Можно доказать, что ряд Лорана 
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[image: image3668.wmf]rzaR

¢¢

£-£

, где r′ > r, R′ < R.

На практике для нахождения коэффициентов ряда Лорана редко используют формулы (5.7), так как они приводят к громоздким вычислениям. Обычно, если это возможно, используются готовые разложения в ряд Тейлора элементарных функций.

Пример 5.5.1. Разложить функцию 
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Решение. Положим 
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Возвращаясь к переменной z, запишем
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Подставим это разложение в 
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Это разложение справедливо в любой точке 
[image: image3680.wmf]0
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. В данном случае кольцо сходимости ряда Лорана представляет собой всю комплексную плоскость с одной выброшенной (выколотой) точкой 
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Пример 5.5.2. Разложить функцию 
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[image: image3685.wmf]0|1|2

z

<-<

.

Решение. Разложим дробь 
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 на простейшие методом неопределённых коэффициентов и представим функцию 
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Первые два слагаемых в правой части последнего равенства уже имеют нужный вид, так как представляют собой степени 
[image: image3692.wmf](1)
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Преобразуем третье и четвёртое слагаемые и используем табличное разложение (5.6):
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Подставляя найденные разложения в преобразованную функцию, получим
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Пример 5.5.3. Найти различные разложения в ряд Лорана функции
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в окрестности точки 
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Решение. Функция 
[image: image3701.wmf]()
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 имеет две особые точки. Найдём их, решив уравнение 
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Построим на комплексной плоскости две окружности с центром в точке 
[image: image3705.wmf]0
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 и радиусами, равными расстоянию до особых точек 
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1) круг 
[image: image3708.wmf]||1
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2) кольцо 
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3) внешность круга 
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Найдём разложения функции 
[image: image3712.wmf]()
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 в ряд Лорана в каждой из этих областей, предварительно представив 
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1) Разложение в круге 
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[image: image3717.wmf]23

23

1

1(1)

2248

zzz

zzz

æö

=-+-+-++++=

ç÷

èø

KK



[image: image3718.wmf]23
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Это разложение является рядом Тейлора функции 
[image: image3719.wmf]()
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 (содержит только правильную часть ряда Лорана).

2) Разложение в кольце 
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 остаётся сходящимся в этом кольце, так как 
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Поскольку 
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В итоге получаем искомое разложение функции 
[image: image3731.wmf]()
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 в кольце 
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Получен ряд по положительным и отрицательным степеням 
[image: image3734.wmf]z
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3) Разложение для 
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Функцию 
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 представим в виде:
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Таким образом, разложение функции 
[image: image3740.wmf]()
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 в области 
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 содержит только отрицательные степени 
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 (только главную часть ряда Лорана).

Этот пример показывает, что для одной и той же функции ряд Лорана, вообще говоря, имеет различный вид для разных колец.
§6. Нули аналитической функции
Пусть функция 
[image: image3743.wmf]()
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 является аналитической в точке 
[image: image3744.wmf]0
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Определение 5.6.1. Точка 
[image: image3745.wmf]0
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 называется нулём функции 
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Если 
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 называется простым нулём.

Пример 5.6.1. Найти нули функции 
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Решение. Чтобы найти нули функции, надо решить уравнение 
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Определим порядок нулей:


[image: image3761.wmf]3

()48

fzzz

¢

=+

;

[image: image3762.wmf](0)0

f

¢

=

,



[image: image3763.wmf](2)3216160

fiiii

¢

=-+=-¹

,



[image: image3764.wmf](2)3216160

fiiii

¢

-=-=¹

.


[image: image3765.wmf]2

()128

fzz

¢¢

=+

;

[image: image3766.wmf](0)80

f

¢¢

=¹

.

Таким образом, числа 
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Теорема 5.6.1. Если точка 
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 является нулём 
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Доказательство. ▶ По условию теоремы функция 
[image: image3779.wmf]()
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 аналитична в точке 
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Поскольку 
[image: image3783.wmf]0
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 является нулём функции 
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 порядка 
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С учётом этого разложение функции 
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Функция 
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 по условию теоремы и определению 5.6.1. Теорема доказана. ■
Имеет место и обратное утверждение.

Теорема 5.6.2. Если функция 
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Следствие. Все нули аналитической функции изолированы, т.е. для каждого нуля 
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 можно указать некоторую окрестность, в которой нет других нулей, кроме точки 
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Пример 5.6.2. Найти нули функции и указать их порядок:
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Решение. Функция 
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§7. Изолированные особые точки

Определение 5.7.1. Если функция 
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В зависимости от вида разложения функции в ряд Лорана различают три типа изолированных особых точек:
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2) если главная часть разложения функции в ряд Лорана содержит конечное число членов, то точка 
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то точка 
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 называется полюсом порядка 
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3) если главная часть ряда Лорана содержит бесконечное множество членов, то 
[image: image3837.wmf]0

z

z

=

 называется существенно особой точкой функции 
[image: image3838.wmf]()
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Исследуем поведение функции f(z) в окрестности изолированной особой точки.
I. Устранимая особая точка

Теорема 5.7.1. Если функция 
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Доказательство. ▶ Ограничимся доказательством необходимости условия теоремы. Пусть 
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Справа в равенстве стоит обычный степенной ряд. Из его сходимости в кольце по теореме Абеля 5.3.1 следует сходимость в круге. Обозначим сумму через S(z), т.е.
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Функции 
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Так как функция 
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Следствие. Если 
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II. Полюс

Теорема 5.7.2. Пусть функция 
[image: image3868.wmf])

(

z

f

 аналитична в кольце 
[image: image3869.wmf]R

z

z

<

-

<

0

0

. Для того, чтобы точка 
[image: image3870.wmf]0

z

 была полюсом функции 
[image: image3871.wmf])

(

z

f

, необходимо и достаточно, чтобы 
[image: image3872.wmf]¥

=

®

)

(

lim

0

z

f

z

z

.

Доказательство. ▶ Ограничимся доказательством необходимости условия теоремы. Пусть 
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[image: image3874.wmf])

(

z

f

. По определению полюса в кольце 
[image: image3875.wmf]0

0||

zzR

<-<

 имеем разложение


[image: image3876.wmf]1

1

0

1

0

0

00

()()

()

()()

n

mm

n

mm

n

cc

c

zz

fzczz

zzzz

¥

--+

-

-

=

-

=++++-

--

å

K

,

где 
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Умножим обе части последнего равенства на множитель 
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Справа в равенстве стоит обычный степенной ряд. По теореме Абеля 5.3.1 из его сходимости в кольце следует сходимость в круге. Обозначим сумму степенного ряда через ((z), т. е. в круге 
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В кольце 
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Откуда
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Функция 
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Найдём предел функции 
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Таким образом, если 
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Следующая теорема показывает связь между нулями и полюсами функции:

Теорема 5.7.3. Чтобы точка 
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III. Существенно особая точка

Теорема 5.7.4. (Сохоцкого – Вейерштрасса). Пусть 
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Другими словами, если 
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Доказательство теоремы Сохоцкого-Вейерштрасса, а также доказательства достаточности условий двух предыдущих теорем можно прочитать в учебнике А.И. Маркушевича, Л.А. Маркушевич «Введение в теорию аналитических функций».

Проиллюстрируем теорему Сохоцкого на примере функции 
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Из разложения видим, что 
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 (главная часть ряда содержит бесконечное число членов).

Пусть А = 0. Рассмотрим последовательность
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Соответствующая последовательность значений функций имеет вид
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Пусть 
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Соответствующая последовательность значений функций имеет вид
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Пусть А ( любое комплексное число 
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Очевидно, 
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Следовательно, 
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Все полученные результаты относительно поведения функции f(z) в окрестности изолированных особых точек сведём в таблицу 3.

Таблица 3

	Тип особой точки
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(устранимая особая точка)
	Лорановское разложение не содержит главной части
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	Главная часть лорановского разложения содержит конечное число членов
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	С.о.т.

(существенно особая точка)
	Главная часть лорановского разложения содержит бесконечное число членов
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Пример 5.7.1. Определить тип особой точки 
[image: image3944.wmf]0

0

z

=

 функции


[image: image3945.wmf](

)

z

z

z

f

sin

=

.

Решение. Разложим заданную функцию в ряд Лорана в окрестности особой точки. Имеем
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В разложении отсутствует главная часть, значит, 
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Воспользуемся рядом Тейлора для функции f(t) = et в окрестности точки t = 0:
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Получим разложение для функции f(z), в кольце 
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Главная часть ряда Лорана содержит бесконечное число членов, отсюда следует, что 
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§8. Определение и вычисление вычета функции
относительно её особой точки
Если 
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В §12 гл. 4 было получено, что
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Определение 5.8.1. Значение интеграла 
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Замечание. Символ res связан с французским написанием слова «вычет» – residu (что означает остаток).
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Из полученного ряда находим коэффициент 
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§9. Основная теорема о вычетах

Теорема 5.9.1. Если 
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Теорема доказана ■.
Таким образом, вычисление интеграла по замкнутому контуру от функции 
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Итак,
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Умножим обе части этого равенства на (z ( a)m:
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Отсюда
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 – полюс порядка т функции 
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Объединим полученные результаты в таблицу 4.

Таблица 4
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Пример 5.9.1. Вычислить интегралы, применяя теорему о вычетах:
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Точка z = 0 – полюс третьего порядка, так как она является нулём третьего порядка функции 
[image: image4110.wmf]z

z

z

f

cos

)

(

1

3

=

. Применим формулу

[image: image4111.wmf](

)

1

1

1

1

1!

res()lim()()

()

m

m

m

za

za

d

m

dz

cfzfzza

-

-

-

®

=

-

==-

 при 
[image: image4112.wmf]3

=

m

:


[image: image4113.wmf](

)

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

=

®

®

=

z

z

dz

d

z

z

dz

d

z

z

z

z

z

cos

lim

lim

res

2

2

0

3

3

2

2

0

3

0

!

2

1

cos

!

2

1

cos



 EMBED Equation.3  [image: image4114.wmf]0

11

2!2

lim(cos)

z

z

®

=-=-

.

Тогда 
[image: image4115.wmf]3

|1|2

cos

1

2

2

z

z

z

dzii

-=

æö

=p-=-p

ç÷

èø

ò

Ñ

.

б) Построим контур интегрирования (рис. 46).

Функция 
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Приводя подобные члены, найдём коэффициент при 
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Следовательно, 
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§10. Вычет функции относительно

бесконечно удалённой особой точки
До сих пор, рассматривая вычет функции относительно особой точки 
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В зависимости от того, будет ли точка 
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Тогда для функции 
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Определение 5.10.1. Если разложение
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Пример 5.10.1. Исследовать точку 
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Решение. Точка 
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Для функции 
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Возьмём окружность 
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 EMBED Equation.3  [image: image4202.wmf]0
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В правой части равенства все слагаемые равны нулю, кроме одного, поэтому
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откуда следует
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Определение 5.10.2. Значение интеграла 
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Таким образом, вычет функции 
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Теорема 5.10.1. Если функция 
[image: image4216.wmf]()

fz

 аналитична в расширенной комплексной плоскости, исключая конечное число особых точек 
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т.е. сумма вычетов 
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Доказательство. ▶ Опишем окружность 
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С другой стороны
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Но поскольку левые части равенств совпадают, то можно приравнять и правые части:
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Откуда получаем
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Следовательно, 
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Кроме того, из доказательства теоремы следует, что
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Этот результат часто используется при вычислении интегралов по контуру, если внутри области, ограниченной контуром, оказалось больше особых точек подынтегральной функции, чем вне области.

Пример 5.10.2. Найти вычет относительно 
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Так как 
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Пример 5.10.3. Вычислить с помощью вычетов интеграл:
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и запишем интеграл в виде 
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§11. Приложения вычетов

к вычислению определённых интегралов

I. Вычисление интегралов вида 
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Положим 
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Интеграл запишется в виде
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Функция 
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Пример 5.11.1. Вычислить 
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Решение. Обозначим интеграл через I. Применяя подстановку 
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Найдём особые точки подынтегральной функции, приравняв знаменатель дроби к нулю: 
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Внутри области 
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Найдём вычет: 
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Значит, 
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II. Вычисление несобственных интегралов от функций действительного переменного 
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Теорема 5.11.1. Пусть 
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Доказательство. ▶ Введём функцию f(z), совпадающую с функцией f(x) при 
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Перейдём к пределу при 
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Этот несобственный интеграл сходится в силу условия 
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Значит, второе слагаемое в (5.10) при R ( ( обращается в нуль. Формула вычисления несобственного интеграла принимает вид
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где 
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Пример 5.11.2. Вычислить 
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Решение. Рассмотрим функцию 
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Применим формулу (5.11)


[image: image4331.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ò

¥

¥

-

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

p

=

+

+

z

f

z

f

i

i

z

i

z

x

x

dx

2

2

2

2

res

res

2

4

1

;


[image: image4332.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

i

z

i

z

z

z

i

z

i

z

18

1

4

1

4

1

1

2

2

2

2

2

lim

res

=

=

+

+

+

+

®

=

,


[image: image4333.wmf](
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Подставляя найденные значения, получим
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III. Вычисление интегралов вида
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где f(x) ( правильная рациональная дробь, 
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При вычислении таких интегралов удобно пользоваться леммой Жордана, которую сформулируем без доказательства.
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Рассмотрим замкнутый контур 
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Переходя к пределу при 
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где 
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Отделяя слева и справа действительные и мнимые части, найдём интегралы вида
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Пример 4.11.3. Вычислить 
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Решение. Заданный интеграл сходится. Так как подынтегральная функция чётная, то
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Рассмотрим функцию 
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Применим формулу (5.12)
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Особыми точками являются корни уравнения 
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. Из них три точки лежат в верхней полуплоскости:
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Точки 
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 ( полюсы первого порядка. Найдём вычеты в особых точках:
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Аналогично, 
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Тогда
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(5.13)

Заметим, что
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В равенстве (5.13) числитель и знаменатель каждой дроби умножим соответственно на 
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Осталось подставить значения 
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Так как 
[image: image4378.wmf]1

1

2

sin

6

2

3

6

3

Im

+

+

=

x

e

x

x

x

x

ix

, то


[image: image4379.wmf]ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

+

=

+

dx

x

e

x

dx

x

x

x

ix

1

Im

1

2

sin

6

2

3

6

3

.

Но 
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Поэтому


[image: image4381.wmf]=

=

ò

ò

¥

¥

-

¥

+

+

dx

dx

x

x

x

x

x

x

1

2

sin

2

1

1

2

sin

6

3

0

6

3
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Вопросы для самопроверки
1. Что можно сказать о сходимости ряда 
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 имеет радиус сходимости 
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 следующих рядов:
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3. Точка 
[image: image4397.wmf]0
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 является нулём порядка 
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 для функции 
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4. Справедливы ли утверждения:

а) точка 
[image: image4404.wmf]0

z

=

 является нулём функции 
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Ответ обоснуйте.
ГЛАВА №6. «Интеграл Фурье»

§1. Комплексная форма ряда Фурье

Пусть функция 
[image: image4408.wmf]()
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 удовлетворяет условиям теоремы Дирихле на отрезке 
[image: image4409.wmf][;]

ll

-

. Тогда для неё можно записать тригонометрический ряд Фурье
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Воспользуемся формулами Эйлера и выразим тригонометрические функции через показательные с комплексным показателем. Имеем:
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Подставим полученные выражения для 
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(6.1)

Преобразуем выражение, стоящее под знаком суммы и объединим степени с одинаковыми показателями
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Введём обозначения
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Тогда тригонометрический ряд Фурье принимает вид:
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Таким образом, мы получили разложение функции 
[image: image4431.wmf]()
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 в функциональный ряд с комплексными членами. Он называется рядом Фурье в комплексной форме. Получим формулы для вычисления коэффициентов этого ряда.
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Аналогично находим
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Следовательно, при любом целом 
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 коэффициенты ряда находятся по формуле
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Если функция 
[image: image4440.wmf]()
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 является функцией действительного переменного, то из формул (6.1) следует, что коэффициенты 
[image: image4441.wmf]n

c

 разложения в комплексный ряд Фурье являются комплексно сопряжёнными числами. Для модулей этих чисел получаем
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Вспоминая интерпретацию разложения функции в тригонометрический ряд Фурье как представление движения в виде суммы (суперпозиции) гармонических колебаний, мы видим, что модули коэффициентов комплексного ряда Фурье являются амплитудами соответствующих гармоник.

Пример 6.1.1. Разложить функцию 
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 в ряд Фурье на отрезке 
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Решение. Для разложения этой функции в ряд Фурье удобнее воспользоваться комплексной формой ряда, так как в противном случае нам придётся вычислять циклические интегралы вида 
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Вычислим коэффициенты ряда
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Заметим, что для любого целого 
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 верно равенство
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Поэтому
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Таким образом, искомое разложение будет иметь вид:
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§2. Представление функций интегралом Фурье
Пусть функция 
[image: image4453.wmf]()
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 удовлетворяет на отрезке 
[image: image4454.wmf][;]
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 условиям Дирихле. Тогда её можно представить на этом отрезке рядом Фурье


[image: image4455.wmf]0

1

()cossin

2

nn

n

a

nxnx

fxab

ll

¥

=

pp

æö

=++

ç÷

èø

å

,

коэффициенты которого вычисляются по формулам
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и несут в себе достаточно информации о поведении функции на соответствующем отрезке, сколь велик бы он ни был. Частоты гармоник ряда Фурье функции 
[image: image4461.wmf]()
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 на отрезке длины 
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которая является арифметической прогрессией с разностью 
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Заметим, что при увеличении числа 
[image: image4467.wmf]l

, т.е. при увеличении длины отрезка разложения функции, разности между частотами соседних гармоник уменьшаются. Это означает, что гармоники начинают идти всё более густо.

Ситуация резко меняется, если отрезок разложения функции, неограниченно расширяясь в обе стороны, охватывает всю числовую ось и превращается в бесконечный интервал 
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. В этом случае естественно ожидать, что разность между частотами соседних гармоник будет убывать до нуля, т.е. последовательность гармоник из дискретной, состоящей из отдельных изолированных чисел, превратится в непрерывное множество всех действительных неотрицательных чисел. Естественно предположить при этом, что ряд Фурье трансформируется в интеграл. Этот интеграл называется интегралом Фурье.

§3. Достаточные условия представления функции

интегралом Фурье

Пусть функция 
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 определена на бесконечном интервале 
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 и удовлетворяет следующим условиям:

1. функция 
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 абсолютно интегрируема, т.е. существует несобственный интеграл
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2. на любом конечном отрезке функция 
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 удовлетворяет условиям Дирихле.

Зафиксируем некоторое произвольное 
[image: image4474.wmf]l

 и запишем разложение функции 
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 в ряд Фурье на отрезке 
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где коэффициенты определяются по формулам
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Очевидно, что коэффициенты 
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 и 
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 зависят не только от функции 
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, но и от параметра 
[image: image4486.wmf]l

. Подставим в ряд выражения для коэффициентов и преобразуем его.
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Введём обозначение 
[image: image4491.wmf]n
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(6.2)

Выясним, как изменится правая часть равенства, если перейти к пределу при 
[image: image4495.wmf]l

®+¥

.

Сумма, стоящая в правой части равенства (6.2), напоминает интегральную сумму. В ней с ростом 
[image: image4496.wmf]l

 число слагаемых увеличивается, а каждое слагаемое уменьшает свой «удельный вес». Поэтому естественно предполагать, что при возрастании 
[image: image4497.wmf]l

 эта сумма стремится к интегралу по 
[image: image4498.wmf]a

:
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Первое слагаемое в правой части (2) с увеличением 
[image: image4500.wmf]l

 стремится к нулю. Покажем это:
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Таким образом, при 
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 формула (6.2) принимает вид
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(6.3)

Эта формула называется интегральной формулой Фурье, а стоящий в ней интеграл – интегралом Фурье. Представление функции 
[image: image4504.wmf]()

fx

 в виде (6.3) обычно называется разложением функции 
[image: image4505.wmf]()

fx

 в интеграл Фурье.

Всё сказанное выше касается только тех точек 
[image: image4506.wmf]x

, в которых функция 
[image: image4507.wmf]()
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 непрерывна. Для точек разрыва, как и в случае рядов Фурье, имеет место интегральная формула
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Итак, мы приходим к формулировке следующей теоремы.

Теорема (Фурье). Если функция 
[image: image4509.wmf]()
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 на бесконечном интервале 
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 является ограниченной и абсолютно интегрируемой, а в каждом конечном отрезке удовлетворяет условиям Дирихле, то для любого 
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 имеет место равенство
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если 
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 – есть точка непрерывности функции 
[image: image4514.wmf]()

fx

, и равенство
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если 
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 – есть точка разрыва функции 
[image: image4517.wmf]()
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.

Приведённые выше рассуждения в пользу справедливости теоремы Фурье нельзя считать её доказательством. Доказательство теоремы Фурье довольно сложно и выходит за пределы основного курса.

Пример. Представить в виде интеграла Фурье функцию
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Решение. Функция 
[image: image4519.wmf]()
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 является ограниченной, так как при любом 
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Таким образом, функция 
[image: image4525.wmf]()
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 удовлетворяет условиям теоремы Фурье, а значит, разлагается в интеграл Фурье по формуле
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Вычислим внутренний интеграл, который в нашем случае является циклическим:
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Откуда получаем
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Следовательно,
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§4. Интеграл Фурье для чётных функций

Пусть функция 
[image: image4533.wmf]()
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 абсолютно интегрируема на бесконечном промежутке 
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, т.е. существует интеграл 
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В силу аналогичных причин существует при любых 
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 и несобственный интеграл 
[image: image4541.wmf]()sin

fttdt

+¥

-¥

a

ò

.

Преобразуем интеграл Фурье для функции 
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 следующим образом:
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Предположим, что функция 
[image: image4545.wmf]()
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 чётная. Тогда все функции вида 
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 будут чётными, а функции 
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Здесь мы использовали свойства определённого интеграла по симметричному промежутку:


[image: image4550.wmf]()0

a

a

fxdx

-

=

ò

, если 
[image: image4551.wmf]()

fx

 нечётная,


[image: image4552.wmf]0

()2()

aa

a

fxdxfxdx

-

=

òò

, если 
[image: image4553.wmf]()

fx

 чётная.

Таким образом, интеграл Фурье для чётной функции принимает вид
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Пример 6.4.1. Представить в виде интеграла Фурье функцию
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Решение. Данная функция является чётной. Она ограничена и удовлетворяет условиям Дирихле на любом конечном отрезке. Кроме того, она абсолютно интегрируема, так как
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Следовательно, функция 
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 разлагается в интеграл Фурье
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Вычислим внутренний интеграл
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Искомое разложение будет иметь вид:
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Эта формула справедлива для всех значений 
[image: image4561.wmf]x

, кроме 
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. В этих двух точках интеграл Фурье принимает значение, равное 
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§5. Интеграл Фурье для нечётных функций

Если функция 
[image: image4564.wmf]()
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 является нечётной, то все функции вида 
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Таким образом, интеграл Фурье для нечётной функции принимает вид


[image: image4569.wmf]00

2

()()sinsin

fxfttdtxd

¥+¥

æö

==aaa

ç÷

p

èø

òò

.

Пример 6.5.1. Представить в виде интеграла Фурье функцию
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Решение. Эта функция является нечётной. Она ограничена (
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) и удовлетворяет условиям Дирихле на любом конечном отрезке. Кроме того, она абсолютно интегрируема, так как
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Следовательно, функция 
[image: image4573.wmf]()
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 разлагается в интеграл Фурье
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Вычислим внутренний интеграл
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Окончательно получаем
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Эта формула справедлива для всех значений 
[image: image4580.wmf]x

, за исключением точек 
[image: image4581.wmf]xl
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.

§6. Комплексная форма интеграла Фурье

Рассмотрим интегральную формулу Фурье
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Учитывая чётность функции 
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 относительно переменной 
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, эту формулу можно переписать в виде:
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Используя формулу Эйлера для функции 
[image: image4586.wmf]cos()
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, получаем
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Если во втором интеграле сделать подстановку 
[image: image4590.wmf]z
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, то можно будет показать, что интегралы в правой части равенства будут равны друг другу. Поэтому
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Полученная формула называется разложением функции 
[image: image4592.wmf]()

fx

 в интеграл Фурье в комплексной форме.

Пример 6.6.1. Представить в виде интеграла Фурье функцию
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Решение. Для функции 
[image: image4594.wmf]()
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 выполняются все условия разложения в интеграл Фурье.

Вычислим внутренний интеграл
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Искомое разложение будет иметь вид:
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§7. Понятие о преобразовании Фурье

Запишем формулу разложения функции 
[image: image4598.wmf]()
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 в интеграл Фурье в комплексной форме
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Заменим 
[image: image4600.wmf]a

 на 
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 и перепишем эту формулу в виде


[image: image4602.wmf]11

()()

22

itix

fxftedted

¥+¥

a-a

-¥-¥

æö

=a

ç÷

pp

èø

òò

.

Введём обозначение 
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Определение 6.7.1. Переход от функции 
[image: image4605.wmf]()
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 к функции 
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 по формуле (6.4) называется преобразованием Фурье функции 
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Иногда преобразованием Фурье функции 
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 называется сама функция 
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. Переход от функции 
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 к функции 
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, описываемый формулой (4), называется обратным преобразованием Фурье 


[image: image4612.wmf]1

()()

2

it

Fftedt

+¥

a

-¥

a=

p

ò

 (прямое),


[image: image4613.wmf]1

()()

2

ix

fxFed

+¥

-a

-¥

=aa

p

ò

 (обратное).

Пусть 
[image: image4614.wmf]()
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 – чётная функция. Тогда интеграл Фурье для этой функции будет иметь вид
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Перепишем последнюю формулу в виде
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и обозначим внутренний интеграл через 
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определяет косинус-преобразование Фурье.
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