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Кратные интегралы 
 

    №0()2(1)   

1 1 Кратные интегралы  10(5) 6   

1  Двойные интегралы. Полярная система 

координат. 

2(1)    

  Двойные интегралы. Полярная система 

координат 

 №0()2(1)   

 

Семинар 1. Двойные интегралы  
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Задача. Вычислить двойной интеграл 3( )
D

x y dxdy , область D ограничена прямыми 

x = 1, x = 2, y = 0, y = 2  
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Задача. Вычислить двойной интеграл 3( )
D

x y dxdy , область D ограничена прямыми 

x = 1, x = 2, y = 0, y = 2 (поставлена в билеты) 
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Задача. Вычислить двойной интеграл по области D ограниченной параболами y
2
 = x и 

y = x
2
 2( )

D

y x dxdy   
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Сменить порядок интегрирования в интегралах  

 

 

 

 

 

Полярная система координат 

 

Задача. Вычислить площадь области D ограниченной прямыми z = 0 и z = x и 

окружностью x
2
 + z

2
 = 2x (поставлена в билеты) 

Решить в декартовой системе координат и с переходом в полярную систему координат.  

Переход в полярную систему координат cos , sinx r z r    

Уравнение окружности будет 2 2 cosr r   или 2cosr   

Изменение меры интегрирования при переходе в полярную систему координат  
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Получится замена меры интегрирования dydx rdrd  
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Задача. Преобразовать двойной интеграл в полярную систему координат  

 

Задача. Преобразовать двойной интеграл в обобщённую полярную систему координат  

 

 

 
2  Применение двойных интегралов. 2(1)    

  Применение двойных интегралов  №0()2(1)   

 

Семинар 2. Применение двойных интегралов 

 

Задача. Вычислить площадь фигуры D ограниченной кривыми y = 2 и параболой 

y = x
2
 – 1  

В силу симметрии графиков относительно оси возьмём пределы интегрирования 

только по одну сторону (поставлена в билеты) 
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dy dx x dy y dy y



   

          , окончательно получим 

4 3S   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Задача. Вычислить площадь фигуры D ограниченной кривыми y = 2 и параболой 

y = x
2
 – 1  

 

В силу симметрии графиков относительно оси возьмём пределы интегрирования 

только по одну сторону  
1 212 2 2 3
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2
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2 3
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S

dy dx x dy y dy y



   

          , окончательно получим 

4 3S   

 

 

Задача. Вычислить площадь области D ограниченной параболой y
2
 = x + 1 и прямой 

y = – x + 1 

2

11 1

2

2 21

9
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y

D y

dxdy dy dx y y dy



 

         (поставлена в билеты) 

 

 

 

 

 

Задача. Вычислить площадь области D ограниченной прямыми z = 0 и z = x и 

окружностью x
2
 + z

2
 = 2x  

Изменение меры интегрирования при переходе в полярную систему координат 

dydx rdrd  
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Задача. Определить статические моменты Sx и Sу однородной фигуры 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , 

лежащей в первой четверти (x ≥ 0, у ≥ 0) (Каплан ч3-4) (поставлена в билеты) 

 

Задача. Определить центр тяжести однородной фигуры, ограниченной кривыми 
2 2 ,y px x a   (Каплан ч3-4) (поставлена в билеты) 
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3  Тройные интегралы. 2(2)    

  Тройные интегралы  №0()2(1)   

 

 

Семинар 3. Тройные интегралы 

 

 

Задача. Вычислить тройной интеграл  
3

1 4 3 1 4 1 42

0 2 0 0 2 0 20
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Задача. Вычислить тройной интеграл и построить область интегрирования  

2

1 1 2

1 0

(4 )

x

I dx dy z dz
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    , (поставлена в билеты) 
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2

2 2
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1 2
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x x

I I dy dy y x      ,  
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       

 
   

Область интегрирования  

 

 

 
 

 
 

 
4  Цилиндрическая и сферическая системы 

координат. 

2(1)    
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  Цилиндрическая и сферическая системы 

координат 

 №0()2(1)   

  Цилиндрическая система координат     

  Сферическая система координат     

 

Семинар 4. Цилиндрическая система координат 

 

Задача. Преобразовать тройной интеграл в цилиндрическую систему координат  
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Семинар 4. Сферическая система координат 

 

 
 

Задача. Преобразовать тройной интеграл в сферическую систему координат  
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Задача. Преобразовать тройной интеграл в обобщенную сферическую систему 

координат  
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5  Применение тройных интегралов. 2(1)    

  Применение тройных интегралов  №0()2(1)   

 

Семинар 5. Применение тройных интегралов 
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Задача. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 
2 2 2 2 22 0, 2x y z z x y z        (Каплан ч3-4) (поставлена в билеты) 

Задача. Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 
2 2 2 2 24 , 12x y z x y z      (Каплан ч3-4) (поставлена в билеты) 

Задача. Вычислить массу тела, ограниченного поверхностями 
2 2 2 2 23 , 4x y z x y z      (Каплан ч3-4) (поставлена в билеты) 
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2 2 Криволинейные и поверхностные интегралы 12(6)    

6  Криволинейный интеграл первого рода 2(1)    

  Криволинейный интеграл первого рода  №06(12)2(1)   

 
Семинар 6. Криволинейный интеграл первого рода 
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7  Криволинейный интеграл второго рода 2(1)    

  Криволинейный интеграл второго рода  №07(14)2(1)   

 

Семинар 7. Криволинейный интеграл второго рода 
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Применение криволинейного интеграла второго рода  
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Это криволинейный интеграл 1-го рода  
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8  Применение криволинейных интегралов 2(1)    

  Применение криволинейных интегралов  №08(16)2(1)   

 

Семинар 8. Применение криволинейных интегралов 

 

Применение формулы Грина  
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Применение криволинейных интегралов 
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9  Свойства поверхностей. Поверхностный 

интеграл первого рода 

2(1)    

  Свойства поверхностей. Поверхностный 

интеграл первого рода 

 №09(18)2(1)   

 

 

Семинар 9. Свойства поверхностей. Поверхностный интеграл первого рода 
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Семинар 12. Применение поверхностных интегралов  1-го рода  
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9  Поверхностный интеграл второго рода 2(1)    

  Поверхностный интеграл второго рода  №10(20)2(1)   

 

Семинар 10. Поверхностный интеграл второго рода 
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Семинар 12. Применение поверхностных интегралов  2-го рода  
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10  Теорема Остроградского — Гаусса. Теорема 

Стокса 

2(1)    

  Теорема Остроградского — Гаусса. Теорема 

Стокса 

 №11(22)2(1)   

 

 

 

Семинар 12. Теорема Остроградского — Гаусса. Теорема Стокса 

 

Теорема Остроградского — Гаусса  
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Теорема Стокса  
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  Применение поверхностных интегралов      

  Применение поверхностных интегралов   №12(22)2(1)   
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