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Методы оптимизации

1. Задачи линейного программирования

На практике постоянно встречаются такие ситуации, когда достичь какого-то результата можно не одним, а многими различными способами. В подобной ситуации может оказаться и одно предприятие и целая отрасль, если необходимо определить, как использовать имеющиеся в их распоряжении ресурсы, чтобы добиться максимального выхода продукции. Естественно, при большом количестве решений выбирается наилучшее. Математически это обычно сводится к нахождению наибольшего и наименьшего значения некоторой функции, то есть к задаче: найти max (min) f(x), при условии, что переменная x пробегает данное множество X. 
Записывают так:  f(x)
[image: image1.wmf]®

max (min), x
[image: image2.wmf]Î

X.

Определенная таким образом задача называется задачей оптимизации. Множество Х называется допустимым множеством, а f(x) – целевой функцией.


Очень многое зависит от того, в каком виде задается множество Х. 

Чаще всего это система неравенств:
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где gi – некоторые функции. Таким образом, надо найти экстремум функции f(x) при заданной системе ограничений. Но понятно, что следует найти не только само значение max (min), но и точку (или точки, если их несколько), в которых это значение достигается. Такие точки называются оптимальными решениями. Задачи подобного рода называются задачами математического программирования.


В большинстве случаев в число ограничений входят условия неотрицательности переменных: x1 ≥ 0, x2 ≥ 0,…., xn ≥ 0, которые вытекают из реального экономического смысла этих чисел и называются тривиальными ограничениями.


В зависимости от характера функций  f,g1, g2,….gn  различают разные виды математического программирования. Наиболее простой и часто встречающийся случай – когда эти функции являются линейными, то есть каждая из них имеет вид 
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. Тогда говорят о задаче линейного программирования. Линейное программирование оформилось как отдельный раздел прикладной математики в 40–50 гг. ХХ века, когда выяснилось, что целый ряд задач из сферы планирования и управления может быть сформулирован в виде задачи линейного программирования. Подсчитано, что в настоящее время ≈ 80–85 % всех решаемых на практике задач оптимизации относится к задачам линейного программирования.

Любое x
[image: image5.wmf]Î

X называется допустимым решением (планом). Допустимое решение, дающее max (min) f(x), называется оптимальным решением (планом). Неравенства называются ограничениями. Решение системы всех неравенств называется областью допустимых решений. Таким образом, необходимо найти оптимальное значение функции (минимум или максимум) в области допустимых решений.

2. Экономическая интерпретация задач линейного программирования

1. Задача об использовании ресурсов (планировании производства).

Необходимо составить такой план производства продукции, при котором прибыль от ее реализации будет максимальной.

Введем следующие обозначения: 

хi – число единиц продукции Pj , запланированной к производству,

bi – запас ресурса Si ,

aij – число единиц ресурса Si , затрачиваемое на единицу продукции Pj (эти числа называют технологическими коэффициентами),

cj – прибыль от реализации продукции Pj .

Тогда модель задачи будет иметь вид:
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Рассмотрим задачу. 
Прибыль от реализации единицы продукции Р1 составляет 2 рубля, а от единицы продукции Р2 – 3 рубля. Данные о запасах ресурсов и количестве ресурсов, необходимых для изготовления единицы продукции, сведены в таблицу.

	Вид ресурса
	Запас ресурса
	Число единиц ресурса, затрачиваемых на изготовление единицы продукции

	
	
	Р1
	Р2

	S1
	18
	1
	3

	S2
	16
	2
	1

	S3
	5
	---
	1

	S4
	21
	3
	---


Экономико-математическая модель данной задачи будет иметь вид:
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2. Задача составления рациона (о диете, о смесях), или технологическая задача.

Необходимо составить дневной рацион, имеющий минимальную стоимость, в котором содержание каждого вида питательных веществ было бы не менее установленного предела.

Введем обозначения:

xj  – число единиц корма j-го вида;

bi – необходимый минимум содержания в рационе питательного вещества Si ;

aij – число единиц питательного вещества Si  в единице корма j-го вида;

cj – стоимость единицы корма j-го вида.


Тогда экономико-математическая модель задачи запишется следующим образом:
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Рассмотрим задачу с конкретными данными.

Стоимость 1 кг корма вида I – 4 рубля, а вида II – 6 рублей. Используя данные таблицы, необходимо составить такой рацион питания, чтобы стоимость его была минимальной и содержание каждого вида питательных веществ было не менее установленного предела.

	Питательное вещество
	Необходимый мин. пит. веществ
	Число единиц питательного вещества 

в 1 кг корма

	
	
	I
	II

	S1
	9
	3
	1

	S2
	8
	1
	2

	S3
	12
	1
	6


Модель задачи будет иметь вид:
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3. Задача об использовании мощностей (задача о загрузке оборудования).

Предприятию задан план производства продукции по времени и номенклатуре: требуется за время Т выпустить n1, n2,……nk  единиц продукции P1, P2,……Pn. Продукция производится на станках S1, S2, …….Sm. Для каждого станка известны производительность aij (то есть число единиц продукции Pj , которое можно произвести на станке Si) и затраты bij на изготовление продукции Pj  на станке Si в единицу времени.

Необходимо составить такой план работы станков (то есть так распределить выпуск между станками), чтобы затраты на производство всей продукции были минимальными.

Экономико-математическая модель задачи. 

Обозначим xij – время, в течение которого станок Si будет занят изготовлением продукции Pj . Так как время работы каждого станка ограничено и не превышает Т, то справедливы следующие неравенства:
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4. Технологическая задача (о раскрое материала).

Найти план раскроя, обеспечивающий максимальное число комплектов.

Для изготовления брусьев длиной 1,2 м, 3 м и 5 м в соотношении 2:1:3 на распил поступает 195 бревен длиной 6 м. Определить план распила, обеспечивающий максимальное число комплектов.


Составим модель задачи.


Определим сначала все возможные способы распила бревен, указав соответствующее число получающихся при этом брусьев и остаток.

	Способ распила
	Число получающихся брусьев
	Остаток

	
	1,2 м
	3 м
	5 м
	

	1
	5
	--
	--
	0

	2
	2
	1
	--
	0,6

	3
	--
	2
	--
	0

	4
	--
	--
	1
	1



Через хi обозначим число бревен распиливаемых i-м способом, 
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, а через х – число комплектов брусьев.

Тогда экономико-математическая модель задачи будет иметь вид:
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Практические задания:

1. Имеем 195 бревен длиной 6 метров. Составить модель распила бревен, если необходимо получить 50 брусьев длиной 2 м, 75 брусьев длиной 3 м и 60 брусьев длиной 5 м и требуется минимизировать остатки.

2.  Составить экономико-математическую модель задачи и решить ее графическим способом.  Для производства двух видов изделий А и В предприятие использует два вида сырья. Данные о количестве расхода сырья и его запасы приведены в таблице. Требуется составить такой план выпуска изделий А и В, чтобы прибыль от их реализации была максимальной.

	Вид сырья
	Норма расхода сырья (кг) на одно изделие
	Общее кол-во

сырья

	
	А
	В
	

	I
	12
	4
	300

	II
	4
	4
	120

	III
	3
	12
	252

	Прибыль от

реализации 

одного изделия
	30
	40
	


3.  Решение задачи линейного программирования средствами Excel
Решить задачу линейного программирования в Excel можно используя функцию Поиск решения, которая открывается: Меню( Сервис (Поиск решения.

Перед вызовом этой функции необходимо составить таблицу и ввести исходные данные задачи.

Например, решим задачу линейного программирования:
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Составим  таблицу и введём исходные данные задачи (рис.10). Ячейки  В3:С3 отведём под искомые переменные, в ячейку D3 запишем искомую функцию, в ячейку E5 записывается пояснение, что ищется максимум этой функции.
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Рис. 10.

В последующие строки 4…7 (в ячейки В4:С7) записываются слагаемые системы ограничений соответствующие переменным, в ячейках D4:D7 левая часть ограничений. Если формулы введены правильно то во всех этих ячейках (В4:С7, D3:D7) появятся нули. В ячейках Е4:Е7  записывается поясняющий текст с указанием правых частей системы ограничений.

Откроем окно поиск решений (рис.11.)
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Рис. 11.

Зададим необходимые параметры:

· В поле Установить целевую ячейку надо указать F3 и щелкнуть на выключателе Максимальное значение, так как надо найти максимум функции.

· В поле Изменяя ячейки указать ячейки, которые отведены под искомые значения переменных, т.е. В3:С3.

· В поле Ограничения  необходимо ввести все ограничения. Для этого надо щёлкнуть на кнопке Добавить. В результате появится окно Добавить ограничения. Ввести первое ограничение: в поле Ссылка на ячейку
Практические задания:
1. Решить задачу линейного программирования средствами Excel
По данным таблицы составить такой план загрузки станков, чтобы затраты были минимальными.

	Тип аппарата
	Производительность работы линии (шт.)
	План

	
	I
	II
	

	А
	5
	2
	16

	В
	2
	1
	7

	С
	2
	7
	13

	Затраты ден. ед. за шт.
	1
	5
	


2. Решить задачу линейного программирования. Найти  max и min функции 
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3.  Решить задачу линейного программирования средствами Excel

[image: image25.wmf]12

12

12

12

12

211

3210

32max

3420

,0

xx

xx

Fxx

xx

xx

+£

ì

ï

-+£

ï

=-®

í

+³

ï

ï

³

î


4. Решить задачу с помощью строенной функции Excel «Поиск решения». 
Горнопромышленная компания «Черные каски» собирается работать в некоторой области в течение следующих пяти лет. У нее имеется 4 шахты, для каждой из которых есть технический верхний предел на количество руды, которая может быть выдана «на гора» за год. Эти верхние пределы составляют: шахта Койот – 2 млн. тонн, шахта Мокрая – 2,5 млн. тонн, шахта Елизавета – 1,3 млн. тонн и шахта Ореховый лог – 3 млн. тонн.

Стоимость извлечения руды на разных шахтах различная, вследствие отличающихся глубины и геологических условий. Эти стоимости составляют (включая последующую обработку): шахта Койот – 6 $/тонна, шахта Мокрая – 5.5 $/тонна, шахта Елизавета – 7 $/тонна и шахта Ореховый лог – 5 $/тонна.

При этом руда из различных шахт имеет и разное содержание извлекаемого компонента. Для упомянутых выше шахт содержание извлекаемого компонента равно: 10%, 7%, 15% и 5% соответственно. Каждая руда перерабатывается по одному и тому же технологическому процессу, а затем смешивается, чтобы получить более-менее однородную руду с заданным и фиксированным содержанием извлекаемого компонента, так как технологический процесс на металлургическом предприятии подстроен под определенное содержание соединений металла в руде.

Так как руды с течением времени становятся беднее, металлургическое предприятие, на которое компания поставляет руду, собирается провести постепенный переход на обработку более бедных руд. Если в первый год предприятие ожидает 5 млн. тонн руды с содержанием извлекаемого компонента 9%, то во второй и третий годы – 5,63 млн. тонн руды с содержанием 8%, а в четвертый и пятый годы – 6,43 млн. тонн 7%-ной руды.

Соответственно понизится и стоимость руды. Если в первый год руда покупается по $10 за тонну, то 8%-ная руда будет стоить $8,9 за тонну, а 7%-ная – $7,8 за тонну.

Запланируйте добычу руды на четырех шахтах в течение следующих пяти лет так, чтобы максимизировать прибыль.

Представьте, что владелец горнорудной компании получил предложение о продаже. По оценке экспертов покупатель предлагает цену, превышающую стоимость имущества компании на $70 млн. Однако владелец считает, что за пять лет он заработает большую сумму. Стоит ли в действительности продавать компанию? При оценке стоимости компании примите ставку дисконтирования равной 10% в год.
5. Маленькая кондитерская фабрика должна закрыться на реконструкцию. Необходимо реализовать оставшиеся запасы сырья, для производства продуктов из ассортимента фабрики, получив максимальную прибыль. Запасы и расход каждого вида сырья для производства единицы продукции каждого вида, а также нормы прибыли для каждого продукта (прибыль на 1 пакет), представлены в таблице.

	Сырье
	Запас, кг
	Продукты, расход сырья, кг

	
	
	Ореховый звон
	Райский вкус
	Батончик
	Белочка
	Ромашка

	Темный шоколад
	1411
	0,8
	0,5
	1
	2
	1,1

	Светлый шоколад
	149
	0,2
	0,1
	0,1
	0,1
	0,2

	Сахар
	815,5
	0,3
	0,4
	0,6
	1,3
	0,05

	Карамель
	466
	0,2
	0,3
	0,3
	0,7
	0,5

	Орехи
	1080
	0,7
	0,1
	0,9
	1,5
	0

	Прибыль / пакет у.е.
	1
	0,7
	1,1
	2
	0,6


В разговоре с владельцем фабрики мастер, используя свой 20-летний опыт, предлагает «на глазок» выпустить по 200 пакетов каждого продукта, утверждая, что ресурсов «должно хватить», а прибыль получится, очевидно, 1080 у.е. При разговоре присутствует сын владельца фабрики, только что закончивший курс «Математические методы и модели в управлении», который утверждает, что такие проблемы надо решать не «на глазок», а с помощью линейного программирования. Умиленный отец обещает сыну всю прибыль сверх 1080 у.е., если он предложит лучший план, чем многоопытный мастер.
4. Транспортная задача

Важным частным случаем задачи линейного программирования является транспортная задача.

Пример решения задачи. 

Построить экономико-математическую модель следующей задачи. Имеются 3 поставщика и 4 потребителя. Мощность поставщиков и спросы потребителей, а также затраты на перевозку единицы груза для каждой пары «поставщик – потребитель»  сведены в таблицу поставок. В каждой клетке стоит коэффициент затрат – затраты на перевозку единицы груза от соответствующего поставщика к соответствующему потребителю.

Задача. Найти  объем перевозок для каждой пары «поставщик – потребитель» так, чтобы:

1) мощность всех поставщиков были реализованы;

2) спросы всех потребителей удовлетворены;

3) суммарные затраты на перевозку были минимальными.

Транспортная задача

	Поставщики
	Мощность

поставщиков
	Потребители и их спрос

	
	
	1
	2
	3
	4

	
	
	20
	110
	40
	110

	1
	60
	1

         х11
	2

           х12
	5

           х13
	3

         х14

	2
	120
	1

         х21
	6

           х22
	5

           х23
	2

         х24

	3
	100
	6

         х31
	3

          х32
	7

           х33
	4

         х34


Составим экономико-математическую модель задачи. 

Искомый объем перевозки от i-го поставщика к j-му потребителю обозначим хij  и назовем его поставкой. Тогда целевая функция, значение которой необходимо минимизировать, запишется в виде:

     f(х) = 1x11+2x12+5x13+…+7x33+4x34 → min
Система ограничений будет иметь следующий вид:
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Особенности экономико-математической модели транспортной задачи:

1) Система ограничений есть система уравнений, то есть транспортная задача задана в канонической форме.

2) Коэффициенты при переменных системы ограничений равны 1 или 0.

3) Каждая переменная входит в систему ограничений 2 раза.  

Метод потенциалов позволяет решать только сбалансированные задачи, то есть задачи, в которых суммарная мощность поставщиков равна суммарному спросу потребителей.

На практике такая ситуация встречается редко, поэтому любую транспортную задачу можно привести к сбалансированной.

Если в транспортной задаче суммарная мощность поставщиков меньше суммарного спроса потребителей, то такая задача называется задачей на недостаток. Для ее решения необходимо ввести фиктивного поставщика, стоимости перевозок которого будут равны нулю, а мощность равна разности суммарного спроса потребителей и суммарной мощности действительных поставщиков, то есть размеру недостатка.

Если в транспортной задаче суммарный спрос потребителей меньше суммарной мощности поставщиков, то такая задача называется задачей на избыток. Для ее решения необходимо ввести фиктивного потребителя, стоимости перевозок которого будут равны нулю, а мощность равна разности суммарной мощности поставщиков и суммарного спроса действительных потребителей, то есть размеру избытка.

Когда задача решена, цифры в строке фиктивного поставщика показывают, какое количество продукции, кто из потребителей не получит, так как задача была на недостаток. Цифры в строке фиктивного потребителя показывают, какое количество продукции, у кого из поставщиков останется, так как задача была на избыток. 

Практическое задание:
Решить транспортную задачу. Найти оптимальное распределение поставок и минимальные затраты на перевозку.
Данные о стоимости перевозок, мощностях поставщиков и спросе потребителей

	5
	8
	6
	4
	4
	5
	200

	8
	5
	6
	9
	5
	8
	300

	9
	7
	8
	4
	10
	6
	100

	6
	5
	10
	10
	5
	10
	150

	8
	8
	8
	8
	5
	8
	170

	5
	9
	5
	8
	8
	8
	190

	6
	7
	5
	6
	9
	5
	210

	120
	260
	450
	250
	100
	100
	Поставщики

Потребители


5. Теория игр

Теория игр  представляет собой теоретические основы математических моделей принятия оптимальных решений в конфликтных ситуациях рыночных отношений, носящих характер конкурентной борьбы, в которых одна противоборствующая сторона выигрывает за счет проигрыша другой. Наряду с такой ситуацией в теории принятия решений также рассматривают так называемые ситуацию риска и ситуацию неопределенности, которые имеют различные модели и требуют разных критериев выбора оптимальных решений. В ситуации риска предполагаются известными не только возможные условия, в которых нужно принимать решение, но и вероятности их появления. В ситуации неопределенности вероятности условий неизвестны и нет никакой возможности получить о них дополнительную статистическую информацию. Окружающая решение задачи среда, которая проявляется в тех или иных условиях, называется природой, а соответствующие  математические модели называются играми с природой или теорией статистических решений.

Теория игр была систематически изложена ДЖ. Фон Нейманом и О. Монгерштерном в 1944 году. Они написали книгу, которая содержала главным образом экономические примеры, поскольку экономическому конфликту легче придать численную форму. Теория игр используется в области экономики и производства, бизнеса и финансов, сельского хозяйства и военного дела, биологии и социологии, психологии и политологии. К настоящему времени теория игр развилась в самостоятельную область математики и может рассматриваться независимо от ее приложений к реальным игровым ситуациям. По мнению лауреата Нобелевской премии по экономике за 1994 г. Нэша, теория игр вообще сыграла важную роль в интеллектуальной жизни ХХ века.

На практике часто приходится сталкиваться с задачами, в которых необходимо принимать решения в условиях неопределенности, то есть возникают ситуации, в которых две (или более) стороны преследуют различные цели, а результаты любого действия каждой из сторон зависят от мероприятий партнера. Такие ситуации, возникающие при игре в шахматы, шашки, домино, ситуации на рынке, когда выходит несколько производителей с одинаковым товаром (олигополия), покупатель и продавец, поставщик и потребитель, банк и клиент. То есть примером теории игр являются такие ситуации, в которых важную роль играют конфликты и совместные действия. Конфликт может возникнуть также из различия целей, которые отражают не только несовпадающие интересы различных сторон, но и многосторонние интересы одного и того же лица, например разработчик экономической политики обычно преследует разнообразные цели (рост объема производства, повышение доходов, снижение экологической нагрузки).

Таким образом, теория игр изучает и рассматривает методы определения оптимального поведения при управлении системами, в которых характерно наличие конфликтной ситуации (столкновение интересов). Для конфликтов характерно то, что ни один из его участников заранее не знает решений, принимаемых остальными участниками. Другими словами, участники конфликтов вынуждены действовать в условиях риска и неопределенности. Неопределенность исходов может проявляться не только в результате сознательных действий других участников, но и как результат действий тех или иных стихийных сил.

В свете «теории игр» можно рассмотреть экономику, общественные науки, бизнес и повседневную жизнь. К примеру, в экономике с точки зрения «теории игр» можно объяснить торговые и ценовые войны. Кроме того, некоторые обозреватели полагают, что, используя эту теорию, можно показать причины такого феномена, как «малоподвижные» цены. В соответствии с этой теорией фирмы заключают нечто вроде тайного соглашения о преобладающем значении цены (скажем, если речь идет об автомобильной или сталелитейной промышленности). После того как они пришли к соглашению, фирмы отказываются понижать или повышать цены, так как в противном случае участники рынка будут рассматривать такие изменения как сигнал объявления экономической войны. С помощью теории игр можно также объяснить, почему иностранная конкуренция может привести к более ожесточенной ценовой войне. Что случится, если японская фирма войдет на американский рынок, на котором уже существующие компании тайно договорились назначить высокую цену? Зарубежные фирмы могут «отказаться играть в эту игру». Они просто будут снижать цены в целях овладения большей долей рынка. Сговор может разрушиться.

Для грамотного решения задач с конфликтными ситуациями необходимы научно обоснованные методы. Такие методы разработаны математической теорией конфликтных ситуаций, которые носят название «теория игр».

Всякая претендующая на адекватность математическая модель социально-экономического явления должна отражать присущие ему черты конфликта, то есть описывать:

а) множество заинтересованных сторон, которые называются игроками;

б) возможные действия каждой из сторон, именуемые стратегиями или ходами;

в) интересы сторон, представленные функциями выигрыша (платежа) для каждого из игроков.

Сама модель конфликтной ситуации называется игрой.

Классификация игр

Различные виды игр можно классифицировать, основываясь на том или ином принципе: по числу игроков, по числу стратегий, по свойствам функции выигрыша, по возможности предварительных переговоров и взаимодействия между игроками в ходе игры.

1) Игра называется парной, если в ней участвуют два игрока, и множественной, если число игроков более двух.

2) Игра называется с нулевой суммой или антагонистической, если выигрыш одного из игроков равен проигрышу другого. Игры с постоянной разностью – игроки выигрывают и проигрывают одновременно.

3) Игра называется конечной, если у каждого игрока имеется конечное число стратегий, и бесконечной – в противном случае.

4) Бескоалиционными называются игры, в которых игроки не имеют права вступать в соглашения, образовывать коалиции. В коалиционной игре, наоборот, игроки могут вступать в соглашения и образовывать коалиции. В кооперативной игре коалиции определены заранее, то есть до начала игры игроки могут принимать соглашения о своих стратегиях (возможность предварительных переговоров). В некооперативной игре игроки не могут координировать свои стратегии подобным образом и принимают решения независимо друг от друга.

5) Комбинаторные игры: число исходов, стратегий, факторов конечное, не очень большое. Можно построить модель игры, выработать правила. Однако численное решение невозможно из-за большой размерности задачи. В случайных играх количество исходов не зависит от поведения игрока. В стратегических играх один участник находится в состоянии неопределенности относительно поведения других участников игры.

6) Матричная игра – это конечная игра двух игроков с нулевой суммой, в которой задаются выигрыши первого игрока в виде матрицы. Любая матричная игра имеет решение и может быть реализована методами линейного программирования. Матричные игры еще называют играми в нормальной форме. Биматричная игра – это конечная игра двух игроков с ненулевой суммой, в которой есть матрицы выигрышей (проигрышей) отдельно для каждого участника. Непрерывной считается игра, в которой функция выигрышей является непрерывной в зависимости от стратегий. 

Выбор и осуществление одного из предусмотренных правилами действий называется ходом игрока. Ходы могут быть личными и случайными. Личный ход – это сознательный выбор игроком одного из возможных действий. Случайный ход – это случайно выбранное действие (выбор карты из перетасованной колоды).

Стратегией игрока называется совокупность правил, определяющих выбор действия при каждом ходе в зависимости от сложившейся ситуации. Чтобы решить игру или найти решение игры, следует для каждого игрока выбрать стратегию, которая удовлетворяет условию оптимальности, то есть один из игроков получает максимальный выигрыш, когда второй придерживается своей стратегии. В то же время второй игрок должен иметь минимальный проигрыш, если первый придерживается своей стратегии. Такие стратегии называются оптимальными.
Оптимальные стратегии должны удовлетворять условию устойчивости, то есть любому из игроков должно быть невыгодно отказываться от своей стратегии в этой игре. Если игра повторяется много раз, то игроков  может интересовать не выигрыш и проигрыш в каждой конкретной партии, а средний выигрыш (проигрыш) во всех партиях.


Целью теории игр является определение оптимальной стратегии для каждого игрока. Выигрыш – это мера эффекта для игрока. В теории игр выигрыш должен измеряться обязательно количественно.

В случае конечной игры двух лиц функции выигрыша каждого из игроков удобно представлять в виде матрицы выигрышей, где строки представляют собой стратегии одного игрока, а столбцы – стратегии другого. В клетках матрицы указываются выигрыши каждого из игроков в каждой из образующихся ситуаций. Данная форма представления конечных игр называется «матричные игры».


Пример  Игра в «орлянку».

Если оба выбирают одинаковые стратегии (оба говорят “орел”), то 1-й выигрывает 1 рубль (а второй проигрывает); если выбирают разные, то 2-й выигрывает.

Матрица выигрыша первого игрока (Н1)

	
	Орел
	Решка

	Орел
	1
	–1

	Решка
	–1
	1


Матрица выигрыша второго игрока (Н2)

	

	Орел
	Решка

	Орел
	–1
	1

	Решка
	1
	–1



Для антагонистических игр всегда Н1= – Н2.

Матрица, элементами которой являются выигрыши, соответствующие стратегиям игроков, называется платежной матрицей или матрицей игры.

Нижняя цена игры (α) (максиминный выигрыш – максимин) – это гарантированный выигрыш первого игрока  при любой стратегии второго игрока (то есть из каждой строки выбираем минимальное число, а затем из всех этих минимумов берем наибольший). Стратегия, соответствующая максимину называется максиминной.

Верхняя цена игры (β) (минимаксный выигрыш – минимакс) – это гарантированный проигрыш второго игрока. (То есть из каждого столбца выбираем максимальное число, а затем из всех максимумов берем наименьший). Стратегия, соответствующая минимаксу, называется минимаксной.

Принцип, диктующий игрокам выбор наиболее «осторожных» минимаксной и максиминной стратегий, называется принципом минимакса. Этот принцип следует из разумного предположения, что каждый игрок стремится достичь цели, противоположной цели противника. Если верхняя и нижняя цены игры совпадают α=β=
[image: image27.wmf]¶

, то эта цена называется чистой ценой игры или ценой игры.

Для А=
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Для В=
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Минимаксные стратегии, соответствующие цене игры, являются оптимальными стратегиями или решением игры. То есть в этом случае первый игрок получает максимальный, не зависящий от поведения второго игрока выигрыш q, а второй игрок  добивается минимального гарантированного, не зависящего от поведения первого игрока проигрыша q. Такое решение обладает устойчивостью, то есть если один из игроков придерживается своей оптимальной стратегии, то для другого не может быть выгодным отклоняться от своей оптимальной стратегии.

Пара стратегий дает оптимальное решение игры тогда и только тогда, когда соответствующий элемент матрицы (размер выигрыша-проигрыша) является одновременно наибольшим в своем столбце и наименьшим в своей строке. Такая ситуация, если она существует, называется седловой точкой. То есть игра разрешима в чистых стратегиях, каждый из игроков будет на каждом шаге выбирать одну и ту же стратегию и ему не выгодно от нее отклониться: если первый игрок выберет другую стратегию, у него будет выигрыш меньше, а если второй игрок выберет другую стратегию, у него проигрыш будет больше.

Пример  

Определить верхнюю и нижнюю цену игры, заданной платежной матрицей. Имеет ли игра седловую точку?

  Р=
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Платежная матрица игры

	
	B1
	B2
	B3
	α

	A1
	0,5
	0,6
	0,8
	0,5

	A2
	0,9
	0,7
	0,8
	0,7

	A3
	0,7
	0,6
	0,6
	0,6

	β
	0,9
	0,7
	0,8
	0,7
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 – цена игры. Седловая точка (А2, В2).

Пример.  Рассмотрим две конкурирующие финансовые компании А и В. Компания В ведёт переговоры с организаторами каждого из трёх проектов В1 , В2 , В3 на предмет инвестирования. Задача компании В: положительный результат переговоров. Компания А ставит своей задачей свести переговоры компании В к отрицательному результату, с тем чтобы занять место компании В  в инвестировании.

Компания А для достижения своей цели – срыва переговоров компании В – может применить одно из двух средств: А1 – предложить организаторам проектов более выгодные для них условия инвестирования по сравнению с компанией В и А2 – предоставить в распоряжение организаторов проектов материалы, компрометирующие компанию В.

Действие А1 компании А приводит к отрицательному результату переговоров компании В с организаторами проектов  В1 , В2 , В3,  соответственно, с вероятностями 0,7; 0,5; 0,3, а действие А2 – с вероятностями 0,6; 0,9; 0,4.

Решение. Смоделируем данную ситуацию. Поскольку компании А и В преследуют противоположные цели, то рассматриваемая конфликтная ситуация является антагонистической. Игроками являются финансовые компании А и В. Игрок А имеет две чистые стратегии А1 и А2: 
[image: image32.wmf]{
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; множество стратегий игрока В состоит из трёх стратегий: 
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. Игрок В должен выбрать один из трех проектов, игрок А  выбирает одно из двух своих действий.

В качестве выигрыша игрока А (или проигрыша игрока В) рассмотрим вероятность отрицательного результата переговоров компании В. В соответствии со своими задачами игрок А стремится максимизировать выигрыш, а игрок В – минимизировать проигрыш.

Выясним, имеет ли игра седловую точку, то есть, разрешима ли игра в чистых стратегиях.

Матрица игры с показателями эффективности стратегий  А1 , А2  и показателями неэффективности стратегий В1 , В2 , В3 имеет следующий вид:

	           Bj
Ai
	B1
	B2
	B3
	α

	A1
	0,7
	0,5
	0,3
	0,3

	A2
	0,6
	0,9
	0,4
	0,4

	β
	0,7
	0,9
	0,4
	0,4

0,4


 

В данном случае максиминной стратегией игрока А является стратегия А2 , а минимаксной стратегией игрока В – стратегия В3.

Если игрок А придерживается своей максиминной стратегии  А2 , то игрок В должен выбрать свою минимаксную В3, с тем чтобы выигрыш игрока А (или что то же – проигрыш игрока В) был минимальным а23 = 0,4 (во 2-й строке матрицы (6.1)). На это игрок А должен ответить выбором опять же стратегии А2 , чтобы получить максимальный (в 3-м столбце) выигрыш: а23 = 0,4. Ответным ходом игрок В опять выбирает стратегию В3 и т. д.

Таким образом, если игроки А и В придерживаются своих максиминной и минимаксной стратегий, то ни один из них не может увеличить свой выигрыш, отступая от своей стратегии. Ситуация (А2 , В3) является в данной игре устойчивой.   

Нижняя и верхняя цены игры совпадают: a = b = 0,4   
Если игра не имеет седловой точки, то применение чистых стратегий не дает оптимального решения игры. В таком случае можно получить оптимальное решение, случайным образом чередуя чистые стратегии.

Смешанной стратегией SA игрока А называется применение чистых стратегий А1, А2,…..Аi, …., Аm с вероятностями  p1, p2,…., pi,….,pm, причем сумма вероятностей равна 1: 
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Основная теорема теории игр – теорема Неймана. Каждая конечная игра имеет, по крайней мере, одно оптимальное решение, возможно, среди смешанных стратегий.

В качестве примеров применения теории можно назвать решения по поводу проведения принципиальной ценовой политики, выхода на новые рынки, кооперации и создания совместных предприятий, определения лидеров и исполнителей в области инноваций, вертикальной интеграции и т.д. Положения данной теории в принципе можно использовать для всех видов решений, если на их принятие влияют другие действующие лица. Этими лицами, или игроками, необязательно должны быть рыночные конкуренты; в их роли могут выступать субпоставщики, ведущие клиенты, сотрудники организаций, а также коллеги по работе.

Приведение матричной игры к задаче линейного программирования

Для игры  m×n решение достаточно трудоемко при больших m и n, она может быть сведена к задаче линейного программирования. 

Пример.  Предприятие может выпускать 3 вида продукции А1, А2 и А3, получая при этом  прибыль, зависящую от спроса, который может быть в одном из 4-х состояний (В1, В2, В3, В4). Элементы платежной матрицы характеризуют прибыль, которую получат при выпуске i-й продукции при j-м состоянии спроса. Определить оптимальные пропорции в выпускаемой продукции, гарантирующие максимизацию средней величины прибыли при любом состоянии спроса, считая его определенным. Задача сводится к игровой модели, в которой игра предприятия А против спроса В задана платежной матрицей.

Платежная матрица игры

	
	В1
	В2
	В3
	В4
	α

	А1
	3
	3
	6
	8
	3

	А2
	9
	10
	4
	2
	2

	А3
	7
	7
	5
	4
	4

	β
	9
	
	6
	8
	4

6             



Прежде чем решить задачу, попытаемся упростить игру, проведя анализ платежной матрицы и отбросив заведомо невыгодные и дублирующие стратегии. 


Для игрока В невыгодна вторая стратегия (столбец В2), так как все элементы этого столбца больше или равны элементам столбца В1, то есть при любой стратегии, выбранной игроком А, игрок В проигрывает больше в случае выбора второй стратегии вместо первой.

Поскольку ( ( (, следовательно седловая точка отсутствует, решение будем искать в смешанных стратегиях.

Чтобы привести игру к задаче линейного программирования, обозначим: 
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Получим две взаимно двойственные задачи линейного программирования:

    Для первого игрока:


[image: image37.wmf]min

1

4

2

8

1

5

4

6

1

7

9

3

4

2

8

5

4

6

7

9

3

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

®

+

+

=

Þ

ï

î

ï

í

ì

³

+

+

³

+

+

³

+

+

Þ

ï

î

ï

í

ì

¶

³

+

+

¶

³

+

+

¶

³

+

+

x

x

x

z

x

x

x

x

x

x

x

x

x

p

p

p

p

p

p

p

p

p


(так как  
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Поскольку 
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И для второго игрока:

                
[image: image41.wmf]max
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Решаем ее, получаем следующий результат: 
[image: image42.wmf]27
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Решение задачи для первого игрока будет иметь вид: 

[image: image43.wmf].
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Цена игры                
[image: image44.wmf].
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Вероятности выбора стратегий: 
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 То есть 
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Данный результат означает, что предприятие должно выпустить 40 % продукции А1 и 60 % продукции А3, а продукцию А2 выпускать не надо. Тогда максимально гарантированное из минимально возможных значений средней величины прибыли составит 5,4 ден. ед., независимо от спроса покупателей. 

При решении произвольной конечной игры размера m×n рекомендуется придерживаться следующей схемы:
1) Исключить из платежной матрицы заведомо невыгодные стратегии по сравнению с другими стратегиями. Такими стратегиями для игрока А (игрока В) являются те, которым соответствуют строки (столбцы) с элементами заведомо меньшими (большими) по сравнению с элементами других строк (столбцов).

2) Определить верхнюю и нижнюю цены игры и проверить, имеет ли игра седловую точку. Если седловая точка есть, то соответствующие ей стратегии игроков будут оптимальными, а цена совпадает с верхней (нижней) ценой.

3) Если седловая точка отсутствует, то решение следует искать в смешанных стратегиях. Для игр размера m×n рекомендуется симплексный метод, для игр размера 2×2, 2×n, n×2 возможно геометрическое решение.

На практике реализация решения в смешанных стратегиях может происходить несколькими путями. Первый состоит в физическом смешении чистых стратегий в пропорциях, заданных вероятностями pi. Другой путь – при многократном повторении игры предполагает применение в каждой партии чистых стратегий в виде случайной последовательности, причем каждая из них – с частотой, равной ее вероятности в оптимальном решении.

Однако существуют определенные границы применения аналитического инструментария теории игр. В следующих случаях он может быть использован лишь при условии получения дополнительной информации.

Во-первых, это тот случай, когда у предприятий сложились разные представления об игре, в которой они участвуют, или когда они недостаточно информированы о возможностях друг друга. Например, может иметь место неясная информация о платежах конкурента (структуре издержек). Если неполнотой характеризуется не слишком сложная информация, то можно оперировать сопоставлением подобных случаев с учетом определенных различий.

Во-вторых, теорию игр трудно применять при множестве ситуаций равновесия. Эта проблема может возникнуть даже в ходе простых игр с одновременным выбором стратегических решений.

В-третьих, если ситуация принятия стратегических решений очень сложна, то игроки часто не могут выбрать лучшие для себя варианты. Например, на рынок в разные сроки могут вступить несколько предприятий или реакция уже действующих там предприятий может оказаться более сложной, нежели быть агрессивной или дружественной.

Экспериментально доказано, что при расширении игры до десяти и более этапов игроки уже не в состоянии пользоваться соответствующими алгоритмами и продолжать игру с равновесными стратегиями. 

· Теория игр является очень сложной областью знания. При обращении к ней надо соблюдать известную осторожность и четко знать границы применения. Слишком простые толкования, принимаемые фирмой самостоятельно или с помощью консультантов, таят в себе скрытую опасность. Анализ и консультации на основе теории игр из-за их сложности рекомендуются лишь для особо важных проблемных областей. Опыт фирм показывает, что использование соответствующего инструментария предпочтительно при принятии однократных, принципиально важных плановых стратегических решений, в том числе при подготовке крупных кооперационных договоров.

Пример.  Швейная фабрика выпускает брюки и шорты, сбыт которых зависит от состояния погоды. Затраты фабрики на единицу продукции составили: брюки  –  15 ден. ед., шорты – 10 ден. ед. Цена реализации: брюки  –  21 ден. ед., шорты – 14 ден. ед. Фабрика может реализовать при теплой погоде 120 брюк  и 300 шорт, а при прохладной погоде: 370 брюк и 100 шорт.

Составим платежную матрицу игры.

Погода

	
	
	Теплая
	Холодная

	Фабрика
	Теплая
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	Холодная
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Вычислим значения элементов матрицы:
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 = 120*(21 – 15) + 300*(14 – 10) = 1920 – прибыль фабрики, если продукция выпущена по плану теплой погоды и погода оказалась теплой;
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 = 370*(21 – 15) + 100*(14 – 10) = 2620 – прибыль фабрики, если продукция выпущена по плану холодной погоды и погода оказалась холодной;
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 = 120*(21 – 15) + 100*(14 – 10) – 200*10 = –880 – прибыль фабрики, если продукция выпущена по плану теплой погоды, а погода оказалась холодной;
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 = 120*(21 – 15) + 100*(14 – 10) – 250*15 = –2630 – прибыль фабрики, если продукция выпущена по плану холодной погоды, а погода оказалась теплой.

Таким образом, платежная матрица данной игры имеет вид:

Погода

	
	
	Теплая
	Холодная

	Фабрика
	Теплая
	1920
	-880

	
	Холодная
	-2630
	2620


Обозначим: р1 – вероятность выбора фабрикой первой стратегии (то есть производства продукции по плану теплой погоды),  р2 – вероятность выбора фабрикой второй стратегии (то есть производства продукции по плану холодной погоды). Тогда:

(1920* р1 – 2630* р2) – прибыль фабрики, если погода будет теплой;

(–880* р1 + 2620* р2) – прибыль фабрики, если погода будет холодной.

Чтобы прибыль фабрики не зависела от погоды, надо найти такие р1 и р2, что (1920* р1 – 2630* р2) = (–880* р1 + 2620* р2). Учитывая свойство вероятностей: р1 + р2 = 1, решаем уравнение.

1920* р1 – 2630*(1 – р1) = –880* р1 + 2620* (1 – р1)

Раскрывая скобки и приводя подобные, получаем:

р1*(1920 + 2630 + 880 + 2620) = (2620 + 2630)
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. Тогда р2 = 1–0,652 = 0,348.

Тогда план выпуска продукции для фабрики должен составить:

количество брюк = 120*0,652 + 370*0,348 = 207 шт.;
количество шорт = 300*0,652 + 100*0,348 = 230 шт.
При таком плане производства фабрика гарантирует себе прибыль в размере 1920*0,652 – 2630*0,348 = 337 ден.ед.

Практические задания.

 Применив методы теории игр, решить следующие экономические задачи.

 1. Предприятие выпускает скоропортящуюся продукцию, которую можно сразу отправить к потребителю (А1), отправить на  склад для хранения (А2) или подвергнуть дополнительной обработке для длительного хранения (А3). Потребитель может приобрести продукцию немедленно (В1), в течение небольшого времени (В2) или после длительного периода времени (В3).

В случае стратегии А2 и А3 предприятие несет дополнительные затраты на хранение и обработку продукции, которая не требуется для А1, однако при А2 следует учесть возможные убытки из-за порчи продукции, если потребители выберут стратегии В2 и В3. Определить оптимальные пропорции выпуска продукции, руководствуясь минимаксным критерием, при следующей матрице затрат.

Платежная матрица игры

	
	В1
	В2
	В3
	α

	А1
	2
	5
	8
	

	А2
	7
	6
	10
	

	А3
	12
	10
	8
	

	β
	
	
	
	


2.  Швейная фабрика выпускает платья и костюмы, сбыт которых зависит от состояния погоды. Затраты фабрики на единицу продукции составили: платья  –  8 ден. ед., костюмы – 27 ден. ед. Цена реализации: платья  –  17 ден. ед., костюмы – 48 ден. ед. Фабрика может реализовать при теплой погоде 1975 платьев и 600 костюмов, а при прохладной погоде: 625 платьев и 1000 костюмов.

Максимизировать среднюю величину дохода от реализации продукции, учитывая капризы природы, т. е. составить такой план выпуска продукции, при котором гарантированная минимально возможная величина средней прибыли была бы максимальной, независимо от погоды.

3. Применив методы теории игр, найти пропорцию использования посевной площади для производства трех сортов пшеницы, урожайность которых зависит от погодных условий. Критерий оптимальности – максимум валового урожая. Решить задачу графически.

Размер урожайности каждого сорта в зависимости погодных условий

	
	Засушливый год
	Нормальный год
	Дождливый год

	Сорт 1
	5
	7
	3

	Сорт 2
	9
	4
	11

	Сорт 3
	8
	3
	4
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