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1. Áóëåâû êîíñòàíòû è âåêòîðû

1.1. Áóëåâû êîíñòàíòû

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâûìè êîíñòàíòàìè íàçûâàþòñÿ ñèìâîëû 0 è 1.
Îíè ìîãóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ÷èñëà: íîëü è åäèíèöà, çíàêè: ìèíóñ

è ïëþñ, ïîòåíöèàëû: íèçêèé è âûñîêèé, âûñêàçûâàíèÿ: ëîæü è èñòèíà, è
ìíîãîå äðóãîå.
Îïðåäåëåíèå. Áóëåâûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî áóëåâûõ

êîíñòàíò B = {0, 1}.

1.2. Áóëåâ âåêòîð

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâ âåêòîð ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóëåâûõ êîíñòàíò,
íàçûâàåìûõ êîìïîíåíòàìè áóëåâà âåêòîðà.

Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü áóëåâû âåêòîðû ãðå÷åñêèìè áóêâàìè, à êîìïî-
íåíòû âåêòîðà � ëàòèíñêèìè ñ óêàçàíèåì íîìåðîâ êîìïîíåíò.
Ïðèìåðû. α = a1a2 . . . a6 = 010101, β = b1b2 . . . b8 = 11110000. •
Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé áóëåâà âåêòîðà íàçîâåì êîëè÷åñòâî åãî êîìïî-

íåíò, à âåñîì âåêòîðà � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò, ðàâíûõ åäèíèöå.
Ïðèìåð. Äëèíà áóëåâà âåêòîðà α = 101010 ðàâíà øåñòè, à âåñ � òðåì. •

Òåîðåìà î ÷èñëå áóëåâûõ âåêòîðîâ. ×èñëî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ
âåêòîðîâ äëèíû n ðàâíî 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî (ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî äëèíå áóëåâà
âåêòîðà).

Áàçà èíäóêöèè : èìååòñÿ äâà áóëåâûõ âåêòîðà äëèíû 1: ýòî 0 è 1.
Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå : ïóñòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ âåêòîðîâ

äëèíû n ðàâíî 2n

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä : äîáàâèì ê âåêòîðàì äëèíû n åùå îäíó n + 1-þ
êîìïîíåíòó, ïðèñâîèâ åé ñíà÷àëà çíà÷åíèå 0 (ïîëó÷èì 2n âåêòîðîâ), à çà-
òåì çíà÷åíèå 1 (ïîëó÷èì åùå 2n âåêòîðîâ). Èòîãî ñóùåñòâóåò 2n+2n = 2n+1

ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ âåêòîðîâ äëèíû n+ 1. •

Ïðèìåðû. Èìååòñÿ 4 áóëåâûõ âåêòîðà äëèíû äâà: 00, 01, 10, 11, è 8
áóëåâûõ âåêòîðîâ äëèíû òðè: 000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111. •
Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûìè âåêòîðàìè ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü çàäàíû

ìíîæåñòâî M = {m1,m2, . . . ,mn} è åãî ïîäìíîæåñòâî A. Ïîñòðîèì áóëåâ
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âåêòîð α = a1a2 . . . an, ïðåäñòàâëÿþùèé ïîäìíîæåñòâî A, ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå M è ïîëîæèì

ai =

1, åñëè mi ∈ A;
0, åñëè mi /∈ A.

Ïðèìåðû. Áóëåâ âåêòîð α = 11101 â ìíîæåñòâå ÷èñåë M = {2, 6, 4, 7, 8}
âûäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë, áóëåâ âåêòîð β = 10010 âûäåëÿåò â
ýòîì æå ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. •
Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûìè âåêòîðàìè öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ

÷èñåë. Ââåäåì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áóëåâûì âåêòîðîì α = a1a2 . . . an è
÷èñëîì a ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}:

a =
n∑
i=1

ai × 2n−i

(çäåñü êîìïîíåíòû áóëåâà âåêòîðà èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ÷èñëà 0 è 1).
Ïðèìåðû.
Çàäàí áóëåâ âåêòîð α = 1001, ïîäñòàâèâ åãî êîìïîíåíòû â ôîðìóëó,

ïîëó÷èì ÷èñëî a = 1× 23 + 0× 22 + 0× 21 + 1× 20 = 8 + 1 = 9.
Çàäàíî ÷èñëî a = 13, ðàçëîæèâ åãî, ñîãëàñíî ôîðìóëå, íà ñóììó ñòåïå-

íåé äâîéêè: 13 = 8 + 4 + 1 = 1× 23 + 1× 22 + 0× 21 + 1× 20, ïîëó÷èì áóëåâ
âåêòîð α = 1101. •

Äàííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áóëåâà âåêòîðà ïî ÷èñëó ëåãêî ïðèìåíèì
ëèøü äëÿ ìàëûõ ÷èñåë, íî â îáùåì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ äðóãîé âàðèàíò
àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âåêòîðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ÷èñëî (èñïîëü-
çóåò öåëî÷èñëåííîå äåëåíèå, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äâà öåëûõ
÷èñëà: íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê).

Íà÷àëî : çàäàíî öåëîå ÷èñëî a ≥ 0.
Øàã 1 : ïîäåëèì a íà 2, çàïîìíèì íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê.
Øàã 2 : åñëè ïîëó÷åííîå ÷àñòíîå íå ðàâíî íóëþ, òî ïîäåëèì åãî íà 2,

çàïîìíèì íîâûå íåïîëíîå ÷àñòíîå è îñòàòîê è ïîâòîðèì øàã 2.
Êîíåö : âûïèøåì îñòàòêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå � ïîëó÷èì èñêîìûé áóëåâ

âåêòîð.

Ïðèìåð. a = 36,
÷àñòíûå: 18, 9, 4, 2, 1, 0;
îñòàòêè: 0, 0, 1, 0, 0, 1.

�

Âûïèñàâ îñòàòêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ïîëó÷èì áóëåâ âåêòîð α = 100100,
ïðåäñòàâëÿþùèé ÷èñëî 36. •
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1.3. Ïàðà áóëåâûõ âåêòîðîâ

Ðàññìîòðèì äâà áóëåâûõ âåêòîðà îäèíàêîâîé äëèíû è äîãîâîðèìñÿ äëÿ
íàãëÿäíîñòè ïèñàòü èõ îäèí ïîä äðóãèì

α=a1 a2 . . . an,

β= b1 b2 . . . bn.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî áóëåâû âåêòîðû α è β îðòîãîíàëüíû ïî i-é
êîìïîíåíòå, åñëè ai 6= bi.

Ïðèìåð. Âåêòîðû
α = 1010
β = 1000

îðòîãîíàëüíû ïî 3-é êîìïîíåíòå. •

Îïðåäåëåíèå. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó áóëåâûìè âåêòîðàìè íàçûâàþò ÷èñ-
ëî îðòîãîíàëüíûõ êîìïîíåíò â äàííîé ïàðå âåêòîðîâ (åãî åùå íàçûâàþò
ðàññòîÿíèåì ïî Õýììèíãó ).

Ïðèìåð. Ðàññòîÿíèå ïî Õýììèíãó ìåæäó âåêòîðàìè
α = 1010
β = 1001

ðàâíî

äâóì. •
Îïðåäåëåíèå. Áóëåâû âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè (ñîñåäÿìè), åñ-

ëè îíè îðòîãîíàëüíû ïî îäíîé è òîëüêî îäíîé êîìïîíåíòå, òî åñòü ðàññòî-
ÿíèå ïî Õýììèíãó ìåæäó âåêòîðàìè ðàâíî åäèíèöå.

Ïðèìåð. Âåêòîðû
α = 1010
β = 1000

� ñîñåäè (ïî òðåòüåé êîìïîíåíòå). •

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâû âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè (àí-
òèïîäàìè), åñëè îíè îðòîãîíàëüíû ïî âñåì êîìïîíåíòàì, òî åñòü ðàññòîÿ-
íèå ïî Õýììèíãó ìåæäó âåêòîðàìè ðàâíî èõ äëèíå.

Ïðèìåð. Âåêòîðû
α = 1010
β = 0101

� àíòèïîäû. •

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî áóëåâ âåêòîð α = a1a2 . . . an ïðåäøåñòâó-
åò áóëåâó âåêòîðó β = b1b2 . . . bn (è ýòî îòíîøåíèå îáîçíà÷àþò α � β),
åñëè äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . , n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ai ≤ bi (çäåñü êîìïî-
íåíòû áóëåâûõ âåêòîðîâ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ÷èñëà 0 è 1). Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî áóëåâ âåêòîð β ñëåäóåò çà α, áóëåâ âåêòîð α íàçûâàþò
ïðåäøåñòâåííèêîì, à β � ïîñëåäîâàòåëåì.

Ïðèìåð.
α = 0010
β = 1011

: α � β. •

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâû âåêòîðû α è β íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, åñëè
α � β èëè β � α, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îíè íåñðàâíèìû.

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì äâå ïàðû âåêòîðîâ
α = 1011
β = 1001

,
α′ = 1010
β′ = 1001

. Âåêòî-

ðû α è β ñðàâíèìû, ïðè÷åì β � α, à α′ è β′ íåñðàâíèìû. •
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1.4. Óïðàæíåíèÿ

Óïð.1. Îïðåäåëèòü äëèíó è âåñ áóëåâûõ âåêòîðîâ:

α1 = 00011100, α2 = 0001010, α3 = 11111, α4 = 1101000,
α5 = 1, α6 = 001, α7 = 0000, α8 = 1001.

Êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îíè ïðåäñòàâëÿþò?
Óïð.2. Êàêèìè áóëåâûìè âåêòîðàìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷èñëà 5, 7, 21, 32,

40, 2002?
Óïð.3. Çàäàíî ìíîæåñòâî M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Ïðåäñòàâèòü áó-

ëåâûìè âåêòîðàìè åãî ïîäìíîæåñòâà: A1 � ÷åòíûõ ÷èñåë; A2 � ïðîñòûõ
÷èñåë; A3 � ÷èñåë, êðàòíûõ 3; A4 � öåëûõ ÷èñåë.
Óïð.4. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè? Ïðîòèâî-

ïîëîæíûìè? Ñðàâíèìûìè?

α1 = 00000011, α2 = 00000111, α3 = 10100001, α4 = 01010101,
α5 = 11111100, α6 = 10000001, α7 = 01010100, α8 = 01111110.

Êàêèì èç ïåðå÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ïðåäøåñòâóþò α1, α7? Êàêîâî ðàñ-
ñòîÿíèå ïî Õýììèíãó ìåæäó âåêòîðàìè α3 è α7, α1 è α5, α6 è α8?
Óïð.5. Ïåðå÷èñëèòå âñå ïàðû ñðàâíèìûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà B3.
Óïð.6. Ìîãóò ëè ñîñåäíèå âåêòîðû áûòü àíòèïîäàìè?
Óïð.7. Ìîãóò ëè áûòü ñðàâíèìûìè ðàçëè÷íûå âåêòîðû îäèíàêîâîãî

âåñà?
Óïð.8. Ñêîëüêî ñîñåäåé ó âåêòîðà äëèíû n?

2. Áóëåâî ïðîñòðàíñòâî, èíòåðâàë â áóëåâîì
ïðîñòðàíñòâå

2.1. Áóëåâî ïðîñòðàíñòâî è ñïîñîáû åãî çàäàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâûì ïðîñòðàíñòâîì Bn ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ âåêòîðîâ äëèíû n, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè
âû÷èñëÿåòñÿ ïî Õýììèíãó.
Ïðèìåðû. B1 = {0, 1} = B, B2 = {00, 01, 10, 11}. •
Áóëåâî ïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü çàäàíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ðàñ-

ñìîòðèì äâà èç íèõ.
1) ßâíûì ïåðå÷èñëåíèåì âåêòîðîâ.
Ïðèìåð. B3 = {000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111}. •



5

2) Ìàòðèöåé â êîäå Ãðåÿ. Áóëåâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ñîñòîÿùåé èç 2s ñòðîê è 2p ñòîëáöîâ, ãäå s è p � öåëûå
÷èñëà, òàêèå ÷òî s + p = n è s = p ëèáî s = p − 1. Ñòðîêàì ìàòðèöû ïî-
ñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå áóëåâû âåêòîðû äëèíû s (èõ íàçûâàþò êîäàìè
ñòðîê ), à ñòîëáöàì � áóëåâû âåêòîðû äëèíû p (êîäû ñòîëáöîâ ).

Êîäû ñòîëáöîâ óïîðÿäî÷åíû ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó:

� ìëàäøàÿ êîìïîíåíòà êîäîâ, òî åñòü êîìïîíåíòà ñ ìåíüøèì íîìåðîì,
ðàâíà 0 â ïåðâîé ïîëîâèíå ñòîëáöîâ è ðàâíà 1 âî âòîðîé èõ ïîëîâèíå (íà-
ïðèìåð, åñëè ñòîëáöîâ âîñåìü, òî ìëàäøàÿ êîìïîíåíòà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
00001111);

� ñëåäóþùàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 0 â ïåðâîé ÷åòâåðòè êîäîâ è ðàâíà 1 âî
âòîðîé ÷åòâåðòè, ïîñëå ÷åãî çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íî ïîâòîðÿþòñÿ, òî åñòü
ðàâíû 1 â òðåòüåé ÷åòâåðòè è 0 â ÷åòâåðòîé (â ïðèìåðå: 00111100) � ñèì-
ìåòðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò, êîãäà ïðåäûäóùàÿ êîìïîíåíòà ìåíÿåò
ñâîå çíà÷åíèå ñ 0 íà 1;

� cëåäóþùàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 0 â ïåðâîé îñüìóøêå êîäîâ è ðàâíà 1 âî
âòîðîé èõ îñüìóøêå, ïîñëå ÷åãî åå çíà÷åíèÿ äâàæäû ñèììåòðè÷íî ïîâòî-
ðÿþòñÿ (â ïðèìåðå: 01100110) � ñèììåòðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíòû,
êîãäà âòîðàÿ êîìïîíåíòà, à çàòåì ïåðâàÿ, ìåíÿþò ñâîè çíà÷åíèÿ ñ 0 íà 1;

� è òàê äàëåå (çà 1/8 ñëåäóþò 1/16, 1/32, . . . ).

Êîäû ñòðîê ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ýëåìåíò ìàòðèöû â êîäå Ãðåÿ, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, çàäàåò
áóëåâ âåêòîð, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì ê êîäó ñòðîêè i êîäà
ñòîëáöà j.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 5. Íà ëåâîé ìàòðèöå ïîêàçàí ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ
êîäîâ ñòîëáöîâ. Âûäåëåííàÿ êëåòêà çàäàåò áóëåâ âåêòîð 10011.

1 2 1
2

3

34
45 5

0
1
1
0

0
0
1
1

00000 1 1 0 0 1 1 0

0 0 1 1 1 1 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1

• • •

Äîãîâîðèìñÿ èçîáðàæàòü êîäû óñëîâíî: åäèíèöó � ÷åðòî÷êîé, à íîëü � åå
îòñóòñòâèåì: òàêîé êîä áîëåå íàãëÿäåí, äà è áûñòðåå ðèñóåòñÿ (îí ïîêàçàí
íà ïðàâîé ìàòðèöå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà).
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Êîä Ãðåÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì
ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñâîéñòâî íà ïðèìåðå
ìàòðèöû äëÿ ïðîñòðàíñòâà B5.

1
2

3
4

5

Íà ìàòðèöå ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ìåñòà ñìåíû çíà÷åíèé
êîìïîíåíò, ýòè ëèíèè íàçûâàþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè êîìïîíåíò. Êàæäàÿ
îñü èìååò ñâîþ çîíó ñèììåòðèè, òî åñòü îáëàñòü, íà êîòîðóþ ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ åå äåéñòâèå:

� çîíîé ñèììåòðèè îñè ìëàäøåé êîìïîíåíòû (â ïðèìåðå: ïåðâîé äëÿ
ñòðîê è òðåòüåé äëÿ ñòîëáöîâ) ÿâëÿåòñÿ âñÿ ìàòðèöà;

� çîíàìè ñèììåòðèè äâóõ îñåé ñëåäóþùèõ êîìïîíåíò (â ïðèìåðå: âòîðîé
äëÿ ñòðîê è ÷åòâåðòîé äëÿ ñòîëáöîâ) ÿâëÿþòñÿ ïîëîâèíû ìàòðèöû;

� è òàê äàëåå (ñ êàæäûì ðàçîì ðàçìåð çîíû óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà, à
÷èñëî îñåé óâåëè÷èâàåòñÿ â äâà ðàçà).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïàðà ñîñåäíèõ âåêòîðîâ ðàñïîëàãàåòñÿ â ìàòðè-
öå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè òîé êîìïîíåíòû, ïî êîòîðîé âåêòîðû
îðòîãîíàëüíû, ïðè÷åì îòíîñèòåëüíî èìåííî îñè, â çîíå ñèììåòðèè êîòî-
ðîé ðàñïîëàãàþòñÿ âåêòîðà.

Ïðèìåð. Êàæäûé èç ñîñåäåé âûäåëåííîãî âåêòîðà îòìå÷åí íîìåðîì
îðòîãîíàëüíîé êîìïîíåíòû.

1
2

3
4

5

•
2

1

4 5 3 •

Ñèììåòðè÷íîå ðàñïîëîæåíèå ñîñåäåé íà ìàòðèöå Ãðåÿ óïðîùàåò èõ ïî-
èñê è äåëàåò ïðåäñòàâëåíèå áóëåâà ïðîñòðàíñòâà íàãëÿäíûì.

Ïðè îïèñàíèè êîäà Ãðåÿ ìû ôàêòè÷åñêè èçëîæèëè àëãîðèòì åãî ïî-
ñòðîåíèÿ. Ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé àëãîðèòì ðèñîâàíèÿ êîäà Ãðåÿ äëÿ
ñòîëáöîâ ìàòðèöû (êîä Ãðåÿ äëÿ ñòðîê ðèñóåòñÿ àíàëîãè÷íî).
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Àëãîðèòì ðèñîâàíèÿ êîäà Ãðåÿ äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû.
Íà÷àëî : çàäàíà ìàòðèöà èç 2p ñòîëáöîâ.
Øàã 1 : îòñòóïèâ îò êðàÿ ìàòðèöû îäèí ñòîëáåö, íàðèñóåì ÷åðòî÷êó íàä

äâóìÿ ñòîëáöàìè, çàòåì, ïðîïóñòèâ äâà ñòîëáöà, íàðèñóåì ÷åðòî÷êó íàä
äâóìÿ ñëåäóþùèìè ñòîëáöàìè è òàê äàëåå äî êîíöà ìàòðèöû.

Øàã 2 : îòñòóïèâ îò ïîëó÷åííîãî ðÿäà ÷åðòî÷åê íåìíîãî ââåðõ, íà÷íåì
ñëåäóþùèé ðÿä: íàðèñóåì ÷åðòó îò ñåðåäèíû ïåðâîé äî ñåðåäèíû âòîðîé
÷åðòî÷êè ïðåäûäóùåãî ðÿäà, çàòåì � îò ñåðåäèíû òðåòüåé äî ñåðåäèíû
÷åòâåðòîé ÷åðòî÷êè ïðåäûäóùåãî ðÿäà è òàê äàëåå äî êîíöà ìàòðèöû. Ïî-
âòîðèì øàã 2, ïîêà ýòî âîçìîæíî (ïîñëåäíþþ ÷åðòó, êîòîðàÿ íà÷íåòñÿ ñ
ñåðåäèíû ìàòðèöû, îáîðâåì ó ïðàâîãî êðàÿ).

Êîíåö.

Ïðèìåð. Ìàòðèöà ñîäåðæèò 16 ñòîëáöîâ.

•

Äàëåå áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó â êîäå Ãðåÿ ìàòðèöåé Ãðåÿ.

2.2. Èíòåðâàë â áóëåâîì ïðîñòðàíñòâå

2.2.1. Îïðåäåëåíèå èíòåðâàëà è àëãîðèòì åãî ðàñïîçíàâàíèÿ

Ïóñòü çàäàíà ïàðà áóëåâûõ âåêòîðîâ îäèíàêîâîé äëèíû:
α=a1 a2 . . . an,

β= b1 b2 . . . bn.
Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàëîì I(α, β) â áóëåâîì ïðîñòðàíñòâå Bn, çàäàí-

íûì ïàðîé áóëåâûõ âåêòîðîâ α è β, òàêèõ ÷òî α � β, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ áóëåâûõ âåêòîðîâ γ äëèíû n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ α � γ � β,
òî åñòü I(α, β) = {γ ∈ Bn : α � γ � β}. Áóëåâû âåêòîðû α è β íàçûâàþò-
ñÿ ãðàíèöàìè èíòåðâàëà , âåêòîð α � íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì èíòåðâàëà,
à β � íàèáîëüøèì.
Ïðèìåð. I(000, 101) = {000, 001, 100, 101}, ãðàíèöà α = 000 � íàèìåíü-

øèé ýëåìåíò, ãðàíèöà β = 101 � íàèáîëüøèé ýëåìåíò. •
Èç îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî ãðàíèöû α è β ñîâïàäàþò

â i -é êîìïîíåíòå (ai = bi), òîãäà âñå âåêòîðû γ èíòåðâàëà I(α, β) èìåþò â
i -é êîìïîíåíòå òî æå çíà÷åíèå, ëèáî ãðàíèöû íå ñîâïàäàþò ( ai < bi), òîãäà
òàêèå êîìïîíåíòû ïðèíèìàþò â âåêòîðàõ γ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå. Êîìïîíåíòû, ïî êîòîðûì ãðàíèöû (à çíà÷èò è âñå âåê-
òîðû èíòåðâàëà) ñîâïàäàþò, íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè êîìïîíåíòàìè èíòåð-
âàëà, îñòàëüíûå � âíóòðåííèìè. ×èñëî âíåøíèõ êîìïîíåíò íàçûâàåòñÿ
ðàíãîì èíòåðâàëà (r), à ÷èñëî âíóòðåííèõ � åãî ðàçìåðíîñòüþ (s).
Ïðèìåð. Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå âòîðàÿ êîìïîíåíòà � âíåøíÿÿ, ïåðâàÿ

è òðåòüÿ � âíóòðåííèå, ðàíã r = 1, ðàçìåðíîñòü s = 2. •
Äîãîâîðèìñÿ äëÿ íàãëÿäíîñòè çàïèñûâàòü âåêòîðû èíòåðâàëà îäèí ïîä

äðóãèì è îïóñêàòü ôèãóðíûå ñêîáêè; êðîìå òîãî, ââåäåì êîìïàêòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå èíòåðâàëà òðîè÷íûì âåêòîðîì, â êîòîðîì 0 è 1 çàäàþò çíà÷åíèÿ
âíåøíèõ êîìïîíåíò, à ÷åðòî÷êè îòìå÷àþò âíóòðåííèå êîìïîíåíòû.

Ïðèìåð. I(000, 101) =

0 0 0
0 0 1
1 0 0
1 0 1

= −0−. •

Ðàññìîòðèì êðàéíèå ñëó÷àè:
I(α, α) = {α}, ãðàíèöû èíòåðâàëà ñîâïàäàþò, çíà÷èò îí ñîñòîèò èç îä-

íîãî áóëåâà âåêòîðà, ðàíã r = n, ðàçìåðíîñòü s = 0,
I(00 . . . 0, 11 . . . 1) = −− . . .− , èíòåðâàë � âñå áóëåâî ïðîñòðàíñòâî Bn,

ðàíã r = 0, ðàçìåðíîñòü s = n.

Óòâåðæäåíèå î ìîùíîñòè èíòåðâàëà. Ìîùíîñòü èíòåðâàëà ðàç-
ìåðíîñòè s ðàâíà 2s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê èíòåðâàë ñîñòîèò èç áóëåâûõ âåêòîðîâ ñî âñå-
âîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè íóëåé è åäèíèö âî âíóòðåííèõ êîìïîíåíòàõ,
à âíóòðåííèå êîìïîíåíòû îáðàçóþò áóëåâ âåêòîð äëèíû s, òî ÷èñëî òàêèõ
âåêòîðîâ (ïî òåîðåìå î ÷èñëå áóëåâûõ âåêòîðîâ) ðàâíî 2s. •

Ïðèìåðû. Ìîùíîñòü èíòåðâàëà −0− ðàâíà 22 = 4, ìîùíîñòü èíòåðâà-
ëà 101 ðàâíà 20 = 1, ìîùíîñòü èíòåðâàëà −−− ðàâíà 23 = 8. •

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èíòåðâàëà è ïîèñêà åãî ãðàíèö (îñíî-
âàí íà îïðåäåëåíèè èíòåðâàëà è íà óòâåðæäåíèè î ìîùíîñòè èíòåðâàëà).

Íà÷àëî : çàäàíî ìíîæåñòâî A áóëåâûõ âåêòîðîâ äëèíû n.
Øàã 1 : åñëè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ äâîéêè,

òî åñòü |A| 6= 2c, ãäå c � öåëîå, òî A íå ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, èäåì íà êîíåö.
Øàã 2 : ñ÷èòàåì ÷èñëî s íåñîâïàäàþùèõ êîìïîíåíò â âåêòîðàõ ìíîæå-

ñòâà A, òî åñòü ÷èñëî êîìïîíåíò, ïðåòåíäóþùèõ áûòü âíóòðåííèìè. Åñëè
s 6= c, òî A � íå èíòåðâàë, èäåì íà êîíåö; èíà÷å A ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, s
� åãî ðàçìåðíîñòü, r = n− s � ðàíã.
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Øàã 3 : íàõîäèì ãðàíèöû α è β èíòåðâàëà. Âåêòîð ìèíèìàëüíîãî âåñà
(èç âñåõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà A) � ýòî íàèìåíüøèé ýëåìåíò èíòåðâàëà (α),
à âåêòîð ìàêñèìàëüíîãî âåñà � íàèáîëüøèé ýëåìåíò ( β).

Êîíåö.

Ïðèìåðû.
A = {010, 011, 001} : ìíîæåñòâî íå îáðàçóåò èíòåðâàë, òàê êàê åãî ìîù-

íîñòü, ðàâíàÿ 3, öåëîé ñòåïåíüþ äâîéêè íå ÿâëÿåòñÿ.
A = {0010, 0011, 0001, 1000} : ìíîæåñòâî íå îáðàçóåò èíòåðâàë � ìîù-

íîñòü ÿâëÿåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ äâîéêè, íî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè c = 2 íå
ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò s = 3, ïðåòåíäóþùèõ áûòü âíóòðåííè-
ìè (ýòî ïåðâàÿ, òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ êîìïîíåíòû).
A = {010, 011, 001, 000} : ìíîæåñòâî îáðàçóåò èíòåðâàë, òàê êàê åãî ìîù-

íîñòü ÿâëÿåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ äâîéêè ( c = 2), è ýòà ñòåïåíü ñîâïàäàåò ñ
êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò s = 2, ïðåòåíäóþùèõ áûòü âíóòðåííèìè (ýòî âòî-
ðàÿ è òðåòüÿ êîìïîíåíòû). Ãðàíèöû èíòåðâàëà: α = 000, β = 011. •

2.2.2. Ñïîñîáû çàäàíèÿ èíòåðâàëîâ

Ìû óæå ïîëüçîâàëèñü òðåìÿ ñïîñîáàìè çàäàíèÿ èíòåðâàëîâ.
1) Ãðàíèöàìè èíòåðâàëà.
2) ßâíûì ïåðå÷èñëåíèåì âåêòîðîâ èíòåðâàëà.
3) Òðîè÷íûì âåêòîðîì.
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá.
4) Íà ìàòðèöå Ãðåÿ. Áóëåâî ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöåé

Ãðåÿ, à âñå áóëåâû âåêòîðû (êëåòêè), îáðàçóþùèå èíòåðâàë, îòìå÷àþòñÿ.
×òîáû íàðèñîâàòü èíòåðâàë, íå îáÿçàòåëüíî ïîëó÷àòü êàæäûé èç åãî

âåêòîðîâ è îòìå÷àòü ñîîòâåòñòâóþùóþ êëåòêó íà ìàòðèöå. Äîñòàòî÷íî íàé-
òè âñå ñòðîêè è âñå ñòîëáöû, êîäû êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ âåêòîðàìè èíòåðâà-
ëà ïî âíåøíèì êîìïîíåíòàì � íà èõ ïåðåñå÷åíèè è áóäåò ëåæàòü èíòåðâàë.
Ïðèìåð. I=−0−1 0: íàõîäèì ñòðîêè ìàòðèöû Ãðåÿ, â êîäàõ êîòîðûõ

âòîðàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 0 (âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ñòðîêè), è ñòîëáöû, â êîäàõ
êîòîðûõ ÷åòâåðòàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 1, à ïÿòàÿ � 0 (äâà ñðåäíèõ ñòîëáöà),
� íà èõ ïåðåñå÷åíèè ëåæèò çàäàííûé èíòåðâàë.

1
2

3
4

5

• •

• •

•
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Ïîñêîëüêó êîä Ãðåÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè, òî ýëåìåíòû èí-
òåðâàëà ëåæàò ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñåé âíóòðåííèõ êîìïîíåíò (â
ïðèìåðå ýòî ïåðâàÿ è òðåòüÿ êîìïîíåíòû). Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñïîçíàâàòü èí-
òåðâàëû íà ìàòðèöå Ãðåÿ, íå ïåðåõîäÿ ê ÿâíîìó ïåðå÷èñëåíèþ âåêòîðîâ.

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ èíòåðâàëà íà ìàòðèöå Ãðåÿ.
Íà÷àëî : çàäàíà ìàòðèöà Ãðåÿ ñ îòìå÷åííûìè êëåòêàìè, êîòîðûå îáðà-

çóþò ìíîæåñòâî A.
Øàã 1 : åñëè ÷èñëî êëåòîê ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ

äâîéêè, òî åñòü |A| 6= 2c, òî A � íå èíòåðâàë, èäåì íà êîíåö.
Øàã 2 : åñëè ìíîæåñòâî A ëåæèò ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñåé ñèì-

ìåòðèè c êîìïîíåíò (åãî ìîæíî �ðàçðåçàòü� îñÿìè íà ñèììåòðè÷íûå ïî-
ëîâèíû, çàòåì ïîëîâèíû íà ñèììåòðè÷íûå ÷åòâåðòèíû, çàòåì ÷åòâåðòèíû
íà ñèììåòðè÷íûå îñüìóøêè è òàê äàëåå äî òåõ ïîð, ïîêà ìíîæåñòâî A íå
�ðàçðåæåòñÿ� íà îòäåëüíûå êëåòêè), òî A � èíòåðâàë, èäåì íà êîíåö, èíà÷å
A � íå èíòåðâàë.

Êîíåö.

Ïðèìåðû.

1
2

3
4

5

1
2

3
4

5

• • • •

• • • •
• •

• •

Íà ëåâîé ìàòðèöå � èíòåðâàë −0−−1 (8 êëåòîê è îñè ñèììåòðèè òðåõ
êîìïîíåíò), íà ïðàâîé � íå èíòåðâàë (4 êëåòêè è îñü ñèììåòðèè ëèøü îä-
íîé êîìïîíåíòû). •

Î÷åâèäíî, ÷òî èíòåðâàëàìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
� êàæäàÿ îòäåëüíàÿ êëåòêà,
� ëþáàÿ ïàðà ñèììåòðè÷íûõ êëåòîê, â òîì ÷èñëå ðÿäîì ëåæàùèõ,
� ëþáàÿ ñòðîêà è ëþáîé ñòîëáåö,
� ëþáàÿ ïàðà ñèììåòðè÷íûõ ñòðîê èëè ñòîëáöîâ, â òîì ÷èñëå ðÿäîì

ëåæàùèõ,
� ëþáîé �êâàäðàò� ðàçìåðîì 2× 2,
� ëþáàÿ ïîëîâèíà èëè ÷åòâåðòèíà ìàòðèöû,

� ÷åòâåðêà êëåòîê, ëåæàùèõ â óãëàõ ìàòðèöû,
� è íå òîëüêî îíè.
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2.2.3. Ñîñåäíèå èíòåðâàëû

Ðàññìîòðèì äâà èíòåðâàëà áóëåâà ïðîñòðàíñòâà Bn: I1(α1, β1) è I2(α2, β2).

Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàëû I1, I2 íàçûâàþò ñîñåäíèìè (ñîñåäÿìè), åñëè
îíè ñîâïàäàþò ïî íîìåðàì âíåøíèõ êîìïîíåíò, íî ðàçëè÷àþòñÿ ïî çíà÷å-
íèþ îäíîé èç íèõ; åå íàçûâàþò îðòîãîíàëüíîé êîìïîíåíòîé, à èíòåðâàëû
I1, I2 � ñîñåäÿìè ïî äàííîé êîìïîíåíòå.

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì òðè ïàðû èíòåðâàëîâ:
I1 = 0 1−−−,
I2 = 1 1−−−;

I ′1 = 0 1−−−,
I ′2 = 1 0−−−;

I ′′1 = 0 1 −−−,
I ′′2 = 0−−− 1.

Èíòåðâàëû I1 è I2 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè (ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå), I ′1 è I ′2 íå
ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè (ðàçëè÷àþòñÿ ïî äâóì âíåøíèì êîìïîíåíòàì), I ′′1 è I ′′2
òàêæå íå ñîñåäè (ðàçëè÷àþòñÿ ïî íîìåðàì âíåøíèõ êîìïîíåíò). •

Óòâåðæäåíèå î ñîñåäíèõ èíòåðâàëàõ. Äâà ñîñåäíèõ èíòåðâàëà ðàí-
ãà r (ðàçìåðíîñòè s) íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå îáðàçóåò èíòåðâàë
ðàíãà r − 1 (ðàçìåðíîñòè s+ 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîñåäíèå èíòåðâàëû I1 è I2 â ïðîñòðàí-
ñòâå Bn. Îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê èõ îðòîãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà âî
âñåõ âåêòîðàõ îäíîãî èíòåðâàëà ðàâíà 0, à â âåêòîðàõ äðóãîãî ðàâíà 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü èõ îáúåäèíåíèÿ I ðàâíà

|I| = |I1 ∪ I2| = |I1|+ |I2| − |I1 ∩ I2| = 2s + 2s − 0 = 2s+1,

òî åñòü îíà îêàçûâàåòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ äâîéêè ( s+ 1-é). Êîëè÷åñòâî êîì-
ïîíåíò â âåêòîðàõ ìíîæåñòâà I , ïðåòåíäóþùèõ áûòü âíóòðåííèìè, òîæå
ðàâíî s + 1, òàê êàê ê s âíóòðåííèì êîìïîíåíòàì èíòåðâàëîâ I1 è I2 äî-
áàâëÿåòñÿ åùå îäíà, îðòîãîíàëüíàÿ, êîìïîíåíòà. Ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò,
ñîãëàñíî àëãîðèòìó, ÷òî ìíîæåñòâî I îáðàçóåò èíòåðâàë ðàçìåðíîñòè s+ 1
(ðàíãà r − 1, òàê êàê r + s = n ). •

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàöèþ îáúåäèíåíèÿ äâóõ èíòåðâàëîâ I1 è I2, ñîñåä-
íèõ ïî i-é êîìïîíåíòå, íàçîâåì ñêëåèâàíèåì èíòåðâàëîâ ïî i-é êîìïîíåíòå,
à ðåçóëüòàò èõ ñêëåèâàíèÿ I = I1 ∪ I2 � ðàñøèðåíèåì êàæäîãî èç èíòåðâà-
ëîâ I1 è I2 ïî i-é êîìïîíåíòå.

Ïðèìåð. Ñîñåäíèå èíòåðâàëû
I1 = 0−0−1
I2 = 0−1−1

ðàíãà 3 ñêëåèâàþòñÿ, îáðà-

çóÿ èíòåðâàë I= 0−−−1 ðàíãà 2 (îí ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì èíòåðâàëîâ
I1 è I2 ïî òðåòüåé êîìïîíåíòå). •
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Î÷åâèäíî, ÷òî íà ìàòðèöå â êîäå Ãðåÿ ñîñåäíèå ïî i-é êîìïîíåíòå èíòåð-
âàëû ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè ýòîé êîì-
ïîíåíòû.
Ïðèìåð. Íà ìàòðèöå ïîêàçàíû èíòåðâàëû èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà,

êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè òðåòüåé
êîìïîíåíòû.

1
2

3
4

5

• • • •
• • • •

•

2.3. Óïðàæíåíèÿ

Óïð.1. Ïåðå÷èñëèòü áóëåâû âåêòîðû, îáðàçóþùèå ñëåäóþùèå èíòåð-
âàëû: I1(0001, 1001), I2(01010, 11011), I3(0000, 1100), I4(000, 111). Çàäàòü
ýòè èíòåðâàëû íà ìàòðèöå Ãðåÿ è âû÷èñëèòü èõ ðàíãè.

Óïð.2. Ïåðå÷èñëèòü âñå èíòåðâàëû ðàíãà 1 â áóëåâîì ïðîñòðàíñòâå B3,
ïðåäñòàâèâ èõ òðîè÷íûìè âåêòîðàìè.

Óïð.3. Ïåðå÷èñëèòü âñå èíòåðâàëû â ïðîñòðàíñòâå B5, ïåðâàÿ è ÷åòâåð-
òàÿ êîìïîíåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè, à âñå îñòàëüíûå � âíóòðåí-
íèìè. Ïðåäñòàâèòü èíòåðâàëû íà ìàòðèöå Ãðåÿ.

Óïð.4. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà áóëåâûõ âåêòîðîâ èíòåðâà-
ëàìè, è åñëè äà, òî êàêèìè òðîè÷íûìè âåêòîðàìè îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ?

A1 = 00000 A2 = 01100 A3 = 0101 A4 = 0001 A5 = 10011
00001 01101 1011 0101
01000 00100 1101

00101 0001

Óïð.5. Îáðàçóþò ëè èíòåðâàë âåêòîðû, âûäåëåííûå íà ìàòðèöå Ãðåÿ?
Åñëè äà, òî ïðåäñòàâèòü èíòåðâàë òðîè÷íûì âåêòîðîì è íàéòè ãðàíèöû.

1
2

3
4

•

•

•

•
1
2

3
4

•

•
1
2

3
4

5

• • • •
• • • •
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1
2

3
4
•

•

•

•
1
2

3
4

•

1
2

3
4

5

• • • •
• • • •

Óïð.6. Íàéòè íà ìàòðèöå Ãðåÿ âñå èíòåðâàëû, ñîñåäíèå äëÿ I= 1 0−0−.

3. Áóëåâû ïåðåìåííûå, áóëåâû ôóíêöèè, ôèêòèâíûå
ïåðåìåííûå

3.1. Áóëåâû ïåðåìåííûå

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ïåðåìåííàÿ � ýòî ïåðåìåííàÿ ñî çíà÷åíèÿìè èç
áóëåâà ìíîæåñòâà B = {0, 1}.

Îáîçíà÷àþòñÿ áóëåâû ïåðåìåííûå ñèìâîëàìè: a, b, c, . . . , x, y, z, èëè òå-
ìè æå ñèìâîëàìè ñ èíäåêñàìè: x1, x2, . . . , xn.
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé a1, a2, . . . , an áóëåâûõ ïå-

ðåìåííûõ íàçîâåì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (èëè ïðîñòî íàáîðîì) è
áóäåì ïåðå÷èñëÿòü èõ áåç çàïÿòûõ.
Ïðèìåð. Íàáîð a1a2a3a4a5a6 = 010100. •

3.2. Áóëåâû ôóíêöèè

Äàäèì äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) íàçîâåì áóëåâîé, åñëè îíà

ñàìà è åå àðãóìåíòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 è 1.
Îïðåäåëåíèå 2. Áóëåâîé ôóíêöèåé f(x1, x2, . . . , xn) íàçîâåì îäíîçíà÷-

íîå îòîáðàæåíèå áóëåâà ïðîñòðàíñòâà Bn â áóëåâî ìíîæåñòâî B, òî åñòü
f : Bn → B.
Ïðèìåð. Áóëåâà ôóíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, ïðèíèìàþùàÿ íà íàáîðàõ

01 è 11 çíà÷åíèå 0, à íà íàáîðàõ 00 è 10 çíà÷åíèå 1:

B2 B

'

&

$

%
�
�
�
�

00 r
01 r
10 r
11 r

0r
1r

PPPPPPPPq
-
-

��
��
��
��1 f : B2 → B •
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Îïðåäåëåíèå. Áóëåâû ôóíêöèè ðàâíû,

f1(x1, . . . , xn) = f2(x1, . . . , xn),

åñëè íà îäèíàêîâûõ íàáîðàõ îíè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

3.3. Ñïîñîáû çàäàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

1) Çàäàíèå áóëåâîé ôóíêöèè òàáëèöåé èñòèííîñòè. Òàê íàçû-
âàåòñÿ òàáëèöà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ÷àñòåé: â ëåâîé ÷àñòè ïåðå÷èñëÿþòñÿ
âñå íàáîðû çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ (áóëåâû âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Bn) â åñòå-
ñòâåííîì ïîðÿäêå, òî åñòü ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé ÷èñåë, ïðåäñòàâëÿåìûõ
ýòèìè âåêòîðàìè, à â ïðàâîé ÷àñòè � çíà÷åíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè íà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ íàáîðàõ.

x1 x2 . . . xn f(x1, x2, . . . , xn)
0 0 0 . . . 0 f(0, 0, . . . , 0)
1 0 0 . . . 1 f(0, 0, . . . , 1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a a1 a2 . . . an f(a1, a2, . . . , an)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

2n − 1 1 1 . . . 1 f(1, 1, . . . , 1)

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ òðåõ àðãóìåíòîâ, íàçûâàåìóþ
ìàæîðèòàðíîé (èëè ôóíêöèåé ãîëîñîâàíèÿ): îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1
íà òåõ è òîëüêî òåõ íàáîðàõ, â êîòîðûõ åäèíèö áîëüøå, ÷åì íóëåé (major
� áîëüøèé).

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1 •

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü òàáëèöû èñòèííîñòè ïîñòîÿííà äëÿ âñåõ ôóíêöèé
ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì àðãóìåíòîâ, íåñêîëüêî òàêèõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü
çàäàíû îáùåé òàáëèöåé.
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Ïðèìåð. Òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ f1(x1, x2), f2(x1, x2) è f3(x1, x2).

x1 x2 f1(x1, x2) f2(x1, x2) f3(x1, x2)
0 0 0 0 1
0 1 0 1 0
1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 •

Òåîðåìà î ÷èñëå áóëåâûõ ôóíêöèé. ×èñëî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ, ðàâíî 22n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ñòîëá-
öîì çíà÷åíèé. Ñòîëáåö ÿâëÿåòñÿ áóëåâûì âåêòîðîì äëèíû m = 2n, ãäå n �
÷èñëî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè. ×èñëî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû m (à çíà÷èò
è ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ) ðàâíî 2m = 22n. •

2) Çàäàíèå áóëåâîé ôóíêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîæåñòâà-
ìè. Òàê íàçûâàþòñÿ äâà ìíîæåñòâà:
M 1

f , ñîñòîÿùåå èç âñåõ íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå 1, òî åñòü M 1

f = {α ∈ Bn : f(α) = 1};
M 0

f , ñîñòîÿùåå èç âñåõ íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå 0, òî åñòü M 0

f = {α ∈ Bn : f(α) = 0}.
Ïðèìåð (ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ).
M 1

f = {011, 101, 110, 111}, M 0
f = {000, 001, 010, 100}. •

3) Çàäàíèå áóëåâîé ôóíêöèè âåêòîðîì åå çíà÷åíèé.
ϕf = f(0, 0, . . . , 0)f(0, 0, . . . , 1) . . . f(1, 1, . . . , 1).
Ïðèìåð (ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ).
ϕf = 00010111. •

4) Çàäàíèå áóëåâîé ôóíêöèè ìàòðèöåé Ãðåÿ. Áóëåâî ïðîñòðàí-
ñòâî çàäàåòñÿ ìàòðèöåé Ãðåÿ, è íàáîðû (êëåòêè ìàòðèöû), íà êîòîðûõ áó-
ëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, îòìå÷àþòñÿ è íàçûâà-
þòñÿ òî÷êàìè.
Ïðèìåð (ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ).

• • •
•

•
1

2
3
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5) Èíòåðâàëüíûé ñïîñîá çàäàíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè. Áóëåâó ôóíê-
öèþ f(x1, . . . , xn) ìîæíî çàäàòü ìíîæåñòâîì èíòåðâàëîâ If = {I1, I2, . . . , Ik},
îáúåäèíåíèå êîòîðûõ îáðàçóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî M 1

f , òî åñòü
I1∪ I2∪ . . .∪ Ik = M 1

f . Ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ If íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì
äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).
Ïðèìåð.Ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà äîñòàòî÷íûì ìíî-

æåñòâîì If = {I1, I2, I3} èíòåðâàëîâ:

• • •
•

1

2
3

�
�	�
�	
�
�
�
�

?

I1

?

I2

?

I3

I1 = 1 0 1
I2 =−1 1
I3 = 1 1 0 •

Çäåñü èíòåðâàëû ïðåäñòàâëåíû òðîè÷íûìè âåêòîðàìè è èçîáðàæåíû íà
ìàòðèöå Ãðåÿ.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ, èíòåðâàëüíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèé ìíî-
ãîâàðèàíòåí (îäíó è òó æå áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàçíûìè
ìíîæåñòâàìè èíòåðâàëîâ).
Ïðèìåð. Çàäàäèì ìàæîðèòàðíóþ ôóíêöèþ äðóãèì äîñòàòî÷íûì ìíî-

æåñòâîì I ′f = {I1, I2, I3, I4} èíòåðâàëîâ:

• • •
•

1

2
3�
�	�
�	
�
�
�
��� ��

?

I2

?

I3

?

I4

- I1

I1 = 0 1 1
I2 = 1 −1
I3 =− 1 1
I4 = 1 1 0 •

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ èçáûòî÷íî: ïåðâûé èíòåðâàë
(011) ìîæíî óäàëèòü.
Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàë íàçîâåì äîïóñòèìûì äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè ,

åñëè íà âñåõ åãî íàáîðàõ ôóíêöèÿ ðàâíà 1.
Ïðèìåðû. I1 =−1 1 � äîïóñòèìûé èíòåðâàë äëÿ ìàæîðèòàðíîé ôóíê-

öèè, I2 = 1 0− � íå äîïóñòèìûé.

• • •
•

1

2
3�
�
�
��� ��

I2

I1
-

?

•

Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàë I íàçîâåì ìàêñèìàëüíûì äëÿ áóëåâîé ôóíê-
öèè f(x1, . . . , xn), åñëè îí ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ýòîé ôóíêöèè, è íå
ñóùåñòâóåò äðóãîãî äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà I ′, òàêîãî ÷òî I ⊂ I ′.
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Ïðèìåð. I1 =−1 1 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ìàæîðè-
òàðíîé ôóíêöèè, à äîïóñòèìûé èíòåðâàë I2 = 111 íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëü-
íûì, òàê êàê I2 ⊂ I1.

• • •
•

1

2
3

�
�	
�
�
�
� - I1

?

I2

Ïðèìåð. Çàäàäèì ìàæîðèòàðíóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâîì I ′′f = {I1, I2, I3}
âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ.

• • •
•

1

2
3�
�
�
��� ���� ��

?

I3

- I2

- I1

I1 =− 1 1
I2 = 1 1 −
I3 = 1 − 1 •

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êó áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàçîâåì ÿäåðíîé,
åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ðîâíî îäíîìó ìàêñèìàëüíîìó äëÿ ýòîé ôóíêöèè èí-
òåðâàëó. Ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ ÿäåðíûì, åñëè îí ñîäåðæèò
ÿäåðíóþ òî÷êó.
Ïðèìåð. Äëÿ ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèè ÿäåðíûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ 011

(ïðèíàäëåæèò òîëüêî èíòåðâàëó −1 1), 101 (ïðèíàäëåæèò òîëüêî èíòåðâà-
ëó 1−1) è 110 (ïðèíàäëåæèò òîëüêî èíòåðâàëó 1 1−). Âñå ìàêñèìàëüíûå
èíòåðâàëû ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ÿäåðíûìè. •

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ÿäåðíûå èíòåðâàëû âõîäÿò â ëþáîå äîñòàòî÷íîå ìíî-
æåñòâî ôóíêöèè, ñîñòîÿùåå èç ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ.

6) Çàäàíèå áóëåâîé ôóíêöèè ôîðìóëàìè áóäåò ðàññìîòðåíî íåñêîëü-
êî ïîçæå.

3.4. Ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xi, . . . , xn) ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) 6= f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn).

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåìåííàÿ xi ñóùåñòâåííàÿ, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå åå íàçûâàþò ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, x3) è èññëåäóåì åå ïå-
ðåìåííûå x1 è x3.

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3) x2 x3 f(0, x2, x3) 6= f(1, x2, x3)
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1 x1 x2 f(x1, x2, 0) = f(x1, x2, 1)
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1 1

1 0 1 1
1 1 0 0

Èç òàáëèö èñòèííîñòè âèäíî, ÷òî ïåðåìåííàÿ x1 ôóíêöèè f(x1, x2, x3)
ñóùåñòâåííàÿ, òàê êàê f(0, x2, x3) 6= f(1, x2, x3). Ïåðåìåííàÿ x3 ôèêòèâíàÿ,
òàê êàê f(x1, x2, 0) = f(x1, x2, 1). •

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âûÿâëåíèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî íå ñòðî-
èòü â ÿâíîì âèäå òàáëèö èñòèííîñòè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé íåðàâåíñòâà, à
ñðàâíèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè âåêòîðà-ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè.

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé ïî òàáëèöå
èñòèííîñòè.

� Äëÿ ïåðåìåííîé x1 ñðàâíèâàþòñÿ ïîëîâèíû ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíê-
öèè: âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ, òàê êàê èìåííî â âåðõíåé ïîëîâèíå x1 = 0, à â
íèæíåé x1 = 1, åñëè îíè ñîâïàäàþò, òî ïåðåìåííàÿ x1 ôèêòèâíà;

� äëÿ ïåðåìåííîé x2 ñðàâíèâàþòñÿ ÷åòâåðòèíû ñòîëáöà â êàæäîé ïîëî-
âèíå, òàê êàê èìåííî â âåðõíèõ ÷åòâåðòèíàõ x2 = 0, à â íèæíèõ x2 = 1, åñëè
÷åòâåðòèíû â êàæäîé ïîëîâèíå ñîâïàäàþò, òî ïåðåìåííàÿ x2 ôèêòèâíà;

� è òàê äàëåå (çà ÷åòâåðòèíàìè ñëåäóþò 1/8, 1/16, . . . ).

Ïðèìåð. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïåðåìåííàÿ x1

ñóùåñòâåííà, òàê êàê âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè ( 0011)
íå ðàâíà íèæíåé ïîëîâèíå (1100). Ïåðåìåííàÿ x2 ñóùåñòâåííà, òàê êàê
÷åòâåðòèíû óæå â ïåðâîé ïîëîâèíå ðàçëè÷àþòñÿ ( 00 è 11). Ïåðåìåííàÿ x3

ôèêòèâíà, òàê êàê îñüìóøêè âî âñåõ ÷åòâåðòèíàõ ðàâíû (0 è 0, 1 è 1, 1 è
1, 0 è 0). •

Âûÿâëåíèå ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî óñêîðèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäó-
þùåå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.



19

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Åñ-
ëè âåñ âåêòîðà-ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè íå÷åòåí, òî ôóíêöèÿ íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Àëãîðèòì óäàëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé xi ñîñòîèò â âû÷åð-
êèâàíèè èç òàáëèöû èñòèííîñòè âñåõ ñòðîê, â êîòîðûõ xi = 0 (èëè âñåõ
ñòðîê, â êîòîðûõ xi = 1), è ñòîëáöà xi.

Ïðèìåð (ôóíêöèÿ òà æå). Ïðèìåíèâ àëãîðèòì äëÿ óäàëåíèÿ ôèêòèâ-
íîé ïåðåìåíîé x3 (òàáëèöà ñëåâà), ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò (òàáëèöà ñïðàâà).

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3) x1 x2 f(x1, x2)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 1 0 •
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

Åñëè ïåðåìåííàÿ xi ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ôèêòèâíà, òî íà íàáîðàõ, ñî-
ñåäíèõ ïî i êîìïîíåíòå, ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Îòñþäà
ñëåäóåò ñïîñîá âûÿâëåíèÿ è óäàëåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè, çà-
äàííîé ìàòðèöåé Ãðåÿ.

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé ïî ìàòðèöå
Ãðåÿ (îñíîâàí íà ñâîéñòâå ñèììåòðèè êîäà Ãðåÿ).

Ïåðåìåííàÿ ôèêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè íà ìàòðèöå
ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñåé ýòîé ïåðåìåííîé. Óïðîùåí-
íàÿ ìàòðèöà � ýòî îäíà èç åå ñèììåòðè÷íûõ ïîëîâèí.

Ïðèìåð (ôóíêöèÿ òà æå è ïðåäñòàâëåíà íà ëåâîé ìàòðèöå). Ïåðåìåííàÿ
x3 ôóíêöèè ôèêòèâíà. Ñïðàâà ïîêàçàí ðåçóëüòàò åå óäàëåíèÿ.

1

2
3

• •
• •

1

2

•
•

•



20

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâû ôóíêöèè íàçîâåì ðàâíûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ôèê-
òèâíûõ ïåðåìåííûõ, åñëè ðàâíû (â ñìûñëå, îïðåäåëåííîì ðàíåå) ôóíêöèè,
ïîëó÷åííûå èç èñõîäíûõ óäàëåíèåì ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ (è èìåííî ýòî
ðàñøèðåííîå òîëêîâàíèå ðàâåíñòâà ôóíêöèé ìû áóäåì èìåòü â âèäó âî
âñåõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ).
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè f1(x1, x2) è f2(x1, x2). Óäàëèâ ôèêòèâ-

íóþ ïåðåìåííóþ x1 ôóíêöèè f1(x1, x2) è ôèêòèâíóþ ïåðåìåííóþ x2 ôóíê-
öèè f2(x1, x2), ïîëó÷èì ðàâíûå ôóíêöèè f1(x2) = f2(x1) = f(x). Çíà÷èò,
èñõîäíûå ôóíêöèè ðàâíû ñ òî÷íîñòüþ äî ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

x1 x2 f1(x1, x2) f2(x1, x2) x2 f1(x2) x1 f2(x1)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1 •
1 0 0 1
1 1 1 1

3.5. Ýëåìåíòàðíûå áóëåâû ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì âñå áóëåâû ôóíêöèè äâóõ è ìåíåå àðãóìåíòîâ.
Ïðè n = 0 èìååì äâå ôóíêöèè: êîíñòàíòó 0 è êîíñòàíòó 1.
Ïðè n = 1 èìååì ÷åòûðå ôóíêöèè:

x f0 f1 f2 f3

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Ôóíêöèè f0(x) è f3(x) çàâèñÿò îò x íåñóùåñòâåííî, ïîýòîìó ðàâíû äâóì
ðàññìîòðåííûì ðàíåå ôóíêöèÿì. Ââåäåì íàçâàíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îñòàëü-
íûõ äâóõ ôóíêöèé:

f1(x) = x � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ (÷èòàåòñÿ �x�),
f2(x) = x � ôóíêöèÿ îòðèöàíèÿ (èíâåðñèÿ, ÍÅ ) (÷èòàåòñÿ �íå x�).
Ïðè n = 2 èìååì 16 ôóíêöèé:

x1 x2 f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

∧ ↪→ ←↩ ⊕ ∨ ↓ ∼ ← → /
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Ôóíêöèè f0, f3, f5, f10, f12, f15 ñîäåðæàò ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå è ïî-
ýòîìó óæå ðàññìîòðåíû ðàíåå. Îáîçíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé óêàçàíû
â íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû, à íàçâàíèÿ èõ òàêîâû:

f1(x1, x2) = x1 ∧ x2 � êîíúþíêöèÿ (ëîãè÷åñêîå óìíîæåíèå, È )
(÷èòàåòñÿ �x1 è x2�),

f7(x1, x2) = x1 ∨ x2 � äèçúþíêöèÿ (ëîãè÷åñêîå ñëîæåíèå, ÈËÈ )
(÷èòàåòñÿ �x1 èëè x2�),

f6(x1, x2) = x1 ⊕ x2 � äèçúþíêöèÿ ñ èñêëþ÷åíèåì (ñëîæåíèå ïî
ìîäóëþ 2 ) (÷èòàåòñÿ �x1 ïëþñ x2�),

f9(x1, x2) = x1 ∼ x2 � ýêâèâàëåíòíîñòü
(÷èòàåòñÿ �x1 ýêâèâàëåíòíî x2�),

f8(x1, x2) = x1 ↓ x2 � ñòðåëêà Ïèðñà (ÍÅ-ÈËÈ )
(÷èòàåòñÿ �x1 ñòðåëêà x2�),

f14(x1, x2) = x1/x2 � øòðèõ Øåôôåðà (ÍÅ-È )
(÷èòàåòñÿ �x1 øòðèõ x2�),

f13(x1, x2) = x1 → x2 � èìïëèêàöèÿ (ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå )
(÷èòàåòñÿ �x1 èìïëèöèðóåò x2�),

f2(x1, x2) = x1 ↪→ x2 � íå èìïëèêàöèÿ
(÷èòàåòñÿ �x1 íå èìïëèöèðóåò x2�),

f11(x1, x2) = x1 ← x2 � îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ
(÷èòàåòñÿ �x1 îáðàòíî èìïëèöèðóåò x2�),

f4(x1, x2) = x1 ←↩ x2 � íå îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ
(÷èòàåòñÿ �x1 íå îáðàòíî èìïëèöèðóåò x2�).

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâû ôóíêöèè äâóõ è ìåíåå àðãóìåíòîâ íàçîâåì ýëå-
ìåíòàðíûìè áóëåâûìè ôóíêöèÿìè .

Ïàðû èíâåðñíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

0 1, ∨ ↓, ∧ /, ⊕ ∼, ←←↩, → ↪→,

êðîìå òîãî, ïàðó ñîñòàâëÿþò òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è èíâåðñèÿ.

3.6. Óïðàæíåíèÿ

Óïð.1. Çàäàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíî-
æåñòâ, âåêòîðîâ, ìàòðèö Ãðåÿ è èíòåðâàëîâ ñëåäóþùèå áóëåâû ôóíêöèè:
f1 : B3 → B, ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå íà òåõ è òîëüêî òåõ íàáîðàõ, âåñ

êîòîðûõ áîëüøå åäèíèöû;
f2 : B4 → B, ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå íà òåõ è òîëüêî òåõ íàáîðàõ,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ÷èñëà áîëüøèå èëè ðàâíûå 7;
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f3 : B3 → B, ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ íà âñåõ íàáîðàõ ñ íå÷åòíûì âåñîì, è
òîëüêî íà íèõ.

Óïð.2. Îïðåäåëèòü ÿäåðíûå òî÷êè è èíòåðâàëû áóëåâûõ ôóíêöèé.

1
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3

• •
• • •

1
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•• •
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Óïð.3. Ïðèâåñòè ïðèìåðû òàáëèö èñòèííîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé:

f1 : B3 → B, ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàáîðàõ;

f2 : B3 → B : f(α) ≤ f(β) åñëè α � β.

Óïð.4. Ñîðåâíîâàíèÿ îáñëóæèâàþò òðè ñóäüè, îäèí èç íèõ ãëàâíûé.
Âåñ ñ÷èòàåòñÿ ïîäíÿòûì, åñëè �çà� ïðîãîëîñîâàëî áîëüøèíñòâî ñóäåé, â
òîì ÷èñëå è ãëàâíûé. Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè,
îïèñûâàþùåé òàêîå ãîëîñîâàíèå.

Óïð.5. Âäîëü äëèííîãî êîðèäîðà ðàçìåùåíû ëàìïû. Âêëþ÷åíèå è âû-
êëþ÷åíèå ñâåòà óïðàâëÿåòñÿ òðåìÿ âûêëþ÷àòåëÿìè, äâà èç êîòîðûõ ðàñ-
ïîëîæåíû â êîíöàõ êîðèäîðà, à òðåòèé � ïîñåðåäèíå. Ïðè íàæàòèè ëþáîãî
âûêëþ÷àòåëÿ âñå ëàìïû âêëþ÷àþòñÿ, åñëè áûëè âûêëþ÷åíû, è âûêëþ÷à-
þòñÿ, åñëè áûëè âêëþ÷åíû. Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè áóëåâîé ôóíê-
öèè, îïèñûâàþùåé óïðàâëåíèå îñâåùåíèåì êîðèäîðà.

Óïð.6. Íàéòè è óäàëèòü ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå áóëåâûõ ôóíêöèé.
x y z f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8

0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 0
0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0

Óïð.7. Íàéòè è óäàëèòü ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå áóëåâûõ ôóíêöèé.

1
2

3
4

••
••

• •
• •

1
2

3
4

•
•

•
•
•
•

•
•

1
2

3
4

5

• • • •
• • • •• •

• • • •



23

1
2

3
4
•

•

•

•

•
•

•
•

1
2

3
4

• • • •

• • • •
1
2

3
4

5

• •
•
•

• •
•
•

• • •
•

• • •
•

Óïð.8. Ïðåäñòàâèòü âñå ýëåìåíòàðíûå áóëåâû ôóíêöèè ìàòðèöàìè Ãðåÿ
è ðàçáèòü èõ íà ïàðû èíâåðñíûõ ôóíêöèé.

4. Ôîðìóëû è ðàâíîñèëüíîñòè

4.1. Ôîðìóëà êàê ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå (èíäóêòèâíîå). Ïóñòü äàíû Ô � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ
ôóíêöèé è X � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ.

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè fi � ñèìâîë n-ìåñòíîé ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà Ô,
à x1, x2, . . . , xn � ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà X , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-
âîëîâ fi(x1, x2, . . . , xn) � ôîðìóëà íàä Ô è X.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Åñëè fj � ñèìâîë m-ìåñòíîé ôóíêöèè èç Ô, à
A1, A2, . . . , Am � ïåðåìåííûå èç X èëè ôîðìóëû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñèìâîëîâ fj(A1, A2, . . . , Am) � ôîðìóëà íàä Ô è X, à A1, A2, . . . , Am � åå
ïîäôîðìóëû.

Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ôðàçà . Äðóãèõ ôîðìóë íåò.
Åñëè ìíîæåñòâî Ô = {0, 1, ,− ,∨,∧,⊕,∼,→,←, ↪→,←↩, ↓, /}, à ìíîæå-

ñòâî X = {a, b, . . . , z, x1, x2, . . . , xn}, òî ôîðìóëó íàä äàííûìè ìíîæåñòâà-
ìè Ô è X äîãîâîðèìñÿ íàçûâàòü ïðîñòî ôîðìóëîé (îáðàòèì âíèìàíèå íà
�ïóñòîé� ñèìâîë, ñòîÿùèé â ìíîæåñòâå Ô ïîñëå 1 � ýòî ñèìâîë òîæäåñòâåí-
íîé ôóíêöèè).
Ïðèìåðû. ∧(c, a), ↓ (b, c), −(x), ∨(⊕(x, y),− (z)). •
Ýòè ôîðìóëû íàïèñàíû ïî âñåì ïðàâèëàì, îãîâîðåííûì â îïðåäåëåíèè,

íî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðèâû÷íûé è óæå ââåäåííûé íàìè ñïîñîá
çàïèñè ôîðìóë äëÿ ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé: c ∧ a, b ↓ c, x è ò.ä.

×òîáû óêàçàòü ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè ïîäôîðìóë A1, A2, . . . , Am â ôîð-
ìóëó, òî åñòü ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôîðìóëû, áóäåì áðàòü âñå
ïîäôîðìóëû, êðîìå èíâåðñèè, â ñêîáêè. Äîãîâîðèìñÿ îáîçíà÷àòü ôîðìó-
ëû áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè.
Ïðèìåð. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ïðèìåò âèä

F = (x⊕ y) ∨ z. •
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Ðàçðåøèì îïóñêàòü ñêîáêè âîêðóã êîíúþíêöèè è òå ñêîáêè, êîòîðûå áû
óêàçûâàëè, ÷òî ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ ñëåâà íà-
ïðàâî. Êðîìå òîãî, ðàçðåøèì îïóñêàòü çíàê êîíúþíêöèè. Âñå ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïî ôîðìóëå êîíúþíêöèÿ èìååò ïðèîðèòåò, à îñòàëüíûå
ôóíêöèè âû÷èñëÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî, íî ñ ó÷åòîì ñêîáîê.
Ïðèìåð. Ôîðìóëà F = (x⊕ (y ∧ z)) ∨ (x→ z) ïðèìåò âèä

F = x⊕ yz ∨ (x→ z). •
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà F çàäàåò áóëåâó ôóíê-

öèþ f(x1, . . . , xn), à ôóíêöèÿ ðåàëèçóåò ôîðìóëó, è â ýòîì ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå Ff .
Ïðèìåð. Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè ôóíêöèè f , ðåàëèçóþùåé ïðå-

äûäóùóþ ôîðìóëó Ff = x⊕ yz ∨ (x→ z). Ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ïîäôîðìóë îáîçíà÷åí öèôðàìè âíèçó òàáëèöû. Ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè
âûïèñàí ñïðàâà â ðàìêå.

x y z x ⊕ yz ∨ (x → z) f(x, y, z)
0 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 0 0 0 •

2 1 5 4 3

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëó íàçîâåì òîæäåñòâåííî èñòèííîé (îáîçíà÷à-
åòñÿ F ≡ 1), åñëè íà âñåõ íàáîðàõ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, è òîæäå-
ñòâåííî ëîæíîé (îáîçíà÷àåòñÿ F ≡ 0), åñëè íà âñåõ íàáîðàõ îíà ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèå 0.
Ïðèìåð. Èññëåäóåì ôîðìóëó F = x ∨ xy ∨ y, ïîñòðîèâ ïî íåé òàáëèöó

èñòèííîñòè (çäåñü ìû äåìîíñòðèðóåì äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû
èñòèííîñòè � ïîñòðî÷íûé).

x y x ∨ xy ∨ y
0 0 0 ∨ 00 ∨ 0 = 0 ∨ 0 ∨ 1 = 1
0 1 0 ∨ 01 ∨ 1 = 0 ∨ 1 ∨ 0 = 1
1 0 1 ∨ 10 ∨ 0 = 1 ∨ 0 ∨ 1 = 1
1 1 1 ∨ 11 ∨ 1 = 1 ∨ 0 ∨ 0 = 1

Ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé. •
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4.2. Ðàâíîñèëüíîñòü ôîðìóë

Îïðåäåëåíèå. Äâå ôîðìóëû F ′ è F ′′ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè
îíè çàäàþò ðàâíûå ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò F ′ = F ′′.

Äîêàçûâàòü ðàâíîñèëüíîñòè ìîæíî ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè èëè
ðàññóæäåíèé, îïèðàþùèõñÿ íà ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Ïðèìåð. Äîêàæåì ðàâíîñèëüíîñòü x ∨ y = x y, ïîñòðîèâ òàáëèöû èñ-

òèííîñòè äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ôîðìóë.

x y x ∨ y x y

0 0 1 1
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0 •
Ïðèìåð. (x → y) ∨ 1 = 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ðàâíîñèëüíîñòè

ìîæíî íå ñòðîèòü òàáëèö èñòèííîñòè, à âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ðàñ-
ñóæäåíèÿìè: òàê êàê îäèí èç àðãóìåíòîâ äèçúþíêöèè ðàâåí 1, òî ëåâàÿ
÷àñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà 1 è ïîýòîìó ðàâíà ïðàâîé. •

Êðîìå ïðåäëîæåííûõ, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû äîêàçàòåëüñòâà ðàâ-
íîñèëüíîñòåé, íàïðèìåð, ïðèâåäåíèåì ôîðìóë ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ýòîò
ñïîñîá áóäåò ðàññìîòðåí ïîçæå.

4.3. Îñíîâíûå ðàâíîñèëüíîñòè

Ê îñíîâíûì îòíîñÿò ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíîñòè, êîòîðûå ðåêîìåíäóåò-
ñÿ çàïîìíèòü è ïðèìåíÿòü ïðè óïðîùåíèè ôîðìóë.

Ñâîéñòâà 0 è 1: x0 = 0, x1 = x,
x ∨ 0 = x, x ∨ 1 = 1,
x⊕ 0 = x, x⊕ 1 = x.

Çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ : x = x.
Çàêîí ïðîòèâîðå÷èÿ : x x = 0.
Çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî : x ∨ x = 1.

Çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè : xx = x,
x ∨ x = x.

Çàêîíû äå Ìîðãàíà : xy = x ∨ y,
x ∨ y = x y.

Çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè : x ∨ y = y ∨ x,
x⊕ y = y ⊕ x,
xy = yx.
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Çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè : x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z = x ∨ y ∨ z,
x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z = x⊕ y ⊕ z,
x(yz) = (xy)z = xyz.

Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè : x(y ∨ z) = xy ∨ xz,
x ∨ yz = (x ∨ y)(x ∨ z),
x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz.

Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ : x ∨ xy = x,
x(x ∨ y) = x.

Çàêîíû ñêëåèâàíèÿ : xy ∨ xy = y,
(x ∨ y)(x ∨ y) = y.

Çàêîí îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ : xy ∨ xz = xy ∨ xz ∨ yz.

4.4. Ñâîéñòâà 0 è 1

Ñâîéñòâà 0 è 1 äëÿ äèçúþíêöèè, êîíúþíêöèè è ñóììû ïî ìîäóëþ 2
ïðèâåäåíû â ñïèñêå îñíîâíûõ ðàâíîñèëüíîñòåé. Äëÿ îñòàëüíûõ ôóíêöèé
àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïîëó÷àòü ñàìîñòîÿòåëüíî
ïîñòðîåíèåì òàáëèö èñòèííîñòè.
Ïðèìåð. Ñâîéñòâà 0 è 1 äëÿ èìïëèêàöèè.

x x→ 0 x→ 1 0→ x 1→ x

0 1 1 1 0
1 0 1 1 1

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâíîñèëüíîñòè:
x→ 0 = x, x→ 1 = 1, 0→ x = 1, 1→ x = x. •

4.5. Óïðàæíåíèÿ

Óïð.1. Ïîñòðîèòü òàáëèöû èñòèííîñòè ôóíêöèé, çàäàííûõ ôîðìóëàìè:
F1 = xy → (y ∨ z),
F2 = x→ y ∨ (x→ z),
F3 = y ⊕ (x ∨ z) (y ∼ z),
F4 = x (x ↓ y) ∨ (y ↓ z).
Óïð.2. Ïðîâåðèòü ðàâíîñèëüíîñòè:
1) x ∨ (y ∼ z) = (x ∨ y) ∼ (x ∨ z),
2) x→ (y ∼ z) = (x→ y) ∼ (x→ z),
3) x(y ∼ z) = xy ∼ xz,
4) x→ (y ∨ z) = (x→ y) ∨ (x→ z),
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5) x⊕ (y → z) = (x⊕ y)→ (x⊕ z),
6) x→ (y → z) = (x→ y)→ (x→ z).
Óïð.3. Äîêàçàòü îñíîâíûå ðàâíîñèëüíîñòè, ïîëüçóÿñü ðàçëè÷íûìè ñïî-

ñîáàìè.
Óïð.4. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ôîðìóëû òîæäåñòâåííî èñòèííûìè ëè-

áî òîæäåñòâåííî ëîæíûìè:
F1 = x→ yz ∨ y ∨ z,
F2 = (x⊕ z) (xy ∼ z)→ y ;
F3 = (x⊕ y ↓ (y ⊕ z)) yz,
F4 = x ↓ y ↓ (y ↓ z)→ xz.

5. Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è äâîéñòâåííàÿ ôîðìóëà

5.1. Äâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ f ∗(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåí-
íîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), åñëè îíà ïîëó÷åíà èç f(x1, . . . , xn) èí-
âåðñèåé âñåõ àðãóìåíòîâ è ñàìîé ôóíêöèè, òî åñòü

f ∗(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ, äâîéñòâåííóþ ñòðåëêå Ïèðñà.

x y x ↓ y x ↓ y
0 0 1 0 ↓ 0 = 1

0 1 0 0 ↓ 1 = 1

1 0 0 1 ↓ 0 = 1

1 1 0 1 ↓ 1 = 0 •

Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) çàäàíà ôîðìóëîé Ff . ×òîáû ïî-
ëó÷èòü ôîðìóëó F ′f∗ äëÿ ôóíêöèè f ∗(x1, . . . , xn), äâîéñòâåííîé ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn), íåîáõîäèìî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïðîèíâåðòèðîâàòü âñå ïå-
ðåìåííûå, ïîëüçóÿñü ïðè ýòîì çàêîíîì äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, è ñàìó ôóíê-
öèþ. Ïðè ýòîì ôîðìóëó F ′f∗ ìîæíî óïðîñòèòü (óáðàòü äëèííóþ èíâåðñèþ
íàä ôîðìóëîé), çàìåíèâ ñèìâîë ôóíêöèè, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëåäíåé,
íà ñèìâîë èíâåðñíîé åé ôóíêöèè.
Ïðèìåð. Ïóñòü Ff = x ↓ (y ⊕ (x ∨ yz)) → (y ∼ x). Ïîñëåäíåé äîëæíà

âû÷èñëÿòüñè èìïëèêàöèÿ, èíâåðñíàÿ åé ôóíêöèÿ ýòî îáðàòíàÿ èìïëèêà-
öèÿ, ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè ïðèìåò âèä:

F ′f∗ = x ↓ (y ⊕ (x ∨ y z))→ (y ∼ x) = x ↓ (y ⊕ (x ∨ y z)) ↪→ (y ∼ x). •



28

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû èñòèííîñòè äâîéñòâåííîé ôóíê-
öèè (îñíîâàí íà îïðåäåëåíèè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè).

Èíâåðñèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ïðåâðàùàåò íàáîðû â èõ àíòèïîäû. Ïîñêîëü-
êó â òàáëèöå èñòèííîñòè àíòèïîä ïåðâîãî íàáîðà ðàñïîëîæåí ïîñëåäíèì,
àíòèïîä âòîðîãî íàáîðà � ïðåäïîñëåäíèì è òàê äàëåå, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íóæíî ïåðåâåðíóòü âåêòîð-ñòîëáåö çíà÷åíèé èñõîä-
íîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), à äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) åùå è
èíâåðòèðîâàòü êîìïîíåíòû ñòîëáöà.

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ, äâîéñòâåííóþ ñòðåëêå Ïèðñà.

x y x ↓ y x ↓ y x ↓ y
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 •
Ïàðû äâîéñòâåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé:

0 1, ∨ ∧, ↓ /, ⊕ ∼, ← ↪→, →←↩ .

Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ è èíâåðñèÿ äâîéñòâåííû êàæäàÿ ñàìîé ñåáå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì ïîñòðîåíèÿ òà-

áëèöû èñòèííîñòè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè (èìåííî òàê ïðåäûäóùèé ïðè-
ìåð äåìîíñòðèðóåò, ÷òî øòðèõ Øåôôåðà äâîéñòâåíåí ñòðåëêå Ïèðñà), èëè
ïðèìåíèòü ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî äèçúþíêöèÿ äâîéñòâåííà êîíúþíêöèè (ïðèìå-

íèâ çàêîíû äå Ìîðãàíà è äâîéíîãî îòðèöàíèÿ):

(x ∨ y)∗ = (x ∨ y) = x y = x y. •

5.2. Äâîéñòâåííàÿ ôîðìóëà

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìóëà F ∗ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ôîðìóëå F , åñëè
îíà ïîëó÷åíà èç F çàìåíîé ñèìâîëîâ ôóíêöèé íà ñèìâîëû äâîéñòâåííûõ
èì ôóíêöèé.

Ïðèìåð. F = x ↓ (y ⊕ (x ∨ yz))→ (y ∼ x),
F ∗ = x/(y ∼ x(y ∨ z))←↩ (y ⊕ x). •

Òåîðåìà (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ). Åñëè ôîðìóëà F çàäàåò áóëåâó
ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), òî äâîéñòâåííàÿ åé ôîðìóëà F ∗ çàäàåò äâîéñòâåí-
íóþ ôóíêöèþ f ∗(x1, . . . , xn).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôîðìóëà F çàäàåò áóëåâó ôóíê-
öèþ f(x1, . . . , xn). Ïî îïðåäåëåíèþ ôîðìóëû F èìååì:

F = f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ åé ôîðìóëó:

F ∗ = f ∗0 (f ∗1 (x1, . . . , xn), . . . , f
∗
m(x1, . . . , xn)) =

[ ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè äëÿ f ∗i (x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m ]

= f ∗0 (f 1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) =

[ ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè äëÿ f ∗0 (y1, . . . , ym) ]

= f 0(f 1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) =

[ ïî çàêîíó äâîéíîãî îòðèöàíèÿ ]

= f 0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) = f(x1, . . . , xn) =

[ ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè äëÿ f(x1, . . . , xn) ]

= f ∗(x1, . . . , xn). •

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F = x ∨ y, çàäàþùóþ áóëåâó ôóíêöèþ
ÍÅ-ÈËÈ, òî åñòü ñòðåëêó Ïèðñà. Äâîéñòâåííàÿ åé ôîðìóëà F ∗ = xy äîëæ-
íà çàäàâàòü ôóíêöèþ, äâîéñòâåííóþ ñòðåëêå Ïèðñà � ýòî øòðèõØåôôåðà:
â ñàìîì äåëå F ∗ = xy � ýòî ôóíêöèÿ ÍÅ-È, òî åñòü øòðèõ Øåôôåðà. •

Ñëåäñòâèå èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè. Åñëè ôîðìóëû F1 è F2

ðàâíîñèëüíû, òî äâîéñòâåííûå èì ôîðìóëû F ∗1 è F ∗2 òàêæå ðàâíîñèëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû F1 è F2 çàäàþò îäíó è òó æå
áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó äâîéñòâåííî-
ñòè, äâîéñòâåííûå èì ôîðìóëû F ∗1 è F ∗2 çàäàþò äâîéñòâåííóþ f(x1, . . . , xn)
ôóíêöèþ f ∗(x1, . . . , xn). •

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íå äîêàçûâàòü íåêîòîðûå ðàâíîñèëüíîñòè (â òîì
÷èñëå è îñíîâíûå), à âûâîäèòü èõ, ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì èç ïðèíöèïà äâîé-
ñòâåííîñòè.
Ïðèìåðû. Èñõîäÿ èç çàêîíà ñêëåèâàíèÿ êîíúþíêöèé x y ∨ x y = y

è èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå, ïîëó÷èì (x ∨ y)(x ∨ y) = y � çàêîí ñêëåèâàíèÿ
äèçúþíêöèé. Èñõîäÿ èç îäíîãî çàêîíà äå Ìîðãàíà x ∨ y = x y è èñïîëüçóÿ
ñëåäñòâèå, ïîëó÷èì äðóãîé çàêîí äå Ìîðãàíà x y = x ∨ y. •
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5.3. Ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè

Èç ìàòåðèàëà, èçëîæåííîãî â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïîäðàçäåëàõ, ñëåäóåò,
÷òî åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) çàäàíà ôîðìóëîé Ff , òî äâîéñòâåí-
íàÿ åé ôóíêöèÿ f ∗(x1, . . . , xn) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç Ff ñëåäóþùèìè
òðåìÿ ñïîñîáàìè:

� ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè � èíâåðñèåé â ôîðìóëå Ff âñåõ
àðãóìåíòîâ è ñàìîé ôóíêöèè;

� ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîé ôîðìóëû è ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè
� çàìåíîé â ôîðìóëå Ff ñèìâîëîâ ôóíêöèé íà ñèìâîëû äâîéñòâåííûõ èì
ôóíêöèé;

� ïîñòðîåíèåì òàáëèöû èñòèííîñòè èñõîäíîé ôóíêöèè ïî çàäàííîé ôîð-
ìóëå Ff , à çàòåì ïåðåõîäîì ê òàáëèöå èñòèííîñòè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè
(ïåðåâîðîòîì è èíâåðñèåé ñòîëáöà çíà÷åíèé èñõîäíîé ôóíêöèè).

5.4. Óïðàæíåíèÿ

Óïð.1. Ïîñòðîèòü ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé, äâîéñòâåííûõ äàííûì, ïîëü-
çóÿñü äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè: îïðåäåëåíèåì äâîéñòâåííîé ôóíêöèè è
ïðèíöèïîì äâîéñòâåííîñòè. Ñðàâíèòü òàáëèöû èñòèííîñòè, ïîñòðîåííûå
ïî ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì.

F1 = x y ∨ y z ∨ x t ∨ z t,
F2 = x⊕ 1 ∨ y(z t ∨ 0) ∨ x y z,
F3 = (x→ y)⊕ ((x ↓ y)/(x ∼ y z)),
F4 = (x ∨ y ∨ (yz ⊕ 1))→ 1.

Óïð.2. Ïîñòðîèòü òàáëèöû èñòèííîñòè ïî ôîðìóëàì èç óïð. 1, ïîëó÷èòü
òàáëèöû èñòèííîñòè äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé è ñðàâíèòü èõ ñ ðåçóëüòàòàìè
ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ.

Óïð.3. Ïî òàáëèöàì èñòèííîñòè ôóíêöèé f1− f8 ïîñòðîèòü äâîéñòâåí-
íûå èì ôóíêöèè.

x y z f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8

0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0
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Óïð.4. Äâîéñòâåííû ëè ôîðìóëû Ff è Gg? Ôóíêöèè f è g?

1) Ff = x y ⊕ x z ⊕ y z Gg = x y ∨ x z ∨ y z,
2) Ff = x y ↓ x z, Gg = (x ∨ y)/(x ∨ z),
3) Ff = (x→ y)→ (y → x), Gg = (x→ y)(y → x).

Óïð.5. Ïîêàçàòü, ÷òî f ∗ = g.

1) Ff = xyz ∨ x(y ⊕ z),
ϕg = 10010111,

3) Ff = x⊕ y ⊕ z,
Fg = x⊕ y ⊕ z,

2) Ff = xy ∨ xz ∨ yz,
Fg = xy ∨ xz ∨ yz,

4) M 1
f = {0101, 0110, 1001, 1010},

Ig = {I1, I2, I3, I4},

I1 = 0 0 −−
I2 = 1 1 −−
I3 =−− 0 0
I4 =−− 1 1

6. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 1

Òåìà êîíòðîëüíîé ðàáîòû : áóëåâû ôóíêöèè, ôèêòèâíûå ïåðåìåí-
íûå, äâîéñòâåííûå ôóíêöèè è äâîéñòâåííûå ôîðìóëû.�
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ïî îïðåäåëåíèþ
äâîéñòâåííîé ôîðìóëû

ïî îïðåäåëåíèþ
äâîéñòâåííîé ôóíêöèè

Ñõåìà êîíòðîëüíîé ðàáîòû (ðåøåíèå êàæäîé èç äåñÿòè ïðåäëîæåí-
íûõ çäåñü çàäà÷ íà÷èíàòü ñ ïîñòàíîâêè çàäà÷è è äåëàòü âûâîä èç ñðàâíåíèÿ
òàáëèö èñòèííîñòè ôóíêöèè f ∗, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè; F îáîçíà-
÷àåò ôîðìóëó áåç ëèøíèõ ñêîáîê, (F ) � ñ íåäîñòàþùèìè ñêîáêàìè).
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Çàäàíèÿ íà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó (ôîðìóëà Ff)

1) x→ y → (z ⊕ xy) 6) xz ↓ y/(y ⊕ x) 11) y ⊕ z → y(x ↓ z)
2) x← y ← (z ⊕ xy) 7) z ⊕ y ← (x ∼ y) 12) x⊕ z → x(y/z)
3) x/y/(z ∼ xy) 8) x ∨ z ↓ y/(y ∼ x) 13) xy ∨ z/(x→ z)
4) z → y → (x⊕ zy) 9) xz → y ↓ (y ⊕ x) 14) y ∼ z → y(x/z)
5) x→ y → (z ∼ xy) 10) xz ⊕ y → (x ∼ y) 15) x→ z/x(y ↓ z)
16) x→ y → (y ⊕ xz) 21) z ∼ xy → (x ↓ y) 26) y ⊕ zy/y(x ↓ z)
17) y ← y ← (z ⊕ xy) 22) xz ↓ y/x(y ⊕ z) 27) x/z → y(x ↓ z)
18) x/y → (z ∼ xy) 23) x ∨ yz ↓ (y ∼ x) 28) x/z → y(x→ z)
19) z → xy → (x⊕ z) 24) z ↓ xy ∼ (x→ z) 29) x ∼ z → y(x/z)
20) x→ xy → (z ∼ y) 25) xy ↓ x/(x⊕ y) 30) x→ y/x(y ↓ z)

Ïðèìåð. Çàäàíà ôîðìóëà

Ff = z ⊕ y ← (x← yz).

0) Ðàññòàâèì íåäîñòàþùèå ñêîáêè â ôîðìóëå Ff . Âîçüìåì â ñêîáêè
êîíúþíêöèþ, çàòåì îñòàëüíûå ïîäôîðìóëû ñëåâà íàïðàâî.

(F )f = (z ⊕ y)← (x← (yz)).

1), 2) Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè ôóíêöèè f(x, y, z) ïî ôîðìó-
ëå (F )f . Ïîëó÷èì òàáëèöó èñòèííîñòè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè f ∗(x, y, z)
ïî òàáëèöå èñòèííîñòè ôóíêöèè f(x, y, z), ïåðåâîðà÷èâàÿ è èíâåðòèðóÿ
ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x, y, z).

x y z (z ⊕ y) ← (x ← (yz)) f(x, y, z) f ∗(x, y, z)

0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 1 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 0 1 0 0 1

2 5 3 4 1
3) Ïî îïðåäåëåíèþ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè ïîëó÷èì èç ôîðìóëû (F )f

ôîðìóëó äâîéñòâåíîé ôóíêöèè (F ′)f∗, èíâåðòèðóÿ ïåðåìåííûå è ñàìó ôóíê-
öèþ f . Óïðîñòèì ôîðìóëó (F ′)f∗, çàìåíèâ èíâåðñèþ ôóíêöèè îáðàòíîé
èìïëèêàöèè íà íå îáðàòíóþ èìïëèêàöèþ.

(F ′)f∗ = (z ⊕ y)← (x← (yz)) = (z ⊕ y)←↩ (x← (yz)).
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0′) Óáåðåì ëèøíèå ñêîáêè â ôîðìóëå (F ′)f∗ âîêðóã êîíúþíêöèè è ïåðâîé
ñëåâà ôóíêöèè (⊕).

F ′f∗ = z ⊕ y ←↩ (x← yz).

1′) Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè f ∗(x, y, z)
ïî ôîðìóëå F ′f∗.

x y z z ⊕ y ←↩ (x ← yz) f ∗(x, y, z)

0 0 0 1 0 1 1 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 1 1 0 0 0 1 1 0 1

2 4 3 6 5 1

4) Ïîñòðîèì ôîðìóëó, äâîéñòâåííóþ (F )f . Çàìåíèì â ôîðìóëå (F )f
ñèìâîëû ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé íà ñèìâîëû äâîéñòâåííûõ èì ôóíêöèé.

(F ∗)f∗ = (z ∼ y) ↪→ (x ↪→ (y ∨ z)).

0′′) Óáåðåì ëèøíèå ñêîáêè â ôîðìóëå (F ∗)f∗. Îïóñòèì ñêîáêè âîêðóã
ïåðâîé ñëåâà ôóíêöèè (∼).

F ∗f∗ = z ∼ y ↪→ (x ↪→ (y ∨ z)).

1′′) Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè äâîéñòâåííîé ôóíêöèè f ∗(x, y, z)
ïî ôîðìóëå F ∗f∗.

x y z z ∼ y ↪→ (x ↪→ (y ∨ z)) f ∗(x, y, z)

0 0 0 1 1 1 0 1 1 1
0 0 1 0 0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0 0 1 1

1 6 2 5 3 4

Âûâîä. Òàáëèöû èñòèííîñòè ôóíêöèè f ∗(x, y, z) èç 2), 1′), 1′′) ñîâïàäà-
þò, çíà÷èò, âñå çàäà÷è ðåøåíû âåðíî (êðîìå, ìîæåò áûòü, çàäà÷è 0).
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5) Óäàëèì ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå ôóíêöèè f ∗(x, y, z) â åå òàáëèöå èñ-
òèííîñòè. Òàê êàê âåñ ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè ÷åòíûé, òî ïåðåìåííûå
ôóíêöèè ìîãóò áûòü ôèêòèâíûìè. Ðàññìîòðèì ïåðåìåííóþ x. Âåðõíÿÿ ïî-
ëîâèíà ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè f ∗(x, y, z) (1001) ðàâíà íèæíåé ïîëîâèíå
(1001), çíà÷èò, ïåðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ ôèêòèâíîé. Óäàëÿåì èç òàáëèöû èñ-
òèííîñòè ñòîëáåö x è âñå ñòðîêè, â êîòîðûõ x ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0.

y z f ∗(y, z)

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Â ïîëó÷åííîé òàáëèöå èñòèííîñòè âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíê-
öèè f ∗(y, z) (10) íå ðàâíà íèæíåé ïîëîâèíå (01), çíà÷èò, ïåðåìåííàÿ y ñó-
ùåñòâåííà. ×åòâåðòèíû ïåðâîé æå ïîëîâèíû íå ðàâíû, çíà÷èò, ïåðåìåííàÿ
z òîæå ñóùåñòâåííà. •

7. Ðàçëîæåíèå áóëåâîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííûì è
ñîâåðøåííûå íîðìàëüíûå ôîðìû

7.1. Ðàçëîæåíèå Øåííîíà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïî
ïåðåìåííîé xi.

Ðàçëîæåíèå Øåííîíà.
f(x1, . . . , xn) =xif(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn) ∨

∨xif(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn).

Äîêàçàòåëüñòâî (íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äëÿ i = 1). Ïðè x1 = 0 èìååì:

f(0, x2, . . . , xn) = 0f(1, x2, . . . , xn) ∨ 0f(0, x2, . . . , xn) = f(0, x2, . . . , xn).

Ïðè x1 = 1 èìååì:

f(1, x2, . . . , xn) = 1f(1, x2, . . . , xn) ∨ 1f(0, x2, . . . , xn) = f(1, x2, . . . , xn).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëîæåíèå âåðíî. •

Îïðåäåëåíèå. Ñîìíîæèòåëü f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ
êîýôôèöèåíòîì ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåííîé xi ïðè
xi, à ñîìíîæèòåëü f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) � êîýôôèöèåíòîì ðàçëî-
æåíèÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåííîé xi ïðè xi.
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Ïðèìåð. Áóëåâó ôóíêöèþ f(x, y, z) = y ∼ x z → y z ðàçëîæèì ïî
ïåðåìåííîé x:

y ∼ x z → y z = x(y ∼ 1 z → y z) ∨ x (y ∼ 0 z → y z) =

[ óïðîñòèì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íà îñíîâå ñâîéñòâ 0 è 1 äëÿ êîíú-
þíêöèè ]

= x(y ∼ z → y z) ∨ x (y ∼ 0→ y z) =

[ ïðîäîëæèì óïðîùåíèå êîýôôèöèåíòà ïðè x íà îñíîâå ñâîéñòâà 0 äëÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè a ∼ 0 = a ïðè a = y; íàïîìíèì, ÷òî ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ
òàêèõ ñâîéñòâ áûë ðàññìîòðåí â ïîäðàçäåëå 4.4 ]

= x(y ∼ z → y z) ∨ x (y → y z),

â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèå êîôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, çàâèñÿùèå ëèøü
îò y è z:
y ∼ z → y z � êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x, y, z) ïî ïåðåìåí-

íîé x ïðè x,
y → y z � êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f(x, y, z) ïî ïåðåìåííîé x

ïðè x. •

7.2. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ïî k ïåðåìåííûì

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ïîñëåäîâàòåëüíî ïî äâóì ïåðåìåííûì:
ñíà÷àëà ñàìó ôóíêöèþ ïî ïåðåìåííîé x1, çàòåì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ ïî ïåðåìåííîé x2.

f(x1, . . . , xn) = x1f(1, x2, . . . , xn) ∨ x1f(0, x2, . . . , xn) =
=x1[x2f(1, 1, x3, . . . , xn) ∨ x2f(1, 0, x3, . . . , xn)]∨
∨ x1[x2f(0, 1, x3, . . . , xn) ∨ x2f(0, 0, x3, . . . , xn)] =

[ ðàñêðîåì ñêîáêè ïî çàêîíó äèñòðèáóòèâíîñòè ]

=x1x2f(1, 1, x3, . . . , xn) ∨ x1x2f(1, 0, x3, . . . , xn) ∨
∨ x1x2f(0, 1, x3, . . . , xn) ∨ x1x2f(0, 0, x3, . . . , xn).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: x = x1, x = x0 (óñëîâèìñÿ ÷èòàòü ñèìâîëû xc êàê
�x â ñòåïåíè c�). Òîãäà ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåííûì
x1, x2 â ñâåðíóòîé ôîðìå ïðèìåò âèä

f(x1, . . . , xn) =
∨

c1c2∈B2

xc11 x
c2
2 f(c1, c2, x3, . . . , xn).
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Ïðèìåð. Ïðîäîëæèì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x, y, z) èç ïðåäûäóùåãî
ïðèìåðà. Ìû óæå ïîëó÷èëè åå ðàçëîæåíèå ïî x:

f(x, y, z) = y ∼ x z → y z = x(y ∼ z → y z) ∨ x (y → y z).

Ðàçëîæèì òåïåðü êîýôôèöèåíòû ïî ïåðåìåííîé y:

x [y(1 ∼ z → 1 z) ∨ y(0 ∼ z → 0 z)] ∨ x [y(1→ 1 z) ∨ y(0→ 0 z)] =

[ èñïîëüçóåì ñâîéñòâà 0 è 1 è ðàñêðîåì êâàäðàòíûå ñêîáêè ]

= x [y(0 ∼ z → z) ∨ y(1 ∼ z → 0)] ∨ x [y(1→ z) ∨ y(0→ 0)] =
= x y(z → z) ∨ x y(z → 0) ∨ x y z ∨ x y =

= x y(z → z) ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y. •

Ðåøèì òåïåðü òîò æå ïðèìåð, íî íå ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì
ðàçëîæåíèÿØåííîíà, à íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè
ïî äâóì ïåðåìåííûì.
Ïðèìåð. Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà áóëåâîé ôóíê-

öèè f(x, y, z) = y ∼ x z → y z ïî ïåðåìåííûì x è y:

f(1, 1, z) = 1 ∼ 1 z → 1 z = 0 ∼ z → z = z → z;
f(1, 0, z) = 0 ∼ 1 z → 0 z = 1 ∼ z → 0 = z → 0 = z;
f(0, 1, z) = 1 ∼ 0 z → 1 z = 0 ∼ 0→ z = 1→ z = z;
f(0, 0, z) = 0 ∼ 0 z → 0 z = 1 ∼ 0→ 0 = 0→ 0 = 1.

Ïîäñòàâèâ êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â ôîðìóëó, ïîëó÷èì

f(x, y, z) = x1 y1f(1, 1, z) ∨ x1 y0f(1, 0, z) ∨ x0 y1f(0, 1, z)∨
∨x0 y0f(0, 0, z) = x y(z → z) ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y. •

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îáà ñïîñîáà ïðèâåëè ê îäèíàêîâûì ôîð-
ìóëàì. Â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëû ìîãóò íå ñîâïàäàòü, íî îíè ñ î÷åâèäíî-
ñòüþ ðàâíîñèëüíû, èáî çàäàþò îäíó ôóíêöèþ.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ïî k ïåðåìåííûì èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé ðàçëî-
æåíèþ ôóíêöèè ïî äâóì ïåðåìåííûì.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ïî k ïåðåìåííûì.
f(x1, . . . , xn) =

∨
c1...ck∈Bk

xc11 . . . x
ck
k f(c1, . . . , ck, xk+1, . . . , xn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà ïðîèç-
âîëüíûé íàáîð a1 . . . an:

f(a1, . . . , an) =
∨

c1...ck∈Bk
ac11 . . . a

ck
k f(c1, . . . , ck, ak+1, . . . , an).
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Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè äîêàæåì ñïåðâà âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò:
ac = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = c. Äåéñòâèòåëüíî, 00 = 0 = 1,
11 = 1, íî 01 = 0, 10 = 1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíúþíêöèÿ ac11 . . . a

ck
k = 1

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a1 . . . ak è c1 . . . ck ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
êîíúþíêöèÿ íå îáðàùàåò â íîëü ëèøü îäíî ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè, äëÿ
êîòîðîãî c1 = a1, . . . , ck = ak, è ðàçëîæåíèå èìååò âèä:

f(a1, . . . , an) = aa1
1 . . . aakk f(a1, . . . , ak, ak+1, . . . , an) = f(a1, . . . , an). •

7.3. Ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Ðàçëîæèâ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ïî k ïåðåìåííûì ïðè k = n,
ïîëó÷èì

f(x1, . . . , xn) =
∨

c1...cn∈Bn
xc11 . . . x

cn
n f(c1, . . . , cn).

Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ çäåñü ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè íà âñåâîçìîæíûõ íàáîðàõ, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

� ëèáî íàáîð c1 . . . cn ∈ M 0
f , òîãäà f(c1, . . . , cn) = 0, è ïîýòîìó îáðàùà-

åòñÿ â 0 ñîîòâåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè;
� ëèáî íàáîð c1 . . . cn ∈M 1

f , òîãäà f(c1, . . . , cn) = 1, è ñëàãàåìîå óïðîùà-
åòñÿ.

Â ðåçóëüòàòå èìååì ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ïî âñåì ïåðåìåííûì

f(x1, . . . , xn) =
∨

c1...cn∈M1
f

xc11 . . . x
cn
n .

Ïðèìåð. Íàéäåì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ òîé æå áóëåâîé ôóíêöèè
f(x, y, z) = y ∼ x z → y z ïî âñåì ïåðåìåííûì (äëÿ óäîáñòâà íàáîðû
c1 . . . cn ∈ Bn áóäåì ïåðåáèðàòü â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå):

f(0, 0, 0) = 0 ∼ 0 0→ 0 0 = 1 ∼ 0→ 0 = 0→ 0 = 1,
f(0, 0, 1) = 0 ∼ 0 1→ 0 1 = 1 ∼ 0→ 0 = 0→ 0 = 1,
f(0, 1, 0) = 1 ∼ 0 0→ 1 0 = 0 ∼ 0→ 0 = 1→ 0 = 0,
f(0, 1, 1) = 1 ∼ 0 1→ 1 1 = 0 ∼ 0→ 1 = 1→ 1 = 1,
f(1, 0, 0) = 0 ∼ 1 0→ 0 0 = 1 ∼ 1→ 0 = 1→ 0 = 0,
f(1, 0, 1) = 0 ∼ 1 1→ 0 1 = 1 ∼ 0→ 0 = 0→ 0 = 1,
f(1, 1, 0) = 1 ∼ 1 0→ 1 0 = 0 ∼ 1→ 0 = 0→ 0 = 1,
f(1, 1, 1) = 1 ∼ 1 1→ 1 1 = 0 ∼ 0→ 1 = 1→ 1 = 1.

Ïîäñòàâèâ êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëó, ïîëó÷èì

f(x, y, z) = x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z. •



38

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè ïî âñåì ïåðåìåííûì ýêâèâàëåíòíî ïîñòðî÷íîìó ïîñòðîåíèþ åå òàáëè-
öû èñòèííîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ôóíê-

öèè f(x1, . . . , xn) (ÑîâÄÍÔf) � ýòî ôîðìóëà âèäà∨
c1...cn∈M1

f

xc11 . . . x
cn
n .

Èç äàííîé ôîðìóëû ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ñîâåðøåííîé ÄÍÔ. Ëþáàÿ áóëå-
âà ôóíêöèÿ, êðîìå êîíñòàíòû 0, ïðåäñòàâèìà cîâåðøåííîé äèçúþíêòèâ-
íîé íîðìàëüíîé ôîðìîé, åäèíñòâåííîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîâåðøåííîé ÄÍÔ ïî òàáëèöå èñòèííî-
ñòè (îñíîâàí íà îïðåäåëåíèè ñîâåðøåííîé ÄÍÔ).

Íà÷àëî : çàäàíà òàáëèöà èñòèííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè.
Øàã 1 : â âåêòîðå-ñòîëáöå çíà÷åíèé ôóíêöèè âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíàÿ åäè-

íèöà. Åñëè åäèíèöû èñ÷åðïàíû, òî èäåì íà êîíåö.
Øàã 2 : ïî íàáîðó çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ âûáðàííîé ñòðîêè ôîðìèðóåòñÿ

êîíúþíêöèÿ âñåõ àðãóìåíòîâ ñ ñîáëþäåíèåì ïðàâèëà: åñëè i-ÿ êîìïîíåíòà
íàáîðà ðàâíà 0, òî i-ÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â êîíúþíêöèþ â ñòåïåíè 0 (ñ
èíâåðñèåé), èíà÷å � â ñòåïåíè 1 (áåç èíâåðñèè). Ïîëó÷åííàÿ êîíúþíêöèÿ
äîáàâëÿåòñÿ â ôîðìóëó êàê î÷åðåäíîå ñëàãàåìîå. Èäåì íà øàã 1.

Êîíåö.

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì àëãîðèòì ê òîé æå ôóíêöèè (ñ ïåðåèìåíîâàííûìè
àðãóìåíòàìè) f(x1, x2, x3) = x2 ∼ x1x3 → x2x3.

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)
0 0 0 1 x0

1x
0
2x

0
3 = x1x2x3

0 0 1 1 x0
1x

0
2x

1
3 = x1x2x3

0 1 0 0
0 1 1 1 x0

1x
1
2x

1
3 = x1x2x3

1 0 0 0
1 0 1 1 x1

1x
0
2x

1
3 = x1x2x3

1 1 0 1 x1
1x

1
2x

0
3 = x1x2x3

1 1 1 1 x1
1x

1
2x

1
3 = x1x2x3

Ñîåäèíèâ ïîëó÷åííûå êîíúþíêöèè çíàêàìè äèçúþíêöèè, èìååì

ÑîâÄÍÔf = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3. •
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî íàì âïåðâûå óäàëîñü ïåðåéòè îò
òàáëè÷íîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ôóíêöèè ê ôîðìóëüíîìó!

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è, òî åñòü ïîñòðîåíèå òàáëèöû èñòèííîñòè ïî
ñîâåðøåííîé ÄÍÔ, î÷åâèäíî: ñòåïåíè ïåðåìåííûõ êîíúþíêöèé ñîâåðøåí-
íîé ÄÍÔ çàäàþò íàáîðû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Ýòî
ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ïîñòðîåíèå òàáëèöû èñòèííîñòè ïî ñîâåðøåííîé ÄÍÔ
êàê ïî ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå.

7.4. Ñîâåðøåííàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Ïóñòü çàäàíà áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn). Ïðåäñòàâèì åå èíâåðñèþ
f(x1, . . . , xn) ñîâåðøåííîé ÄÍÔ (ó÷òåì, ÷òî M 1

f
= M 0

f ):

f(x1, . . . , xn) =
∨

c1...cn∈M1
f

xc11 . . . x
cn
n =

∨
c1...cn∈M0

f

xc11 . . . x
cn
n

Ïðîèíâåðòèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà:

f(x1, . . . , xn) =
∨

c1...cn∈M0
f

xc11 . . . x
cn
n

Ïî çàêîíàì äâîéíîãî îòðèöàíèÿ è äå Ìîðãàíà èìååì:

f(x1, . . . , xn) =
∧

c1...cn∈M0
f

xc11 . . . x
cn
n =

∧
c1...cn∈M0

f

(
xc11 ∨ . . . ∨ xcnn

)
.

Çàìåòèì, ÷òî xc = xc. Äåéñòâèòåëüíî,

x0 = x = x = x1 = x0, x1 = x = x0 = x1.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x1, . . . , xn):

f(x1, . . . , xn) =
∧

c1...cn∈M0
f

(
xc11 ∨ . . . ∨ xcnn

)
.

Îïðåäåëåíèå. Ñîâåðøåííàÿ êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ôóíê-
öèè f(x1, . . . , xn) (ÑîâÊÍÔ f) � ýòî ôîðìóëà âèäà∧

c1...cn∈M0
f

(
xc11 ∨ . . . ∨ xcnn

)
.

Èç äàííîé ôîðìóëû ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ñîâåðøåííîé ÊÍÔ. Ëþáàÿ áóëå-
âà ôóíêöèÿ, êðîìå êîíñòàíòû 1, ïðåäñòàâèìà cîâåðøåííîé êîíúþíêòèâ-
íîé íîðìàëüíîé ôîðìîé, åäèíñòâåííîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè.
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîâåðøåííîé ÊÍÔ ïî òàáëèöå èñòèííî-
ñòè (âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííîé ÊÍÔ).

Íà÷àëî : çàäàíà òàáëèöà èñòèííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè.
Øàã 1 : â âåêòîðå-ñòîëáöå çíà÷åíèé ôóíêöèè âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîé íîëü.

Åñëè íóëè èñ÷åðïàíû, òî èäåì íà êîíåö.
Øàã 2 : ïî íàáîðó çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ âûáðàííîé ñòðîêè ôîðìèðóåòñÿ

äèçúþíêöèÿ âñåõ àðãóìåíòîâ ñ ñîáëþäåíèåì ïðàâèëà: åñëè i-ÿ êîìïîíåí-
òà íàáîðà ðàâíà 0, òî i-ÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â äèçúþíêöèþ â ñòåïåíè 1
(áåç èíâåðñèè), èíà÷å � â ñòåïåíè 0 (ñ èíâåðñèåé). Ïîëó÷åííàÿ äèçúþíêöèÿ
äîáàâëÿåòñÿ â ôîðìóëó êàê î÷åðåäíîé ñîìíîæèòåëü. Èäåì íà øàã 1.

Êîíåö.

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì àëãîðèòì ê ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùèõ ïðèìå-
ðàõ ôóíêöèè f(x1, x2, x3) = x2 ∼ x1x3 → x2x3.

x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0 x1

1 ∨ x0
2 ∨ x1

3 = x1 ∨ x2 ∨ x3

0 1 1 1
1 0 0 0 x0

1 ∨ x1
2 ∨ x1

3 = x1 ∨ x2 ∨ x3

1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Ñîåäèíèâ ïîëó÷åííûå äèçúþíêöèè çíàêàìè êîíúþíêöèè, èìååì

ÑîâÊÍÔf = (x1 ∨ x2 ∨ x3)(x1 ∨ x2 ∨ x3). •

Ïîñòðîåíèå òàáëèöû èñòèííîñòè ïî ñîâåðøåííîé ÊÍÔ, òàê æå êàê è ïî
ñîâåðøåííîé ÄÍÔ, âûïîëíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì ïî ïðîèçâîëüíîé
ôîðìóëå, òàê êàê èíâåðñèè ñòåïåíåé ïåðåìåííûõ äèçúþíêöèé ñîâåðøåííîé
ÊÍÔ çàäàþò íàáîðû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0.

7.5. Óïðàæíåíèÿ

Óïð.1. Âûïîëíèòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f1− f4 ïî óêàçàííûì ïîäìíî-
æåñòâàì ïåðåìåííûõ äâóìÿ ñïîñîáàìè (ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì
ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà è íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè k ïî ïåðåìåííûì):

f1(x, y, z, t) = (x ∨ y z t)(y → x y z ∨ (x ∨ z)) ïî {x, t}, {y, z},
f2(x, y, z, t) = (x→ y z)(y t⊕ z)→ x t ∨ x ïî {x}, {y, z, t},
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f3(x, y, z) = x⊕ y z → (x ∼ z ∨ (x ∼ y)) ïî {x}, {x, y, z},
f4(x, y, z, t) = y z ∼ x t/(x→ z t)⊕ (x ∨ y ∨ z) ïî {x, y}, {z, t}.

Ïîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Óïð.2. Ïîñòðîèòü ñîâåðøåííûå ÄÍÔ è ñîâåðøåííûå ÊÍÔ áóëåâûõ
ôóíêöèé f1 − f8.

x y z f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8

0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1

8. Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà

8.1. Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ è ÄÍÔ

Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . . , xn}.
Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé íàçîâåì êîíúþíêöèþ ïå-

ðåìåííûõ ìíîæåñòâà X , â êîòîðóþ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò íå áîëåå
îäíîãî ðàçà (ñ èíâåðñèåé èëè áåç èíâåðñèè).
Ïðèìåðû. Ïóñòü X = {x1, x2, x3, x4}, òîãäà x1x2x4, x1x3, x1, 1 ÿâëÿþòñÿ

ýëåìåíòàðíûìè êîíúþíêöèÿìè, à x1x1x2, x1x2x2x4 íå ÿâëÿþòñÿ. •
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî ïåðåìåííûõ, îáðàçóþùèõ ýëåìåíòàðíóþ êîíú-

þíêöèþ, íàçîâåì åå ðàíãîì.
Ïðèìåðû. Ðàíãè ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé x1x3x4 è 1 ðàâíû òðåì è

íóëþ. •
Îïðåäåëåíèå. Ïîëíîé êîíúþíêöèåé íàçîâåì ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíê-

öèþ, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ n ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâà X , òî åñòü êîíúþíêöèþ
ðàíãà n.
Ïðèìåð. Ïðè n = 4 êîíúþíêöèÿ x1x2x3x4 � ïîëíàÿ. •
Îïðåäåëåíèå. Äâå êîíúþíêöèè íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ïî ïåðå-

ìåííîé xi, åñëè ýòà ïåðåìåííàÿ âõîäèò â îäíó êîíúþíêöèþ ñ èíâåðñèåé, à
â äðóãóþ áåç èíâåðñèè.
Ïðèìåð. Êîíúþíêöèè x1x2x3 è x1x3x4 îðòîãîíàëüíû ïî ïåðåìåííûì

x1 è x3. •
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Îïðåäåëåíèå. Äâå êîíúþíêöèè íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè îð-
òîãîíàëüíû ïî îäíîé è òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé xi (ïðèíÿòî òàêæå ãîâî-
ðèòü �ñìåæíû ïî ïåðåìåííîé xi�).
Ïðèìåð. Êîíúþíêöèè x1x2x3 è x1x3x4 ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè ïî ïåðå-

ìåííîé x3 (îðòîãîíàëüíû òîëüêî ïî x3). •
Îïðåäåëåíèå. Äâå êîíúþíêöèè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè îðòî-

ãîíàëüíû ïî îäíîé è òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé xi è ñîâïàäàþò ïî îñòàëüíûì
(ïðèíÿòî òàêæå ãîâîðèòü � ñîñåäíèå ïî ïåðåìåííîé xi�).
Ïðèìåð. Êîíúþíêöèè x1x2x3 è x1x2x3 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ïî ïåðå-

ìåííîé x3 (îðòîãîíàëüíû òîëüêî ïî x3 è ñîâïàäàþò ïî x1 è x2). •
Çàêîíû ñêëåèâàíèÿ è îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ, êàê íåòðóä-

íî âèäåòü, ê ñîñåäíèì è ñìåæíûì êîíúþíêöèÿì ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó
èõ òàêæå íàçûâàþò çàêîíàìè ñêëåèâàíèÿ ñîñåäíèõ êîíúþíêöèé è îáîáùåí-
íîãî ñêëåèâàíèÿ ñìåæíûõ êîíúþêíöèé è èíîãäà äîáàâëÿþò, ïî êàêîé èìåí-
íî ïåðåìåííîé.
Ïðèìåðû. Êîíúþíêöèè x1x2x3 è x1x2x3 ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ïî ïå-

ðåìåííîé x3, ñëåäîâàòåëüíî, ê íèì ïðèìåíèì çàêîí ñêëåèâàíèÿ ñîñåäíèõ
êîíúþíêöèé ïî x3:

x1x2x3 ∨ x1x2x3 = x1x2.

Êîíúþíêöèè x1x2x3 è x1x3x4 ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè ïî ïåðåìåííîé x3, ñëåäî-
âàòåëüíî, ê íèì ïðèìåíèì çàêîí îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ ñìåæíûõ êîíú-
þíêöèé ïî x3:

x1x2x3 ∨ x1x3x4 = x1x2x3 ∨ x1x3x4 ∨ x1x2x4. •

Îïðåäåëåíèå. Äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÍÔ ) áóëåâîé
ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàçîâåì äèçúþíêöèþ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíú-
þíêöèé, çàäàþùóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).
Ïðèìåð. x1x2 ∨ x1x2x3 ∨ x1x3x4 = ÄÍÔ. •
Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé ÄÍÔ íàçîâåì ÷èñëî åå êîíúþíêöèé, à ðàíãîì

ÄÍÔ � ñóììó ðàíãîâ êîíúþíêöèé.
Ïðèìåð. Äëèíà ÄÍÔ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ðàâíà òðåì, à ðàíã �

âîñüìè. •
Áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå ÄÍÔ f , åñëè çàõîòèì îòìåòèòü, ÷òî ÄÍÔ

ïðåäñòàâëÿåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).
Î÷åâèäíî, ÷òî ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÄÍÔ, âñå

êîíúþíêöèè êîòîðîé ïîëíûå. Ëþáàÿ ÄÍÔ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â
ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ñ èñïîëüçîâàíèåì îñíîâíûõ ðàâíîñèëüíîñòåé � çàêîíîâ
ñêëåèâàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ êîíúþíêöèé.
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8.2. Ïðåîáðàçîâàíèå ÄÍÔ â ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ

Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÄÍÔ â ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ (îñíîâàí
íà çàêîíàõ ñêëåèâàíèÿ y = xy ∨ xy è èäåìïîòåíòíîñòè x ∨ x = x).

Íà÷àëî : çàäàíà ÄÍÔf ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).
Øàã 1 : ðàññìàòðèâàåì î÷åðåäíóþ êîíúþíêöèþ K èñõîäíîé ÄÍÔf . Åñëè

âñå êîíúþíêöèè èñ÷åðïàíû, èäåì íà êîíåö.
Øàã 2 : åñëè êîíúþíêöèÿ K íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé, òî âûáèðàåì ïåðåìåí-

íóþ xi, êîòîðàÿ íå âõîäèò â K, è ïî çàêîíó ñêëåèâàíèÿ çàìåíÿåì K íà
äèçúþíêöèþ äâóõ êîíúþíêöèé: K = Kxi ∨Kxi (â òàêîì ïðèìåíåíèè áó-
äåì íàçûâàòü åãî çàêîíîì ðàñêëåèâàíèÿ ñîñåäíèõ êîíúþíêöèé ). Åñëè ïî-
ëó÷åííûå ñëàãàåìûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè êîíþíêöèÿìè, òî ïðèìåíÿåì ê
êàæäîé èç íèõ çàêîí ðàñêëåèâàíèÿ (øàã 2) äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì èç
êîíúþíêöèè K äèçúþíêöèþ ïîëíûõ êîíúþíêöèé. Èäåì íà øàã 1.

Êîíåö : íà îñíîâàíèè çàêîíà èäåìïîòåíòíîñòè ïðèâîäèì ïîäîáíûå ñðåäè
îäèíàêîâûõ êîíúþíêöèé � ïîëó÷àåì ÑîâÄÍÔ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð. Ïóñòü ÄÍÔf = x1x2 ∨ x1x2 ∨ x3, n = 3. Ïðèìåíèì çàêîí
ðàñêëåèâàíèÿ ê êàæäîé êîíúþíêöèè:
x1x2 = x1x2x3 ∨ x1x2x3,
x1x2 = x1x2x3 ∨ x1x2x3,
x3 = x1x3 ∨ x1x3 = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3.

Â ïîñëåäíåé ñòðîêå ïîä÷åðêíóòû êîíúþíêöèè, ñîâïàäàþùèå ñ ïîëó÷åííû-
ìè ðàíåå. Ïî çàêîíó èäåìïîòåíòíîñòè îíè íå âîéäóò â ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ,
êîòîðàÿ ïðèìåò âèä

ÑîâÄÍÔf = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3. •

8.3. Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ è èíòåðâàë

Óòâåðæäåíèå î êîíúþíêöèè è èíòåðâàëå. Êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ
êîíúþíêöèÿ K ðàíãà r ìîæåò áûòü çàäàíà èíòåðâàëîì IK ðàíãà r. Êàæ-
äûé èíòåðâàë ðàíãà r çàäàåò ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ ðàíãà r.

Äîêàçàòåëüñòâî (êîíñòðóêòèâíîå).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîíúþíêöèþ K ðàíãà r: K = xc1i1 . . . x

cr
ir . Ïî-

ñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî M 1
K .

M 1
K =

{
a1 . . . an : ac1i1 . . . a

cr
ir = 1

}
=
{
a1 . . . an : ac1i1 = 1, . . . , acrir = 1

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè ij, j = 1, . . . , r, äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ óñëîâèå a

cj
ij = 1, ÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ýêâèâàëåíòíî
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óñëîâèþ aij = cj. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷å-
íèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî M 1

K ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, ó êîòîðîãî r

êîìïîíåíò ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè, à îñòàëüíûå n− r � âíóòðåííèìè.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë I ðàíãà r. Ïóñòü åãî êîìïîíåíòû ñ

íîìåðàìè i1, . . . , ir ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî c1, . . . , cr.
Åñëè I ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìíîæåñòâî M 1

f áóëåâîé ôóíê-
öèè f(x1, . . . , xn), òî èç îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëà ñëåäóåò, ÷òî f(x1, . . . , xn)
ïðèíèìàåò íà íàáîðå a1, . . . , an çíà÷åíèå 1, åñëè è òîëüêî åñëè ai1 = c1, . . .,
air = cr, òî åñòü åñëè è òîëüêî åñëè ac1i1 = 1, . . ., acrir = 1. Îòñþäà

f(x1, . . . , xn) = xc1i1 . . . x
cr
ir . •

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâàë IK , çàäàþùèé ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ K
ðàíãà r, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

� åñëè ïåðåìåííàÿ xi íå âõîäèò â K, òî i-ÿ êîìïîíåíòà èíòåðâàëà IK
ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé;

� èíà÷å i-ÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé, îíà ðàâíà 0, åñëè ïåðåìåííàÿ
xi âõîäèò â êîíúþíêöèþ K ñ èíâåðñèåé, è ðàâíà 1, åñëè ïåðåìåííàÿ xi
âõîäèò â K áåç èíâåðñèè.
Ïðèìåðû. ÏóñòüX = {x1, x2, x3, x4}. Ðàññìîòðèì òðè êîíúþíêöèè ðàç-

íûõ ðàíãîâ è èõ çàäàíèå èíòåðâàëàìè, êîòîðûå ïðåäñòàâèì òðîè÷íûìè âåê-
òîðàìè è íà ìàòðèöå Ãðåÿ (çäåñü è âåçäå äàëåå êîíúþíêöèè è çàäàþùåìó
åå èíòåðâàëó áóäåì ïðèñâàèâàòü îäèí è òîò æå íîìåð).

K1 = x1x2x3x4, I1 = 1 1 1 0;
K2 = x3x4, I2 = −−0 1.

1
2

3
4

•
• •
•
•
����
�

�

�

�
- I1

- I2

Êîíúþíêöèÿ K3 = 1 çàäàåòñÿ èíòåðâàëîì I3 =−−−−, òî åñòü âñåì áóëå-
âûì ïðîñòðàíñòâîì B4. Ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðîâåðèòü ïîñòðîåíèåì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ M 1 êîíúþíêöèé. Òàê ìíîæåñòâî M 1 êîíúþíêöèè
K2 = x3x4 (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîíúþíêöèè) ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ,
â êîòîðûõ òðåòüÿ êîìïîíåíòà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, ÷åòâåðòàÿ � 1, à çíà-
÷åíèÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ïðîèçâîëüíû, çíà÷èò M 1 =−−0 1. •

Ýòî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàðíîé êîíúþíê-
öèåé è èíòåðâàëîì ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, çàêîí ñêëåèâàíèÿ
ñîñåäíèõ êîíúþíêöèé xy ∨xy = y è îïåðàöèþ ñêëåèâàíèÿ ñîñåäíèõ èíòåð-
âàëîâ Ixy ∪ Ixy = Iy êàê îäèí è òîò æå çàêîí, ñôîðìóëèðîâàííûé íà äâóõ
ðàçíûõ ÿçûêàõ.
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8.4. ÄÍÔ è äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ

Ðàññìîòðèì ÄÍÔf = K1 ∨ . . . ∨Km. Ïî îïðåäåëåíèþ äèçúþíêöèè, áó-
ëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà õîòÿ áû îäíà èç êîíúþíêöèé K1, . . . , Km ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû I1, . . . , Im îáðàçóþò ìíîæåñòâî,
äîñòàòî÷íîå äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). Òàêèì îáðàçîì è â ýòîì ñëó÷àå
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ �ïàðàëëåëüíûìè� ÿçûêàìè: ÿçûêîì ÄÍÔ è ÿçû-
êîì èíòåðâàëîâ. Ïîñëåäíèé îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå íàãëÿäíûì ïðè çàäàíèè
áóëåâûõ ôóíêöèé ìàòðèöàìè Ãðåÿ.

8.4.1. Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû Ãðåÿ ïî ÄÍÔ

Èñõîäÿ èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé î ÄÍÔ è äîñòàòî÷íîì ìíîæåñòâå
èíòåðâàëîâ, ïîñòðîåíèå ìàòðèöû Ãðåÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïî
åå ÄÍÔf = K1 ∨ . . . ∨ Km ñâîäèòñÿ ê âûäåëåíèþ íà ìàòðèöå èíòåðâàëîâ
I1, . . . , Im, çàäàþùèõ ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè K1, . . . , Km.
Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ìàòðèöó Ãðåÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(a, b, c, d, e) ïî åå

ÄÍÔf = a c ∨ a b d ∨ c d e.

K1 K2 K3

a
b

c
d

e

• • • • • • •
• • • • •
•
•�

�

�

�
��	I3

�� ��
@
@R
I2

�
�
�
�- I1

Â ÷àñòíîñòè, çàêîíû ñêëåèâàíèÿ, îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ
ìîãóò áûòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ìàòðèöàõ Ãðåÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàêîí ñêëåèâàíèÿ:
x y ∨ x y = y

x

y

•����•
����

- x y
- x y

=

x

y

•
•��
�
�
- y

Çàêîí ïîãëîùåíèÿ:
x y ∨ y = y

x

y

•�
�	•
�
�
�
� -x y
- y

=

x

y

•
•��
�
�
- y

Çàêîí îáîáùåííîãî
ñêëåèâàíèÿ:
x y ∨ x z = x y ∨ x z ∨ y z

x

y
z

••
•• �� ��
�� ��

- x y
- x z

=

x

y
z

••
• •
�
�
�
��� ��
�� ��

- x y
- x z

@
@R y z
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8.4.2. Ïîñòðîåíèå ÄÍÔ ïî ìàòðèöå Ãðåÿ

Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) çàäàíà ìàòðèöåé Ãðåÿ. Âûäåëèì íà
íåé äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ. Çàïèøåì äèçúþíêöèþ ýëåìåíòàð-
íûõ êîíúþíêöèé, çàäàííûõ ýòèìè èíòåðâàëàìè � ïîëó÷èì ÄÍÔ f .
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ ïÿòè ïåðåìåííûõ, çàäàííóþ ìà-

òðèöåé Ãðåÿ.

a
b

c
d

e

• • • • • • • •
• •
•
•

•������ ��
�� ��
�
�
�
� - I3

-
I4

- I2

H
HHY

I1

ÄÍÔf = a c d e ∨ a b c e ∨ a b c d e ∨ a b. •
K1 K2 K3 K4

Â ïîäðàçäåëå 3.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà
ðàçëè÷íûìè äîñòàòî÷íûìè ìíîæåñòâàìè èíòåðâàëîâ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàäàíà ðàçëè÷íûìè ÄÍÔ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

a
b

c
d

e

• • • • • • • •
• •
•
•

•������ ��
�
�
�
�

�

�

�

�
- I3
- I2

@
@R
I4

HH
HY
I1

ÄÍÔ′f = c d e ∨ a c e ∨ a b c d e ∨ a b. •
K1 K2 K3 K4

Çàìåòèì, ÷òî ÄÍÔ ′f ïðîùå, ÷åì ÄÍÔf , òàê êàê ïðè îäèíàêîâîé äëèíå
ÄÍÔ′f èìååò ìåíüøèé ðàíã (13 âìåñòî 15).

8.5. Ïîñòðîåíèå ÄÍÔ ïî ôîðìóëå

Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) çàäàíà ôîðìóëîé. Ïðèìåíèì ê íåé
ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ëþáîé ïåðåìåííîé (íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì,
êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ âûáîð ÷àùå âñòðå÷àþùåéñÿ ïåðåìåííîé, òàê êàê
ïîÿâëåíèå áîëüøîãî ÷èñëà êîíñòàíò ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óïðîùåíèþ
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ôîðìóë). Åñëè êîýôôèöèåíòû ïîëó÷åííîé ôîðìóëû íå ÿâëÿþòñÿ ÄÍÔ, òî
ïðèìåíèì ðàçëîæåíèå Øåííîíà ê êîýôôèöèåíòàì, è òàê äàëåå äî òåõ ïîð,
ïîêà âñå î÷åðåäíûå êîýôôèöèåíòû íå ïðåâðàòÿòñÿ â ÄÍÔ, çàòåì ðàñêðîåì
ñêîáêè � ïîëó÷èì ÄÍÔf .
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ

f(x, y, z) = (x→ yz)/(x⊕ z).

Ðàçëîæèì åå ïî ïåðåìåííîé x (îíà âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå ÷àùå y è òàê æå
÷àñòî êàê z):

f(x, y, z) = x [(1→ yz)/(1⊕ z)] ∨ x [(0→ yz)/(0⊕ z)] =

[ óïðîñòèì âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 0 è 1 äëÿ äèçúþíêöèè ñ èñêëþ-
÷åíèåì (0 ⊕ a = a, 1 ⊕ a = a), äëÿ øòðèõà Øåôôåðà (1/a = a) è äëÿ
èìïëèêàöèè (0 → a = 1, 1 → a = a); ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ñâîéñòâ áûë
ðàññìîòðåí â ïîäðàçäåëå 4.4 ]

= x [yz/z] ∨ x [1/z] = x [yz/z] ∨ x z =

[ ðàçëîæèì êîýôôèöèåíò ïðè x ïî ïåðåìåííîé z (îíà âñòðå÷àåòñÿ â ïîä-
ôîðìóëå ÷àùå y) ]

= x [z (y1/1) ∨ z (y0/0)] ∨ x z = x [z (y/0) ∨ z (0/1)] ∨ x z =

[ èñïîëüçóåì ñâîéñòâî 0 äëÿ øòðèõà Øåôôåðà ( 0/a = 1) è çàêîí èñêëþ-
÷åííîãî òðåòüåãî ]

= x [z 1 ∨ z 1] ∨ x z = x [z ∨ z] ∨ x z = x ∨ x z.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ÄÍÔ. •

8.6. Óïðàæíåíèÿ

Óïð.1. Íà ìàòðèöå Ãðåÿ äëÿ ïÿòè ïåðåìåííûõ ïîñòðîèòü èíòåðâàëû,
çàäàþùèå êîíúþíêöèè:
K1 = x1x3x5, K2 = x2x4, K3 = x1x2x3x4x5, K4 = x1, K5 = x2x3x4.

Óïð.2. Çàïèñàòü êîíúþíêöèè, çàäàííûå èíòåðâàëàìè I1 � I6.
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Óïð.3. Ïðåîáðàçîâàòü ÄÍÔ1 � ÄÍÔ3 â ñîâåðøåííûå ÄÍÔ è ïðîâåðèòü
ðåçóëüòàò ïîñòðîåíèåì ìàòðèö Ãðåÿ:

ÄÍÔ1 = a d ∨ b c d ∨ a b d,
ÄÍÔ2 = a b ∨ a c ∨ a b,
ÄÍÔ3 = a d ∨ b d ∨ a b.
Óïð.4. Ïîñòðîèòü ÄÍÔ èç êîíúþíêöèé ðàíãà 3 è ìåíåå ïî ìàòðèöàì

Ãðåÿ.

a
b

c
d

e

a
b

c
d

a
b

c
d

• • • •
• • • •

• • •• •

• • • • •

•
•

•
•
•
•

• •
••
••

• •

•

•

Óïð.5. Íà êàæäîé ìàòðèöå Ãðåÿ âûäåëèòü äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî ìàê-
ñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ è ïîñòðîèòü ïî íèì ÄÍÔ.

a
b

c
d

e

a
b

c
d

a
b

c
d

• •
•
•

• •
•
•

• • •
•

• •

• •
•

• •
• • •

• •
• •

•
•
• •

• • • •

Óïð.6. Ïîñòðîèòü ÄÍÔ ïî ôîðìóëàì F1 � F6 è ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü
âû÷èñëåíèé ïîñòðîåíèåì òàáëèö èñòèííîñòè.
F1 = x→ y z → x y,

F2 = x⊕ y ←↩ (x ∼ z),
F3 = y ↓ (x ∼ yz) ↪→ y ∨ z,
F4 = x y/(z ← y) ∨ (x t ∼ y),
F5 = y → x t→ (y ⊕ x)→ y t ∨ x y z,
F6 = zt⊕ y → (x ↓ z t).

9. Ñîêðàùåííàÿ, êðàò÷àéøàÿ, ìèíèìàëüíàÿ è
áåçûçáûòî÷íàÿ ÄÍÔ

9.1. Èìïëèêàíòû ôóíêöèè è ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ

Ðàññìîòðèì áóëåâû ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è g(x1, . . . , xn).
Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ èìïëèêàíòîé

ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), åñëè

g(x1, . . . , xn)→ f(x1, . . . , xn) ≡ 1.



49

Òàê êàê x → y = 0 òîëüêî íà íàáîðå 10, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ
g(x1, . . . , xn) áûëà èìïëèêàíòîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
íà âñåõ òåõ íàáîðàõ α, íà êîòîðûõ g(α) = 1, ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) òàêæå
ïðèíèìàëà çíà÷åíèå 1.

Ïðèìåðû. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) çàäàíà ìàòðèöåé Ãðåÿ (ëåâàÿ ìà-
òðèöà íà ðèñóíêå). Ôóíêöèÿ g(x, y, z) è êîíúþíêöèè K1 = x y z, K2 = z

(òðè ïðàâûå ìàòðèöû) � åå èìïëèêàíòû.

x

y
z

• •
• • •

f(x, y, z)
x

y
z

• •
••

g(x, y, z)
x

y
z

•

K1 = x y z
x

y
z

• •
• •

K2 = z

•

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè K � ëþáàÿ êîíúþíêöèÿ ÄÍÔf , òî K ÿâëÿåòñÿ èì-
ïëèêàíòîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è çàäàåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn) èíòåðâàëîì IK .

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ K íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èì-
ïëèêàíòîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ èìïëèêàíòîé ýòîé
ôóíêöèè, è íå ñóùåñòâóåò äðóãîé êîíúþíêöèè K ′, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èì-
ïëèêàíòîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) è ïîãëîùàåò êîíúþíêöèþ K.

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y, z) èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.
Êîíúþíêöèÿ K2 = z � ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà äàííîé ôóíêöèè, à êîíúþíöèÿ
K1 = x y z � èìïëèêàíòà, íî íå ïðîñòàÿ, òàê êàê îíà ïîãëîùàåòñÿ èìïëè-
êàíòîé K2. •

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ôóíêöèè � ýòî òàêàÿ èìïëèêàíòà-
êîíúþêöèÿ, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü óïðîùåíà âûáðàñûâàíèåì èç íåå ïåðå-
ìåííûõ, òî åñòü íåóïðîùàåìàÿ êîíúþíêöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ ïðî-
ñòàÿ èìïëèêàíòà K áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) çàäàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
äëÿ ýòîé ôóíêöèè èíòåðâàëîì IK .

Îïðåäåëåíèå. ÄÍÔ, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò áóëåâîé
ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), íàçûâàåòñÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ýòîé ôóíêöèè (èëè
ÑîêðÄÍÔ f).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ åäèíñòâåííà äëÿ äàííîé
ôóíêöèè, òî åñòü íàðÿäó ñ ÑîâÄÍÔ è ÑîâÊÍÔ îíà ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé
êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæ-
íîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìîòðåíà íàìè äàëåå. Îäíàêî äëÿ áóëåâîé
ôóíêöèè íåáîëüøîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ, çàäàííîé ìàòðèöåé Ãðåÿ, íàéòè
ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ
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èíòåðâàëîâ ) äîâîëüíî ïðîñòî, è ìû óæå ðåøàëè òàêóþ çàäà÷ó äëÿ ìàæî-
ðèòàðíîé ôóíêöèè â ïîäðàçäåëå 3.3, èçó÷àÿ èíòåðâàëüíûé ñïîñîá çàäàíèÿ
áóëåâîé ôóíêöèè.
Ïðèìåðû. Íàéäåì ñîêðàùåííûå ÄÍÔ ôóíêöèé èç ïðåäûäóùåãî ïðè-

ìåðà: f(x, y, z), g(x, y, z), è ôóíêöèè h(x, y, z).

x

y
z

• •
• • •��
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�� �� - I2

@@R
I1

ÑîêðÄÍÔf = z ∨ x y.

K1 K2

x

y
z
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• •�� ���� ��
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- I2
- I3

?

I1

ÑîêðÄÍÔg = y z ∨ x y ∨ x z.

K1 K2 K3

ÑîêðÄÍÔh ñëîæíåå � îíà ñîñòîèò èç øåñòè ïðîñòûõ èìïëèêàíò, ïîýòîìó
äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàæåíà íà äâóõ ìàòðèöàõ Ãðåÿ:

x

y
z

• • •
• • •�� ���� ��
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- I2
- I3

?

I1

x

y
z
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• • •�� ���� ����
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�

- I6

- I4

�I5

ÑîêðÄÍÔh = y z ∨ x z ∨ x y ∨ x z ∨ x y ∨ y z. •
K1 K2 K3 K4 K5 K6

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî òåðìèí �ñîêðàùåííàÿ� îòíîñèòñÿ íå ê
äëèíå ÄÍÔ (îíà ìîæåò áûòü áîëüøîé, çíà÷èòåëüíî áîëüøå äëèíû ñîâåð-
øåííîé ÄÍÔ), à ê ðàíãàì âñåõ åå êîíúþíêöèé � ðàíãè íåóïðîùàåìûõ
êîíúþíêöèé (èìåííî èç íèõ ñîñòîèò ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ) íå ìîãóò áûòü
óìåíüøåíû.

9.2. Ìèíèìàëüíàÿ è êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ (ÌèíÄÍÔ f) áóëåâîé ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ÄÍÔ íàèìåíüøåãî ðàíãà èç âñåõ ÄÍÔ, çàäàþùèõ
ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).
Îïðåäåëåíèå. Êðàò÷àéøåé ÄÍÔ (ÊðàòÄÍÔ f) áóëåâîé ôóíêöèè

f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ÄÍÔ íàèìåíüøåé äëèíû èç âñåõ ÄÍÔ, çàäàþùèõ
ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).
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Ìåòîäû ïîèñêà ìèíèìàëüíîé è êðàò÷àéøåé ÄÍÔ áóäóò ðàññìîòðåíû
äàëåå, ïîêà æå íàéäåì èõ âèçóàëüíî ïî ìàòðèöå Ãðåÿ.
Ïðèìåðû. Äëÿ ôóíêöèè f(x, y, z) èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñîêðàùåí-

íàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ è êðàò÷àéøåé, è ìèíèìàëüíîé:

ÌèíÄÍÔf = ÊðàòÄÍÔf = z ∨ x y (äëèíû 2, ðàíãà 3).

Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ èìååò åùå îäíó êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ:

x

y
z

• •
• • •��
�
�
���� ÊðàòÄÍÔ′f = z ∨ x y z (äëèíû 2, ðàíãà 4).

ÊðàòÄÍÔ′f îòëè÷àåòñÿ îò ÊðàòÄÍÔ f òåì, ÷òî åå âòîðàÿ êîíúþíêöèÿ íå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé èìïëèêàíòîé, åå ìîæíî óïðîñòèòü âû÷åðêèâàíèåì z. •

Òåîðåìà î êðàò÷àéøåé ÄÍÔ. Ñóùåñòâóåò êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ áóëåâîé
ôóíêöèè, ñîñòîÿùàÿ èç ïðîñòûõ èìïëèêàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî (êîíñòðóêòèâíîå). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó
ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn). Äîêàæåì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Ïóñòü
ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) � èìïëèêàíòà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), òîãäà

g(x1, . . . , xn) ∨ f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).

Åñëè g(x1, . . . , xn) = 0, òî îáå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàâíû f(x1, . . . , xn).
Åñëè g(x1, . . . , xn) = 1, òî è f(x1, . . . , xn) = 1 (òàê êàê g(x1, . . . , xn) � èì-
ïëèêàíòà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn)), à çíà÷èò, îáå ÷àñòè ðàâíû 1. Ðàññìîòðèì
òåïåðü ÊðàòÄÍÔf ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).

ÊðàòÄÍÔf = K1 ∨K2 ∨ . . . ∨Kl.

Åñëè âñå åå êîíúþíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè ôóíêöèè, òî
êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ, ñîñòîÿùàÿ èç ïðîñòûõ èìïëèêàíò, íàéäåíà. Èíà÷å ïóñòü
K1 � íå ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), òîãäà ñóùåñòâóåò ïðî-
ñòàÿ èìïëèêàíòà K ′1 òàêàÿ, ÷òî K1 ∨K ′1 = K ′1. Ïî äîêàçàííîìó âåðíî

ÊðàòÄÍÔf = K ′1 ∨ ÊðàòÄÍÔf = K ′1 ∨K1 ∨K2 ∨ . . . ∨Kl =
= K ′1 ∨K2 ∨ . . . ∨Kl = ÊðàòÄÍÔ′f .

Äëèíà ÊðàòÄÍÔ′f ðàâíà äëèíå ÊðàòÄÍÔf . Ïîâòîðèâ òå æå ðàññóæäåíèÿ
äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êîíúþíêöèé ÊðàòÄÍÔ ′f , ìû ïîëó÷èì êðàò÷àéøóþ
ÄÍÔ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), ñîñòîÿùóþ èç ïðîñòûõ èìïëèêàíò. •
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Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïðîñòîé êðàò÷àéøåé ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn) åå êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ, ñîñòîÿùóþ èç ïðîñòûõ èìïëèêàíò.

Äàëåå èç âñåõ êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ïðîñòûå
êðàò÷àéøèå ÄÍÔ, òàê êàê ïîìèìî ìèíèìàëüíîé äëèíû îíè èìåþò è ìåíü-
øèé ðàíã êàæäîé êîíúþíêöèè. Îäíàêî íàçûâàòü è îáîçíà÷àòü ïðîñòûå
êðàò÷àéøèå ÄÍÔ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) áóäåì ïî-ïðåæíåìó � ÊðàòÄÍÔ f .
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x, y, z), êîòîðàÿ èìååò äâå ïðîñòûå

êðàò÷àéøèå ÄÍÔ.

x

y
z

• ••
• •�� ���� ���� ��
�
�
�
�

- I3-
I4

@
@RI2

@
@R I1

ÊðàòÄÍÔ′f = x y ∨ y z ∨ x y,

K1 K2 K3

ÊðàòÄÍÔ′′f = x y ∨ x y ∨ x z. •
K1 K3 K4

Äëÿ ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ ñïðàâåäëèâî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, ÷åì
äëÿ êðàò÷àéøèõ.

Òåîðåìà î ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ. Ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ áóëåâîé
ôóíêöèè ñîñòîèò èç ïðîñòûõ èìïëèêàíò.

Äîêàçàòåëüñòâî (îò ïðîòèâíîãî). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â åå ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà èç êîíúþíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé èìïëèêàíòîé ôóíêöèè.

ÌèíÄÍÔf = K1 ∨K2 ∨ . . . ∨Kl.

Ïóñòü K1 � íå ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), òîãäà íàéäåòñÿ
åå ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà K ′1 òàêàÿ, ÷òî K1 ∨ K ′1 = K ′1. Êàê áûëî ïîêàçàíî
ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, åñëè â ÌèíÄÍÔ f çàìåíèòü êîíú-
þíêöèþK1 íà êîíúþíêöèþ K ′1, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ÄÍÔf áóäåò ðàâíîñèëüíà
èñõîäíîé. Ïðè ýòîì ÄÍÔf áóäåò èìåòü ìåíüøèé ðàíã, ÷åì ÌèíÄÍÔ f , òàê
êàê êîíúþíêöèÿ K ′1 èìååò ìåíüøèé ðàíã, ÷åì K1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî ÌèíÄÍÔf ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). •

Èòàê, åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ çàäàíà ìàòðèöåé Ãðåÿ, òî:
� äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ íåîáõîäèìî âûäåëèòü âñå ìàêñè-

ìàëüíûå èíòåðâàëû;
� äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé ÄÍÔ � èõ äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî ìèíè-

ìàëüíîé ìîùíîñòè;
� äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ � òàêîå äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî

ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ, ñóììà ðàíãîâ êîòîðûõ ìèíèìàëüíà.
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Ïðèìåðû. Íàéäåì ñîêðàùåííóþ, êðàò÷àéøèå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ
ôóíêöèè f(a, b, c, d):

a
b

c
d

• • •
• • •
• •

• •�� ���� ��
�� ��
�� ���� ��
�� ����
�
�

�

�

�
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a
b

c
d

• • •
• • •
• •

• •�� ���� ��
�� ���� ��
�
�
�
�

�I1
-I2
- I5

?

I3
?

I4

a
b

c
d

• • •
• • •
• •

• •�� ���� ���� ��
�� ��
�

�

�

�

�I1
-I2

?
I7

�	
I8

I6- �� �
Íà ëåâîé ìàòðèöå ïîêàçàíî ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ

(èõ íîìåðà ìîæíî íàéòè íà äâóõ äðóãèõ ìàòðèöàõ).

ÑîêðÄÍÔf = a b c ∨ a b d ∨ a b c ∨ a b d ∨ a c d ∨ a b d ∨ a b c ∨ c d.
K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8

Â öåíòðå ïîêàçàíî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èç ïÿòè ìàêñèìàëüíûõ èíòåð-
âàëîâ {I1, I2, I3, I4, I5}. Íèêàêèå ÷åòûðå èç âîñüìè ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâà-
ëîâ íå îáðàçóþò äîñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî, ÄÍÔ, ñîñòîÿùàÿ
èç êîíúþíêöèé, çàäàííûõ èíòåðâàëàìè I1 � I5, ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé (äëè-
íû 5, ðàíãà 15):

ÊðàòÄÍÔf = a b c ∨ a b d ∨ a b c ∨ a b d ∨ a c d.
K1 K2 K3 K4 K5

Ñïðàâà ïîêàçàíî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èç ïÿòè ìàêñèìàëüíûõ èíòåð-
âàëîâ {I1, I2, I6, I7, I8}. Íèêàêîå äðóãîå äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî íå äàåò ìåíü-
øåé ñóììû ðàíãîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÄÍÔ ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîé (äëèíû 5, ðàíãà 14):

ÌèíÄÍÔf = a b c ∨ a b d ∨ a b d ∨ a b c ∨ c d. •
K1 K2 K6 K7 K8

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ÊðàòÄÍÔ f íå ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîé, à ÌèíÄÍÔf ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Äðóãèõ êðàò÷àéøèõ è ìèíè-
ìàëüíûõ ÄÍÔ ýòà ôóíêöèÿ íå èìååò (íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì
òîëüêî ïðîñòûå êðàò÷àéøèå ÄÍÔ).

9.3. Áåçûçáûòî÷íàÿ ÄÍÔ

Îïðåäåëåíèå. ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ áåçûç-
áûòî÷íîé ÄÍÔ (ÁåçÄÍÔ f), åñëè èç íåå íåëüçÿ óäàëèòü íè îäíîé êîíú-
þíêöèè è íè îäíîé ïåðåìåííîé èç êîíúþíêöèè òàê, ÷òîáû îíà îñòàâàëàñü
ðàâíîñèëüíîé èñõîäíîé ÄÍÔ.
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Â ÷àñòíîñòè, áåçûçáûòî÷íîé ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ è ëþáàÿ êðàò-
÷àéøàÿ ÄÍÔ (íå ïðîñòàÿ êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ ÿâíî èçáûòî÷íà).

Ìåòîäû ïîèñêà áåçûçáûòî÷íûõ ÄÍÔ áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå. Çäåñü
æå ìû íàéäåì áåçûçáûòî÷íóþ ÄÍÔ ïî ìàòðèöå Ãðåÿ. Äëÿ ýòîãî âûäå-
ëèì òàêîå äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ, ÷òîáû ïðè
óäàëåíèè ëþáîãî èíòåðâàëà îíî ïåðåñòàâàëî áûòü äîñòàòî÷íûì.
Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.
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b

c
d
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�I1
-I2
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I8

?
I4
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I6- �� �
Ñëåâà âûäåëåíî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èç ïÿòè èíòåðâàëîâ, íè îäèí èç

êîòîðûõ íåëüçÿ óäàëèòü òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî îñòàâàëîñü äîñòàòî÷íûì.
Íî èíòåðâàë I ′ � íå ìàêñèìàëüíûé, òàê êàê îí ìîæåò áûòü ðàñøèðåí ïî
ïåðâîé êîìïîíåíòå, òî åñòü èç êîíúþíêöèè K ′ = a c d ìîæíî óäàëèòü ïå-
ðåìåííóþ a. Ïîýòîìó ÄÍÔ, ñîñòîÿùàÿ èç êîíúþíêöèé, çàäàííûõ ýòèìè
èíòåðâàëàìè, íå ÿâëÿåòñÿ áåçûçáûòî÷íîé, íî åñëè óïðîñòèòü K ′, òî ÄÍÔ
ñòàíåò áåçûçáûòî÷íîé è ñîâïàäåò ñ ÌèíÄÍÔ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Â öåíòðå âûäåëåíî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èç øåñòè ìàêñèìàëüíûõ èí-
òåðâàëîâ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì, òàê êàê èíòåðâàë I ′′ ìîæåò áûòü
óäàëåí, à ìíîæåñòâî ïðè ýòîì îñòàíåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Ïîýòîìó ÄÍÔ, ñî-
ñòîÿùàÿ èç êîíúþíêöèé, çàäàííûõ øåñòüþ âûäåëåííûìè èíòåðâàëàìè, íå
ÿâëÿåòñÿ áåçûçáûòî÷íîé, íî åñëè óäàëèòü èíòåðâàë I ′′, òî ÄÍÔ ñòàíåò
áåçûçáûòî÷íîé è ñîâïàäåò ñ êðàò÷àéøåé ÄÍÔ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Ñïðàâà âûäåëåíî äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî If èç øåñòè ìàêñèìàëüíûõ èí-
òåðâàëîâ (ñ íîìåðàìè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà). Óäàëåíèå ëþáîãî èç íèõ
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðåñòàåò áûòü äîñòàòî÷íûì. Ïîýòîìó
ìíîæåñòâî If çàäàåò áåçûçáûòî÷íóþ ÄÍÔ (äëèíû 6, ðàíãà 17):

ÁåçÄÍÔf = a b c ∨ a b d ∨ a b d ∨ a c d ∨ a b d ∨ c d. •
K1 K2 K4 K5 K6 K8

Ñðàâíåíèå äëèí è ðàíãîâ ÄÍÔ èç äâóõ ïîñëåäíèõ ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàåò,
÷òî ýòà áåçûçáûòî÷íàÿ ÄÍÔ íå ÿâëÿåòñÿ íè êðàò÷àéøåé, íè ìèíèìàëüíîé.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî âñå êîíúþíêöèè, çàäàâàåìûå ÿäåðíûìè èíòåð-
âàëàìè (â íàøåì ïðèìåðå ýòî èíòåðâàëû I1 è I2), âõîäÿò âî âñå áåçûçáû-
òî÷íûå ÄÍÔ, â òîì ÷èñëå âî âñå êðàò÷àéøèå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ.
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9.4. Êðàò÷àéøèå ÄÍÔ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå áóëåâû ôóíêöèè äâóõ àðãóìåíòîâ. Ôîðìóëû
äëÿ êîíúþíêöèè ab è äèçúþíêöèè a ∨ b ÿâëÿþòñÿ èõ êðàò÷àéøèìè ÄÍÔ.
Ïðåäñòàâèì îñòàëüíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ìàòðèöàìè Ãðåÿ è íàéäåì
èõ êðàò÷àéøèå ÄÍÔ.

a

b

•
••�� ����
�
� a→ b = a ∨ b

a

b

•���� a ↪→ b = ab

a

b

••
•�� ��
�
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�
� a← b = a ∨ b

a

b
•���� a←↩ b = ab

a

b

•
•����
���� a⊕ b = ab ∨ ab

a

b

•
• ����
���� a ∼ b = ab ∨ ab

a

b

•
• •��
�
�
�� �� a/b = a ∨ b

a

b
•���� a ↓ b = ab

Êðàò÷àéøèå ÄÍÔ ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÄÍÔ ôóíêöèé, çàäàííûõ ôîðìóëàìè. Ïðè ýòîì çàïîìèíàòü
êðàò÷àéøèå ÄÍÔ ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî, òàê êàê îíè ëåãêî âûâîäÿòñÿ.
Ïðèìåð. Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ çàäàíà ôîðìóëîé

f(x, y, z) = (x→ yz)/(x⊕ z).

Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó ÊðàòÄÍÔ øòðèõà Øåôôåðà a/b ïðè a = (x→ yz)
è b = (x⊕ z):

f(x, y, z) = (x→ yz)/(x⊕ z) = (x→ yz) ∨ (x⊕ z) =

[ èíâåðñèþ äèçúþíêöèè ñ èñêëþ÷åíèåì çàìåíèì ýêâèâàëåíòíîñòüþ, à èí-
âåðñèþ èìïëèêàöèè � íå èìïëèêàöèåé, ïîäñòàâèì èõ êðàò÷àéøèå ÄÍÔ ]

= (x ↪→ yz) ∨ (x ∼ z) = (xyz) ∨ (x z ∨ x z) =

[ èñïîëüçóåì çàêîíû äå Ìîðãàíà, àññîöèàòèâíîñòè è äèñòðèáóòèâíîñòè ]

= x(y ∨ z) ∨ (x z ∨ x z) = xy ∨ xz ∨ x z ∨ x z =

[ óïðîñòèì âûðàæåíèå íà îñíîâàíèè çàêîíà ñêëåèâàíèÿ ]

= xy ∨ z ∨ x z = ÄÍÔ′f . •
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Â ðàçäåëå 8.5 äëÿ ýòîé æå ôóíêöèè ðàçëîæåíèåì Øåííîíà áûëà ïîëó-
÷åíà äðóãàÿ ÄÍÔf = x ∨ x z. Â ðåçóëüòàòå èìååì

ÄÍÔf = x ∨x z è ÄÍÔ′f =x y∨ z ∨x z.
K1 K2 K3 K4 K5

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî îíè ðàâíîñèëüíû, ïîñòðîèâ ìàòðèöû Ãðåÿ:

x

y
z

• • • •
• •�� ���� �� I1-

I2
�

x

y
z

• • • •
• •�� ���� ���� ��
I3 I5

I4

? ?

-

9.5. Óïðàæíåíèÿ

Óïð.1. Îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè êîíúþíêöèè K1 � K3 èìïëèêàíòàìè
áóëåâûõ ôóíêöèé f1 � f3 íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ èìïëèêàíòû.

K1 = a b c, f1(a, b, c, d, e) = (a (b⊕ c)⊕ d)→ e,
K2 = a c d, f2(a, b, c, d, e) = a e ∨ a b c ∨ a c ∨ b d e,
K3 = c e, f3(a, b, c, d, e) = ((a/b)→ e) ↓ (c d).
Óïð.2. Èç çàäàííûõ ìíîæåñòâ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé âûäåëèòü

ïðîñòûå èìïëèêàíòû ôóíêöèé f1 � f3, ïðåäñòàâèâ èõ ìàòðèöàìè Ãðåÿ:
{ac, a b, a c, a}, f1(a, b, c) = 00101111;
{a b, b c, a}, f2(a, b, c) = 01111110;
{b d, b c, a b c}, f3(a, b, c, d) = 1010111001011110.

Íàéòè âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû ôóíêöèé f1 � f3.
Óïð.3. Íàéòè ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ, âñå êðàò÷àéøèå ÄÍÔ è âñå áåçûç-

áûòî÷íûå ÄÍÔ ñëåäóþùèõ áóëåâûõ ôóíêöèé:
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d
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• • •
• • •
•

a
b

c
d

• •
•

• • •
• • •

a
b

c
d

• • •
• • •
• • •

• • •

Óïð.4. Íàéòè ÄÍÔ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ ôîðìóëàìè F1 − F6,
ïîäñòàíîâêîé êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðîâå-
ðèòü ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèé ïîñòðîåíèåì òàáëèö èñòèííîñòè èëè ñðàâ-
íåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè èç óïð. 6 ïîäðàçäåëà 8.6.
F1 = x→ y z → x y,

F2 = x⊕ y ←↩ (x ∼ z),
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F3 = y ↓ (x ∼ yz) ↪→ y ∨ z,
F4 = x y/(z ← y) ∨ (x t ∼ y),
F5 = y → x t→ (y ⊕ x)→ y t ∨ x y z,
F6 = zt⊕ y → (x ↓ z t).

10. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 2

Òåìà êîíòðîëüíîé ðàáîòû : äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà, ñî-
âåðøåííàÿ, ñîêðàùåííàÿ è êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ.�

�
�
�F

�
�
�
�(F )

#
"

 
!

òàáëèöà
èñòèííîñòè

#
"

 
!

ìàòðèöà
Ãðåÿ

�
�

�
�ÑîâÄÍÔ

?

?

?

6

0

1

2

4′′

ïîäñòàíîâêîé
ÊðàòÄÍÔ

ðàçëîæåíèåì
ïî ïåðåìåííûì

�
�

�
�ÄÍÔ′

�
�

�
�ÄÍÔ′′

�
�

�
�ÑîêðÄÍÔ

�
�

�
�ÊðàòÄÍÔ

' $
? ?

& %- �' $
? ?

& %- �

3 5

4 4′

6 8

7 7′

Ñõåìà êîíòðîëüíîé ðàáîòû (ðåøåíèå êàæäîé èç äâåíàäöàòè ïðåäëî-
æåííûõ çäåñü çàäà÷ íà÷èíàòü ñ ïîñòàíîâêè çàäà÷è è äåëàòü âûâîä èç ñðàâ-
íåíèÿ ìàòðèö Ãðåÿ, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè; F îáîçíà÷àåò ôîðìó-
ëó áåç ëèøíèõ ñêîáîê, (F ) � ñ íåäîñòàþùèìè ñêîáêàìè).

Çàäàíèÿ íà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó (ôîðìóëà F )

1)x→ y → (x⊕ z)→ xy ∨ x y z 6) y ← x→ (z ⊕ x)→ xy ∨ x y z
2) z → y → (z ∼ x)→ yz ∨ x y z 7) yz ← x→ (z ⊕ x) ∨ x y z
3)x→ yz → (x ∼ z) ∨ x y z 8)x→ yz → (x⊕ z) ∨ x y z
4) yz ← x→ (x ∼ z) ∨ xyz 9) z ∼ y → (x← yz) ∨ x y z
5) z ∼ y → (x ↓ yz) ∨ x y z 10)x← yz/(x ∼ y) ∨ xyz
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11)xy → z/(z ∼ y) ∨ xyz 21)x← yz/(x⊕ y) ∨ xyz
12) z ⊕ y → (x ↓ yz) ∨ xyz 22) z ⊕ y → (x← yz) ∨ xyz
13) y ∼ z → (yz → x) ∨ x y z 23)xy → z/(z ⊕ y) ∨ xyz
14) y ← x→ (z ∼ x)→ xy ∨ x y z 24) yz/x→ (x⊕ y) ∨ xyz
15)x← yz → (x ∼ y) ∨ xyz 25)x/y → (x⊕ z)→ xy ∨ x y z
16)x← yz → (x ∼ y) ∨ xyz 26)x/y → (x⊕ z)→ xy ∨ x y z
17) z ⊕ y → (yz → x) ∨ xyz 27) yz ← x→ (z ⊕ x) ∨ x y z
18) yz/x→ (x⊕ y) ∨ xyz 28) y ← x→ (z ∼ x)→ xy ∨ x y z
19)xy → z/(z ⊕ y) ∨ xyz 29) z ⊕ y → (yz → x) ∨ x y z
20) z ⊕ y → (x ↓ yz) ∨ x y z 30) yz → x/(x⊕ z) ∨ xyz

Ïðèìåð. Çàäàíà ôîðìóëà

F = x→ yz/(y ∼ z) ∨ xyz.

0) Ðàññòàâèì ñêîáêè â ôîðìóëå F . Âîçüìåì â ñêîáêè êîíúþíêöèè, çà-
òåì îñòàëüíûå ïîäôîðìóëû ñëåâà íàïðàâî.

(F ) = ((x→ (yz))/(y ∼ z)) ∨ (xyz).

Äàëåå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ôîðìóë äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû áóäåì îïóñ-
êàòü ñêîáêè âîêðóã êîíúþíêöèé.

1) Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè ôóíêöèè ïî ôîðìóëå (F ).

x y z ((x → (yz)) / (y ∼ z)) ∨ (xyz) f

0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1

3 4 1 7 6 5 8 2
2) Ïîñòðîèì ìàòðèöó Ãðåÿ ôóíêöèè f(x, y, z) ïî òàáëèöå èñòèííî-

ñòè. Îòìåòèì íà ìàòðèöå íàáîðû, íà êîòîðûõ f(x, y, z)=1.

x

y
z

• • •
• • •
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3) Ïîëó÷èì ÄÍÔ′ ïî ôîðìóëå (F ) ðàçëîæåíèåì ïî ïåðåìåííûì. Ïðè-
ìåíèì ê ïîäôîðìóëå (x → yz)/(y ∼ z) ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåí-
íîé y (ýòà ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå x è òàê æå ÷àñòî, êàê z).

(F ) = ((x→ yz)/(y ∼ z)) ∨ xyz =
= y[(x→ 1z)/(1 ∼ z)] ∨ y[(x→ 0z)/(0 ∼ z)] ∨ xyz =

[ ïðèìåíèì ñâîéñòâà 0 è 1 äëÿ êîíúþíêöèè ]

= y[(x→ 0)/(1 ∼ z)] ∨ y[(x→ z)/(0 ∼ z)] ∨ xyz =

[ âûâåäåì ñâîéñòâà 0 è 1 äëÿ èìïëèêàöèè è ýêâèâàëåíòíîñòè

a a→ 0 1 ∼ a 0 ∼ a a→ 0 = a

0 1 0 1 1 ∼ a = a

1 0 1 0 0 ∼ a = a

è óïðîñòèì âûðàæåíèå ]

= y[x/z] ∨ y[(x→ z)/z] ∨ xyz =

[ ðàçëîæèì êîýôôèöèåíòû ïðè y è y ïî ïåðåìåííîé z ]

= y [z (x/1) ∨ z (x/0)] ∨ y [z ((x→ 1)/1) ∨ z ((x→ 0)/0)] ∨ x y z =
= y [z (x/0) ∨ z (x/1)] ∨ y [z ((x→ 1)/1) ∨ z ((x→ 0)/0)] ∨ x y z =

[ âûâåäåì ñâîéñòâà 0 è 1 äëÿ èìïëèêàöèè è øòðèõà Øåôôåðà

a a→ 1 a/0 a/1 a→ 1 = 1
0 1 1 1 a/0 = 1
1 1 1 0 a/1 = a

è óïðîñòèì âûðàæåíèå ]

= y [z1 ∨ z x] ∨ y [z(1/1) ∨ z(x/0)] ∨ x y z =
= y [z ∨ z x] ∨ y [z0 ∨ z1] ∨ x y z =

[ èñïîëüçóåì ñâîéñòâà 0 è 1 è çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè ]

= y z ∨ x y z ∨ y z ∨ x y z = ÄÍÔ′.
K1 K2 K3 K4

4) Ïîñòðîèì ìàòðèöó Ãðåÿ ïî ÄÍÔ ′.

x

y
z

• • •
• • •�
�	
�� ����
�
�

�
�
�
�
?
I3

?
I4

?
I1

-I2
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5) Ïîëó÷èì ÄÍÔ′′ ïî ôîðìóëå (F ) ïîäñòàíîâêîé êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé . Çàìåíèì øòðèõ Øåôôåðà a/b êðàò÷àéøåé ÄÍÔ
ïðè a = x→ yz, b = y ∼ z:

a

b

•
• •��
�
�
�� �� a/b = a ∨ b

(F ) = ((x→ yz)/(y ∼ z)) ∨ xyz = ((x→ yz) ∨ (y ∼ z)) ∨ xyz =

[ çàìåíèì èíâåðñèþ èìïëèêàöèè íà íå èìïëèêàöèþ è èíâåðñèþ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè íà äèçúþíêöèþ ñ èñêëþ÷åíèåì ]

= (x ↪→ yz) ∨ (y ⊕ z) ∨ xyz =

[ íàéäåì êðàò÷àéøèå ÄÍÔ íå èìïëèêàöèè è äèçúþíêöèè ñ èñêëþ÷åíèåì

a

b

•���� a ↪→ b = ab

a

b

•����•
���� a⊕ b = a b ∨ a b

è ïîäñòàâèì èõ â ôîðìóëó ]

= x (y z) ∨ (y z ∨ y z) ∨ x y z =

[ ïðèìåíèì çàêîíû äå Ìîðãàíà, äèñòðèáóòèâíîñòè è àññîöèàòèâíîñòè ]

= x (y ∨ z) ∨ y z ∨ y z ∨ x y z =
= x y ∨ x z ∨ y z ∨ y z ∨ x y z = ÄÍÔ′′.
K1 K2 K3 K4 K5

4′) Ïîñòðîèì ìàòðèöó Ãðåÿ ïî ÄÍÔ ′′.

x

y
z

• • •
• • •�
�	��
�� ������
�
�

�
�
�
�

- I1

?
I4

?
I5

?
I3

-I2

6) Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ïî ìàòðèöå Ãðåÿ . Âûäåëèì âñå ìàê-
ñèìàëüíûå èíòåðâàëû, îíè çàäàäóò êîíúþíêöèè ñîêðàùåííîé ÄÍÔ.

x

y
z

• • •
• • •�� ���� ��
�� ����
�
�

�
�
�
�
	 
	 - I4

- I5
- I6

?
I1

?
I2

?
I3

ÑîêðÄÍÔ = y z ∨ x y ∨ y z ∨ x z ∨ x y ∨ x z.
K1 K2 K3 K4 K5 K6
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7) Ïðåîáðàçóåì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ â ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ . Èñïîëüçóåì
çàêîí ðàñêëåèâàíèÿ íåïîëíûõ êîíúþíêöèé, ïîä÷åðêíåì êîíúþíêöèè, ñîâ-
ïàäàþùèå ñ ïîëó÷åíûìè ðàíåå, è ïî çàêîíó èäåìïîòåíòíîñòè óäàëèì èõ:

y z ∨ x y ∨ y z ∨ x z ∨ x y ∨ x z = x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z∨
∨x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z =
= x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z = ÑîâÄÍÔ.

K1 K2 K3 K4 K5 K6

8) Ïîñòðîèì êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ ïî ìàòðèöå Ãðåÿ . Äëÿ ýòîãî âûäåëèì
íà ìàòðèöå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ, îáðàçóþùèõ
äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî, è ïî íåìó ïîñòðîèì êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ.

x

y
z

• • •
• • •�� ��
�� ���
�
�
�
6
I1

-I3

-I2 ÊðàòÄÍÔ = y z ∨ x y ∨ x z.
K1 K2 K3

7′) Ïðåîáðàçóåì êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ â ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ .

y z ∨ x y ∨ x z = x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z = ÑîâÄÍÔ.
K1 K2 K5 K6 K4 K3

Çäåñü êîíúþíêöèÿì ïðèñâîåíû íîìåðà èç ñîâåðøåííîé ÄÍÔ çàäà÷è 7),
ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîâåðøåííûå ÄÍÔ ñîâïàëè.

4′′) Ïîñòðîèì ìàòðèöó Ãðåÿ ïî ñîâåðøåííîé ÄÍÔ . Êàæäàÿ ïîëíàÿ
êîíúþíêöèÿ çàäàåòñÿ òî÷êîé, êîòîðàÿ íà ìàòðèöå îáîçíà÷åíà íîìåðîì êîíú-
þíêöèè â ñîâåðøåííîé ÄÍÔ.

x

y
z

1 3 4
2 5 6

Âûâîä. Ìàòðèöû Ãðåÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ 2), 4), 4′), 4′′),
ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, îøèáîê ïðè âûïîëíåíèè êîíòðîëüíîé ðàáîòû
íå áûëî (êðîìå, ìîæåò áûòü, íåïðàâèëüíîé ðàññòàíîâêè ñêîáîê). •

11. Ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîçíàêîìèëèñü ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè ÄÍÔ
è íàó÷èëèñü èõ íàõîäèòü âèçóàëüíî ïî ìàòðèöå Ãðåÿ. Ïåðåéäåì ê èçó÷å-
íèþ ôîðìàëüíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííîé, áåçûçáûòî÷íûõ, ìè-
íèìàëüíûõ è êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè, çàäàííîé ñîâåðøåííîé
èëè ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ.
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Èíòåðåñ ê êðàò÷àéøèì è ìèíèìàëüíûì ÄÍÔ îñíîâàí íà èõ îïòèìàëüíî-
ñòè (ïî äëèíå è ðàíãó ñîîòâåòñòâåííî), êîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíî ïðîÿâëÿåòñÿ,
ïî êðàéíåé ìåðå, â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ. Âî-ïåðâûõ, ñ îïòèìàëüíûìè
ÄÍÔ ëåã÷å îïåðèðîâàòü, òî åñòü âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ñòðîèòü
ìàòðèöó Ãðåÿ è ïîäñòàâëÿòü â äðóãèå ôîðìóëû. Âî-âòîðûõ, îïòèìàëüíûå
ÄÍÔ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïî íèì ñõåì èç ëîãè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ: äèçúþíêòîðîâ, êîíúþíêòîðîâ è èíâåðòîðîâ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàæîðèòàðíóþ ôóíêöèþ.

• • •
•

x

y
z�
�
�
��� ���� �� ÑîâÄÍÔf = x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z

ÊðàòÄÍÔf = x y ∨ x z ∨ y z

Íàðèñóåì ñõåìû ïî ñîâåðøåííîé è êðàò÷àéøåé ÄÍÔ. Ëîãè÷åñêèå ýëåìåíòû
èçîáðàçèì â âèäå ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷åííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.
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Ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ ïî êðàò÷àéøåé ÄÍÔ (ñïðàâà), îêàçàëàñü ïðîùå: îíà
ñîäåðæèò ìåíüøå ýëåìåíòîâ. •

Èíòåðåñ ê ñîêðàùåííîé ÄÍÔ âûçâàí òåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæó-
òî÷íîé ïðè ïîñòðîåíèè êðàò÷àéøèõ, ìèíèìàëüíûõ è áåçûçáûòî÷íûõ ÄÍÔ.

Áåçûçáûòî÷íûå ÄÍÔ èíòåðåñíû êàê ñàìè ïî ñåáå, òàê êàê ÷àñòî îêàçû-
âàþòñÿ áëèçêèìè ê îïòèìàëüíûì, òàê è òåì, ÷òî ñðåäè íèõ íàõîäÿòñÿ âñå
ìèíèìàëüíûå è ïðîñòûå êðàò÷àéøèå ÄÍÔ.
Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìèçèðîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ ýòî çíà÷èò ïîñòðî-

èòü åå êðàò÷àéøóþ èëè ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ èëè âñå êðàò÷àéøèå èëè âñå
ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ (ïîñòàíîâêà çàäà÷è óòî÷íÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî).

Ðàññìîòðèì äâóõýòàïíûé ïîäõîä ê ìèíèìèçàöèè áóëåâîé ôóíêöèè, îñíî-
âàííûé íà òåîðåìàõ î êðàò÷àéøåé è ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ (ïîäðàçäåë 9.2),
óòâåðæäàþùèõ, ÷òî âñå ìèíèìàëüíûå è õîòÿ áû îäíà èç êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ
ñîñòîÿò èç ïðîñòûõ èìïëèêàíò.
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Ïåðâûé ýòàï : íàéäåì âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû ôóíêöèè, òî åñòü êîíú-
þíêöèè åå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ.

Âòîðîé ýòàï : èç ñîêðàùåííîé ÄÍÔ âûäåëèì êîíúþíêöèè èñêîìûõ
ÄÍÔ (êðàò÷àéøèõ èëè ìèíèìàëüíûõ).

Äàëåå íàðÿäó ñ ÿçûêîì ÄÍÔ áóäåì èñïîëüçîâàòü ÿçûê èíòåðâàëîâ êàê
áîëåå íàãëÿäíûé ïðè âèçóàëüíîì ðåøåíèè è áîëåå óäîáíûé ïðè êîìïüþ-
òåðíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ. Íàïîìíèì àíàëîãèþ ìåæäó ðÿäîì ïîíÿòèé
(îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîé è òîé æå áóëåâîé ôóíêöèè) íà óïîìÿíóòûõ ÿçûêàõ.

ßçûê ÄÍÔ ßçûê èíòåðâàëîâ
ïîëíàÿ òî÷êà
êîíúþíêöèÿ-èìïëèêàíòà
ýëåìåíòàðíàÿ äîïóñòèìûé èíòåðâàë
êîíúþíêöèÿ-èìïëèêàíòà
ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë
ÄÍÔ äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ
ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê
ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ

èíòåðâàëîâ
êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èç ìèíèìàëüíîãî

÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ
ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ

èíòåðâàëîâ ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé ðàíãîâ
áåçûçáûòî÷íàÿ ÄÍÔ äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ

èíòåðâàëîâ, êîòîðîå ïðè óäàëåíèè ëþáîãî
èíòåðâàëà ïåðåñòàåò áûòü äîñòàòî÷íûì

11.1. Ïîëó÷åíèå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ � ïåðâûé ýòàï ìèíèìèçàöèè

Èçó÷èì äâà ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ, íî ïðåæäå âñïîìíèì
çàêîíû ïîãëîùåíèÿ è ñêëåèâàíèÿ êîíúþíêöèé è äîáàâèì ê íèì çàêîí
íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ.

Çàêîí ïîãëîùåíèÿ : K1 ∨K1K2 = K1.
Çàêîí ñêëåèâàíèÿ : xK ∨ xK = K.
Çàêîí íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ : xK ∨ xK = xK ∨ xK ∨K.
Çàêîí îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ : xK1 ∨ xK2 = xK1 ∨ xK2 ∨K1K2.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàêîí íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ ñëåäóåò èç çàêîíà îáîáùåííîãî
ñêëåèâàíèÿ (ïðè K1 = K2 = K), à çàêîí ñêëåèâàíèÿ � èç çàêîíà íåïîëíîãî
ñêëåèâàíèÿ (åñëè â ïîñëåäíåì âûïîëíèòü ïîãëîùåíèÿ êîíúþíêöèé).
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Ïåðåâåäåì ýòè çàêîíû íà ÿçûê èíòåðâàëîâ, èñïîëüçóÿ èíòåðâàëû è ïðåä-
ñòàâëÿþùèå èõ òðîè÷íûå âåêòîðû êàê ñèíîíèìû.

Çàêîí ïîãëîùåíèÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè îáúåäèíåíèå äâóõ èíòåðâàëîâ
I è I ′ ñîâïàäàåò ñ I , òî èíòåðâàë I ′ ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå I (ïîãëîùàåòñÿ
èì). Çíà÷èò, ïîãëîùàåìûé âåêòîð äîëæåí ïîëó÷àòüñÿ èç ïîãëîùàþùåãî
çàìåíîé íåêîòîðûõ åãî âíóòðåííèõ êîìïîíåíò (�) íà âíåøíèå (0 èëè 1).

Ïðèìåð. Â ïàðå òðîè÷íûõ âåêòîðîâ
α =−1−0−
β = 0 1−0 1

âåêòîð β ïîãëîùàåò-

ñÿ âåêòîðîì α. •
Çàêîí ñêëåèâàíèÿ îáúåäèíÿåò äâà ñîñåäíèõ èíòåðâàëà â îäèí. Íàïî-

ìíèì, ÷òî ñîñåäíèå èíòåðâàëû ñîâïàäàþò ïî íîìåðàì âíåøíèõ êîìïîíåíò,
íî ðàçëè÷àþòñÿ ïî çíà÷åíèþ ðîâíî îäíîé èç íèõ (îðòîãîíàëüíîé). Ïðè
ñêëåèâàíèè ïîëó÷àåòñÿ èíòåðâàë, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíûõ ëèøü â
îðòîãîíàëüíîé êîìïîíåíòå � îíà ñòàíîâèòñÿ âíóòðåííåé (îïåðàöèÿ ñêëåè-
âàíèÿ ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ óæå ðàññìàòðèâàëàñü â ïîäðàçäåëå 2.2.3).
Ïðèìåð. Ðåçóëüòàòîì ñêëåèâàíèÿ ñîñåäíèõ âåêòîðîâ α è β ÿâëÿåòñÿ

âåêòîð γ:
α = 0 0 1−,
β = 0 1 1−,
γ = 0−1−. •

Çàêîí íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ îáúåäèíÿåò äâà ñîñåäíèõ èíòåðâàëà è äî-
áàâëÿåò ê ðåçóëüòàòó èñõîäíûå èíòåðâàëû.
Ïðèìåð. Ðåçóëüòàòîì íåïîëíîãî ñêëåèâàíèÿ âåêòîðîâ α è β èç ïðåäû-

äóùåãî ïðèìåðà ÿâëÿþòñÿ òðè âåêòîðà: α, β è γ. •
Çàêîí îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ îáúåäèíÿåò ñîñåäíèå ÷àñòè äâóõ ñìåæ-

íûõ èíòåðâàëîâ. Ñìåæíûå èíòåðâàëû ìîãóò íå ñîâïàäàòü ïî íîìåðàì âíåø-
íèõ êîìïîíåíò, íî äîëæíû áûòü îðòîãîíàëüíû ðîâíî ïî îäíîé èç íèõ. Ðå-
çóëüòàòîì îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òðè èíòåðâàëà: äâà èñõîäíûõ
è òðåòèé, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� êîìïîíåíòû, ïî êîòîðûì èñõîäíûå âåêòîðû ñîâïàäàþò, ñîõðàíÿþò ñâîè
çíà÷åíèÿ;

� êîìïîíåíòû, êîòîðûå â îäíîì èç âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè, à â
äðóãîì � âíóòðåííèìè, ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ âíåøíèõ êîìïîíåíò;

� îðòîãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà ñòàíîâèòñÿ âíóòðåííåé.
Ïðèìåð. Ðåçóëüòàòîì îáîáùåííîãî ñêëåèâàíèÿ ñìåæíûõ âåêòîðîâ α è

β ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû α, β è γ:

α = 0 0 1− 0 − 1 − ,
β = 1 0 1−− 0 − 1 ,
γ =−0 1− 0 0 1 1 . •
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11.1.1. Òåîðåìà Êâàéíà è àëãîðèòì Êâàéíà�ÌàêÊëàñêè

Ïåðâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè îñíîâàí
íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà (Êâàéíà). ×òîáû ïîëó÷èòü ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ áóëåâîé
ôóíêöèè èç åå ñîâåðøåííîé ÄÍÔ, íàäî âûïîëíèòü âñåâîçìîæíûå íåïîë-
íûå ñêëåèâàíèÿ ñîñåäíèõ êîíúþíêöèé, à çàòåì âñåâîçìîæíûå ïîãëîùåíèÿ
êîíúþíêöèé.

Îïèðàÿñü íà òåîðåìó Êâàéíà, ÌàêÊëàñêè ñôîðìóëèðîâàë àëãîðèòì, êî-
òîðûé îðãàíèçóåò ïîñòðîåíèå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì
ýòî ïðåäëîæåíî â òåîðåìå.

Âî-ïåðâûõ, êîíúþíêöèè â àëãîðèòìå ïðåäñòàâëÿþòñÿ áóëåâûìè è òðî-
è÷íûìè âåêòîðàìè, ÷òî äåëàåò âû÷èñëåíèÿ áîëåå ïðîñòûìè è áîëåå ïðè-
ñïîñîáëåííûìè äëÿ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè.

Âî-âòîðûõ, ñîñåäíèå âåêòîðû îòëè÷àþòñÿ ïî âåñó (÷èñëó åäèíè÷íûõ
êîìïîíåíò) ðîâíî íà åäèíèöó. Ïîýòîìó â àëãîðèòìå íå ïðîâåðÿþòñÿ íà
âîçìîæíîñòü ñêëåèâàíèÿ âåêòîðû, ÷üè âåñà ðàâíû èëè îòëè÷àþòñÿ áîëåå
÷åì íà åäèíèöó.

Â-òðåòüèõ, ñîñåäíèå âåêòîðà ïîãëîùàþòñÿ ðåçóëüòàòîì èõ ñêëåèâàíèÿ.
Ïîýòîìó îòìåòêà ñêëåèâàåìûõ ñîñåäåé (íî íå âû÷åðêèâàíèå èõ, òàê êàê
îäèí è òîò æå âåêòîð ìîæåò áûòü ñîñåäîì íåñêîëüêèì âåêòîðàì) ïîçâîëÿ-
åò ñâåñòè ïîãëîùåíèå ê âûïèñûâàíèþ íåîòìå÷åííûõ âåêòîðîâ.

Àëãîðèòì Êâàéíà�ÌàêÊëàñêè.
Íà÷àëî. Çàäàíà ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè.
Øàã 1. Ïîñòðîèì ñïèñîê âñåõ òî÷åê ôóíêöèè (áóëåâûõ âåêòîðîâ) è óïî-

ðÿäî÷èì èõ ïî íåóáûâàíèþ ÷èñëà åäèíèö � âåñà.
Øàã 2. Ðàçîáüåì ñïèñîê íà ïîäìíîæåñòâà (êëàññû) âåêòîðîâ îäèíàêîâî-

ãî âåñà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ci êëàññ âåêòîðîâ âåñà i.
Øàã 3. Âûïîëíèì íåïîëíûå ñêëåèâàíèÿ âñåõ ñîñåäíèõ âåêòîðîâ êëàññîâ

Ci è Ci+1, i = 0, 1, . . . , n − 1. Ó÷àñòâóþùèå â ñêëåèâàíèè âåêòîðû (α è β)
îòìåòèì, à ïîëó÷åííûå âåêòîðû (γ) çàíåñåì â íîâûé ñïèñîê è ïðèâåäåì â
íåì ïîäîáíûå.

Øàã 4. Åñëè íîâûé ñïèñîê âåêòîðîâ íå ïóñò, âîçâðàòèìñÿ ñ íèì íà øàã 2
(çàìåòèì, ÷òî òðîè÷íûå âåêòîðû ñïèñêà îêàçûâàþòñÿ óæå óïîðÿäî÷åííûìè
ïî ÷èñëó åäèíèö).

Êîíåö. Âûïèñàâ èç âñåõ ñïèñêîâ íåîòìå÷åííûå âåêòîðû, ïîëó÷èì ìíî-
æåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ, îíî çàäàåò ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ èñ-
õîäíîé ôóíêöèè.
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Ïðèìåð. Ïðîäåìîíñòðèðóåì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà, äëÿ íàãëÿäíîñòè
ñîïðîâîæäàÿ åãî øàãè ìàòðèöàìè Ãðåÿ.

Íà÷àëî. Çàäàíà ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè:

ÑîâÄÍÔ = a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d.

Øàãè 1, 2. Ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ïðåäñòàâëÿåì ñïèñêîì òî÷åê, óïîðÿäî-
÷èâàåì èõ ïî âåñó è ðàçáèâàåì íà êëàññû.

Ñïèñîê 0 Ñïèñîê 0 (óïîðÿäî÷åííûé)
0 0 0 0 C0 1) 0 0 0 0
0 1 0 1 C2 2) 0 1 0 1
0 1 1 1 C3 3) 0 1 1 1
1 1 0 1 4) 1 0 1 1
1 1 1 1 5) 1 1 0 1
1 1 1 0 6) 1 1 1 0
1 0 1 1 C4 7) 1 1 1 1

a
b

c
d

4
5 7 6
2 3

1

Øàã 3. Âûïîëíÿÿ íåïîëíûå ñêëåèâàíèÿ âåêòîðîâ èç êëàññîâ C2 è C3, à
çàòåì C3 è C4, è îòìå÷àÿ â óïîðÿäî÷åííîì ñïèñêå 0 ñêëåèâàåìûå âåêòîðû
ñèìâîëîì ∗, ïîëó÷àåì ñïèñîê 1 � ñïèñîê èíòåðâàëîâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ
òî÷åê. Ñïðàâà â íîâîì ñïèñêå óêàçàíû íîìåðà âåêòîðîâ � ó÷àñòíèêîâ ñêëå-
èâàíèÿ. Èíòåðâàëû ñïèñêà èçîáðàæåíû íà äâóõ ìàòðèöàõ Ãðåÿ.

Ñïèñîê 0
C0 1) 0 0 0 0
C2 2) 0 1 0 1 ∗
C3 3) 0 1 1 1 ∗

4) 1 0 1 1 ∗
5) 1 1 0 1 ∗
6) 1 1 1 0 ∗

C4 7) 1 1 1 1 ∗

Ñïèñîê 1
1) 0 1 − 1 (2,3)
2) − 1 0 1 (2,5)
3) − 1 1 1 (3,7)
4) 1 − 1 1 (4,7)
5) 1 1 − 1 (5,7)
6) 1 1 1 − (6,7)

a
b

c
d

•
• • •
• •

• �� ���� ����
�
�

-1

-4
?

5

a
b

c
d

•
• • •
• •

• �
�
�
�
�
�
�
��� �� - 3

-
6

?
2

Øàã 4. Ñïèñîê 1 íå ïóñò, ïîýòîìó èäåì íà øàã 2 (òàê êàê ñêëåèâàíèÿ
ïðîèçâîäèëèñü â ñòðîãîì ïîðÿäêå �ñâåðõó âíèç�, âåêòîðû â íîâîì ñïèñêå
óæå óïîðÿäî÷åíû ïî âåñó).

Øàãè 2, 3. Ðàçáèâàåì ïîëó÷åííûé ñïèñîê íà êëàññû C2, C3. Âûïîëíÿÿ
ñêëåèâàíèÿ âåêòîðîâ èç êëàññîâ C2 è C3, ïîëó÷àåì ñïèñîê èíòåðâàëîâ, ñî-
ñòîÿùèõ èç ÷åòûðåõ òî÷åê (ñïèñîê 2). Ïðèâîäèì â íåì ïîäîáíûå.
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Ñïèñîê 1 Ñïèñîê 2
C2 1) 0 1 − 1 ∗ 1) − 1 − 1 (1,5)

2) − 1 0 1 ∗ 2) − 1 − 1 (2,3)
C3 3) − 1 1 1 ∗

4) 1 − 1 1
5) 1 1 − 1 ∗
6) 1 1 1 −

((((
(((

(

a
b

c
d

•
• • •
• •

•�
�
�
�

Øàã 4. Ñïèñîê 2 íå ïóñò, íî äàëüíåéøåå ñêëåèâàíèå íåâîçìîæíî, ïîýòî-
ìó ñïèñîê 3 îêàæåòñÿ ïóñòûì, èäåì íà êîíåö.

Êîíåö. Âûïèñûâàåì èç âñåõ ñïèñêîâ íåîòìå÷åííûå âåêòîðû. Îíè çàäàþò
ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ:

I1 = 0 0 0 0
I2 = 1 − 1 1
I3 = 1 1 1 −
I4 = − 1 − 1

a
b

c
d

•
• • •
• •

•�
�
�
�

- I4�
�
�
�
?

I2

�� �� -I3

�
�	�I1

ÑîêðÄÍÔ = a b c d ∨ a c d ∨ a b c ∨ b d. •
K1 K2 K3 K4

11.1.2. Òåîðåìà Áëåéêà è àëãîðèòì Áëåéêà�Ïîðåöêîãî

Âòîðîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè îñíîâàí
íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà (Áëåéêà). ×òîáû ïîëó÷èòü ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ áóëåâîé
ôóíêöèè èç ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ, íàäî âûïîëíèòü âñåâîçìîæíûå îáîáùåí-
íûå ñêëåèâàíèÿ ñìåæíûõ êîíúþíêöèé, à çàòåì âñåâîçìîæíûå ïîãëîùåíèÿ
êîíúþíêöèé.

Ðàññìîòðèì îñíîâàííûé íà òåîðåìå Áëåéêà àëãîðèòì, êîòîðûé îðãàíè-
çóåò ïîèñê ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ýôôåêòèâíåå, ÷åì ýòî ïðåäëîæåíî â òåîðåìå.

Àëãîðèòì Áëåéêà�Ïîðåöêîãî.
Íà÷àëî. Çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè.
Øàã 1. Ïîñòðîèì ñïèñîê òðîè÷íûõ âåêòîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ êîíúþíê-

öèè ÄÍÔ. Óäàëèì èç ñïèñêà âñå âåêòîðû, ïîãëîùàåìûå äðóãèìè. Åñëè
îñòàíåòñÿ ëèøü îäèí âåêòîð, ïîéäåì íà êîíåö. Èíà÷å îáîçíà÷èì âòîðîé
èç îñòàâøèõñÿ âåêòîðîâ ÷åðåç α.
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Øàã 2. Íàéäåì äëÿ âåêòîðà α î÷åðåäíîé ñìåæíûé âåêòîð β ñðåäè âåê-
òîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ñïèñêå âûøå α. Åñëè òàêîãî âåêòîðà β íåò, òî èäåì
íà øàã 5. Èíà÷å îáîáùåííî ñêëåèì α è β è ïîëó÷åííûé âåêòîð γ ïðèïèøåì
ê ñïèñêó ïîñëåäíèì.

Øàã 3. Åñëè âåêòîð γ ïîãëîùàåòñÿ õîòÿ áû îäíèì âåêòîðîì èç ñïèñ-
êà, òî óäàëèì γ (â ÷àñòíîì ñëó÷àå γ ìîæåò ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç âåêòîðîâ
ñïèñêà, òîãäà óäàëèì èìåííî ïðèïèñàííûé âåêòîð γ, èíà÷å ïðîèçîéäåò "çà-
öèêëèâàíèå"àëãîðèòìà, òàê êàê âåêòîð γ áóäåò âíîâü ïîÿâëÿòüñÿ â ñïèñêå)
è èäåì íà øàã 2. Åñëè âåêòîð γ íå ïîãëîùàåòñÿ, òî óäàëèì âñå âåêòîðû,
ïîãëîùàåìûå èì.

Øàã 4. Åñëè âåêòîð α íå óäàëåí, òî èäåì íà øàã 2.
Øàã 5. Åñëè âåêòîð α áûë íå ïîñëåäíèì â ñïèñêå, òî âûáåðåì â êà÷åñòâå

íîâîãî α ñëåäóþùèé ïî ñïèñêó âåêòîð è âåðíåìñÿ íà øàã 2.
Êîíåö. Íåóäàëåííûå âåêòîðû çàäàþò ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè.

Àëãîðèòì Áëåéêà-Ïîðåöêîãî îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå àëãî-
ðèòìà Êâàéíà-ÌàêÊëàñêè ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî îïåðèðóåò ñ ïðîèçâîëüíîé
ÄÍÔ, â òî âðåìÿ êàê àëãîðèòì Êâàéíà-ÌàêÊëàñêè òðåáóåò íà âõîäå ñîâåð-
øåííóþ ÄÍÔ. Êîíå÷íî, ìîæíî ïåðåéòè îò ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ ê ñîâåðøåí-
íîé, êàê ïîêàçàíî â ïîäðàçäåëå 8.2, íî îíà ìîæåò áûòü î÷åíü äëèííîé, è
ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Êâàéíà-ÌàêÊëàñêè ñòàíåò íåýôôåêòèâíûì.
Ïðèìåð. Ïðîäåìîíñòðèðóåì àëãîðèòì Áëåéêà-Ïîðåöêîãî, ñîïðîâîæäàÿ

åãî âûïîëíåíèå ìàòðèöàìè Ãðåÿ.
Íà÷àëî. Çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè èç ïðèìåðà ê àëãîðèòìó

Êâàéíà�ÌàêÊëàñêè:

ÄÍÔ = a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b d ∨ a b c ∨ a c d.

Øàã 1. ÄÍÔ ïðåäñòàâëÿåì ñïèñêîì âåêòîðîâ è íóìåðóåì èõ.

1) 0 0 0 0
2) 1 1 0 1
3) 1 0 1 1
4) 0 1 − 1
5) 1 1 1 −
6) 1 − 1 1 a

b

c
d

•
• • •
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Âû÷åðêèâàåì èç ñïèñêà òðåòèé âåêòîð, ïîãëîùàåìûé øåñòûì (ëåâàÿ èç ìà-
òðèö íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå äåìîíñòðèðóåò ýòî ïîãëîùåíèå). Îñòàëüíûå
âåêòîðû íå ïîãëîùàþòñÿ (ïðàâàÿ ìàòðèöà äåìîíñòðèðóåò ñîñòîÿíèå ñïèñ-
êà). Âûáèðàåì â êà÷åñòâå α âòîðîé âåêòîð.
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1) 0 0 0 0
α 2) 1 1 0 1
3) 1 0 1 1
4) 0 1 − 1
5) 1 1 1 −
6) 1 − 1 1
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Øàã 2. Äëÿ α íåò ñìåæíîãî âåêòîðà ñðåäè ïðåäûäóùèõ, èäåì íà øàã 5.

Øàã 5. Òàê êàê âåêòîð α áûë íå ïîñëåäíèì â ñïèñêå, òî â êà÷åñòâå íîâîãî
α ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèé ïî ñïèñêó (÷åòâåðòûé) âåêòîð (ñì. íèæå) è
âîçâðàùàåìñÿ íà øàã 2.

Øàã 2. Âåêòîð α íå ñìåæåí ïåðâîìó âåêòîðó, íî ñìåæåí âòîðîìó (ïî
ïåðâîé êîìïîíåíòå). Îáîçíà÷àåì âòîðîé âåêòîð ÷åðåç β. Îáîáùåííî ñêëåè-
âàåì α è β è çàïèñûâàåì ðåçóëüòàò � âåêòîð γ â ñïèñîê ñåäüìûì. Îòìå÷àåì,
÷òî îí ïîëó÷åí èç ÷åòâåðòîãî è âòîðîãî (ëåâàÿ íèæíÿÿ ìàòðèöà ïîêàçûâà-
åò ñêëåèâàíèå).

1) 0 0 0 0
β 2) 1 1 0 1
α 4) 0 1 − 1
5) 1 1 1 −
6) 1 − 1 1

γ 7) − 1 0 1 (4,2) a
b

c
d
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Øàã 3. Âåêòîð γ íå ïîãëîùàåòñÿ íè îäíèì âåêòîðîì, ïîýòîìó îñòàåòñÿ
â ñïèñêå. Óäàëÿåòñÿ âòîðîé âåêòîð êàê ïîãëîùàåìûé âåêòîðîì γ.

1) 0 0 0 0
2) 1 1 0 1

α 4) 0 1 − 1
5) 1 1 1 −
6) 1 − 1 1
7) − 1 0 1
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Øàã 4. Òàê êàê âåêòîð α íå áûë óäàëåí, èäåì íà øàã 2.

Øàãè 2, 5. Òàê êàê äëÿ âåêòîðà α ïåðåáðàíû âñå ïðåäûäóùèå, òî èäåì
íà øàã 5. Òàê êàê α áûë íå ïîñëåäíèì â ñïèñêå, òî â êà÷åñòâå íîâîãî α

ðàññìàòðèâàåì ïÿòûé âåêòîð (ñì. ñëåäóþùóþ ñòðàíèöó) è âîçâðàùàåìñÿ
íà øàã 2.

Øàãè 2�4. Âåêòîð α íå ñìåæåí ïåðâîìó, íî ñìåæåí ÷åòâåðòîìó âåêòîðó
β. Îáîáùåííî ñêëåèâàåì α è β è çàïèñûâàåì ðåçóëüòàò γ â ñïèñîê âîñüìûì.
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Âåêòîð γ íå ïîãëîùàåòñÿ íè îäíèì âåêòîðîì, ïîýòîìó îñòàåòñÿ â ñïèñêå.
Âåêòîð γ íå ïîãëîùàåò íè îäèí âåêòîð, â òîì ÷èñëå α. Èäåì íà øàã 2.

1) 0 0 0 0
β 4) 0 1 − 1
α 5) 1 1 1 −
6) 1 − 1 1
7) − 1 0 1

γ 8) − 1 1 1 (5,4) a
b

c
d
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Øàãè 2, 5. Äëÿ âåêòîðà α ïåðåáðàíû âñå ïðåäûäóùèå, ïîýòîìó íîâûì
α ñòàíîâèòñÿ øåñòîé âåêòîð, èäåì íà øàã 2.

Øàãè 2�3. Âåêòîð α ñìåæåí ÷åòâåðòîìó âåêòîðó β (ñì. íèæå). Îáîáùåí-
íî ñêëåèâàåì α è β è çàïèñûâàåì ðåçóëüòàò γ â ñïèñîê äåâÿòûì. Âåêòîð
γ ñîâïàäàåò ñ âîñüìûì âåêòîðîì, òî åñòü ïîãëîùàåòñÿ èì, ïîýòîìó òóò æå
óäàëÿåì âåêòîð γ èç ñïèñêà. Èäåì íà øàã 2.

1) 0 0 0 0
β 4) 0 1 − 1
5) 1 1 1 −

α 6) 1 − 1 1
7) − 1 0 1
8) − 1 1 1

γ 9) − 1 1 1 (6,4)((((
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Øàãè 2, 5. Äëÿ âåêòîðà α áîëüøå íåò ñìåæíûõ ñðåäè ïðåäûäóùèõ, ïî-
ýòîìó íîâûì α áóäåò ñåäüìîé âåêòîð, èäåì íà øàã 2.

Øàãè 2�4. Âåêòîð α ñìåæåí ïÿòîìó âåêòîðó β. Îáîáùåííî ñêëåèâàåì
èõ è çàïèñûâàåì ðåçóëüòàò γ â ñïèñîê äåñÿòûì. Âåêòîð γ íå ïîãëîùàåòñÿ
íè îäíèì èç ïðåäûäóùèìè âåêòîðîâ ñïèñêà è íå ïîãëîùàåò íè îäèí âåêòîð,
ïîýòîìó èäåì íà øàã 2.

1) 0 0 0 0
4) 0 1 − 1

β 5) 1 1 1 −
6) 1 − 1 1

α 7) − 1 0 1
8) − 1 1 1

γ 10) 1 1 − 1 (7,5)
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Øàãè 2�3. Âåêòîð α ñìåæåí øåñòîìó âåêòîðó β. Îáîáùåííî ñêëåèâàåì
èõ è çàïèñûâàåì ðåçóëüòàò γ â ñïèñîê îäèííàäöàòûì. Âåêòîð γ ñîâïàäàåò
ñ äåñÿòûì âåêòîðîì, ïîýòîìó òóò æå óäàëÿåì γ èç ñïèñêà. Èäåì íà øàã 2.
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1) 0 0 0 0
4) 0 1 − 1
5) 1 1 1 −

β 6) 1 − 1 1
α 7) − 1 0 1

8) − 1 1 1
10) 1 1 − 1

γ 11) 1 1 − 1 (7,6)((((
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Øàãè 2, 5. Òàê êàê äëÿ α ïåðåáðàíû âñå ïðåäûäóùèå, òî â êà÷åñòâå
íîâîãî α ðàññìàòðèâàåì âîñüìîé âåêòîð è èäåì íà øàã 2.

Øàãè 2�4. Âåêòîð α ñìåæåí òîëüêî ñåäüìîìó âåêòîðó β. Îáîáùåííî
ñêëåèâàåì èõ è çàïèñûâàåì ðåçóëüòàò γ â ñïèñîê äâåíàäöàòûì. Âåêòîð γ

ïîãëîùàåò ÷åòâåðòûé, ñåäüìîé, âîñüìîé è äåñÿòûé âåêòîðû, ïîýòîìó óäà-
ëÿåì èõ èç ñïèñêà. Òàê êàê âåêòîð α îêàçàëñÿ âû÷åðêíóòûì, èäåì íà øàã 5.

1) 0 0 0 0
4) 0 1 − 1
5) 1 1 1 −
6) 1 − 1 1

β 7) − 1 0 1
α 8) − 1 1 1
10) 1 1 − 1

γ 12) − 1 − 1 (8,7)
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Øàã 5. Âûáèðàåì â êà÷åñòâå íîâîãî α äâåíàäöàòûé âåêòîð è èäåì íà
øàã 2.

Øàãè 2, 5. Òàê êàê äëÿ äâåíàäöàòîãî âåêòîðà íåò ñìåæíûõ ñðåäè ïðå-
äûäóùèõ, òî èäåì íà øàã 5. Âåêòîð áûë ïîñëåäíèì â ñïèñêå, ïîýòîìó èäåì
íà êîíåö.

Êîíåö. Íåâû÷åðêíóòûå èç ñïèñêà âåêòîðû çàäàþò ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ:

I1 = 0 0 0 0
I2 = 1 1 1 −
I3 = 1 − 1 1
I4 = − 1 − 1

ÑîêðÄÍÔ = a b c d ∨ a b c ∨ a c d ∨ b d. •
K1 K2 K3 K4

Ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ, ïîëó÷åííîé ðàíåå (ñòð. 67)
àëãîðèòìîì Êâàéíà-ÌàêÊëàñêè, è ýòî åñòåñòâåííî, òàê êàê ñîêðàùåííàÿ
ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè åäèíñòâåííà.
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Äåìîíñòðèðóÿ àëãîðèòì íà ïðèìåðå, ìû ìíîãîêðàòíî ïåðåïèñûâàëè ñïèñ-
êè, íåçíà÷èòåëüíî èçìåíÿÿ èõ íà êàæäîì øàãå. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî îãðà-
íè÷èòüñÿ îäíèì ñïèñêîì, âû÷åðêèâàÿ ïîãëîùàåìûå âåêòîðû è äîáàâëÿÿ
íîâûå. Äîãîâîðèìñÿ ïðè âû÷åðêèâàíèè âåêòîðà ñîîáùàòü íîìåð ïîãëîùà-
þùåãî åãî âåêòîðà.

1) 0 0 0 0
2) 1 1 0 1 7
3) 1 0 1 1 6
4) 0 1 − 1 12
5) 1 1 1 −
6) 1 − 1 1
7) − 1 0 1 (4,2) 12
8) − 1 1 1 (5,4) 12
9) − 1 1 1 (6,4) 8
10) 1 1 − 1 (7,5) 12
11) 1 1 − 1 (7,6) 10
12) − 1 − 1 (8,7)
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Îñòàâøèåñÿ â ñïèñêå âåêòîðû îáðàçóþò ðåøåíèå. •
Èòàê, íàìè èçó÷åí ïåðâûé ýòàï ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé � ïî-

ñòðîåíèå ñîêðàùåííîé ÄÍÔ:
� èç ñîâåðøåííîé ÄÍÔ (àëãîðèòì Êâàéíà-ÌàêÊëàñêè);
� èç ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ (àëãîðèòì Áëåéêà�Ïîðåöêîãî).

11.1.3. Óïðàæíåíèÿ

Óïð. 1. Ïîëó÷èòü ñîêðàùåííûå ÄÍÔ ôóíêöèé àëãîðèòìîì Êâàéíà-
ÌàêÊëàñêè è ñðàâíèòü èõ ñ ñîêðàùåííûìè ÄÍÔ, íàéäåííûìè âèçóàëüíî.

a
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f1
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• • •
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• •

• • •
f2

a
b

c
d

• •
• •

• • • •
• •

f3

f4(a, b, c, d) = a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨
∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d,

f5(a, b, c, d) = a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨
∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d,

f6(a, b, c, d) = a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨
∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d.
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Óïð. 2. Ïîëó÷èòü ñîêðàùåííûå ÄÍÔ ôóíêöèé àëãîðèòìîì Áëåéêà-
Ïîðåöêîãî è ñðàâíèòü èõ ñ ñîêðàùåííûìè ÄÍÔ, íàéäåííûìè âèçóàëüíî.

f1(a, b, c, d) = a b c ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ b c d,

f2(a, b, c, d) = a c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b d ∨ a b c,

f3(a, b, c, d) = b c d ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ a b c.

Óïð. 3. Ïîëó÷èòü ñîêðàùåííûå ÄÍÔ ôóíêöèé àëãîðèòìàìè Êâàéíà-
ÌàêÊëàñêè è Áëåéêà-Ïîðåöêîãî è ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû (ÄÍÔ äëÿ âòîðîãî
àëãîðèòìà íàéòè ëþáûì ñïîñîáîì). Ïðîâåðèòü, ïðåäñòàâëÿþò ëè ñîêðà-
ùåííûå ÄÍÔ èñõîäíûå ôóíêöèè, ïîñòðîåíèåì òàáëèö èñòèííîñòè.

f1(x, y, z, t) = x⊕ y t→ (x←↩ z)→ x t ⊕ x y z t;
f2(x, y, z, t) = x y z ∨ (y → x t→ (y ⊕ x)→ y t);
f3(x, y, z, t) = x t ↓ y → (x t ∼ z)→ x t ∨ x y z.

11.2. Ïîñòðîåíèå òàáëèöû Êâàéíà è ïîèñê åå ïîêðûòèé � âòîðîé
ýòàï ìèíèìèçàöèè

Ðåøàÿ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé è íàó÷èâøèñü íà ïåðâîì
ýòàïå ñòðîèòü ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ (ìíîæåñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èíòåð-
âàëîâ), ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîãî ýòàïà. Íà ýòîì ýòàïå èç ñîêðà-
ùåííîé ÄÍÔ áóäåì ïîëó÷àòü êðàò÷àéøèå èëè ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ (èç ìíî-
æåñòâà âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ áóäåì âûáèðàòü äîñòàòî÷íûå ïîä-
ìíîæåñòâà ëèáî èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ, ëèáî èç èíòåðâàëîâ ñ
ìèíèìàëüíîé ñóììîé ðàíãîâ).

11.2.1. Òàáëèöà Êâàéíà

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâîé ìàòðèöåé íàçîâåì ìàòðèöó, ýëåìåíòàìè êîòî-
ðîé ÿâëÿþòñÿ áóëåâû êîíñòàíòû (äðóãèìè ñëîâàìè, ñòðîêàìè è ñòîëáöàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ áóëåâû âåêòîðû).

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì, êàê â ÿâíîì âèäå ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ áóëåâó
ìàòðèöó, èç êàêèõ òî÷åê ôóíêöèè ñîñòîÿò åå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû.
Îïðåäåëåíèå. Òàáëèöåé Êâàéíà áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàçî-

âåì áóëåâó ìàòðèöó, ñòðîêàì êîòîðîé ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîíúþíêöèè
ñîêðàùåííîé ÄÍÔf (âñå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû ôóíêöèè), à ñòîëáöàì
� êîíúþíêöèè ñîâåðøåííîé ÄÍÔ f (âñå òî÷êè). Ýëåìåíò ìàòðèöû, ñòîÿ-
ùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, ïîëîæèì ðàâíûì åäèíèöå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i-ÿ êîíúþíêöèÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ïîãëîùàåò
j-þ êîíúþíêöèþ ñîâåðøåííîé ÄÍÔ ( i-é ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë ôóíêöèè
ñîäåðæèò åå j-þ òî÷êó).
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ f(a, b, c, d), äëÿ êîòîðîé â ïîä-
ðàçäåëàõ 9.2�9.3 âèçóàëüíî áûëè íàéäåíû ðàçëè÷íûå ÄÍÔ. Ïîñòðîèì äëÿ
íåå òàáëèöó Êâàéíà. Òî÷êè ôóíêöèè ïðîíóìåðóåì íà ëåâîé ìàòðèöå, à âñå
ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû èçîáðàçèì íà îñòàëüíûõ äâóõ ìàòðèöàõ.
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Òàáëèöà Êâàéíà äàííîé ôóíêöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä (íóëè â íåé äëÿ
íàãëÿäíîñòè îïóùåíû):

0000 0001 0101 0111 1100 1101 1110 1001 1011 1010
0 0 0− 1 1 A

0 1−1 1 1 B

1 1 0− 1 1 C

1 0−1 1 1 D

1−1 0 1 1 E

1 1−0 1 1 F

1 0 1− 1 1 G

−−0 1 1 1 1 1 H

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ òàáëèöó ÷åðåç Q, è áóäåì äåìîíñòðèðîâàòü íà íåé
ìàòåðèàë ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ. •

11.2.2. Ïîêðûòèÿ òàáëèöû Êâàéíà è ÄÍÔ

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêà òàáëèöû Êâàéíà ïîêðûâàåò
ñòîëáåö, åñëè îíà ñîäåðæèò åäèíèöó â ýòîì ñòîëáöå.
Ïðèìåð. Ñòðîêà H ïîêðûâàåò âòîðîé, òðåòèé, øåñòîé è âîñüìîé ñòîëá-

öû òàáëèöû Q. •
Îïðåäåëåíèå. Ïîêðûòèåì òàáëèöû Êâàéíà íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî òà-

êèõ åå ñòðîê, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ïîêðûâàþò âñå ñòîëáöû òàáëèöû.
Ïðèìåðû. Ïîêðûòèÿìè òàáëèöû Q ÿâëÿþòñÿ: âñå âîñåìü åå ñòðîê; ñåìü

ñòðîê: A,B,C,D, F,G,H, ïåðâûå øåñòü ñòðîê; ïåðâûå ïÿòü ñòðîê; îäíàêî
íå óäàåòñÿ íàéòè íè îäíîãî ÷åòûðåõñòðî÷íîãî ïîêðûòèÿ. •

Ëþáîå ïîêðûòèå òàáëèöû Êâàéíà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) çàäàåò åå äîñòà-
òî÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîå
ïîêðûòèå òàáëèöû Êâàéíà çàäàåò ÄÍÔ f . Â ÷àñòíîñòè, ïîêðûòèå, ñîñòî-
ÿùåå èç âñåõ ñòðîê òàáëèöû, çàäàåò ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ.
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Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé ïîêðûòèÿ íàçîâåì êîëè÷åñòâî ñòðîê, îáðàçóþ-
ùèõ ïîêðûòèå.
Ïðèìåðû. Äëèíû ïîêðûòèé èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ðàâíû ñîîòâåò-

ñòâåííî 8, 7, 6 è 5. •
Îïðåäåëåíèå. Ïîêðûòèå òàáëèöû Êâàéíà íàçûâàåòñÿ áåçûçáûòî÷íûì,

åñëè ïðè óäàëåíèè èç íåãî õîòÿ áû îäíîé ñòðîêè îíî ïåðåñòàåò áûòü ïî-
êðûòèåì.
Ïðèìåðû. Ìíîæåñòâî èç ïåðâûõ øåñòè ñòðîê òàáëèöû Êâàéíà Q íå ÿâ-

ëÿåòñÿ áåçûçáûòî÷íûì ïîêðûòèåì, ïîñêîëüêó ïðè óäàëåíèè øåñòîé ñòðî-
êè îíî îñòàåòñÿ ïîêðûòèåì. Ïåðâûå ïÿòü ñòðîê îáðàçóþò áåçûçáûòî÷íîå
ïîêðûòèå, è îíî íå åäèíñòâåííîå � øåñòü ñòðîê A,B,C,D, F,G òîæå îáðà-
çóþò áåçûçáûòî÷íîå ïîêðûòèå. •

Â îáùåì ñëó÷àå òàáëèöà Êâàéíà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) èìååò íåñêîëü-
êî áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé, è ëþáîå áåçûçáûòî÷íîå ïîêðûòèå çàäàåò
áåçûçáûòî÷íóþ ÄÍÔf , òàê êàê èç íåå íåëüçÿ âûáðîñèòü íè îäíîé êîíú-
þíêöèè (èç áåçûçáûòî÷íîãî ïîêðûòèÿ íåëüçÿ âûáðîñèòü íè îäíîé ñòðîêè)
è íè îäíîé áóêâû èç êàêîé-ëèáî êîíúþíêöèè (ñòðîêàì ïðèïèñàíû ïðîñòûå
èìïëèêàíòû) òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ÄÍÔ îñòàâàëàñü ðàâíîñèëüíîé èñõîä-
íîé ÄÍÔ.
Îïðåäåëåíèå. Êðàò÷àéøèì ïîêðûòèåì òàáëèöû Êâàéíà íàçîâåì ïî-

êðûòèå ìèíèìàëüíîé äëèíû.
Ïðèìåðû. Ïåðâûå ïÿòü ñòðîê òàáëèöû Êâàéíà Q, à òàêæå ïÿòü ñòðîê

A,B, F,G,H îáðàçóþò åå êðàò÷àéøèå ïîêðûòèÿ. •
Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå òàáëèöû Êâàéíà ôóíê-

öèè f(x1, . . . , xn) çàäàåò êðàò÷àéøóþ ÄÍÔf .
Îïðåäåëåíèå. Ðàíãîì ñòðîêè òàáëèöû Êâàéíà íàçîâåì ðàíã ïðèïè-

ñàííîé åé ïðîñòîé èìïëèêàíòû.
Ïðèìåð. Ðàíã ñòðîêè H (êîíúþíêöèè c d) òàáëèöû Êâàéíà Q ðàâåí

äâóì, ðàíãè îñòàëüíûõ ñòðîê ðàâíû òðåì. •
Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíûì ïîêðûòèåì òàáëèöû Êâàéíà íàçîâåì ïî-

êðûòèå ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé ðàíãîâ ñòðîê.
Ïðèìåð. Ñòðîêè A,B, F,G,H òàáëèöû Êâàéíà Q îáðàçóþò ìèíèìàëü-

íîå ïîêðûòèå, òàê êàê ñóììà èõ ðàíãîâ ðàâíà 14, à âñå îñòàëüíûå ïîêðûòèÿ
èìåþò áîëüøèé ñóììàðíûé ðàíã ñòðîê. •

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå òàáëèöû Êâàéíà ôóíê-
öèè f(x1, . . . , xn) çàäàåò ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔf .

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè áóëåâîé ôóíêöèè ðåøàåòñÿ ïîñòðî-
åíèåì òàáëèöû Êâàéíà è ïîèñêîì åå êðàò÷àéøèõ èëè ìèíèìàëüíûõ ïîêðû-
òèé (â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è).
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Îòâëå÷åìñÿ íà âðåìÿ îò çàäà÷è ìèíèìèçàöèè è ïîêàæåì, ÷òî ñîâñåì
èíûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ïîèñêó òåõ èëè èíûõ ïîêðûòèé áóëåâûõ ìàòðèö.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü â íåêîòîðîì óñòðîéñòâå âîçìîæíû 10 íåèñïðàâíîñòåé,
è ïóñòü èìååòñÿ 8 òåñòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îáíàðóæèâàåò ñâîå ïîäìíî-
æåñòâî íåèñïðàâíîñòåé:

Òåñòû: A B C D E F G H

Íåèñïðàâíîñòè: 1, 2 3, 4 5, 6 8, 9 7, 10 5, 7 9, 10 2, 3, 6, 8

Òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü êðàò÷àéøèé ïîëíûé òåñò, òî åñòü íàáîð èç ìèíèìàëü-
íîãî ÷èñëà òåñòîâ, îáíàðóæèâàþùèõ âñå íåèñïðàâíîñòè.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó, ñòðîêàì êîòîðîé ïðèïèøåì òåñòû, à ñòîëáöàì �
íåèñïðàâíîñòè. Ýëåìåíò ìàòðèöû, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è
j-ãî ñòîëáöà, ïîëîæèì ðàâíûì åäèíèöå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà i-é
òåñò îáíàðóæèâàåò j-þ íåèñïðàâíîñòü.

1 1 A

1 1 B

1 1 C

1 1 D

1 1 E

1 1 F

1 1 G

1 1 1 1 H

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ìàòðèöà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ òàáëèöåé Q, à åå êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïîëíîì òåñòå.

Ïóñòü òåïåðü ïðîâåðêà êàæäîãî òåñòà òðåáóåò îïðåäåëåííûõ âðåìåííûõ
çàòðàò, íàïðèìåð, òåñò H òðåáóåò äâóõ åäèíèö âðåìåíè, à îñòàëüíûå � òðåõ.
Òîãäà èìååò ñìûñë èñêàòü ìèíèìàëüíûé ïîëíûé òåñò, òî åñòü íàáîð òåñòîâ,
êîòîðûé îáíàðóæèâàåò âñå íåèñïðàâíîñòè çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Ðåøåíèå
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ òîé æå ìàòðèöû, åñëè
ðàíãîì ñòðîêè ñ÷èòàòü âðåìåííûå çàòðàòû íà ïðîâåðêó òåñòà.

Çàäà÷à 2. Èìååòñÿ ãðóïïà ïåðåâîä÷èêîâ ñ èíîñòðàííûõ ÿçûêîâ íà ðóñ-
ñêèé. Î êàæäîì ïåðåâîä÷èêå èçâåñòíî, êàêèìè èíîñòðàííûìè ÿçûêàìè îí
âëàäååò. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðåâîä÷èêîâ, çíàþùèõ â
ñîâîêóïíîñòè âñå ÿçûêè. È ñíîâà ìû ïðèõîäèì ê ìûñëè î ïîñòðîåíèè áó-
ëåâîé ìàòðèöû è ïîèñêå åå êðàò÷àéøåãî ïîêðûòèÿ.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, áóäåì àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò çàäà÷, ïîðîäèâøèõ ìàòðèöû,
è ãîâîðèòü ëèøü îá èõ ñòðîêàõ, ñòîëáöàõ è ýëåìåíòàõ.
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11.2.3. Ïîèñê âñåõ áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå êðàò÷àéøèå è ìèíèìàëüíûå ïîêðûòèÿ ìàòðèöû áåçûç-
áûòî÷íû. Ïîýòîìó ïîèñê âñåõ òàêèõ ïîêðûòèé ìîæíî ñâåñòè ê ïîñòðîåíèþ
âñåõ áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé è âûäåëåíèþ èç íèõ êðàò÷àéøèõ è ìèíè-
ìàëüíûõ. Òðèâèàëüíûé ìåòîä ïîèñêà âñåõ áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé ñîñòî-
èò â ïåðåáîðå è àíàëèçå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ñòðîê ìàòðèöû. Îäíàêî, ÷èñëî
ïåðåáèðàåìûõ ïîäìíîæåñòâ âåëèêî (2m, ãäå m � ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû),
ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà äðóãîì, áîëåå ýôôåêòèâíîì ìåòîäå.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà èìååò ïîêðûòèå, òî åñòü íå ñîäåðæèò
ñòîëáöîâ, öåëèêîì ñîñòîÿùèõ èç íóëåé (äëÿ òàáëèöû Êâàéíà ýòî óñëîâèå
âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ), è ïðåæäå âñåãî ïîïûòàåìñÿ óïðîñòèòü ìàòðèöó.
Îïðåäåëåíèå. Ñòîëáåö áóëåâîé ìàòðèöû íàçîâåì ÿäåðíûì, åñëè îí ñî-

äåðæèò ðîâíî îäíó åäèíèöó. Ñòðîêó áóëåâîé ìàòðèöû íàçîâåì ÿäåðíîé,
åñëè îíà ïîêðûâàåò ÿäåðíûé ñòîëáåö.
Ïðèìåð. Â ìàòðèöå Q íà ñòðàíèöå 74 ÿäåðíûìè ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû 1,

4 è ñòðîêè A, B. •
Î÷åâèäíî, ÷òî ÿäåðíûå ñòðîêè âõîäÿò â ëþáîå ïîêðûòèå, ÷òî äàåò âîç-

ìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ïðàâèëî óïðîùåíèÿ ìàòðèöû.
Ïðàâèëî ÿäåðíîé ñòðîêè. Åñëè â ìàòðèöå åñòü ÿäåðíàÿ ñòðîêà, òî îíà

âêëþ÷àåòñÿ â ëþáîå èñêîìîå ïîêðûòèå è óäàëÿåòñÿ èç ìàòðèöû âìåñòå ñî
âñåìè ñòîëáöàìè, êîòîðûå ÿäåðíàÿ ñòðîêà ïîêðûâàåò. Óäàëÿþòñÿ òàêæå
ïóñòûå ñòðîêè (ñîñòîÿùèå èç íóëåé), êîòîðûå ïðè ýòîì ìîãóò ïîÿâèòüñÿ.

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ïðàâèëî ÿäåðíîé ñòðîêè äâàæäû ê çíàêîìîé íàì
ìàòðèöå Q. Â ðåçóëüòàòå ñòðîêè A è B áóäóò âêëþ÷åíû â ïîêðûòèå, à
ìàòðèöà óïðîñòèòñÿ.

Q′ =

1 1 C

1 1 D

1 1 E

1 1 F

1 1 G

1 1 H

5 6 7 8 9 10

•

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ñòîëáöû ìàòðèöû ïîêðûâàþòñÿ ÿäåðíûìè ñòðî-
êàìè, òî ýòè ñòðîêè îáðàçóþò åäèíñòâåííîå åå áåçûçáûòî÷íîå ïîêðûòèå.

Óïðîñòèâ áóëåâó ìàòðèöó ïî ïðàâèëó ÿäåðíîé ñòðîêè, è îñòàâèâ â íåé ïî
îäíîìó èç îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ (÷òî, î÷åâèäíî, íå ïîâëèÿåò íà ðåøåíèå),
ïðîäîëæèì ïîèñê âñåõ áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé óïðîùåííîé ìàòðèöû.
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Ïðèïèøåì åå ñòðîêàì áóëåâû ïåðåìåííûå s1, . . . , sm, îáîçíà÷èì ÷åðåç S
ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ñòðîê è ïîëîæèì si = 1, åñëè è òîëüêî åñëè i-ÿ
ñòðîêà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S, òî åñòü áóäåì çàäàâàòü ïîäìíîæåñòâî
S ñòðîê ìàòðèöû íàáîðîì σ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ s1, . . . , sm.
Îïðåäåëåíèå. Áóëåâó ôóíêöèþ p(s1, . . . , sm), ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå

åäèíèöû íà òåõ è òîëüêî òåõ íàáîðàõ σ, êîòîðûå çàäàþò ïîêðûòèÿ ìàòðè-
öû, íàçîâåì ôóíêöèåé ïîêðûòèÿ ìàòðèöû .
Ïðèìåð. Çàäàäèì ôîðìóëîé ôóíêöèþ ïîêðûòèÿ ïðåäûäóùåé ìàòðèöû

Q′, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé.
Ïåðâûé ñòîëáåö ïîêðûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñòðîê S, åñëè è òîëüêî

åñëè â S âõîäÿò:
� ëèáî ñòðîêà C (ïåðåìåííàÿ C = 1),
� ëèáî ñòðîêà F (ïåðåìåííàÿ F = 1),
� ëèáî îáå ñòðîêè îäíîâðåìåííî (C = 1 è F = 1),
òî åñòü åñëè è òîëüêî åñëè C ∨ F = 1.

Àíàëîãè÷íî âòîðîé ñòîëáåö ïîêðûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì S, åñëè è òîëü-
êî åñëè C ∨H = 1, è òàê äàëåå äëÿ âñåõ ñòîëáöîâ.

Âñå ñòîëáöû ïîêðûâàþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñòðîê S, òî åñòü p(σ) = 1,
åñëè è òîëüêî åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ âñå ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ,
òî åñòü (C ∨ F )(C ∨ H) . . . = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèþ ïîêðûòèÿ
ìàòðèöû Q′ ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé:

p(C, . . . , H) = (C ∨ F )(C ∨H)(E ∨ F )(D ∨H)(D ∨G)(E ∨G). •

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ìàòðèöû ñ k ñòîëáöàìè ôóíêöèÿ ïîêðûòèÿ çàäàåòñÿ
êîíúþíêöèåé âèäà D1 · . . . ·Dk, ãäå Dj � äèçúþíêöèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ, ïðè-
ïèñàííûõ ñòðîêàì ñ åäèíèöåé â j-ì ñòîëáöå. Áóäåì íàçûâàòü ïîëó÷åííóþ
ôîðìóëó êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÊÍÔ ) ôóíêöèè ïîêðûòèÿ:

p(s1, . . . , sm) = D1 · . . . ·Dk = ÊÍÔp.

Òàê êàê êàæäîå ñëàãàåìîå äèçúþíêöèè Dj çàäàåò áåçûçáûòî÷íîå ïîêðû-
òèå j-ãî ñòîëáöà, òî, ïåðåìíîæèâ äèçúþíêöèè Di è Dj, ìû ïîëó÷èì âñå
áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ ñòîëáöîâ i è j (íî íå òîëüêî áåçûçáûòî÷íûå).
Ïðèìåð. Ïåðåìíîæèì ïåðâûå äâå äèçúþíêöèè ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà:

(C ∨ F )(C ∨H) = C ∨ CH ∨ CF ∨ FH.

Ïîëó÷åíû íå òîëüêî âñå áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ:
{C} è {F,H}, íî è ïîêðûòèÿ {C,H} è {C,F}, êîòîðûå ñîäåðæàò ñòðî-
êó C, ïîýòîìó íå ÿâëÿþòñÿ áåçûçáûòî÷íûìè (ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
êîíúþíêöèè CH è CF ïîãëîùàþòñÿ êîíúþíêöèåé C). •
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Îáîáùàÿ ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ íà âñå ñòîëáöû áóëåâîé ìàòðèöû,
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé
ìàòðèöû íàäî ïåðåìíîæàòü âñå äèçúþíêöèè ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ, âû-
ïîëíÿÿ ïðè ýòîì âñå âîçìîæíûå ïîãëîùåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíà
ÄÍÔ, êîíúþíêöèè êîòîðîé çàäàäóò âñå áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ.

Àëãîðèòì ïîèñêà âñåõ áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé áóëåâîé ìà-
òðèöû (îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ è ïðåîáðàçîâàíèè
åå â ÄÍÔ ñ âûïîëíåíèåì ïîãëîùåíèé).

Íà÷àëî. Çàäàíà áóëåâà ìàòðèöà.
Øàã 1. Ïðèìåíèì ê ìàòðèöå ïðàâèëî ÿäåðíîé ñòðîêè ìíîãîêðàòíî, ïîêà

ýòî âîçìîæíî. Åñëè ìàòðèöà ñòàëà ïóñòîé, òî èäåì íà êîíåö. Èíà÷å èç
ðàâíûõ ñòîëáöîâ îñòàâèì ïî îäíîìó, ïðîíóìåðóåì ñòîëáöû óïðîùåííîé
ìàòðèöû è ïðèïèøåì ñòðîêàì áóëåâû ïåðåìåííûå s1, . . . , sm.

Øàã 2. Âûáåðåì î÷åðåäíîé (j-é) ñòîëáåö ìàòðèöû. Åñëè ñòîëáöû èñ-
÷åðïàíû, èäåì íà øàã 3. Èíà÷å ïîñòðîèì äèçúþíêöèþ Dj ïåðåìåííûõ,
ïðèïèñàííûõ ñòðîêàì, ïîêðûâàþùèì j-é ñòîëáåö, è èäåì íà øàã 2.

Øàã 3. Èç ïîëó÷åííûõ äèçúþíêöèé ïîñòðîèì êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëü-
íóþ ôîðìó D1 · . . . ·Dk.

Øàã 4. Ðàñêðîåì ñêîáêè â ÊÍÔ, âûïîëíÿÿ ïîãëîùåíèÿ êîíúþíêöèé.
Ïîëó÷èì ÄÍÔ=K1 ∨ . . . ∨ Kt.

Êîíåö. Êîíúþíêöèè K1, . . . , Kt çàäàþò âñå áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ
óïðîùåííîé ìàòðèöû. Äîáàâèâ ê êàæäîìó èç íèõ ÿäåðíûå ñòðîêè (âûäå-
ëåííûå íà ïåðâîì øàãå), ïîëó÷èì âñå áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ èñõîäíîé
ìàòðèöû.

Ïðèìåð. Ïðîäåìîíñòðèðóåì àëãîðèòì íà çíàêîìîé íàì áóëåâîé ìàòðè-
öå Q ñî ñòðàíèöû 74. Äëÿ íåå óæå âûïîëíåí øàã 1 (ñòðàíèöà 78): ñòðîêè A

è B âûäåëåíû êàê ÿäåðíûå è óäàëåíû âìåñòå ñ ïåðâûìè ÷åòûðüìÿ ñòîëáöà-
ìè. Â ðåçóëüòàòå (ñòðàíèöà 79) ïîëó÷åíà óïðîùåííàÿ ìàòðèöà è ïîñòðîåíà
ÊÍÔ ôóíêöèè åå ïîêðûòèÿ (øàã 2 ïîâòîðåí 6 ðàç è âûïîëíåí øàã 3):

1 1 C

1 1 D

1 1 E

1 1 F

1 1 G

1 1 H

5 6 7 8 9 10

ÊÍÔ = (C ∨ F )(C ∨H)(E ∨ F )(D ∨H)(D ∨G)(E ∨G).
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Øàã 4. Ïåðåìíîæèâ ñêîáêè â ÊÍÔ (óäîáíåå ïåðåìíîæàòü ïåðâóþ íà
âòîðóþ, òðåòüþ íà øåñòóþ è ÷åòâåðòóþ íà ïÿòóþ ñêîáêè) è âûïîëíèâ ïî-
ãëîùåíèÿ, ïîëó÷èì ÄÍÔ.

(C ∨ FH)(E ∨ FG)(D ∨GH) = (CE ∨ CFG ∨ EFH ∨ FGH)(D ∨GH) =
= CDE ∨ CEGH ∨ CDFG ∨ CFGH∨
∨DEFH ∨ EFGH ∨DFGH ∨ FGH =

= CDE ∨ CEGH ∨ CDFG ∨DEFH ∨ FGH = ÄÍÔ.

Êîíåö. Êîíúþíêöèè ÄÍÔ çàäàþò âñå áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ óïðî-
ùåííîé ìàòðèöû:
{C,D,E}, {C,E,G,H}, {C,D, F,G}, {D,E, F,H}, è {F,G,H}.
Äîáàâèâ ê êàæäîìó èç íèõ ÿäåðíûå ñòðîêè A è B, âûäåëåííûå íà ïåð-

âîì øàãå, ïîëó÷èì âñå áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû (äâà
ïîêðûòèÿ äëèíû 5 è òðè ïîêðûòèÿ äëèíû 6):
{A,B,C,D,E}, {A,B, F,G,H}
{A,B,C,E,G,H}, {A,B,C,D, F,G}, {A,B,D,E, F,H}. •

11.2.4. Ïîèñê ìèíèìàëüíûõ è êðàò÷àéøèõ ïîêðûòèé

Çíàÿ âñå áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ ìàòðèöû, âûáðàòü èç íèõ êðàò÷àé-
øèå èëè ìèíèìàëüíûå íå ñîñòàâëÿåò òðóäà.
Ïðèìåð. Èç ïÿòè íàéäåííûõ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå áåçûçáûòî÷íûõ

ïîêðûòèé ìàòðèöû Q òîëüêî äâà ÿâëÿþòñÿ êðàò÷àéøèìè: {A,B,C,D,E}
è {A,B, F,G,H}, à ìèíèìàëüíûì ëèøü îäíî � {A,B, F,G,H}, òàê êàê
ðàíã ñòðîêè H ðàâåí äâóì, à ðàíãè îñòàëüíûõ ñòðîê � òðåì. Ýòè ïîêðû-
òèÿ çàäàþò òå æå äâå êðàò÷àéøèå è îäíó ìèíèìàëüíóþ ÄÍÔ ôóíêöèè
f(a, b, c, d), êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â ïîäðàçäåëå 9.2 âèçóàëüíî. •

Îäíàêî ïîèñê âñåõ áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé áóëåâîé ìàòðèöû ñòàíî-
âèòñÿ èçëèøíå òðóäîåìêèì, åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè îäíî êðàò÷àéøåå ïîêðû-
òèå. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîèñêîì òîëüêî íåêîòîðûõ áåçûç-
áûòî÷íûõ ïîêðûòèé, ëèøü áû ñðåäè íèõ ñîäåðæàëîñü õîòÿ áû îäíî êðàò-
÷àéøåå. Òîãäà ïðèìåíèìû ñëåäóþùèå äâà ïðàâèëà óïðîùåíèÿ ìàòðèöû.

Ïðàâèëî ñòðîêè-ïðåäøåñòâåííèöû. Åñëè â áóëåâîé ìàòðèöå åñòü òàêèå
ñòðîêè α è β, ÷òî α � β, òî ñòðîêà-ïðåäøåñòâåííèöà α óäàëÿåòñÿ èç ìàòðè-
öû (ïðè ýòîì êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå íå òåðÿåòñÿ, òàê êàê â ëþáîì ïîêðûòèè
ñòðîêó α ìîæíî çàìåíèòü ñòðîêîé β, è îíî îñòàíåòñÿ ïîêðûòèåì).

Ïðàâèëî ñòîëáöà-ïîñëåäîâàòåëÿ. Åñëè â áóëåâîé ìàòðèöå åñòü òàêèå
ñòîëáöû γ è δ, ÷òî γ � δ, òî ñòîëáåö-ïîñëåäîâàòåëü δ óäàëÿåòñÿ èç ìàòðèöû
(òàê êàê ëþáîå ïîêðûòèå ñòîëáöà γ îäíîâðåìåííî ïîêðûâàåò ñòîëáåö δ).
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Çàìåòèì, ÷òî óäàëåíèå ñòîëáöîâ-ïîñëåäîâàòåëåé ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâ-
ëåíèþ ñòðîê-ïðåäøåñòâåííèö, è íàîáîðîò, ïîýòîìó ýòè äâà ïðàâèëà ñòîèò
âûïîëíÿòü �öèêëè÷åñêè� äðóã çà äðóãîì.
Îïðåäåëåíèå. Áóëåâó ìàòðèöó, íå ñîäåðæàùóþ íè ÿäåðíûõ ñòðîê, íè

ñòðîê-ïðåäøåñòâåííèö, íè ñòîëáöîâ-ïîñëåäîâàòåëåé, íàçîâåì öèêëè÷åñêèì
îñòàòêîì.
Ïðèìåðû ê ïðàâèëàì è îïðåäåëåíèþ öèêëè÷åñêîãî îñòàòêà áóäóò ïðè-

âåäåíû ÷óòü ïîçæå, íà ñòðàíèöàõ 82�83. •

Àëãîðèòì ïîèñêà îäíîãî êðàò÷àéøåãî ïîêðûòèÿ áóëåâîé ìà-
òðèöû (îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè öèêëè÷åñêîãî îñòàòêà è ïîèñêå âñåõ åãî
áåçûçáûòî÷íûõ ïîêðûòèé).

Íà÷àëî. Çàäàíà áóëåâà ìàòðèöà.
Øàã 1. Åñëè â ìàòðèöå åñòü îäíîñòðî÷íîå ïîêðûòèå, òî âêëþ÷èì åãî â

èñêîìîå ïîêðûòèå, èäåì íà êîíåö.
Øàã 2. Ïðèìåíèì ïðàâèëî ÿäåðíîé ñòðîêè. Åñëè ÿäåðíàÿ ñòðîêà îáíà-

ðóæèëàñü, èäåì íà øàã 1.
Øàã 3. Ïðèìåíèì ïðàâèëî ñòðîêè-ïðåäøåñòâåííèöû. Åñëè òàêàÿ ñòðîêà

îáíàðóæèëàñü, èäåì íà øàã 2.
Øàã 4. Ïðèìåíèì ïðàâèëî ñòîëáöà-ïîñëåäîâàòåëÿ. Åñëè òàêîé ñòîëáåö

îáíàðóæèëñÿ, èäåì íà øàã 3.
Øàã 5. Ïîñòðîèì ÊÍÔ ôóíêöèè ïîêðûòèÿ öèêëè÷åñêîãî îñòàòêà è ïðå-

îáðàçóåì ÊÍÔ â ÄÍÔ, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è âûïîëíÿÿ ïîãëîùåíèÿ.
Øàã 6. Êîíúþíêöèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàíãà ïîëó÷åííîé ÄÍÔ çàäàåò êðàò-

÷àéøåå ïîêðûòèå öèêëè÷åñêîãî îñòàòêà. Äîáàâèì ê ýòîìó ïîêðûòèþ ÿäåð-
íûå ñòðîêè, âûäåëåííûå íà øàãå 2.

Êîíåö. Ïîëó÷åíî êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå èñõîäíîé ìàòðèöû.

Ïðèìåðû. Âñå òà æå ìàòðèöà Q ñî ñòðàíèöû 74 ñîêðàòèëàñü äî öèêëè-
÷åñêîãî îñòàòêà ñðàçó ïîñëå óäàëåíèÿ ÿäåðíûõ ñòðîê (ñòðàíèöà 80), ÷òî íå
äàåò âîçìîæíîñòè ïðîäåìîíñòðèðîâàòü øàãè 3 è 4 àëãîðèòìà. Ðàññìîòðèì
â ñâÿçè ñ ýòèì äðóãóþ ìàòðèöó � Q′′.

Q′′ =

1 1 1 A

1 1 B

1 1 1 C

1 1 1 D

1 1 1 E
1 1 1 F

1 1 1 G

1 2 3 4 5 6 7 8
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Øàãè 1, 2. Ìàòðèöà Q′′ íå èìååò îäíîñòðî÷íîãî ïîêðûòèÿ, íî â íåé
åñòü ÿäåðíàÿ ñòðîêà B. Âêëþ÷àåì åå â ïîêðûòèå è óäàëÿåì èç ìàòðèöû
âìåñòå ñî âòîðûì è òðåòüèì ñòîëáöàìè, êîòîðûå îíà ïîêðûâàåò. Ïîëó÷àåì
ìàòðèöó Q′′1 è èäåì íà øàã 1.

Q′′1 =

1 1 A

1 1 1 C

1 1 1 D

1 1 1 E

1 1 1 F

1 1 1 G

1 4 5 6 7 8

Øàãè 1�3. Â ìàòðèöå Q′′1 íåò îäíîñòðî÷íîãî ïîêðûòèÿ è ÿäåðíîé ñòðî-
êè, íî åñòü ñòðîêà-ïðåäøåñòâåííèöà: A � C. Óäàëÿåì ñòðîêó A, ïîëó÷àåì
ìàòðèöó Q′′2. Èäåì íà øàã 2.

Øàãè 2�4. Â ìàòðèöå Q′′2 íåò ÿäåðíîé ñòðîêè è ñòðîêè-ïðåäøåñòâåííèöû,
íî ïåðâûé ñòîëáåö ñëåäóåò çà ÷åòâåðòûì. Óäàëÿåì ïåðâûé ñòîëáåö, ïîëó-
÷àåì ìàòðèöó Q′′3. Èäåì íà øàã 3.

Q′′2 =

1 1 1 C

1 1 1 D

1 1 1 E

1 1 1 F

1 1 1 G

1 4 5 6 7 8

Q′′3 =

1 1 C

1 1 D

1 1 E

1 1 1 F

1 1 1 G

4 5 6 7 8

Øàãè 3�4. Â ìàòðèöå Q′′3 ïîÿâèëàñü ñòðîêà-ïðåäøåñòâåííèöà: D � G.
Óäàëèâ D, ïîëó÷àåì ìàòðèöó Q′′4 è èäåì íà øàã 2.

Øàã 3. Â ìàòðèöå Q′′4 íåò ÿäåðíûõ ñòðîê è ñòðîê-ïðåäøåñòâåííèö, íî
âîñüìîé ñòîëáåö ñîâïàäàåò ñ ïÿòûì (òî åñòü ñëåäóåò çà íèì). Óäàëèâ âîñü-
ìîé ñòîëáåö, ïîëó÷àåì ìàòðèöó Q′′5.

Q′′4 =

1 1 C

1 1 E

1 1 1 F

1 1 1 G

4 5 6 7 8

Q′′5 =

1 1 C

1 1 E

1 1 F

1 1 G

4 5 6 7

Øàãè 2�5. Â ìàòðèöå Q′′5 íåò íè ÿäåðíûõ ñòðîê, íè ñòðîê-ïðåäøåñòâåííèö,
íè ñòîëáöîâ-ïîñëåäîâàòåëåé, çíà÷èò, ïîëó÷åí öèêëè÷åñêèé îñòàòîê. Ñòðîèì
ÊÍÔ ôóíêöèè åãî ïîêðûòèÿ:
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ÊÍÔ = (C ∨ E) (F ∨ G) (C ∨ F ) (E ∨ G) =

[ ïðåîáðàçóåì ÊÍÔ â ÄÍÔ: äëÿ óäîáñòâà óìíîæàåì ïåðâóþ ñêîáêó íà òðå-
òüþ, âòîðóþ íà ÷åòâåðòóþ è âûïîëíÿåì ïîãëîùåíèÿ ]

= (C ∨ EF ) (G ∨ EF ) = CG ∨ EF = ÄÍÔ.

Øàã 6. Îáå êîíúþíêöèè èìåþò ìèíèìàëüíûé ðàíã, ïîýòîìó âûáèðàåì
ëþáóþ èç íèõ, CG, îíà çàäàåò êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå öèêëè÷åñêîãî îñòàò-
êà. Äîáàâèâ ÿäåðíóþ ñòðîêó B, ïîëó÷àåì êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå èñõîäíîé
áóëåâîé ìàòðèöû: {B,C,G}. •

Èòàê, íàìè èçó÷åí âòîðîé ýòàï ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé, íà êî-
òîðîì èç ñîêðàùåííîé ÄÍÔ ïîëó÷àþòñÿ ëèáî âñå ìèíèìàëüíûå è êðàò÷àé-
øèå, ëèáî îäíà êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ.

11.2.5. Óïðàæíåíèÿ

Óïð. 1. Íàéòè âñå áåçûçáûòî÷íûå ïîêðûòèÿ ìàòðèöû Q′′ (ñòð. 82).
Â óïðàæíåíèÿõ 2�3 ïðèìåíÿòü äâóõýòàïíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè (ñîêðà-

ùåííóþ ÄÍÔ íàõîäèòü ëþáûì àëãîðèòìîì).
Óïð. 2. Ïîëó÷èòü âñå êðàò÷àéøèå è ìèíèìàëüíûå ÄÍÔ ôóíêöèé f4−f6

èç óïð.1 íà ñòðàíèöå 73 è ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

f1(a, b, c) = a⊕ b/(b ∼ c),
f2(a, b, c, d) = b c d ∨ a c d ∨ b c ∨ a b c ∨ a b c d ∨ c d ∨ a b c,

f3(a, b, c, d) = a b c d ∨ b c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a b c ∨ a b c d.

Óïð. 3. Ïîëó÷èòü îäíó êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ áóëåâûõ ôóíêöèé:

f1(a, b, c, d) = a b d ∨ a b c d ∨ b d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c ∨ a c d,

f2(a, b, c, d) = a b c d ∨ a b c ∨ a b d ∨ a c d ∨ c d ∨ b c d,

f3(a, b, c, d) = a c d ∨ a b d ∨ a b c ∨ c d ∨ b c d ∨ a b c d.

11.3. Ïðèáëèæåííàÿ êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ

Äâóõýòàïíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ äî-
âîëüíî òðóäîåìêèì. Îäíàêî ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ èìååò ñìûñë
ñîãëàñèòüñÿ ñ �ïðèáëèæåííûì� ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè, òî åñòü èñ-
êàòü íå îáÿçàòåëüíî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ, íî äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê íèì,
ëèøü áû ýòè ðåøåíèÿ íàõîäèëèñü ñóùåñòâåííî áûñòðåå, ÷åì îïòèìàëüíûå.
Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ èäòè íà êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷-
íîñòüþ ðåøåíèÿ è âðåìåíåì åãî ïîèñêà. Àëãîðèòìû, îðèåíòèðîâàííûå íà
áûñòðûé ïîèñê ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, íàçûâàþòñÿ ïðèáëèæåííûìè.
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Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì ïðèáëèæåííîé êðàò÷àéøåé ÄÍÔ (ÏðèÊðàò-
ÄÍÔ f) áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) òàêóþ åå ÄÍÔ, êîòîðàÿ íå îáÿçà-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé, íî äîñòàòî÷íî áëèçêà ê íåé ïî äëèíå.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáóþ ÄÍÔ (â ÷àñòíîñòè, áåçûçáûòî÷íóþ) ìîæíî ñ÷è-
òàòü ïðèáëèæåííîé êðàò÷àéøåé, òàê êàê â îïðåäåëåíèè íå óòî÷íÿåòñÿ, ÷òî
çíà÷èò �äîñòàòî÷íî áëèçêà� ïî äëèíå.
Ïðèìåð. Íàéäåì äâå ïðèáëèæåííûå êðàò÷àéøèå ÄÍÔ îäíîé è òîé æå

áóëåâîé ôóíêöèè.

a
b

c
d

• •
• •
• • •

•
�� ��
�
�
�
���
�
��� ��

�� ��

�

ÏðèÊðàòÄÍÔ′ = a c d ∨ b c d ∨ b d ∨ a b c,

a
b

c
d

• •
• •
• • •

•

�� ���
�
�
�

�
�
�
� ÏðèÊðàòÄÍÔ′′ = a b c ∨ b d ∨ a c d.

Âòîðàÿ èç íàéäåííûõ ÄÍÔ îêàçûâàåòñÿ ê òîìó æå êðàò÷àéøåé. •

11.3.1. Àëãîðèòì Çàêðåâñêîãî

Îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà îäíîì èç ìåòîäîâ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ êðàò÷àé-
øèõ ÄÍÔ. Êàê ïîêàçàëî åãî òåñòèðîâàíèå íà ôóíêöèÿõ íåáîëüøîãî ÷èñëà
àðãóìåíòîâ, ìåòîä íàõîäèò ÷àùå âñåãî ëèáî êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ, ëèáî îòëè-
÷àþùóþñÿ îò êðàò÷àéøåé òîëüêî íà îäíó êîíúþíêöèþ.

Àëãîðèòì Çàêðåâñêîãî (îðèåíòèðîâàí íà ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
ôóíêöèè è âèçóàëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ).

Íà÷àëî. Çàäàíà ìàòðèöà Ãðåÿ áóëåâîé ôóíêöèè.
Øàã 1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè âû÷èñëèì öåíó � êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ åé

òî÷åê. Âñå òî÷êè áóäåì ñ÷èòàòü íåîòìå÷åííûìè.
Øàã 2. Ñðåäè íåîòìå÷åííûõ òî÷åê ðàññìîòðèì òî÷êó ìèíèìàëüíîé öå-

íû è íàéäåì âñå ñîäåðæàùèå åå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû. Âûáåðåì èç íèõ
òîò, êîòîðûé ñîäåðæèò íàèáîëüøåå ÷èñëî íåîòìå÷åííûõ òî÷åê. Åñëè òàêèõ
èíòåðâàëîâ íåñêîëüêî, òî âûáåðåì èç íèõ èíòåðâàë íàèáîëüøåé ìîùíîñòè.

Øàã 3. Âêëþ÷èì âûáðàííûé èíòåðâàë â ðåøåíèå è îòìåòèì íà ìàòðèöå
åãî òî÷êè. Åñëè íå âñå òî÷êè îòìå÷åíû, òî èäåì íà øàã 2.

Êîíåö. Âêëþ÷åííûå â ðåøåíèå èíòåðâàëû çàäàþò ïðèáëèæåííóþ êðàò-
÷àéøóþ ÄÍÔ.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ãðåÿ ôóíêöèè èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà.

Íà÷àëî. Òî÷êè îáîçíà÷àåì ãðå÷åñêèìè áóêâàìè (ëåâàÿ ìàòðèöà).

Øàã 1. Âû÷èñëÿåì öåíû òî÷åê (ïðàâàÿ ìàòðèöà).

a
b

c
d

α β

γ δ
ε ζ η

θ

a
b

c
d

2 2
2 3
2 3 2

2

Øàãè 2, 3. Âûáèðàåì òî÷êó α (ìèíèìàëüíîé öåíû 2). Îíà âõîäèò â äâà
ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëà (ëåâàÿ ìàòðèöà). Îáà èíòåðâàëà ñîäåðæàò ïî äâå
íåîòìå÷åííûå òî÷êè è èìåþò îäèíàêîâûå ìîùíîñòè, ïîýòîìó âêëþ÷àåì â
ðåøåíèå ëþáîé èç íèõ è îòìå÷àåì åãî òî÷êè (ïðàâàÿ ìàòðèöà).

a
b

c
d

α β
γ δ
ε ζ η

θ

�� ����
�
�

a
b

c
d

∗ 2
2 ∗
2 3 2

2

�
�
�
�

�I1

Ïîñêîëüêó íå âñå òî÷êè îòìå÷åíû, èäåì íà øàã 2.

Øàãè 2, 3. Âûáèðàåì íåîòìå÷åííóþ òî÷êó β (öåíû 2). Îíà âõîäèò â
äâà ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëà (ñ îäíîé è äâóìÿ íåîòìå÷åííûìè òî÷êàìè),
ïîýòîìó âêëþ÷àåì â ðåøåíèå èíòåðâàë I2 ñ äâóìÿ íåîòìå÷åííûìè òî÷êàìè
è îòìå÷àåì èõ.

a
b

c
d

∗ β
γ ∗
ε ζ η

θ

�� ��
�� ��

�� ��

�

a
b

c
d

∗ ∗
2 ∗
2 3 2

∗

�
�
�
�

�I1

�� ��

�� ��

�
6

?

I2

Ïîñêîëüêó íå âñå òî÷êè îòìå÷åíû, èäåì íà øàã 2.

Øàãè 2, 3. Âûáèðàåì íåîòìå÷åííóþ òî÷êó γ (öåíû 2). Îíà âõîäèò â
îäèí ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë, âêëþ÷àåì åãî â ðåøåíèå è îòìå÷àåì òî÷êè.

a
b

c
d

∗ ∗
γ ∗
ε ζ η

∗

�
�
�
�

a
b

c
d

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗ 2

∗

�
�
�
�

�I1

�� ��

�� ��

�
6

?

I2

�
�
�
�

?
I3

Ïîñêîëüêó íå âñå òî÷êè îòìå÷åíû, èäåì íà øàã 2.
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Øàãè 2, 3. Âûáèðàåì íåîòìå÷åííóþ òî÷êó η (öåíû 2). Îíà âõîäèò â
äâà ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëà, ñîäåðæàùèõ ïî îäíîé íåîòìå÷åííîé òî÷êå.
Ìîùíîñòè èíòåðâàëîâ ðàâíû, ïîýòîìó âêëþ÷àåì â ðåøåíèå ëþáîé èíòåð-
âàë è îòìå÷àåì åãî òî÷êè. Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ôóíêöèè îòìå÷åíû, èäåì
íà êîíåö.

a
b

c
d

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗ η

∗

�
�
�
�
�� ��

a
b

c
d

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗

�
�
�
�

�I1

�� ��

�� ��

�
6

?

I2

�
�
�
�

?
I3

�� ��
?

I4

Êîíåö. ÏðèÊðàòÄÍÔ = a c d ∨ b c d ∨ b d ∨ a b c. •

Ïîëó÷åííàÿ ÄÍÔ íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé äëÿ ðàññìîòðåííîé ôóíêöèè
(ñì. ñòðàíèöó 84), íî êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ ìîãëà áûòü ïîëó÷åíà äàííûì àë-
ãîðèòìîì, åñëè áû ïðè ïåðâîì âûïîëíåíèè øàãà 2 âìåñòî I1 â ðåøåíèå
áûë âêëþ÷åí äðóãîé ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë (ïðîâåðüòå ýòó âîçìîæíîñòü
ñàìîñòîÿòåëüíî).

a
b

c
d

• •
• •
• • •

•

�� ���
�
�
�

�
�
�
� ÏðèÊðàòÄÍÔ = a b c ∨ b d ∨ a c d = ÊðàòÄÍÔ.

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð åùå ðàç ïîä÷åðêèâàåò ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð àë-
ãîðèòìà Çàêðåâñêîãî. Ïîýòîìó ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè ñòîèò ïðîâåðèòü ïî-
ëó÷åííóþ ÄÍÔ íà áåçûçáûòî÷íîñòü. •

11.3.2. Óïðàæíåíèÿ

Íàéòè ïðèáëèæåííûå êðàò÷àéøèå ÄÍÔ áóëåâûõ ôóíêöèé àëãîðèòìîì
Çàêðåâñêîãî. Íàéòè âèçóàëüíî êðàò÷àéøèå ÄÍÔ ýòèõ æå ôóíêöèé è ñðàâ-
íèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

a
b

c
d

• • •
• • •

• • •
• • •

a
b

c
d

e

• • •
• • • • •
• • • •

• • •

a
b

c
d

• •
• • •
• • •
• •
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11.4. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 3

Òåìà êîíòðîëüíîé ðàáîòû: ìèíèìèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.

#
"

 
!ÊðàòÄÍÔ′

?
9

#
"

 
!

êðàò÷àéøåå
ïîêðûòèå

?
8

#
"

 
!

òàáëèöà
Êâàéíà

?
7

#
"

 
!ÑîêðÄÍÔ �

5

àëãîðèòì
Êâàéíà-

ÌàêÊëàñêè
#
"

 
!ÑîâÄÍÔ

?
4

��

#
"

 
!

ìàòðèöà
Ãðåÿ

2'
?

#
"

 
!ÄÍÔ

?
1

6

àëãîðèòì
Áëåéêà-Ïîðåöêîãî'

?

�

��

?
3#
"

 
!ÊðàòÄÍÔ

$

?
10

àëãîðèòì
Çàêðåâñêîãî

#
"

 
!ÏðèÊðàòÄÍÔ

& %

$�

1′

Ñõåìà êîíòðîëüíîé ðàáîòû (ðåøåíèå êàæäîé èç 11 çàäà÷ íà÷èíàòü
ñ ïîñòàíîâêè çàäà÷è è äåëàòü âûâîäû èç ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè
ñïîñîáàìè ñîêðàùåííûõ ÄÍÔ, ìàòðèö Ãðåÿ, êðàò÷àéøèõ è ïðèáëèæåííîé
êðàò÷àéøåé ÄÍÔ).

Çàäàíèÿ íà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó (ÄÍÔ)

1) a b c d ∨ a b c ∨ a b d ∨ a c d ∨ a b c d ∨ b c d ∨ a b c d

2) a b c ∨ a c d ∨ b c d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c d

3) a b c d ∨ a c d ∨ a c d ∨ a b d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c

4) a b c d ∨ a b c ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ a c d ∨ a b c d

5) a c d ∨ a c d ∨ b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ b c d



88

6) a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b d ∨ a b c ∨ a c d ∨ a c d.

7) a c d ∨ a b d ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c

8) a b c ∨ a b c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a c d

9) a c d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b d

10) a b c d ∨ a b c ∨ b c d ∨ b c d ∨ a b d ∨ a b c d ∨ a b c d

11) a c d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ b c d ∨ a b d ∨ a b c d ∨ a b c d

12) a b c ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ a c d

13) a b c ∨ a c d ∨ b c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d

14) a c d ∨ a b c ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c d

15) a c d ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ a b c ∨ a b d

16) b c d ∨ a b c d ∨ a b d ∨ a c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ b c d

17) a c d ∨ b c d ∨ a b c ∨ a b d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d

18) a c d ∨ a b c ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a b c d

19) a b c ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a b d ∨ a c d

20) a c d ∨ a b d ∨ b c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d

21) a b c d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a c d

22) a b d ∨ a b c ∨ a b d ∨ b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d

23) a c d ∨ a b d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ b c d ∨ a b c ∨ a b c d

24) b c d ∨ a b d ∨ a b d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d

25) b c d ∨ a b c d ∨ a b d ∨ a b c d ∨ a b c ∨ a c d ∨ a b c d

26) a b d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b d ∨ a b c d

27) a c d ∨ a b c ∨ a b c ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c d

28) a c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c ∨ a b c d ∨ b c d

29) a b c d ∨ a c d ∨ a b d ∨ a b c d ∨ a c d ∨ a b c ∨ a b c d

30) a b d ∨ a b c ∨ a c d ∨ a b c d ∨ a b d ∨ a b ∨ a b c d

Ïðèìåð. Çàäàíà ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè.

ÄÍÔ =a c d∨ a b c d∨a b c d∨a b c∨a b c d∨ b d.
K1 K2 K3 K4 K5 K6

1) Ïîñòðîèì ìàòðèöó Ãðåÿ ôóíêöèè ïî çàäàííîé ÄÍÔ.

a
b

c
d

• •
• •

• • •
• • •
�
�
�
�
?

I1

�
�	
?

I2

�
�	
?

I3

�� �� - I4

�
�	
?

I5

�
�
�
� - I6



89

2, 3) Íàéäåì ñîêðàùåííóþ è êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ ïî ìàòðèöå Ãðåÿ. Âñå
ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû A�E (ëåâàÿ è ñðåäíÿÿ ìàòðèöû) çàäàþò ñîêðà-
ùåííóþ ÄÍÔ. Äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ìàêñèìàëü-
íûõ èíòåðâàëîâ (ïðàâàÿ ìàòðèöà) çàäàåò êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ.

a
b

c
d

• •
• •

• • •
• • •

�� �� -C�
�
�
� -B�

�
�
�

?

A
a
b

c
d

• •
• •

• • •
• • •�� ��

�� ��

�
6

?

E���� ����� - �D

�
�
�
�

�F

a
b

c
d

• •
• •

• • •
• • •

�
�
�
�
?

B

�
�
�
�

?

A

�� ��

�� ��

�
6

?

E

�
�
�
�

�F

ÑîêðÄÍÔ = a c ∨ b d ∨ a b c ∨ a b d ∨ b c d ∨ a c d.
A B C D E F

ÊðàòÄÍÔ = a c ∨ b d ∨ b c d ∨ a c d.
A B E F

4) Ïîñòðîèì ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè ïî ìàòðèöå Ãðåÿ. Êàæäàÿ
òî÷êà çàäàåò êîíúþíêöèþ ñîâåðøåííîé ÄÍÔ.

ÑîâÄÍÔ = a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨
∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d ∨ a b c d.

5) Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè èç ñîâåðøåííîé ÄÍÔ àëãî-
ðèòìîì Êâàéíà-ÌàêÊëàñêè. Ïðåäñòàâëÿåì ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ñïèñêîì
òî÷åê, óïîðÿäî÷èâàåì èõ ïî âåñó è ðàçáèâàåì íà êëàññû.

Ñïèñîê 0
0 0 1 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 1 0 0
1 1 0 1
1 1 1 1
1 0 0 0
1 0 0 1
1 0 1 0

Ñïèñîê 0 (óïîðÿäî÷åííûé)
C1 1) 0 0 1 0 ∗

2) 1 0 0 0 ∗
C2 3) 0 0 1 1 ∗

4) 0 1 0 1 ∗
5) 1 1 0 0 ∗
6) 1 0 0 1 ∗
7) 1 0 1 0 ∗

C3 8) 0 1 1 1 ∗
9) 1 1 0 1 ∗

C4 10) 1 1 1 1 ∗
Âûïîëíÿåì âñå íåïîëíûå ñêëåèâàíèÿ âåêòîðîâ êëàññîâ Ci è Ci+1, i = 1, 2, 3,
îòìå÷àÿ ó÷àñòíèêîâ ñêëåèâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû çàíîñèì â ñïèñîê 1 (ñ íîìå-
ðàìè ñêëåèâàåìûõ âåêòîðîâ). Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ äëÿ ñïèñêà
1, ïîëó÷àåì ñïèñîê 2 è ïðèâîäèì â íåì ïîäîáíûå. Ñêëåèâàíèå âåêòîðîâ èç
ñïèñêà 2 íåâîçìîæíî.
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Ñïèñîê 1
C1 1) 0 0 1 − (1,3)

2) − 0 1 0 (1,7)
3) 1 − 0 0 (2,5) ∗
4) 1 0 0 − (2,6) ∗
5) 1 0 − 0 (2,7)

C2 6) 0 − 1 1 (3,8)
7) 0 1 − 1 (4,8) ∗
8) − 1 0 1 (4,9) ∗
9) 1 1 0 − (5,9) ∗
10) 1 − 0 1 (6,9) ∗

C3 11) − 1 1 1 (8,10) ∗
12) 1 1 − 1 (9,10) ∗

Ñïèñîê 2
1) 1 − 0 − (3,10)
2) 1 − 0 − (4,9)
3) − 1 − 1 (7,12)
4) − 1 − 1 (8,11)

Ñïèñîê 3
ïóñò

(((
((((

((

((((
((((

(

Íåîòìå÷åííûå âåêòîðû âñåõ ñïèñêîâ çàäàþò ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ (îáîçíà-
÷åíèÿ êîíúþíêöèé âçÿòû èç çàäà÷è 2).

ÑîêðÄÍÔ = a b c ∨ b c d ∨ a b d ∨ a c d ∨ a c ∨ b d.
C E D F A B

6) Ïîñòðîèì ñîêðàùåííóþ ÄÍÔ ôóíêöèè èç èñõîäíîé ÄÍÔ àëãîðèò-
ìîì Áëåéêà-Ïîðåöêîãî. Ïðåäñòàâëÿåì ÄÍÔ ñïèñêîì òðîè÷íûõ âåêòîðîâ,
óäàëÿåì òðåòèé âåêòîð, êàê ïîãëîùàåìûé øåñòûì. Çàòåì, îáîáùåííî ñêëå-
èâàÿ êàæäûé î÷åðåäíîé âåêòîð ñî âñåìè ïðåäûäóùèìè, ïîëó÷àåì, êàê âèä-
íî èç ñïèñêà, âåêòîðû ñ ñåäüìîãî ïî ïÿòíàäöàòûé. Îíè ëèáî ïîãëîùàþòñÿ
ïðåäûäóùèìè, ëèáî îñòàþòñÿ â ñïèñêå, ïîãëîùàÿ íåêîòîðûå èç ïðåäûäó-
ùèõ âåêòîðîâ.

1) 1 − 0 0 12
2) 1 0 0 1 7
3) 1 1 1 1 6
4) 0 0 1 −
5) 1 0 1 0 8
6) − 1 − 1
7) 1 0 0 − (2,1) 12
8) 1 0 − 0 (5,1) 14

9) 1 1 0 − (6,1) 12
10) 0 − 1 1 (6,4)
11) − 0 1 0 (8,4)
12) 1 − 0 − (9,7)
13) 0 0 1 − (11,10) 4
14) 1 0 − 0 (12,11)
15) − 0 1 0 (14,4) 11

((((
(((

((

(((
((((

((

((((
((((

(

(((
((((

((

((((
((((

(

((((
(((

((

((((
(((

((

(((
((((

((

((((
((((

(

Ðåøåíèå îáðàçóþò øåñòü íåïîãëîùåííûõ âåêòîðîâ, îíè çàäàþò ñîêðàùåí-
íóþ ÄÍÔ (îáîçíà÷åíèÿ êîíúþíêöèé âçÿòû èç çàäà÷è 2).

ÑîêðÄÍÔ = a b c ∨ b d ∨ a c d ∨ b c d ∨ a c ∨ a b d.
C B F E A D
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Âûâîä. Ñîêðàùåííûå ÄÍÔ, ïîëó÷åííûå â çàäà÷àõ 2), 5), 6), ñîâïàäàþò,
ñëåäîâàòåëüíî, îíè íàéäåíû âåðíî.

7) Ïîñòðîèì òàáëèöó Êâàéíà ôóíêöèè ïî åå ñîâåðøåííîé è ñîêðàùåí-
íîé ÄÍÔ. Íà ëåâîé ìàòðèöå íóìåðóåì òî÷êè, íà îñòàëüíûõ ïîâòîðÿåì âñå
ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû èç çàäà÷è 2).

a
b

c
d

1 2
3 4

5 6 7
8 9 10

a
b

c
d

• •
• •

• • •
• • •

�� �� -C�
�
�
� -B�

�
�
� -A

a
b

c
d

• •
• •

• • •
• • •�� ��

�� ��

�
6

?

E���� ����� - �D

�
�
�
�

�F

Ïðîâåðÿÿ ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëàì, ñòðîèì òà-
áëèöó Êâàéíà:

0011 0010 0101 0111 1100 1101 1111 1000 1001 1010
1−0− 1 1 1 1 A

−1−1 1 1 1 1 B

0 0 1− 1 1 C

1 0−0 1 1 D

−0 1 0 1 1 E

0−1 1 1 1 F

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8) Íàéäåì êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå òàáëèöû Êâàéíà. Â íåé íåò îäíî-
ñòðî÷íîãî ïîêðûòèÿ, íî ñòðîêè A è B � ÿäåðíûå, âêëþ÷àåì èõ â ïîêðûòèå
è âû÷åðêèâàåì èç ìàòðèöû âìåñòå ñ ïîêðûòûìè ñòîëáöàìè (ñ òðåòüåãî ïî
äåâÿòûé), ïîëó÷àåì ìàòðèöó Q1. Â íåé íåò îäíîñòðî÷íûõ ïîêðûòèé è ÿäåð-
íûõ ñòîëáöîâ, íî åñòü ñòðîêà-ïðåäøåñòâåííèöà: D � E, ïîýòîìó óäàëÿåì
ñòðîêó D. Â íîâîé ìàòðèöå Q2 ïîÿâèëàñü ÿäåðíàÿ ñòðîêà E, âêëþ÷àåì åå
â ïîêðûòèå è óäàëÿåì èç ìàòðèöû âìåñòå ñî âòîðûì è äåñÿòûì ñòîëáöàìè,
ïîëó÷àåì ìàòðèöó Q3.

Q1 =
1 1 C

1 D
1 1 E

1 F

1 2 10

Q2 =
1 1 C

1 1 E

1 F

1 2 10

Q3 =
1 C

1 F

1

Ñòðîêà C îáðàçóåò îäíîñòðî÷íîå ïîêðûòèå ìàòðèöû Q3. Âêëþ÷èâ åå â ðå-
øåíèå, ïîëó÷àåì êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå {A,B,C,E}.
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9) Çàïèøåì êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ ïî êðàò÷àéøåìó ïîêðûòèþ òàáëèöû
Êâàéíà.

ÊðàòÄÍÔ′ = a c ∨ b d ∨ a b c ∨ b c d.
A B C E

1′) Ïîñòðîèì ìàòðèöó Ãðåÿ ïî ïîëó÷åííîé êðàò÷àéøåé ÄÍÔ.

a
b

c
d

• •
• •

• • •
• • •

�� ���C �
�
�
�
?

B

�
�
�
�

?

A

�� ��

�� ��

�
6

?

E

Âûâîä. Ìàòðèöû Ãðåÿ, èç çàäà÷ 1) è 1 ′) ñîâïàëè, çíà÷èò, êðàò÷àéøàÿ
ÄÍÔ èç çàäà÷è 9) çàäàåò èñõîäíóþ ôóíêöèþ. Êðîìå òîãî, äëèíû êðàò÷àé-
øèõ ÄÍÔ èç çàäà÷ 3) è 9) ðàâíû, çíà÷èò, ýòè çàäà÷è ðåøåíû âåðíî.

10) Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííóþ êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ ïî ìàòðèöå Ãðåÿ àë-
ãîðèòìîì Çàêðåâñêîãî. Íà ëåâîé ìàòðèöå ïîêàçûâàåì öåíû òî÷åê, íà ïðà-
âîé îáîçíà÷àåì òî÷êè.

a
b

c
d

2 2
2 3

2 4 2
3 2 2

a
b

c
d

α β
γ δ

ε ζ η
θ κ λ

Âûáèðàåì òî÷êó α ìèíèìàëüíîé öåíû 2. Îíà âõîäèò â äâà ìàêñèìàëü-
íûõ èíòåðâàëà (ëåâàÿ ìàòðèöà âíèçó). Îáà èíòåðâàëà ñîäåðæàò ïî äâå
íåîòìå÷åííûõ òî÷êè, è îáà îäèíàêîâîé ìîùíîñòè, ïîýòîìó â ðåøåíèå âêëþ-
÷àåì ëþáîé èç íèõ. Îòìå÷àåì òî÷êè (íà ñðåäíåé ìàòðèöå).

Âûáèðàåì íåîòìå÷åííóþ òî÷êó γ ìèíèìàëüíîé öåíû 2. Îíà âõîäèò â
îäèí ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë (ñðåäíÿÿ ìàòðèöà), âêëþ÷àåì åãî â ðåøåíèå
è îòìå÷àåì òî÷êè (íà ïðàâîé ìàòðèöå).

Âûáèðàåì íåîòìå÷åííóþ òî÷êó ε ìèíèìàëüíîé öåíû 2. Îíà âõîäèò â
îäèí ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë (ïðàâàÿ ìàòðèöà), âêëþ÷àåì åãî â ðåøåíèå
è îòìå÷àåì òî÷êè (íà ñëåäóþùåé ìàòðèöå).

a
b

c
d

α 2
2 3

2 4 2
3 2 2

�� �� - I1
�
�
�
�

a
b

c
d

∗ ∗
γ 3

2 4 2
3 2 2

�
�
�
� -I2

a
b

c
d

∗ ∗
∗ ∗

ε ∗ ∗
3 2 2

�
�
�
�

A
A
A
AK

I3
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Âûáèðàåì íåîòìå÷åííóþ òî÷êó λ ìèíèìàëüíîé öåíû 2. Îíà âõîäèò â
äâà ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëà. Îáà ñîäåðæàò ïî îäíîé íåîòìå÷åííîé òî÷êå,
è îáà îäèíàêîâîé ìîùíîñòè, ïîýòîìó â ðåøåíèå âêëþ÷àåì ëþáîé èç íèõ è
îòìå÷àåì åãî òî÷êè.

Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè îòìå÷åíû, èäåì íà êîíåö.

a
b

c
d

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ λ
�� ��

�� ��

�

���� ����� - �I4 a
b

c
d

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

a
b

c
d

• •
• •

• • •
• • •

�� �� - I1�
�
�
� -I2�

�
�
�

A
A
A
AK

I3

���� ����� - �I4

ÏðèÊðàòÄÍÔ = a b c ∨ b d ∨ a c ∨ a b d.
K1 K2 K3 K4

Âûâîä. Òàê êàê ïðèáëèæåííàÿ êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ çàäàåò èñõîäíóþ ôóíê-
öèþ, è åå äëèíà íå ìåíüøå äëèí êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ èç çàäà÷ 3) è 9), òî
ïðèáëèæåííàÿ êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ íàéäåíà âåðíî. •

12. Íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûå (÷àñòè÷íûå) áóëåâû
ôóíêöèè

12.1. Íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ è ñïîñîáû åå
çàäàíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé (÷àñòè÷íîé) áóëåâîé ôóíê-
öèåé f×(x1, . . . , xn) íàçîâåì îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïîäìíîæåñòâà M áó-
ëåâà ïðîñòðàíñòâà Bn â áóëåâî ìíîæåñòâî B, ò.å. f : M → B, M ⊆ Bn.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé
áóëåâîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ: åå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âñå áóëåâî ïðîñòðàíñòâî. Áóëåâó ôóíêöèþ òàêæå ìîæíî íàçûâàòü
ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé áóëåâîé ôóíêöèåé .

Íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè, àíàëîãè÷íûìè ñïîñîáàì çàäàíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè,
â ÷àñòíîñòè, òàáëèöåé èñòèííîñòè, ìàòðèöåé Ãðåÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ìíîæåñòâàìè.
1) Çàäàíèå ÷àñòè÷íîé áóëåâîé ôóíêöèè òàáëèöåé èñòèííîñòè.

Â ëåâîé ÷àñòè òàáëèöû èñòèííîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ, êàê è ðàíüøå, âñå âåê-
òîðû áóëåâà ïðîñòðàíñòâà, à â åå ïðàâîé ÷àñòè ëèáî ïåðå÷èñëÿþòñÿ çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè, ëèáî óêàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûé ñèìâîë × (åñëè íàáîð â
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå âõîäèò).
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2) Çàäàíèå ÷àñòè÷íîé áóëåâîé ôóíêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ìíîæåñòâàìè. Ê äâóì èçâåñòíûì íàì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîæåñòâàì
M 1

f×
è M 0

f×
äîáàâëÿàòñÿ òðåòüå, M×

f×
, ñîñòîÿùåå èç íàáîðîâ, íà êîòîðûõ

ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà (äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèè äîñòàòî÷íî óêàçàòü ëþáûå
äâà èç òðåõ ìíîæåñòâ).
3) Çàäàíèå ÷àñòè÷íîé áóëåâîé ôóíêöèè ìàòðèöåé Ãðåÿ. Â ìà-

òðèöå Ãðåÿ òåì æå ñèìâîëîì × îòìå÷àþòñÿ êëåòêè, íå âõîäÿùèå â îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ.
Ïðèìåð. Ïóñòü ôóíêöèÿ f×(x, y, z) çàäàíà íà ìíîæåñòâå áóëåâûõ âåê-

òîðîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ öåëûå ÷èñëà îò 1 äî 5, è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1,
åñëè è òîëüêî åñëè çàäàííîå ÷èñëî åñòü 2k, ãäå k � öåëîå. Åå òàáëèöà èñ-
òèííîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîæåñòâà è ìàòðèöà Ãðåÿ èìåþò âèä:

x y z f×(x, y, z)

0 0 0 ×
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 ×
1 1 1 ×

• × ×
× • •

x

y
z

•

M 1
f×

={001, 010, 100}
M 0

f×
={011, 101}

M×
f×

={000, 110, 111}

12.2. Ìèíèìèçàöèÿ íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äîîïðåäåëåíèåì íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé áó-
ëåâîé ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn) ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

M 1
f×
⊆M 1

f , M 0
f×
⊆M 0

f .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ëþáîãî äîîïðåäåëåíèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü ñî
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn) íà íàáîðàõ èç ìíîæåñòâ M 1

f×
è M 0

f×
, è

äîîïðåäåëåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ íà íàáîðàõ èç M×
f×
. Èç

ýòîãî è èç òåîðåìû î ÷èñëå âåêòîðîâ ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå î ÷èñëå äîîïðåäåëåíèé. ×èñëî ðàçëè÷íûõ äîîïðåäå-
ëåíèé íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé áóëåâîé ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn) ðàâíî
2k, ãäå k =

∣∣∣M×
f×

∣∣∣.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå íåïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëåííàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ èìååò âîñåìü äîîïðåäåëåíèé.

• × ×
× • •

x

y
z

f×

• •
• • •

x

y
z

f5

• •
• • •

x

y
z

f6

• • •
• •

x

y
z

f7

• • •
• • •

x

y
z

f8

•

•
• •

x

y
z

f1

•
• • •

x

y
z

f2

• •
• •

x

y
z

f3

• •
• •

x

y
z

f4

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìèçèðîâàòü íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííóþ áóëåâó
ôóíêöèþ � ýòî çíà÷èò âûáðàòü ñðåäè êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ âñåõ åå äîîïðå-
äåëåíèé ñàìóþ êîðîòêóþ ÄÍÔ.

Ïðèìåð. Äëÿ ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ôóíêöèè f×(x, y, z)
ñàìîé êîðîòêîé îêàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ äîîïðåäåëåíèÿ f6(x, y, z).

• •
• • •

x

y
z�� ���I1

�� ��
- I2

ÊðàòÄÍÔ = z ∨x y. •
K1 K2

Òàêèì îáðàçîì, òîò ôàêò, ÷òî íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííàÿ áóëåâà ôóíê-
öèÿ çàäàåòñÿ íå íà âñåì áóëåâîì ïðîñòðàíñòâå, à ëèøü íà åãî ïîäìíîæåñòâå,
ìû èñïîëüçóåì äëÿ òàêîãî �âûãîäíîãî� äîîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, êîòîðîå
ïðèâîäèò ê íàèáîëåå êîðîòêîé ÄÍÔ è (ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì ñî ñòð. 62)
ê íàèáîëåå ïðîñòîé ñõåìå, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ.

Êîíå÷íî, êàê è â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé áóëåâîé ôóíêöèè, âîç-
ìîæíû äðóãèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé
ôóíêöèè � íàïðèìåð, íàéòè åå ïðèáëèæåííóþ êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ.

Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàë I íàçîâåì äîïóñòèìûì äëÿ íåïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåííîé áóëåâîé ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn), åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
I ⊆M 1

f×
∪M×

f×
, I ∩M 1

f×
6= ∅.

Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàë I íàçîâåì ìàêñèìàëüíûì äëÿ íåïîëíîñòüþ
îïðåäåëåííîé áóëåâîé ôóíêöèè, åñëè îí äîïóñòèì äëÿ ýòîé ôóíêöèè, è íå
ñóùåñòâóåò äðóãîãî äîïóñòèìîãî äëÿ íåå èíòåðâàëà I ′ òàêîãî, ÷òî I ⊂ I ′.
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Ïðèìåð. Íà ëåâîé ìàòðèöå Ãðåÿ èçîáðàæåíû äâà íåäîïóñòèìûõ èíòåð-
âàëà I1 = −01 è I2 = 01− , íà ñðåäíåé � äîïóñòèìûé èíòåðâàë I = −00
(íî íå ìàêñèìàëüíûé), íà ïðàâîé � ìàêñèìàëüíûé I ′ = −−0 .

• × ×
× • •

x

y
z�

�
�
�
?
I1

�� ��
?
I2

• × ×
× • •

x

y
z�

�
�
�
?
I

• × ×
× • •

x

y
z�� ��
- I ′
•

12.2.1. Ïîèñê êðàò÷àéøåé ÄÍÔ íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé
áóëåâîé ôóíêöèè

Äëÿ ïîèñêà êðàò÷àéøåé ÄÍÔ íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé áóëåâîé ôóíê-
öèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâóõýòàïíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè áóëåâîé ôóíê-
öèè, èçëîæåííûé â ðàçäåëå 11, ñ íåêîòîðûìè ìîäèôèêàöèÿìè. Íàïîìíèì
ñóòü ìåòîäà: íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäÿòñÿ âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû ôóíêöèè
(òî åñòü âñå åå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû), à çàòåì íà âòîðîì ýòàïå èç íèõ
âûäåëÿþòñÿ êîíúþíêöèè èñêîìûõ ÄÍÔ (êðàò÷àéøèõ èëè ìèíèìàëüíûõ).
Çàäà÷à âòîðîãî ýòàïà ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû Êâàéíà
áóëåâîé ôóíêöèè è ïîèñêà åå ïîêðûòèé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ íåïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëåííîé ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn) ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì Êâàéíà-Ìàê-
Êëàñêè èëè àëãîðèòì Áëåéêà-Ïîðåöêîãî ê åå äîîïðåäåëåíèþ f(x1, . . . , xn),
êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: M 1

f = M 1
f×
∪M×

f×
, à çàòåì èñêëþ÷èòü èç

íàéäåííûõ èíòåðâàëîâ òå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íè îäíîé òî÷êè ôóíê-
öèè f×(x1, . . . , xn). Òàáëèöà Êâàéíà íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé ôóíêöèè
f×(x1, . . . , xn) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî òàáëèöå Êâàéíà áóëåâîé ôóíêöèè.

Àëãîðèòì ïîèñêà êðàò÷àéøåé ÄÍÔ íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåí-
íîé áóëåâîé ôóíêöèè (îñíîâàí íà íàõîæäåíèè âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èí-
òåðâàëîâ ôóíêöèè, ïîñòðîåíèè òàáëèöû Êâàéíà è ïîèñêå êðàò÷àéøåãî ïî-
êðûòèÿ ýòîé òàáëèöû).

Íà÷àëî. Çàäàíà ÷àñòè÷íàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f×(x1, . . . , xn).

Øàã 1. Íàõîäèì âñå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn).

Øàã 2. Ñòðîèì òàáëèöó Êâàéíà ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn).

Øàã 3. Íàõîäèì êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå òàáëèöû Êâàéíà, à ïî ïîêðûòèþ
� êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn).

Êîíåö.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ áóëåâó ôóíêöèþ f×(a, b, c, d), çàäàí-
íóþ ìàòðèöåé Ãðåÿ, è äëÿ óäîáñòâà ïðîíóìåðóåì åå òî÷êè.

a
b

c
d

× • ×
• • •
• • •

× × ×

a
b

c
d

× 7 ×
4 5 6

1 2 3
× × ×

Øàã 1. Íàéäåì âñå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû ôóíêöèè f×(a, b, c, d), îáî-
çíà÷èì èõ áóêâàìè îò A äî G è èçîáðàçèì äëÿ íàãëÿäíîñòè íà äâóõ ìà-
òðèöàõ.

a
b

c
d

× • ×
• • •
• • •

× × ×�
�
�
�
A
A
AU

B

�
�
�
�
?

C

�
�
�
�

?

A

�
�
�
�-D

a
b

c
d

× • ×
• • •
• • •

× × ×�� ��
- �� �F

�� ��
@
@R
G

�� �� -E

Øàã 2. Ïîñòðîèì òàáëèöó Êâàéíà ôóíêöèè f×(a, b, c, d), èñïîëüçóÿ ââå-
äåííûå îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê è èíòåðâàëîâ.

0101 0111 0110 1100 1101 1110 1001
1−0− 1 1 1 A

−101 1 1 B

−110 1 1 C

0−1− 1 1 D

01−1 1 1 E

11−0 1 1 F

10−1 1 G

1 2 3 4 5 6 7
Øàã 3. Êðàò÷àéøåå ïîêðûòèå òàáëèöû îáðàçóþò ñòðîêè {A,C,E}. Ïî-

ñòðîèì ïî íèì êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ ôóíêöèè f×(a, b, c, d).

a
b

c
d

× • ×
• • •
• • •

× × ×�
�
�
�
?

C

�
�
�
�

?

A

�� ��HH
HYE

ÊðàòÄÍÔ =a c ∨ b c d ∨ a b d. •
A C E
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12.2.2. Ïîèñê ïðèáëèæåííîé êðàò÷àéøåé ÄÍÔ íåïîëíîñòüþ
îïðåäåëåííîé áóëåâîé ôóíêöèè

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû äâà àëãîðèòìà ïîèñêà ïðèáëèæåí-
íîé êðàò÷àéøåé ÄÍÔ ÷àñòè÷íîé áóëåâîé ôóíêöèè. Ïåðâûé èç íèõ ÿâëÿ-
åòñÿ îáîáùåíèåì ðàññìîòðåííîãî â ïîäðàçäåëå 11.3 àëãîðèòìà Çàêðåâñêîãî
(ñòð. 85). Øàãè àëãîðèòìà îñòàþòñÿ òåìè æå, îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü
â òîì, ÷òî öåíà òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ åé âåêòîðîâ
èç ìíîæåñòâà M 1

f×
∪M×

f×
.

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì àëãîðèòì ê ìàòðèöå Ãðåÿ èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà.
Íà÷àëî. Òî÷êè îáîçíà÷àåì ãðå÷åñêèìè áóêâàìè (ëåâàÿ ìàòðèöà).
Øàã 1. Âû÷èñëÿåì öåíû òî÷åê (ïðàâàÿ ìàòðèöà).

a
b

c
d

× η ×
δ ε ζ
α β γ

× × ×

a
b

c
d

× 3 ×
3 3 2

2 3 3
× × ×

Øàãè 2, 3. Âûáèðàåì òî÷êó α (ìèíèìàëüíîé öåíû 2). Îíà âõîäèò â äâà
ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëà (ëåâàÿ ìàòðèöà). Îáà èíòåðâàëà ñîäåðæàò ïî äâå
íåîòìå÷åííûå òî÷êè è èìåþò îäèíàêîâûå ìîùíîñòè, ïîýòîìó âêëþ÷àåì â
ðåøåíèå ëþáîé èç íèõ è îòìå÷àåì åãî òî÷êè (ïðàâàÿ ìàòðèöà).

a
b

c
d

× η ×
δ ε ζ

α β γ
× × ×�� ����
�
�

a
b

c
d

× 3 ×
3 3 2
∗ ∗ 3

× × ×�� ��H
HHYI1

Øàãè 2, 3. Âûáèðàåì íåîòìå÷åííóþ òî÷êó ζ (öåíû 2). Îíà òàêæå âõîäèò
â äâà ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëà. Îáà èíòåðâàëà ñîäåðæàò ïî äâå íåîòìå÷åí-
íûå òî÷êè è èìåþò îäèíàêîâûå ìîùíîñòè, ïîýòîìó âêëþ÷àåì â ðåøåíèå
ëþáîé èç íèõ è îòìå÷àåì åãî òî÷êè.

a
b

c
d

× η ×
δ ε ζ
∗ ∗ γ

× × ×�
�
�
��� ��

� � a
b

c
d

× 3 ×
∗ 3 ∗
∗ ∗ 3

× × ×�� ��H
HHYI1 �� ��
- �� �I2
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Øàãè 2, 3. Íàéäåì ñëåäóþùóþ íåîòìå÷åííóþ òî÷êó γ (öåíû 3). Îíà
âõîäèò â äâà ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëà, ñîäåðæàùèõ ïî îäíîé íåîòìå÷åííîé
òî÷êå. Âêëþ÷àåì â ðåøåíèå èíòåðâàë áîëüøåé ìîùíîñòè I3 è îòìå÷àåì åãî
òî÷êè.

a
b

c
d

× η ×
∗ ε ∗
∗ ∗ γ

× × ×�
�
�
�
�
�
�
�

a
b

c
d

× 3 ×
∗ 3 ∗
∗ ∗ ∗

× × ×�� ��HH
HYI1 �� ��

- �� �I2

�
�
�
�- I3

Øàãè 2, 3. Íàéäåì ñëåäóþùóþ íåîòìå÷åííóþ òî÷êó ε (öåíû 3). Îíà
âõîäèò â äâà ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëà (ñ îäíîé è äâóìÿ íåîòìå÷åííûìè
òî÷êàìè), ïîýòîìó âêëþ÷àåì â ðåøåíèå èíòåðâàë I4 ñ äâóìÿ íåîòìå÷åííû-
ìè òî÷êàìè è îòìå÷àåì èõ.

a
b

c
d

× η ×
∗ ε ∗
∗ ∗ ∗

× × ×�
�
�
���
�
�

a
b

c
d

× ∗ ×
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

× × ×�� ��H
HHYI1 �� ��
- �� �I2

�
�
�
�- I3�

�
�
�HHjI4

Êîíåö. ÏðèÊðàòÄÍÔ =a b d ∨ a b d ∨ a c ∨ a c. •
K1 K2 K3 K4

Ïðèáëèæåííàÿ êðàò÷àéøàÿ ÄÍÔ îêàçàëàñü äëèííåå êðàò÷àéøåé ÄÍÔ,
íàéäåííîé ðàíåå òî÷íûì àëãîðèòìîì, íà îäíó êîíúþíêöèþ. Ìû ìîãëè áû
ïîëó÷èòü è òî÷íóþ êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ, åñëè áû íà âòîðîé èòåðàöèè øàãà 2
âûáðàëè äðóãîé ðàâíîöåííûé âàðèàíò èíòåðâàëà (ïðîâåðüòå ýòó âîçìîæ-
íîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî).

Ìåòîä êîíêóðèðóþùèõ èíòåðâàëîâ . Èçó÷èì åùå îäèí ìåòîä ïî-
èñêà ïðèáëèæåííîé êðàò÷àéøåé ÄÍÔ íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé áóëåâîé
ôóíêöèè, êîòîðûé íå îðèåíòèðîâàí íà åå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöåé â êî-
äå Ãðåÿ, à çíà÷èò, ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ê áóëåâîé ôóíêöèè áîëüøîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ.

Ïåðåä îïèñàíèåì àëãîðèòìà ââåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ðàññìî-
òðèì íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííóþ áóëåâó ôóíêöèþ f×(x1, . . . , xn), åå òî÷êó
α è äîïóñòèìûé èíòåðâàë I .
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Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíûì ðàñøèðåíèåì èíòåðâàëà I äî òî÷êè α

(îáîçíà÷àåòñÿ [I, α]) íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë I ′ ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè, óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: I ⊂ I ′, α ⊂ I ′.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, èíòåðâàë [I, α] ñòðîèòñÿ òàê:
� âíóòðåííèå êîìïîíåíòû èíòåðâàëà I îñòàþòñÿ âíóòðåííèìè è â èíòåð-

âàëå [I, α],
� âíåøíèå êîìïîíåíòû èíòåðâàëà I ñîõðàíÿþò ñâîå çíà÷åíèå â èíòåðâà-

ëå [I, α], åñëè îíè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè α,
� âíåøíèå êîìïîíåíòû èíòåðâàëà I ñòàíîâÿòñÿ âíóòðåííèìè â èíòåðâàëå

[I, α], åñëè îíè îðòîãîíàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì α.
Ïðèìåð.

I =−−1 0 10,
α = 1 0 0 1 10,

[I, α] =−−−−10. •
Îïðåäåëåíèå. Èíòåðâàë I è òî÷êà α íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòèìûìè, åñëè

èíòåðâàë [I, α] ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèè f×(x1, . . . , xn).
Ïðèìåð. Äëÿ ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà èíòåðâàë A = 0−10

è òî÷êà α = 0111 ñîâìåñòèìû, òàê êàê èíòåðâàë [A,α] = 0−1− ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèè (ëåâàÿ ìàòðèöà). Èíòåðâàë B = −110 è òà æå
òî÷êà α íåñîâìåñòèìû, òàê êàê èíòåðâàë [B,α] = −11− íå äîïóñòèìûé
äëÿ ôóíêöèè (ïðàâàÿ ìàòðèöà).

a
b

c
d

× • ×
• • •
• α •

× × ×
�
�
�
�
@
@RA

�
�
�
�H

HH
HY[A,α]

a
b

c
d

× • ×
• • •
• α •

× × ×�
�
�
�
?

B

�
�
�
�

Q
Q
Q

Qk[B,α]

•

Åñëè ÷èñëî ïåðåìåííûõ ôóíêöèè ñëèøêîì âåëèêî äëÿ åå ïðåäñòàâëåíèÿ
íà ìàòðèöå Ãðåÿ, òî ïðîâåðèòü èíòåðâàë I íà ñîâìåñòèìîñòü ñ òî÷êîé α

ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè õîòÿ áû îäèí âåêòîð èç M 0
f×

ïðèíàäëå-
æèò èíòåðâàëó [I, α], òî èíòåðâàë I è òî÷êà α íåñîâìåñòèìû, èíà÷å îíè
ñîâìåñòèìû.
Ïðèìåð. Äëÿ ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà èíòåðâàë B = −110

è òî÷êà α = 0111 íåñîâìåñòèìû, òàê êàê ñóùåñòâóåò âåêòîð β = 1111 èç
ìíîæåñòâà M 0

f×
, ïðèíàäëåæàùèé èíòåðâàëó [B,α] = −11−. •

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçëîæåíèþ ìåòîäà êîíêóðèðóþùèõ èíòåðâàëîâ. Ìå-
òîä ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì. Íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà èìååòñÿ íåêîòî-
ðîå ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, êîòîðîå óëó÷øàåòñÿ ïî îïðå-



101

äåëåííûì ïðàâèëàì. Â äàííîì ñëó÷àå ÷àñòè÷íûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ ôóíêöèè. Íà êàæäîé èòåðàöèè áóäåì èç-
ìåíÿòü ðåøåíèå, ëèáî äîáàâëÿÿ â íåãî íîâûé èíòåðâàë, ëèáî ðàñøèðÿÿ
îäèí èç èìåþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî êàê ìîæíî ìåíü-
øå èçìåíÿòü ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå, òî åñòü äîáàâëÿòü èíòåðâàë íàèìåíüøåé
ìîùíîñòè èëè ðàñøèðÿòü èíòåðâàë ïî íàèìåíüøåìó ÷èñëó êîìïîíåíò.

Ïóñòü íà k-é èòåðàöèè èìåþòñÿ ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå Uk è ìíîæåñòâî Mk

òî÷åê ôóíêöèè, íå ñîäåðæàùèõñÿ íè â îäíîì èíòåðâàëå èç Uk (íà ïåðâîé
èòåðàöèè U1 = ∅, M1 = M 1

f×
). Ïîñòðîèì áóëåâó ìàòðèöó ñîâìåñòèìîñòè

Rk, ñòðîêàì êîòîðîé ñîïîñòàâèì òî÷êè èç Mk, à ñòîëáöàì � èíòåðâàëû
èç Uk. Ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, ðàâåí
åäèíèöå, åñëè i-ÿ òî÷êà ñîâìåñòèìà ñ j-ì èíòåðâàëîì.

Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû ñîâìåñòèìîñòè ñèì-
âîëàìè ñîïîñòàâëåííûõ èì òî÷åê è èíòåðâàëîâ.

Ïóñòü ñòðîêà α ìàòðèöû ñîâìåñòèìîñòè íå ñîäåðæèò åäèíèö. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â ìíîæåñòâå Uk íåò íè îäíîãî èíòåðâàëà, ñîâìåñòèìîãî ñ òî÷êîé α,
òî åñòü íè îäèí èíòåðâàë íå ìîæåò áûòü ðàñøèðåí íà ìíîæåñòâå M 1

f×
∪M×

f×

òàê, ÷òîáû ðàñøèðåíèå âêëþ÷àëî òî÷êó α. Çíà÷èò, â ìíîæåñòâî Uk ñëåäóåò
äîáàâèòü èíòåðâàë, ñîâìåñòèìûé ñ α. Òàêîé èíòåðâàë íàèìåíüøåé ìîùíî-
ñòè ýòî ñàìà òî÷êà. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî.

Ïðàâèëî ñòðîêè áåç åäèíèö. Åñëè â ìàòðèöå ñîâìåñòèìîñòè åñòü ñòðîêà,
íå ñîäåðæàùàÿ íè îäíîé åäèíèöû, òî îíà óäàëÿåòñÿ èç ìàòðèöû. Â ìàòðèöó
äîáàâëÿåòñÿ ñòîëáåö, êîòîðîìó ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð èç óäàëåííîé ñòðîêè.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííóþ áóëåâó ôóíêöèþ ïÿ-
òè ïåðåìåííûõ è ïðîíóìåðóåì äëÿ íàãëÿäíîñòè åå òî÷êè.

a
b

c
d

e

× × × •
× • × • •

× × • × × •
• • • ×

a
b

c
d

e

× × × 9
× 6 × 7 8

× × 4 × × 5
1 2 3 ×

Íà ïåðâîé èòåðàöèè (ìàòðèöà ñîâìåñòèìîñòè R1 íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå)
U1 = ∅, M1 = M 1

f×
. Íè îäíà ñòðîêà íå ñîäåðæèò åäèíèö, ñëåäîâàòåëüíî,

ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî ñòðîêè áåç åäèíèö ê ïåðâîé ñòðîêå (äîãîâîðèì-
ñÿ çäåñü è äàëåå ñðåäè ðàâíîöåííûõ ñòðî÷åê âûáèðàòü âåðõíþþ). Ïåðâûé
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èíòåðâàë 00000 íå ñîâìåñòèì íè ñ îäíîé òî÷êîé ôóíêöèè (ìàòðèöà R2).
Åùå ðàç ïðèìåíÿåì ïðàâèëî êî âòîðîé ñòðîêå (ìàòðèöà R3). Âòîðîé èíòåð-
âàë 00011 ñîâìåñòèì òîëüêî ñ øåñòîé òî÷êîé, ñîäåðæàùèé èõ äîïóñòèìûé
èíòåðâàë íàèìåíüøåé ìîùíîñòè ïîêàçàí íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñëåâà. Òåêóùåå
ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñïðàâà. Çäåñü è äàëåå ìû âûäåëÿåì èí-
òåðâàëû èç òåêóùåãî ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ è ñîäåðæàùèåñÿ â íèõ òî÷êè.

R1

1) 00000
2) 00011
3) 00101
4) 01010
5) 01101
6) 11011
8) 11111
8) 11101
9) 10100

R2 00000
2) 00011 0
3) 00101 0
4) 01010 0
5) 01101 0
6) 11011 0
7) 11111 0
8) 11101 0
9) 10100 0

1

R3 00000 00011
3) 00101 0 0
4) 01010 0 0
5) 01101 0 0
6) 11011 0 1
7) 11111 0 0
8) 11101 0 0
9) 10100 0 0

1 2

a
b

c
d

e

× × × 9
× 6 × 7 8

× × 4 × × 5
• • 3 ×�

�

�

�

�
�	��2

a
b

c
d

e

× × × 9
× 6 × 7 8

× × 4 × × 5
• • 3 ×�
�	��2 �
�	�1

•

Ïóñòü ñòîëáåö I ìàòðèöû ñîâìåñòèìîñòè íå ñîäåðæèò åäèíèö. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â ìíîæåñòâå Mk íåò íè îäíîé òî÷êè, ñîâìåñòèìîé ñ èíòåðâàëîì I ,
òî åñòü äàííûé èíòåðâàë íå ìîæåò áûòü ðàñøèðåí íà ìíîæåñòâå M 1

f×
∪M×

f×

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàñøèðåíèå âêëþ÷àëî òî÷êó èç Mk. Ñëåäîâàòåëüíî,
èíòåðâàë I , ïðåäâàðèòåëüíî ðàñøèðåííûé äî ìàêñèìàëüíîãî, ìîæåò áûòü
äîáàâëåí â îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî.

Ïðàâèëî ñòîëáöà áåç åäèíèö. Åñëè â ìàòðèöå ñîâìåñòèìîñòè åñòü ñòîë-
áåö, íå ñîäåðæàùèé íè îäíîé åäèíèöû, òî îí óäàëÿåòñÿ èç ìàòðèöû. Èíòåð-
âàë èç óäàëåííîãî ñòîëáöà ðàñøèðÿåòñÿ äî ìàêñèìàëüíîãî è äîáàâëÿåòñÿ
â îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå.

Åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàñøèðåíèÿ èíòåðâàëà äî ìàêñè-
ìàëüíîãî, òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü òîò, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ðàñøèðåíèþ
íàèáîëüøåé ìîùíîñòè.
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Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ýòî ïðàâèëî ê ïåðâîìó ñòîëáöó ïîñòðîåííîé â ïðå-
äûäóùåì ïðèìåðå ìàòðèöû ñîâìåñòèìîñòè R3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìà-
òðèöó R4.

R3 00000 00011
3) 00101 0 0
4) 01010 0 0
5) 01101 0 0
6) 11011 0 1
7) 11111 0 0
8) 11101 0 0
9) 10100 0 0

1 2

R4 00011
3) 00101 0
4) 01010 0
5) 01101 0
6) 11011 1
7) 11111 0
8) 11101 0
9) 10100 0

2

Íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñëåâà ïîêàçàíû äâà äîïóñòèìûõ ðàñøèðåíèÿ èíòåðâàëà
00000 îäèíàêîâîé ìîùíîñòè, âêëþ÷àåì â îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàë
I1 = 0−000. Òåêóùåå ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ìàòðèöå ñïðàâà.

a
b

c
d

e

× × × 9
× 6 × 7 8

× × 4 × × 5
• • 3 ×�
�
�
��� ���
�	�1

a
b

c
d

e

× × × 9
× 6 × 7 8

× × 4 × × 5
• • 3 ×�
�	��2 �
�
�
�
?
I1

•

Ïóñòü ñòîëáåö I ñîäåðæèò ðîâíî îäíó åäèíèöó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìíî-
æåñòâå Mk åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà α, ñîâìåñòèìàÿ ñ èíòåðâàëîì I , òî
åñòü èíòåðâàë ìîæåò áûòü åäèíñòâåíûì îáðàçîì ðàñøèðåí íà ìíîæåñòâå
M 1

f×
∪M×

f×
òàê, ÷òîáû ðàñøèðåíèå âêëþ÷àëî òî÷êó èç Mk. Çíà÷èò, èíòåðâàë

I íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà åãî ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå äî òî÷êè α. Ïðè
ýòîì òî÷êà α óäàëÿåòñÿ èç Mk. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðàâèëî.

Ïðàâèëî ñòîëáöà ñ îäíîé åäèíèöåé. Åñëè â ìàòðèöå ñîâìåñòèìîñòè åñòü
ñòîëáåö I , ñîäåðæàùèé ðîâíî îäíó åäèíèöó (â ñòðîêå α), òî ýòà ñòðîêà óäà-
ëÿåòñÿ èç ìàòðèöû, à èíòåðâàë I çàìåíÿåòñÿ íà [I, α].

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ñòîëáöà ñ îäíîé åäèíèöåé â
ìàòðèöå ïîÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö áåç åäèíèö, ê êîòîðîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ñî-
îòâåòñòâóþùåå ïðàâèëî.
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Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ïðàâèëî ñòîëáöà ñ îäíîé åäèíèöåé êî âòîðîìó ñòîëá-
öó ïîëó÷åííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ìàòðèöû R4. Èíòåðâàë 00011, ñîâìå-
ñòèìûé òîëüêî ñ øåñòîé òî÷êîé 11011, çàìåíèì íà èíòåðâàë [00011, 11011] =
−−011, à øåñòóþ ñòðîêó óäàëèì èç ìàòðèöû, ïîëó÷èì ìàòðèöó R5. Òåêó-
ùåå ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñëåâà. Çàòåì ê òîìó æå ñòîëáöó
ïðèìåíèì ïðàâèëî ñòîëáöà áåç åäèíèö, ïîëó÷èì ìàòðèöó R6 è âêëþ÷èì â
îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå èíòåðâàë I2 (ìàòðèöà Ãðåÿ ñïðàâà).

R4 00011
3) 00101 0
4) 01010 0
5) 01101 0
6) 11011 1
7) 11111 0
8) 11101 0
9) 10100 0

2

R5 −−011
3) 00101 0
4) 01010 0
5) 01101 0
7) 11111 0
8) 11101 0
9) 10100 0

2

R6

3) 00101
4) 01010
5) 01101
7) 11111
8) 11101
9) 10100

a
b

c
d

e

× × × 9
× • × 7 8

× × 4 × × 5
• • 3 ×�
�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
2 a

b

c
d

e

× × × 9
× • × 7 8

× × 4 × × 5
• • 3 ×�
�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
I2

•

Ïðèìåíåíèå ýòèõ ïðàâèë íå óõóäøàåò îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå, òî åñòü
íå óâåëè÷èâàåò äëèíó ÏðèÊðàòÄÍÔ, ïîýòîìó èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â
ëþáîì ïîðÿäêå.

Ïðèìåð. Ïðîäîëæèì ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè. Ïðèìåíèì ê ìà-
òðèöå R6 äâàæäû ïðàâèëî ñòðîêè áåç åäèíèö: ñíà÷àëà ê òðåòåé, çàòåì ê
÷åòâåðòîé ñòðîêàì.

R6

3) 00101
4) 01010
5) 01101
7) 11111
8) 11101
9) 10100

R7 00101
4) 01010 0
5) 01101 1
7) 11111 0
8) 11101 1
9) 10100 1

3

R8 00101 01010
5) 01101 1 0
7) 11111 0 0
8) 11101 1 0
9) 10100 1 0

3 4
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Òðåòèé èíòåðâàë 00101 ñîâìåñòèì ñ ïÿòîé, âîñüìîé è äåâÿòîé òî÷êàìè
ôóíêöèè, ÷òî ïîêàçàíî íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñëåâà. Òåêóùåå ðåøåíèå ïðåäñòàâ-
ëåíî íà ìàòðèöå ñïðàâà.

a
b

c
d

e

× × × 9
× • × 7 8

× × • × × 5
• • • ×�

�

�

�

��
��

a
b

c
d

e

× × × 9
× • × 7 8

× × • × × 5
• • • ×�
�	� -3�
�	
��4 �

�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
I2

Ïðèìåíÿåì ê ÷åòâåðòîìó ñòîëáöó ìàòðèöû R8 ïðàâèëî ñòîëáöà áåç åäè-
íèö. Íà ìàòðèöå Ãðåÿ ïðåäñòàâëåíû äîïóñòèìûå ðàñøèðåíèÿ ÷åòâåðòîãî
èíòåðâàëà 01010. Ïîëó÷àåì ìàòðèöó R9 è âêëþ÷àåì â ðåøåíèå èíòåðâàë
I3. Ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ñòðîêè áåç åäèíèö, ïîëó÷àåì ìàòðèöó R10.

R9 00101
5) 01101 1
7) 11111 0
8) 11101 1
9) 10100 1

3

R10 00101 11111
5) 01101 1 1
8) 11101 0 1
9) 10100 1 0

3 5

a
b

c
d

e

× × × 9
× • × 7 8

× × • × × 5
• • • ×�� ���
�
�
�
?
I3

�
�	
��4

Íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñëåâà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñîâìåñòèìîñòü ïÿòîãî èíòåð-
âàëà 11111 ñ ïÿòîé è âîñüìîé òî÷êàìè, íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñïðàâà � òåêóùåå
ðåøåíèå.

a
b

c
d

e

× × × 9
× • × • 8

× × • × × 5
• • • ×�
�
�
��
�	

?
5 a

b

c
d

e

× × × 9
× • × • 8

× × • × × 5
• • • ×�
�	� -3

�
�	
?
5

�
�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
I2

�
�
�
�
?
I3

•

Ê ïîñëåäíåé ìàòðèöå ñîâìåñòèìîñòè íå ïðèìåíèìî íè îäíî èç ðàññìî-
òðåííûõ ïðàâèë. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ñîâìåñòèìà ñ êàêèì-ëèáî
èíòåðâàëîì ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ, è ñóùåñòâóåò íå åäèíñòâåííàÿ âîçìîæ-
íîñòü ðàñøèðèòü ëþáîé èíòåðâàë èç Uk íà ìíîæåñòâå M 1

f×
∪M×

f×
òàê, ÷òîáû

ðàñøèðåíèå âêëþ÷àëî òî÷êó èç Mk.
Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü îäèí èç èíòåðâàëîâ òàê, ÷òîáû

ðàñøèðåíèå ñîäåðæàëî êàêóþ-ëèáî èç ñîâìåñòèìûõ ñ íèì òî÷åê. Áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî íàèëó÷øèì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âûáîð èíòåðâàëà íàè-
áîëüøåãî ðàíãà è åãî ðàñøèðåíèå ïî ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó êîìïîíåíò.
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Îïðåäåëåíèå. Ðàíãîì ñòîëáöà ìàòðèöû ñîâìåñòèìîñòè íàçîâåì ðàíã
ñîïîñòàâëåííîãî ñòîëáöó èíòåðâàëà.

Ïðàâèëî ñòîëáöà íàèáîëüøåãî ðàíãà. Åñëè ê ìàòðèöå ñîâìåñòèìîñòè íå
ïðèìåíèìî íè îäíî èç òðåõ ïðåäûäóùèõ ïðàâèë, òî â íåé âûáèðàåòñÿ ñòîë-
áåö I íàèáîëüøåãî ðàíãà. Ñðåäè ñîâìåñòèìûõ ñ íèì òî÷åê íàõîäèòñÿ òî÷êà
α ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì êîìïîíåíò, îðòîãîíàëüíûõ âíåøíèì êîìïîíåí-
òàì èíòåðâàëà I . Èç ìàòðèöû óäàëþòñÿ ñòðîêè, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíû òî÷-
êè èç [I, α]. Èíòåðâàë I çàìåíÿåòñÿ íà [I, α] è ñòîëáåö I ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èíòåðâàë I íå ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòèìûì ñ òî÷êîé β, òî
è èíòåðâàë [I, α] è òî÷êà β òàêæå íåñîâìåñòèìû, òî åñòü íóëè â ñòîëáöå I

îñòàíóòñÿ íóëÿìè è â ñòîëáöå [I, α]. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñîâìå-
ñòèìîñòü èíòåðâàëà [I, α] ëèøü ñ òî÷êàìè, ñîâìåñòèìûìè ñ èíòåðâàëîì I

(íåêîòîðûå åäèíèöû ìîãóò ñòàòü íóëÿìè).

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì ïðàâèëî ê ìàòðèöå R10. Âûáåðåì òðåòèé ñòîëáåö
ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà 5. Òî÷êà 01101 îðòîãîíàëüíà èíòåðâàëó 00101 ëèøü
ïî îäíîé êîìïîíåíòå, ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíèì èíòåðâàë â òðåòüåì ñòîëáöå
I ′ = [00101, 01101] = 0−101 è óäàëèì ïÿòóþ ñòðîêó. Ðàñøèðåíèå I ′ îñòàåò-
ñÿ ñîâìåñòèìûì ñ âîñüìîé òî÷êîé 11101 è ïåðåñòàåò áûòü ñîâìåñòèìûì ñ
äåâÿòîé 10101, ÷òî ïîêàçàíî íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñëåâà.

R10 00101 11111
5) 01101 1 1
8) 11101 1 1
9) 10100 1 0

3 5

R11 0−101 11111
8) 11101 1 1
9) 10100 0 0

3 5

a
b

c
d

e

× × × 9
× • × • 8

× × • × × •
• • • ×�

�

�

�
?

�

�

�

�	
6

[I ′, 10100]

[I ′, 11101] a
b

c
d

e

× × × 9
× • × • 8

× × • × × •
• • • ×��

�
� -3(I ′)�
�	

?
5

�
�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
I2

�
�
�
�
?
I3

•

Î÷åðåäíàÿ èòåðàöèÿ ìåòîäà âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ýòî
âîçìîæíî, ê ìàòðèöå ñîâìåñòèìîñòè ïðèìåíÿþòñÿ ïðàâèëà ñòðîêè áåç åäè-
íèö, ñòîëáöà áåç åäèíèö, ñòîëáöà ñ îäíîé åäèíèöåé; èíà÷å � ïðàâèëî ñòîëáöà
íàèáîëüøåãî ðàíãà. Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà ìàòðèöà ñîâìå-
ñòèìîñòè ïóñòà.
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Ïðèìåð. Çàêîí÷èì ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèè. Ê òðåòüåìó ñòîëáöó ìàòðè-
öû R11 ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ñòîëáöà ñ îäíîé åäèíèöåé, ïîëó÷àåì ìàòðèöó
R12. (òåêóùåå ðåøåíèå íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñëåâà). Ê òðåòüåìó ñòîëáöó ìàòðè-
öû R12 ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ñòîëáöà áåç åäèíèö, ïîëó÷àåì R13 è âêëþ÷àåì
â ðåøåíèå èíòåðâàë I4. (ìàòðèöà Ãðåÿ ñïðàâà).

R12 −−101 11111
9) 10100 0 0

3 5

R13 11111
9) 10100 0

5

a
b

c
d

e

× × × 9
× • × • •

× × • × × •
• • • ×�
�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
I2

�
�
�
�
?
I3

�

�

�

�
?
3

�
�	
?
5 a

b

c
d

e

× × × •
× • × • •

× × • × × •
• • • ×�
�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
I2

�
�
�
�
?
I3

�

�

�

�
?
I4

�
�	
?
5

Ê ìàòðèöå R13 ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ñòîëáöà áåç åäèíèö, ïîëó÷àåì ìàòðèöó
R14 è âêëþ÷àåì â ðåøåíèå èíòåðâàë I5. Ïðèìåíÿåì ê R14 ïðàâèëî ñòðî-
êè áåç åäèíèö, ïîëó÷àåì ìàòðèöó R15, íå ñîäåðæàùóþ íè îäíîé ñòðîêè.
Çíà÷èò, âñå òî÷êè ôóíêöèè ñîäåðæàòñÿ â èíòåðâàëàõ ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ
(íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñëåâà). Ïðèìåíÿåì ê R15 ïðàâèëî ñòîëáöà áåç åäèíèö è
âêëþ÷àåì â ðåøåíèå èíòåðâàë I6. Ïîëó÷àåì ïóñòóþ ìàòðèöó R16, ìèíèìè-
çàöèÿ ôóíêöèè çàêîí÷åíà. Ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ìàòðèöå Ãðåÿ ñïðàâà.

R13 11111
9) 10100 0

5

R14

9) 10100
R15 10100

6
R16

a
b

c
d

e

× × × •
× • × • •

× × • × × •
• • • ×�
�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
I2

�
�
�
�
?
I3

�

�

�

�
?
I4

�
�
�
�

?
I5

�
�	-6
a
b

c
d

e

× × × •
× • × • •

× × • × × •
• • • ×�
�
�
�
?
I1

�

�

�

�
?
I2

�
�
�
�
?
I3

�

�

�

�
?
I4

�
�
�
�

?
I5

��
��

?
I6

Âûïèøåì ïðèáëèæåííóþ êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ, çàäàííóþ èíòåðâàëàìè I1−I6

îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ.

ÏðèÊðàòÄÍÔ =a c d e ∨ c d e ∨ b c d ∨ c d e ∨ b c e ∨ b c d.
K1 K2 K3 K4 K5 K6

Äëèíà ïîëó÷åííîé ÄÍÔ ðàâíà 6, ðàíã 19. •
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Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåé ìàòðèöû Ãðåÿ, ðåøåíèå èçáûòî÷íî: èíòåðâàë
I4 ìîæíî óäàëèòü. Ìû ìîãëè áû ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå, åñëè áû â ìà-
òðèöå R10 èç äâóõ ñòîëáöîâ îäèíàêîâîãî ðàíãà âûáðàëè áû íå òðåòèé, à
ïÿòûé ñòîëáåö (ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî). Êðîìå òîãî, âìåñòî èíòåð-
âàëà I5 ìû ìîãëè âçÿòü äðóãîå ðàñøèðåíèå èíòåðâàëà 11111 è ïîëó÷èòü
áåçûçáûòî÷íóþ ÄÍÔ. Âñå ýòî ïîä÷åðêèâàåò ïðèáëèæåííîñòü ìåòîäà, êî-
òîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà ñòîëáöà íàèáîëüøåãî ðàíãà.

12.4. Óïðàæíåíèÿ

Óïð. 1. Íàéòè êðàò÷àéøèå ÄÍÔ íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé, ïîëüçóÿñü äâóõýòàïíûì ìåòîäîì.

a
b

c
d

• •
• • × •

•
• × × ×

f1(a, b, c, d)
a
b

c
d

• ×
× × • ×

• ×
× • •

f2(a, b, c, d)
a
b

c
d

• × ×
× • ×
• ×
• ×

f3(a, b, c, d)

Óïð. 2. Íàéòè ìåòîäîì Çàêðåâñêîãî ïðèáëèæåííûå êðàò÷àéøèå ÄÍÔ
íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé f1(a, b, c, d) − f3(a, b, c, d) èç
óïð. 1 è ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

a
b

c
d

e

• × • × × ×
• × • × × •
× × • •

× • × × •

g1(a, b, c, d, e)
a
b

c
d

e

× × × •
× • × • •

× × • × × •
• • • ×

g2(a, b, c, d, e)

Óïð. 3. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì êîíêóðèðóþùèõ èíòåðâàëîâ, íàéòè ïðèáëè-
æåííûå êðàò÷àéøèå ÄÍÔ ôóíêöèé g1(a, b, c, d, e), g2(a, b, c, d, e) èç óïð.2 è
ôóíêöèè h(a, b, c, d, e, f).

M 1
h ={000000, 000101, 011010, 011110, 011101, 010010, 010101, 010100,

110000, 110010, 111111, 101001, 100001, 100101, 100100}
M×

h ={000001, 000010, 000100, 001010, 001111, 011111, 010000, 010110,
010111, 110110, 110100, 111110, 101011, 101111, 101101, 100000,
100111}
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13. Ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé

13.1. Îïðåäåëåíèå ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé,

F = {f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)}
çàâèñÿùèõ îò îäíèõ è òåõ æå ïåðåìåííûõ è ðàññìàòðèâàåìûõ êàê åäèíûé
îáúåêò, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé áóëåâûõ ôóíêöèé .
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ýëåêòðîííîå òàáëî, íà âõîä êîòîðîãî ïîñòóïàþò

ñèãíàëû îò òðåõ äàò÷èêîâ. Íà òàáëî îòîáðàæàåòñÿ öèôðà îò 1 äî 5, ïðåä-
ñòàâëåíèå êîòîðîé â âèäå áóëåâà âåêòîðà ñ÷èòûâàåòñÿ ñ äàò÷èêîâ.
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Íà ëåâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî òàáëî è ëàòèíñêèìè áóêâàìè îáîçíà÷åíû åãî
ôðàãìåíòû. Íà îñòàëüíûõ ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíû öèôðû îò 1 äî 5 è çàïè-
ñàíû çíà÷åíèÿ äàò÷èêîâ x, y, z, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîé öèôðå. Êàæäîìó
ôðàãìåíòó òàáëî a, . . . , g ñîïîñòàâèì áóëåâó ôóíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò x, y
è z, è ðàâíóþ 1, åñëè ïðè äàííîì íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôðàãìåíò
òàáëî ñâåòèòñÿ, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ßñíî, ÷òî âñå ôóíêöèè ÿâëÿ-
þòñÿ ÷àñòè÷íûìè, òàê êàê îíè íå îïðåäåëåíû íà íàáîðàõ 000, 110, 111.
Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó ôóíêöèé F = {a, . . . , g} îáùåé òàáëèöåé èñòèííîñòè
(àðãóìåíòû îïóùåíû äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè).

x y z a b c d e f g

0 0 0 × × × × × × ×
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 1 1 0 1
0 1 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1 0 1 0
1 0 1 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 × × × × × × ×
1 1 1 × × × × × × × •
Ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü äèñêðåòíîãî óñòðîéñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
ñõåìû èç ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùåé ýòó ñèñòåìó ôóíêöèé.
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Ïðèìåð. Ïîñòðîèì ñõåìó óñòðîéñòâà èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Ïðåä-
ñòàâèì áóëåâû ôóíêöèè a(x, y, z) − f(x, y, z) ìàòðèöàìè Ãðåÿ è ïîëó÷èì
ñèñòåìó êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ, çàäàþùèõ ýòè ôóíêöèè. Îáðàòèì âíèìàíèå,
÷òî a(x, y, z) = g(x, y, z), çíà÷èò, çàäàþùèå ýòè ôóíêöèè ÄÍÔ òàêæå ñîâ-
ïàäóò.

a :

x

y
z

× • •
• × ×

�
�
�
�
- I1�� �� - I2

ÊðàòÄÍÔa = y ∨ x z.
K1 K2

d :

x

y
z

× • •
• • × ×�� �� - I3

�
�
�
�
- I1

ÊðàòÄÍÔd = y ∨ x.
K1 K3

b :

x

y
z

×
• • × ×�� �� - I3

ÊðàòÄÍÔb = x.

K3

e :

x

y
z

× •
× ×

�
�
�
�
- I6

ÊðàòÄÍÔe = y z.

K6

c :

x

y
z

× • • •
• × ×
�� �� - I4
�� ��

- I5

ÊðàòÄÍÔc = x ∨ z.
K4 K5

f :

x

y
z

× • •
• • × ×

�
�
�
�

- I7�� �� - I3

ÊðàòÄÍÔf = x ∨ z.
K3 K7

Ïîñòðîèì ïî äàííîé ñèñòåìå ÄÍÔ ëîãè÷åñêóþ ñõåìó.

∨

∨

∨

∨

∧

∧

x

y

z

t
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ttt

−

t t
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d

c

a

f

t g
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13.2. Êðàò÷àéøàÿ è áåçûçáûòî÷íàÿ ñèñòåìû ÄÍÔ

Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé ñèñòåìû ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
êîíúþíêöèé, âõîäÿùèõ âî âñå ÄÍÔ ñèñòåìû.
Îïðåäåëåíèå. Ðàíãîì ñèñòåìû ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñóììà ðàíãîâ ðàç-

ëè÷íûõ êîíúþíêöèé, âõîäÿùèõ âî âñå ÄÍÔ ñèñòåìû.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÄÍÔ.

ÄÍÔ1 =x y z ∨ y z ∨x y z ∨x y z,
K1 K2 K3 K4

ÄÍÔ2 =x y z ∨x y z ∨x y ∨ x z.
K1 K4 K5 K6

Â ÄÍÔ ñèñòåìû âõîäÿò 6 ðàçëè÷íûõ êîíúþíêöèé K1, . . . , K6 ñ ñóììîé
ðàíãîâ 15. Çíà÷èò, äëèíà ýòîé ñèñòåìû 6, ðàíã 15. •

Äàëåå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà ÄÍÔ D = {D1, . . . , Dm} çàäàåò ñè-
ñòåìó ôóíêöèé F = {f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)}, åñëè ÄÍÔ Di çà-
äàåò ôóíêöèþ fi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . ,m.
Îïðåäåëåíèå. Êðàò÷àéøåé ñèñòåìîé ÄÍÔ (Dêðàò) ñèñòåìû áóëåâûõ

ôóíêöèé F = {f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)} íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ÄÍÔ
íàèìåíüøåé äëèíû èç âñåõ ñèñòåì ÄÍÔ, çàäàþùèõ ñèñòåìó F .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèÿ �êðàò÷àéøàÿ ñèñòåìà ÄÍÔ� è �ñèñòåìà
êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ� íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ èç
êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ áóëåâûõ ôóíêöèé ñèñòåìû F , ìîæåò íå áûòü êðàò÷àé-
øåé ñèñòåìîé ÄÍÔ, è íàîáîðîò, íå âñå ÄÍÔ êðàò÷àéøåé ñèñòåìû ÄÍÔ
äîëæíû áûòü ïðîñòûìè êðàò÷àéøèìè è äàæå êðàò÷àéøèìè ÄÍÔ.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ áóëåâûõ ôóíê-

öèé F = {f, g, h}. Ïîñòðîèì ñèñòåìó êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ ýòèõ ôóíêöèé,
ðàññìàòðèâàÿ êàæäóþ ôóíêöèþ â îòäåëüíîñòè.
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g(a, b, c, d)
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• × ×
× • ×
• ×
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�
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?

I

�
�
�
�-J�� ��

?

H
h(a, b, c, d)

D =



ÊðàòÄÍÔf = a d∨ c d∨ a b∨ a b,
A B C D

ÊðàòÄÍÔg = b c d∨ a c d∨ b c.
E F G

ÊðàòÄÍÔh = a b c∨ c d∨ b d.
H I J
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Äëèíà ñèñòåìû D ðàâíà 10, ðàíã 25. Ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé. Íà-
ïðèìåð, èíòåðâàë A â äîñòàòî÷íîì ìíîæåñòâå ôóíêöèè f(a, b, c, d) ìîæíî
çàìåíèòü íà E, è äëèíà ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû ÄÍÔ áóäåò ðàâíà 9.

Ïîñòðîèì òåïåðü êðàò÷àéøóþ ñèñòåìó ÄÍÔ äëÿ F .
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H
h(a, b, c, d)

Dêðàò =



ÄÍÔf = a d∨ a b∨ a b d∨ b c d,
A D K L

ÄÍÔg = b c d∨ a b d∨ b c d,
E K L

ÄÍÔh = b c d∨ a b c∨ b d.
E H J


Äëèíà ýòîé ñèñòåìû ÄÍÔ ðàâíà 7, ðàíã 18. Âñå ÄÍÔ èç ñèñòåìû Dêðàò
êðàò÷àéøèå, íî íå ïðîñòûå êðàò÷àéøèå: èíòåðâàë L íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì äëÿ ôóíêöèé f(a, b, c, d) è g(a, b, c, d), èíòåðâàë K íå ìàêñèìàëü-
íûé äëÿ f(a, b, c, d), E íå ìàêñèìàëüíûé äëÿ h(a, b, c, d).

Ïîñòðîèì åùå îäíó êðàò÷àéøóþ ñèñòåìó ÄÍÔ äëÿ F .
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H
h(a, b, c, d)

D′êðàò =



ÄÍÔ′f = a d∨ a b∨ b c d∨ a b c,
A D L M

ÄÍÔ′g = a d∨ a c d∨ b c d∨ a b c.
A F L M

ÄÍÔ′h = a d∨ a b c∨ c d.
A H I


Äëèíà ñèñòåìû D′êðàò ðàâíà 7, ðàíã 18. ÄÍÔ ′g íå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé, òàê
êàê èìååò äëèíó 4, à ÊðàòÄÍÔ g � äëèíó 3. •
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Îïðåäåëåíèå. Áåçûçáûòî÷íîé ñèñòåìîé ÄÍÔ (Dáåç) ñèñòåìû áóëå-
âûõ ôóíêöèé F = {f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)} íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà
ÄÍÔ D = {D1, . . . , Dm}, òàêàÿ, ÷òî:

� óäàëåíèå ëþáîé êîíúþíêöèè K èç ëþáîé ÄÍÔ Di ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî Di ïåðåñòàåò çàäàâàòü ôóíêöèþ fi(x1, . . . , xn),

� åñëè êîíúþíêöèÿ K âõîäèò â ÄÍÔ Di1, . . . , Dik , òî óäàëåíèå ëþáîé
áóêâû èç K ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ýòèõ ÄÍÔ Dij ,
1 ≤ j ≤ k, ïåðåñòàåò çàäàâàòü ôóíêöèþ fij(x1, . . . , xn).

Ïîíÿòíî, ÷òî ñèñòåìà áåçûçáûòî÷íûõ ÄÍÔ áóäåò òàêæå è áåçûçáûòî÷-
íîé ñèñòåìîé ÄÍÔ, îáðàòíîå æå íå âñåãäà âåðíî.
Ïðèìåð. Ïîñòðîèì áåçûçáûòî÷íóþ ñèñòåìó ÄÍÔ äëÿ ñèñòåìû ôóíê-

öèé èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.
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Dáåç =



ÄÍÔ′′f = a d∨ a b∨ b c d∨ a b c,
A D L M

ÄÍÔ′′g = a d∨ a c d∨ b c d∨ a b c.
A F L M

ÄÍÔ′′h = a b c∨ c d∨ b c d.
H I L


Èíòåðâàë L íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì (êîíúþíêöèÿ b c d íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-
ñòîé èìïëèêàíòîé) íè äëÿ îäíîé ôóíêöèè. Îäíàêî ëþáîå ðàñøèðåíèå ýòîãî
èíòåðâàëà íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîé èç ôóíêöèé,
÷òî ïîêàçàíî íà ìàòðèöàõ Ãðåÿ. Çäåñü L2, L3, L4 � ðàñøèðåíèÿ èíòåðâàëà
L ïî âòîðîé, òðåòåé è ÷åòâåðòîé êîìïîíåíòàì ñîîòâåòñòâåííî.
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Èíòåðâàë M ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äëÿ ôóíêöèè g(a, b, c, d), à çíà÷èò, íå
ìîæåò áûòü ðàñøèðåí. Îñòàëüíûå èíòåðâàëû ìàêñèìàëüíûå äëÿ ôóíêöèé,
â ÷üè äîñòàòî÷íûå ìíîæåñòâà îíè âêëþ÷åíû. Íè îäèí èíòåðâàë íåëüçÿ
óäàëèòü èç äîñòàòî÷íîãî ìíîæåñòâà ëþáîé ôóíêöèè òàê, ÷òîáû ìíîæåñòâî
îñòàëîñü äîñòàòî÷íûì. Ïîýòîìó, õîòÿ íè îäíà ÄÍÔ íå ÿâëÿåòñÿ áåçûçáû-
òî÷íîé, ñèñòåìà Dáåç ÿâëÿåòñÿ áåçûçáûòî÷íîé ñèñòåìîé ÄÍÔ. •

13.3. Ìèíèìèçàöèÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìèçèðîâàòü ñèñòåìó áóëåâûõ ôóíêöèé ýòî çíà-
÷èò ïîñòðîèòü åå êðàò÷àéøóþ ñèñòåìó ÄÍÔ.

Êîíå÷íî, êàê è â ñëó÷àå îäíîé áóëåâîé ôóíêöèè, âîçìîæíû è äðóãèå
ïîñòàíîâêè çàäà÷: ïîñòðîèòü âñå êðàò÷àéøèå ñèñòåìû ÄÍÔ, ñèñòåìó íàè-
ìåíüøåãî ðàíãà è òàê äàëåå. Êðîìå òîãî, òàê êàê ìèíèìèçàöèÿ ñèñòåìû
áóëåâûõ ôóíêöèé áîëåå ñëîæíà, ÷åì ìèíèìèçàöèÿ îäíîé ôóíêöèè, ÷àñòî
íà ïðàêòèêå ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííàÿ êðàò÷àéøàÿ ñèñòåìà ÄÍÔ , òî åñòü
ñèñòåìà ÄÍÔ, áëèçêàÿ ïî äëèíå ê êðàò÷àéøåé.

Êðîìå òîãî, ÷àñòî ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ áåçûçáûòî÷íîé ñèñòåìû
ÄÍÔ. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ òåì, ÷òî áåçûçáûòî÷íûå ñèñòåìû ÄÍÔ ÷àñòî îêà-
çûâàþòñÿ áëèçêèìè ïî äëèíå ê êðàò÷àéøèì, òàê è ñ òåì, ÷òî ñõåìû, ïî-
ñòðîåííûå ïî áåçûçáûòî÷íûì ñèñòåìàì ÄÍÔ, óäîáíû äëÿ äèàãíîñòèêè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, êðàò÷àéøàÿ ñèñòåìà ÄÍÔ è ñèñòåìà êðàò÷àé-
øèõ ÄÍÔ íå ÿâëÿþòñÿ ðàâíîçíà÷íûìè ïîíÿòèÿìè. Ïîýòîìó ïðè ìèíèìè-
çàöèè ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé âñå ôóíêöèè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
êàê åäèíûé îáúåêò. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîäèôèöè-
ðóþòñÿ ìåòîäû ìèíèìèçàöèè îäíîé áóëåâîé ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ìåòîä
êîíêóðèðóþùèõ èíòåðâàëîâ â ïðèìåíåíèè ê ñèñòåìå áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü F = {f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)} � ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíê-
öèé. Äëÿ åå ìèíèìèçàöèè â ìåòîä êîíêóðèðóþùèõ èíòåðâàëîâ âíîñÿòñÿ
ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ.

Âî-ïåðâûõ, òî÷êè è èíòåðâàëû ñîïðîâîæäàþòñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èëè íî-
ìåðàìè ôóíêöèé. Òàê, çàïèñü α(1) îçíà÷àåò òî÷êó αôóíêöèè f1(x1, . . . , xn),
à çàïèñü I(1, 3) � èíòåðâàë I , äîïóñòèìûé äëÿ ôóíêöèé f1(x1, . . . , xn) è
f3(x1, . . . , xn) è âêëþ÷åííûé â äîñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé.

Âî-âòîðûõ, ðàñøèðåíèå èíòåðâàëà I(j1, . . . , jk) äî òî÷êè α(i) ñîïðîâî-
æäàåòñÿ íîìåðàìè ôóíêöèé (i, j1, . . . , jk).

Â-òðåòüèõ, èíòåðâàë I(j1, . . . , jk) è òî÷êà α(i) ñîâìåñòèìû, åñëè è òîëüêî
åñëè èíòåðâàë I ′(i, j1, . . . , jk) = [I(j1, . . . , jk), α(i)] äîïóñòèì äëÿ ôóíêöèé
fi(x1, . . . , xn), fj1(x1, . . . , xn),. . ., fjk(x1, . . . , xn).
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé F èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ.
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I ′

h(a, b, c, d)

Ðàññìîòðèì òî÷êó α(f) = 1100 è èíòåðâàë I(g, h) = 111−. Ìèíèìàëüíîå
ðàñøèðåíèå èíòåðâàëà I(g, h) äî òî÷êè α(f) (èíòåðâàë I ′(f, g, h) = 11−−)
íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèè h(a, b, c, d) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìî-
æåò áûòü âêëþ÷åí â ðåøåíèå. Íî åñëè ðàññìîòðåòü èíòåðâàë I(g) = 111−
è òó æå òî÷êó α(f), òî èíòåðâàë I ′(f, g) = [I(g), α(f)] = 11−− áóäåò äî-
ïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèé f(a, b, c, d), g(a, b, c, d) è ìîæåò áûòü âêëþ÷åí â
ðåøåíèå äëÿ ýòèõ ôóíêöèé. •

Â-÷åòâåðòûõ, èíòåðâàë I(j1, . . . , jk) ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà ñòîëáöà áåç
åäèíèö ðàñøèðÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí îñòàâàëñÿ äîïóñòèìûì äëÿ
âñåõ ôóíêöèé fj1(x1, . . . , xn),. . ., fjk(x1, . . . , xn), íîìåðà êîòîðûõ ïåðå÷èñëå-
íû â ñêîáêàõ.

Îñòàëüíûå ïîíÿòèÿ è ïðàâèëà àëãîðèòìà îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Ïðèìåð. Ïðèìåíèì àëãîðèòì äëÿ ìèíèìèçàöèè òîé æå ñèñòåìû áóëå-
âûõ ôóíêöèé. Ïðîíóìåðóåì äëÿ íàãëÿäíîñòè òî÷êè ôóíêöèé.
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3 4 × 5
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1 × × ×

f(a, b, c, d)
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12 ×
× × 11 ×

10 ×
× 8 9

g(a, b, c, d)
a
b

c
d

16 × ×
× 15 ×
14 ×
13 ×

h(a, b, c, d)

Â ìàòðèöå ñîâìåñòèìîñòè íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò
ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ñòðîêè áåç åäèíèö. Íà ýòîò ðàç ìû äëÿ
ñîêðàùåíèÿ çàïèñè íå ïåðåïèñûâàåì ìàòðèöó êàæäûé ðàç ïîñëå ïðèìåíå-
íèÿ êàêîãî-ëèáî ïðàâèëà, à âû÷åðêèâàåì óäàëÿåìûå ñòðîêè èëè ñòîëáöû.
Ïðèìåíÿåì ïðàâèëî äî òåõ ïîð, ïîêà â ìàòðèöå íå ïîÿâèòñÿ ñòîëáåö áåç
åäèíèö.
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0000(f) 0111(f) 1100(f) 1001(f) 0101(h) 1000(h)

1) 0000(f)
2) 0111(f) 0
3) 1100(f) 0 0
4) 1101(f) 0 0 1 1 0 0
5) 1110(f) 0 0 1 0 0 0
6) 1001(f) 0 0 0
7) 1011(f) 0 1 0 1 0 0
8) 0001(g) 1 0 0 1 0 0
9) 0010(g) 1 0 0 0 0 0
10) 0111(g) 0 1 0 0 0 0
11) 1111(g) 0 1 1 1 0 0
12) 1001(g) 0 0 0 1 0 0
13) 0001(h) 0 0 0 1 1 0
14) 0101(h) 0 0 0 0
15) 1111(h) 0 1 0 1 1 0
16) 1000(h) 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6

Ïðèìåíÿåì ê øåñòîìó ñòîëáöó ìàòðèöû ïðàâèëî ñòîëáöà áåç åäèíèö. Â
ðåçóëüòàòå â ðåøåíèå âêëþ÷àåòñÿ èíòåðâàë I1 = 101−(h). Çäåñü è äàëåå íà
ìàòðèöàõ Ãðåÿ ìû âûäåëÿåì èíòåðâàëû èç òåêóùåãî ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ
è ñîäåðæàùèåñÿ â íèõ òî÷êè.

a
b

c
d

• 7
• 4 × 5

•
• × × ×

�
�	
?

4

�
�	
?

3

�
�	 -2

�
�	�1

f(a, b, c, d)

a
b

c
d

12 ×
× × 11 ×

10 ×
× 8 9

g(a, b, c, d)

a
b

c
d

• × ×
× 15 ×
• ×
13 ×�
�	 -5�� ��
?

I1

�
�	
?

6
h(a, b, c, d)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìàòðèöó ñîâìåñòèìîñòè íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå.
Â íåé íåò ñòðîê áåç åäèíèö, ñòîëáöîâ áåç åäèíèö è ñòîëáöîâ ñ îäíîé åäèíè-
öåé, ïîýòîìó ïðèìåíÿåì ê ïåðâîìó ñòîëáöó ïðàâèëî ñòîëáöà íàèáîëüøåãî
ðàíãà. Ðàñøèðÿåì èíòåðâàë 0000(f) äî âîñüìîé òî÷êè 0001(g), ïîëó÷àåì
èíòåðâàë 000−(f, g) è äîáàâëÿåì åãî â ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå. Ïåðåñ÷èòûâàåì
ïåðâûé ñòîëáåö è çàïèñûâàåì åãî â ìàòðèöó ïîñëåäíèì. Óäàëÿåì èç ìà-
òðèöû âîñüìóþ ñòðîêó.
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0000(f) 0111(f) 1100(f) 1001(f) 0101(h) 000−(f, g)

4) 1101(f) 0 0 1 1 0 0
5) 1110(f) 0 0 1 0 0 0
7) 1011(f) 0 1 0 1 0 0
8) 0001(g) 1 0 0 1 0
9) 0010(g) 1 0 0 0 0 0
10) 0111(g) 0 1 0 0 0 0
11) 1111(g) 0 1 1 1 0 0
12) 1001(g) 0 0 0 1 0 0
13) 0001(h) 0 0 0 1 1 0
15) 1111(h) 0 1 0 1 1 0

1 2 3 4 5 1

Ïåðâûé ñòîëáåö òåïåðü íå ñîäåðæèò åäèíèö, ïðèìåíÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðàâèëî. Èíòåðâàë I2 = 000−(f, g) íåëüçÿ ðàñøèðèòü, ïîýòîìó äîáàâëÿåì
åãî â îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå è óäàëÿåì ïåðâûé ñòîëáåö èç ìàòðèöû. Ïî-
ëó÷èâøàÿñÿ ìàòðèöà ñîâìåñòèìîñòè ïðåäñòàâëåíà íèæå íà ýòîé ñòðàíèöå.
Òåêóùåå ðåøåíèå ïîêàçàíî íà ìàòðèöàõ Ãðåÿ.

a
b

c
d

• 7
• 4 × 5

•
• × × ×

�
�	
?

4

�
�	
?

3

�
�	 -2

�� ���I2

f(a, b, c, d)

a
b

c
d

12 ×
× × 11 ×

10 ×
× • 9
�� ���I2

g(a, b, c, d)

a
b

c
d

• × ×
× 15 ×
• ×
13 ×�
�	 -5�� ��

?

I1
h(a, b, c, d)

Çàòåì ïðèìåíÿåì ê äåâÿòîé ñòðîêå (òî÷êà 0010(g)) ïðàâèëî ñòðîêè áåç
åäèíèö. Â ìàòðèöå ïîÿâëÿåòñÿ ñåäüìîé ñòîëáåö 0010(g).

0111(f) 1100(f) 1001(f) 0101(h) 0010(g)

4) 1101(f) 0 1 1 0 0
5) 1110(f) 0 1 0 0 0
7) 1011(f) 1 0 1 0 0
10) 0111(g) 1 0 0 0 0
11) 1111(g) 1 1 1 0 0
12) 1001(g) 0 0 1 0 0
13) 0001(h) 0 0 1 1 0
15) 1111(h) 1 0 1 1 0

2 3 4 5 7
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Ñåäüìîé ñòîëáåö íå ñîäåðæèò åäèíèö, ïðèìåíÿåì ê íåìó ñîîòâåòñòâóþùåå
ïðàâèëî. Ðàñøèðÿåì èíòåðâàë 0010(g) äî èíòåðâàëà I3 = 0−10(g), êîòîðûé
âêëþ÷àåì â ðåøåíèå. Ñåäüìîé ñòîëáåö óäàëÿåì èç ìàòðèöû.

a
b

c
d

• 7
• 4 × 5

•
• × × ×

�
�	
?

4

�
�	
?

3

�
�	 -2

�� ���I2

f(a, b, c, d)

a
b

c
d

12 ×
× × 11 ×

10 ×
× • •�� ���I2
�
�
�
�- I3

g(a, b, c, d)

a
b

c
d

• × ×
× 15 ×
• ×
13 ×�
�	 -5�� ��

?

I1
h(a, b, c, d)

Çàòåì ïðèìåíÿåì êî âòîðîìó ñòîëáöó ïðàâèëî ñòîëáöà íàèáîëüøåãî ðàíãà.
Ðàñøèðÿåì èíòåðâàë 0111(f) äî äåñÿòîé òî÷êè 0111(g), ïîëó÷àåì èíòåðâàë
0111(f, g). Ïåðåñ÷èòûâàåì âòîðîé ñòîëáåö. Çàòåì ïðèìåíÿåì ê òðåòüåìó
ñòîëáöó òî æå ïðàâèëî, ðàñøèðÿåì èíòåðâàë 1100(f) äî ÷åòâåðòîé òî÷êè
1101(f), ïîëó÷àåì èíòåðâàë 110−(f) è ïåðåñ÷èòûâàåì òðåòèé ñòîëáåö.

0111(f) 1100(f) 1001(f) 0101(h) 0111(f, g) 110−(f)

4) 1101(f) 0 1 1 0 0
5) 1110(f) 0 1 0 0 0 1
7) 1011(f) 1 0 1 0 0 0
10) 0111(g) 1 0 0 0
11) 1111(g) 1 1 1 0 1 1
12) 1001(g) 0 0 1 0 0 0
13) 0001(h) 0 0 1 1 0 0
15) 1111(h) 1 0 1 1 1 0

2 3 4 5 2 3

×àñòè÷íîå ðåøåíèå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

a
b

c
d

• 7
• • × 5

•
• × × ×

�
�	
?

4

�� ��
?

3

�
�	 - 2

�� ���I2

f(a, b, c, d)

a
b

c
d

12 ×
× × 11 ×

• ×
× • •�� ���I2
�
�
�
�- I3�
�	�

g(a, b, c, d)

a
b

c
d

• × ×
× 15 ×
• ×
13 ×�
�	 -5�� ��

?

I1
h(a, b, c, d)

Äàëåå ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ñòîëáöà íàèáîëüøåãî ðàíãà ê ÷åòâåðòîìó ñòîëá-
öó è ðàñøèðÿåì èíòåðâàë 1001(f) äî äâåíàäöàòîé òî÷êè 1001(g), ïîëó÷àåì
èíòåðâàë 1001(f, g). Óäàëÿåì äâåíàäöàòóþ ñòðîêó è ïåðåñ÷èòûâàåì ÷åòâåð-
òûé ñòîëáåö. Çàòåì ïðèìåíÿåì ýòî æå ïðàâèëî ê ïÿòîìó ñòîëáöó è ðàñøè-
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ðÿåì èíòåðâàë 0101(h) äî òðèíàäöàòîé òî÷êè 0001(h), ïîëó÷àåì èíòåðâàë
0−01(h). Óäàëÿåì òðèíàäöàòóþ ñòðîêó è ïåðåñ÷èòûâàåì ïÿòûé ñòîëáåö.

1001(f) 0101(h) 0111(f, g) 110−(f) 1001(f, g) 0−01(h)

5) 1110(f) 0 0 0 1 0 0
7) 1011(f) 1 0 0 0 1 0
11) 1111(g) 1 0 1 1 1 0
12) 1001(g) 1 0 0 0
13) 0001(h) 1 1 0 0 0
15) 1111(h) 1 1 1 0 1 0

4 5 2 3 4 5

Ïðèìåíÿåì ê ïÿòîìó ñòîëáöó ïðàâèëî ñòîëáöà áåç åäèíèö. Äîáàâëÿåì â
ðåøåíèå èíòåðâàë I4 = −−01(h) è óäàëÿåì ïÿòûé ñòîëáåö èç ìàòðèöû.
×àñòè÷íîå ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä.

a
b

c
d

• 7
• • × 5

•
• × × ×

�
�	
� - 4

�� ��
?

3

�
�	 - 2

�� ���I2

f(a, b, c, d)

a
b

c
d

• ×
× × 11 ×

• ×
× • •

�
�	
��

�� ���I2
�
�
�
�- I3�
�	�

g(a, b, c, d)

a
b

c
d

• × ×
× 15 ×
• ×
• ×�

�
	 -5

�� ��
?

I1

�

�

�

�
?

I4
h(a, b, c, d)

Ïðèìåíÿåì êî âòîðîìó ñòîëáöó ïðàâèëî ñòîëáöà íàèáîëüøåãî ðàíãà. Ðàñ-
øèðÿåì èíòåðâàë 0111(f, g) äî îäèííàäöàòîé òî÷êè 1111(g), ïîëó÷àåì èí-
òåðâàë −111(f, g). Ïåðåñ÷èòûâàåì âòîðîé ñòîëáåö è óäàëÿåì îäèííàäöàòóþ
ñòðîêó.

0111(f, g) 110−(f) 1001(f, g) −111(f, g)

5) 1110(f) 0 1 0 0
7) 1011(f) 0 0 1 0
11) 1111(g) 1 1 1
15) 1111(h) 1 0 1 1

2 3 4 2

Ïðèìåíÿåì ê òðåòüåìó ñòîëáöó ïðàâèëî ñòîëáöà ñ îäíîé åäèíèöåé. Ðàñ-
øèðÿåì èíòåðâàë 110−(f) äî òî÷êè 1110(f) (ïÿòàÿ), ïîëó÷àåì èíòåðâàë
I5 = 11−−(f), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äëÿ ôóíêöèè f(a, b, c, d).
Òðåòèé ñòîëáåö òåïåðü íå ñîäåðæèò åäèíèö, ïðèìåíÿåì ê íåìó ñîîòâåò-
ñòâóþùåå ïðàâèëî è âêëþ÷àåì I5 â ðåøåíèå. Ïðèìåíÿåì ïðàâèëî ñòîëáöà
ñ îäíîé åäèíèöåé êî âòîðîìó ñòîëáöó. Ðàñøèðÿåì èíòåðâàë −111(f, g) äî
òî÷êè 1111(h) (ïÿòíàäöàòàÿ), ïîëó÷àåì èíòåðâàë −111(f, g, h).
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110−(f) 1001(f, g) −111(f, g) 11−−(f) −111(f, g, h)

5) 1110(f) 1 0 0
7) 1011(f) 0 1 0 0 0
15) 1111(h) 0 1 1 0

3 4 2 3 2

Âòîðîé ñòîëáåö òåïåðü íå ñîäåðæèò åäèíèö, è ñîïîñòàâëåííûé åìó èíòåð-
âàë I6 = −111(f, g, h) íåëüçÿ ðàñøèðèòü òàê, ÷òîáû îí îñòàâàëñÿ äîïóñòè-
ìûì äëÿ âñåõ ôóíêöèé, âêëþ÷àåì I6 â ðåøåíèå.

a
b

c
d

• 7
• • × •

•
• × × ×

�
�	
� - 4

�� ���I2 �� ��-I5

�
�
�
�

- I6

f(a, b, c, d)

a
b

c
d

• ×
× × • ×

• ×
× • •

�
�	
��

�� ���I2
�
�
�
�- I3�
�
�
� - I6

g(a, b, c, d)

a
b

c
d

• × ×
× • ×
• ×
• ×

�� ��
?

I1

�

�

�

�
?

I4

�
�
�
�

- I6

h(a, b, c, d)

Ïðèìåíÿåì ê ÷åòâåðòîìó ñòîëáöó ïðàâèëî ñòîëáöà ñ îäíîé åäèíèöåé. Ðàñ-
øèðÿåì èíòåðâàë 1001(f, g) äî ñåäüìîé òî÷êè 1011(f), ïîëó÷àåì èíòåð-
âàë 10−1(f, g). Ðàñøèðÿÿ åãî òàê, ÷òîáû îí îñòàâàëñÿ äîïóñòèìûì äëÿ
f(a, b, c, d) è g(a, b, c, d), ïîëó÷àåì èíòåðâàë I7 = 1−−1(f, g), êîòîðûé âêëþ-
÷àåì â ðåøåíèå. Ïîëó÷àåì ïóñòóþ ìàòðèöó. Ñèñòåìà ÄÍÔ D, çàäàþùàÿ
ñèñòåìó áóëåâûõ ôóíêöèé F , ïîñòðîåíà.

a
b

c
d

• •
• • × •

•
• × × ×�� ���I2 �� ��-I5

�
�
�
�

- I6�
�
�
�

?

I7
f(a, b, c, d)

a
b

c
d

• ×
× × • ×

• ×
× • •�� ���I2
�
�
�
�- I3�
�
�
� - I6
�
�
�
�

?

I7
g(a, b, c, d)

a
b

c
d

• × ×
× • ×
• ×
• ×

�� ��
?

I1

�

�

�

�
?

I4

�
�
�
�

- I6

h(a, b, c, d)

D =



ÄÍÔf = a b c∨ a b ∨ b c d∨ a d ,
K2 K5 K6 K7

ÄÍÔg = a b c∨ a c d∨ b c d∨ a d ,
K2 K3 K6 K7

ÄÍÔh = a b c∨ c d ∨ b c d.
K1 K4 K6


Äëèíà ýòîé ñèñòåìû 7, ðàíã 18. Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ
êðàò÷àéøåé è áåçûçáûòî÷íîé.•
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13.4. Óïðàæíåíèÿ

Ïîñòðîèòü êðàò÷àéøèå ñèñòåìû ÄÍÔ äëÿ ñèñòåì íåïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé F = {f1, f2, f3} è G = {g1, g2} ïî ìàòðèöàì Ãðåÿ.
Ìèíèìèçèðîâàòü òå æå ñèñòåìû, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì êîíêóðèðóþùèõ èí-
òåðâàëîâ, è ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

a
b

c
d

• •
• • × •

•
• × × ×

f1(a, b, c, d)
a
b

c
d

• ×
× × • ×

• ×
× • •

f2(a, b, c, d)
a
b

c
d

• × ×
× • ×
• ×
• ×

f3(a, b, c, d)

a
b

c
d

e

• × × • × •
• × × •
× • × × •
× • × • × ×

g1(a, b, c, d, e)
a
b

c
d

e

× × × × × ×
× • • × × •
× • × ×

• × × × ×

g2(a, b, c, d, e)

14. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 4

Òåìà êîíòðîëüíîé ðàáîòû: ìèíèìèçàöèÿ ñèñòåì íåïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Äàíà ñèñòåìà ôóíêöèé F . Ìèíèìèçèðîâàòü åå âèçóàëüíî è ìåòîäîì êîí-
êóðèðóþùèõ èíòåðâàëîâ, ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû.

Çàäàíèÿ íà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó (ñèñòåìà ôóíêöèé F)
1)

a
b

c
d

• • × ×
×
• × • ×
× •

a
b

c
d

× • •
• ×

× × • •
× ×

a
b

c
d

× •
• ×
× × •
• • ×

2)

a
b

c
d

× • ×
• × •

××
• × •

a
b

c
d

× • ×
• ×

× × × •
•

a
b

c
d

× × •
• • × •

××
•×
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3)

a
b

c
d

× •
• ×
× • ×

• •

a
b

c
d

• ×
× ×

× × • •
• × ×

a
b

c
d

× × • •
• ×
× • • ×
× •

4)

a
b

c
d

× • •
• × • ×
• ×
× •

a
b

c
d

• × ×
× ×
× •
• • × •

a
b

c
d

× ×
× • × •
• ×

× × •

5)

a
b

c
d

× • ×
• •

• × • ×
× ×

a
b

c
d

× • ×
× ×

× • • ×
•

a
b

c
d

× • •
× • ×
• • ×

• × ×

6)

a
b

c
d

× • ×
× • ×
• • ×
× •

a
b

c
d

× ×
• •

× × • ×
× •

a
b

c
d

• •×
• •×

• ×
•× ×

7)

a
b

c
d

•× ×
• ×
• •× ×

• ×

a
b

c
d

•× ×
×

• • •×
•

a
b

c
d

• × ×
• •×
•×
•×

8)

a
b

c
d

•× × ×
• •×
× ×
• •×

a
b

c
d

•×
• × ×
• •× ×
•× ×

a
b

c
d

• •×
• •×
× ×
• ×

9)

a
b

c
d

• ×
• × ×
•× ×

• •×

a
b

c
d

•
• •× ×
•× ×
• ×

a
b

c
d

• •×
•×

• × ×
• ×
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10)

a
b

c
d

•×
•× ×

•×
• •×

a
b

c
d

• ×
• • •×
• ×
× ×

a
b

c
d

• ×
• × ×

•×
• •×

11)

a
b

c
d

•× ×
• × ×

•× ×
• • ×

a
b

c
d

• •× ×
•×

•×
• ×

a
b

c
d

•× ×
• • ×
•× ×
•×

12)

a
b

c
d

• × ×
• •×

•×
• • ×

a
b

c
d

•× ×
• •

•× ×
•×

a
b

c
d

• × ×
•×

× × ×
• •×

13)

a
b

c
d

•× ×
• •×

•× ×
• ×

a
b

c
d

•×
•× ×

• •×
•×

a
b

c
d

• •×
• × ×

•× ×
•×

14)

a
b

c
d

•× ×
•× ×

• ×
• •×

a
b

c
d

• ×
• •× ×

•×
•×

a
b

c
d

•× ×
•×

• • ×
•×

15)

a
b

c
d

• • ×
•×

•× ×
•× ×

a
b

c
d

• × ×
• • ×

•× ×
•× ×

a
b

c
d

•×
• • ×
• ×
•× ×
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16)

a
b

c
d

• •×
• •
× ×
•× ×

a
b

c
d

• • × ×
•×

• × ×
•

a
b

c
d

• •×
× × ×

• ×
• •× ×

17)

a
b

c
d

• ×
• •×

• •× ×
× ×

a
b

c
d

•× ×
• ×

•× × ×
• ×

a
b

c
d

• • ×
× ×
• • •×
• ×

18)

a
b

c
d

• ×
•×

•× ×
• × ×

a
b

c
d

•× ×
•×

• •× ×
•×

a
b

c
d

• •×
• •× ×

•×
•× ×

19)

a
b

c
d

•× ×
• •
× × ×
• •×

a
b

c
d

• • •×
× ×

•× ×
• ×

a
b

c
d

• ×
× × ×
• •×
• •×

20)

a
b

c
d

• ×
•×

•× ×
• •×

a
b

c
d

• •× ×
• ×
•× ×

• × ×

a
b

c
d

•× ×
•× ×

• • ×
• ×

21)

a
b

c
d

•× ×
× × ×
• •

• •×

a
b

c
d

•× ×
• × ×

•×
• • × ×

a
b

c
d

• •× ×
• ×

× × ×
• •×
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22)

a
b

c
d

• ×
• •×

• •× ×
× × ×

a
b

c
d

•× ×
• ×

•× × ×
• ×

a
b

c
d

• • ×
× ×
• • •×
• ×

23)

a
b

c
d

• ×
•× ×

•× ×
• × ×

a
b

c
d

•× ×
•×

• •× ×
•×

a
b

c
d

• •×
• •× ×

•×
•× ×

24)

a
b

c
d

•× ×
• • ×
× × ×
• •×

a
b

c
d

• • •×
× ×
•× ×

• ×

a
b

c
d

• ×
× × ×
• •×
• •×

25)

a
b

c
d

• ×
•× ×

•× ×
• •×

a
b

c
d

• •× ×
• ×
•× ×

• × ×

a
b

c
d

•× ×
•× ×

• •
• × ×

26)

a
b

c
d

• •
× × ×
• •×

• × ×

a
b

c
d

× × ×
•× ×

•×
• •×

a
b

c
d

•×
• ×
•× ×

• • ×

27)

a
b

c
d

•× ×
•× ×

•× × ×
• ×

a
b

c
d

•× ×
• • × ×

•× ×
•×

a
b

c
d

• ×
× ×
• •× ×
• ×
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28)

a
b

c
d

× × ×
• •×

• •×
• ×

a
b

c
d

•× ×
•× ×
•×

• •×

a
b

c
d

• •× ×
• × ×

• ×
•× ×

29)

a
b

c
d

•× × ×
• •×
× ×
•× ×

a
b

c
d

• • •
•× ×

•×
• × ×

a
b

c
d

• • ×
•× ×

• •
× × ×

30)

a
b

c
d

•×
• • ×

× ×
•× ×

a
b

c
d

•×
× × ×
• •×

• •× ×

a
b

c
d

• •×
• × ×
× ×
• •× ×

15. Âàæíåéøèå çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöè-
åé áóëåâûõ ôóíêöèé

f0(y1, . . . , ym), f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn),

åñëè f(x1, . . . , xn) ïðåäñòàâèìà ÷åðåç íèõ ôîðìóëîé

F = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíû áóëåâû ôóíêöèè:

f0(y1, y2, y3) = y1y2 → y3 ⊕ y1,

f1(a, b) = a ∨ b, f2(a, b, c) = b ↓ ac, f3(a, b, c) = a→ b→ c.

Èõ ñóïåðïîçèöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

f(a, b, c) = (a ∨ b)(b ↓ ac)→ (a→ b→ c)⊕ (a ∨ b). •

Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé K íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
êëàññîì, åñëè ñóïåðïîçèöèÿ ëþáûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà K ïðèíàäëåæèò
ýòîìó æå ìíîæåñòâó K.
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Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì, òàê êàê
ñóïåðïîçèöèÿ ëþáûõ áóëåâûõ ôóíêöèé åñòü áóëåâà ôóíêöèÿ. Áîëåå òîãî,
íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé òàêæå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè
êëàññàìè. Ïÿòü èç íèõ, êàê íàèáîëåå âàæíûõ äëÿ íàñ, ìû ðàññìîòðèì â
äàííîì ðàçäåëå.

15.1. Êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 0 (ïðèíàäëå-
æèò êëàññó T 0), åñëè íà íàáîðå èç âñåõ íóëåé ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå íîëü.
Ïðèìåðû. Ìàæîðèòàðíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 0 (ïðè-

íàäëåæèò êëàññó T 0):
x y z f(x, y, z)

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Èç ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé êëàññó T 0 ïðèíàäëåæàò, íàïðèìåð,
êîíúþíêöèÿ è òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ; íå ïðèíàäëåæàò êëàññó T 0, íà-
ïðèìåð, øòðèõ Øåôôåðà è ñòðåëêà Ïèðñà. •

Óòâåðæäåíèå î ÷èñëå áóëåâûõ ôóíêöèé êëàññà T 0. ×èñëî ðàç-
ëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ è ñîõðàíÿþùèõ
êîíñòàíòó 0, ðàâíî 22n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé n àðãóìåíòîâ ðàâ-
íî 22n (ïî òåîðåìå î ÷èñëå áóëåâûõ ôóíêöèé). Â âåêòîðíîì ïðåäñòàâëå-
íèè áóëåâûõ ôóíêöèé ïåðâàÿ êîìïîíåíòà çàäàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè íà íà-
áîðå èç âñåõ íóëåé. Ðîâíî ïîëîâèíà èç 22n âåêòîðîâ ñîäåðæèò â ïåðâîé
êîìïîíåíòå íîëü, ïîýòîìó ÷èñëî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0, åñòü
22n/2 = 22n−1. •
Ïðèìåð. Èç âñåõ 16 áóëåâûõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ x1, x2 8 ôóíê-

öèé (222−1) ïðèíàäëåæàò êëàññó T 0: 0, ∧, ∨, ⊕, ↪→, ←↩ è òîæäåñòâåííûå
ôóíêöèè x1 è x2. •
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Òåîðåìà î çàìêíóòîñòè êëàññà T 0. Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóïåðïîçèöèþ ëþáûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
èç T 0, òî åñòü ôóíêöèþ

f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)),

è ïîêàæåì, ÷òî íà íàáîðå èç âñåõ íóëåé ñóïåðïîçèöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
íîëü.

f(0, . . . , 0) = f0(f1(0, . . . , 0), . . . , fm(0, . . . , 0)) =

[ ó÷òåì, ÷òî f1(x1, . . . , xn) ∈ T 0, . . . , fm(x1, . . . , xn) ∈ T 0 ]

= f0(0, . . . , 0) = [ ó÷òåì, ÷òî f0(y1, . . . , ym) ∈ T 0 ] = 0.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðèíàäëåæèò êëàññó T 0,
çíà÷èò, êëàññ T 0 çàìêíóò. •

Ëåììà î áóëåâîé ôóíêöèè, íå ñîõðàíÿþùåé êîíñòàíòó 0. Åñëè
áóëåâà ôóíêöèÿ íå ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 0, òî èç íåå ïîäñòàíîâêîé âìåñòî
êàæäîãî àðãóìåíòà ïåðåìåííîé x ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî êîíñòàíòó 1, ëèáî
èíâåðñèþ x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), íå ñîõðà-
íÿþùóþ êîíñòàíòó 0. Çàìåíèâ êàæäûé åå àðãóìåíò xi íà x (òàêàÿ ïîäñòà-
íîâêà äîïóñòèìà ïî óñëîâèþ ëåììû), ïîëó÷èì ôóíêöèþ îäíîãî àðãóìåíòà
g(x) = f(x, . . . , x). Èññëåäóåì åå.

g(0) = f(0, . . . , 0) = 1, òàê êàê f(x1, . . . , xn) /∈ T 0.

Åñëè g(1) = 1, òî g(x) � êîíñòàíòà 1. Åñëè g(1) = 0, òî g(x) = x. •

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì äâå ôóíêöèè, íå ñîõðàíÿþùèå êîíñòàíòó 0: ñòðåë-
êó Ïèðñà a ↓ b è èìïëèêàöèþ a→ b. Ïîäñòàâëÿÿ â íèõ âìåñòî àðãóìåíòîâ
ïåðåìåííóþ x, ïîëó÷àåì:

x ↓ x = x, x→ x = 1. •

15.2. Êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 1

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 1 (ïðèíàäëå-
æèò êëàññó T 1), åñëè íà íàáîðå èç âñåõ åäèíèö ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå åäèíèöà.
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Ïðèìåðû. Ìàæîðèòàðíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 1. Èç
ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, äèçúþíê-
öèÿ è êîíúþíêöèÿ. Íå ñîõðàíÿþò êîíñòàíòó 1, íàïðèìåð, øòðèõ Øåôôåðà
è ñòðåëêà Ïèðñà. •

Óòâåðæäåíèå î ÷èñëå áóëåâûõ ôóíêöèé êëàññà T 1. ×èñëî ðàç-
ëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ è ñîõðàíÿþùèõ
êîíñòàíòó 1, ðàâíî 22n−1.

Ïðèìåð. Èç âñåõ 16 áóëåâûõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ x1, x2 8 ôóíê-
öèé (222−1) ïðèíàäëåæàò êëàññó T 1: 1, ∧, ∨, ∼, →, ← è òîæäåñòâåííûå
ôóíêöèè x1 è x2. •

Òåîðåìà î çàìêíóòîñòè êëàññà T 1. Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 1, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû àíàëîãè÷íû äîêàçàòåëüñòâàì
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ êëàññà T 0.

15.3. Êëàññ ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé

15.3.1. Ïîëèíîì Æåãàëêèíà

Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèòåëüíîé êîíúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàð-
íàÿ êîíúþíêöèÿ, íå ñîäåðæàùàÿ èíâåðñèé ïåðåìåííûõ. Äîãîâîðèìñÿ îáî-
çíà÷àòü ïîëîæèòåëüíóþ êîíúþíêöèþ ÷åðåç K+.
Ïðèìåðû. K+

1 = x1x2x3, K
+
2 = x4, K

+
3 = 1. •

Îïðåäåëåíèå. Ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà, èëè àëãåáðàè÷åñêîé íîðìàëü-
íîé ôîðìîé (ÀÍÔ), áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ äèçúþíê-
öèÿ ñ èñêëþ÷åíèåì ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ êîíúþíêöèé ïåðåìåííûõ
èç ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xn}, òî åñòü ôîðìóëà âèäà

P = K+
1 ⊕ . . .⊕K+

p ,

çàäàþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).
Ïðèìåð. P = x1x3 ⊕ x1x2x4 ⊕ x2 ⊕ 1 � ïîëèíîì Æåãàëêèíà. •
Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé ïîëèíîìà Æåãàëêèíà íàçîâåì êîëè÷åñòâî êîíú-

þíêöèé â ïîëèíîìå, à åãî ñòåïåíüþ � íàèáîëüøèé èç ðàíãîâ êîíúþíêöèé,
âõîäÿùèõ â ïîëèíîì.
Ïðèìåð. Äëèíà ïîëèíîìà Æåãàëêèíà èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ðàâíà

4, à ñòåïåíü � 3. •
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Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü êîíñòàíòó 0 ïîëèíîìîì äëèíû è ñòåïåíè 0.
Îïðåäåëåíèå. Ïîëèíîì Æåãàëêèíà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè åãî

ñòåïåíü íå ïðåâûøàåò åäèíèöû.
Ïðèìåðû. P1 = 1, P2 = x⊕ y ⊕ 1 � ëèíåéíûå ïîëèíîìû. •
Íàïîìíèì îñíîâíûå ðàâíîñèëüíîñòè äëÿ äèçúþíêöèè ñ èñêëþ÷åíèåì

(Ñ.25�26), íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Ñâîéñòâà 0 è 1: x⊕ 0 = x, x⊕ 1 = x.
Çàêîí êîììóòàòèâíîñòè: x⊕ y = y ⊕ x.
Çàêîí àññîöèàòèâíîñòè: x⊕ (y ⊕ z) = (x⊕ y)⊕ z = x⊕ y ⊕ z.
Çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè: x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz.
Äîáàâèì ê íèì åùå äâå ðàâíîñèëüíîñòè (ïåðâàÿ î÷åâèäíà, äîêàçàòåëüñòâî
âòîðîé ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ):

x⊕ x = 0,
x ∨ y = x⊕ y ⊕ xy.

Åñëè â ïîñëåäíåé ðàâíîñèëüíîñòè ïåðåìåííûå çàìåíèòü êîíþíêöèÿìè, òî
ïîëó÷èì:

K1 ∨K2 = K1 ⊕K2 ⊕K1K2.

Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ êîíúþíêöèé ðàâíîñèëüíîñòü ïðèìåò âèä:

K1 ∨K2 = K1 ⊕K2.

Â ÷àñòíîñòè, ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ñîñòîèò èç
ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ êîíúþíêöèé, çíà÷èò

f(x1, . . . , xn) =
∨

c1... cn∈M1
f

xc11 . . . x
cn
n =

⊕
c1... cn∈M1

f

xc11 . . . x
cn
n .

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Ëþáàÿ áóëåâà
ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíñòàíòà 0 � ýòî ïîëèíîì Æåãàëêèíà ïî äîãîâîðåí-
íîñòè. Ëþáàÿ äðóãàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðåäñòàâèìà ñîâåðøåí-
íîé ÄÍÔ (Ñ. 38), à çíà÷èò, êàê òîëüêî ÷òî áûëî ïîêàçàíî, è ôîðìóëîé
âèäà:

f(x1, . . . , xn) =
⊕

c1... cn∈M1
f

xc11 . . . x
cn
n .

Ýòà ôîðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà, åñëè ñîäåðæèò ïåðåìåí-
íûå ñ èíâåðñèÿìè. Îò èíâåðñèé ìîæíî èçáàâèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ðàâíîñèëü-
íîñòü x = x ⊕ 1. Ðàñêðûâ â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå ñêîáêè íà îñíîâå çàêîíà
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äèñòðèáóòèâíîñòè, ïîëó÷èì ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ êîíúþíêöèé, êîòîðàÿ
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà, åñëè â íåé êîíúþíêöèè ïîâòîðÿþòñÿ.
Èñïîëüçóÿ ðàâíîñèëüíîñòè x⊕x = 0 è x⊕0 = x, óäàëèì ïàðû îäèíàêîâûõ
êîíúþíêöèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà. •

Ëåììà î ÷èñëå ïîëîæèòåëüíûõ êîíúþíêöèé. ×èñëî ðàçëè÷íûõ
ïîëîæèòåëüíûõ êîíúþíêöèé ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xn}
ðàâíî 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíúþíêöèÿ ñîñòîèò èç ïîä-
ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ èç X , òî åñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ áóëåâûì âåêòîðîì
äëèíû n, è íàîáîðîò, êàæäûé âåêòîð äëèíû n çàäàåò ïîëîæèòåëüíóþ êîíú-
þíêöèþ ïîäìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ X . Çíà÷èò, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ êîíúþíêöèé ðàâíî ÷èñëó âåêòîðîâ äëèíû n, òî åñòü ðàâíî 2n. •

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà

P = c0K
+
0 ⊕ c1K

+
1 ⊕ . . .⊕ c2n−1K

+
2n−1

áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), ãäå ci � áóëåâû êîíñòàíòû, íàçîâåì ôîðìîé
ñ êîýôôèöèåíòàìè.

×èñëî 2n ïîëîæèòåëüíûõ êîíúþíêöèé K+
i îïðåäåëÿåòñÿ ëåììîé. Äîãî-

âîðèìñÿ îäíîçíà÷íî ñâÿçûâàòü ñ íîìåðîì êîíúþíêöèè K+
i åå âèä ïî ñëå-

äóþùåìó ïðàâèëó: ÷èñëî i ïðåäñòàâëÿòü áóëåâûì âåêòîðîì a1 . . . an, êî-
òîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, çàäàñò ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ, ñîñòàâëÿþùèõ
êîíúþíêöèþ K+

i .
Ïðèìåð. Ïðè n = 3 êîíúþíêöèÿ K+

5 = x1x3, òàê êàê ÷èñëî 5 ïðåäñòà-
âëÿåòñÿ áóëåâûì âåêòîðîì 101, êîòîðûé çàäàåò ïîäìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ
{x1, x3} ìíîæåñòâà {x1, x2, x3}. •

Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì Æåãàëêèíà áóëåâîé ôóíêöèè n àðãóìåíòîâ îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ π = c0c1 . . . c2n−1, è
íàîáîðîò, ëþáîé áóëåâ âåêòîð äëèíû 2n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîëèíîì
Æåãàëêèíà ôóíêöèè n àðãóìåíòîâ.
Ïðèìåð. Ïîëèíîì Æåãàëêèíà

P = 1⊕ x⊕ xz ⊕ yz ⊕ xyz = K+
0 ⊕K+

4 ⊕K+
5 ⊕K+

3 ⊕K+
7 =

= 1K+
0 ⊕ 0K+

1 ⊕ 0K+
2 ⊕ 1K+

3 ⊕ 1K+
4 ⊕ 1K+

5 ⊕ 0K+
6 ⊕ 1K+

7

ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì êîýôôèöèåíòîâ π = 10011101. •
Èç ïîñëåäíèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîëèíîìîâ

Æåãàëêèíà áóëåâûõ ôóíêöèé n àðãóìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ áó-
ëåâûõ âåêòîðîâ äëèíû 2n.
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Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Êàæäàÿ áóëåâà
ôóíêöèÿ èìååò åäèíñòâåííûé ïîëèíîì Æåãàëêèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê òîëüêî ÷òî áûëî çàìå÷åíî, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïî-
ëèíîìîâ Æåãàëêèíà áóëåâûõ ôóíêöèé n àðãóìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó áóëå-
âûõ âåêòîðîâ äëèíû 2n, òî åñòü ðàâíî 22n. Íî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé n àðãóìåíòîâ òîæå ðàâíî 22n (ïî òåîðåìå î ÷èñëå áóëåâûõ
ôóíêöèé), è êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà
(ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè ïîëèíîìà), ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäóþ áóëåâó
ôóíêöèþ ïðèõîäèòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ïîëèíîìó Æåãàëêèíà. •

Òàêèì îáðàçîì, íàðÿäó ñ ñîâåðøåííîé ÄÍÔ, ñîâåðøåííîé ÊÍÔ è ñî-
êðàùåííîé ÄÍÔ, ïîëèíîì Æåãàëêèíà ÿâëÿåòñÿ åùå îäíîé êàíîíè÷åñêîé
ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé.

15.3.2. Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà

Ðàññìîòðèì àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìàÆåãàëêèíà áóëåâîé ôóíê-
öèè, çàäàííîé ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, à èìåííî: ñîâåðøåííîé ÄÍÔ, ïðî-
èçâîëüíîé ÄÍÔ, ôîðìóëîé è òàáëèöåé èñòèííîñòè.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ïî ÑîâÄÍÔ (îñíî-
âàí íà äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà).

Íà÷àëî. Çàäàíà ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).
Øàã 1. Çàìåíÿåì êàæäûé ñèìâîë äèçúþíêöèè íà ñèìâîë äèçþíêöèè ñ

èñêëþ÷åíèåì.
Øàã 2. Çàìåíÿåì êàæäóþ ïåðåìåííóþ ñ èíâåðñèåé x ðàâíîñèëüíîé ôîð-

ìóëîé x⊕ 1.
Øàã 3. Ðàñêðûâàåì ñêîáêè.
Øàã 4. Âû÷åðêèâàåì èç ôîðìóëû ïàðû îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ.
Êîíåö. Ïîëó÷åí ïîëèíîì Æåãàëêèíà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð. Íàéäåì ïîëèíîìÆåãàëêèíà ìàæîðèòàðíîé áóëåâîé ôóíêöèè
ïî åå ñîâåðøåííîé ÄÍÔ.

ÑîâÄÍÔ = x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z =
= x y z ⊕ x y z ⊕ x y z ⊕ x y z =

= (1⊕ x) y z ⊕ x (1⊕ y) z ⊕ x y (1⊕ z) ⊕ x y z =
= y z ⊕ x y z ⊕ x z ⊕ x y z ⊕ x y ⊕ x y z ⊕ x y z =

= y z ⊕ x z ⊕ x y = P. •
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ïî ÄÍÔ (îñíîâàí
íà ðàâíîñèëüíîñòè K1 ∨K2 = K1 ⊕K2 ⊕K1K2).

Íà÷àëî. Çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ÄÍÔ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).
Øàã 1. Ðàçáèâàåì ÄÍÔ íà ïàðû êîíúþíêöèé, ïðåäïî÷òèòåëüíî îðòîãî-

íàëüíûõ (åñëè ÷èñëî êîíúþíêöèé íå÷åòíî, îäíà èç íèõ îñòàåòñÿ áåç ïàðû).
Øàã 2. Çàìåíÿåì äèçúþíêöèþ êàæäîé ïàðû êîíúþíêöèé K1 ∨K2 ôîð-

ìóëîé K1⊕K2⊕K1K2 èëè ôîðìóëîé K1⊕K2, åñëè K1 è K2 îðòîãîíàëüíû.
Øàã 3. Â ïîëó÷åííîé ôîðìóëå íàõîäèì î÷åðåäíóþ äèçúþíêöèþ A1∨A2

è çàìåíÿåì åå ôîðìóëîé A1⊕A2⊕A1A2. Ïîâòîðÿåì øàã 3 äî òåõ ïîð, ïîêà
ýòî âîçìîæíî.

Øàã 4. Çàìåíÿåì êàæäóþ ïåðåìåííóþ ñ èíâåðñèåé x ðàâíîñèëüíîé ôîð-
ìóëîé x⊕ 1.

Øàã 5. Ðàñêðûâàåì ñêîáêè.
Øàã 6. Âû÷åðêèâàåì èç ôîðìóëû ïàðû îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ.
Êîíåö. Ïîëó÷åí ïîëèíîì Æåãàëêèíà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).

Ïðèìåð. Íàéäåì ïîëèíîìÆåãàëêèíà ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèè ïî ÄÍÔ.

ÄÍÔ = x y z ∨ x z ∨ y z = (x y z ∨ x z) ∨ y z =
= (x y z ⊕ x z) ∨ y z = (x y z ⊕ x z) ⊕ y z ⊕ (x y z ⊕ x z) y z =
= x y z ⊕ x z ⊕ y z ⊕ x y z = x y (1 ⊕ z) ⊕ x z ⊕ y z ⊕ x y z =

= x y ⊕ x y z ⊕ x z ⊕ y z ⊕ x y z = x y ⊕ x z ⊕ y z = P. •���
�

���
�

Îòìåòèì, ÷òî ïîëèíîìû ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå â äâóõ ïî-
ñëåäíèõ ïðèìåðàõ, ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà êîíúþíêöèé, è ýòî
åñòåñòâåííî (ïî òåîðåìå î åäèíñòâåííîñòè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà).

Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ïî ôîðìóëå.

Ñïîñîá 1 îñíîâàí íà ïðåäâàðèòåëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè ôîðìóëû â ÄÍÔ
(ëþáûì èçâåñòíûì íàì ñïîñîáîì). Çàòåì ÄÍÔ ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîëèíîì
Æåãàëêèíà ïî òîëüêî ÷òî èçó÷åííîìó àëãîðèòìó.
Ïðèìåðû. Ïîëó÷èì ïîëèíîìûÆåãàëêèíà äâóõ ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ

ôóíêöèé: èìïëèêàöèè è ýêâèâàëåíòíîñòè, ïðåäñòàâèâ èõ ïðåäâàðèòåëüíî
êðàò÷àéøèìè ÄÍÔ.

a→ b = a ∨ b = a ⊕ b ⊕ a b = (1 ⊕ a) ⊕ b ⊕ (1 ⊕ a)b =
= 1 ⊕ a ⊕ b ⊕ b ⊕ a b = 1 ⊕ a ⊕ a b;

a ∼ b = a b ∨ a b = a b ⊕ a b = (1 ⊕ a)(1 ⊕ b) ⊕ a b =
= 1 ⊕ a ⊕ b ⊕ a b ⊕ a b = 1 ⊕ a ⊕ b. •
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëèíîìû Æåãàëêèíà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé (îñòàâèì ÷èòàòåëþ èõ âûâîä).

a ∨ b=a ⊕ b ⊕ a b a→ b=1 ⊕ a ⊕ a b

a ∼ b=1 ⊕ a ⊕ b a← b=1 ⊕ b ⊕ a b

a ↓ b=1 ⊕ a ⊕ b ⊕ a b a ↪→ b=a ⊕ a b

a/b=1 ⊕ a b a←↩ b=b ⊕ a b

Êîíñòàíòû 0 è 1, òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, à òàêæå êîíúþíêöèÿ a b è äèçú-
þíêöèÿ ñ èñêëþ÷åíèåì a ⊕ b óæå ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè Æåãàëêèíà. Ïî-
ëèíîì Æåãàëêèíà èíâåðñèè a = 1⊕ a.

Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ïðèâåäåííûõ ïîëèíîìîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷å-
íû ãîðàçäî ïðîùå, â ÷àñòíîñòè,

a ∼ b = a⊕ b = 1⊕ a⊕ b.

Ñïîñîá 2. Åñëè áóëåâà ôóíêöèé çàäàíà ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëîé, òî
åå ïîëèíîì Æåãàëêèíà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäñòàíîâêîé â ôîðìóëó âìåñòî
ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé èõ ïîëèíîìîâ.
Ïðèìåð. Íàéäåì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèè, çàäàí-

íîé ôîðìóëîé:

F = x ∼ y ← z / (x→ y) = ((x ∼ y) ← z) / (x→ y) =

[ ïîäñòàâèì â ôîðìóëó ïîëèíîì Æåãàëêèíà øòðèõà Øåôôåðà 1⊕ ab ïðè
a = (x ∼ y) ← z, b = x→ y ]

= 1 ⊕ ((x ∼ y) ← z) (x→ y) =

[ ïîäñòàâèì ïîëèíîìû Æåãàëêèíà îáðàòíîé èìïëèêàöèè 1 ⊕ b ⊕ ab ïðè
a = x ∼ y, b = z è èìïëèêàöèè 1⊕ a⊕ ab ïðè a = x, b = y ]

= 1 ⊕ (1 ⊕ z ⊕ (x ∼ y) z) (1 ⊕ x ⊕ x y) =

[ ïîäñòàâèì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ýêâèâàëåíòíîñòè 1⊕x⊕y, ðàñêðîåì ñêîá-
êè, è âû÷åðêíåì ïîÿâèâøèåñÿ ïðè ýòîì ïàðû îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ ]

= 1 ⊕ (1 ⊕ z ⊕ (1 ⊕ x ⊕ y) z) (1 ⊕ x ⊕ x y) =
= 1 ⊕ (1 ⊕ z ⊕ z ⊕ x z ⊕ y z) (1 ⊕ x ⊕ x y) =

= 1 ⊕ (1 ⊕ x z ⊕ y z) (1 ⊕ x ⊕ x y) =
= 1 ⊕ 1 ⊕ x z ⊕ y z ⊕ x ⊕ x z ⊕ x y z ⊕ x y ⊕ x y z =

�� ��
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[ çàìåíèì èíâåðñèþ åå ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà, ðàñêðîåì ñêîáêè è âû÷åðê-
íåì ïàðû îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ ]

= y z ⊕ x ⊕ x y z ⊕ x (1 ⊕ y) ⊕ x (1 ⊕ y) z =
= y z ⊕ x ⊕ x y z ⊕ x ⊕ x y ⊕ x z ⊕ x y z =

= y z ⊕ x y ⊕ x z = P. •
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Ïîëèíîì, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå ïî ñîâåðøåííîé
è ïðîèçâîëüíîé ÄÍÔ.

Ñïîñîá 3. Åñëè áóëåâà ôóíêöèé çàäàíà ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëîé, òî åå
ïîëèíîì Æåãàëêèíà ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíîå ðàçëîæåíèå
ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå. Ðàçëîæåíèåì Äýâèî íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå

áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåííîé xi:

f(x1, . . . , xn)=xi f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn)⊕
⊕(1⊕ xi) f(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn).

Ðàçëîæåíèå Äýâèî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà,
åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåì îðòîãîíàëüíû, è ÷òî xi = xi ⊕ 1.
Ïðèìåð. Íàéäåì ðàçëîæåíèå Äýâèî ïî ïåðåìåííîé x ìàæîðèòàðíîé

áóëåâîé ôóíêöèè, çàäàííîé ôîðìóëîé.

F = ((x ∼ y) ← z) / (x→ y) =
= x [((1 ∼ y) ← z) / (1→ y)] ⊕ (1⊕ x) [((0 ∼ y) ← z) / (0→ y)] =

= x [(y ← z) / y] ⊕ (1⊕ x) [y ←↩ z]. •

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü ðàçëîæå-
íèå ïîäôîðìóë, íå ÿâëÿþùèõñÿ äèçúþíêöèåé ñ èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòàð-
íûõ êîíúþíêöèé, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëà íàä {⊕,∧,− }. Åñëè â òàêîé
ôîðìóëå çàìåíèòü èíâåðñèè x íà x ⊕ 1, ðàñêðûòü ñêîáêè è âû÷åðêíóòü
ïàðû îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ, òî ïîëó÷èòñÿ ïîëèíîì Æåãàëêèíà.
Ïðèìåð. Ïðîäîëæèâ ïðåäûäóùèé ïðèìåð, ïîëó÷èì ïîëèíîìÆåãàëêè-

íà ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ïîäôîðìóëû (y ← z) / y
è y ←↩ z ïî ïåðåìåííîé y:

x [(y ← z) / y] ⊕ (1⊕ x) [y ←↩ z] =
= x [y [(1 ← z) / 0] ⊕ (1⊕ y) [(0 ← z) / 1] ]⊕
⊕ (1⊕ x) [y [0 ←↩ z] ⊕ (1⊕ y) [1 ←↩ z] ] =

= x [y ⊕ (1⊕ y) z]⊕ (1⊕ x) [y z] =
= x y ⊕ x z ⊕ x y z ⊕ y z ⊕ x y z = x y ⊕ x z ⊕ y z = P. •��

��
��
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Ïîëèíîì Æåãàëêèíà, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå.
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ïî òàáëèöå èñòèí-
íîñòè (îñíîâàí íà ìåòîäå íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì èäåþ ìåòîäà íà ïðèìåðå ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíê-
öèè äâóõ àðãóìåíòîâ f(x, y). Ïðåäñòàâèì åå ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà â ôîð-
ìå ñ êîýôôèöèåíòàìè

Pf = c0 ⊕ c1y ⊕ c2x⊕ c3xy.

Ïîäñòàâèâ â äàííîå ðàâåíñòâî íàáîðû çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó èç ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè: c0, c1, c2, c3.

f(0, 0)=c0 ⊕ c10⊕ c20⊕ c300=c0

f(0, 1)=c0 ⊕ c11⊕ c20⊕ c301=c0 ⊕ c1

f(1, 0)=c0 ⊕ c10⊕ c21⊕ c310=c0 ⊕ c2

f(1, 1)=c0 ⊕ c11⊕ c21⊕ c311=c0 ⊕ c1 ⊕ c2 ⊕ c3

Çàìåòèì, ÷òî íàáîðû ïîäñòàâëåíû â ðàâåíñòâî â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå, è
ñèñòåìà èìååò òðåóãîëüíûé âèä: â ïåðâîì óðàâíåíèè îáðàòèëèñü â íîëü
âñå ñëàãàåìûå, ñëåäóþùèå çà c0, âî âòîðîì � ñëåäóþùèå çà c1, è òàê äàëåå.
Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò c0 ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòà-
âèòü åãî â îñòàëüíûå. Òîãäà c1 ìîæíî ïîëó÷èòü èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, è
òàê äàëåå.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ôóíêöèè n àðãóìåíòîâ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà òðå-
óãîëüíîãî âèäà èç 2n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ 2n íåèçâåñòíûìè � êîýôôèöè-
åíòàìè ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.
Ïðèìåð. Íàéäåì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ìàæîðèòàðíîé áóëåâîé ôóíê-

öèè, çàäàííîé òàáëèöåé èñòèííîñòè, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ êîýôôè-
öèåíòû ïîëèíîìà è ïîäñòàâëÿÿ èõ â îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ.
x y z f = c0 ⊕ c1z ⊕ c2y ⊕ c3yz ⊕ c4x ⊕ c5xz ⊕ c6xy ⊕ c7xyz

0 0 0 0 = c0

0 0 1 0 = 0 ⊕ c1

0 1 0 0 = 0 ⊕ 0 ⊕ c2

0 1 1 1 = 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ c3

1 0 0 0 = 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 100 ⊕ c4

1 0 1 1 = 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 101 ⊕ 0 ⊕ c5

1 1 0 1 = 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 110 ⊕ 0 ⊕ 110 ⊕ c6

1 1 1 1 = 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 111 ⊕ 0 ⊕ 111 ⊕ 111 ⊕ c7

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî c0 = 0. Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé
ñëåäóåò, ÷òî c1 = 0 è c2 = 0, çíà÷èò, c1z è c2y òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Èç
÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì c3 = 1, çíà÷èò, íàäî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ
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êîíúþíêöèè c3yz â îñòàëüíûõ óðàâíåíèÿõ. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì c4 = 0,
c5 = 1, c6 = 1 è c7 = 0. Íàéäåí âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà Æåãàëêè-
íà ìàæîðèòàðíîé ôóíêöèè π = 00010110, è ñàì ïîëèíîì P = yz⊕xz⊕xy,
êîòîðûé, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå. •

15.3.3. Ëèíåéíûå áóëåâû ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé (ïðèíàäëåæèò
êëàññó L), åñëè åå ïîëèíîì Æåãàëêèíà ëèíååí.
Ïðèìåðû. Ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé: ñòåïåíü åå

ïîëèíîìà Æåãàëêèíà (xy ⊕ xz ⊕ yz) ðàâíà 2. Èç ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé ëèíåéíûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, èíâåðñèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòü. Íå
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, íàïðèìåð, øòðèõ Øåôôåðà è ñòðåëêà Ïèðñà. •

Óòâåðæäåíèå î ÷èñëå áóëåâûõ ôóíêöèé êëàññà L. ×èñëî ðàç-
ëè÷íûõ ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ, ðàâíî
2n+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëèíîì Æåãàëêèíà ëèíåéíîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn)
èìååò âèä:

P = a0 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ . . .⊕ anxn,
ãäå a0, . . . , an � áóëåâû êîíñòàíòû. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ëèíåéíûé ïî-
ëèíîì îïðåäåëÿåòñÿ áóëåâûì âåêòîðîì a0 . . . an äëèíû n + 1, è íàîáîðîò,
êàæäûé áóëåâ âåêòîð äëèíû n + 1 çàäàåò ëèíåéíûé ïîëèíîì Æåãàëêèíà
íåêîòîðîé ôóíêöèè n àðãóìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ëèíåéíûõ ïîëèíî-
ìîâ (à çíà÷èò, è ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé n àðãóìåíòîâ) ðàâíî
÷èñëó áóëåâûõ âåêòîðîâ äëèíû n+ 1, òî åñòü ðàâíî 2n+1. •

Ïðèìåð. Èç âñåõ 16 áóëåâûõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ x1, x2 8 ôóíê-
öèé (22+1) ïðèíàäëåæàò êëàññó L: 0, 1, ⊕, ∼, òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè x1

è x2 è èõ èíâåðñèè x1 è x2. •

Òåîðåìà î çàìêíóòîñòè êëàññà L. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ áóëå-
âûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóïåðïîçèöèþ ëþáûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
èç L, òî åñòü ôóíêöèþ

f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)),

è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ïðåäñòàâèì êàæäóþ èç ôóíêöèé,
îáðàçóþùèõ ñóïåðïîçèöèþ, ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà:
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f0(y1, . . . , ym)=α0 ⊕ α1y1 ⊕ . . .⊕ αmym,
f1(x1, . . . , xn)=β

1
0 ⊕ β1

1x1 ⊕ . . .⊕ β1
nxn,

· · · ,
fm(x1, . . . , xn)=β

m
0 ⊕ βm1 x1 ⊕ . . .⊕ βmn xn.

Ïîäñòàâèâ ýòè ïîëèíîìû â ñóïåðïîçèöèþ, ïîëó÷èì:

f(x1, . . . , xn) = α0 ⊕ α1f1(x1, . . . , xn)⊕ . . .⊕ αmfm(x1, . . . , xn) =
= α0 ⊕ α1(β

1
0 ⊕ β1

1x1 ⊕ . . .⊕ β1
nxn)⊕ . . .

. . .⊕ αm(βm0 ⊕ βm1 x1 ⊕ . . .⊕ βmn xn) =
= (α0 ⊕ α1β

1
0 ⊕ . . .⊕ αmβm0 )⊕

⊕(α1β
1
1 ⊕ . . .⊕ αmβm1 )x1 ⊕ . . .⊕ (α1β

1
n ⊕ . . .⊕ αmβmn )xn.

Ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåé ôîðìóëå êàæäàÿ ñêîáêà åñòü áóëåâà êîíñòàíòà, òî
ïîëó÷åí ëèíåéíûé ïîëèíîì Æåãàëêèíà. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ëè-
íåéíàÿ, è êëàññ L çàìêíóò. •

Ëåììà î íåëèíåéíîé áóëåâîé ôóíêöèè. Åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ
íåëèíåéíàÿ, òî èç íåå ïîäñòàíîâêîé âìåñòî àðãóìåíòîâ êîíñòàíò, ïåðåìåí-
íûõ x, y, èõ èíâåðñèé x, y è, âîçìîæíî, èíâåðñèåé ñàìîé ôóíêöèè ìîæíî
ïîëó÷èòü êîíúþíêöèþ x y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëèíîì Æåãàëêèíà íåëèíåéíîé ôóíê-
öèè f(x1, . . . , xn). Âûáåðåì â íåì êîíúþíêöèþ K ðàíãà áîëüøå åäèíèöû
(òàêàÿ êîíúþíêöèÿ ñóùåñòâóåò, òàê êàê ôóíêöèÿ íåëèíåéíà). Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî K ñîäåðæèò ïåðåìåííûå x1, x2. Ðàçîáüåì
ìíîæåñòâî êîíúþíêöèé ïîëèíîìà íà ÷åòûðå ãðóïïû:
� ïåðâóþ îáðàçóåì èç êîíúþíêöèé, ñîäåðæàùèõ x1 è x2,
� âòîðóþ � èç êîíúþíêöèé, ñîäåðæàùèõ x1 è íå ñîäåðæàùèõ x2,
� òðåòüþ � èç êîíúþíêöèé, ñîäåðæàùèõ x2 è íå ñîäåðæàùèõ x1,
� îñòàëüíûå êîíúþíêöèè îòíåñåì ê ÷åòâåðòîé ãðóïïå.

Â ïåðâûõ òðåõ ãðóïïàõ âûíåñåì çà ñêîáêè ñîîòâåòñòâåííî x1x2, x1 è x2:

f(x1, . . . , xn) = x1x2p(x3, . . . , xn)⊕ x1q(x3, . . . , xn)⊕
⊕x2r(x3, . . . , xn)⊕ s(x3, . . . , xn).

Ïåðâàÿ ãðóïïà íå ïóñòà, òàê êàê åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êîíúþíê-
öèÿ K, ñîäåðæàùàÿ x1 è x2. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ íàáîð a3 . . . an òàêîé, ÷òî
p(a3, . . . , an) = 1. Ïîäñòàâèì åãî â ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) (ïîäñòàíîâêà êîí-
ñòàíò äîïóñòèìà ïî óñëîâèþ òåîðåìû):

f(x1, x2, a3, . . . , an) = x1x2 ⊕ x1q(a3, . . . , an)⊕ x2r(a3, . . . , an)⊕
⊕s(a3, . . . , an) = x1x2 ⊕ x1a⊕ x2b⊕ c,

ãäå a, b, c � áóëåâû êîíñòàíòû.
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Åñëè a = b = c = 0, êîíúþíêöèÿ ïîëó÷åíà. Èíà÷å ïîëîæèì â ïîñëåäíåé
ôîðìóëå x1 = x ⊕ b, è x2 = y ⊕ a (ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûõ x, y è èõ
èíâåðñèé x⊕ 1, y ⊕ 1 äîïóñòèìà ïî óñëîâèþ òåîðåìû), ðàñêðîåì ñêîáêè è
óäàëèì ïàðû îäèíàêîâûõ êîíúþíêöèé:

(x ⊕ b)(y ⊕ a) ⊕ (x ⊕ b)a ⊕ (y ⊕ a)b ⊕ c =
= xy ⊕ ax ⊕ by ⊕ ab ⊕ ax ⊕ ab ⊕ by ⊕ ab ⊕ c =

= xy ⊕ ab ⊕ c = xy ⊕ d = g(x, y).
��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

Åñëè áóëåâà êîíñòàíòà d = 0, êîíúþíêöèÿ xy ïîëó÷åíà. Èíà÷å ôóíêöèÿ
g(x, y) = xy. Òîãäà, èíâåðòèðîâàâ èñõîäíóþ ôóíêöèþ (÷òî äîïóñòèìî ïî
óñëîâèþ òåîðåìû), ïîëó÷èì êîíúþíêöèþ xy. •

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ, çàäàííóþ ïîëèíî-
ìîì Æåãàëêèíà.

P = x1x2x3x4 ⊕ x1x4 ⊕ x1x2x3 ⊕ x2x4 ⊕ x1x3 ⊕ x3x4 ⊕ 1 =

[ âûáåðåì ïåðâóþ êîíúþíêöèþ x1x2x3x4, â íåé âûáåðåì ïåðåìåííûå x1, x2

è ñãðóïïèðóåì êîíúþíêöèè ]

=x1x2(x3x4 ⊕ x3)⊕x1(x4 ⊕ x3)⊕x2x4⊕(x3x4 ⊕ 1)=
p q r s

[ p(x3, x4) = 1 ïðè x3 = 1, x4 = 0, ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â
ôîðìóëó ]

= x1x2 ⊕ x1(0⊕ 1)⊕x20⊕(10⊕ 1)= x1x2 ⊕ x1 ⊕ 1 =
a b c

[ ïîëîæèì x1 = x⊕ b = x, x2 = y ⊕ a = y ⊕ 1 ]

= x(y ⊕ 1)⊕ x⊕ 1 = xy ⊕ x⊕ x⊕ 1 = xy⊕ 1.
d

Èíâåðòèðîâàâ èñõîäíóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì êîíúþíêöèþ xy. •

15.4. Êëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ñàìîäâîéñòâåííà (ïðè-
íàäëåæèò êëàññó S), åñëè îíà ðàâíà äâîéñòâåííîé ñåáå ôóíêöèè, òî åñòü

f(x1, . . . , xn) = f ∗(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).



140

Ïðèìåðû. Ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ ñàìîäâîéñòâåííà:

x y z f(x, y, z) f ∗(x, y, z)

0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

Èç ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ñàìîäâîéñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü òîæäåñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ è èíâåðñèÿ. Îñòàëüíûå ôóíêöèè, â ÷àñòíîñòè, øòðèõ Øåô-
ôåðà è ñòðåëêà Ïèðñà, íåñàìîäâîéñòâåííû. •

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè, çàäàí-
íîé òàáëèöåé èñòèííîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ñàìîäâîéñòâåí-
íîñòè áóëåâîé ôóíêöèè ìîæíî íå ïîëó÷àòü äâîéñòâåííóþ åé ôóíêöèþ â
ÿâíîì âèäå, à ëèøü ñðàâíèâàòü çíà÷åíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ íàáîðàõ. Ôóíêöèÿ ñàìîäâîéñòâåííà, åñëè è òîëüêî åñëè íà ïðîòè-
âîïîëîæíûõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò ïðîòèâîïîëîæûå çíà÷åíèÿ.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåñàìîäâîéñòâåííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè.
Åñëè ÷èñëî åäèíèö â ñòîëáöå çíà÷åíèé ôóíêöèè íå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
íóëåé, òî ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. •

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì òðè áóëåâû ôóíêöèè.

x y z f(x, y, z) g(x, y, z) h(x, y, z)

0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0
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Äëÿ ôóíêöèè f(x, y, z) âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåñàìîäâîéñòâåí-
íîñòè. Äëÿ îñòàëüíûõ îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ g(x, y, z)
íåñàìîäâîéñòâåííà, òàê êàê íà ïåðâîì è ïîñëåäíåì íàáîðàõ ïðèíèìàåò îäè-
íàêîâûå çíà÷åíèÿ, à ôóíêöèÿ h(x, y, z) ñàìîäâîéñòâåííà. •

Óòâåðæäåíèå î ÷èñëå ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
×èñëî ðàçëè÷íûõ ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n
ïåðåìåííûõ, ðàâíî 22n−1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ n àðãóìåí-
òîâ, çàäàííóþ òàáëèöåé èñòèííîñòè. Åñëè íà ïåðâîì íàáîðå îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå a, òî, ñîãëàñíî ñâîéñòâó ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè, íà ïîñëåä-
íåì íàáîðå (ïðîòèâîïîëîæíîì ïåðâîìó) îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå a. Òî æå
ìîæíî ñêàçàòü î âòîðîì è ïðåäïîñëåäíåì íàáîðàõ, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðà-
çîì, ñàñîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíåé ïîëîâè-
íîé ñâîåãî ñòîëáöà çíà÷åíèé, òî åñòü áóëåâûì âåêòîðîì äëèíû 2n/2 = 2n−1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé n ïåðåìåí-
íûõ ðàâíî 22n−1

. •

Ïðèìåð. Èç âñåõ 16 áóëåâûõ ôóíêöèé äâóõ àðãóìåíòîâ x1, x2 4 ôóíê-
öèè (222−1

) ïðèíàäëåæàò êëàññó S: òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè x1 è x2 è èõ
èíâåðñèè x1 è x2. •

Òåîðåìà î çàìêíóòîñòè êëàññà S. Ìíîæåñòâî âñåõ ñàìîäâîéñòâåí-
íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóïåðïîçèöèþ ëþáûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
èç S, òî åñòü ôóíêöèþ

f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)),

è ïîêàæåì, ÷òî îíà ñàìîäâîéñòâåííà. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì äâîéñòâåííî-
ñòè, ïîëó÷èì ôóíêöèþ, äâîéñòâåííóþ f(x1, . . . , xn).

f ∗(x1, . . . , xn) = f ∗0 (f ∗1 (x1, . . . , xn), . . . , f
∗
m(x1, . . . , xn)) =

[ ó÷òåì, ÷òî êàæäàÿ èç ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ ñóïåðïîçèöèþ, ñàìîäâîé-
ñòâåííà ]

= f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) = f(x1, . . . , xn).

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî f ∗(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn), çíà÷èò, f(x1, . . . , xn)
ñàìîäâîéñòâåííà, è êëàññ S çàìêíóò. •
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Ëåììà î íåñàìîäâîéñòâåííîé áóëåâîé ôóíêöèè. Åñëè áóëåâà
ôóíêöèÿ íåñàìîäâîéñòâåííà, òî èç íåå ïîäñòàíîâêîé âìåñòî àðãóìåíòîâ
ïåðåìåííîé x è åå èíâåðñèè x ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî êîíñòàíòó 0, ëèáî
êîíñòàíòó 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåñàìîäâîéñòâåííóþ áóëåâó ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn). Äëÿ íåå ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð a1 . . . an, ÷òî

f(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an).

Çàìåíèì êàæäûé àðãóìåíò xi ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íà xai, (ïîäñòàíîâêà
ïåðåìåííîé x è åå èíâåðñèè x äîïóñòèìà ïî óñëîâèþ òåîðåìû). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ôóíêöèþ îäíîãî àðãóìåíòà

g(x) = f(xa1, . . . , xan).

Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Çàìåòèì, ÷òî 0a = a, 1a = a (ïðî-
âåðêà ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ).

g(0) = f(0a1, . . . , 0an) = f(a1, . . . , an),
g(1) = f(1a1, . . . , 1an) = f(a1, . . . , an).

Íî íàáîð a1 . . . an âûáðàí òàê, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî,
g(0) = g(1), è êîíñòàíòà ïîëó÷åíà. •

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(y, z) = y ↓ z. Îíà íåñàìîäâîéñòâåí-
íà, òàê êàê íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ 01 è 10 ïðèíèìàåò îäíî è òî æå
çíà÷åíèå 0. Â êà÷åñòâå íàáîðà a1a2 âîçüìåì íàáîð 01. Ïîëîæèì y = x0 = x

è z = x1 = x, ïîëó÷èì

g(x) = f(x, x) = x ↓ x = 0.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðåâ ôóíêöèþ h(y, z) = y/z, êîòîðàÿ íà òåõ æå ïðîòè-
âîïîëîæíûõ íàáîðàõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, ïîëó÷èì:

g(x) = h(x, x) = x/x = 1. •

15.5. Êëàññ ìîíîòîííûõ áóëåâûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîíííîé
(ïðèíàäëåæèò êëàññó M), åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû íàáîðîâ α è β òàêèõ, ÷òî
α � β, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(α) ≤ f(β) (íàçîâåì åãî óñëîâèåì ìîíîòîí-
íîñòè).
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Ïðèìåðû. Èññëåäóåì ìàæîðèòàðíóþ áóëåâó ôóíêöèþ.

x y z f(x, y, z)

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Ïåðåáîð ïàð íà÷íåì ñ íàáîðîâ α = 000 è β = 001: äëÿ íèõ α � β è âûïîë-
íåíî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè f(000) = f(001). Îòìåòèì, ÷òî íàáîð α òàêîâ,
÷òî ëþáîé äðóãîé íàáîð β ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëåì α, è, êàçàëîñü áû, ñëå-
äóåò àíàëèçèðîâàòü êàæäóþ èç ýòèõ ïàð. Îäíàêî f(α) = 0, ïîýòîìó óñëîâèå
f(α) ≤ f(β) áóäåò âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà β. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå α
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèøü òå íàáîðû, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå åäèíèöà: 011, 101, 110 è 111. Êðîìå òîãî, íàáîðû â òàáëèöå èñòèí-
íîñòè ðàñïîëîæåíû â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå, çíà÷èò, íàáîðû-ïîñëåäîâàòåëè
ëåæàò íèæå ïðåäøåñòâåííèêîâ. Íàáîð α = 011 èìååò åäèíñòâåííîãî ïîñëå-
äîâàòåëÿ β = 111 è f(011) = f(111), òî åñòü óñëîâèå ìîíîòîííîñòè äëÿ
ýòîé ïàðû íå íàðóøåíî. Ðàññìîòðèì îñòàëüíûå âîçìîæíûå ïàðû íàáîðîâ:
α = 101, β = 111 è α = 110, β = 111 (íàáîð α = 111 ïîñëåäîâàòåëåé íå
èìååò). Äëÿ íèõ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè òàêæå íå íàðóøåíî. Çíà÷èò, ìàæî-
ðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ ìîíîòîííà.

Èç ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ìîíîòîííûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
êîíúþíêöèÿ è äèçúþíêöèÿ. Íå ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè, íàïðèìåð, øòðèõ
Øåôôåðà è ñòðåëêà Ïèðñà. •

Â îáùåì ñëó÷àå íàáîð èìååò íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëåé, è äëÿ âñåõ òà-
êèõ ïàð íàäî ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè. ×òîáû ñôîð-
ìóëèðîâàòü áîëåå ïðîñòîé àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè,
äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ê òîìó æå áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ëåììû î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè.

Óòâåðæäåíèå î óñëîâèè íåìîíîòîííîñòè. Äëÿ ëþáîé ïàðû íàáîðîâ
α è β òàêèõ, ÷òî α � β è f(α) > f(β), íàéäåòñÿ ïàðà ñîñåäíèõ íàáîðîâ
α′, β′ ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè: α′ � β′ è f(α′) > f(β′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α è β � ñîñåäè, òî óòâåðæäåíèå âåðíî (α′ = α,
β′ = β). Èíà÷å âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå d (ïî Õýììèíãó) ìåæäó íàáîðàìè
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α = a1 . . . an è β = b1 . . . bn è íà÷íåì ñòðîèòü öåïî÷êó íàáîðîâ γ0, . . . , γd
òàêóþ, ÷òî

α = γ0 � γ1 � . . . � γd−1 � γd = β,

è ëþáûå äâà ðàñïîëîæåííûõ ðÿäîì íàáîðà γi−1, γi (i = 1, . . . , d) ÿâëÿþòñÿ
ñîñåäÿìè. Î÷åðåäíîé íàáîð γi ïîëó÷èì èç ïðåäûäóùåãî íàáîðà γi−1 çà-
ìåíîé çíà÷åíèÿ îäíîé èç îðòîãîíàëüíûõ êîìïîíåíò íàáîðîâ γi−1 è β (ýòî
áóäåò çàìåíà 0 íà 1, òàê êàê α � β), çàòåì ïðîâåðèì óñëîâèå íåìîíîòîííî-
ñòè f(γi−1) > f(γi). Åñëè îíî âûïîëíåíî, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî (α′ = γi−1,
β′ = γi). Èíà÷å ïîëó÷èì è èññëåäóåì î÷åðåäíîé íàáîð. Â õóäøåì ñëó÷àå,
êîãäà ïîñòîÿííî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìîíîòîííîñòè, èìååì

f(α) = f(γ1) = . . . = f(γd−1),

íî òîãäà f(γd−1) = 1 è f(β) = 0, çíà÷èò, óñëîâèå íåìîíîòîííîñòè âûïîë-
íèòñÿ äëÿ ïîñëåäíåé ïàðû: α′ = γd−1 è β′ = γd = β. •

Ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíà ïàðà áóëåâûõ âåêòîðîâ
α = 1000001
β = 1110111

, òîãäà öå-

ïî÷êà ñîñåäåé ìîæåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

α =1000001= γ0

1100001= γ1

1110001= γ2 γ0 � γ1 � γ2 � γ3 � γ4

1110101= γ3

β =1110111= γ4

Åñëè f(α) > f(β), òî ñìåíà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñ 1 íà 0 ïðîèçîéäåò ïî êðàé-
íåé ìåðå íà îäíîé èç ÷åòûðåõ ïàð ñîñåäåé. •

Àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ ìîíîòîííîé áóëåâîé ôóíêöèè (îñíî-
âàí íà óòâåðæäåíèè î óñëîâèè íåìîíîòîííîñòè).

Íà÷àëî. Çàäàíà òàáëèöà èñòèííîñòè áóëåâîé ôóíêöèè.
Øàã 1. Ñðàâíèâàåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà íàáîðàõ, ñîñåäíèõ ïî ïåðâîé

ïåðåìåííîé, òî åñòü âåðõíþþ ïîëîâèíó ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè (âåêòîð
ϕ1) ñ íèæíåé ïîëîâèíîé (âåêòîð ψ1). Åñëè óñëîâèå ϕ1 � ψ1 íàðóøåíî, òî
ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà, èäåì íà êîíåö.

Øàã 2. Ñðàâíèâàåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà íàáîðàõ, ñîñåäíèõ ïî âòîðîé
ïåðåìåííîé, òî åñòü âåðõíèå ÷åòâåðòèíû ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè (âåêòî-
ðû ϕ′2, ϕ

′′
2) ñ íèæíèìè ÷åòâåðòèíàìè (âåêòîðàìè ψ

′
2, ψ

′′
2) â êàæäîé ïîëîâèíå.

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé ϕ′2 � ψ′2 è ϕ
′′
2 � ψ′′2 íàðóøåíî, òî ôóíêöèÿ íå

ìîíîòîííà, èäåì íà êîíåö.
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Øàãè 3�n. Àíàëîãè÷íî ñðàâíèâàåì âîñüìûå, øåñòíàäöàòûå ÷àñòè, è òàê
äàëåå. Åñëè íè îäíî èç ïðîâåðÿåìûõ óñëîâèé íå íàðóøåíî, òî ôóíêöèÿ
ìîíîòîííà.

Êîíåö.

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì äâå áóëåâûõ ôóíêöèè (ïåðâàÿ � ìàæîðèòàðíàÿ).
x y z f(x, y, z) g(x, y, z)
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 ϕ′2
0 1 0 0 1 ψ′2
0 1 1 1 0 ϕ1

1 0 0 0 0 ψ1

1 0 1 1 1 ϕ′′2
1 1 0 1 1 ψ′′2
1 1 1 1 1

Ïðîâåðèì íà ìîíîòîííîñòü ìàæîðèòàðíóþ ôóíêöèþ. Ñðàâíèâàåì ïîëî-
âèíû ñòîëáöà çíà÷åíèé: ϕ1 = 0001 � 0111 = ψ1. Ñðàâíèâàåì ÷åòâåðòèíû:
ϕ′2 = 00 � 01 = ψ′2, ϕ

′′
2 = 01 � 11 = ψ′′2 . Ñðàâíèâàåì îñüìóøêè: 0 � 0,

0 � 1, 0 � 1, 1 � 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ ìîíîòîííà.
Ïðîâåðèì íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèþ g(x, y, z). Ñðàâíèâàåì ïîëîâèíû

ñòîëáöà çíà÷åíèé: ϕ1 = 0110 � 0111 = ψ1. Ñðàâíèâàåì ÷åòâåðòèíû: òàê
êàê ϕ′2 = 01 íå ïðåäøåñòâóåò ψ′2 = 10, ôóíêöèÿ g(x, y, z) íå ìîíîòîííà. •

Òåîðåìà î çàìêíóòîñòè êëàññà M. Ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóïåðïîçèöèþ ëþáûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
èçM, òî åñòü ôóíêöèþ

f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)),

è ïîêàæåì, ÷òî îíà ìîíîòîííà. Ïîäñòàâèì â ñóïåðïîçèöèþ ëþáóþ ïàðó
íàáîðîâ α è β òàêèõ, ÷òî α � β, ïîëó÷èì:

f(α) = f0(f1(α), . . . , fm(α)) = f0(γ),
f(β) = f0(f1(β), . . . , fm(β)) = f0(δ),

ãäå γ è δ � áóëåâû âåêòîðû. Òàê êàê α � β, è áóëåâû ôóíêöèè f1(x1, . . . , xn),
. . .,fm(x1, . . . , xn) ìîíîòîííû, òî γ � δ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f0(y1, . . . , ym)
òàêæå ìîíîòîííà, òî f0(γ) ≤ f0(δ), ñëåäîâàòåëüíî, f(α) ≤ f(β), òî åñòü
f(x1, . . . , xn) ìîíîòîííà, è êëàññ M çàìêíóò. •
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Ëåììà î íåìîíîòîííîé áóëåâîé ôóíêöèè. Åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ
íåìîíîòîííà, òî èç íåå ïîäñòàíîâêîé âìåñòî àðãóìåíòîâ êîíñòàíò 0 è 1 è
ïåðåìåííîé x ìîæíî ïîëó÷èòü èíâåðñèþ ïåðåìåííîé x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåìîíîòîííóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn). Ñî-
ãëàñíî óòâåðæäåíèþ î óñëîâèè íåìîíîòîííîñòè, ñóùåñòâóåò ïàðà ñîñåäíèõ
íàáîðîâ α = a1 . . . an è β = b1 . . . bn òàêèõ, ÷òî α � β è f(α) > f(β), òî åñòü

f(α) = 1, f(β) = 0.

Ïóñòü α è β � ñîñåäè ïî k-é êîìïîíåíòå, òîãäà

ak = 0, bk = 1.

Ïîäñòàâèì â ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) âìåñòî êàæäîãî àðãóìåíòà xi ëèáî êîí-
ñòàíòó ai, åñëè i 6= k, ëèáî ïåðåìåííóþ x, åñëè i = k (ïîäñòàíîâêà êîíñòàí-
òû è ïåðåìåííîé äîïóñòèìà ïî óñëîâèþ òåîðåìû). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ôóíêöèþ îäíîãî àðãóìåíòà

g(x) = f(a1, . . . , ak−1, x, ak+1, . . . , an).

Ïîêàæåì, ÷òî g(x) = x:

g(0)= f(a1, . . . , ak−1, 0, ak+1, . . . , an) = [ ó÷òåì, ÷òî ak = 0 ] =
=f(a1, . . . , ak−1, ak, ak+1, . . . , an)= f(α) = 1,

g(1)= f(a1, . . . , ak−1, 1, ak+1, . . . , an) = [ ó÷òåì, ÷òî bk = 1 ] =
= f(b1, . . . , bk−1, bk, bk+1, . . . , bn) = f(β) = 0.

Èòàê, èíâåðñèÿ x ïîëó÷åíà. •

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(y, z) = y ↓ z.
y z y ↓ z
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

Îíà íåìîíîòîííà, òàê êàê ñóùåñòâóåò ïàðà íàáîðîâ α = 00 è β = 10 òàêèõ,
÷òî α � β è f(α) > f(β). Òàê êàê α è β � ñîñåäè ïî ïåðâîé êîìïîíåíòå,
òî, ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû, ïîëîæèì y = x è ïîäñòàâèì âìåñòî z
êîíñòàíòó 0, ïîëó÷èì:

g(x) = f(x, 0) = x ↓ 0 = x. •
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15.6. Òàáëèöà íåïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé çàìêíóòûì êëàññàì

Ïîñòðîèì òàáëèöó, ñòðîêàì êîòîðîé ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåí-
òàðíûå áóëåâû ôóíêöèè, à ñòîëáöàì � çàìêíóòûå êëàññû. Çíàêîì ìèíóñ
îòìåòèì íåïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåìó êëàññó.

T 0 T 1 L S M T 0 T 1 L S M
0 − − x ∼ y − − −
1 − − x→ y − − − −
x x ↪→ y − − − −
x − − − x← y − − − −
xy − − x←↩ y − − − −
x ∨ y − − x ↓ y − − − − −
x⊕ y − − − x/y − − − − −
Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò âñåì çàìêíóòûì

êëàññàì, à øòðèõ Øåôôåðà è ñòðåëêà Ïèðñà íå ïðèíàäëåæàò íè îäíîìó.

15.7. Óïðàæíåíèÿ

Óïð. 1. Ïðîâåðèòü òàáëèöó íåïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
çàìêíóòûì êëàññàì.
Óïð. 2.Ìîæåò ëè áûòü ìîíîòîííîé ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàí-

òó 0 è íå ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàíòó 1?
Óïð. 3. Ìîæåò ëè áûòü ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ êîí-

ñòàíòó 0 è íå ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàíòó 1?
Óïð. 4. Âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæàò ëè êëàññàì T 0 è T 1 ôóíêöèè:

F9 = x ↓ y ←↩ (x ∼ z) F11 = y ↓ (x ∼ yz) ↪→ z

F10 = x⊕ y ⊕ z F12 = x/(z ← y) ∨ xy

x y z f1 f2 f3 f4

0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 1 1
1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 0

x

y
z

• • • •
• • •

f5

x

y
z

• • •
• • •

f6

x

y
z

• • •
•

f7

x

y
z

• • •
•

f8

Óïð. 5. ßâëÿþòñÿ ëè ñàìîäâîéñòâåííûìè ôóíêöèè èç óïð. 4?
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Óïð. 6. ßâëÿþòñÿ ëè ìîíîòîííûìè ôóíêöèè èç óïð. 4?
Óïð. 7. Ïîëó÷èòü ïîëèíîìû Æåãàëêèíà ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíê-

öèé äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
Óïð. 8. Íàéòè ïîëèíîìû Æåãàëêèíà ôóíêöèé, çàäàííûõ òàáëèöàìè

èñòèííîñòè èç óïð. 4, èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Îïðåäåëèòü, êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.
Óïð. 9. Íàéòè ñîâåðøåííûå ÄÍÔ ôóíêöèé, çàäàííûõ ìàòðèöàìè Ãðåÿ

èç óïð. 4, è ïîëó÷èòü èç íèõ ïîëèíîìû Æåãàëêèíà. Îïðåäåëèòü, êàêèå èç
ôóíêöèé ïðèíàäëåæàò êëàññó L.
Óïð. 10. Íàéòè êðàò÷àéøèå ÄÍÔ ôóíêöèé, çàäàííûõ ìàòðèöàìè Ãðåÿ

èç óïð. 4, è ïîëó÷èòü èç íèõ ïîëèíîìû Æåãàëêèíà. Ñðàâíèòü èõ ñ ïîëèíî-
ìàìè, ïîëó÷åííûìè â óïð. 9.
Óïð. 11. Ïîëó÷èòü ïîëèíîìûÆåãàëêèíà ôóíêöèé, çàäàííûõ ôîðìóëà-

ìè èç óïð. 4, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Äýâèî. Îïðåäåëèòü, êàêèå èç ôóíêöèé
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.
Óïð. 12. Ïîëó÷èòü ïîëèíîìû Æåãàëêèíà ôóíêöèé, çàäàííûõ ôîðìó-

ëàìè èç óïð. 4, ïîäñòàíîâêîé ïîëèíîìîâ ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Ñðàâíèòü èõ ñ ðåçóëüòàòàìè èç óïð. 11.
Óïð. 13. Íàéòè ÄÍÔ ôóíêöèé, çàäàííûõ ôîðìóëàìè èç óïð. 4, è ïî-

ëó÷èòü èç íèõ ïîëèíîìû Æåãàëêèíà. Ñðàâíèòü èõ ñ ïîëèíîìàìè, ïîëó÷åí-
íûìè â óïð. 11, 12.

16. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû áóëåâûõ
ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé N íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîë-
íîé ñèñòåìîé (ÔÏÑ), åñëè ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà ñóïåðïî-
çèöèåé ôóíêöèé èç N .

Äîãîâîðèìñÿ îïóñêàòü àðãóìåíòû ïðè ïåðå÷èñëåíèè ôóíêöèé ìíîæå-
ñòâà N è ðàññìàòðèâàòü òåðìèí �ñèñòåìà� â äàííîì êîíòåêñòå êàê ñèíîíèì
ìíîæåñòâà.
Ïðèìåð 1. Ìíîæåñòâî N1 = {∨,∧,− } ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîë-

íîé ñèñòåìîé, òàê êàê ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ, êðîìå êîíñòàíòû 0, ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñîâåðøåííîé ÄÍÔ, òî åñòü ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç N1, à
êîíñòàíòó 0 � ôîðìóëîé xx. •
Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî N2 = {∧,⊕, 1} ÿâëÿåòñÿ ÔÏÑ, òàê êàê ëþáóþ

áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîëèíîìîìÆåãàëêèíà, òî åñòü ñóïåð-
ïîçèöèåé ôóíêöèé èç N2, à ïîëèíîì 0 � ôîðìóëîé 1⊕ 1. •
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ñâîäèòü âîïðîñ î ôóíêöèîíàëüíîé ïîë-
íîòå îäíèõ ñèñòåì ê âîïðîñó î ïîëíîòå äðóãèõ ñèñòåì.

Òåîðåìà î äâóõ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûõ ñèñòåìàõ. Åñëè äàíû äâà
ìíîæåñòâà N1 è N2 áóëåâûõ ôóíêöèé è èçâåñòíî, ÷òî N1 � ôóíêöèîíàëü-
íî ïîëíàÿ ñèñòåìà, à êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç N1 ïðåäñòàâèìà ñóïåðïîçèöèåé
ôóíêöèé èç N2, òî N2 òîæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé ñèñòåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn). Îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç
ìíîæåñòâà N1 = {f0, f1, . . . , fm}, òàê êàê N1 � ÔÏÑ:

f(x1, . . . , xn) = f0(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)).

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû êàæäàÿ èç ôóíêöèé f0, f1, . . ., fm ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç N2, çíà÷èò, ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ïðåä-
ñòàâèìà ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç N2, ñëåäîâàòåëüíî, N2 � ÔÏÑ. •

Ïðèìåð 1. N1 = {∧,− ,∨},N2 = {∧,− }. Êàê ïîêàçàíî ðàíåå, N1 � ÔÏÑ.
Êîíúþíêöèÿ è èíâåðñèÿ ñîäåðæàòñÿ â N2, à äèçúþíêöèÿ ïðåäñòàâèìà ñó-
ïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç N2: x ∨ y = x y, çíà÷èò, N2 � ÔÏÑ. •
Ïðèìåð 2. N1 = {∧,− }, N2 = {↓}. Êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïðè-

ìåðå, N1 � ÔÏÑ. Èíâåðñèÿ è êîíúþíêöèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñó-
ïåðïîçèöèåé ñòðåëêè Ïèðñà: x = x ↓ x, xy = x ∨ y = (x ↓ x) ↓ (y ↓ y),
ñëåäîâàòåëüíî N2 � ÔÏÑ. •

16.1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ôóíêöèîíàëüíîé
ïîëíîòû

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îäíîãî èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ òåîðèè áóëåâûõ
ôóíêöèé � âîïðîñà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ïîëíîòû ñèñòåì
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ýòîò âîïðîñ âàæåí êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
èáî ìàòåìàòèêà âñåãäà èíòåðåñóåò âîïðîñ î âîçìîæíîñòè âûðàæåíèÿ îäíèõ
ôóíêöèé ÷åðåç äðóãèå, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïðè âûáîðå
òàê íàçûâàåìîé ýëåìåíòíîé áàçû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ñõåì. Áàçà
äîëæíà áûòü ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé, ÷òîáû èç åå ýëåìåíòîâ ìîæíî áûëî
ïîñòðîèòü ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ëþáûå áóëåâû ôóíêöèè.
Ïðèìåð. Ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ëîãè÷åñêîé ñõå-

ìîé èç ñòðåëîê Ïèðñà, òàê êàê ìíîæåñòâî N = {↓}, êàê ïîêàçàíî â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå, ôóíêöèîíàëüíî ïîëíî. •
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Òåîðåìà Ïîñòà�ßáëîíñêîãî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíê-
öèé N áûëà ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà
íå ñîäåðæàëàñü öåëèêîì íè â îäíîì èç ïÿòè çàìêíóòûõ êëàññîâ T 0, T 1,
L, S è M, òî åñòü ÷òîáû ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé N ñîäåðæàëà õîòÿ
áû îäíó ôóíêöèþ, íå ñîõðàíÿþùóþ êîíñòàíòó 0, õîòÿ áû îäíó ôóíêöèþ,
íå ñîõðàíÿþùóþ êîíñòàíòó 1, õîòÿ áû îäíó íåëèíåéíóþ, õîòÿ áû îäíó
íåñàìîäâîéñòâåííóþ è õîòÿ áû îäíó íåìîíîòîííóþ ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè . Äàíî: ôóíêöèîíàëüíî ïîëíàÿ ñèñòåìà
N . Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî N íå ñîäåðæèòñÿ öåëèêîì íè â îäíîì èç ïÿòè
çàìêíóòûõ êëàññîâ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî N ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåñàìîäâîéñòâåííóþ
ôóíêöèþ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü â N âñå ôóíêöèè ñàìîäâîéñòâåí-
íû. Òàê êàê êëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé çàìêíóò, òî ëþáàÿ ñóïåðïî-
çèöèÿ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, è íèêàêàÿ
íåñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàêîé ñóïåðïî-
çèöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, N íå ÿâëÿåòñÿ ÔÏÑ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
òåîðåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî N ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåñàìîäâîéñòâåííóþ
ôóíêöèþ.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî N ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó ôóíêöèþ, íå
ñîõðàíÿþùóþ êîíñòàíòó 0, õîòÿ áû îäíó ôóíêöèþ, íå ñîõðàíÿþùóþ êîí-
ñòàíòó 1, õîòÿ áû îäíó íåëèíåéíóþ, è õîòÿ áû îäíó íåìîíîòîííóþ ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè . Äàíî: ìíîæåñòâî N , êîòîðîå íå ñî-
äåðæèòñÿ öåëèêîì íè â îäíîì èç ïÿòè çàìêíóòûõ êëàññîâ. Äîêàçàòü, ÷òî
N � ÔÏÑ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ôóíêöèé ìíîæåñòâà N :
f0 � ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàíòó 0;
f1 � ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿþùàÿ êîíñòàíòó 1;
fL � íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ;
fS � íåñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ;
fM � íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ.
Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà ôóíêöèé: N1 = {∧,− } è çàäàííîå ìíîæåñòâî

N , è ïðèìåíèì ê íèì òåîðåìó î äâóõ ÔÏÑ. N1 ÿâëÿåòñÿ ÔÏÑ, êàê áûëî
ïîêàçàíî â îäíîì èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ; N áóäåò ÔÏÑ, åñëè êàæäàÿ
èç ôóíêöèé N1 ïðåäñòàâèìà ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç N . Ïîêàæåì, ÷òî
êîíúþíêöèþ è èíâåðñèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèè f0, f1, fL, fS, fM ,
èñïîëüçóÿ ëåììû î ôóíêöèè, íå ñîõðàíÿþùåé êîíñòàíòó 0, î íåëèíåéíîé,
íåñàìîäâîéñòâåííîé è íåìîíîòîííîé ôóíêöèÿõ.
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Ñëåäóþùàÿ ñõåìà íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò äîêàçàòåëüñòâî. Â íåé ñëå-
äîì çà çíàêîì ôóíêöèè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîêàçàíû äîïóñòèìûå ïî
óñëîâèÿì ëåììû ïîäñòàíîâêè, à ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà � ïîëó÷àåìûé ïî
ëåììå ðåçóëüòàò.
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Íà÷íåì ñ ôóíêöèè f0: ïî ëåììå î ôóíêöèè, íå ñîõðàíÿþùåé êîíñòàíòó
0, ïîäñòàíîâêîé âìåñòî àðãóìåíòîâ ôóíêöèè ïåðåìåííîé x ïîëó÷èì ëèáî
êîíñòàíòó 1, ëèáî x.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïåðâûé ñëó÷àé (âåðõíÿÿ âåòâü ñõåìû). Èìåÿ êîíñòàíòó
1 è ïîäñòàâëÿÿ åå âìåñòî êàæäîãî àðãóìåíòà ôóíêöèè f1, ïîëó÷èì êîí-
ñòàíòó 0. Çàòåì ïî ëåììå î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè, ïîäñòàâëÿÿ â ôóíêöèþ
fM âìåñòî àðãóìåíòîâ ïîëó÷åííûå êîíñòàíòû è ïåðåìåííóþ x, ïîëó÷èì x.
Òàêèì îáðàçîì, èíâåðñèÿ âûðàæåíà ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé f0, f1 è fM .

Ïåðåéäåì êî âòîðîìó ñëó÷àþ (íèæíÿÿ âåòâü ñõåìû). Èíâåðñèÿ óæå ïî-
ëó÷åíà èç ôóíêöèè f0. Ïî ëåììå î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè, ïîäñòà-
âëÿÿ â fS âìåñòî àðãóìåíòîâ ïåðåìåííóþ x è åå èíâåðñèþ x, ïîëó÷èì ëèáî
êîíñòàíòó 0, ëèáî êîíñòàíòó 1. Åñëè èìååì êîíñòàíòó 0, òî, ïîäñòàâëÿÿ
åå âìåñòî êàæäîãî àðãóìåíòà ôóíêöèè f0, ïîëó÷èì êîíñòàíòó 1 (ñðåäíÿÿ
âåòâü). Åñëè èìååì êîíñòàíòó 1, òî, ïîäñòàâëÿÿ åå âìåñòî êàæäîãî àðãó-
ìåíòà ôóíêöèè f1, ïîëó÷èì êîíñòàíòó 0 (íèæíÿÿ âåòâü).

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóÿ ïî ëþáîé èç òðåõ âåòâåé ñõåìû, ìû ïîëó÷àåì
êîíñòàíòû 0 è 1 è èíâåðñèþ. Äàëåå ïî ëåììå î íåëèíåéíîé ôóíêöèè, ïîä-
ñòàâëÿÿ â ôóíêöèþ fL êîíñòàíòû 0 è 1, ïåðåìåííûå x, y è èõ èíâåðñèè x,
y è, âîçìîæíî, èíâåðòèðóÿ ñàìó ôóíêöèþ, ïîëó÷èì êîíúþíêöèþ xy.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîíúþíêöèÿ è èíâåðñèÿ ïðåäñòàâèìû ñóïåðïî-
çèöèåé ôóíêöèé èç N , çíà÷èò, N � ÔÏÑ. •

Ïðèìåð 1. Ðàíåå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî N1 = {↓} ÿâëÿåòñÿ ÔÏÑ, çíà÷èò,
ïî òåîðåìå Ïîñòà-ßáëîíñêîãî ñòðåëêà Ïèðñà íå äîëæíà ïðèíàäëåæàòü íè
îäíîìó èç çàìêíóòûõ êëàññîâ, è ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê. •
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Ïðèìåð 2. Êàê ïîêàçàíî â òàáëèöå íåïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèé çàìêíóòûì êëàññàì, øòðèõ Øåôôåðà, êàê è ñòðåëêà Ïèðñà, íå
ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó çàìêíóòîìó êëàññó, çíà÷èò, N2 = {/} � ÔÏÑ. •
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N3 = {0,→}. Èìïëèêàöèÿ ïðèíàä-

ëåæèò òîëüêî êëàññó T 1, ïîýòîìó âìåñòå ñ êîíñòàíòîé 0, íå ïðèíàäëåæàùåé
ýòîìó êëàññó, îáðàçóåò ÔÏÑ N3. •
Ïðèìåð 4. Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî íåýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíê-

öèé N4 = {f, g}.

x y z f(x, y, z) g(x, y, z)
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 0

Íåïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèé f è g ïÿòè çàìêíóòûì êëàññàì ïðåäñòàâëå-
íà òàáëèöåé (ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ f ðàññìàòðèâàëàñü íàìè â ïðèìåðàõ
ê ïÿòè çàìêíóòûì êëàññàì, èññëåäîâàíèå ôóíêöèè g îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì).

T 0 T 1 L S M
f −
g − − −

Òàê êàê îáå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñàìîäâîéñòâåííûìè, òî ñèñòåìà N4 íå ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé. Íî åñëè ê íåé äîáàâèòü íåñàìîäâîéñòâåííóþ
ôóíêöèþ, íàïðèìåð, êîíñòàíòó 1, òî ïîëó÷èì ÔÏÑ N5 = {f, g, 1}. •

16.2. Óïðàæíåíèÿ

Óïð. 1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äâóõ ÔÏÑ, ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû ôóíê-
öèé ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûìè:

N1 = {x ∼ yz, 0},
N3 = {x ↪→ y, x⊕ y ⊕ z},
N2 = {x→ (y → z)},
N4 = {x→ y, 0}.
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Óïð. 2. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ g(x, y, z) èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà íà åå
íåïðèíàäëåæíîñòü ïÿòè çàìêíóòûì êëàññàì.

Óïð. 3. Ïîñòðîèòü òàáëèöû íåïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé êàæäîãî èç
çàäàííûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòûì êëàññàì è ïðîâåðèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ìíîæå-
ñòâà ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûìè.

N1 = {Ff = x→ y, Pg = x⊕ y ⊕ z},
N2 = {ϕf = 00011000, Gg = x/y/z},
N3 = {Ff = x←↩ y, ϕg = 10000001},
N4 =

{
M 1

f = {000, 111}, Gg = x→ y, ϕh = 01111111
}
,

N5 = {Ff = x ∼ y, Pg = x⊕ y ⊕ xy, Hh = 0},

N6 =


Ff = x, g :

x

y
z

• •
• •


.

Óïð. 4. Êàêèå ýëåìåíòàðíûå áóëåâû ôóíêöèè íåîáõîäèìî äîáàâèòü
â ñèñòåìû, ÷òîáû îíè ñòàëè ôóíêöèîíàëüíî ïîëíûìè? Íå èñïîëüçîâàòü
øòðèõ Øåôôåðà è ñòðåëêó Ïèðñà.

N1 = {Ff = x→ y, Gg = x← y},
N2 = {ϕf = 01101001, Gg = 0, Hh = x},
N3 = {ϕf = 10000001},
N4 = {Pf = x⊕ y ⊕ xy, Gg = x ∨ y ∨ z},

N5 =


Ff = x ↪→ y, g :

x

y
z

• • •
• •


.

Óïð. 5. Ïðîâåðèòü ôóíêöèîíàëüíóþ ïîëíîòó ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé.
Óäàëèòü èç êàæäîé ñèñòåìû ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ôóíêöèè òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû îíà îñòàâàëàñü ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé.

N1 =
{
M f

1 = {000, 011, 111}, Gg = x→ y → z, Hh = 1, Pp = 0
}
,

N2 = {Ff = xy, Gg = 0, Hh = 1, Pp = x⊕ y ⊕ z},
N3 =

{
Ff = x⊕ y, ϕg = 10010111, Hh = x→ (y ↓ z), M 1

p = {000}
}
,

N4 =


Ff = x, Pg = x⊕ y, Ih =



0 0−
0 1 1
1 1−
−1 0


, p :

x

y
z

• • •
• •


.
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Óïð. 6. Ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû íåïðèíàäëåæíî-
ñòè ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ïÿòè çàìêíóòûì êëàññàì.

17. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 5

Òåìû êîíòðîëüíîé ðàáîòû: ïîëèíîìû Æåãàëêèíà, çàìêíóòûå êëàñ-
ñû, ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîëíîòà.

#
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!F

?
0#
"
 
!(F )

?
1#
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òàáëèöà
èñòèííîñòè

?
2#
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ìàòðèöà
Ãðåÿ

?
3#

"
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?
4#
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Æåãàëêèíà

#
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'
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&-

4′

8

#
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'

?

& -

4′′

9

'

& -

10

'

& -

11

#
"

 
!ÑîâÄÍÔ

$

?

5

6%�

$

%�

7

T 0 T 1 S M L

%

6

����
6 6 6 6

12 13 14 15 16

#
"

 
!{f} � ÔÏÑ?

6��� �17

8 � ïîäñòàíîâêà êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
9 � ðàçëîæåíèå Øåííîíà
10 � ïîäñòàíîâêà ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
11 � ðàçëîæåíèå Äýâèî

Ñõåìà êîíòðîëüíîé ðàáîòû (ðåøåíèå êàæäîé èç 20 ïðåäëîæåííûõ
çäåñü çàäà÷ íà÷èíàòü ñ ïîñòàíîâêè çàäà÷è è äåëàòü âûâîä èç ñðàâíåíèÿ
ïîëèíîìîâ Æåãàëêèíà, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè; F îçíà÷àåò ôîð-
ìóëó áåç ëèøíèõ ñêîáîê, (F ) � ñ íåäîñòàþùèìè ñêîáêàìè).
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Çàäàíèå íà êîíòðîëüíóþ ðàáîòó (ôîðìóëà F )

1) x ↓ y ∼ xz 11) x/y → yz 21) x ∼ y/yz

2) x→ y ∼ xz 12) x ↓ y → xz 22) x/y ∼ yz

3) x ∼ y ↓ yz 13) x→ y/xz 23) x ∼ y → yz

4) x→ y ↓ xz 14) xy → z/y 24) xy ∼ z/y

5) x/y ∼ xz 15) x→ y → yz 25) x/y ∼ xz

6) x ↓ y ← yz 16) x← y → xz 26) x ∼ y/yz

7) x← y/yz 17) x/y → yz 27) x→ y ← xz

8) xy → z ↓ y 18) xy ∼ z → y 28) xy → z → y

9) yz ← x ∼ y 19) xy ∼ z ← y 29) xy ↓ z → y

10) xy → y → z 20) xz ↓ y/x 30) x→ yz ∼ x

Ïðèìåð. Çàäàíà ôîðìóëà

F = x ↓ z ∼ x y.

0) Ðàññòàâèì ñêîáêè â ôîðìóëå F .

(F ) = (x ↓ z) ∼ (x y).

1) Ïîñòðîèì òàáëèöó èñòèííîñòè ôóíêöèè f(x, y, z) ïî ôîðìóëå (F ).
x y z (x ↓ z) ∼ (x y) f

0 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0 1
1 1 1 0 1 0 1

2) Ïîñòðîèì ìàòðèöó Ãðåÿ ïî òàáëèöå èñòèííîñòè.

x

y
z

• • • •
• •

3) Ïîëó÷èì êðàò÷àéøóþ ÄÍÔ ôóíêöèè ïî åå ìàòðèöå Ãðåÿ.

x

y
z

• • • •
• •�� ��
�
�
�
�

�
�
�
�
I3 I1

I2

@
@R
@@R

- ÊðàòÄÍÔ = x ∨ y z ∨ y z.
K1 K2 K3
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4) Ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ôóíêöèè ïî êðàò÷àéøåé ÄÍÔ.

ÊðàòÄÍÔ = x ∨ y z ∨ y z =

[ äèçúþíêöèþ ïàðû îðòîãîíàëüíûõ êîíúþíêöèé y z ∨ y z çàìåíèì íà èõ
äèçúþíêöèþ ñ èñêëþ÷åíèåì ]

= x ∨ (y z ⊕ y z) =

[ ïðèìåíèì ðàâíîñèëüíîñòü A1 ∨ A2 = A1 ⊕ A2 ⊕ A1A2 ïðè A1 = x,
A2 = y z ⊕ y z ]

= x ⊕ y z ⊕ y z ⊕ x (y z ⊕ y z) = x ⊕ y z ⊕ y z ⊕ x y z ⊕ x y z =

[ çàìåíèì êàæäóþ ïåðåìåííóþ ñ èíâåðñèåé a ðàâíîñèëüíîé ôîðìóëîé a⊕1,
ðàñêðîåì ñêîáêè è óäàëèì ïàðû îäèíàêîâûõ êîíúþíêöèé ]

= x ⊕ y (z ⊕ 1) ⊕ (y ⊕ 1) z ⊕ x y (z ⊕ 1) ⊕ x (y ⊕ 1) z =
= x ⊕ y z ⊕ y ⊕ y z ⊕ z ⊕ x y z ⊕ x y ⊕ x y z ⊕ x z =

= x ⊕ y ⊕ z ⊕ x y ⊕ x z = P.

K+
4 K+

2 K+
1 K+

6 K+
5

���
�

���
�

������

Êîíúþíêöèè çäåñü è âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïðîíóìåðîâàíû ñîãëàñ-
íî ïðåäñòàâëåíèþ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà â ôîðìå ñ êîýôôèöèåíòàìè.

5) Ïîëó÷èì ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ ïî òàáëèöå èñòèííîñòè.

ÑîâÄÍÔ = x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z.

6) Ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ïî ñîâåðøåííîé ÄÍÔ.

ÑîâÄÍÔ = x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z ∨ x y z =

[ çàìåíèì âñå çíàêè äèçúþíêöèè íà çíàêè äèçúþíêöèè ñ èñêëþ÷åíèåì ]

= x y z ⊕ x y z ⊕ x y z ⊕ x y z ⊕ x y z ⊕ x y z =

[ çàìåíèì êàæäóþ ïåðåìåííóþ ñ èíâåðñèåé a ðàâíîñèëüíîé ôîðìóëîé a⊕1,
ðàñêðîåì ñêîáêè è óäàëèì ïàðû îäèíàêîâûõ êîíúþíêöèé ]

= (x⊕ 1) (y ⊕ 1) z ⊕ (x⊕ 1) y (z ⊕ 1) ⊕ x (y ⊕ 1) (z ⊕ 1)⊕
⊕x (y ⊕ 1) z ⊕ x y (z ⊕ 1) ⊕ x y z =

= x y z ⊕ x z ⊕ y z ⊕ z ⊕ x y z ⊕ x y ⊕ y z ⊕ y⊕
⊕x y z ⊕ x y ⊕ x z ⊕ x ⊕ x y z ⊕ x z ⊕ x y z ⊕ x y ⊕ x y z =

= z ⊕ y ⊕ x ⊕ x z ⊕ x y = P.

K+
1 K+

2 K+
4 K+

5 K+
6
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�
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�

���
�

���
�

��� ���

���
�

��� ��� ���
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��� ���



157

7) Ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ïî òàáëèöå èñòèííîñòè . Èñïîëüçóåì
ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿÿ êîýô-
ôèöèåíòû ïîëèíîìà è ïîäñòàâëÿÿ èõ â îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ. Âåêòîð êî-
ýôôèöèåíòîâ π ïîëèíîìà âûïèøåì ïîä òàáëèöåé.

x y z f = c0 ⊕ c1z ⊕ c2y ⊕ c3yz ⊕ c4x ⊕ c5xz ⊕ c6xy ⊕ c7xyz

0 0 0 0 = c0

0 0 1 1 = 0 ⊕ c1

0 1 0 1 = 0 ⊕ 10 ⊕ c2

0 1 1 0 = 0 ⊕ 11 ⊕ 11 ⊕ c3

1 0 0 1 = 0 ⊕ 10 ⊕ 10 ⊕ 0 ⊕ c4

1 0 1 1 = 0 ⊕ 11 ⊕ 10 ⊕ 0 ⊕ 11 ⊕ c5

1 1 0 1 = 0 ⊕ 10 ⊕ 11 ⊕ 0 ⊕ 11 ⊕ 110 ⊕ c6

1 1 1 1 = 0 ⊕ 11 ⊕ 11 ⊕ 0 ⊕ 11 ⊕ 111 ⊕ 111 ⊕ c7

π = 0 1 1 0 1 1 1 0

P = z ⊕ y ⊕ x ⊕ x z ⊕ x y.

K+
1 K+

2 K+
4 K+

5 K+
6

8) Ïîëó÷èì ÄÍÔ′ ïî ôîðìóëå (F ) ïîäñòàíîâêîé êðàò÷àéøèõ ÄÍÔ ýëå-
ìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

(F ) = (x ↓ z) ∼ (x y) = (x ↓ z)(x y) ∨ (x ↓ z) (x y) =
= x z x y ∨ (x ∨ z)(x ∨ y) = x y z ∨ x ∨ x y ∨ x z ∨ y z =

= x y z ∨ x ∨ y z = ÄÍÔ′.

4′) Ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ôóíêöèè ïî ÄÍÔ ′ (êàê â çàäà÷å 4).

ÄÍÔ′ = x y z ∨ x ∨ y z = (x y z ⊕ x) ∨ y z =
= x y z ⊕ x ⊕ y z ⊕ x y z =

= (x⊕ 1) (y ⊕ 1) z ⊕ x ⊕ y (z ⊕ 1) ⊕ x y (z ⊕ 1) =
= x y z ⊕ x z ⊕ y z ⊕ z ⊕ x ⊕ y z ⊕ y ⊕ x y z ⊕ x y =

= x z ⊕ z ⊕ x ⊕ y ⊕ x y = P.

K+
5 K+

1 K+
4 K+

2 K+
6
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9) Ïîëó÷èì ÄÍÔ′′ ïî ôîðìóëå (F ) ðàçëîæåíèåì Øåííîíà.

(F ) = (x ↓ z) ∼ (x y) = x[(1 ↓ z) ∼ (0 y)] ∨ x [(0 ↓ z) ∼ (1 y)] =
= x [0 ∼ 0] ∨ x [z ∼ y] = x ∨ x [z(1 ∼ y) ∨ z(0 ∼ y)] =

= x ∨ x y z ∨ x y z = ÄÍÔ′.

4′′) Ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ôóíêöèè ïî ÄÍÔ ′′ (àíàëîãè÷íî çàäà-
÷å 4 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñå êîíúþíêöèè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû).
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ÄÍÔ′′ = x ∨ x y z ∨ x y z = x ⊕ x y z ⊕ x y z =
= x ⊕ (x⊕ 1) (y ⊕ 1) z ⊕ (x⊕ 1) y (z ⊕ 1) =

= x ⊕ x y z ⊕ x z ⊕ y z ⊕ z ⊕ x y z ⊕ x y ⊕ y z ⊕ y =
= x ⊕ x z ⊕ z ⊕ x y ⊕ y = P.

K+
4 K+

5 K+
1 K+

6 K+
2

���
�

���
�

��� ���

10) Ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ïî ôîðìóëå (F ) ïîäñòàíîâêîé ïîëè-
íîìîâ Æåãàëêèíà ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

(F ) = (x ↓ z) ∼ (x y) =

[ íàéäåì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ñòðåëêè Ïèðñà

a ↓ b = a ∨ b = 1⊕ a⊕ b⊕ ab

è ïîäñòàâèì åãî â ôîðìóëó ïðè a = x, b = z ]

= (1⊕ x⊕ z ⊕ x z) ∼ (x y) =

[ íàéäåì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ýêâèâàëåíòíîñòè

a ∼ b = a⊕ b = 1⊕ a⊕ b

è ïîäñòàâèì åãî â ôîðìóëó ïðè a = 1⊕ x⊕ z ⊕ x z, b = x y ]

= 1⊕ (1⊕ x⊕ z ⊕ x z)⊕ (x y) =

[ èçáàâèìñÿ îò ñêîáîê, èíâåðñèé è ïàð îäèíàêîâûõ êîíúþíêöèé ]

= 1 ⊕ 1 ⊕ x ⊕ z ⊕ 1 ⊕ x z ⊕ x ⊕ x y ⊕ x ⊕ y ⊕ 1 =
= z ⊕ x z ⊕ x y ⊕ x ⊕ y = P.

K+
1 K+

5 K+
6 K+

4 K+
2

�� �� �� �� �� ��

11) Ïîëó÷èì ïîëèíîì Æåãàëêèíà ïî ôîðìóëå (F ) ðàçëîæåíèåì Äýâèî.

(F ) = (x ↓ z) ∼ (x y) = x[(1 ↓ z) ∼ (0 y)] ⊕ (x⊕ 1) [(0 ↓ z) ∼ (1 y)] =
= x [0 ∼ 0] ⊕ (x⊕ 1) [z ∼ y] =

= x ⊕ (x⊕ 1) [z(1 ∼ y) ⊕ (z ⊕ 1)(0 ∼ y)] =
= x ⊕ (x⊕ 1) [zy ⊕ (z ⊕ 1)y] = x ⊕ (x⊕ 1) [z(y ⊕ 1) ⊕ (z ⊕ 1)y] =

= x ⊕ (x⊕ 1) [ z y ⊕ z ⊕ z y ⊕ y ] =
= x ⊕ x z ⊕ x y ⊕ z ⊕ y = P.

K+
4 K+

5 K+
6 K+

1 K+
2

��� ���

Âûâîä. Ïîëèíîìû Æåãàëêèíà, ïîëó÷åííûå ñåìüþ ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè, ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è 1)�11) ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
ðåøåíû âåðíî.
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12�15) Îïðåäåëèì, ïðèíàäëåæèò ëè ôóíêöèÿ çàìêíóòûì êëàññàì T 0,
T 1, S èM, ïî òàáëèöå èñòèííîñòè.

x y z f(x, y, z)
0 0 0 0
0 0 1 1 ϕ′2
0 1 0 1 ψ′2
0 1 1 0 ϕ1

1 0 0 1 ψ1

1 0 1 1 ϕ′′2
1 1 0 1 ψ′′2
1 1 1 1

Òàê êàê f(0, 0, 0) = 0, òî ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 0, f(x, y, z) ∈ T 0.
Òàê êàê f(1, 1, 1) = 1, òî ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò êîíñòàíòó 1, f(x, y, z) ∈ T 1.
×èñëî åäèíèö â ñòîëáöå çíà÷åíèé ôóíêöèè íå ðàâíî ÷èñëó íóëåé, çíà÷èò,

âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåñàìîäâîéñòâåííîñòè, f(x, y, z) /∈ S.
Âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðåäøåñòâóåò íèæíåé:

ϕ1 = 0110 � 1111 = ψ1, íî ÷åòâåðòèíà ϕ′2 = 01 íå ïðåäøåñòâóåò ÷åòâåðòèíå
ψ′2 = 10, çíà÷èò, ôóíêöèÿ íå ìîíîòîííà, f(x, y, z) /∈M.

16) Îïðåäåëèì, ïðèíàäëåæèò ëè ôóíêöèÿ êëàññó L ïî ïîëèíîìó Æå-
ãàëêèíà. P = z ⊕ y ⊕ x ⊕ xz ⊕ xy, ñòåïåíü ïîëèíîìà ðàâíà äâóì, çíà÷èò,
ôóíêöèÿ íåëèíåéíà, f(x, y, z) /∈ L.

17) Îïðåäåëèì, îáðàçóåò ëè ôóíêöèÿ f(x, y, z) ôóíêöèîíàëüíî ïîëíóþ
ñèñòåìó. Èç çàäà÷ 12)�16) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð íåïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè
çàìêíóòûì êëàññàì èìååò âèä:
T 0 T 1 L S M

− − −

Ôóíêöèÿ íå îáðàçóåò ôóíêöèîíàëüíî ïîëíóþ ñèñòåìó ïî òåîðåìå Ïîñòà-
ßáëîíñêîãî, òàê êàê ïðèíàäëåæèò êëàññàì T 0 è T 1. •
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