
Ответы к § 1. Первообразная функция и неопределённый интеграл 
1.1. 
Определение пер-
вообразной функ-

ции 

Функция F(x) называется первообразной для 
функции f(x) на промежутке X (отрезке, интервале, 
полуинтервале), если  

1) F(x) непрерывна на промежутке X  

2) во всех внутренних точках промежутка X 

F /(x) = f(x).  
 
1.2. Производная от первообразной функции  должна быть равна 
функции  на промежутке X: F /(x) = f(x).  

)(xF

)(xf
 
1.3.  

)(xF  )(xf  Проверка Ответ 
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)(sin)(/ xfmxmxF ≠−=
 

Не яв-
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ся 

 
1.4.  

Лемма  Функция, производная которой на некотором про-
межутке X равна нулю, постоянна на этом проме-
жутке.  

 
Доказательство. Поскольку функция  дифференцируема на про-
межутке X, то для любой внутренней точки 

)(xf
ξ  этого промежутка 

( Xba ⊂∈∀ ),(ξ ) имеет место формула конечных приращений Лагран-
жа:  

),(),)(()()( / baabfafbf ∈∀−=− ξξ .  
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Но по условию леммы ,  Xbaf ⊂∈∀= ),(,0)(/ ξξ
откуда следует, что 0)()( =− afbf , или ),()( afbf =  
а это и означает, что значения функции  во всех внутренних точках 
промежутка X одинаковы, т. е. 

)(xf
XbaxCxf ⊂∈∀= ),(,)( , 

где С – некоторое число. 
 
1.5.  

Теорема 
(о множестве пер-

вообразных 
функций) 

Если  − одна из первообразных для  на 
промежутке 

)(xF )(xf
X , то любая другая первообразная 

 для функции  на промежутке )(xΦ )(xf X  имеет 

вид:                CxFx +=Φ )()( ,  
где C − некоторая постоянная.  

 
Доказательство. Пусть функции  и )(xF )(xΦ  являются первообразными 
функциями для функции  на промежутке X.  )(xf

Тогда .0)()()()())()(( =−=′−Φ′=′−Φ xfxfxFxxFx  

Поэтому на основании доказанной леммы CxFx =−Φ )()( .  

Т. е. . CxFx +=Φ )()(
 
1.6. 
Определение не-
определённого 
интеграла 

 Совокупность всех первообразных для функции 
 на промежутке X называется неопределен-

ным интегралом от функции  промежутке X  
)(xf

)(xf

и обозначается ∫ dxxf )( . 

Функция  называется при этом подынтеграль-
ной функцией,  − подынтегральным выра-
жением. 

)(xf
dxxf )(

В силу теоремы о множестве первообразных ∫ += CxFdxxf )()( ,  

где  − одна из первообразных для , )(xF )(xf

C − произвольная постоянная. 
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1.7. 

Теорема (сущест-
вования перво-

образной) 

Всякая непрерывная на промежутке X функция 
имеет первообразную на этом промежутке. 

 
1.8. 

Основные 
элементар-
ные функции 

Степенная ,  
nxy =

Показательная xy a= ,  
Логарифмическая logay x= ,  
Тригонометрические 

sin , cos , ,y x y x y tgx y ctgx= = = = , 
Обратные тригонометрические 

arcctgxyarctgxyxyxy ==== ,,arccos,arcsin ,
постоянная cy = . 

 
1.9. 

Определение 
элементарных 
функций 

Элементарными называют функции, которые полу-
чаются из основных элементарных функций в ре-
зультате применения к ним конечного числа опера-
ций сложения, вычитания, умножения, деления и 
взятия функции от функции (суперпозиции) функ-
ций.  

 
 

Ответы к § 2. Основные свойства неопределённого интеграла 
 
2.1. 

Свойство 1  
(о производной и 
дифференциале 
неопределённого 

интеграла) 

Пусть функция  имеет первообразную на 
промежутке X. Тогда для любой внутренней точки 
этого промежутка производная неопределённого 
интеграла равна подынтегральной функции 

; 

)(xf

∫ = )())(( / xfdxxf
дифференциал неопределённого интеграла равен 
подынтегральному выражению: ∫ = dxxfdxxfd )()( . 

 
Доказательство. . )(0)()())(())(( / xfxfCxFCxFdxxf =+=′+′=′+=∫
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∫ ∫ == dxxfdxdxxfdxxfd )())(())(( / . 
 

2.2. kxtgxxdxtgxx ππ
+≠+=+∫ 2

,))(( 3/3 , где  – целое число. k

 
2.3. . 0,2ln2ln >=∫ xxdxxdxd
 
2.4. 
Свойство 2 (о не-
определённом ин-
теграле от диффе-

ренциала) 

Пусть функция  непрерывна на промежутке X 
и дифференцируема в его внутренних точках. То-
гда неопределённыё интеграл от дифференциала 
функции  равен сумме этой функции и посто-
янного слагаемого: 

)(xF

)(xF

∫ += CxFxdF )()( . 
 
Доказательство. ∫ ∫∫ +=== CxFdxxfdxxFxdF )()()()( / . 
Вывод из свойств 1 и 2: знаки интеграла и дифференциала взаимно 
уничтожаются, причём при интегрировании дифференциала функции к 
этой функции прибавляется постоянное слагаемое. 
 
2.5. xaCaxaxd ≤+−=−∫ ,)( 2222 . 
 
2.6. . Cxdx +=∫
 
2.7. . Cxuxdu +=∫ )()(

 
2.8. 

 
Свойство 3 (ли-

нейности) 
 

Если существуют первообразные  и  для 
функций f(x) и g(x), а α и β − любые числа, то суще-
ствует первообразная функции αf(x) + βg(x), при-

чём 

)(xF )(xG

∫ ∫ ∫+=+ dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( βαβα . 
 
Доказательство. Поскольку ∫ += 1)()( CxFdxxf  и ∫ += 2)()( CxGdxxg , то 
функция )()( xGxF βα +  является первообразной для функции )()( xgxf βα +  
по определению первообразной: . )()()()( // xgxfxGxF βαβα +=+
Тогда 
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.))()(()())()((

))(())(()()(

21

21

dxxgxfCCxGxF

CxGCxFdxxgdxxf

βαβα

βαβα

+=+++=

=+++=+

∫
∫ ∫

 

 

2.9. Так как   ,  
xx ee =/)( 3/

4

)
4

( xx
= ,  

то по определению первообразной и свойству линейности получим 

Cxedxxe xx ++=+∫ 4
53)53(

4
3

. 

 
 
Ответы к § 3. Метод замены переменных (подстановки) в неопреде-

лённом интеграле 
 

3.1. 
Теорема (о заме-
не переменных в 
неопределённом 

интеграле) 

Пусть функция )(tx ϕ=  определена и дифференци-
руема на промежутке T, а промежуток X − множест-
во её значений. Пусть функция  определена на 
X и имеет на этом промежутке первообразную F(x).  

)(xf

Тогда на промежутке T функция ))(( tF ϕ  является 
первообразной для функции :  )())(( / ttf ϕϕ

∫ += CtFdtttf ))(()())(( / ϕϕϕ , 

и справедлива формула замены переменной 

∫∫ ′=
′=

=
= dtttf

dttdx
tx

dxxf )())((
)(
)(

)( ϕϕ
ϕ
ϕ

. 

 
Доказательство. По правилу дифференцирования сложной функции 

получим: , т. е. функция  

 имеет на множестве T первообразную 

)())(()())((())((( //// ttfttFtF txt ϕϕϕϕϕ ==

)())(( / ttf ϕϕ ))(( tF ϕ , следо-

вательно, .  CtFdttf +=∫ ))(())(( / ϕϕϕ

Учитывая, что )(tx ϕ= ,    будем иметь  dttdx )(/ϕ=

 20



CxFCtFdtttf
dttdx

tx
dxxf +=+=′=

′=
=

= ∫∫ )())(()())((
)(
)(

)( ϕϕϕ
ϕ
ϕ

. 

Т. е. первообразная не изменяет своей формы в зависимости от того, яв-
ляется её аргумент независимой переменной или функцией другого ар-
гумента (свойство 4 инвариантности неопределённого интеграла). 
Замечание. Частным случаем замены переменной является приём под-
ведения некоторой функции под знак дифференциала, когда замена пе-
ременной делается устно.  

 
3.2. Под непосредственным интегрированием понимают нахождение 
первообразной по формулам таблицы интегралов с применением основ-
ных свойств неопределённого интеграла и тождественных преобразова-
ний подынтегральных функций. 
При этом часто используется приём подведения функций под знак диф-
ференциала в подынтегральном выражении, когда дифференциал  

заменяют равенством   

dx

0)(,
)(
))(( /

/ ≠= xu
xu
xuddx ,  

в результате чего интеграл  может оказаться табличным. ∫ duuf )(1

∫∫ ∫ == duuf
xu
xudxfdxxf )(
)(
))(()()( 1/ . 

 
3.3. Применим свойство линейности и формулу 2 таблицы интегралов, 
записав все степенные функции в удобном для применения этой форму-

лы виде:                   .1, −≠∫ mduum

Если  применяем формулу 3. ,1−=m

.
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−−∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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3.4. С чего начать поиски первообразной интеграла 
? ∫ − dxxx 2)cos(sin

Сначала тождественно преобразуем подынтегральную функцию  
xxxxxxxxx 2sin1cossin21coscossin2sin)cos(sin 222 −=−=+−=− . 

Применим далее свойство линейности и подведение функции под знак 
дифференциала: 

Cxxxdxdxdxx ++=−=−∫ ∫ ∫ 2
2cos

2
)2(2sin)2sin1( . 

 

3.5. Первообразную для интеграла ∫ 2

2

x
dxe x

 найдём, заметив, что 

2
/ 2)2(

xx
−= . 

.
22

12

)2(

)2( 2

2

2

2

2

2

Cedue
x

u

x

x
d

x
e

x
dxe

x
u

x
x +−=−===

−
= ∫∫∫  

 

3.6. Данный интеграл ∫
−14

2
x

x dx
 легко преобразовать к табличному (8): 

.
2ln

122ln
1ln

2ln
1

12ln
1

2ln2
)2(

1)2(

2

14

2

2

2

2

CCuu
u

du
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x

x

x

x

x
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+
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−

=
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∫

∫∫

 

 
3.7. Выделим целую часть подынтегральной функции (можно делением 
числителя на знаменатель, можно – тождественным преобразованием, 
отняв и прибавив единицу в числителе), затем применим свойство ли-
нейности и формулы 2 и 6 таблицы интегралов: 

.
1
1ln

1
2)

1
21(

1
2)1(

1
1

222

2

2

2

C
x
xx

x
dxdxdx

x
dx

x
xdx

x
x

+
+
−

+=
−

+=
−

+=
−
+−

=
−
+

∫ ∫ ∫∫∫  

 
3.8. По свойству линейности получим сначала два интеграла:  
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∫ ∫∫ +
+

+
=

+
+

5
3

5
2

5
32

222 x
dx

x
xdxdx

x
x

. Второй интеграл – табличный (5), а в 

первом введём под знак дифференциала знаменатель подынтегральной 
функции: 

.
55

35ln

55
3

2)5(
)5(2

5
3

5
2

5
32

2

2

2

222

Cxarctgx

xarctg
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x
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xdxdx
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+
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+
=
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∫∫ ∫∫
 

Далее комментарии опустим. 

3.9. ∫ ∫ ∫∫ ++−=+−=− .
2

2
2

)2(2)1(
2

22 Ceexxdedxedxdxe
x

xxxx
 

 
3.10. 

.
2
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2
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3.11. 

.lnln
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u
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∫∫
 

 
3.12. 

.
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C
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x
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+
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Ответы к § 4. Метод интегрирования по частям в неопределённом 
интеграле 

 
4.1. 
Теорема (об ин-
тегрировании по 
частям в неопре-
делённом инте-

грале) 

Пусть на промежутке X функции  и  диф-

ференцируемы и функция  имеет перво-
образную на X.  

)(xu )(xv
)()(/ xvxu

Тогда также имеет первообразную на X , 
и справедлива формула интегрирования по частям: 

)()( / xvxu

∫ ∫−= dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()( // , 

или 

∫ ∫−= .vduuvudv  
 
Доказательство. Так как ,  )()()()())()(( /// xvxuxvxuxvxu ⋅+⋅=
то функция  является первообразной для функции 

. Но тогда и функция  имеет первооб-
разную на промежутке 

)()( xvxu
)()()()( // xvxuxvxu + )()( / xvxu

X  (как разность двух функций, имеющих перво-
образные): 

)()())()(()()( /// xvxuxvxuxvxu ⋅−=⋅ . 
Интегрируя последнее равенство, получим 
 

∫ ∫−= dxxuxvxvxudxxvxu )()()()()()( // . 
 
4.2. Тем, кто уже приобрёл некоторые навыки интегрирования, легко 
заметить, что . Поэтому непосредственное интегрирование 
позволяет найти первообразную: 

2/3 3)( xx =

∫ ∫∫ +===== .
33

1
3

)()exp(
3

3 3
2

3
232 Ceduexu

x
xdexdxxx

x
ux

 

4.3. Применим сначала замену переменной, потом – интегрирование по 
частям (см. ОК): 
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∫∫

∫∫∫

+−=−=
===

==
=

===

=

=
=

==

.)(
2
1)(

2
1

;

;;

2
1

2

;2
;

)exp(

22

2

2

2

223

Ceexdtete
edtevdtedv

dtdutu

dtte
dtxdx

xdxdt
xt

xdxexdxxx

xxtt
ttt

tx

 
 

4.4. Заметим, что x
x 1)(ln / = . Поэтому данный интеграл можно найти 

непосредственным интегрированием: 

∫ ∫∫ +=+=== .
3

ln
31

)(lnlnln 33
2

22

CxCuduu

x

xd
x

xdx
x

x
 

4.5. К интегралу ∫ dx
x

x
2

2ln
 два раза применим метод интегрирования 

по частям (см. ОК), избавляясь от логарифма. 
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4.6. Подведём под знак дифференциала . 
2x

.
2

cos
2

cossin
2
1

2
)(sinsin

22
22 CxCuudu

x
xdxxdxxx +−=+−=== ∫ ∫∫
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4.7. Данный интеграл – типовой для метода интегрирования по частям 
(см. ОК). Поскольку подынтегральная функция содержит многочлен 2-й 
степени, метод надо применять два раза, понижая степень многочлена 
до нулевой. 

.cos2sin2cos

sin2sin2cos
sin;2

;cos;2

cos2cos
cos;2

;sin;
sin

2

2

2
2

2

Cxxxxx

xdxxxxx
xvdxdu

xdxdvxu

xdxxxx
xvxdxdu

xdxdvxu
xdxx

+++−=

=−+−=
==
==

=

=+−=
−==

==
=

∫

∫∫

 

 

4.8. Интеграл  является типовым циклическим (см. ОК). Та-
кие интегралы берут два раза по частям, получая уравнение относитель-
но искомого интеграла. 

∫ xdxx cos5

∫

∫∫

−−−−=
−==

==
=

=−=
==

==
=

).5ln5)cos(5ln5)cos((sin5
cos;5ln5

;sin;5ln5

5ln5)(sinsin5
sin;5ln5

;cos;5
cos5

2
2

dxxxx
xvdxdu

xdxdvu

dxxx
xvdxdu

xdxdvu
xdx

xxx
x

x

xx
x

x
x

То есть 

∫∫ −+= .5)(cos5ln5ln5)(cossin5cos5 2 dxxxxxdx xxxx  
Откуда  

 

 

.
)5ln1(

5ln5)(cossin5cos5

,5ln5)(cossin5cos5)5ln1(

2

2

Cxxxdx

xxxdx
xx

x

xxx

+
+
+

=

+=+

∫

∫

4.9. Интеграл  найдём подведением под знак дифферен-
циала функции : 

∫ xdxx cos5sin

xu sin=

∫∫∫ +=== Cdu
x
xdxxdx

x
uxx

5ln
55

cos
)(sincos5cos5

sin
sinsin

. 
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4.10. Для нахождения первообразной интеграла ∫ dxxx )exp(  можно 

попытаться ввести x  под знак дифференциала, или, что то же самое, 
сделать подстановку xt = . 

∫ ∫∫ ==
=
=

=

= .22
2
;

;

)exp( 22 dtettdtte
tdtdx

tx

xt

dxxx tt

 

Получили типовой интеграл (см. ОК), который надо брать два раза по 
частям. 
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evtdtdu

dtedvtu
dtet

x

tttttt

t

t
tt

t

t
t

++−=

=++−=−−=

=
==

==
=−=

==

==
=

∫

∫∫

 

 
4.11. Подведём под знак дифференциала x : 

∫∫∫ +===== .22

2
1

)exp(1)exp(1 Ceduexu

x

xdx
x

dxx
x

xu
 

 
4.12. Подведём под знак дифференциала функцию xu arcsin= . 

.
2

arcsin

1
1

arcsin
1

arcsin
1

arcsin 2

2

22
Cxudu

x

xd
x

x
x
xdx

+==

−

⋅
−

=
−

∫∫∫  

 

4.13. Первообразную интеграла ∫
− 21

arcsin
x
xdxx

 попытаемся найти мето-

дом интегрирования по частям (см. ОК). 
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.arcsin1
1

1arcsin1

1
2
1

2
)1(

1

;
1

;
1

;arcsin

1

arcsin

2

2

22

2
2

2

2

2

2

Cxxx
x

dxxxx

x
u

du
x
xd

x

xv

x

dxdu

x

xdxdvxu

x

xdxx

++−−=
−

−+−−=

=

−−=−=
−
−

⋅
−

=

−
=

−
==

=
−

∫

∫ ∫

∫
 

 
 
Ответы к § 5. Интегрирование дробных рациональных функций 

 
5.1. 
Определение 
многочлена сте-
пени . n

Многочленом  степени  называется линей-
ная комбинация степенных функций  

)(xPn n

nn
nn

n axaxaxaxP ++++= −
−

1
1

10 ...)( ,  

где коэффициенты – любые числа, 
причём 

naaa ,...,, 10

00 ≠a . 
 
5.2.  
Определение ра-
циональной дро-

би 

Рациональной дробью называется отношение 
двух многочленов: 

)(
)(

xQ
xP

m

n

m
mmm

n
nnn

bxbxbxb
axaxaxa

++++
++++

=
−−

−−

...

...
2

2
1

10

2
2

1
10  

 
5.3. 
Определение пра-
вильной рацио-
нальной дроби 

Рациональная дробь 
)(
)(

xQ
xP

m

n  называется правиль-

ной, если степень многочлена в числителе меньше 
степени многочлена в знаменателе ( ). mn <
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5.3.1. 
Определение  не-
правильной ра-
циональной дро-

би 

Рациональная дробь 
)(
)(

xQ
xP

m

n  называется непра-

вильной, если степень многочлена в числителе 
больше или равна степени многочлена в знамена-
теле ( ). mn ≥

 
5.4. 

Теорема Интегрирование неправильной рациональной дроби 
можно свести к интегрированию многочлена и пра-
вильной рациональной дроби. 

 
5.5. Степень многочлена в числителе подынтегральной функции инте-

грала dx
x

xxx
∫ +

+−+
2

4723
2

245

 равна пяти, степень многочлена знаменателя 

равна двум, т. е. дробь неправильная.  
При интегрировании неправильной рациональной дроби в первую 

очередь представляют её в виде суммы целой части (многочлена) и пра-
вильной рациональной дроби. Это делают или делением столбиком 
многочлена в числителе на многочлен в знаменателе, реже – при помо-
щи тождественных преобразований числителя. 

При делении многочлены располагают в порядке убывания степе-
ней аргумента и подбирают множитель, который при умножении на 
старшую степень делителя даёт старшую степень делимого. Потом вы-
читают коэффициенты при одинаковых степенях аргумента. Деление 
проводят до тех пор, пока степень остатка не станет меньше степени 
многочлена знаменателя. 
 
 _3x5 + 2x4 – 7x2 + 4   x2 +2  

3x5 + 6x3                       3x3 + 2x2 – 6x – 11 – целая часть 
         _ 2x4 – 6x3 –7x2 

        2x4 + 4x2  
              _ – 6x3 – 11x2 

                – 6x3 – 12x 
                         _ – 11x2+12x+4 
                            – 11x2 – 22 

         12x+26 – остаток 

 29



Итак,  

.
22

262ln611
2

6
3

2
4

3
2

26
2

)2(
2

12)11623(

)
2
261211623(

2
4723

2
234

2

2

2
23

2
23

2

245

Cxarctgxxxxx
x

dx
x

xd
x

xdxxxx

dx
x
xxxxdx

x
xxx

++++−−+=

=
+

+
+

⋅
+

+−−+=

=
+
+

+−−+=
+

+−+

∫∫ ∫

∫∫

 

 
5.6. 
Теорема (основ-
ная алгебры) 

Любой многочлен степени  имеет ровно  кор-
ней и может быть представлен в виде произведения 

 сомножителей. 

n n

n
 

5.7. 
Теорема (о разло-
жении многочлена 
на множители) 

Любой многочлен степени  можно разложить 
на линейные и квадратичные множители:  

m

=+++= −
m

mm
m bxbxbxQ ....)( 1

10  

s

r

l
ss

l

k
r

kk

qxpxqxpx

xxxxxxb

)()(

)()()(
2

11
2

210

1

21

++⋅⋅⋅++⋅

⋅−⋅⋅⋅−−=  

в соответствии с его вещественными ( ) и 
комплексными сопряжёнными корнями с учётом 
кратности его вещественных  и 

 комплексных корней,  

rxxx ...,, 21

rkkk ...,,, 21

slll ...,,, 21

причём   rkkk +++ ...21 + mlll s =+++ 2...22 21 . 
 
5.8. 
Теорема (о сумме 
простых дробей) 

Любую правильную рациональную дробь можно 
представить в виде суммы простых дробей с неоп-
ределёнными коэффициентами единственным обра-
зом, руководствуясь  правилом: 

Вид множителя 
в знаменателе 
дроби 

Сколь-
ко 

дробей  

 
Сумма простых дробей, соответствующая 
множителю в знаменателе правильной ра-
циональной дроби 

 
(x-a)k 

 
k ax

A
ax

A
ax

A k
kk −

++
−

+
− − ...

)()( 1
21  

 
(x2+px+q)w 

 
w qpxx

NxM
qpxx

NxM
qpxx

NxM ww
ww ++

+
++

++
+

+
++

+
− 212

22
2

11 ...
)()(
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5.9. Подынтегральная функция интеграла  

dx
xxx

xxxxx
∫ +−

+−+++
234

2345

52
5214  – неправильная рациональная дробь.  

Поэтому надо  
1. Сначала выделить её целую часть. 
 _x5 + x4 +х3+ 14x2 –2х+ 5          x4 –2х3 +5х2 

x5 –2х4+ 5x3                              x + 3 – целая часть 
         _ 3x4 – 4x3 +14x2 

        3x4 –6х3+ 15x2  
                    2x3 – x2–2х+5 – остаток. 

То есть 234

23

234

2345

52
5223

52
5214

xxx
xxxx

xxx
xxxxx

+−
+−−

++=
+−

+−+++
 

2. Многочлен в знаменателе разложить на множители. 
)0()52(52 22234 <+−=+− Dxxxxxx . 

3. По правилу 5.8. правильную дробь представить суммой простых дро-
бей с неопределёнными коэффициентами. 

52)52(
522

52
522

2
2

2
1

22

23

234

23

+−
+

++=
+−
+−−

=
+−

+−−
xx
NMx

x
A

x
A

xxx
xxx

xxx
xxx . 

 
5.10. Подынтегральная функция интеграла  

dx
x

x
∫ −14

7

– неправильная рациональная дробь.  

Поэтому надо  
1. Сначала выделить её целую часть. 
 _x7                 x4 – 1 

х7 –х3               x3 – целая часть 
          x3  – остаток. 

То есть 
11 4

3
3

4

7

−
+=

− x
xx

x
x  

2. Многочлен в знаменателе разложить на множители линейные и квад-
ратичные. 

)1)(1)(1()1)(1(1 2224 ++−=+−=− xxxxxx . 
3. По правилу 5.8. правильную дробь представить суммой простых дро-
бей с неопределёнными коэффициентами. 

111)1)(1)(1(1 2
21

2

3

4

3

+
+

+
+

+
−

=
++−

=
− x

NMx
x
A

x
A

xxx
x

x
x . 

Замечание. Так как  

11 4

3
3

4

7

−
+=

− x
xx

x
x , 
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то C
xx

x
xd

x
xdxxdx

x
xdxxdx

x
x

+
−

+=
−

−
+=

−
+=

− ∫∫∫∫∫ 4

1ln

44
)1(

111

44

3

4

4

3
3

4

3
3

4

7

,  

и при нахождении первообразной данного интеграла надобность в раз-
ложении функции на простые дроби отпадает. 
 
5.11. Подынтегральная функция интеграла  

dx
xxx
xxx

∫ +−
++−

22
215147

23

23

 – неправильная рациональная дробь.  

Поэтому надо  
1. Сначала выделить её целую часть. Легко заметить, что это можно сде-
лать элементарными преобразованиями: 

xxx
x

xxx
xxxx

xxx
xxx

22
27

22
2)22(7

22
215147

2323

23

23

23

+−
+

+=
+−

+++−
=

+−
++− . 

2. Многочлен в знаменателе разложить на множители линейные и квад-
ратичные. 

)22(22 223 +−=+− xxxxxx  )0( <D . 
3. По правилу 5.8. правильную дробь представить суммой простых дро-
бей с неопределёнными коэффициентами 

22)22(
2

22
2

2223 +−
+

+=
+−

+
=

+−
+

xx
NMx

x
A

xxx
x

xxx
x . 

 
5.12.1. 
Метод задания 
частных значе-

ний 

1. Сумму простых дробей приводят к общему зна-
менателю.  
2. Приравнивают числители данной дроби и дроби 
с неопределёнными коэффициентами. 
3. В полученное уравнение подставляют вещест-
венные корни знаменателя или другие любые зна-
чения. 

 
5.12.2. 
Метод неопреде-
лённых коэффи-

циентов 

1. Сумму простых дробей приводят к общему 
знаменателю. 

2.  Приравнивают числители данной дроби и 
дроби с неопределёнными коэффициентами. 

3. Из полученного уравнения получают систему 
линейных уравнений, приравнивая коэффи-
циенты при одинаковых степенях аргумента  
х  в правой и левой частях уравнения. 
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5.12.3. 
Метод комбини-

рованный 
1. Сумму простых дробей приводят к общему зна-
менателю. 
2. Приравнивают числители данной дроби и дроби 
с неопределёнными коэффициентами. 
3. В полученное уравнение последовательно под-
ставляют все вещественные корни знаменателя, ос-
тальные коэффициенты находят методом неопреде-
лённых коэффициентов. 

 
5.13. В примере 5.9. правильная дробь была разложена на сумму про-
стых дробей с неопределёнными коэффициентами 

52)52(
522

52
522

2
2

2
1

22

23

234

23

+−
+

++=
+−
+−−

=
+−

+−−
xx
NMx

x
A

x
A

xxx
xxx

xxx
xxx . 

Приведём сумму простых дробей к общему знаменателю и при-
равняем числители правильной дроби и суммы простых дробей. 

22
2

2
1

23 )()52()52(522 xNMxxxxAxxAxxx +++−++−=+−− . 
Применим сначала метод задания частных значений, используя 

вещественный корень знаменателя дроби 0=x . Подставив его в по-
следнее уравнение, получим 55 1⋅= A , откуда 11=A . 

Больше вещественных корней знаменатель данной дроби не име-
ет, поэтому для нахождения остальных коэффициентов применим метод 
неопределённых коэффициентов. Приравниваем коэффициенты при 
одинаковых степенях аргумента. 

.522:
;21:

;2:

21

21
2

2
3

AAx
NAAx

MAx

+−=−
+−=−

+=

; 

Из последнего уравнения найдём 02=A , т. к. 11=A . 
Тогда 2=M ,  .2−=N

Таким образом, 
52

2201
)52(
522

52
522

2222

23

234

23

+−
−

++=
+−
+−−

=
+−

+−−
xx

x
xxxxx

xxx
xxx

xxx . 

Проверка. Приведём полученную сумму дробей к общему знаменателю 
и сравним числители: 
 . 522)22(52522 232223 +−−=−++−=+−− xxxxxxxxxx
 
5.14. В примере 5.11. правильная дробь была разложена на сумму про-
стых дробей с неопределёнными коэффициентами 
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22)22(
2

22
2

2223 +−
+

+=
+−

+
=

+−
+

xx
NMx

x
A

xxx
x

xxx
x . 

Приведём сумму простых дробей к общему знаменателю и при-
равняем числители правильной дроби и суммы простых дробей. 

xNMxxxAx )()22(2 2 +++−=+ . 
Применим сначала метод задания частных значений, используя 

вещественный корень знаменателя дроби 0=x . Подставив его в по-
следнее уравнение, получим 22 ⋅= A , откуда 1=A . 

Больше вещественных корней знаменатель данной дроби не име-
ет, поэтому для нахождения остальных коэффициентов применим метод 
неопределённых коэффициентов. Приравниваем коэффициенты при 
одинаковых степенях аргумента. 

.21:
;0:2

NAx
MAx
+−=
+=

 

Следовательно,  .3;1 =−= NM

Поэтому 22
31

22)22(
2

22
2

22223 +−
+−

+=
+−

+
+=

+−
+

=
+−

+
xx

x
xxx

NMx
x
A

xxx
x

xxx
x

. 

Проверка. Приведём полученную сумму дробей к общему знаменателю 
и сравним числители: . 2)3()22(2 2 +=+−++−=+ xxxxxx
 
5.15. Простыми дробями 1-го типа называют дроби вида 

ax
A
−

. 

 
5.16. Дроби первого типа интегрируют непосредственно: 

;ln)( CaxAaxd
ax

Adx
ax

A
+−=−

−
=

− ∫∫  

 

5.17. Простыми дробями 2-го типа называют дроби вида kax
A

)( − . 

 
5.18. Дроби второго типа интегрируют непосредственно: 

)1(;
1

)()()(
)(

1

>+
+−

−
=−−=

−

+−
−∫∫ kC

k
axAaxdaxAdx

ax
A k

k
k . 
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5.19. Простыми дробями 3-го типа называют дроби вида 
qpxx

NMx
++

+
2 . 

 
5.20. Дроби третьего типа интегрируются по следующему алгоритму. 
1. Выделяем полный квадрат в квадратном трёхчлене  

qppxqpxx +−+=++
4

)
2

(
2

22 ; 

2. Вводим новую переменную dtdxtpx ==+ ;
2

;      . 222 atqpxx ±=++

3. Применяем свойство линейности и приём подведения функции под 
знак дифференциала. 

∫

∫∫∫

∫

±
−+±=

=
±

−+
±
±

=
±

+−
=

=

±=++

−=

==+

+−+=

=++

=
++

+

.)
2

(ln
2

)
2

(
2)(

)()
2

(

;
2

;;
2

;
4

)
2

(

22
22

2222

22

22

222

2
2

2

2

at
dtpMNatM

at
dtpMN

tat
attdMdt

at

NptM

atqpxx

ptx

dtdxtpx

qppx

qpxx

dx
qpxx

NMx

 

Последние интегралы – табличные (5) или (6). 
 
5.21. Простыми дробями 4-го типа называют дроби вида  

)1(
)( 2 >

++
+ w

qpxx
NMx

w . 
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5.22. Дроби четвертого типа после замены переменной интегрируют по 
такому же алгоритму, что и простые дроби 3-го типа. 
1. Выделяем полный квадрат в квадратном трёхчлене  

qppxqpxx +−+=++
4

)
2

(
2

22 ; 

2. Вводим новую переменную dtdxtpx ==+ ;
2

;      . 222 atqpxx ±=++

3. Применяем свойство линейности и приём подведения функции под 
знак дифференциала. 

∫

∫∫∫

∫

±
−+

+−
±

=

=
±

−+
±

±
=

±

+−
=

=

±=++

==+

+−+=

=++

=
++

+

+−

.
)(

)
2

(
)1(2

)(
)(

)
2

(
2)(
)(

)(

)
2

(

;;
2

;
4

)
2

(

)(

22

122

2222

22

22

222

2
2

2

2

w

w

www

w

at
dtpMN

w
atM

at
dtpMN

tat
attdMdt

at

NptM

atqpxx

dtdxtpx

qppx

qpxx

dx
qpxx

NMx

 

Последний интеграл берётся по рекуррентной (возвращающейся) 
формуле (формула получается методом интегрирования по частям): 

)
)(

)32(
)(

(
)1(2

1
)( 122122222 ∫∫ −− +

−+
+−

=
+ nnn at

dtn
at
t

naat
dt

. 

Применяют эту формулу сначала для 2=n , затем полученный резуль-
тат используют для  и т. д. 3=n
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5.23. Применяя результаты 5.9. и 5.13., получим 

 

.)52ln(13
2

)4ln(13
2

2
)4(

4
213

24
2)1(213

2

1;;1
;44)1(4)12(52

52
22)3(

)
52

5223(
52

5214

2
2

2
2

2

2

2

2

2

2222

22

234

23

234

2345

Cxx
x

xxCt
x

xx
t

td
t

t
x

xxdt
t
t

x
xx

txdtdxtx
txxxxx

dx
xx

x
x
dxdxx

dx
xxx

xxxxdx
xxx

xxxxx

++−+−+=+++−+=

=
+

⋅
+

+−+=
+
−+

+−+=

=
+===−

+=+−=++−=+−
=

=
+−

−
+++=

=
+−

+−−
++=

+−
+−+++

∫∫

∫∫∫

∫∫

 

 
5.24. Применяя результаты 5.11. и 5.14., получим 

.)1(2
2

)22ln(ln7

2
2

)1ln(ln7

1
2

2)1(
)1(7

1
3)1(7
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Ответы к § 6. Интегрирование некоторых тригонометрических 
функций 

 
6.1. 
Определение ра-
циональной 
функции двух пе-
ременных 

Рациональной функцией двух переменных  
называется функция, полученная путём примене-
ния к аргументам  конечного числа операций 
сложения, вычитания, умножения, деления и воз-
ведения в целую степень. 

),( vuR

vu,
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6.2. Воспользуемся универсальной подстановкой, поскольку ни непо-

средственное интегрирование, ни другие способы для интеграла ∫ x
dx

sin
 

не подходят. 
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Иногда интеграл ∫ x
dx

sin
 включают в таблицу интегралов. 

 

6.3. Подынтегральная функция интеграла ∫ dx
x
x

4

3

cos
sin

 – нечётная относи-

тельно синуса (функция меняет знак при изменении знака перед сину-
сом). Поэтому кроме универсальной подстановки можно применить 
подстановку xt cos= , т. е. подвести  под знак дифференциала. xcos

.
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6.4. Синус и косинус интеграла ∫ xdxx 42 cossin  содержатся в чётных  
неотрицательных степенях. Следовательно, кроме универсальной под-
становки, можно применить подстановку tgxt = . Но лучше всего для 
данного интеграла использовать формулы понижения степени синуса и 
косинуса. 

Преобразуем подынтегральную функцию для непосредственного 
интегрирования. 
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Поэтому 
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6.5. Подынтегральная функция интеграла ∫ dx
xx

dx
42 cossin

 чётная относи-

тельно синуса и косинуса (при изменении знака при синусе и косинусе 
функция не меняется), поэтому кроме универсальной для неё подойдёт 
подстановка . tgxt =
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Ответы к § 7. Интегрирование некоторых иррациональных функ-
ций 

 
Определение  
иррациональной 
функции 

Функция называется алгебраической иррацио-
нальной, если она получена путём применения к 
аргументу х конечного числа операций сложения, 
вычитания, умножения, деления и возведения в 
рациональную ( nm

n
m ,(  – целые)) степень. 
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7.2. Чтобы избавиться от иррациональностей, для интеграла ∫ + 3 xx
dx

 

применим подстановку . 6tx =
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Выделим целую часть полученной неправильной рациональной дроби: 
_t3                t+1 

  t3 +t2           t2 – t +1 – целая часть 
    _ – t2 

    – t2 – t 
               _ t 
                  t+1 
                   – 1– остаток. 
Поэтому  
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7.3. Избавимся от корня его заменой на  (см. ОК). 2t
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Полученную правильную рациональную дробь надо представить сум-
мой простых дробей: 
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найти 6 неопределённых коэффициентов и проинтегрировать простые 
дроби 1-го и 2-го типа. Всё это, конечно, займёт много времени. 
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Попытаемся поступить по-другому. Умножим и разделим подын-
тегральную функцию на сопряжённое знаменателю выражение 1−x . 

∫ ∫∫∫
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Второй интеграл берётся непосредственно подведением подкоренного 
выражения под знак дифференциала. 
Займёмся первым интегралом. 
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С другой стороны, если к этому интегралу применить интегрирование 
по частям, получим 
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Сложив (☺) и (☺☺), будем иметь 
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Следовательно, 
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7.4. Интеграл dxx∫ +3 3 1  является дифференциальным биномом (см. 
ОК). Проверим условия теоремы Пафнутия Львовича Чебышева  

при .3;0;
3
1

=== nmp  

3
1

=p  – не целое; 

3
11

=
+
n

m
 – не целое; 

3
2

3
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3
11

=+=+
+ p
n

m
 – не целое. 

Вывод: интеграл не берётся в элементарных функциях. 
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7.5. Интеграл ∫
+4 41 x
dx

 является дифференциальным биномом (см. 

ОК). Проверим условия теоремы Пафнутия Львовича Чебышева  
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Правильную дробь разложим на сумму простых дробей 
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и найдём неопределённые коэффициенты: 
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7.6. Интеграл ∫
+ 32
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)21( x
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7.7. Выделим полный квадрат в подкоренном выражении интеграла 

∫ −− dxxx 223 , потом сделаем замену переменной и тригонометриче-
скую подстановку (см. ОК). 
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При нахождении первообразной функции можно пользоваться сле-

дующим алгоритмом: 
1. Попытаться применить непосредственное интегрирование; 
2. Если это не приводит к успеху, определить класс подынтеграль-

ной функции (дробная рациональная, тригонометрическая, иррацио-
нальная функция) и применить соответствующие подстановки;  

3. Если функция смешанных классов – интегрирование по частям. 
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