
П. Е. ДАН КО, А. Г. ПОПОВ, Т. Я. КОЖЕВНИКОВА 

Высшая 
математика 

в упражнениях 

изадачах 

в двух частях 

Часть 

2 
б-е издание 

Москва 

«ОНИКС 21 век» 
«Мир и Образование» 

2003 



УДК 516+517 
ББК 22.Jя7З 

ДI7 

Данко П. Е. 

Все nрПАП ЗПЩUЩРНht. !/11{1C>I1I'lromKo пmдеЛI>н/'IХ 
глав и nР()/I,1R[>()('НIIЯ n ЦСЛОМ 6/:,;] ПIJ(,!,,,1tСННЛ ... :'П 

разрешения алur1еА/IЦСП nрпп :Щl1реrц"rна. 

ДJ7 Высшая математик;) В упрюкненнях н З:JД;JЧ;)Х. 13 2 ч. Ч . 2: Учеб. 
пособие дЛЯ RУЗОН / П. Е. Данко , А . "' . Попов, Т. Я. КожС'вник()ва. -
6-е изд. - М.: 000 « ИЗЛ,атеЛЬСКИfl дом "ОНИКС 2 1 ВСЮ> : 000 " ИЗДil
тельств() «М ир И Образование), 2(ЮЗ. - ·116 с.: 11Л. 

ISBN 5-З29-00327-Х (000 «ИЗДilн'льскиii д()м «ОНИКС 21 B('I(») 

ISBN 5-94666-009-8 (000 «Издательств() «Мир И Обра зnва ние») 

Содержание второй части OX8aTы~aeT слt'i\ующие рзздеЛhl программы: 
кратные . и криволинейные интегралы , РЯ,lЫ, ЮlффереНЦНilЛhНЫ(' уравнения, 

теорию вероятностей, те()рию функций к()мпяексноrn персм "ннnго, операци

онное исчисление, методы вычисленин, ОСНОВЫ ваРlJilЦИ()~НОГО ИС'lнсления. 
В каждом параграфе ПРИВОi\ЯТСЯ нео6ХОЛ,ИМhlС трореТИЧССКliе свеi\ения. 

Типовые заl1.ачи даются с пол,робнымн rН'UlеН'IЯМИ. ИМРЕ'ТСЯ бол ... шое I(ОЛИ
чество задач ДЛЯ самостоятельной работы. 

.V'lебн,ос lI.здание 

Данко ПаВЕ'JJ Ефимович, Попов Дл еКС illlДР ГеОРГIIС'RНЧ. 
Кожевникова Татьяна ЯК()JJлевна 

. ВЫСШАЯ МАТЕМАТИКА 
В УПРАЖНЕНИЯХ И ЗАДАЧАХ 

В двух частях 

Ч~СТЬ 2 

Р<,Доктор А. М . Cyxn(JrKlIli 

УДК 516+517 
ББК 22.lя73 

ПОДЛИСЗltO в печать с готовых ДИЗПОЗI1ТН90JJ 31.03.2003. Формат 60 х 901/ , •. 
Гарнитура .Литературная •. Печать офсетная. Уел. печ. л. 26,0. 

Доп. тираж 30 000 зкз . Заказ N~ 79. 
ОбщеРОССНЙСКIIЙ клаССJlфнкатор ПРОI\УКUИН 01(·005·93. том 2; ~E):>OO.') - У'lеБIlЭ" ЛlIтеР;lтура 

000 «Издатс.1ЬСКI!Й "ОМ ,,()HI1 "С 21 вер. 
Изд. ЛfIЦ. ИД .'J', 02795 от IIЛ9.20nО. 1O;,()бб. ,\10сква, ул. Добросл()бо"ская. 5а. 

Отдел реалнзаuин: тел. (095) 310·7.5·25, .150·~2·11. IlIlсгп еl: \\'\V\\'.ОПУХ.ГII; ('·mail: mail@<>nyx.ru 

000 ,,11здаП'.1ЬСТI\О «Мllр н 06ращнаннс"" 
Изд. л 1111. 11Д N. 050138 от 18.0б.2(ЮI. 109193. Москна. 5·. КОЖУХОUСКiI" ул., д. 13. СТр. 1. 

Тм./факс (095) 928-78·26. Е·тэil: mi" -I)Ьгаzоvаlli<-@>гаmt:>lсгл, 
ИздаllНС IJсущеСТВЖ: 11O I/rи учаСТl1l-l 

000 « J-IчаТСJl"';ТUО лет» 
ОАО 'С"Jlкт ·Петербургская ТltПография N~ 6 •. 191 144, Санкт· Петербург, ул. MOllcecJ ll<o, 10. 

Телефон отдела маркетинrа 271-35·42. 
ISBN 5·З29·0032i · Х (000 " ИЗl\атrЛI>СКИЙ ДОМ "ОН ИКС 2 1 П"К») 
ISBN 5·94666·009·8 (000 « Измтrльстно «Мир н ОБР"ЗОn"НIf~"). 

©ДаIlЮ> 1"1 . с: .. Попов А. ['" КОЖl'UI-IНКОR " Т. Я., ~ООЗ 
© 000 " И здаП'ЛЬСКllfi лом «ОН 111\С 21 нек .• . 
Оформлгнис обложк\!, 20():) 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

г лава 1. Двойные и тройные ИlIтеrра.1Ы 

§ 1. 
§ 2. 
§ 3. 
§ 4. 
§ 5. 
§ 6. 
§ 7. 
§ 8. 
§ 9. 

§ 10. 

Двойной интеграл в прямоугольных координатах 
Замена переменных в двойном иtlтеграле 
Вычисление площади плоской фигуры 
Вычисле\Jие объема тела . . . . • • . . 
Вычисление площади поверхности 
Физические приложения двойного интеграла 
Тройной интеграл. • . . • . . • • • • • • 
Приложения тройного интеграла . . • • . •... 
Интегралы, зависящие от параметра. Дифференцирование 
и н'итегрирование под знаком интеграла 

Гамма-функция. Бета,функция ••••••• , •••• 

г лава 11. КРlfволинеАные интегралы н IIHTerpa.1bl по поверхности 

6 
10 
14 
16 
17 
20 
23 
28 

30 
35 

. § 1. Криволииейные интегралы 110 длине дуги и по координатам 42 
§ 2. Незавнсимость криволинейного интеграла II рода от контура 

ннтегрирования. Нахождение функции по ее полному диф-
ференциалу 47 

§ 3. Формула Грина ...•. . . . . . . . . 50 
§ 4. Вычисление площади . . • • . . . . . . . 51 
§ 5. Поверхностные ннтегралы . . . . . . . . . 52 
§ 6. Формулы Стокса и Остроградс!{ого-Гаусса. Элементы теории 

поля ••••••••.••...•••. , ••• ,... 56 

Глава 111. Ряды 

§ 1. Числовые ряды . . • . 
§ 2. Функциональные ряды 
§ 3. Степенные ряды 
§ 4. Разложение функций в степенные ряды . . . 
§ 5. Приближенные вычисления значений функциii с помощью сте-

пенных рядов . . . . . . . . . . . . . . . . 
§ 6. Применеиие степенных рядов к вычислению пределов н опре-

делеиных интегралов . . . . . . . . . . . 
§ 7. Комплексные числа и ряды с комплексными числами 
§ 8. Ряд Фурье ..... 
§ 9. Интеграл Фурье .. 

Глава IV. Обыкновенные дифференциальные уравнения 

66 
77 
81 
86 

91 

95 
97 

106 
113 

§ 1. Диф;реренциальные уравнения первого порядка 117 
§ 2. Дифференциальные уравнення высших порядков 139 
§ 3. Линейные уравиения высших порядков . . . . . . . • . .. 145 
§ 4. Интегрироваиие дифференциальных уравиений с помощью РЯДJв 161 
§ 5. Системы дифференциальных уравнений . • . • • . . • . •. 166 

г лава V. Элементы теории вероятно~тей 

§ 1. Случайно\:: событие, его частота и вероятность. Геометрическая 
вероятность. . . • • • • • • • . . . . . . .• 176 

3 



§ 2. Теоремы сложения и умножения вероятностей. Условная 
вероятность . . . .• . . 179 

§ 3. Формула Берну,~ли. Наивероятнеiiшее число наступлений со-
бытия 183 

§ 4. Формула полной вероятности. Формула Бейеса 186 
§ 5. с.'1)'чаЙная величина и закон ее распределения . . 188 
§ 6. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины 192 
§ 7. Мода и медиана . . . . . . . . . . • . . • . . _ 195 
§ 8. Равномерное распределение . . . . . . . . . . • 196 
§ 9. Биномиальный закон распределения. Закон Пуассона • • •. 197 
§ 10. Показате.'1ьное (ЭI<споненцизльное) распределение. Функция 

надежности • • . • • . . . • • • . . • • • • • • • 200 
§ 11. Нормальный закон распределения. Функция Лапласа 202 
§ 12. Моменты, асимметрия и эксцесс случайной величины 206 
§ 13. Закон больших чисел . . • . . . . • . .. •• 210 
§ 14. Теорема Муанра-Лапласа . . . • . • . . . . • • • 213 
§ 15. Системы случайных величин . . • . . • • . . • • • 214 
§ 16. Линии регрессии. Корреляция. . . • • . . • • • • • • •• 223 
§ 17. Определение характеристик случайных величин на основе опыт-

ных данных. • 228 
§ 18. Нахождение законов распределения случайных величин на 

осн()ве опытных данных •• • • 240 

г лава 1'1. "онятие об уравнениях в частных производных 

§ 1. Дифференциальные уравнения первого порядка в частных про· 
иэводных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . • . • . .. 260 

§ 2. Типы уравнений второго порядка в частных производных. При-
ведение к каноническому виду. 262 

§ 3. Уравнение колебания струны 265 
§ 4. Уравнение теплопроводности 272 
§ 5. Задача Дирихле для круга . 278 

г лава V 11. Элементы теории функций комплексного переменного 

§ 1. Функции комплексного переменного . . . . . . • 282 
§ 2. Производная функции комплексного переменного 285 
§ 3. Понятие о конформном отображении ..... 287 
§ 4. Интеграл от функции комплексного переменного . 291 
§ 5. Ряды Тейлора и Лорана . . . .'. . . . . 295 
§ б. Вычисление вычетов функций. Применение вычетов к вычис, 

.'1ению интегралов . . . . . . . . . . . • . . .• 300 

г лава 1'1/1. Элементы операционного исчисления 

§ 1. 
§ 2. 
§ 3. 

§ 4. 

§ 5. 
§ 6. 

Нахождение изображений функций 
Отыскание оригинала по изображению . 
Сэертка функций. Изображение ПРОИЗВОДНblХ и интеграла от 
оригинада 

Применение операционного исчисления к решению некоторых 
дифференциаЛЬ!IbI х и интегральных уравнений . '. 
Общая формула обращения . . . . . . . 
Применение операционного исчисления к решению некоторых 
уравнений ыатематнческой физики 

Глшза 1 Х. Методы вычислений 

4 

§ 1. ПРllБЩl>кенное решение уравнений . . . . . . . . 
§ 2. Интерполирование . . . . . . . . . . . . . . . . 
~ 3. Приближеннее вычисление определенных интегра,10В 
§ 4. Прнб.lIIжен,ное вычисление кратных интегра,JOВ 

305 
307 

310 

312 
315 

316 

321 
330 
334 
338 



§ 5. 

§ 6. 
§ 7. 
§ 8. 

Примеиеиие метода Монте-Карло к вычислению опреде.1еНIIЫ)( 
и кратных интегралов • • . . . . . . • • • . . • . . 
Числеиное ннтегрирование дифференциальных уравнений 
Метод Пикара последовательных приближений. 
ПроетеАшие способы обработки опытных данных 

Глава Х _ Осиовы вариациоииоrо исчисления 

§ 1. 
§ 2. 
§ 3. 

§ 4. 
§ 5. 

§ 6. 

§ 7. 
§ 8. 

Поиятие о функционале • • . . . . . . . • • • . . . . . . • 
Понятие о вариации функцнона.'1а ......•... " .•. 
Понятие об экстремуме функционала. Частные случаи ИlIтегри
руемоети урцвнения Эйлера . . • . . • . . • • . . • . • . • 
Функционалы. зависящне от производных высших порядков 
Функционалы. зависящие от двух функций одной иезаВIIСЮЮЙ 
переыенной •..•.••...•...•.•.... 
Функционалы. зависящие от функций двух незаВИСIIМЫХ пере-
~leHHblx ••••••••••••••••••••••• 
Параметрическая форма вариационных за.1ач . . . . . . 
Понятие о достаточных условиях экстре~IРlа функщюна.lа 

Ответы ••. 

Прн.lOжеНllе 

Литература _ 

350 
362 
3б8 
370 

385 
386 

387 
393 

39-1 

395 
396 
397 

398 

~09 

416 



ГЛАВА I 

ДВОЙНЫЕ И ТРОЙНЫЕ ИНТЕГРАJIЫ 

§ 1. ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ В ПРЯМОУГОЛЬНЫХ КООРДИНАТАХ 

Пусть функцня f (х. у) определена в ограниченной замкнутой области D 
плоскости хОу. Разобьем облаCТh D произвольным образом на n элементарных 
областей, имеющих площади .1.аl, .1.а2 , ••• , .1.аn и диаметры d1, d2 , ••• , dn (диа
AfempoJc области называется наибольшее из расстояний между двумя точками 
границы этой области). Выберем в каждой элементарной области произволь
ную точку Ря (6я; 1'}я) и умножим значение фуикции в точке P/I на площадь 
этой области. 

И нтегральной суммой для функции f (х, у) по области. D называется 
сумма вида 

n 

~ f(~/I' ТJk).1.ak=f(61' 111).1.a1+f(62' ТJ2).1.a2 + ••• +f(6m ТJn).1.an • 
я=! 

Если при тах d/l -+ О интегральная сумма имеет определенный конечный 
n 

предел / = lim ~ f (~я, ТJ/I) .1.ая, не зависящий от способа разбиения D 
maxdk ..... 011=1 

на элементарные области и от выбора точек Ря в пределах каждой из них, 
то этот предел называется двой/Шм интегралом от функции f (х. у) в области 
D и обозначается следующим образом; 

n 

/ = ~ ~ f (х, у) da= Нт ~ f (~Я' ТJfJ .1.a/l. 
D maxdk -+°k=1 

Если f (х. у) > о в области D. то двойной интеграл ~ 5 f (х, у) da равен 
D 

объе.АIУ цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхностью z = f (х. у)' 
сбоку цилиндрической поверхностью с образующими, параллельными оси Oz, 
и снизу областью D плоскости хОу. 

О ·сновные свойства двойного интеграла 

1°. ~ ~ [fl (х. у) ± 12 (х, у)] da = ~ ~ 11 (х, у) da ± ~ ~ 12 (х, у) da. 
D D D 

2°. ~ ~ с! (х. у) da=c ~ ~ 1 (х, у) da. где с-постоянная. 
D D 

30. Если область интегрирования D разбита на две области D1 и D2• то 

~ ~ f (х. у) da = ~ ~ f (х, у) da+ ~ ~ 1 (х. у) da. 
D D. О. 

40. О ц е н к а Д в о й н о г о и н т е г р а л а. Если т.;;;;, 1 (х, у).;;;;, М, то 

тS..;;. ~ ~ f (х. у) da.;;;;, MS. где S-площадь области D, а т и М -соответст
D 

венно наимеиьшее и наибольшее значения Функцин f (х, у) в обiIасти D. 

6 



Правнла вычисления двойНых Jlнтегралов 
Рi1З.1нчают два основных вида области интегрирования. 
1. Область интегрирования D ограничен(! слева и справа ПРЯ~IЬШН х = а 

и х= Ь (а < Ь), а снизу и сверху-непрерывным;! кривыми y=rtl (х) И 
и = СР2 (х) [ерI (х),;;;; <Р2 (ХН, каждая из которых пересекается вертнка.1ьноl1 пря
мой только в ОДНОI! точке (рис. 1). 

Для такой области двойной интеграл вычисляется по формуле 

Ь '1'. (х) 

И f (х, у) dxdy= ~ dx ~ "х, y)dy, 
D 11 IP, (х) 

11', (х) 

причем Сllа'lала DЫЧllсляется внутренний I!нтегра" ~ f (х, у) dy, в котором 

Х сч.итается постоянным. 
'1', (х) 

2. Об.1асть интегрирования D ограничена снизу и сверху прямыми у=с 
И y=d (с < d), 8 слева 11 справа-непрерывными кривыми X='fl (у) И Х = 

у 

~-""'" __ v = tpzl6J 

y=~(x} 

о х=а х =Ь )( 

Рис. 

!J 
y=d 1----i~'777)=~ 

у=с 

.о 

Рис. .2 

= 'i'~ (у) [ФI (У)';;;; 'i'z (Y)J, каждая из которых пересекается ГОРИЗОl\та.1ьиоА пря
мой только D одной точке (рис. 2) 

Для такой области двойной интеграл вычисляется по формуле 

d '1', (у) 
~ ~ f (х, у) dx dy = ~ dy ~ t (х, у) dx, 
D с '1:, (у) 

'1:, (у) 
причем сначала ВЫЧllсляется внутренний интеграл ~ f (х, у) dx, в котором 

~', (у) 
у считается ПОСТ:JЯНIIЫ:\!. 

Прввые части указанных формул называются двукратными (или повтор
НЫ.ни) иитегралами. 

В более общем случае область интеГРИРОЕаН:iЯ путем разбиения на чаСТII 
сводится к основным областям. 

_. ВЫЧИСЛИТЬ ИХ In у dx dy, есJlИ облзCiЬ D-прямоуroльник 
D 

O~x~4, 1 ~y~e. 

4 е 

/::;. S S х In ydxdy= SXdX S In ydy= ( ~2]; ·r",lng-Yl1 =8 (е-е+ 1)=8. А 
D О 1 

7 



2. Вычислить И (соs2 х+siп2 у)dхdу, если область D-квад
D 

рат О<х<л/4, О<у<n/4. 
п/4 n/4 

6. ~~(COs2x+sin2y)dxdy= ~ dx ~ (cos 2 x+sin2 y)dy= 
D о О 

~4 п~ 

= 5 [У cos2 х+ .!_~ sln 2U] П/4. dx= 5 (~COS2X +~_...!.) щ= 
2 4 о 4 8 4 

о о 

=[~(Х++SIП2х)+(~-+)х]:/4.=i(~+;)+(~-~) :=~~. & 
2 х' 

3. Вычислить 1 = ~ dx ~ (2х-у) dy. 
1 х 

2 2 

6. 1=5 [2ХУ- ~ у2]:' Ш= 5 (2х3 - ~ х'-2х2+ ~ х2 ) dx= 
1 1 

=[~ x'-~x5- ~ хз]:=0,9. & 

4. Вычислить ~ ~ (х-у) dxdy, если область D ограничена ли
D 

НИЯМИ У= 2-х2, у= 2x-l. 

Л Построим область D. Первая лииия-пара60ла с вершииой n точке 
(О; 2), симметричная относительно оси Оу. Вторая линия-прямая. Решая 
совместно уравнения у=2-х2 и у=2х-1, найдем координаты точек пере
сечен-ия: А (-3; -7), В (1; 1) (рис. 3). 

Область интегрирования принадлежит к первому виду. Находим 

1 2-х' 1 

55 (х-у) dxdy== 5 dx 5 (х-у) dy = 5 [ху- ~ у2] ::~'1 dx= 
D -3 2х-I -3 

I 

= S( 2х-х3-2+ 2х2 -{ х'-2х2 +х+2х2-2х+{ ) dx= 
-3 

1 

= 5 ( - ~ х'-х3+2х2 + х- ~ ) dx= 
':"3 

[ 
1 _ 1 2 1 2 3]1 4 

= -то Х'-тх'+з хЗ +2"Х -2"Х _з=415' & 

5. Вычислить И (х+ 2у) dx dy, если область D ограничена 
D 

ПРЯМЫМI-I у=х, у= 2х, Х= 2, х= 3. 
3 2х 3 

6. ~ ~ (х+2у) dxdy= ~ dx ~ (х+2у) dy = ~ [xy+y2Jf dx= 
D 2 х 2 
3 3 

= 5 (2х2 +4х2-х2 _х2) dx=4 5 x2 dx = ~ хз 1: =- 25~. & 
2 2 
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6. Вычислить )~ ex+sinYcosydxdy, если область D-прямо
D 

угольник О~х~n, О~у~n/2. 

7. Вычислить ) ~ (х2 + у2) dx dy, если область D ограничена ЛII
о 

ниями у=х, х=О. у= 1, у=2. 
8. Вычислить ~ ~ (3х'-2ху+ у) dxdy, если область D ограни

D 
чена линиями х = О, х = у2, у = 2. 

9. Изменить порядок интегрирования в интеграле 
I l-х' 

~dx ~ '(х, y)dy. 
-1 -YI-x' 

6. Область интегрирования D ограничена JJИНИЯМИ x=-I. x=l. У=
= - у 1- х2, У= 1-х2 (рис. 4). Изменим порядок интегрироваиия, ДJJЯ чего 

!J 

Рис. 3 

у 

Рис. 4 

\ 
\ 

заданную область представим в внде двух областей (второго вида): 

D 1, ограниченную С.1ева н справа ветвями лараБОJJЫ х=± Y1-у(О~I), 
и Dз. ограниченную дуга~1И ОКРУЖИОСТI{ х=± Y1_y3(_I<y~O). Тогда 

1 1 _х' I УТ=У О V I - у' 

~ dx ~ f (х, У) dy = ~ dy ~ f (х, У) dx + ~ dy ~ f (х. у) dx. А 
- 1 _ 1· ·т=ха О _ ~ . I _ У - 1 -1 I - у' 

2л а 

10. Вычислить ~ cos2 Х dx ~ у dy. 
о u 
з х 

11. Вычислить ~ dx 5 (x-y)dy. 
I х' 

12. Вычислить ~ ~ у In х dx dy, если область D ограничена ли
D 

НlIЯШI ХУ= 1, У= 1<~', Х= 2. 

9 



13. Вычислить И (cos 2x+siny) dxdy, если область D ограни
D 

чена линиями х=О, у=О, 4x+4y-п=О. 

14. Вычислить ~ ~ (Эх + y)dx dу,если область D определяется не
D 

равенствзми х2 + у2::;;; 9, у ~ (2/3) х+ 3. 

15. Вычислить ~ ~ sin (х + у) dx dy, если область D ограничена 
D 

линиями х=О, у=п/2, у=х. 

16. Вычислить ~ ~ х dx dy, если область D - треугольник с 
D 

вершинами А (2; 3), В (7; 2), С (4; 5). 

Изменить порядок интегрирования: 
2 2-х , Jnx 

17~ ~ dx ~ f (х, у) dy. 18. ~ dx ~ f(х, y)dy. 
-6 х'/4 - J 1 О 

1 J +J-' Т:-VO 1 х 

19. ~ dy ~ f (х, у) dx. 20. ~ dx ~ f (х, у) dy. 
о 2-/1 О О 

I V J - х" n .ы х 

21. ~ dx ~ t (х, y)dy. 22. ~ dx ~ f(х, y)dy. 
о (1 -х)'/2 О О 

4 У25-/l" 

23. ~ dy ~ f (х, у) dx. 
о 3Y/4 

9/1 б J-' y 3/4 З/4 

24. ~ dy ~ t (х, у) dx+ ~ dy ~ t (х, у) dx. 
о /1 9/1 б V 

2 l/ х 4 V х 6 2 

25. ~ dx ~ f (х, у) dy+ ~ dx ~ f (х, у) dy+ ~ dx ~ f (х, у) dy. 
о о 2 1.' х-2 4 Ух-2 

§ 2. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В двоАном ИНТЕГРАЛЕ 

1. ДвоАноА интеграл в поnярНl"Х координатах. ПреобраЭОlJание двоАного 
интеграла от прямоугольных координат х, ,у к nОЛЯРН'J/At Кlnрдинатам р, е, 
связанным с прямоугольными координатами соотношениями х = р cos е, у = 
= р sln в, осуществляется по формуле 

И f (х, у) dx dy = И f (р cos е, Р sln е) р dp de. 
D D 

Если область интегрирования D ограничена двумя лучами 6=а, e=~ 
(а < ~), выходящими из полюса, и двумя кривыми Р = Pl (6) И р= p~ (е), где 
Pl (6) И Р9 (в)-одноэначные функции при а"; 6.,.;; ~ и Рl (e).s;;; Р. (6), то двой
ной интеграл вычисляется по формуле 

fJ р,(О) 

И F (р, в) р dp dO= ~ dO ~ F (р, 8) Р dp, 
D а р,(6) 
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где F (р, 6) = f (р cos е, р 51п е). причем сначала вычисляется интеграл 
р,(а) 

~ F (р, !) Р ф, в KOTOPO~I е считается постоянным. 
р,(а) 

2. Двойной интеграл в криволинейных коордииатах. Пусть двойной инте
грал прео6разуется от прямоугольных координат х, у к криволинейным коор
динатам и, и, связанным с пряыоугольнымн координатами соотношениями 
х-х (и, о), у-у (и, о), где фупцвв х (и, о) • у-(и, о), вепрерывые Bwecтe со 
CВOllМВ 'IACПIЬDOI провзводllЬDl1l первого пор.u;п. YC1'8.В8.ВJ111В8 взаимно одво

звачвое • в обе Cl'opoиw Вепре-
рьпвое c0011lCТC11lBe между ТО'(- У v' 
DМВ оБJ1lC11l D ПЛOCJ:ОСТИ хОу 
в ТОч:&:аМВ области п' ПЛОСКОСТИ 
иО'" (рвс. S) В определитель оре
образова.в:в.а, называемый IIКО
бшzнoм, В оБJ1lC11l п' не обраща
ете.8 нуль: 

:;r; о' ах ах 1 диди 
1= ду ду ::j: О. 

ди ди 

о 

Рис. 5 

Тогда пользyJOТC11 формулой 

И f (х, у) dx dy= И {[х (и, и), у (и, [1)] I J I du dv. 
D D' 

ДЛЯ случая полярных координат 

дх дх 

I _ др де _ I cos е 
- ду ду - 51п!) 

др де 

-р 5!л!) I 
pcos 6 =р. 

.. 
IJ 

26. Перейдя к полярным координатам, вычислить двойной ИН
теграл ~ ~ ~/ х2+ у2 dx dy, если D - 1 четверть круга х2 + у2 ~ аЗ. 

о 

ь,. Полагая х=р cos е, у= р 5in е, имеем 

~ ~ v х2 +у2 dxdy= ~ ~ v р2 С052 е+р2 5ir,B е р dp de= 
D D 

:1/2 а п./2 л/2 

= S de S p2 dp= ~ S рзlgdе= ~ S dе=~Э .• 
о о о о 

27. Вычислить ~ ~ ln {х2 + у2) dx dy. если область D - кольцо 
D 

между окружностями х2 + у2 = е2 и х2 + у2 = е'. 

Ь. Перейдем к полярным координатам: 

21'1 е" 

~ ~ In (х2 + у2) dx dy = ~ ~ In р2. Р dp de = 2 ~ ~ р 1п Р dp d6 = 2 ~ de ~ р 1п р ф. 
D D D О е 
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Взяв по частям интеграл, зависящий от р, получим 

2n 

2 S [ ,~ pillnp....-,~ р2]:' d6=nell (3e2-1) .• 

о 

28. Вычислить ~ ~ (х + у)3 (х - у)2 dx dy, если область D - квад
D 

рат, ограниченный прямыми х+у=1, x-y~l, х+у=3, 
х- у= ~l (рис. 6), 

!J 

J v , , , 
1 , 

fJ 
J)' 

" 
'1 J ;L 

, 
о 

-1 
J :;; 

Рис. 6 Рис. 7 

~ Положим x+y=u, x-Y=V, откуда x=(lj2) (11+<'), y=(1/2) (ll-t'). 
Тогда якобиан преобразоваиия 

дх дх 

J- дu дV 2 2 1 IJI 1 
- ду ду = 1 1 =-'2' Т.е. ='2' 

дii дv '2-2 

с,qедов1Iтелыl • • S5 (х+у)З(х-у)2dхdу= ~ 55 1l3L'2dlld .. •. Так K~K 06.12СТЬ п' 
О D' 

также ЯВ.1яется I~BaдpaTOM (рис. 7). то 

з I 

5 S (х+ У)3 (х- у)2 dx dy= -} 5 иЗ dll 5 ['2 d<' = 
D I! 

3 3 

1 5 [1 ] 1 1 5 1 13 20 , ='2 Il З з V3 _ldll~6 Il Э (l+1)dll=12 u4 
1=3" А 

l ' I , 55 хl 51п (ху/") 29. Вычислить у - dx dy, если область D, ограничена 
D . 

четырьмя параболами х2 = nу/3, x~ = 2nY13, у2 = 2х, у2 = 4х (рис, 8), 
~ Про изведем замену переменных так. чтобы ху = IlV И х2/у = и;' тогда 

х = V Uv2• У = ~/ u\lv и область D' окажется лрямоугольником: 11 = 2, u = 4, 
v=л/З, v=2л/3 (рис. 9). Находим якоби ан преобразования: 

1 -2/3 2/3 2 1/3 -1/3 
ЗU 

V З U 
V I 4 1 I 

J= 2 . =-9 --9-=--3 ' т. е. 1 J 1=-з, 
-и -1/3 V 1/ 8 ~ u2/З и- 2/3 
3 3 
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Сле~овательно. 

55 х' sln (ху/2) d d I 55· 1/2/3 и'/3 sln (ии/2) 
у х у=-з dudu= 

и 2/3 U1/ 3 
D О' 

211/3 4 211/3 

= ~ S vdu S sln (uи/2) d//= ~. 5 (cos u-cos 2и) du= 
11:3 2 п/3 

= ~ (Sln 2; -sln ~) _ ~ (Sln ~ -sln ~n) = 

I ( УЗ УЗ) УЗ =-з --2---2- =-3- ~ 0,577. А 

Переходя к полярным координатам, вычислить двойные ИН
тегралы: 

30. S 5 ( 1- ~:) dx dy, если область D-Kpyr х2 + у2 ~ лl• 
D 

Рис. 8 

v , 

~==Ы J I 

о 2 

Рис. 9 
1/ 

31. 55 x2~Xy~~ 1 ' если область D ограничена полуокружностью 
D 

y=Vl-х2 И осью Ох. 

32. И (х2 +у2) dxdy, если область D ограничена окружностью 
D 

x2 +yz= 2ах. 

55 In"Г х2 + '" 33. S .; у dx dy, если область ' D ограничена линиями 
х2 +у2 

О 

х~+у2=лt/9, х!+у2=п2• 

34. ~ ~ V х2 + y~ dx dy, если область D ограничена линиями 
о 

х2 + у2 = а2 , хl + у2 = 4а2. 
1 2х 

35. Вычислить ~ dx ~ dy, введя HOBble переменные х = u (l-tl), 
о х 

у=иtl. 
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36. Вычислить ~ ~ dxdy, если область D ограничена ЛИНИЯМ\{ 
D 

ХУ= 1, ХУ= 2, У=Х, У= 3х . 

• ПРОlIзвести замену переменных Х= (ll/и)1/2, у= (lliJ) 1/2 • 

§ 3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ 

Площадь плоской фигуры, ограниченной областью D, находится по формуле 

s= И dxdy. 
D 

Если область l) определена, например, неравенствами а';;;; х.;;;; ь, «р]" (х) со; 
~ у.;;;; СРа (х), то 

ь Q)t(X) 

s= ~ dx ~ dy. 
а IJ',(х) 

Если область D в полярных координатах определена неравенствамн 
a~6.;;;;~; CjJ(6)~pE;;;f(6), то 

/3 ,(е) 

s= И pdpd6= ~ d6 ~ pdp. 
D а. ф(е) 

37~ Вычислить площадь фигуры, ограниченной ЛИНИЯМИ Х = 
=4у_у2 , х+у=6. 

6. Найдем координаты точек пересечения заданных линий, решая систему 
уравнений х = 4у-у2 И х+ у = 6 (чертеж рекомендуется выполнить самостоя
тельно) . В результате получим А (4; 2), В (3; 3). Таким образом, 

3 4у-у' 3 

s= И dxdy= ~ dy ~ dx=~ xl:~~Y'dy= 
D 2 б-у 2 

3 

= S (- у2+5у-6) dy= [ - ~ уЗ+ ~ УЗ_ 6уJ: = ~ (кв. ед.). А 
2 

38. Вычислить площадь фигуры, ограниченной окружностями 

р= 1, р= (2/V"З) cos8 (вне окружности р = 1; рис. 10). 

6. Найдем координаты течки А; имеем 1 = (2!УЗ) cos 6, cos 6 = УЗ/2. 
6=1'(/6, т. е. А (1; тcj6). Тогда 

14 

л/б (2/У 3) cos е л/б (_) 

S = S S р dp d6 = 2 S d8 S р dp = 2 S [ ~ р2] 12/У 3 со! е d8 = 
D О 1 О 

лffl n~ 

= S (fcos2 8-1)d8= 5 (;+; СОб28-1)d8= 
о о 

л/б . 

=~ 5 (2cos28-I)d8= ~ [sln2e-8~/e= 
о 

= ~ (Sl/1 ~-i) = 118 (3 УЗ-л) (КВ. ед.). А 



39. Найти площадь, ограниченную ле~1Нискатой (x2+yS)2=2a1xy. 

6. Полагая х= р cos 8. у = р sln О, преобразуем уравнение крввоА к по· 
лярным J<оординатам. В результате гюлуч.им р2 = 2а3 51п е cos е = а2 sln 28. 

О'lевидно, что изменению полярного угла 8 от О до п/4 соответствует 
четверть искомой площади. Следовательно" 

11/4 а V ,1'1 20 11'4 

S = 4 И Р dp d8 = 4 ~ d8 ~ Р dp = 2 ~ р3 '~ V shi26 d8 = 
D О О О 

n/4 

=2а2 ~ 5In20d8=-a2c05201;/~ =а2 • А 
о 

40. Найти площ~дь фигуры, ограниченной линией хз + уз = аху 
(площадь петли; рис. 11). 

Рис. 10 РИС. 11 

~ Прео6разуем данное уравнение к полярным каординатам: р3 (51П' 8 + + С05', О) =-'= ар2 sln 8 cos 8, т, е. р = а sln () cos в/(s!nз 8 + соsЗ 8). ОСЬЮ симметрии 
петли являетСЯ луч 6=п/4, поэтому 

n/4 , a,ln6c",6/(.ill·6+c(>.·6J 

S = 2 И Р dp d6 = 2 ~ d8 ~ Р dp = 
D О О 

11М nМ 

=а2 S 5Iп2есщ,~f) d8=a2 (' tg 2 8cQ!;48 d8= 
. о (SIГ,З е+ (:оз3 8)2 ~ ~os(j б (1 + tgЗ 8)2 

Вычислить площади фигур, ограниченных заданными линиями: 

41. х=у2-2у, х+у=о. 42. у=2-х, у2=4х+4. 
43. у2=4х_х2 , у2=2х 44. 3у2=25х, 5х2 =9у. 

(вне парабо.ТJЫ). 
45. y2+2y-'--Зх+l=О, 
Зх-3у-7=О. 

47. у= 4х-х2" У= 2х' -5х. 

46. у= СО5Х, у= С05 2х, у= О 
(площадь ближайшей от начала 
координат фигуры). 

48. х=4-у·, х+2у-4=О. 
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49. p=2-соstЭ, р=2 (вне 50. p=2(1+cos8), p=2costЭ. 
кардиоиды) 

51. y2=4(1-x), х2 +у2=4 (вне параболы). 

§ 4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМА ТЕЛА 

Объе.Аt цuлuндрического тела, ограниченного сверху непрерывной поверх
ностью z = f (х, у), снизу плоскостью z = О и сбоку ЦИЛlIндрическоА поверх
ностью, вырезающей на ПЛОСКО::ТII хОу область D, вычисляется по .формуле 

у= И '(х, y)dxdy. 
D 

52. Найти объем тела, ограниченного поверхностями у=l +х2, 
z = 3х, у = 5, z = О и расположенного в 1 октанте. 

t::. Тело, объем которого надо вычислить, ограничено сверху плоскостью 
z=Зх, сбоку-параболическим цилиндром у=l+х2 и плоскостью у=5. С1е· 
довательно, это-цилиндрическое тело. Область D ограничена параболой 
у=l+х2 и прямыми у=5 и х=О. Таким образом, И~lее~1 

2 5 2 

у= И Зхdхdу=З ~ xdx ~ dу=З ~ x·[Y);+.~Jdx= 
D о 1 +х· О 
2 

=з ~ (4x-хЗ) dХ=З[ 2X2_+X~]: = 12 (l<уб. ед.) .• 
о 

53. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями z = 
=1_x2 _ y2, у=х, y=xV~3, г=О и расположенного в 1 октанте. 

t::. данное тело ограничено сверху параболоидом z = 1_х2_у2. Область 
интегрирования D-круговой сектор, ограниченный дугой окружности x2+yZ=I, 
являющеАся линией пересечения парабо.10ида с П.10СКОСТЫО Z = О, 11 прямыми 
у=х и у=хУ3. Следовательно, 

y=~~ (l-x2 - y2)dxdy. 
D 

Поскольку областью интегрирования ЯВ.'Iяется часть круга, а подынте
гральная функция зависит от х2+ у2, целесообразно перейти · к полярным ко
ординатам. Уравнение окружности х2 +у2= 1 в этих координатах примет вид 
р= 1, подынтегральная функция равна 1_ р2, а пределы интегрирования по 6 
определяем из уравнений прямых: tg 61 = 1, т. е. 61 = л/4; tg 62= уз, т. е. 
6z =л/З. Таким образом, имеем 

11/3 1 

V = И (l_ p2) Р dp d6= ~ d6 ~ (p-рЗ)dр= 
D 11/4 О 

1I~ mз 

= S [ ; р2 - ~ р( ] : d6 = ~ S d6 = 4~ (l<y6. ед.) .• 
11/4 u/4 

54. Найти объем тела, ограниченного поверхностями x2+y2=aZ, 

х2 + г2=а2 • 
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f:j. Рассмотрим восьмую часть заданного те.lа (рис. 12): 

а 1/ а'-х' 

~v= 55 Ya 2-x2 dxdy= 5 yaZ-х2 dх S dy= 
D О О 

а 

= 5 (a2 -Х2)dХ=[ а2х- ~ хз J~= ~ аЗ. 
о 

Сле;r.овательно, v= Iба3/3. 1;. 

Вычислить объемы тел, ограниченных заданными поверхностями: 

55. х2 + у2 = 8, х'= о, v = о, z = О, Z 
х+и+ г =4. 

56. х=2уЗ, У=О, 
z=o. 

57. x2+4y2+ Z = 1,2=0. 
58. г=х2 +у2, y=xz, У= 1, 2=0. 
59. z=4-x\ 2х+у=4, х=о, у=о, 

z=o. 
60. г2=ху, х=о, х= 1, у=о, у=4, 

г=О. 

у 
~~~---

6J. z=5x, х2 +у2=9, г=О. 
62. х+у+г=6, 3х+2у= 12, 3х+ Рис. 12 

+у=6, у=о, г=О. 
63. г=х+у+l, у2=х, х=l, у=о, z=o. 
64. z=O, г=ху, х2 +у2=4. 
65. х2/а2 + у2/Ь2 = 1, У = о, z = х/2, z = х. 

§ 5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩДДИ ПОВЕРХНОСТИ 

ЕС,lИ гдадкая поверхность задана ураJЗнеНllе~1 z =! (х, у), то luощадь 110· 
t3еРХЖJсmtt выражается форму,юй 

где D - проеКЦIfЯ данной поверхности на плоскость хОу. Ана.l0ГlIЧНО, еС.1Н 
поверхность задана уравнением х=! (у, г). то 

где D - проекция поверхности на плоскость уОг; ецlП же уравнеНllе поверх
НОСПI имеет вид у = ! (х, г), то 

s= 55 yrl+(~~Y+(~n2 dxdz, 
D 

где D - проекцня nOBepXHOCTII 113 поверхность xOz. 
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66. Найти площадь части сферы х2 + у2 + г2 = а2 , заключенной 
внутри цилиндра х2 + у2 = ау (рис. 13). 

6. Из уравнения сферы имеем (для 1 октанта): 

z=Ya.2_x2 _ y2: az=_ . х ; aayz= у ; 
дх уа2_х2_у2 Уа2_х2_у2 

, ;- (aZ ) 2 ( az ) а , ;- х2 у2 а 
у 1 + дх + ду = r 1 + а2 _Х2_у2+ а5 _х2_уl у а1_х2_у2· 

Часть сферы. расположеннаn D 1 октанте, проецируется в полукруг, огра
ниченныА окружностью х2 + у2 = ау и осью Оу. Этот полукруг и ЯВJIяетсll 

областью интегрирования D. 
'1 Поверхность расположена 11 четырех октаатах, 

а потому нскомая ПJIощадь 

S= 4a 55 dxdy • 
уа2_х2_уl 

D 

Перейдем к полярным координатам, тогда урав-
1/ нение окружности примет ВИД р = а sln 8 и 

п/2 а .ro в 
S = 4а 55 р dp d8 4а \ d6 5 Р dp 

Рис. 13 D уа2- р* ~ о Yal-pt 
Jt/2 п/2 

=-4a~' у аИ р' 1:,ln IJ d6= -4а2 5 (С05 8-1) d6=--

о о 

=-4а2[Sln6-еJ~/2 = 4а2 ( ~ -1) (кв. ед.). 

67. Найти площадь части конуса Z= V х2 +у2, заключенной 
внутри цилиндра х2 + у2 = 2х (рис. 14). 

az х az . у 
ь. И1 уравнения конуса имеем дх.Г ' -д = У . Об· 

" х2 +у2 У х2 +у2 
Jlастью интегри рования D является круг, ограНИ'ченный ок ружносгью х2 + у2=2х, 
или Р =2 cos 6. Тогда 

s=5S-v 1+x2:y2+x2~y2dXdY= 
D 

п/2 2 со. в 

= у"2 ~ ~ dx dy = У2 ~ d8 ~ Р dp = 
D -Тl/2 О 

~ ~ 

=2У2 5 ~ p21~ со, е d8 =2У2. + S 4 cos2 8 d6= 
о о 

п/2 

,r- (' .r- [ 1 ] п/2 .г-=2" 2 ~ (I+cos28)d6=2" 2 8+2"SIл28 () =Л. " 2 (кв. ед.). 



68. Вычислить площадь поверхности цилиндра х2 = 2г, отсе
ченной плоскостями х- 2у = О, У = 2х, х = 2V-2 (рис. 15). 

6. Областью интегрнрования служит треугольник ОАВ. Из уравнения 
дг дг 

ЦlIлиндра имеем дх=Х' ду=О. Тогда 

21/ 2 2х 

S = ~ ~ у 1 + х2 dx dy = ~ у 1 + х2 dx ~. dy = 
о о ~ 

2У 2 zV2 

= 5 ~ х у 1 + х2 dx=: 5 (1 +X2)1/2 d (1 + xZ) = 
о о 

3 2 3/2)2 У2 =4"з(l+х2) о =IЗ(кв.ед.)." 

69. Вычислить площадь части поверхности параболоида х = 
= 1-у? - г2, вырезанной цилиндром у2 + г2 = 1. 

'l 

!J 

Рис. 14 Рис. 15 

6. Об.1асть интегрирования-окружность у2+ г2= 1 (она расположена 
. ~ ~ 

в плоскости уОг). Из уравнения параболоида имеем ду = - 2у. дг = - 2г. 

Тогда 

s = 55 У-1 + ( ~;) 2 + ( :; ) 2 dy dz = 55 у 1 + 4 (у2 + г2) dy dz. 
D D 

Перейдя к полярным координатам. получим 

211: 1 271 

s=5 de5pY1+4p2dpde=5 [~" ~ (l+4pZ)3/2J~de= 
о о о 

_ 2:п; 

5У 5-15 de 
12 

о 

5У5-I 
6 1t (КВ. ед.). А 

70. Найти площадь части поверхности у = х2 + г2, вырезанной 
ЦИЛИН)J.ром х2 + г2 = 1 и расположенной в 1 октанте. 
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71. Найти площадь части сферы х' + У' + г2 = 4, вырезанной 
цилиндром ха/4 + у2 = 1. 

72. Найти площадь той части п-лоскости z = х, которая за
ключенавнутри цилиндра ха + у2 = 4 выше плоскости z = о. 

73. Найти площадь части поверхности цилиндра z = ха, выре-
занной плоскостями х+у= V'2. х=о. у=о. 

74. Вычислить площадь поверхности конуса х2 
- у2 

- г' = о, 
расположенной внутри цилиндра ха + у2 = 1. 

75. Вычислить площадь поверхности цилиндра х2 + г~ = 4, 
расположенной внутри цилиндра х' + у2 = 4. 

76. Найти площадь части поверхности г' = 2ху, вырезанной 
плоскостями х= 1, У= 4, z = О. 

§ 8. ФИ3И·ЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

Если пластинка занимает область D плоскости хОу и имеет переменную 
поверхностную плотность l' = l' (х. у). то масса М пластинки выражается двой
ным интегралом: 

м = и '\' (х. у) dx dy. 
D 

Статические .моменты пластинки относительно осей Ох и Оу находятся 
по формулам 

M~ = ~ ~ у'l' (х. у) dx dy. М у = ~ ~ ху (х. у) dx dy. 
D D 

В случае однородной пластинки y=const. 
Координаты центра тяжести пластинки можно вычислить по формулам 

Х=Му/М. У= мх/м. 

где М -масса пластинки . а Мх • му-ее статические моменты относительно 
осеА координат. 

В случае однородной П.'1зстннки эти формулы принимают вид 

и xdxdy И ydxdy 

х = ...;;D;......"'S,.... -, У = ..;D:.-...,.S"""'-

где S - площадь областн D. 
Моменты инерции пластннки относительно осей Ох и Оу DЫЧИС.'lЯЮТСЯ 

по фоРМУ.'1ам 

1 х = ~ ~ у2,\, (х. у) dx dy. 1 у = ~ ~ х2 ,\, (х. у) dx dy, 
D D 

а момент инерции относительно начала координат-по формуле 

10= ~~ (х2 + у') У (х. y)dxdy=lx+ly• 
D 

Полагая в этих фОР~lу.'1ах у (х. у) = 1, получим фОР~IУЛЫ ДЛЯ DЫЧИС.'1ения 
геометричеСКIIХ моментов HHepUllll П.'IOскоЙ фигуры. 



77. Найти кооординаты центра тяжести фигуры, ограничен
ной линиями у2=4х+4, у2=-2х+4 (рис. 16). 

6 Так как фигура симметричиа относи

тельно оси Ох, то у = О. Остается найти х. 
Найдем площадь данной фигурЬ!; 

2 (4-у')/2 

S= 55 dxdy= 25 dy 5 dx= 
D О (у'- 4) /4 

2 

= 2 5 (4 /2 _ y2~4) dy= 

о 
~ 

= 2 ~ ( з - З~2 ) dy = б [У - /2 уЗ ] ~ = 8. 
о 

Тог;\3 

у 

-/ z 

PIIC . 16 

78. Найти координаты центра тяжеСТII фигуры, ограНJlченной 
Э,1.1IШСО:>i х2/25 + y2j9 = 1 и его хордой х/5 -1- у/3 = 1. 

6 Найде~1 П.l0ща,1.Ь ceГ~fCIITa: 

5 (3 .' 5) ) ' "25 -Х' 

S = ~ ~ dx dy = ~ dx ~ dy = 
D О 3(I-xj5) 

5 

= 5 ( ~ У25- "~2 __ З+ ; х) (/х=--= 145 (л--2). 
о 

ТОГ.lа 

5 (3/5) )'"2 5-.\'· 

x=~S5XdXdY=15(~_2)5XdX S dy= 
D ' О з( 1-.1', 5) 

5 

=15 (л4_2) 5 [: Х У25-х2 -Зх( 1- ~) J dx= 
о 

_ 4 [_~ • .!.. .2(25_x2)~ /2 _Зх2 ..L~ "]б= 
-15 (п-2) _ 52 3 2 15 . 0 

4 ( 75 1) 10. 
= 15 (л-2) 25-2,25 = 3 (л-2) • 
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5 (3/5)У25-х· 

y=~SSYdXdY=15(:_2)SdX 5 ydy= 
D о 3 (I-х/5) 

5 

= 4 • ~ s [~(25-X2)-9 (1-~)2J dx = 15 (11-2) 2 25 5 
о 

5 

2·9·2 S 12 [5х2 
1 ] 5 

=15(n-2).25 (5x-x
2
)dx 125 (n-2) -2--З ХЗ 0= 

о 

12 (125 125) 2 
= 125 (n-2) т-т = n-2 • А 

79. Вычислить полярный момент инерции фигуры, ограничен
ной линиями х/а+ у/Ь= 1, х= О, у= О. 

6. Момент IIнерции относительно начала координат раnен 
а (Ь/а) (а-х) 

/o=SS (xS+y2)dxdY= 5 dx S (X
2+y2)dy= 

D о О 

а а 

= 5 [ х'у+ ~ уз ]:/а) (а-х) dx = 5 [: х2 (а-х)+ ~ :: (а-х)з] dx= 
о о 

=r..!..ЬХЗ-~х4-..!...~ • ..!..(а-х),]а аЬ(аl+Ь') .6. 
. 3 4а 3 аЗ 4 о 12 • -

80. Вычислить момент инерции относительно оси Ох фигуры, 
ограниченной кардиоидой р = а (1 + cos Э). 

f:... Перейдя к полярным координатам в формуле / х = ~ ~ у2 dx dy, получнм 
D 

2n а(l+созВ) 

/ х = ~ ~ р2 slnl 8 р dp d8 = ~ sln28 d6 ~ рЗ dp = 
D О О 

2л 2n 
С I ja (1 + СО! Э) 1 5 =J s1n2 8· Т р' о d6=T a4 sln2 8 (1 +cos 8)' d8 = 
о о 

2п 

1 5 21 =та' sln2 8 (1 +4 соз 8+6 соз2 8+4 соsЗ 9+cos' 9) d9=З2 па'. А 
о 

81. Определить центр тяжести площади, ограниченной линиями 
у = х2 , У = 2х2 , Х = 1, х = 2. 

82. Определить центр тяжести площади, ограниченной карди
оидой p=a(l +cose). 

83. Определить центр тяжестиполусегмента параболы уВ = ах, 
отсеченного прямыми х = а, у = о (у > О). 

84. Найти центр тяжести площади, ограниченной одной пет
лей кривой р = а sin 2Э. 
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85. Найти центр тяжести ПЛОЩJДИ, ограниченной параБОJIaМИ 
у2=х, х2 =у. 

86. НаЙТII центр тяжести площади, ограНIiЧСl-il-Ю{1 параболой 
у2 = 2рх и прямой х = 2р. 

87. Найти центр т'яжести площаДII, огр,ншчеНIIОЙ линиями 

у = у
С 

2х - х2, у = О. 
, 88. ВЫЧИСЛIlТЬ момент инерции площади, ограниченной ли-
ниями у = 2~/X,c Х + У "'-" 3, У = О, относитеJIЫIO оси Ох. 

89. ВЫЧИСЛИТЬ полярный момент инерции площади, ограни
ченной прямыми х+ У= 2, Х= О, У= О. 

90. Вычислить момент инерции площадн, ограниченной ЛИНИЯМИ 
у=4-х2 , у=о, относительно оси Ох. 

91. Вычислить момент инерции площади эллипса х"/а2 + у2/Ь2 = 1 
относительно его большой оси. 

92. Вычислить массу квадратной плаСТИI-IJ\И со стороной а, 
ПЛОТНОСТЬ которой в любой точке пропорциональна квадрату рас
СТОЯНИЯ этой ТОЧI\И от одной из вершин квадрата. 

93. ВЫЧИСЛИТЬ массу круглой пластинки радиуса г, если плот
НОСТЬ ее обратно пропорциональна расстоянию точки от центра 
и раЩIa б на краю пластинки. 

94. ВЫЧИСЛИТЬ статический момент пластинки, имеющей форму 
прямоугольного треугольника с катетами I ОА 1= а, I ОВ I = Ь, 
относительно катета ОА, если плотность ее в любой точке равна 
расстоянию точки от катета ОА. 

§ 7. ТРОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ 

Пусть функция f (х, у, г) определена в ограниченной замкнутой простран
ствеВНОIr области Т. Разобьем область Т произвольныы образом на n элемен
тарных областей T 1 , Т2 , •.• , Т" с диаметрами d!, и2 , ••• , dn и объемами 6У!, 
ДУ2 , ••• , д У,.. в каждой элементарной области IJОЗЬ~fе.\1 пронзвольную точку 
Р" (Sk; fJk; ~l,) и умножим значение ФУIIКЦИli D точке Pk на объем этой об
ласти. 

И Ilmегральной CYJIJlOil дЛЯ ФУНJ{ЩIИ [(х, У, г) по оu.пасти Т наЗЫl3ается 
11 

сумма вида ~ f (~l" fJ/" 6k) ~Vl" 
k= I 

Предел интегральной суммы при cтpCMJ1el!HI! к нулю нан60.~ьшего из ди
аметров всех, элемеllтарных областей 6V k назыаетснH mРОйllЫАI uюnегра.r.ОА! 
от функции f (х, у, г) по области Т 11 о'бознаЧClется С.1едующнм образом: 

1! 

~ ~ ~ f (х, у, г) dV= Нт ~ f (;k, 'YJk, 6.'1) t!Vk' 
т maxdk-+~k=1 

Конечный преДСJI такого вида может существовать только для ограниченно/i 
фУНКЦНII. 

Если [(х, у, г) > О в области Т, то тройной интеграл ~ ~ ~ f (х,. у, г) dV 
т 

f!редставляет соЕой ;,taccy тела, занимающего область Т и И.\iеюше~о перемен
вую плотность 'V =f (х, у, г) (физическое IIСТОJIкование тройного интеграла). 

Основные свойства тройных интеграЛОD анаЛОГИ'lllЫ свойствам двойных 
I!нтегралов. 



В декартовых координатах тройной. интеграл обычно записывают в виде 

И ~ f (х, У, г) dx dy dz. 
т 
Пусть область интегрирования Т определяется неравенствами Xi <: х ~ Х2, 

Yi (х) со;; У';;; Уа (х), гl (х, У) or;;;; z"'; Zg (х, У), где Уl (х), У2 (х), гl (х, у) И ги (х. у) -
непрерывные функции. Тогда тройной интеграл от функции f (х, У, г), распро
страненный на область Т, вычисляется по формуле 

х. у. (х) Z. (х. у) 

~ и '(х, У, г) dx dy dz = ~ dx ~ dy ~ f (х, У, г) dz. 
т );, у, (х) Z, (х, у) 

Если при ВЫЧИС.'1ении тройного интеграла требуется перейти от перемеи
ных х, У, z к новым переменным и, v, ш, связанным с х, У, z соотношениями 
х=х(u, v, ш), у=у(u, v, ш), г=г (и, v, w), где функции.х(u, v, ш), у (II,V, ш), 

н f;;!!;O) 

у 

( 
g 

Рис. 17 Рис. 18 

z (и, v, ш), непрерывные вместе со своими частнымн производными первого 
порядка, устанавливают взаимно однозначное и в обе стороны непрерывное 
соответствие между точками области Т пространства Охуг и точками некоторой 
области Т' пространства Оuvш и якобиан J в области Т' не обращается в нуль; 

дх 

дu 

ду 
J- -- дu 

дг 

то пользуются формулой 

~ и f (х, у, г) dx dy dz = 
т 

= И ~ f[x (и, (', ш), У (и, с', w), Z (и, v, ш)]·1 J 1 du dv dш. 
Т' 

в частности, при переходе от декартовых координат х, У, z к цuлuн.дРIl
чеСКIIАI KoopдllНamaAC р, <р, Z (рис. 17), связанным с х, у, z соотношеНИЯМlI 

X=PC05q>, y=pSinq>, г=г (О 00;;; р < +00, OOO;;;q>00;;;2n, -00 < z < +00), 
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Р.l<обиан преобразования J =р и фор.lIула преобразования тройного интеграла 
1\ цилиндрическшс координатам имеет вид 

И ~ f (К. У. z) dK dy dz = И ~ f (р соз 'Р. Р sш 'Р. z) Р dp dq> dz = 
т т 

fP, Р. z, 

= ~ dq> ~ р dp ~ f (р cos 'Р. Р sш 'Р. z) dz. 
fP, р, z, 

При переходе от декартовых координат к. U. z К сферическшс координа
там р. (j). 6 (рис. 18). связанным с к. у. z соотношениями 

х=р 5Ш 6 соэ <р. у=р 51п 6 эln <р. z=p cos 8 (О..;р..;;;;+оо. 
о .,;;; q> .,;;; 2п. О,.;;;;; 6 ,.;;;; п). 

якобиан преобразования J = р' sln О. и формула преобразованuя тройного ин
теграла к сферическим координатам имеет вид 

~ ~ ~ f (К. u. z) dxdydz= 
т 

= ~ ~ ~ f (р sш 6 соэ 'Р. Р sш 6 sln 'Р. Р cos 6) р' SJn 6 dp d(j) d6 = 
т 

fP, 8, р, 

= ~ d(j) ~ sш 6 d6 ~ р'! (р 5Ш е соэ 'Р. Р sш 8 sш 'Р. Р соэ 8) dp. 
'1'. 8, р, 

95. Вычислить 1 = ~ ~ ~ z dx dy dz, где область Т определяется 
т 

неравенствами o~x~ 1/2. x~y~ 2х, О~z~Vl-хl-уt. 

1/2 2х У1-.<'-у' 1/2 2]( У1-к'-у' 

6. I=SdXSdY S ZdZ=i-SdxS ZI dy= 
О к О О х О 

1/2 2х 1/2 

={ S dx S (I_X2_ y2)dy= ~ . S [u-uх'- ~ !I ]:Х dK= 
о х О 

1/2 

=.-!. r (2K-2хЭ-~ХЗ-х+~+.-!.хЭ) dx= 
2 .J з з 

о 

96. Вычислить 1 = ~ ~ ~ x2yz dx dy dz, если область Т ограни
т 

чена плоскостями х=О, у=О, z=O, х+у+г-2=О. 

!\ Область Т ограничена сверху плоскостью z=2-x-y. а снизу
плоскостью z=O. Проекцией тела на плоскость хОу служит треугольник, 
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образоваННЫII ПРЯА/ЫМИ х=о, у=о, у=2-х. Сле,\оsзте.'1ЬНО, 

2 2-х 2-х-у 2 2-х 

1= S x!dx S ydg S zdz == S x2 dx S у (2_~_y)2 dy= 
U о о о (} 

2 " 2 

'=.!. S ! r ,~(2-x)4 + (2-х)1 2 (2-х)4 ] 1 S 2 , ~ 16 
2 х 2 4 3 dX=i4 х (2-х) dx= 315 ' .. 

о о 

97. Вычислить 1 == ~ ~ ~ z dx dy dz, где Т - верхняя половина 
т 

эллипсоида x'l/9 + у'/4 + гl ~ 1, 

6. ЛроекциеА тела иа плоскост~ хОу является эллипс х'/9+ у2/4';;;; 1. По
этому 

з (2/3,}'"g::x; }'"1-x l / 9-g l /4 

J == S dx 5 d!l S t dz ~ 
-3 -(t/8)Vt-xl О 

3 (2/3) V-g::;i 

= ~ S dx S ( 1-:;-- ~ ) dy= 
-3 -(2/3)У9-х' ;1 

=.!. 5 [( I_~).i У.9- x2 _.!..16 (9-Х2)3/ 2] dx = 
2 9 З : 12 27 

-3 -
3 3 11/2 ' 

=~ S (9_х2)3/2 dx=~ S (9_х2)3/2 dX=~ S 81 <:05" dt = 
-3 О О 

11/2 

=8 S (l+cos2i)ldt=2 ['+Sln2t+~+.!..SIn4t]>t/2=2.!."::=31t 
4 ' 28 о 222 

о ' 

(при интегрировании сделана fюдстаНО8ка Х= 3 sln [, dx = 3 С05 t d/) . А 

98. Вычислить I = ~ ~ ~ х' dx dy dz, если Т - шар х2 + у2 + г2::;;;;; 
, т 

~R2. 
1'\ ЛереАдем J( сферическим координатам. В облает" Т координаты р, <р 

и 8 изменяются так: О.,;;; р';;; R" 0..;0;; <р < 2n, О..;;; 8...; n. Следовательно, 

n 211 R 

I = ~ ~ ~ р. sln8 8 cos' ер dp dep d8 = ~ 51r.8 6 еЮ ~ cos'ep d<p ~ р' dp = 
т о о о 

== :.; f sln8 в tЮ [ <Р+ ~ вln 2cpJ:1I =:1 

о ' 
11 

nR·s 4:лR~ '=5 (cost8-1)d(СОS8)=IS-' А 
о 



99. Вычислить ~ ~ ~ z V х2 + у2 dx dy dz, если область Т ограни
т 

чена цилиндром ха + уЗ = 2х и плоскостями У = О, z = О, z = а. 
t;... Перейдем к цилиндрическим координатам. Уравнение цилиндра в этих 

координатах примет вид рЗ cos2 ер + р2 sin2 ер = 2р С05 ер. или р2 (С052 ер + 5ln2 ер)= 
= 2р cos ер, т. е. р = 2 cos Ij). Следовательно, в области Т коордннаты р. Ij) и z 
изменяются так: О.,;;; Р ,.;;; 2 cos ер. О,,;;;;; ер ,,;;;;; л/2. О,.;;; z ,.;;; а. Поэтому 

~ ~ ~ z yx2+y2dxdydz= ~ ~ ~ zp.pdpdep dz= 
т т 

~ 2~~ а ~ 2~~ 

= S dep S р2 dp S zdz = ; аЗ S d'l' S р2 dp = 
о о о о о 

п{2 п{2 

= ~aa S cos3 epdep=: а2 S (l-sln2 ep)d(slnep)= 
о о 

4 r I ] п{2 8 =з а2 sln'l'-з Sln
3 ep о =ga2. А 

100. Вычислить И ~ (х' + у2) dx dy dz, если область Т - верх
т 

ияя половина шара ха + у' + га ~ ,'. 
6, Введем сферические координаты; новые переменные измеНЯЮТСII в пре

дел'.tх O";;;p~г. О~'I'~2л, О.;;::;I),.;;;л/2. Таким образом, 

~ ~ ~ (х' + у!) dx dy dz = ~ ~ ~ р' sln3 1) dp dep dO = 
т т 

r п{2 2п r П{2 

=~p4dp ~ sln З 6d3 ~ dер=2'Л.~р4dp ~ (c05 2 6-1)d(cos6)= 
о о о о о 

r 

=2л S р4 dp [-} С05 3 6-cos О J :/2 =I~ лгб 
• .. 

О 

101. Вычислить И ~ (х'+ у"+ г2) dx dy dz, если область Т
т 

прямоугольный параллелепипед, определенный неравенствами 
O~x~a, O~y~b, O~z~c, 

102. Вычислить ~ ~ ~ хуг dx dy dz, если область Т ограничена 
т 

сферой ха + у2 + га = 1 и плоскостями х = О, У = О, z = О. 

103. Вычислить ~ ~ ~ ху2г3 dx dy dz, если область Т ограничена 
т 

поверхностями г=ху, у=х, х= 1, г=О. 

104. Вычислить ~И(2х+3у-z)dxdуdz. если область Т
т 

трехгранная призма, ограниче}lная плоскостями z = О, z = а, 
х=О, у=О, х+у=Ь (а>О, Ь>О). 
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105. Вычислить ~ ~ ~ z dx dy dz, если область Т ограничена 
т 

конической поверхностью г2 = х2 + у3 И плоскостью z = 2. 

106. Вычислить ~ ~ ~ х dx dy dz, если область Т ограничена 
т 

плоскостями х=О, у=О, г=О, у=3 и х+г=2. 

107. Вычислить ~ ~ ~ (х2 + У + г2)3 dx dy ш, если область Т огра
т 

ничена цилиндром х2 + г2 = 1 и плоскостями у = О, У = 1. 

10В. Вычислить И ~ (х + у + г)2 dx dy dz, где область Т -об
т 

щая часть параболоида z ~ (х3 + у2)/(2а) и шара ха + у2 + г3 ~ За'. 
109. Вычислить ~ И (х2 + у2) dxdy dz, где область Т ограни

т 

чена поверхностями z = (х2 + у2)/2, z = 2. 

110. Вычислить ~ ~ S dx dy dz, где область Т - шар х2 + у2 + 
l' 

+ г2~ г2 • 

1J.J. Вычислить ~~~ Vl+(Х2 +уZ+Z2)З 1i dxdуdz, если Т
т 

ша р х2 + у2 + г2 ~ 1. 

§ 8. ПРИЛОЖЕНИЯ ТРОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

Объе,1t тела, занимающего оБJIасть Т, опрсдеJIяется по фОР~IУ.'lе 

у= И ~ dxdydz. 
т 

ЕСJIИ IJЛOTHOCTb тела переменная, т. е. '\' = '\' (х, у, г), то .иасса 'fела, эа· 
НШlающего об.1асть Т, вычисляется по фоР~Jуле 

.\1 = ~ ~ ~ '\' (х, у, г) dx dy dz. 
т 

Координаты центра тяжести тела определяются по формулам 

~= ~ 555 ,\,xdxdydz, у= ~ SSS ,\,ydxdydz, 
т т 

z= ~ SSS ,\,zdxdydz. 
т 

При,\, = 1 имеем 

х=+ SSS xdxdydz; у=-} 555 ydxdydz; z=i, 555 zdxdy dz 
т т т 

(х, у, z - КООРДlIнаты геометрического центра тяжести). 
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Мошнmы uнерц(щ (геометрические) относи
тельно осей координат соответственно равны 

1 х = И ~ (y~ + Z2) dx dy dz, 
т 

lу= ~ ~ ~(Z3+X2)dX dy dz. 
т 

1 z = ~ ~ ~ (X2+y2)dx dydz. 
т 

11Z. Вычислить объем тела, ограни
ченного поверхностями hz=x2 +y", z=h 
(рис. 19). 

Рис. 19 

С\ Данное тело ограничено снизу параболоидом z = (%" +yl)/h, сверху 
плоскостью z=h и проецируется в круг xl+y"~hl плоскости хОу. Исполь
зуем цилиндрические координаты. в которых уравиение параболоида примет 
вид l=p2/h. Объем тела равен 

2п" ,. 

v = И ~ dx dy dz = И ~ р dp dcp dz = ~ dcp ~ Р dp ~ dz = 
т т о о pI/" 

= sЛ dcp S (h-~I) рф= sЛ [h~S -~]:dСР=( h; _ ~3) SЛ~=П;'. А 
о о о о 

113. Найти координаты центра тяжести призматического тела, 
ограниченного плоскостями х = О. z = О, У = 1, У = З, х + 2г = з. 

ь. Найдем объем рассматрнваемого тела: 

3 3 (3-х)/2 3 3 

V = S S S dx dy dz = S dx S dy S dz = S dx S 3 2 х dy = 
т о 1 О О 1 

3 

= S (3-x)dx= [зх- ~ %1]:= ~ . 
о 

Тогда 
3 3 (3 -х)/2 

х= ~ SSS xdxdydz= ~ S хщ S dy S dz= 
т о I О 

3 3 3 

=.! S XdXS 3-х dУ =.Е..S х (з-х) dx=.! [~XI_J.x3]3 = l' 
9 2 9 923 о' 

о I О 

3 3 (3 -х)/2 

у= ~ SSS ydxdydz== ~ S dx S ydy S dz= 
т о I О 

3 3 3 

=} S dx S у (3-х) dy= ~ S (3-х) dx=: [зх- ~2J :=2; 
о I О 
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3 3 (3 -x}f2 

Z = ~ s s S Z dx dy dz = ; S dx S dy S z dz = 
т о 1 О 

3 3 

= ~ 5 (з~х)g dx S dy= 1~ [- (3;-х)3 J:= ~ .• 
о 1 

114. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
Z = V х2 + у2, Z = х2 + у2. 

115. Вычислить объем тела, ограниченного плоскостью Z = о, 
цилиндрической поверхностью х = (х2 + у2)/2 и сферой х2 + yS + 
+ Z2 = 4 (внутри цилиндра). 

116. Найти массу куба O:<x~a, O~y~a, O~г~a, если 
плотность в точке (х; у; г) есть I'(х, у, г)=х+у+г. 

117. Найти координаты центра тяжести тела, ограничецноro 
поверхностями х+у= 1, г=х'+у', х=о, у=о, г=О. 

118. Найти координаты центра тяжести, ограциченного по
верхностями Z2=xy, х=5, у=5, z=O. 

119. Найти координаты центра тяж~сти тела, ограниченного 
плоскостями 2х + 3у-12 = о, х = о, у = о, z = О и ЦlUlиндриче
екой npверхностью z = у2/2. 

120. Найти момент инерции куба О:<х:<а, O~y:<a, 
о ~ z ~ а относительно его ребра. 

§ 9. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА. 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

ПОД ЗНАКОМ ИНТЕГРАЛА 

Рассмотрим интеграл 

ь 

1 (л.) = ~ f (х, л) dx, (1) 

а 

в котором 1..- переменныil параметр, а функция f (х, л) двух переменных опре
делена для всех значений х в промежутке [а, Ь] и всех значений л во множе
стве {Л}. При этих условиях интеграл (1) является функцией параметра л. 

Большое З1lаче1lие имеет вопрос о производной функции 1 (л) по пара
д! (х, л.) 

метру л. Пусть функция f (х, л) и частная производная дГ непрерывны 

в прямоугольнике а":;; х .,.;;; Ь, а.,.;;;л....;;~. В этом случае существует производная 

ь ь 

d/ (л) =!!:.. S f ( ') d = S д! (х, л) d 
dл dл х. /1, Х дл х. (2) 

а а 

Если допустима перестановка знаков производноil (по л) н интеграла (по х), 
10 говорят, что Функцию (1) можно дифференцировать fW параметру nод эм
КОАС интеграла. В формуле (2) предполагается, что пределы интегрирования 
а и Ь не зависят от параметра л. Если же а и Ь завнсят QT л, 10 

ЬЩ 

d/d~) = S д! (;~ л) dx+b' (л) {[Ь (л), лJ-а' (л) f[a (л), л]. (3) 

а (л) 
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Пусть функция f (х. 'Л) задана для Есех значений x~ а и всех зна'lеНИl1 
л в некоторой области D, причем при каждом л в этоil области существует 
интеграл 

tx> Ь 

1 (л) = r f (х. л) dx= 11т r f (х, л) dx. J ь-", j 
а а 

Если ЭТОТ интеграл стремнтся к I (л) равномерно относительно л в обла
сти D, то ннтеграл 1 (л) называют paвHO,f/epHO сходящШlСЯ относительно л. ДЛJl 
указанных зиачений пара метра. 

ИЗ этого следует, что для любого 8 > О наliдется не зависящее от л. число 
ЬО ~ а, что как только Ь ~ Ьо неравенство 

'" Ь ф I ~ f (х, л) dx- ~ f (х. л) dx I = I ~ f (х, л) dx I < 8 

Q а Ь 

будет выполнено для всех значений л. !I области D. 
'" Для дифференцирования по параметру несобственного интегра-ла ~ f (х, л) tU 
о 

'" 
с бесконечным пределом необходимо, чтобы интегралы ~ f (х, л) tU и 

о 
ф s д! (;;. л) dx существовали при О < л < 00. 

о 

Формула интеrрирова?ИЯ по параметру л определенного ннтеграла (1) ПОД 
знаком интеграла в лромежутке [а, ~] имееr вид 

/3 13 ь ь {3 

~ 1 (л) dл= ~ dл ~ f (х, л) dx= ~ dx ~ {(х, л) ал. (4) 
а а а. 

Подынтегральная функция f (К, л) должна бblТЬ непрерывной функцией двух 
леремеюfыx в конечноlI области интегрирования. В случае бесконечной обла· 
сти интегрироваНIIЯ получится несобственный: кратный интеграл. 

Подробное изложение УСЛОIJИЙ: прнменения формул ДИфференцирования и 
И\1тегрированиЯ несобствеИНblХ интегралов по параметру можно найти в • Курсе 
высшей Математики» В. И. Смнрнова (том 11). 

1 

121. Найтй ~ X f1J (lп х)n dx, где m и n-положительные целые 
о 

числа. 

6. Рассмотрим интеграл 
! 

r Xf1JdX=-'-· J . m+l' 
о 

здесь f (х. т) = Xf1J _ непрерывная функция в интервале О < х < 1 при т > О. 
Найдем производную этого интеграла по т: 

1 1 

d~ S xmdx= S хт Inxdx=- (т~1)2' 
о о 
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Продифференцнровав по т еще раз, получнм 

1 

S хт (Jn х)2 dx 
о 

2! 

После n-краТIIОГО днфференцирования по т находим 
1 

CID 

S хт (Jn х)n dx=(-l)n. (т +nJJ)n+ 1 •• 

о 

122. Найти 5 (х2 +~)nH' где n-целое положительное число, 
о 

а л. > 0_ 

6. Рассмотри~{ интеграл 
OD 

5 dx 1 х 1'" n I х2 +А = у1 arctg уХ 0=2' А1/а . 
о 

Дифференцируя по параметру А, имеем 

.., 

5 ах 1 n 
(х2 + А)2=2 • 2>..3/2 • 

О 

В резу.1ьтатс n-кратного ДИфференцирования получ:щ 

1·3·5 __ . (2n-1) 7t 

2·4-6 ... (2n) • 21..11. У ~ ... 

OD '" 
123 Н Й 1 (k ~) 5 kx 51п лх dx 1. (~) = 5 slпхл:с: dx. . а ти , 1\, = е- . -х- И 1\, 

О О 

6. Дифференцируя интеграл / по А, находим 

d! SOD [ е- I/x ] OD k 
d), = e-/lХ cos АХ ах = k2 + А2 (л. 51п лх-k cos л.х) о = k 2+ )..2' 

О 

d/ k • / 
Теперь из уравнения d~ = k2 + А2 можно наНТII ; имеем 

"" r- 51л )..х А 
1 (k, л) = J e- kx -x-dx=arctg т· 

о 

Интеграл /. (А.) найдем, подставив в выражение для / (k, л) эначенне k=O: 

5
"" -1 1 (-n j 2 при л < О, 

s1Л "х _ ,/1, 

11 (л) = -- dx= 11т ar~,g т= I О при л=О, 
о х k -+- + о ~ nj2 при).. > О. 
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' . OD 

~IЛ} ' . 5 sliJ Ах График фуикции /1 (1.)= -x-.dx состоит Jr 
Z о . 

ИЗ двух полупрямых и · точки О (рис. 20). & 
OD -х -Ах 

124. Найти {-= 5' e~e dx. 
О 

ем 

:л: 

о 
-2" 

f:::." Дифференцируя по параметрул, име-
Рис. 20 

(1J 

:i = S е-Лхdх== ~ , т. е. :i=~, / =In л. & 
о 

... 
_25. Вычислить J = ~ е-хl dx (UНf11J!грал Эйлера-Пуассона). 

о 

... 
~ Положим х=ЛI;' где , д,>о; тогда dх=лdt'и /=A~e-",ltldt. Умно-

жим обе ча~и последнего равенства на е-Л' d~ И, использ~я формулу (4)1 
проинтегрируем по л от О до 00: 

CII CII ... 

/. ~ е- лl dл=/""= ~ e-ЛI.ЛdЛ ~ е- Л1t' dt. 
о о о 

Изменив порядок интегрирования,' получим 

OD 

126. Найти J (л) = ~ e-хl -ЛlfJC' dx. 
о 

~ Дифференцируя по пара метру л, имеем 

Произведем замену переменной интегрирования: л!х= Z, (_л/х2) dx = dz, 
.жJ = A2/Z2; при этом Z изменяется от QO дО О. Таким 06разоы, 

о (1J 

d/ -25 -',';//.'-l" d - 2 r -лl/l"_zl d d/ 2/ dl. - е z - - J е z, или dЛ =- . 
ш О 
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d/ ~ 
Следовательно, 1 = - 2dл, 'П / = - 2л+ 'п С, / = Се - 2 . Для' ЩlхождеИИR С 

00 

положим Л =0; тогда / (О) = ~ е- Х: dx= Уn/2 (интеграл Эйлера-Пуассона), 
о 

т. е. С= УЛ/2. 

или 

Итак, искомый интеграл / = ~n е- 2~. 
л 

Н u ('lп(l+лх) 
127. аити 1 = J 1 +х2 dx. 

О 

1:::. Найдем полную произподпую ~~ по формуле (3): 

~ 

d! S х 'п(1+Л.Л) d')., 
dл. = (1 +л.х) (I+x2 ) dх+--т-::rла-· d').,· 

о 

л 

dl 'П (1 + л2) 5 х 
dЛ = 1 + ).2 + (1 + лх)( 1 + х2) dx. 

О 

Подынтегральную дробь разложим на простейшне дроби и про интегрируем: 

л ~ л 

5 (1 +ЛХ;(l + х2) dx= 5 (1 +;;)\~~Лх) + S (l +~~t+ х2) dx= 
О о о 

[ Л 1 Л]~ = -1+').,21П(l+Лх)+2(l+').,2)IП{l+Х2)+I+Л~ arctgx 0= 

Iп (1 +л)2 'П (1 +л2) л. 
=- 1+л.2 + 2(l+л2) + 1+').,2 arctg ').,. 

Таким образом, 

Отсюда 

л 

S [In (1 + л. 2) ')., ] 
1= 2(I+л2)+1+л2аrсtgл d'J... 

О • 

Обозначнв ')., = tg <р, получиы 

ер ер ер ер 

J= 5 '; sec; q> sec2 q> dq> +5 t
g

2(P '<р sec2 <р dq> =-5 111 cos q> dq>+5 q> tg q>dq>. 
sec q> sec q> 

о о о о 

Взяв первый интеграл по частям, находим 

ср ер 

J = - q> 'п cos q> '~ - ~ q> tg <р dtp + ~ <р tg <р d<p = - q> lп cos <р, 
о о 



или ~КОJlЧaт4!JJJjНО 

Найти интегралы: 
п/2 1 

128. 5 arctg .(А.sШх) dx. 129. 5 аге tg Ах dx. 
S1nx х Yl-x3 

О О 
71./2 1t 

130. S arctg (1. tg х) dx 131. Sln(1+5inctCOSX)~. tg х • cosx 
о о 
QD QD 

132. S е-ах -; е-/3Х dx. S arc.tg Ах 
133. х (1 + х2) dx. 

О о 
1 

134. S x"_x
l1 

dx' Л>О, J.L>O. 1пх • 
о 

135. 

136. 

§ 10. ГЛММА-ФУНIЩИЯ. БЕТА-ФУНКЦИЯ 

1. Гамма-ФУНКЦНJI. ГамAfа-фуюсцueй (или uнmегроАОМ Эйлера вmoрою рода) 
называется ннтеграл вида 

QD 

Г (р) = ~ e-xxp-l dx. (1) 
о 

Иитеграл (1)-функцая параметра р....,..является несобственным, так как верх
ниА предел равен бесконечности н, кроме того, при х -+ О н р < 1 подынте
гральная функция неограниченно возрастает. Интеграл (1) сходится при р > о 
н расходится при р ~ О. Гамма-функция является одиой из важиейших . (после 
мемеитарных) функций для анализа и . его приложений. 

Основные свойства гамма-функции 

}О. Функция Г (р) непрерывна и нмеет непрерывную производвую Г' (р) 
~яр>Q -

20. Имеет место равенство 
r (Р+ 1) =рГ (р). (2) 

30. После n-кратиого прнменения формулы (2) получается соотиошение 

f(p+n)=(p+n-l)(p+n-2) ... (р+l)р·Г(р). (3) 

QD 

40. Если в формуле (3) положить р = 1 и учесть, что r (1) = ~ е-Х dx= 1. 
о 
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то получится равенство 

f(n+I)=n!. (4) 

Ес.IJ:И n=О, то O!=f(I)=I. 
50. Функция Г (р) дает возможность распространить понятие факториз.'1З 

n!, определенного лишь для натуральных значении n, на область любых по
ложительных значений аргумента. ИЗ формулы (2) с.'1едует, что ес.IJ:И р --r О, 

Г (р+ 1) 
то Г (р) --r+ СХ), т. е. Г (О) = + СХ). 

р 

60. При р=-n из формулы (2) следует, Ч't!\ 

Г (-n) r (- n+ 1) r (- n+2) r (- n+3) 
-n n(n-l) n(n-l)(n-2) 

= ... = (_1)11 г;~) =(-1)11. СХ), 

т. е. г (_n)=(_1)1I.oo (n=I, 2, 3, ... ). 
7". Вообще, функцию Г (р) можно распространить на случай отрицатf.'IЬНЫХ 

значений аргумента р. Так как r (р) г (р + 1) , то Г (р + 1) имеет смыс.'l при 
р 

-1 < р < О. 
Если - n < р < -(n-I), то из формулы (3) следует, что 

Г(р+n) 
r (р) = Р (Р+ 1) (р+2) ... (p+n-I)' 

с помощью подстановки р+n=а., откуда р=-n+а., последняя форму.lJ:а 
преобразуется к виду 

r (а.-n) (_1)11 r (rx.) 
(5) 

(I-a.) (2-а.) ... (n-а.) 

. Н ддя -n < р < -(n-I) знак Г (р) определяется множителем (_1)11. 
8О • Используя формулу (2), можно получить значения Г (р) для полуце.'10ro 

aprY~leHTa: 

ИЮI 

r (т+-} ) =Г [1+( т- ~ )] =( т- ~ ) -г( т- ; ) = 

= ( т- ; ) ( т- ; ) . r (т- : ) = ... 

... =(т-;)(т-~) ... ~.~.~ -г({)= 
(2m-l) (2т-3) ... 5·3·1 Г (.!.) 

2т 2 • 

(2m-I)!! • r (.!.) = (2т)! r (..!.) 
2т 2 тI22/11 2' 

90. Имеет место формула дополнения 

n 
f(Р).Г(I-р)=sIПрп (О<р< 1). 

(6) 

(7) 

Ее.1!1 в этой формуле ПО,10ЖИТЬ р= 1/2, то [Г (1/2»)2=n/sin (:t/2)= n-, т. е. 
Г (1 !2)= уп. 

110ЛЬЗУЯСЬ основными свойствами, можно ВblЧИСЛИТЬ r (р) ДЛЯ любого р. 
Значения гамма-функuии приведены в табл. 1 на с. 409. 

График функции Г (р) изображен на рис. 21. 
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137. Вычислить интеграл 
со) 

Эйлера-Пуассона ~ e-xtdx. 
о 

6. Произведем подстановку XZ = t, 
откуда Х= у т. dx=dt/(2 у7) 11, с.lе-
довате.1ЬНО, 

OD ао 

5 е-хl dx = ~ s e-tt- 1/2' dt = j 4- Р 

о о 
QO 

= ~ s e- t t1
/

2
-

1 dt = 

о 

= ~ г ( -} ) = ~л, А 
138. Вычислить Г (-1/2). 
6. По.'1ьзуясь фоРМУ.10А Г (р) = 

г (Р+ 1) 
--'=--'--'-, ПО.1УЧЮI 

Р 

Рис. 21 

г (_ -21-) Г (-1 /2+ 1) =Г (1 ;2) =-2 У"Л. А 
(-1/2) (-1/2) 

139, Вычислить Г (-9/2). 

i:::. Испо.1Ь3УЯ ФОР~JУ.1У (5) при а= 1/2 и n=5, получим 

Г (~-5)=Г(-1.) (-I)Ъ·Г(I/2) , 
2 2 (1-1j2)(2-1/2) ... (5-1/2) 

-уЗi ~32УЗi • 
(IJ2). (3/2)· (5/2). (7/2). (9/2) 945' 

140. Вычислить Г (5/2). 

6. Полагая т=2 в фОР~Jу.lе (6), ЮJее~1 

Г (2+ ~) - г (~) = 41 r (1/2) _ 24VЗi _1. ,r-
2 - 2 2!.2~ - 2.16 - 4 r :1. 

141. Вычислить Г (-4/3). 

L::::. Испо.1Ь3УЯ соотношеНllе Г (р) r (р + 1) , имее~1 
р 

Г (_ 4з) Г (4/3+ 1) г (-1/3) Г (-1/3+ 1) =.2. г (~) = 
-4/3 -4/3 (-4/3)-(-1/3) 4 3 

=~. r (5/3) =27 Г. 
4 2/3 8 

Из табл. 1 на с. 409 наХО,JЩ' Г (5/3) = 0,9033; С.lе.10ватедьно, r (-4/3) = 
= (27;8).0,9033=3,0486 .• 

142. Вычис.!I1IТЬ: 1) (-1/2)1; 2) (1/2)!; 3) (3/2)!; 4) (0,21)1 
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l::. По формуле (4) находим: 

1) (-1/2)I=Г (-1/2+ 1) =г (1/2)= yn= 1,772; 
2) (1/2)1 = Г (1/2+ 1) =г (3/2) = (1(2) Г (1/2) = Уп/2= 0,886; 
3) (3/2)! =г (3/2+1)=(3/2) Г (3/2)=(3/2).(1/2) Г (1/2)=3Vn/4= 1,329; 
4) (0,21)I=Г(О,21+1)=Г(I,21)=О,9156 (из табл. 1) .• 

143. Вычислить Г (5/З).Г (-5/3). 

6. Находим 

r (~). r (-~)=~г (~).Г(-2/3)= 
3 3 3 3 -5/3 

2 (2) r (1/3) 3 (1) ( I ) =3 r 3 (-5/3) (-2/3) =5 r "3 r 1-з . 

Так как по формуле дополнения r ( ~ ) r ( 1-~) 51п ~/3) 2n 
,г ,ТО 
r 3 

IfЛИ 

r (.§..) r (_.§..) =~.~_2л; уз .А. 
3 3 5 уз- 5 .-

144. Показать, ЧТОГ(;+Р)·Г(;-Р)=со:рл;' 
6. Полагая в формуле (7) р = w + 1/2, получим 

r ( w + ; ). г [1- ( w +{ )] = s!n (л/;+wл) • 

r (..!..+ w). r (..!..-w) =_Л_ .• 
2 2 cos wл 

Вычислить: 

145. г (О,В). 146. Г(-2,1). 147. г (3,2). 148. г (7j2). 
149. (-1/4)1. ]50. (1/3)1. 15]. (-2)1. 
152. г (7/3).Г(-7/З). 153. Г(10/З).Г(-lOJ3). 
154. r(I/4).f(-1/4). 155. Г(5/4)·Г(-5/4). 

156. Показать. что Г ( - m+ {) = (2~...:!~!I V:rt. 
157. Показать, что г(m+ ;).г(-m+ ;)=(-1)mтt 

(m= 1, 2, 3, ... ). 

2. Бета-фуикциsr. Бета·функцией (или t/НтегралоAt Эйлера первого рода) 

называется интеграл 

1 

В (р, q) = ~ х p-l (l-X)Q-l dx. (1) 
О 

Интеграл (1) есть функция двух параметров р и q; он сходится при р > О, q > О. 
Функция В является симметричной относительно параметров, т. е. В (р, q) = 

=B(q, р). 
Если сделать замену переменной ннтегрирования, полагая Х = sln' " dx = 

= 2 s!n t cos t dt, причем t изменяется от О до л/2, то формула (1) примет вид 

38. 

11/2 

В(р, q)=2 ~ s!n2р-Чсоs2 :[-ltdf, 
о 



или 

n./2 

5 sinmxcosnxdx= ~ В (mt l
, ntJ ) (т> О, n >0). 

о 

(2) 

К интегралам (1) И (2) ПРИВО.L(ятся многие интегралы, встречающиеся 
в прикладных задачах. 

для вычисления значений бета-функции пользуются следующей зависи
мостью между бета- и гамма-функцней: 

г (р)·г (q) 
f(p+q) 

в (р, q) (3) 

Е 1 В (р 1- )=Г(р).Г(l-Р) n (О<р< 1). 
ели q= -р, то ,р r(l) sinpn 

Иcnользуя бета-функцию, легко найти значение Г (1/2). Пусть р =q = 1/2; 

тогда B(I/2, 1/2)= [r~I(I~)j2. Так как· В(l!2, 1/2)=B(I/2, 1-1/2)= 

= л/slп (n/2)=л. а f(I)=I, то Г (1/2)=УЛ. 

n./2 

158, Вычислить ~ sin6 х cos9 х dx. 
о 

l:::. Используя формулу (2) при m=6 и n=8, получим 

n./2 

5 8 8 d - ~ в (2. ~) _ ~ r (7 ;12) Г (9/2) 
sln х cos х х - 2 9' 2 - 2 Г (8) 

о 

5n 
212 

(значени!! Г (7/2) и r (9/2) вычислены по формуле (6) п. J при т =3 и т = 4, 
а Г (8) = 71). А 

n. 

S 
dt 

159, Вычислить --:-:;:-;;===;
Y3-cost ' 

о 

. .r- du 
6. Положим cos t=I-2 r и; тогда dt = 4/ V 

2 V иЗ I-y и 
, Y3-cos / = 

= У2 V 1 + У и, причем t изменяется от О до 1, Тогда получим 
n. 1 

S dt 1 Sи-З/1(I-U):"1/2du= 
Y3-cos t 2 У 2 

·0 о 

1 (1 1) 1 f(I/4)f(I/2) ул [Г (1/4)]2 
=2У2 В Т, 2' =2У2 Г (3/4) 2у 2 'г (З/4) г (1/4) , 

Так как Г ( ~ ) . r ( 1 ) =г ( ~ ). r ( l-l ) = sln ~Л/4) nу2, а Г ( 1 )= 
г (1,25) 

= 1/4 =4·0,9064=3,6256, то 

n. 

S dt 

УЗ-соst 
о 

(3,62')6)2 

4 V n 
1,8545 ... 



I 

160. Вычислить r V dx . 
J I-V х2 

I 

6. Перепишем данный интеграл в виде ~ (l_х2,'б)-1 /2 dx. 80спо.'iьзуемся 
О 

подстановкой х2/б = (; тогда х= t6 / 2 , dx= (5/2) t3 /2 dt 11, c.leдoBaTe.~ыI •• 
1 I 

S 
dx 5St8/~(t-t)-1'2dt= 

oYl-V'х22 0 
=~B (~~)_~f(5/2).r(I/2) 15л: .6-

2 2 • 2 - 2 Г (3) 16 . -
1 1 

S dx S x2 dx 161. Доказать, что если /1= У , и/z = У , '1'0 
1-x4 l-х4 

о о 

/:::;. Положим x4=J, откуда dx=(1/4) t1l'-ld/. Тогда получим 
1 

J = ~ s (1/4.-1 (1- ()-1/2 dt =1. В (.!. .!.) _.!.. г (1/4). Г (1/2) • 
1 4 4 ,4 ' 2 - 4 Г (3/4) , 

о 
I 

J =.!..St3/4.-1(1-t)-1/ldt=lв (~ .!.)=.!. г (3/4)·Г(ll2) г (3/4) г (1/2) 
2 4 4 4 • 2 4 Г (5/4) Г (1/4) 

о 

так как Г (5/4) = (1/4) Г (1/4). СJIедовательно, 

41) 

J J _ 1 Г (4)·Г (3/4). [Г (1/2)]2 
1 2 -'Т Г (3/4) Г (1/4) 

Вычислить: 

:'1/2 

162. ~ siпЗ х cos5 Х dx. 
о 

1(/2 

163. ~ sin' х dx. 
о 

1()4 п!2 

164. ~ siпЧхсоs'2хdx. 165. ~ sin10xcos'xdx. 
о о 

I а 

166.S y dx ; а>О. J67. ISx2nVa2_x2dx; а>О. 
о l-ха о 

• ПодстаНОВltа ха = t. 
I ~ 

168. S x8 Vl-х2 dx. 169. S ~-:ьdx=ьstп~Л.'Ь)· 
о о 

• Подстановка (1 +хЬ)!хЬ = I/g. 



00 ос) 

171. ~ (l+~ЭJ./Х' S dx О 1 170. xa(l+X); < а < . 
о 

• Подстановка X=Uj(l-u). 
n I 

172. r sin8 Х cos~ (х/2) dx. 173. S dx 1 'Гх_ х2' 'о о' . 
I -1 

174. ~r(1-З.,/Х)2dХ. 175. ~xn;"l(l-'-xk)m-ldx; n>О,m>О. 
о . о 

• Подстановка х = t3
• 

п/2 

• Подстановка ·х" = t. 
1 

176. S Vtg xdx. 
о 

S 
dx 

177.. r . 
[-х" 

О 

• П0дстановка tg х=и2 • 
I 

S dx 
118. V . 

[-х· 
о 

П/2 

п/2 

179. S tg~n-f xdx; 0< n < 1. 
о 

1 ВО. Выразить ~ sinn х dx через гамма-функцию. 
о 



ГJlАВА 11 . 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И ИНТЕГРАЛЫ 
ПО ПОВЕРХНОСТИ 

§ 1. КРИВОJIИНЕАНЫЕ ИНТЕГРАJlЫ 110 ДJlИНЕ ДУГИ 
И ПО КО()РДИНАТАМ 

1. Криволииейный интеграл по длине дуги (криволинейный интеграл I рода). 
Пусть функция f (х, у) определена и непрерывна в точках дуги АВ гладкой 
кривой К. 

Разобьем дугу АВ произвольным образом на n элементарных дуг точками 
А = Ай, A 1, А 2 , ... , Аn = В; пусть ~Sk-длина дуги Ak-1Ak. На каждой ЭJlе
ментарной дуге выберем произвольную точку Мп (~k; 'l'Jk) и умножим э.начение 
функции f (~п, 'l'Jk) в этой точке на длину ~Sk соответствующей дуги. 

Интегральной суммой для функции f (х, У) по длине дуги АВ назы�аетсяя 
n 

сумма вида ~ f (6k' 'l'Jk) ~Sk' 
k=1 

КриволинейнblМ интеграЛОJlI по длине дуги АВ от функции f (х, у) (или 
криволинейным интегралом 1 рода) называется предел интегральной суммы при 
~словии, что rnах ~Sk ---+ О: 

n 

~ {(х, y)ds= Нт ~ !(Sk,'l'Jk).1Sk 
АВ max~sk->-°k=1 

(ds-дифференциал дуги). 
Криволинейный интеграл 1 рода в случае, если кривая задана уравнением 

у=ЧJ (х) (а о< хо< Ь), вычисляется по формулам 

Ь 

~ f (х, у) ds= ~ {[х, rp (х)] V 1 + [ЧJ' (х)]2 ах, 
АВ а 

ь 

5 f (Х У) ds=5 f {х, ер (х» ах· 
, I cos а I ' 

АВ а 

где а-угол между касательной к кривой и осью Ох. 
Если кривая К задана пара метрическими уравнениями х=х (t), У'=У (t) 

(t1 ~ t о< t2), то 

ti 

~ f (х, у) ds = ~ f[x (t), У и}] V х" (t) + у" (t) dt. 
К t, 

Аналогично определяется и вычисляется криволинейный интеграл 1 рода 
от функции трех переменных f (х, у, z) по пространственной кривой. Если 
лространственная кривая задана уравнениями х = х (t), У = у (t), z = z (t) 
(t1 о< t о< t2), то . 

(. . 

~ f (х, у, z) ds= ~ f [х (t), У (t), z (t)] V х" (t)+y" (t)+Z,2 (t) dt. 

К '1 
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Если 1 (х, у) > О, то криволинейный интеграл I рода ~ f (х, у) ds пред.' 
к 

ставляет собой Maf:CY кривой 'К, имеющей переменную линейную плотность 
'1' = 1 (х, у) (физическое нстолкованне). 

Есл~ , (х, у) ~ О, то криволин~йный интеграл I рода ~ 1 (х, у) dS численно 
, к 

рапен площади частu Цllлuндрuческой поверхности, у которой направляющая К 
лежит в плоскости хОу, а образующие перпендикулярны ей; эта цилиндри
ческая поверхность ограничена сверху поверхностью z = {(х, у), а снизу 
плоскостью хОу (геометрическое истолкование). 

Основные свойства криволннейного интеграла 1 рода 

1°. КриволuнеЙНblЙ uнтеерал I рода не зависит от наnравленuя nymrt 
uнnwгрирооания: 

~ 1 (х, у) ds = ~ f (х, у) ds. 
АВ ВА 

2". ~ [11 (х, у) ± '2 (х,\ у)] ds = ~ {1 (х, у) ds ± ~ 12 (х, !IJ ds. 
к К ' к 

за. ~ с'(х, y)ds=c ~ ,(К, y)ds, где C=CO.lst. 
К l( 

4°. Если контур интегрирования К разбит на две части Ki и КВ, то 

~ 1 (х, y)ds= ~ f (х, у) ds+~ 1 (х, у) Ш. 
к К. к. 

2. I(РИВОЛН1lеllнwll Ifнтегрвл по координатам (криволииейныll интеграл 
11 ро.а). Пусть функции Р (х, у) и Q (х, у) непрерывны в точках дуги АВ 
гладкой кривой К, имеющей уравнение у=<р(х) (аО;;;;Х';;;;;Ь). 

Интегральной суммой для функций Р (х, у) и Q (х, у) по координатам 
называется сумма вида ' 

n 

~ [Р (~k' 11.11) Axk+ Q (~k' 1).11) d Yk1, 
k=1 

J'Ite d%k И dYk-ПРОекции элементарной дуги на оси ОХ и Оу. 
, Кри80лuнеt1НblAl интегралом по координатам (или криволинеЙНblAl инmeгра
АО" f( рода) от выражения Р (х, у) dx+ Q (х, у) dy по направленной дуге АВ 
называется предел интегральной суммы при условия, что тах d Xft _ О 
и maXd!l/i-О: 

~ Р (х, у) dx= 11пi. ~ Р (~k' ТJk) dXk-кри80лuнейНhlй интегра.с 
АВ maxbxk~Ok=1 

по координате х; 

~ Q (х, у) dy = lim ~ Q (~k, 1Jk) d Уft-криволинейный интегра.с 
АВ max bYk-+ 0/1 .. 1 

no координате у; 

S Р (К, у) dx+ Q (х, у) dy= ~ Р (х, у) щ+' S Q (х,!!) dу-nолный криволинеа. 
АВ АВ АВ 

Hbltl интеграА. 
I(риволинеih!ый интеграл II рода ' есть работа, совершаемая переменноА 

силой F = Р (х, у) i + Q (х, у) J на криволинейном пути АВ (механическое ис· 
толковаНllе). 



Основные свойства КРНllо.1lIнеЙного интегра.'1а 11 рода 

1°. крllволинейный интеграл 11 рода Alеняет свой 3HllIC на nротllвоfЮ.IOЖ
ШJIU при UЗJ.lенении направления пути /1 нтегрирования: 

~ Pdx+Qdy=- ~ Pdx+Qdy. 
ВА АВ 

20. ~ Pdx+Qdy= ~ Pdx+ ~ Qdy. 
АВ АВ АВ 

Остальные свойства аналогичны свойствам ннтегра.'1а 1 рода. 
КРlIволинейный интеграл II рода вычисляется по фоР~Jу.1е 

ь 

~ Р (х, у) dx+ Q (х, у) dy = ~ {Р [х, q> (х)] +ЧJ' (х) Q [х, q> (х)]} dx. 
К а 

Если кривая К задана 'пара~JеТРllчеСКН~IИ уравнениями х= х (t), У = У (t), 
где /l~t~t2' то 

t. 

~ Р (х, у) ц+ Q (х, у) dy= ~ {Р [х (i), У (I)]x' (i)+ Q [х (t), У (/») у' (t)) dt. 
К t, 

..\на.10ГИЧJJая формула имеет меето Д.1Я ВЫЧИС.'1ения криволинейного интег
ра.1а 11 рода по пространственноА кривой К: ее.1И кривая задана уравнеНИЮIII 
x=x(t), y=y(t), z=z(t), где t1 <;. t<; 12' 10 

t. 

~ Р(х, у, z)dx+Q(x, 11, z)dy+R(x,y, 2)dz= 
к 

= ~ {Р [х (1), У (1), z (1)] х' (t)+ Q (х (t), У (t), z (1)] у' и)+ 
(, 

+ R (х (J), 11 (t), 2 (t)] 2' (t)) dt. 

Существование и велlIчина крнво.lинеЙного интеграла 1 Р dx+ Q dy по 
с 

ЭЮJКНУТОЫУ контуру не зависят от того, какую точку контура выбрать за 
начало интегрирования. 

Если путь интегрирования (С) есть простая замкнутая кривая, то 

1 Р dx+ Q dy берется по Э1'ому контуру В напраВ.'lении против хода часовой 
С 
стре.1КИ (положительное направление). 

181. Вычислить S (x-y)ds, где К-отрезок прямой от А (О; О) 
к 

до В (4; 3). 

~ ~'равнение прямой АВ ЮJеет ВНД у = (3:4) х. Нахо.:пш у' = -3/4 11, C.le-
;; О Е ате.1ЬНО, 



182. Вычислить Sx2Ydy-у2хdх, если х= '1 cost, 

y=Vsint, О~t~'Л,f2. 
к 

6. Найдем d.r;= 

:t/2 

вln t cos t 
.г dt, dy= .г- dt. 

2 f СО5 t 2 f 5in t 

S x2ydy-y2x dx= 
К 

Тогда 

5 ( .г- СО5 t .г- sin t) З't == cos t f вln t·.r +Siл t· f СО5 {·.г dt=4". А 
о 2 f 5in t 2 f СО5 t 

183. Найти массу М дуги кривой x=t, y=t2/2, z=t3 /3 
(О ~ t ~ 1), линейная плотность которой меняется по закону 

1'= J/ 2y. 
1,/_ 

6. M=5V2Yds=S r 2.-}tа Vх,I+У'&+Z,2dt= 
к о 

I I 

=5 t.YI+t2+t4dt=~ 5 ~(t2+~У+: d(t8+~)= 
о О 

=~ [t2:~. Vt4+tZ+I+: In (t2+;+Vt~+t2+1)]~= 
=i( 3 уз -1+ ~ 'п 3+~VЗ). А 

184. Найти координаты центра тяжести дуги циклоиды 
Х= t-sin [, У= l-cos t (O~ t ~л). 

6. Координаты центра тяжести однородной дуги кривой К вычисляются 

- 1 S - 1 S по фОР~IУ.JIам х=-; хdз, y=s уdз, где s-длина дуги. Имеем 

К К 
:t П 11 

S = SV X'I+ у,а dt == (' V (I-С05 1)2+ s tn2 t dt =2 S sln ~ dt =:::-4 cos ; '~ =4. 
о ~ о 

Тогда 

п - 15 15 t у = 4" у ds ="4 (I - cos [) 2 sln 2" dt = 
К о 

5 



185. l:Iайти координаты центра тяжести дуги окруж'iюсти 
x'+y2=Ra (O~x~R, O~y~R). 

f\. Так как по условию задана четверть дуги окружностн, то ее длина 
s=лR/2. В силу того, что биссектриса 1 координатного угла является осью 

симметрии, _имеем х=и. Теперь находим 

- 1 S 2 R

S 
v- 2 SR , ;-----x'i 

x=s xds=1iR х l+У"dХ=лR х V I+ y2 dx= 
к О О 

R R 
- 2 S х Rd _2 S xdx _~YR3_X2IR=2R .. 
-лR у- х-n YR2_ X2 11 О 11 

О _ '0 

Итак, x=y=2R/n. J;. 

Вычислить криволинейные интегралы: 

186. S (X2_y2)dx+xydy, если путь '.)т А(I; 1) дО В(3; 4)
АВ 

отрезок прямой. 

187. S(X-y)2dx+(x+y)2dy, если К-ломаная ОАВ, где 
к 

О (О; О), А (2; О), В (4; 2). 

'188. S :/~, если АВ-дуга llолукубической параболы у'= 
АВ У х 

= (4/9) х3 от А (3; 2 V3) дО в (8; 32 V2/з). 
189. S ydx-(y+x2)dy, если К-дуга параболы у=2х-х', 

к 

расположенная над осью Ох и пробегаемая по ходу часовой стрелки. 

190. S ydx+2xdy, если К-пробегаемый против хода часовой 
к 

стрелки контур ромба, стороны которого лежат на прямых 

xj3+y/2=±I, х/3-у/2=±I. 
191. S 2xdy-3y dx, если К-контур треyroльникас верши

/( 

нами А (1; 2), В (3; 1), С (2; 5), пробегаемый против хода часо
вой стрелки. 

; S dy d.x 192. -х-у-' если K-l четверть окружности Х= rcos-t, 
к 

у = r sin t, пробегаемая против хода часовой стрелки. 
193. S x2ydx+x3 dy, если К-контур, ограниченный naрабо

к 
лами у2 = х, х2 = У и пробегаемый против хода часовой стрелки. 

194. Найти массу дуги окружностИI x=cost, y=sint 
(О ~ t ~ л), если линейная плотность ее в 'Гочке (х; у) равна у. 

195. Найти координаты центра тяжести однородной дуги-кри-
вой у = ch х (О ~ х ~ ln 2). ,- - , 

.ffi 



, J9~. Найти ~оординаты центра тяжести однородной дуги кри
вой x=etcost, y=esirit, z=et (-оо~t::;;;;О). 

197. Вычислить S v х' + у2 ds, где К - окружность х2 + у2 = ах. 
к 

198. Вычислить S x2+~2+z2' где К -первый виток винтовой 
к 

линии х= а cos t, у=а sin t, z =ы. 
199. Найти массу первого витка винтовой линии х = cos [, 

У = sin [, z = [, если плотность в I<аждой точке равна радиусу
вектору этой точки. 

200. Вычислить S xydx+yzdy+zxdz, где ОА-четверть 
ОА 

ОI<РУЖНОСТИ х = cos [, У = sin [, z = 1, пробегаемая в направлении 
возрастания параметра t. 

§ 2. 'НЕЗАВИСИМОСТЬ КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА I1 РОДА 
ОТ КОНТУРА ИНТЕГРИРОВАНИЯ. НАХОЖДЕНИЕ ФУНКЦИИ ПО ЕЕ 

ПОЛНОМУ ДИФФЕРЕНЦИАЛУ 

Пусть функции Р (х, у) и Q (х, у) непрерывны вместе со своими частными 
производными первого порядка в односвяэной области D и контур l( целиком 
находится в этой области. 

Тогда Нi!обходUМblМ . и достаnwчным условием Нi!зависuмосmи криволиней-

ного интеграла ~ Р (х, у) dx+ Q (х, у) dy от контура ин.тегриР08ания является 
К 

8bUWлненue в области D тождества 
дР _aQ 
dy - дх' 

При соблюдеНIIИ указанных условий криволинейный интеграл ПО любому 
tJaJlKHymOAIY контуру С, сwержащемуся в области D, равен нулю: 

1 р (х, у) dx+Q (х,. у) dy=O. 
с 

Для вычисления интеграла 

<Х.; ./1.) 

~ Р (х, у) dx+ Q (х, у) dy, 
(х.; У.) 

не зависящего от контура интегрирования ( т. е. условие ~: = ~~ выполнено), 
в качестве наивыгоднейшего пути интегрирования следует выбрать ломаную, 
соединяющую точки (хо; уо) и (хl; Уl), звенья которой параллельны осям ах 
и Оу. 

Подынтег ральное выражение Р (х, у) dx+ Q (х, у) dy при указанных уело· 
виях является п о л н ы м Д и Ф Ф е р е н ц и а л о м некоторой однозначной 
функции U = U (х, у)' т. е. 

dU (х, у) = р (х, у) dx+ Q (х, у) dy. 

Фуикцию U (х, у) (лервообразную) можно найти, вычисляя соответствую
щий криволинейный интеграл по ломаной АоА 1В, где Ао (хо; уо)-произволь-



!I 

о 

К, 

11I.z;o! ;q 

Рнс. 22 

ная фиксированная точка, В (х; у),- перем~нная точка, 
а точка A1 имеет координаты х и Уо . Тогда ВД,?-'lь . 
А оА 1 имеем У=УП И dy=O, а вдоль А 1 В JlMee~1 
x=const, щ=о. В ' результате получаем с.~едующую 
формулу: 

х V 

и (х, у) = ~ Р (х, Уо) dx+ S Q (х, у) dy+ С. 
u. 

Аналогнчно, интегрируя по ломаной AoAzB, где А 2 (Ха; У), по.Ч'ЧИ~1 

v Х 

и (х, у) = ~ Q (хо, у) dy+ ~ Р (х, у) d~+ С. 
Уа Ха 

(2 ; 3) 

201. Вычислить 1= S (х+ Зу) dx+ (у+ 3х) dy. 
(1 ; 1) 

6 Даниый интеграл не зав;tсит от контура интегрирования, так как 

дР д aQ д 
ду =iЭY (х+3у) =3; дх = дх (у+3х) =3. 

дР aQ • 
т. е. ду = дх (на всеи плоскости хОу). 

Выбираем в качестве пути интегрирования ломаиую, звенья. KOTOpoii М
рал.1ельны осям координат. Имеем на первом участке у = J, dy = О; J .;;;;; х';;;;; 2, 
на втором участке х=2, dx=O, l.,.;;;y.;;;;;3 . Следовательно, 

2 3 

1= S (х+3) dx+ S (у+6) dy= [ ~z +3х ] ~ + [~+6!1 J; = 
I I 

=2+6-0,5-3+4,5+ 18-0,5-6=20,5, А 

202. Найти l1ервообразную функцию и, если 

dU = [у+ lп (х+ 1)] dx+ (х+ ] -еУ) dy. 

дР DQ 
6 ИмеемР=у+lп(х+I).Q=х+l-еV , ду = ax=l. Пусть хо=О, уо=о 

н контуром К является ЛО~lаная OMN (рис. 22). Тогда 

х V 

и (х, у)= ~ In (х: 1) dx+ ~ (х+ l-еУ ) dy=-"" 
о . о 

=[х In (х+ !)-x+ln (х+ lЩ+ [ху+ц-еУЩ= 

=(х+J)]п(х+J)-х+ху+у- еV+l+С, • 

203. Найти и (х, у). если 

dU=(-.!.+~)· dХ+(~- ':» dУ. 
х у у Ц' 



- -Здесь в качестве точки (хо; уо) не:1ЬЗЯ взять нача.10 координат, так 'Как 
при х'= О и у = о функции Р (х, у) и Q (х, у) не определены. ПОЭ'IО~IУ в ка
честве точки (хо; уо) ' ВО,зьмем, например, Ао (1; 1). Тогда 

х У , 

v (х, у)= S (~ +1 ) dx+ S (~ -;z) dу =lпх+х+2IП У+; -I+C. А 
I I 

204. Решить дифференциальное уравнение 

(4хЗуЗ_Зу2+ 8) dx+ (Зх~iJ2-6ху-l) dy= О; 

дР aQ 
6, Здесь Р=4хЗуЗ_3у2+8, Q=3.t~y2-6xy-I, ду=дх=12хЗуZ-Gу; 

С.1едовате.1ЬНО, dU=Pdx+Qdy, т. е. и=с. Пусть А (О; О) и В(х; у); тоца 

.~ у 

U = ~ Мх+ ~ (3x~y2_6xy- 1) dy=C, т. е. 8х+~УЗ-3ху2_у=С. А 
О о 

205. Решить дифференциальное уравнение 

(2е2Х + у+ sin у) dх+(еЗУ +x+xcos y)dy= О. 

~ ~ , 

6, Имеем ay=ax=l+cos y, откуда dU=Pdx+Qdy, т. е. и=с. Пусть 

А (О; О) 11 В (х; у); тогда 

х у 

U = ~ 2eZX dx+ ~ (е3у +x+xcosy) dy=C, 
о о 

IIЮI 

е2х+~еЗУ+ХУ+ХSiП у=С. А 

Найти первообразную ФУНlЩIlЮ U (.1:, у) по ее ПОЛНО~IУ ;J.нф-
ф~ренциалу: 

206., dU = [eNY -1:- соз (х- у)] dx+ CeX+Y-соs (х-у) +2] dy. 
207. dU = O-еХ-У + созх) dx+ (е-'-У + cos у) dy. 
208. dU = (x2-2ху2+З) dx+(y2-2x2y+3) dy. 
209. dU = (2х-Зху2+ 2у) dx+ (2x-3хZу+2у) dy. 
210. dU=(shx+chy)dx+(xshy+l)dy. 

211. dU = (arc:;in х-х ln у) dx- ( arcsiny +~) d!l' 

Решить дифференциальные уравнения: 

212. (2xsin у+ ycosx+2x) dx+ (х2 соs у+ sin x-sin у-Зу2) х 
xdy=O. 

213. (2хуе-,(2 + lп у) dx+ ( е,,2 + : + е!! )dY= О. 
(л; л) 

214.' Бычнс.тJIIТЬ S (x+y)dx+(x-y)dy по раЗЛIlЧНЬШ кон-
(О; О) 

турю!, сое;щняющrr:н ТОЧК!! О (О; О) и М (л; n); 1) ПО прямой ОЛJ; 
2) ПО I<РИDоI"r у = х + sin х; 3) по ЛО\Iаноi't ОРМ. где Р (:1; О); 
4) по парабо.!Iе у = х~/л. 
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215. Вычислить f х dy + у dx по различным замкнутым кон
к 

турам: 1) по окружности х= cos {, У= sin (; 2) по контуру. огра
ниченному дугой параболы у = х2 И отрезком прямой у = 1. 

§ З. ФОРМУЛА ГРИНА 

Если С -граница области D и функции Р (х, у) и Q (х, у) вместе со своими 

~ ~ • б D 
частными производными дх и ду непрерывны в замкнутои о ласти 

(включая границу С), то справедлива формула Грина t Pdx+Q dy= ~S (~~ -::) dxdy, 

причем обход контура С выбирается так, что область D остается слева. 

216. Применяя формулу Грина, вычислить 1 =! 2 (х2 + у2) dx+ 
С + (х+ у)2 dy, если С -контур треугольника с вершинами L (1; 1). 

М (2: 2), N (1 ; 3), пробегаемый против хода часовой стрелки. 
П{Jоверить результат непосредственным интегрированием. 

aQ дР 6. Здесь Р(х, у)=2(х2 +у2), Q(x, у) = (х+у)2. Находим дх -'ду = 

= 2(х+у)-4у=2(х-у). Таким образом, 

1 = :f 2 (х2 + у2) dx+ (х+ у)2 dy = ~ ~ 2 (х-у) dxdy, 
с D 

где область D -треугольник LM N. Уравнение прямой LM: у = х, уравнение 
MN: у = -х+4. Вычислим двойной интеграл по данной области: 

2 4 -х 2 

1=25 dx 5 (x-y)dy=2 5 lXY-~ y2]:-Xdx= 
1 х 1 

2 

=2 5 [ х (4-х) - ~ (4 _х)2 _х2+ ~ ха] dx= 
J 

2 

=45 (4x-x2 -4)dx=4 [2х2 - ~ х3 -4Х]; =- ~. 
1 

Вычислим теперь иепосредственно КРИВОJПIнейный иитеграл по контуру С, 
состоящему из звеньев LM, MN, NL: 

50 

1 = ~ 2 (х2 +у!) dx+<X+y)2 dy+ ~ 2 (х2 +у2) dx+ 
LM MN 

+(x+y)2dy+ ~ 2(X2 +y2)dx+(x+y)'dy. 
NL 

Уравнение LM: у= х; следовательно, dy=dx, '';;;;x~2. 
Уравнение MN: у=- х+4; следовательн{), dy=-dx, 2 ~y~ 1. 
Уравнение ML: х= 1; значит, dx=O, 3~y~ 1. 



Таким -образом, 
2 1 

/ = ~ [2 (х2+х!) ш+(х+х)1 dxl+ ~ {2[xl +(4-x)2] dx+<x-X+4)2 (-dx)}+ 
- 1 2 

' 1 2 1 1 

+ ~ (l + у)2 dy=8 ~ хl dx + ~ (4xl -l&+ 16) dж+ ~ (1 + у)2 dg= 
3 1 2 а 

= [ ~ хз - : хз + &:2 - 16х ] ~ + -~- (1 + у)З '~ = - : . А 

217. Применяя формулу Грина, вычслитьь ~ -х2у dx+xy'dy, 
С 

где С -окружность хl + у2 = R', пробегаемая против хода часо
вой стрелки. 

6. Здесь р (х, у)=- х·у. Q (х. у)= ху2. Тогда :;-;: =xl+y'. Следо
вателъно, 

, 1= P_x1ydx+x2y dy= ~ S (x'+y2)dxdy. 
с D 

Введем полярные координаты: x=pcos8. y=psm8. Oos;;;8...::;2Jt; значит, 

231 R 231 

1= S S p2. p dpde= 5 d6 S рЗ ф= 1 R4. S de='"'i" . А 
D О О О 

218. С помощью формулы Грина преобразовать криволинейный 

н~теграл j = .Ф [х +10 (х' + yl.)] ш+ у 10 (х' + уВ) dy, где контур С 
с 

ограничивает область D. 
2(9. Прнменяя формулу Грина, вычислить :f v ха + y1dx+y Х 

, с 

Х [ху + 10 (х + V ха + yl)] du. где с ~ контур прямоугольника 1::;;; 
~x~4, O~y~2 . 

• 4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ 

IlJIощадь . S фигуры, ограничениой пpoc'tым заfoO{ВУТЫМ контуром Са вахо
A1IТСЯ по ФОРМУ.lle 

I ~ . 
S=2' :у xdy-ydx. 

с 

Контур интегрировання пробегается так, что огра~иченная им область остает
ся слева (положительное направление). . 

220. вычсJllffьь площадь ФИГУРЫ, ограниченной. кривым' У= 
=х', х=у', 8ху=1 (нмеетсяв виду площадь.при:мьшающая К 
началу координат; рис. 23). 



Л Решая совместно уравнения КРИВqJХ, найдем А (1/2; 1/4), В (1/4; 1,'2). 
с'1едоват.е.%но, 

S = ~ 5 XdY-УdХ+} 5 Xdy-уdХ+; S xdy-ydx= 
оА АВ ВО 

1/ 2 1/4 О =; 5 x'dx- ~ S ~t_+ 5 Y"Xdx i+:41n2~ 0,13 (кв. ед .). А 
о 1/2 1,'4 

221. Вычислить ШlOщадь, ограниченную астроидой х = а соsЗ 
[, 

y=asin3 t, предварительно построив кривую. 

1\ Для вычисления ШlOщади ВОСПQ.llьзуемся формулой S = ~ 1 xdy-ydx, 
, с 

г де dy = 3а s in2 t cos t dt, dx = - За cos2[ slnt dt, О.,;;;; t.,;;;; 21(. Следоватеm,но, 
2п 2п 

S = ~. S (3а2 cos4 t sin2 t +За2 sln4 t С052 t) dt =% а2 S sln2 t С052 t dt = 
о о . 

2~ 2п 

за 2 S . 3а2 r 3 [1 ]2П ЗлаЗ 

=8 81n2 2t dt =16.) (I-cos 4t) dt=I6 а2 t-4 51п 4! о =т ... 
о о . 

222. Вычислить площадь, ограни
ченную параболами у2 = Х, х2 = у. 

223. Вычислить площадь, ограНJI
ченную эллипсом х = а cos t, У = ь sin t. 

224. Вычислить площадь четырех
угольника с вершинами А (6; 1), 
В (4; 5), С (1; 6), D (-1; 1). 

225. Вычислить площадь фигуры, 
.....::~p~-+_.=::::::::==~x- ограниченной контуром ОАвеа; если 

А (1; 3), В (О; 4), е (~1; 2), О (О; О), 

Рис. 23 

226. Вычислить 
= 2г cos t-r cos 2t, 

ОА, ве, eO-оt.резки прямых, а 
АВ-дуга параболы у=4-х2 • 

площадь, ограниченную кардиоидой х == 
y=2rsil1t-rsin2t. 

§ 5. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

Пусть F (х. у. z)-непрерывная функция и z=f (х. у)-гладкая поверх· 
'!ость S, где f (х. у) задана в некоторой области D плоскости хОу. ПоверхЖJ
сtnНЫМ .uнm.егралом J рода называетсР. преде.'1 ннтегра.'lЬНОЙ CYMM['~ пр" ус.'1о
вни, что тах dk -+ О: 

11т ' i: F ~k, 'lk. ~k) ).Sk = 5 5 F (х, у, z) dS. 
maxdk-+O k= I S 

где tJ.S j,- площаДl, k-ro элемента поверхности S, точка (~k; 1]k: ~H) принад,~е
жит этому элементу, dk-диаметр этого Э,lемента, F (х, у' z) опреде.~ена в каж
дой точке поверхности S. 

Значение этого интегра.~а не зависит от выбора стороны .поверхности S, 
по которой ПРОИЗВОДIIТСЯ иитегрирование. 
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ПоверXJlOCПlЫЙ вВтerpaп I рода 1IЫ'IIICJUIet"CS по формуле 

S S F (К. У. г) ~S = S S F [х. у. f (х. у)] -V 1+ ( ~; у + ( ~; у (/х dy. 
S D ' \ . 

Расс-мотрим двустороннюю поверхность S и выбере~1 на Ht" "' опое.1е ,lенн\,ю 
сторону S+. Функция F (х. у. г) опреде.1ена в TO'fKaX дан ной поверх носТн. ' . " - . 
ПpeдeJ1lU1I'e1"p8J1Ьвоl C)'IOO4Ы L F (~k, 1Fk, С..> AIIК (х, у), ~~ МIk (х, у) - проеl:-

k-I 
... на lI.IIOCJ:OCrЪ хОу k-l"О элеueвта поверхности S. имеющего ПЛОIЦ&,lUo I1Sk, при 
условии mudk-+O иазываетс. NНJepxнoCfI'IНЪW инmeгpa.co},4 П рода, распростравеи-

IIЬD( на awбраввую сторону поверхнocrв S. ir обоэва'I8CТCII cllМВOllo .. r .. ff F (х. 
~~b. r 

. Если Р (х. У. г), Q (х. У, г). R (х. У. z) -непрерывные ФУНКЦИИ и S+ ~ 
сторона гладкой поверхнqcти S, характеризуемаjl налраВJ:\ением нормали 
n (cos <Х; cos Р; С05 у). то соответствующий поверхностный интеграл 11 рода вы
ражается так: 

~ ~ Pdydz+oQ'dzdx+R dxdy= ~ ~ . (P cos <X+Qcos ~+Rcos у) dS. 
s+ S о 

Припереходе на · другую сторону S- поверхностн этот интеграл меняет 
знак на противоположный. 

Если повер;хиость ,S задаиа уравненliеМ в яеявном виде Ф (х. У. г) ~O. то 
направляющие косинусы нормали этой поверхности определяются по формулам 

дфlдх 

cos<X= ±}r(дфlдх)2+(дф/ду)2+(дфlдZ)2 • 
дфli)у . 

cos ~= ± .,Г (дФlдк)2 + (дФlду) 2 + (дФlдz)2 
дФlдz 

cosy= ± у (дФjдх) 2 + (дФlду)2 + (дФlдz) 2 ' 

где зиак перед радикалом должен быть согласован со стороной поверхиости. 
МОо!U!Н'JШ инерции части nОlИ!рхности относительно осей координат выра

жаются поверхностными интегралами: 

lox=~ ~ (yz+z2)dS. IOy=~ ~ ·(X2+Z2)dS, loz=~ ~ (x2+y2)dS. 
s s s 

Координаты центра тяжести части nОlИ!рх//ости можно найти по формулам 

х= ~ S S xdS, у= ~ S S ydS. г= ~ S S zdS. 
s s s 

где S-площадь даиной части поверхнос:rи. 
, l\1acca Аlатериаль//ой nйlИ!рх//ости . выражается формулой 

'\ 

т= ~ ~ ydS. 
s 

где "l-поверхностная П.10ТНОСТЬ. 

Статические .Iюменnш 'ЮlИ!рхн.ости ОТlIоситеЛl,но :координатных пло-
скостей определяются по фОР:\lу.1Jа~1 . 

Mxy=~ ~Z7dS. Myz=~ ~xydS, Mzx=~ ~yydS. 
s S· s 
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227. Вычислить 1 = ~ ~ (х2 + уЗ) dS, где S -часть ~онической 
s 

поверхности г2 = х2 + у2, заключенной между плоскостями Z = О 
и г= 1. 

6. Имеем 

Тогда искомый интеграл преобразуется В ДВОЙНОЙ интеграл: 

l=~ ~ (X2 +y2),Y2dXd,t!. 
D 

06Jtастью интегрирования D является круг х2 +у2.,;;; 1; поэтому 

11/2 1 11/2 _ 

I = Y2~ ~(X2+y2)dXdy=4Y2 ~ d6~p3dp=Y2 ~ d6='"'r 2 .A 
D о О о 

,228. Вычислить интеграл 1 = ~ ~ x2y2zdxdy' по Верхней старо
s 

не верхней половины сферы х2 + у2 + г2 = R'. 

6. Проекцией сферы на плоскость ХО!/ ЯВJlЯется круг D, ограниченны/l 
окружностью x~+y2=R2. Уравнение верхней ПOJlусферы имеет В1IД z = 
= YR2_ x'_y2; следовательно, 1= ~ ~ XSyl YRI_ x2_y2dxxy. Переходя: 

D 
к пощrрным координатам, получнм 

11/2 R 

1= ~ S p~ cos2 6 sln2 е у R2 _р2 dp d6=4 ~ С051 6 slnl 6 d6 ~ р5 У R'_p'dp= 
D о О 

11/2 R 

= 5 1-~З46d6 S (R2-JI)2t2dt=1~5,",R7. 
О О 

R 
При вычислении ~ р5 У R2 _р2 dp была сделана подстановка у R2_p2= 

О 
=t, откуда R2_ p2=t2, pdp=-tdt, pC={RI_t2)2. А 

229. Найти момент инерции полусферы г= Va2 -x2 _ y2 отно
сительно оси Ог. 



Областью интегрирования является проекция полусферы на плоскость хОу, 
Т.е. круг х2 +у2.,.;;;а2 ; поэтому, переходя к полярным координатам, получим 

п/2 а 

IOz = S S р2 а р dp dB = 4а r d8 S p
3
dp =.! ла~ 

уаll _р2 J У а2 р2 3 
D О О 

(внутрениий интеграл можно вычислить с 
ПОМoOЩJ.Ю подстаНО8КIf р = as1n t) •• 

230. выч.исит&& координаты цеН1'
ра тяяrec1'И части плоскости z = х, 

ограниченной ПЛОСКОСТЯМИ х + у = 1, 
у=о, х=о (рис. 24). 

6. Найдем площадь указанной части 
дz дz 

плоскости z = х. Имеем дх = 1, ду = О; сле-

дoвaтeт>Jio. Рис. 24 

, I-x 

s=SS ~l+(~;У+(~~)2dХdУ=V2 SdX S dy= 

Тогда 

D О О 
I 

=У2 S (l-x)dx=-~ (I-X)21~= У22 • 
о 

i f-x 1 

;= 1 S S xdS= ';2 S xdx S Y2dy=2 S x(l-x)dx= 
s о о о 

=2 [~ х2_ ~ z' ]:= ~; У= ~ S S ydS= ;2 s dx 'г V2gdy= 
s о о 

1 

=S (1-x)2dx=- ~ (l-%)31~= ~ ; 
о 

- I SS . '5S 1 z=:s ztJS=:s хdS=з 
s s 

rllСПОЛLЗоnано ypaBHeHlle пло::кости z = х). А 

у 



231. Найти массу поверхности сферы и статический момент 
Мху верхней полусферы, если' поверхностная плотность в каждой 
точке равна расстоянию этой точки от вертикального диаметра. 

6. Совместим начало координат с uентром сферы, напраВИ!>1 ось Oz по вер
тикали и переi!дем к сферическим координатам: х = R 51п 8cos <р, у = R 51п 8 sln <р , 
z = RсCJSЭ (R-радиус сферы), Тогда dS=Jd8dq>=R2 5 ln8d8dq>, поверхност-
ная плотность l' = У х2 + у2 = R 51п 8. Следовательно, 

n2n 

т = ~ ~ l' dS = ~ ~ R3 sin2 8 d8 d<p = R3 ~ ~ 51п2 8 d8 dq> = 
s s о о 

= RЗЛ [!_..!... 5ln 28'] 2n =лR3,n=n2RЗ' 
2 4 о ' 

2n л/2 

Мху = ~ ~ z1'dS=R4 ~ ~ cos8sln2 8d8dq>= 
s о о 

=R4.2n 51пЗ 8 Jn/2 =!nR4. А. 
з о З 

232. Найти координаты центра тяжести части поверхности 
z = 2 - (х2 + у2)/2, расположенной над плоскостью хОу. 

233. Найти момент инерции параболоида z = (х2 + у2)/2 отно
сительно оси Oz при O~г~ 1. 

234. Вычислить ~ ~ хуг dS, где S -часть поверхности z = X~+ 
S 

+у', расположенная между плоскостями z = О и z = 1. 

§ в. формулы СТОКСАИ ОСТРОГРАДСКОГО - ГАУССА. ЭЛЕМЕНТЫ 

тЕОРИИ ПОЛЯ 

Если функцин Р=Р(х, у, z), Q=Q(x, у, z), R=R(x, У, z) иепрерывны 
вместе со своими частными производными первого порядка на повеРХНОСТII 

S и С -замкнутый контур, ограничивающий поверхность S, то справеДЛlIва 
ФОРАlула Стокса 

Р Pdx+Qdy+Rdz= 
с 

=S S [(aR - aQ) cos а+ (дР _ aR) cos ~ + (aQ - дР) cos 1'] dS 
ду дz az дх дх ду , 

s 

где cos а, cos~, cos у-направляющие косинусы нормали к поверхности S; 
направление нормали определяется так, чтобы со стороны нормали обход кои-
'rypa С казался происходящим против хода часовой стрелки. . 

Бсли функцни Р=Р(х, у, z), Q=Q (х, у, z), R=R(x, у, z) непрерывиы 
вместе со своими частными производными первого порядка в замкнутой об.'lас-
1И Т пространства. ограниченной замкнутой гладкой поверхностью S, то спра
ведлива фОрlt/ула Остроградского-Гаусса 

~ (Pcosa+Q cos ~+ Rcos 1')dS = S S S (~: + ~;+ ::) dxdydz, 
s т 

где cos а, cos ~, cos l' -направляющие косинусы внешней нормали к поверх
ности S. 



Если каждой точке М области V поста6лена в соответствие скалярная 
и = и (М) [векторная F = F (М)] величина, то говорят, что в области V задано 
скалярное (беЮnОРное) поле. 

в декартовой системе координат задание скалярного поля равносильно 
заданию одной функции трех переменных: 

и(М)=и(х, у, г), 

а векторного поля-трех функций трех переменных: 

F (М)=Р (х, у, г) I+Q (х, у, г) J+R (х, у, г) k, 

где Р=(х, у, г), Q=(x, у, г), R=(x, у, z)-проекции вектора F на соответ
ствующие координатные оси. Предполагается, что функции и (х, у, г), Р (х, у' г) , 
Q = (х, у, г), R (х, у' г) являются непрерывно дифференцируемыми в области 1' . 

Векторной линией иазывается кривая, направление которой в каждой ее 
точке М совпадает с направлением вектора F, соответствующего этой точке. 
Векторная линия определяется системой дифференциальных уравнений 

dx dy dz 
Р=7[=7[ 

Градиенmoм скалярного поля и = и (х, у' г) иазывается вектор 

ди ди ди 
grad и= дх I+ay J+az k. 

дибергенцией векториого поля F (M)=Pl+QJ+Rk иазывается скаляр 

d· p-!!:..+~+ aR lУ -- дх ду дг' 

BtlxpeM (роmoРОМ) векторного поля F (М) = РI + QJ + Rk называется вектор 

rot F=( aR __ ~)I+(~ __ ~)j+(~_ дР )k= 
ду дг дг дх дх ду 

I J k 
д д д 

Потоком векторного поля F (М) через поверхность S в сторону, опреде
ляемую едииичным вектором нормали П= cos а· i+ cos ~. J+cos 'V.k к поверх
ности S, называется поверхностный интеграл 

П=~~ FndS= ~~ FndS=И (Pcosa+Qcos~+Rcos'V)dS, 
s s s 

rAe Рп -скалярное произведеиие вектора поля и единичного вектора выбран< 
ного направления нормали. 

ЛинейнШt интегралом от вектора F по ориеитированной кривой К назы, 
вается криволинейный иитеграл 

~ РМ= ~ Pdx+Qdy+Rdz, 
1( 1( 

представляющий собой работу вектnрного поля вдоль кривой К. Есдн контур 
С -зашс:нутый, то линейный интеграл 

ц=! F dr=:ft Р dx+Q dy+R dz 
с с 

называется ЦЩЖУАЯцией векторного поля F (М) вдоль контура с. 
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Формула Осmроградского-Гаусса в деКторной форме имеет ВИД 

~ ~ ~ div FdV=~ FndS, 
т s 

т. е. интеграл от дивергенции векторного поля F, распространенный no неко
тором!} объему Т, равен потоку вектора через noeepxН(JCtnb S, ограничuвающую 
данный объем. 

Формула Стокса в векторной фор.Ate имеет вид 

:Ji F dr= ~ ~ n-rot F dS, 
с s 

т. е. циркуляцuя вектора вдоль 8амкнутого КОНЛI./Jра С, ограНUЧLl8ающеzо не· 
кomорую nоверхность S, равна потоку вихря через эту noверх.ность (направле
ния обхода контура и нормали должны быть согласованы друг с другом). 

Введем символический вектор (в декартовой системе координат) 

V-~i+~j+д-k 
- дх ду дг' 

назыоаемый оnераmО;;ОА! ГаМLlльтона (или на6ла-оnераmором). Он обладает как 
свойствами вектора, так и свойствами диффер€lщнального оператора. С его 
по,чощью выражения для градиента, дивергенцин н ротора можно кратко 

записать в следующем виде: 

gradu=vu, divF=VF, rotF=VXF. 

Векторное поле F (М) называется беэвuхревым, если rot F = о. 
Векторное поле F (М) называется nоmенцuалышм, если F =grad и, т. е. 

ди ди дu 
если Р =дi' Q=дi' R =дi . В этом случае rot F =rot (grad и) = V Х "и=О; 

следовательно, потеНЦИiiльное поле является безвихревым. 
Векторное поле F (М) называется соленоuдальны.м (или mРУб'шты.м), если 

div F = О, т. е. в области задаНИ!l поля V отсутствуют и стоки, и источиики. 
Так как div (rot F) = V (v х F) = О, то поле вихрей является соленоидальным. 

235. Применяя формулу Стокса, найти 1 = 1 х2уЗ dx+dу+zdz, 
если С -окружность х2 + у2 = г2, z = о. 

~ Данный контур С ограни'Тивает часть плоскости z =0 с единичным 
вектором нормали n = k; следовательно, cos а = О, соз ~ = О, соз i' = 1. Учиты
вая, 'ПО р=х2у3, Q=J, R=z, по формуле Стокса nOЛJ"lаЕМ 

J = 1 х2уЗ dx+dy+zdz= 
С 

55 [ ( дR дQ ) (дР дR ) ( дQ дР ) ] = --- cosa+ --- cos~+ --- се!')' dS= 
ду дг дг дх дх ду 

s 
=- ~ ~ 3х2у2 соз. У dS. 

s 

Так как cos l' dS = dx dy, то последний ннтеграл примет вид 

J =-3 ~ ~ х2у2 dx dy, 
D 



где плеская область D ограничена окружностью XI + yl =T'. В.аодя nOдJrpHble 
координаты х = р cos е. у = р sln е. получим 

1'1/2 r 

1 = -3 ~ ~ р' SJaI в cos' е dp dfI = -12 ~ sinl е cosl е dB ~ Р· dp = 
D О О 

7t/2 П/2 

=_2r0 5 slnl е cos2 е d6=- ~ S sln2 28 d6= 
о о 

11./2 
тО S тВ [1 11t12 :лг8 =-т (l-cos46)46=-T 6-4 sln48 о =-8' А 

11 

236. Найти интеграл t(xcosa+ycos~+zcosl')dS, распро
страненный по поверхности S тела, ограниченного этой поверх
ностью. 

/::.. По формуле OcтporP~ДCKoтo-Гaycca имеем t (xcos a+ycos ~+zcos 1') dS= 

= SSS (дд~) + ai;) + aa~Z») dxdydz=3 SSS dxdydz=3V, 
т v 

где V -объем тела. 

237. Применяя формулу Остроградского-Гаусса, преобразо
ватъ поверхностный интеграл по замкнутой поверхности S 

lfb дu ди -1_ дu 
1 = f дх dgdz +ду dx!U +azdxdy 

в интеграл по объему, ограниченному этой поверхностью. 

6 Даниый JUI'T'fJ!'p-.Л МОЖ1fO записать твк: 

J=t (:; cosa+: cos ~+ ~ cos У) dS, 

а последннй интеграл иа основании формуm Остроградского....,.Гаусса равен 

S S S [:Х ( : ) + ~ ( ~; ) + ~ ( : ) ] dx dy dz = 
т 

Cnедоватеnыю, 

1 = и ~ 6.и ах ау dz, 
т 

д·и дlu д"и (дl дl д2 ) д1 дl д' где 6.и= дхl ~+ дz' = дх. + ду2 + az. и. Символ 6.= дх. + ayZ + az! 
иазывается оператором Ламаса. А 
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238. Найти дивергенцию векторного поля F = x2i + ytj + z'k. 

6. СОГ.1аСIЮ определению, имеем 

div F==~+~+ aR =.i(x
2
) + д (у2) + д (г2) = 

дх ду дг дх ду дг 

=2х+2у+2г =2 (х+у+г) . .. 

239. дано скалярное поле u (х, у, г). Найти div (grad и). 

ди ди дll 
,~ Так как grad и= дх '+ ду J+az k, то 

div (grad и) = :х ( ~~ ) + ~ ( ~~ ) +:г ( ~~ ) = 
д2и д2и azu 

= дх2 + ду2 + дг2 =611, 

JlЛИ 

V (VII)=.1U, т. е. 6=у2 

(оператор Лап.1аса равен квадрату набла·оператора) ... 

240. дано электрическое векторное поле, в каждой точке KQ-

К U F ke 
торого по закону у лона деиствует вектор = г2 r о, где r - рас-

стояние данной точки от начала координат, е-положительный 
электрический заряд, го-единичный вектор, направленный по 
радиусу-вектору данной точки, k = const. Определить поток век
торного поля через сферу х2 + у2 + г2 = R2. 

П= 55 FndS= 55 ;~ fondS. 
S S 

Так l{aK г=R=сопst 11 гоп=1, то 

ke 55 ke ke 2 П=Ю dS= R2 Sсф= R2 4лR =4nМ . .. 
s 

241. Найти поток ради уса· вектора r = х. + yj + zk через замк
нутую поверхность z = J - У'х2 + у2, Z = О (О ~ z ~ 1). 

D. Найде~1 дивергенцию данного векторного поля: 

. дх ду дг 
dlvr=ax+ ду + дг=3' 

ИСI<О~lыii поток нзйде~1 по фОР~lуле Остроградского-Гзусса (nplI вычис
,1eнtlll интегрздз нспользуе.\/ ЦlIлиндрнческие координаты): 

2л 1 I-p 

П = И ~ div r dV = 3 ~ И dV = 3 ~ d<p ~ Р dp ~ ,fz = 
т т о о u 

2:"! I 

=3 S d<p 5 p(l-p)dp=3.2:! (f- ~ )=n . .. 
() () 
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242. Найти поток радиуса-вектора 
r = xi + yj + zk через внешнюю сторо
ну поверхности прямоro кругового 

цилиндра, если начало координат сов

падает с центром liижнего основания 

цилиндра, R - радиус основания цилин
дра, h-eгo высота (рис_ 25). 

6. Для вычислення потока вектора r че-
рез внешнюю сторону поверхности uилиндра 9 
нужно подсчитать поток этого вектора через 

нижнее основание, боковую поверхность и 
верхнее основаиие цилиндра. 

Имеем Ля. ос .. = ~ ~ , n dS; так как проекция Рис. 25 
s 

радиуса-вектора r на внешнюю нормаль к основанию uилиндра равна ну.'lЮ, 

то ЛЯ. осв =0. 
Проекция радиуса-вектора на нормаль к боковой поверхности равна ра· 

диусу основання цнлнндра, т. е. 'n =R; тогда Лб . поо = ~ ~ R dS = RS6. ПОН = 
S 

= 2:лR 2h. 
Проекция радиуса-вектора на нормаль к верхнему основанию равна h, 

следовательно, Пв.ос .. =h ~~ dS=hSося=n;Rth. 
s 

Таким образом, поток вектора r череэ внешнюю стороиу цилиндра равеа 

243. Найти поток векторного поля F = (2г - х) i + (х + 2г) j + 
+ 3zk через сторону треугольника S, вырезаliНОГО из плоскости 
х + 4у + z - 4 = О координатными плоскостями в том направлении 
нормали к плоскости, которая образует с осью Ог острый угол. 

6. Единичиый вектор нормали к плоскости x+4y+z-4 =0, обеспе'l'" 
вающий требуемое направление ориентации поверхности, нмеет ВИ4 

n=(l/Y17) 1+(4/y17) J+(I!yi7) k, т. е. СО5 а= .\/Yi7, cos ~=4/Y I7, 
COSI'=1/YI7. Имеем cos а dS=dydz; cosBdS=dxdz; cosl'dS=dxdy. Дли 
данного векторного поля P=2z-x, Q =x+2z, R =Зz и по определению 
потока получаем 

л = ~ ~ (Р cos а + Q cos IЭ + R cos ,\,) dS = 
s 

-= ~) (2z-x) dydz+(x+2z) dzdх+Зzdхdу= 
s 

= ~ ~ (2z+4y+z-4) dydz+(x+2z) dz dx+3 (4-х-4у) dx dy = 
s 

I 4-4у 4 4-z 4 l - x/4 

= ~ dy ~ (3z+4y-4)dz+ ~ dz ~ (x+2z)dx+3 ~ dx ~ (4-х-4у) dy= 
о о о о J О 
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) 4 

= S [~ .16 (1-у)II-16 о-у)'] dy+ S [~ (4-Z)I+2: (4-Z>] dz+ 
о о 

4 

+3 J [~ (4-X)I- (4 8 Х)'] dx=42 ~ • А 

244. Вычислить линейный интеграл от радиуса-вектора r = xi + 
+ yj + zk вдоль дуги винтовой линии х = R cos t, у = R sin (, 
z = at, если О ~ t ~ 2n. 

~ Имеем 

~ гщ= ~ xdx+ydy+zdz= 
J( J( 

2п 

S 
a2f2 1211 = (R'(- cos i sln i+sln t cos i)+a2/J dI=-2-!о =2n2a2• 

о 

Эта величина равна работе вектора r вдоль зздзнноА дуги винтовоА 
.пинии. А 

245. Найти циркуляцию вектора F = - ооуl + (J)xj по окруж
ности х = а cos t, у = а sin t в положительном направлении. 

ь.. По оnpеделению ЦИРКУЛЯL\ИИ получаем 

211 

!pFdr=!p-Щ/dx+щdУ=ro ~ (atsln2 i+a2 cost/)dt=2na'ro. А 
о Q О 

246. Найти циркуляцию векторного поля F = (х+ Зу+ 2z) i+ 
+ (2х+ z) j + (х-у) k по контуру треуголl-,НИка MNP, где, 
М (2; О; О), N (О; З; О), Р (О; О; 1). 

~ Согласно формуле Стокса. ц=!! F dr= ~ ~ n rot F dS. Здесь С-контур 
с s 

треугольника MNP, лежащего в плоскости 3x+2y+6z-б=О. проходящеА 
через трн данные точки. Найде .. ротор данного вехторlЮго ПОJ1Я: 

rot р= 

I 
д 

J 
д 

k 
д 

дх ду дz = 
x+3y+2z 2x+z х-у 

= [д(Х-У) a(2X+Z)]I_ [д(Х-У) a(X+3Y+2Z)]J+ 
ду дz дх az 

+[a(2X+Z) д(Х+ЗU+2Z)] k=-21+J-k. 
дх ду 



CnеАовательво, 

ц= ~ ~ n·rot FdS= ~ ~ (rot F)xdydz+(rot F)lIdzdx+(rot F)zdxdy = 
s s 

3 1 - у/3 1 2 - 2z 

=-2 И dydz+ И dz dx-И dxdy=-2 ~ dy ~ dz+ ~ dz ~ dx-
D IIZ Dzx Dxy О О О О 

2 3- 3х{2 

- S dx S dy=-2 [у- у;]: +[2z-zZ]~ - [зх- ~ %2]: =-5. А 
о о 

247. Тело вращается вокруг оси с постоянной угловой СКО
ростью ш. Найти вихрь скорости в ПРОИЗВOJIьной точке тела. 

6. Имеем rot v=rot«(a)xr), где r=xl+uJ+zk. Далее, находим 

1

1 J k 1 
00 xr = ООх ООу (i)z =PI+QJ+Rk, 

% У Z 

i j 
д д 

rot (00 Х г) = дх ду 

k 
д 
дz =2«(i)xl+(i)yJ+(i)zk)=2<.>, 

Р Q R 

т. е. вихрь скорости v точки равен удвоенной угловой скорости 00 вращеИИlI 
тела. А 

248. Найти циркуляцию вектора F = yi-xl+ak (а= const) 
вдоль окружности x~ + у'l. = 1, z = О в положительном направлении. 

6. 1 с п о с о б (непосредственное ВЫЧИCJIенне ЦИРК:УJНЩИИ). ПараметРIl
ческие уравнения данного контура С нмеют вид x=cos t, y=sln t, z=o, 
О ~ t ...; 2'1. Далее, имеем Р = у = Зin t, Q = - % = -cos t. ло определению 
циркуляцин получаем 

2n 

ц=:f Р dx+ Q dU+R dz= ~ sln t (- sln е) dt-cos t·cos t dt = 
с о 

2n 

= - ~ (зlnl t + cos't) dt = -2'1. 
О 

11 с п о с о б (примеиение формулы Стокса). Ротор вектора F равен 

I J k 

rofF= 
д д д 

=-2k, 
дх ду дz 
у -% а 



а норммь, обеспечнвающая пможительное иапра""еине обх~.хоIh')'Р., 
а = k. Следовательно, 

ц= Н nrot РdS~-2< П nkdS=-2 ~ ~bay= 
s SS 

2n J 

=-2 ~ d8 J РФ=-2.2n.~ =-2n. А 

249. Показать, что поле f = (2ху + Зу' + 9у) I + (хl + 6ху + 9х) J 
JlВJlяется пот,~нциаJlьным' и иаАти потенциал ЭТfi)ГО ПOJIЯ. 

~ данное векторное пме определено иа всей плоскости #]у, lIJIJIяющеАся 
4)ДНОСВSIЭноА областью. Похажем, что rot F=O, т. е. что none беэвихревое, 
а сле:оаатeJlЬНО, И, пoreнцнальное. ДеАСТ8итель,!~ так как Р=2ху+Зу~+9g, 
Q=Jf +БХу+9%, R=O, то 

rotF= 

I 
д 

д% 

2xtI+ЗуI+9у 

J k 
д ,д 
ау az=o. 

~+бq+9% О 

Потенциа.1 и = u (%, у) вычислим по формуле 
Jl" 11 

U (х, н) = ~P (%, но)"+ SQ (К, н) dg+C., 
х. 11. 

т. е. 

J( g 

и(к, н)= ~ ОЬ+ ~ (r+6xg+9к!dy+с=ru+Зху2+~.ry. 

Здесь а качестве начальной точки вз_та точка МО (О; О). А 

250. Найти потенциал НЬЮТОИОВСКОГО пмя притяжения. 
~ Пусть точка с массой т помещена. иачало коордниатО; тorдa согласно 

З8Jrону Ныoroиа на помещенную в каждой точке А плоскости единичную массу 

АеАствует СllJlа Р, модуль которой F=т/rl, rAe r=IOAI=Y.r+gI. 
НЫОТОllOвсхое lJO.IIe являете. потенциальиы .. , так как его ротор, _ак 

• groм можно убеАИТЬСJl, равен нулю. 
HaAдeJol потенциал ~ro плоского ПМJI: 

х 11 

U (%, у) = ~ Р(%, Н,) Ь+ ~ Q (К, N) dH+ с =а 
х. 11. 

S
Jl -тки ~ ,-тgdy 

= V(r+y:)~ +] Y()(I+y')' +С= 
х, 11, 

m т 
7г:=;=:=i"+Сi, rAe С1 =С ./ " • .А 
у )(1+,. J' xf+y: 

261. Примеияя формулу Стокса, наАти криволинеАныА ин

теграл # (y+z)dx+(z+x)dy+(x+y)dt. где С-окружность 
с 

,xl+y'+zl=al, х+у+г=О. 
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252. Найти интеграл И {хЭсоsа+у3соs~+zЗсоs)')dS, взятый 
s 

по поверхности шара х2 + у2 + г2 = а2 , где а, ~, )'-углы внеш
ней нормали с осями координат. 

253. Найти И [(г2_у2) cosa+ (х2 _г2) cos ~ + (у2_х2) cos)'] dS, 
s 

где S -внешняя сторона поверхности полусферы х2 + у2 + г2 = 
= а2 (г ~ О). 

254. Вычислить И (xcosa+ ycosB +г cos)') dS, где S-внеш
s 

няя сторона поверхности эллипсоида х2/а2 + у2/Ь2 + г2/с2 = 1. 

255. Вычислить И xdydz+ydxdz+zdxdy, где S-внешняя 
s 

сторона поверхности цилиндра х2 + у2 = а2 (- h ::;;;; х::;;;; h). 
256. Найти поток вектора F = x3i + уЭj + zзk через боковую 

поверхность конуса х2 + у2::;;;; (R.2/h2) г2, о::;;;; г::;;;; h. 
257. Найти поток векторного поля F = (у-х) i + (х + у) j + yk 

через сторону треугольника S, вырезанного из плоскости 
х + у + z -1 = О координатными плоскостями. 

258. Найти поток вектора F = хЧ + y2j + z2k через часть 
сферы х2 +у2+ г2=4, если 0::;;;;х::;;;;2, 0::;;;;у::;;;;2, О::;;;;г<2. 

259. Найти поток радиуса-вектора r через внешнюю сторону 
поверхности прямого кругового конуса, если h-Вblсота конуса 
и R. - радиус основани я. 

260. Найти циркуляцию векторного поля F = (х+ у) i + 
+ (х-г) j + (у + г) k по контуру треугольника АВС, где А (О; О; О), 
В(О; 1; О), С(О; О; 1). 

261. Найти циркуляцию вектора А= -yi+xj по окружности 
x2 +(y-I)2=1. 

262. Найти циркуляцию вектора u=(x+z)i+(x-у)J+хk 
по эллипсу х2/а2 + у2/Ь2 = 1. 

263. Найти дивергенцию градиента функции u=eHy +Z • 

264. Найти div(uxv), где u=xi+yJ+zk, v=yi+zj+xk. 
265. Найти rot(r·a)r, где r=xi+yj+zk, a::-:i+j+k. 
266. Найти rot(r·a)b. где r=xi+yj+zk. a=i+J+k, 

b=i-j-k. 
267. Показать, что div (а х Ь) = Ь rot а-а rot Ь. 
268. Показать. что div (fA) = t div А + А grad t. 
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ГЛАВА 111 

РЯДbI 

§ t. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

Пусть UI, и2, ИЗ, •.. , lL n, ••• , где иn = f (n),- бесконечная числоваll по
следовательность. Выражение 

иl +и2+ иа+··. +иn +··, 

называется бесконечным числовым рядом, а числа иl, и2' ИЗ, ••• , иn , ••• -
Ч/lRНaAtu ряда; uл = f (п) называется общим члеНО"'I. Ряд часто записывают 

сп 

в виде ~ ип • 
п=1 

Сумму первых n членов числового ряда обозначают через Sn и называют 
n-й частuчной суммой ряда: 

Sп=Ul+ U2+ UЗ+··· +Ип • 
Ряд называется сходЯЩИАtся, если его n-я частичиая сумма Sn при неогра

ниченном возрастании n стремится к конечному пределу, т. е. если Нт Sn =S. 
п-+оо 

Число S называют суммой ряда. Если же n-я частичная сумма ряда при 
n -- о() не стремится к конечному пределу, то ряд называют расходящuмся. 

Ряд 

составленный из членов любой убывающей геометрической прогрессии, яв
ляется сходящимся и имеет сумму a/(l-q). 

Ряд 

I I I I 
1+"2+з+т+···+-п+··" 

называемый гармонuЧJ!СКUAt, расходится. 
При ведем основные теоремы о сходящихея числовых рядах. 
1. Еслu сходится ряд 

Ul+U2+ Ua+ .. ', 

та сходится lL ряд 

иm +l +Um+2+ Um+з+···, 

получаеАtый UЗ данного ряда отбрасыванием первых т членов (этот последний 
ряд называют т-м остатком исходного ряда); наоборот, из сходимостu т·го 
остатка ряда штекает сходимость данно,о ряда. 

2. Еслu сходится ряд 

Ul+ И2+ из+ ... 

и суммой его является число S, то сходится u ряд 

аиl + аU2+ аиз+· .• , 

причем сумма последнего ряда равна aS. 
3. Если сходятся ряды 

Иl+U2+ И,+"" Vl+U2+ Va+ ... , 
б6 



имеющие сооmвgmсmteнг.о C!l~(.llbt S и а, 1110 сходится и p.~д 

(111 +с'I)+(и2+v2)+(из+с'з)+,··. 

nриче.11 cY,II,l/a последнего ряда равна S+a. 
4. Если ряд 

111 +1I2+ lIз+··. 

сходllтся, то Jiш иn=О, т. е. при n -+ 00 предел общего члена сходящегося 
n-+оо 

ряда равен НУЛЮ (н е о б х о д и мы й при з н а к сходи~ости ряда). 
Таким образом, если lim иn f= О, то ряд расходится. 

n~OC 

ПереЧIIСЛИМ важнейшие признаки сходимости и расходимости рядов с по
ложительными членами. 

Л е р 13 Ы Й при з н а к с р а в н е н и я. Пусть даны два ряда 

111 +112+11з+ ... +иn + .. - (1) 
и 

(2) 

nриче~1 каждый член ряда (1) не nревосходит соответствующего члена ряда (2), 
m. е. иn';;;;;иn (n=1, 2, 3, ... ). Тогда если сходится ряд (2), то сходится 
и ряд (1); если расходится ряд (1), mo расходится и ряд (2). 

Этот признак остается в . силе, если неравенства иn < иn выполняются не 
при всех n, а лишь начиная с некоторого номера n = N. 

В т о рой при з н а к с р а в н е н и я. Если существует конечный и от-
00 

личный от нуля предел Нт (U ll /V71 ) =k, то оба ряда ~ иn 
n~OO n= 1 

менно сходятся UAtl одновременно расходятся. 
При з н а к К о ш и. Если для ряда 

иl +и2+из+.·. +lIn +.·· 

00 

и ~ иn одновре-
11=1 

11/-
существует Нт V иn = С, то этот ряд сходится при С < 1 и расходится 

при С> 1. 
При з н а к Д а.'! а м б ера. Если для ряда 

1l1+и2+из+··· +иn +··· 

существует Нт (IIn +1 /lln) = D, то этот ряд сходится при D < 1 и расходится 
n-+оо 

при D > 1. 
Интегральный признак. Если '(х) при х;;;:,l-неnрерывная, по-

00 

ЛОЖllmельная tl АlOнотонно !Jбывающая ФУНКljия, то ряд ~ ит где иn = f (n), 
n= 1 

сходится tlли расходится в зависимо::ти от того, сходится или расходшnся 
ос 

интеграл ~ f (х) dx (N;;;:, 1). 
N 

Расоютрим теперь ряды, члены которых имеют чередующиеся знаки, 
т. е. ряды вида 

tll-1I2+tlз-tl~+ .•. +(_l)n-lu,,+ ... , 
где и" > О (n=l, 2. З, .. . ). 

При з 11 а к с х о Д 11 М О С Т 11 3 Н а к о ч е р е Д у ю Щ е г о С я р я Д а (п р и 3-
11 а I{ Л е й б н и ц а). Зf!аКОl(ередующuйся ряд сходится, если абсолютные веЛ/l
'IIIНЫ его /(ленов .I/0нотонно убывают, а общий член стре.ll/1тсл к ну.1Ю, т. е. если 
I3ЫПО.1НЯЮТСЯ следующие два условия: 1) иl > и2 > из > ... и 2) lim ttn = О. 

n-+ОО 
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Возьмем n-ю частичную сумму сходящегося знакочередующегося ряда, 
ДЛЯ Koтoporo выполняется признак Jlейбница: 

5 n = Щ-U2-tllз- и,+ ..• --Г(-1)n-~ иn , 

ГlYI:Tb Rn-n-й остаток ряда. Его можно записать как разность между СУМ
Щ>Й ряда 5 и n-й частичной суммой 5 n, т. е. Rn =5-5n. Нетрудно видеть, что 

Rn=(-I)n (Iln+l- lln+2+ Un+з- lln+,+·· .). 

В"личина ] Rn I оценивается с помощью неравенства ] Rn 1< Un+i· 
Остановимся теперь на некоторых свойствах знакопеременных рядов 

(т. е. знакочередующихся ридов и рядов с прОИЗВОJlЬНЫМ чередованием знаков 
споих членов) . . 

Знакопеременный ряд 

щ+uz+uз+··· +иn+ ... 
сходится, если сходится ряд 

I иl 1+1 и21 + I uзl + ... + I иn 1+ ..•• 

'" 
в этом случае исходный ряд ~ иn называется абсолютно сходящuмся . 

n=! 

СХОДИЩИЙСЯ ряд ~ иn называется УСJW8НО сходящuмся, если ряд 
n=1 

00 

~ I и" I расходится. 
11 = 1 

00 

Если ряд ~ lln абсолютно сходится, то ряд, получеииый после любой 
n=1 

псрel:тановки бесконечного множества его членов, абсолютно сходится и имеет 
ту же сумму, что и первоначальный ряд. 

00 

Если ряд ~ 1In условно сходится, то пrи перестановке бесконечного 
,,=1 

множества его членов сумма ряда может измениться. В частности, при соот
ветствующей перестановке членов условно сходящегося ряда можно превра
тить его в расходящнйся ряд. 

Если ряды Ul+112+UЗ+'" и Щ+Vz+Vа+ ... сходятся абсолютно 
и имеют соответствеино суммы 51 и 52' ТО сходится абсолютно и ряд 

Щi 'l + (Il1и2+ и1и2)+ (1l1VЗ+U2V2+UЭ!'1) + ... + (и1иn + U2Vn-i+'" + иnи1)+ .... 

Этот ряд называется nРОUЗ8еденuем рядО8 (по Коши). ЕгО сумма равна 5152' 

269. Дан общий член ряда иn = 10n~ l' Написать первые че
тыре члена ряда. 

6. Если n=1, то щ=I/11; если n=2, то u2=2/101 ; если n=3, то 
uэ=З/IООl; если n=4, то 114 = 4/10001; .... Ряд можно записать в виде 

1 2 3 4 
п+wт+ 1001 + 10001 + . '" А 

270. Найти общий член ряда 
1 .з 5 7 
2+22' +2'3+2"+'" 

6. Последовательные числители образуют арифметическую прогрессию 
1; 3, 5, 7 ... ; n-Й член ПрОl'рессии находим по формуле an=a1+d(ti-1). 
Здесь аl = 1, d = 2, поэтому аn = 2n - 1. Последовательные знаменатели об-
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разуют геометрическую прогрессию 2, 23, 23, 2', ... ; n-й член этой прогрессии 
ЬП = 2п • Следовательно, общи й член ряда ип = (2n - 1 )/2П • 

Вообще иужно иметь в виду, что несколько первых членов ряда полностью 
ряд не определяют. А 

271. Найти общий член ряда 

~ + ( ;)3 + (141)3 + (155)· + ..•• 

6. Показатель степени каждого члена совпадает с номером этого · члена, 
поэтому показатель степени n-го члена равен n. Числители дробей 2/3, 3/7, 
4/11, 5/15, ... 06разуют арифметическую прогрессию с первым членом 2 и 
разностью 1. Поэтому n-й числитель равен n+ 1. Знаменатели образуют 
арифметическую прогрессию с первым членом 3 и разностью 4. Следовательио, 
n-й знаменатель равен 411-1. Итак, общим членом ряда является 

( 
n+ 1 )" ип = 411-1 . А 

272. Найти сумму ряда 
1 1 1 1 - I 
г.з+3.5 + 5.7+7.9 + .•. + (211-lj (2n+ 1) + .. , • 

6. Общий члеи ряда можно представить в следующем виде: 

1 (1 1) 
ип ="2 211-1-211+ 1 ' 

откуда 

ui = ~ ( 1- ~ ) , иа = ~ (~ - ~ ) , из =} ( ~ - ~ ), и. = ~ (~ - ~ ), .... 

Следовательно, 

Sn=~ (I-~)+~ (~-~)+~ (~-+)+ ... +~ (2n
1 1-2n~I):= 

1( 1 1 1 1 1 1 1) 1( 1) ='2 1-3+3-5+"5-7+'''+211-1-211+1 ='2 1-211+1 • 

1 ( 1) 1 Так как 11m Sn =-2 11т 1-2 + 1 =-2' 
n-+Ф n-+ОО n 

то р'яд сходится и его сумма 

равна 1/2. А 

273. Найти сумму ряда 
1 1 1 1 

1.2.3+2.3.4+3.4.5+'" + n (11+ 1) (n+2) + ... 

6. Представим 06щий член ряда 

1 

ип в виде суммы про(тсйших дробей: 

11 (11+ 1) (n+2) 
А В С 

n+II+1+т' 
Умножая обе части этого выражения на знаменатель, придем к тождеству 

1 =- А (11+ 1) (11+2)+811 (n+2)+Сn (11+ 1). 

Полагая последовательио 11=0, -1, -2, находим: при n=О: 1=2А;А = I/2; 
при n=-I: I=-B; В=-I; при 11=-2: 1=2С; C=I/2. Такнм образом, 

11 1 11 1(1 2 1) 
иП ="2'n-II+1+-ГIl+2' т. е. ип ='2 -п-1I+1+n+2 . 

69 



Отсюда 

Итак, liт Sn = 1/4; следовательно, ряд сходится и имеет сумму 1/4 ... 
n--.ж 

274. Исследовать сходимость ряда 
2 1 1 1 2 ( 1 )n-l 
3+3+6"+12+'" +"3 2 + ...• 

/::, Данный ряд составлен из членов бесконечно убывающеli геометри
ческой ПJ:огрессии н поэтому сходится. Найдем его сумму. Здесь а = 2/3, 
q= 1/2 (знаменатель прогрессии). Следовательно, 

а 2/3 4 
S=I_q= 1-1/2=3'" 

275. Исследовать сходимость ряда 
1 1 1 1 
П+12+1З+'" +n+10+···· 

/::, Данный ряд получен из гармоннческого отбрасыванием первых десяти 
членов. Следовательно, он расходится ... 

276. Исследовать сходимость ряда 
1 2 3 n 
2+5'+8+'" +3n-l + ... 

/::, Так как 

lim иn = Нт -3 n 1 = lim 3-\/ 3' 
n-»О<:» n .. ао n- n--.a::I n 

т. е. 11т иn #: О, то ряд расходится (не выполняется необходимый признак 
n .... '" 

сходимости). А 

277. Исследовать сходимость ряда 
0,6+0,51 +0,501 + ... +lO,5+(O,I)nl+ , ..• 

/::, Здесь 11т иn = 0,5 #: О и ряд расходится. А 
n .... '" 

00 

278. Исследовать сходимость ряда ~ 2n~1' 
n=! 

'" 
/::, Члены данного ряда меньше соответствующи х членов ряда ~ 2п' 

n=! 
I 1 1 

т. е. ряда 2+"4+8+'" . Но последний ряд сходитея как бесконечно 
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убывающая гео~{етрическая про'грессия. Следовате.1ЬНО, сходится и данный 
ряд .... 

279. Исследовать сходимость ряда 
I I 

1 +2i'+gP+"" если р < 1. 

/). Члены этого ряда, начиная со второго, больше соответствующих чле
нов гармонического ряда. Следовательно, ряд расходится. А 

1 
280. Исследоват? сходимость ряда с общим членом ип = 4.2П -3' 

6.. Сравним этот ряд с РЯДО\l, У которого 05щий член ип = 1/2П (Т. е. 
с бесконечно убывающей геометрической прогресснеЙ). ПРlIменим второй 
признак сравнения рядов: 

lim ~= 11т 
n .... '" гп n-НО 4·2П -3 

1 
4' 

Так как преде.>! конечен и отличен от нуля и ряд сходится, то 

сходится и данный ряд. А 

281. Исследовать СХОДШlOсть ряда 
1 1 1, 1 
2+5"+8"" +Зn-l + ... 

6 СраВНЮI ряд с гаРМОНlIчеСКН~1 рядом, у которого !"n = 1/n: 

Нт ~= liт _n_=J... 
n-+о: с'п п-+ею 3n-l 3 

с.~едовательно, данный ряд расходится. А 

282. Исследовать сходи~ость ряда 

~ + ( ~ ) 2 + ( ; ) 3 + . . . + ( 2n ~ 1 ) n + . .. . 
n/- n 

/). Здесь удобно применить признак Коши, поскольку V lI n = 2n + 1 ' 

а предел последней дроби находится просто: 

n/- n 1 1 
С= liт V lln= lim 2 +1= lim 2+1/ ="2' 

n-+ОО n~OO Il П-+СЮ n 

Так как С= 1/2 < 1, то ряд сходится. А 

283. Исследовать СХОДIШОСТЬ ряда i: 21" ( 1 + ~ у'. 
n=l 

6. Снова ПРИ~lениы признак KO~H: 

lIn= dn (1+ :1 У', {'IlIn=f (1+~ у. 
С= lim {'Iun=-21 liт (1+J-..)"=i e. 

Л_ОО n ...... оо n ~ 

Так как С > 1, то ряд расход!\Тся. А 
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284. Исследовать сходимость , ряда 

2 22 23 2" 
Т+21О +310+'" + nlo: + ... 

Так как D ::. 1, то ряд расходится. А 

285. Исс~едовать сходимость ряда 
' 1 2 3 n 
.г-+-+ .г-+··· +-+ .... , 3 3 3, 3 ~~ 

6. Здесь u,,=n/3n/l , u,,+i=(n+l)/3("+1)/2( U"+l/u,,=(n+l)/(nY3), 
поэтому 

n+l . 1+1/n 1 ' 
D= 11т .r-=lim .г- =.г-; D ,< 1. 

n-+r.o n, 3 n-+'" , 3 , 3 

Следовательно, ,ряд сходится. А 

286, Исследовать сходимость ряда 

10 102 103 , 10" ' 
11+21+31 + ... +nг+'" . 

liдm Имеем u,,=10"/nl, U,,+i=IOn+l/(n+l)I, un+l/un=10/(n+l), D= 
10/(n+ 1) =0; D < 1-ряд сходится. А 

287. Исследовать сходимость ряда 

1 1, 1 
1 + 22 +Зi + ... + nZ + .... 

6 Имеем и,,=1/n2 , u,,+i=lf(n+l)2, U,,+i/un=n2f(l+nl)=1f(l+I/n)l, 
D = lim (и"+1/и,,) = 1. Так как D = 1, то с помощью, признакз ДалзМбера 

n-+оо 

не удается решить вопроса о сходимости ряда. 

Применим интегральный призиак: и" = I/nl ; следовательно, f (Х) .= 1/%2, 
со 

5 ~ = -~ 1'" = 1. Интеграл сходится (ЯВJIяется конечной велнчиной), по-
х х 1 

1 
этому сходится И данный ряд. А 

288. Исследовать сходимость ряда 

1 1 1 1 
21п2+ 31пЗ+ 41n4 + ... + (n+l)1п(n+1) + .... 
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то 

6. ПримеНIIМ интегральный признаl<: 
1 1 

11,. = (n + 1) 1i1 ~i/+ 1)' f (х) = (х+ 1) 1" (х + 1)' .. r dx 

.. , Ш со 

~ In~l) =lnln(x+l) =00. 

1 
J ~х+1)IП(Х+l) 
1 

Интеграл расходится, поэтому расходится и данный ряд. А. 

289. Исс.ТIедовать сходимость ряда ' 

1 2 I 3 4 + + (' 1)" n + '2- 22+ 1 т 32+ 1 - 42+ 1 • . • - n2+ 1 . •• • 

6. ПримеНIIМ ' призна" Лейбница. -Так как 

2 I 3 141 
22+'=2+1/2' 32+1=3+1/3' 42+1=4+1/4' ... • 

1 2 3 4 
'2 > 22 + 1 > 32 + 1 > 42 + 1 > ... 

Следовате'lЬНО, выполнено первое услови~ признака Лейбница. Далее, 
так как 

l ' , l ' n '11 ' 1 О 1т 11,,= 1т 2+' 1 = ' m -'----+1/ = , 
n ...... og 11 ...... 00 n n-+ 01) n n 

то выполнено 11 второе условие: Значит, данный ряд сходится. А. 

290. Исследовать сходимость ряда 

1; 1 ~ 1 ,О 1 + 1,00 1 ~ . . . +' ( -1 )"-1 [1 + (О, 1 ),.] + ... 
6. Первое условие прнзнака Лейбница выполняется : 1,1 > 1,01 > 1,001 > 

> ... ; с другой CTOP0!lbI, 11,.=1+_101,., lim и,.= Ит (1+101,,)=1. Так как 
. n-~ n ...... ю . 

11т и,. ;f; О, то не вып;lненH необходимый признак сходимости ряда. Ряд рас-
-ф , 
ХОДIIТСЯ. &. 

29t. Исследовать сходимость ряда 

1-1+1'- ... +(-1)n- l+ .. , . 
6. Общий член ряда не стремится к нулю, поэтому ряд расходиТся. А. 

292. Исс.ТIедовать с ходимость ряда 
, -1 1 1 1 

1 ~2- 22 +23'-"-'24- 2~ + .... 
6. Составим ряд 113 абсолютных величин: 

- I 1 1 j , + 1 
1+'2+22+23+21 20 + ... 

ЭТОТ ряд есть бr.cк~е~н~ у~ывающая геометрическая прогрессия и, следова
тельно , сходится. 3начит, и даНIIЫЙ ряд сходится, причем абсолютно ... 
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293. Найти произведение абсолютно сходящихся рядов 
2 22 2З 2t 2n 

1 + 11 + 2г + зг + 4т + ... + n! ••• 

и 

или 

Т.ак как 
n! k 

(n-k)1 kl =Сn (k= 1, 2, ••. ), то ряд можно переписать в виде 

1+2+З+(2+3)2 +(2+З)3 + +(2+З)n + 
11 2! З!··· 3! .... 

или 

<1J 

294. Написать первые четыре члена ряда L IO"~n' 
n=1 

<1J 

"'.., 9 295. Написать первые четыре члена ряда ~ 100n -1 . 
n=l 

Найти суммы рядов: 

1 1 1 1 
296. Г2+2.З-З.4 + ... + n (n+ 1) + " .. 

'" 
"'"' 2n + I 297. k.I. n2 (n+ 1)2' 
n=1 

1 1 I . 
298. I.З.5+З.5.7+"· + (2n'-:"I)(2n+1)(211+З) + .... 
299. 1 + m m 1 + ( m m 1) 2 + ... + ( 1ft m 1) 11 + . .. . 

'" 
300. Показать, что ряд L (2

n t 1)2 расходится. 
n=1 

Исследовать сходимость рядов с помощью первого признака 
сравнения: 

1 + ,1 + .L J 301. In2 1пЗ т 1п4 ... I In(n+l) + ... 
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Исследовать сходимость рядов с помощью второго признака 
сравнения: 

2 + I . 22 + 1 2" + 1 
303. 5+1 + 52+1 + ... + 5n+l + ...• 

• Сравннть с рядом ~ +( ~ )2+( :)3 + .... 
1 . У2 уз Уп 

304. 2.1-1 +2.'2=1+ 2.3-1 + ... + 2n-l + ...• 

Пользуясь. признаком Коши, исследовать СХОДИМОС1Ь РЯДОВi 

Пользуясь признаком даламбера, исследовать сходимость 
рядов: 

307. :~ + (:~y. 25+ (Wy .35+ ... + (:~)" n5 + ... 
308. М+(:ьУ' ~;+(:~y. ;.+ ... +(:~)" ~5+'" . 

Пользуясь интегральным признаком, исследовать сходимость 
рядов: 

00 I 
309. L. р, если р > 1. 

11=1 n 
1 1 1 

310. -+--+ ... + + .... 
9ln9 19ln19 (10"-1) 1n (10"-1) 

Исследовать сходимость знакопеременных рядов и установить 
характер сходимости (абсолютная, условная): 

1 4 7 10 11-1 3n- 2 
311. 2-5+8-11+'" +(-1) 3n-l + .... 

312. 1,1-1,02+ 1,003-1,0004+ ... +(_1)n-l (1 +1~1I) + ... 
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Исследовать сходимость рядов: 

10 100 1000 10n 

316. 7+9+--ТГ+ ... +2n+5+ "0 • 

1 3 5 2n-I 
317. 2+4+6+'" +---т,t+ ...• 

2 22 23 2n 

318. т+т:2+ 1.2.3+'" + nт+' о. 

319. - ~ +i-- ~ + ... + (-l)n 21!~ 1 + ... . 

320. I-~+~-~ + ... +(_1)"-1*+ .. . 
1 I 1 I 

321. 1-3+9-27+'" + (_l)n-l З"-~ + .... 
I 1 1 1 

322. 10+20+30+'" + 'Оn + .... 
1 1 1 1 

323. 8+ 18+28+'" + 'Оn-2 + .... 
2 3 n 

324. 1 + 5" + 5' + ... + 5П -1 + ... 
11 21 31 n! 

325. s+5i+-gз+'" +5n+'" 
21 31 nl 

326. 1+2"2+33+'" + nп+'" 
1 1 1 

327. 1 + 2' + Зi + ... + n' + . .. . 

328. 2 1"2.ln 1" 2+31" 3.~П 1" 3+" '+(n+l) 1" (n+ll) '1п In (n+I)+'" 
1 1 1 1 

329. 2+23+ 1 + 33+1 + ... , + n3+' + .... 

330 2 3 + 4 + ( 1)"-1 n+ 1 + . 23+ 1-33+2 43+3-'" - (n+l)3+ n ···• 
331. 1-2+3-4+ ... +(-I)"-ln + ... ~ 

1 1 1 1 1 
332. 1- 2- -3'+4i-5i-64'+'" 

1 2 3 4 5 6 
333. 2+"3-4+5'+"6-7+'" . 

1 1 1 (_I)n-l 
334. 1-2"2+ 32- 42 + ... + n2 + ... 

1 1 1 1 (_1)"-1 
335. lп 2-ln 3 +1П4-IП5 + ... + 1" (n+ 1) + ... 
336. Найти произведение абсолютно сходящихся рядов 1 + 
1 I I I 1 t 1 (- t)"-1 

+"3+9+27+"'+3n-~ + ... и 1-3+9-2'7+"'+ зп 1 + .... 
2 22 23 2п - 1 

337. Показать, что ряд l-lf+2Г- 3! + ... +(-I)П-\n_I)'+'" 
абсолютно сходится, и возвести его в квадрат (умножить на себя). 
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§ 2. ФУНI(ЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

Ряд 

иl (х) + и2 (х) + из (х) + ... + и" (х) + . .. • 
члены которого-функции от х, называется функчuoнальным. Совокупность 
значений х, при которых функции иl (х), "2 (х), ••• , UЛ (х) • .• определены 

rю 

И ряд ~ иn (х) сходится, называют областью сходимости функционального 
n=1 

ряда. Областью сходнмости функционального ряда чаще всего служит какой
нибудь промежуток оси Ох. Каждому зна'lению из области сходимости Х 

n 
соответствует определенное значение величины lim ~ и" (х). Эту величину, 

n ... ", (1=1 

являющуюся функцией х, называют СУММОй функционального ряда и обозна
чают через S (х). 

Представим сумму ряда в виде S (х) = Sn (х) + R n (х), где 

S" (х) = иl (х) +и2 (х)+ ••. + иn (х), R n (х) =иn+l (х) +иn +2 (х)+ ••• 

[R n (х)-остаток ФУНlщионального ряда]. 

'" Сходящийся функц,иональный ряд ~ иn (х) называется равномерно сходя-
(1=1 

щижя в некоторой области Х, если для каждого сколь угодно малого числа 
е> О найдется такое целое положительное число N, что при n;?: N выпол
няется неравенство I Rл (х) I < е для любого х из области Х. При этом 

rю 

сумма S (х) равномерно сходящегося ряда ~ иn (х) в области Х, где 11" (х) 
n=1 

(n = 1, 2, З, ... ) - непрерывные функции, есть непрерывная функция. 
Сформулируем достаточный признак равномерной сходимости функцио

нального ряда-признак Вейерштрасса. 
Если фующии ut (х), и2 (х) • • _.' иn (х), •.. по абсолютной веЛUЧlIне не 

превосходят в некотарой области Х положителыtl>lХ чисел al, az, "', а", ••• , 
причем числовой ряд 

сходится, та ФУlUщuональныu ряд 

иl (х) +и2 (х)+из (х) + ... + иn (х) + ... 
в smol1 области сходится равномерно. 

В заключение сформулируем две теоремы, относящиеся к интегрированию 
и ДИфференцированию функциональных рядов. 

1. Если ряд иl (х) + и2 (х) + '" + иn (х) + .. " где ut (х), и2 (х), ..• , 
иn (х), .•• -неnрерl>I8Нt>Ie функчии, равНО,IIерно сходится в lIекоторой обласпш Х 
и имеет СУММУ S (х), mo ряд 

ь ь ь 

~ иl (х) dx+ ~ и2 (х) dx+ .•. + ~ иn (х) dx+ •• , 
о а а 

ь 

сходuтся и имеет СУММУ ~ S (х) dx (промежуток [а, Ь] принадлежит области Х). 
а 

2. Пусть функции ut (х), и2 (х), "', Iln (х), .•• определены внекоторой 
области Х и имеют в этой обласТII производные и; (х), и; (х), ••. , и~ (х), •••• 
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~ 

Если 8 .9тоЙ области ряд ~ и;! (х) сходится равно,шрно, то его суAUlЙ 
,1=1 

равна nРОllЗ80дноt'l от CY"'Jlbl lIервоначаЛЬНОi:О ряда: 

"', ( '" }' .еl 11" (х) = l/~l 1/" (х) х' 

338. Дан функциональный ряд 

7~~+; (7~+~)З + ~ (7~+Х2)З + ... +2111 1 (7~+~)" + .... 
Исследовать сходимость ряда в точках х= О и х= 1. 

t::,. в точке х=О получаем ряд 
1 1 1 

2+з·2Ч-s·23+ ... + 2n_1· 2" + .... 
Здесь и" =2"/(2n-I), 1/"+1 = 2" +1/(2n + 1). ПРllменяем признак Даламбера: 

D - 11 и"+1_] ' 2n+l (2n-I) 2 1J 2n-I_ 2 l' 2-1/n 2 - m --- 1т m ---- 1т , 
"-не 1/" "-+00 2"(211+1) "-+,,,2n+1 n ..... '" 2+1/n 

т. е, D > 1. СлеДОВ111ельно, ряд расходится. 
В точке х= 1 ло.'1учаем ряд 

1 ,1 1 1 1 1 1 
З'З'W+-5-·ЗЗ+···+2n-t'зn+"· . 

Здесь и,,= 1/(3" (2n-I», иn +1 = 1/(3,,+1 (211+ 1»; наХОДIIМ 

D= 11т IIn +l= lim 3" ~2n-l) ~ 1im 2n-I=~ < 1. 
n ..... ~ II

" 
n ..... "'3n+ (2n+l) 3 n ..... '" 211+1 3 

т. е. ряд сходится. А 

339. Найти область СХОДIlМОСТП рядз 

1 I 1, 1 
-1...1.. 3 +-1...1.. 4 +-1+ 'J т· .. +1+ 2"-t-···· , .'!: I Х Х Х 

t::,.EolII Ixl < 1, то 1im " n= liт 1+12,,=1; так как 1Jm иn#О, то 
,. .... сю n ...... ф Х n~ GI) 

ряд раСХОДIIТСЯ. Е с.'! И I х 1= 1, то также по.'lучгем расходящиАся ряд 
1 1 1 
2+"2+2+···· 

Если I х I > 1, то члены заданного ряда неньше Ч.'lенов бесконечно убы
I I I 

вающей геометрнческоi! прогрессии -2 +-::4 +-3 + ... , т. е. ряд сходится. 
х .. - х 

Итак, область сходимости ряда олреде.'lяется неравенством I х I > 1. От
сюда следует, что ряд СХОДI\ТСЯ, еСЛJl 1 < х < +00 1I.'1И -00 < х < -1. А 

340. ПО!{азать, что ряд 

1 1 I 1 (-1)n-~ 

~l - 4+2 +-:;;-3 - 6+4 + ... + 2~+ + ... Х I Х Х, Х х ' n 

сходится paBHO~lepHO при всех значениях х (-00 < х < 00). 
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6 Данный ряд при любом значении х сходится по признаку Лейбница, 
поэтому его остаток оценивается с помощью неравенства I Rn (х) I < I иn+l (х) 1, 
т. е. 

I R n (х) 1< X2n+2~n+ 1 < n~l • 
1 

Так как неравенства n+ I ~B И n:;;:' е-1 равноси.1ЬНЫ, то, взяв n:;;:.N, где 

N -какое·ннбудь целое положите.'lbное число, у;:овлетворяющее условию 

N:;;:. 2.._" приходнм к неравенству I R" (х) 1 < 8. Итак, данный ряд сходится 
е 

равномерно в промежутке (- 00, + (0). А 
ЗJ 

341. Показать, что ряд ~ х" сходится неравномерно Б ИН-
n=1 

тервале (-1, 1). 

6. в УI(азанном интерва.1е ряд сходится как бесконечно убывающая гео
метрическая прогрессия . Имее~1 R n (х) =xl+1+x"+2+xn+3+ .•. , т. е. R n (х) = 
=xn+1j(l-x). Но Jim 1 Rn (x)I=I {2, Нт Rn(x)=oo. Следовательно. 

х ..... -l+0 х ..... 1-0 
приняв г< 1/2. мы не сможем добиться ВЫПО.1нения неравенства при любом 

;л 

значении х. Итак, ряд ~ х" сходится неравномерно. А 
n=1 

342. С помощью признака Вейерштрасса показать, что ряд 

. +' . 22 + I "3 + + I ." + SIПХ 2З,SlП Х J2'SШ Х ... nгS1П nх ... 

сходится равномерно в промежутке (- 00, + (0). 

6 Так как I n'2 51п" nхl ~~ и ряд' +iз+-Ь-+··. сходнтся, то дан· 
ный ряд сходится равномерно при любых значениях х . .. 

343. Можно ли к ряду 
х х х 

arctg х + arctg , 1 - + arctg ,1- + ... + arctg '1- + ... 
2,2 3,3 n,n 

применить теорему о почленном дифференцировании рядов? 

l::. Сравиим данный ряд со сходящимс.я рядом 

х х х 

х+ 23/2 + 33/2 + ... + n3 / 2 + ... 
(при люБО~f фиксированном х). Тогда и" (х) =arctg (Xjn 3

/
2
), V'n (х) =х/n3{З. 

Так как arctg а и a-ЭКВlIвалентные бесконечно ма.'1ые, то lim и" «х» = 1 и 
Il~ со ('n Х 

согласно второму признаку сравнения заl(лючаем, что данный ряд сходит::я. 
Найдем ПРОИЗВО;I.ную общего члена данного ряда: 
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Ряд, состаВJIенный из производных, имеет вид 

1 2У2 зуз 
х2+ 1 + х2+2З+ х2 +3З+'" . 

Заметим, что члены последнего ряда меньше соответствующих членов 
I I 

сходящегося ряда I +-r-+-r-+ .... Поэтому на основании признака 
28 2 33 2 

Вейерштрасса ряд, составленный из производных, равномерно сходится в про
межутке (- 00, + (0) и, значит, к заданному ряду можно применить теорему 
о дифференцировании рядов. А 

344. Законно ли применение к ряду 
1 1 1 

cos х + 2 . cos 2х + 22 . cos 3х + ... + 2n -1 cos nх + ... 
теоремы 06 интегрировании функциональных рядов в промежутке 
[л/4, л/3]? 

t:.. ЧJ1ены заданного ряда при любом значении х по абсолютной величине 
меньше соответствующих членов бесконечно убывающей геометрической прог-

I 1 . 
рессии 1 +2+4+'" . Поэтому данный ряд согласно признаку Вейершт-

расса равномерио сходится в промежутке (-00, +(0) и, следовательно, к 
нему можно применить теорему об интегрировании рядов для любbro конеч
ногопромежутка [а, Ь], в частности, для промежутка [л/4. л/3]. А 

345. Дан функциональный ряд 

x:~~~ 1 + ( ха ~;~ 1 ) 2 + ... + ( X2~~~ I ) n + .... 
Сходится ли ряд в точках х= 1, х= 2 и х= 3? 

346. Исследовать сходимость функционального ряда 

11 21 nl 
-1 (X2-4х+6)+F(.t2-4х+6)2+ ... +п:п (х2 -4х+6)n+ 

в точках х= 1 и х= 2. 
347. Найти область сходимости ряда 

1+e-"+e-2"+ ... +е-<n-1'Х+ .... 

348. Найти область сходимости ряда 

I I 1 
1 + 2" + 3" + ... + n" + .... 

349. Найти область сходимости ряда 

1 t 1 
х'+1 + 22 (х2+1)2 + ... + n2 (х2 + I)n + .... 

~ (-I)nn 
350. Показать, что ряд ~ х4+n2 равномерно сходится в 

n=l 
промежутке (- СО, + (0). 



351. 110казать, что ряд 

2х+ I +~ (2х+ 1)2 +~ (2Х+ 1)3 + 
х+2 ,2 х+2 4 х+2 .. , ] (2Х+ 1)" + 2,,-1 х+2 + ... 

равномерно сходится в промежутке [-1, 1 J. 
352. Показать, чт() ряд 

х2 хз х" .' 
Х+т+т+··· + 2,,-1 + .... 

в интервале (-2,2) сходится ·Неравномерно. 
353. Показать, что ряд 

sln х+ уз cos х ...L (sin х+ уз cos х)2 + + (sln х + уз cos х)" + 
3 I 32 • • • 3" ... 

сходится в промежутке (- 00, + (0) и установить характер схо
димости. 

354. Можно ли к ряду 

. +] . х+ I . х+ + \ . Х J 
SШ Х 2i"'SШ"2 ---ЗЭ ' SШ 3' ... fi2' sш n.,··· 

применить теорему о диф:ререндировании ФУ;Jiкциональных рядов? 

5 cos х cos2 Х COS"-1 Х 
3 5. Можно ли к ряду 1 +-1-! +-2-1-+'" + (n-1)! + ... 

применить теорему об интегрировании функциональных рядов в 
любом конечном промежутке l а, Ь]? 

356. Можно ли к ряду 

(х 2 + 1) + 2 (х2 + 1)2 + 3 (х2 + 1)3 + ... + n (х2 + 1)" + ... 
применить теорему о дифференцировании функциональных рядов? 

§ 3. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 

Функциональный ряд вида 

llo+аl (x-a)+az (х-а)2+ ... +аn (х-а)" + ... , 
где а, 1ItJ, ai, ... , а,,- действительные числа, называется степенным. 

Основное свойство стеленных рядов состоит в том, что если степенной ряд 
сходится при Х=Ха, то он сходится (и притом абсолютно) при всяком значе
нии Х, удовлетворяющем неравенству I х- а I < I ХО - а I (т е о р е м а А б е л я). 

Одним из следствий теоремы Абеля является факт существоваиия для 
всякого степенного ряда интервала сходимости I х-а 1< R, или a-R < х < 
< а+ R с центром в точке а, внутри которого степенной ряд абсолютно схо
дится и вне которого он расходится. На концах интервала сходимости (в точ
ках х=а ± R) различные степенные ряды ведут себя по-разному: однн схо
дятся абсолютно на обоих концах, другие-ли60 условно сходятся на обоих 
концах, либо на одном из них условно сходятся, на другом расходятся, 
третьн- расходятсн на обоих концах. 

Число R- половина длины ннтервала сходимости-называется радиусом 
сходимости степенного ряда. В частных случаях радиус сходимости ряда R 
может быть раве,Н нулю или бескоиечности. Если R = О, то степенной ряд 
сходится лишь' при х=а; если же R=oo, то ряд сходится на всей числовой 
оси . . 

Для отыска ния интервала и радиуса сходимости степениого ряда можно 
пользоваться одним из следующих способов. 
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1. Если среди коэффициентов ряда Щ, ;.02' "', ат • _. нет равных нулю, 
т. е. ряд содержит все це.'1ые ' положительные степени разности х-а, то 

. l ' tln I R= 11т -, -
n ->- с1> аn +l 

при условии, что этот преде.'1 (конечный' или бесконечный) существует. 
2. Если исходный ряд имеет внд 

ао +аl (x-а)Р+а2 (х-а)2р+ ... +аn (х-а)nр+ ... , , 
(где р-некоторое определею!Ое целое положительное число: '2, 3, 

V · I аn I R= 11т --. 
n-+ а> аn +1 

... ), то 

(1) 

(2) 

3. Если среди коэффициентов ряда есть равные нулю и последовательность 
оставшихся в ряде показателей степеней разности Х-а любая (т. е. не обра
зует арифметическую прогрессию, как в предыдущем случае), то радиус схо
димости можно находить по формуле 

R------,.--
- lim 'VI аn l' 

n -+ с1> 

(3) 

в которой используются ТО.1ЬКО значеНIIЯ ат отличные от нуля. (Эта формула 
пригодна и в случаях 1 и 2.) 

4. во всех случаях ннтервал сходимости можно находить, применяя не
посредственно признак Даламбера или признак Коши к ряду, составленному 
из абсолютных веЛИ'lИН членов исходного ряда. ' 

Записав ряд в виде 

ио (х)+щ (х)+и2 (х)+ ... +иn (х)+ ..• 

(здесь иo=lЦ), иn (х)=аn (x-'а)N, где зависимость N от n может быть любой, 
причем через аn обозначен не коэффициент при (х-а)n, а коэффициент n-го 
члена ряда), находят иитервал сходимости из неравенств 

Вт I иn+х, < 1 или Нт VI иn' < 1. 
n-+а> 'иn' n-"а> 

Отметим следующее свойство степенных рядов: ряды, полученные nочлен
HЬUC дифференцированием и интегрированием степенного ряда, имеют тот же 
интервал сходимости и их сумма внутри интервала сходимости равна сооm
вemcrмeHНO nРОUЗ8Qдной и интегралу от суммы neрвоначального ряда. 

а> 

Таким образом, если S (х) = ~ аn (x-а)lI, то 
n=О 

а> 

S' (х) = L пап (х_а)n-Х, 
n=1 

х С1> ' 

5 S (х) dx= ,., аn (х- а)n+Х 
~ n+1 

а n=О 

где -R < х-а < R. 
Операцию почленного дифференцирования и интегрирования можно про

изводить над степенным рядом СКО.,ько угодно раз. Следовательно, сумма 
степеииого ряда внутри его интервала сходимости является бесконечно диф
ференцируемой функцией. 

357. Исследовать сходимость степенного ряда 

+ 1 3 1 3+ + 1 "+ Х 2'Х +з Х ... ~ Х .... 
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/:::;,Здесь ап =1/n, ап+х=1(n+1). Найдем радиус сходимостн ряда: 

R= Нт I~I= Jlm n+l= Нт (1+2.)=1. 
п-+ '" an+l n ...... <D n П-+ ot n 

Следовательно, ряд сходнтся для значении х, удовлетворяющих неравеп
ству -1 <х< 1. 

Исследуем сходимость ряда на концах промежутка. Еслн х= 1, то полу-
1 1 1 

чаем гармонический ряд 1+"2+"3+4+" " КОТОРЫЙ, как известно, расхо-

. 1 1 1 
Дится. Если x=-I, то получаем ряд -1+"2-3+4-'" . Этот ряд схо-
дится, так как удовлетворяет условиям признака Лейбница. 

Итак, область сходнмости стеленного ряда определяется двойным неравен
ством -1 ~x < 1. А. 

358. Исследовать сходимость ряда 

(х-2) + 2~ (х-2}2+ ~и (х-2)З+ ... + nl2 (х-2)П+ •••• 

/:::;, Здесь ап = 1/n2, ап +! = 1/(n+ 1)2, нмеем 

. (n+ 1)2 . ( 1 )2 R= 11т --2-= 11т 1+- =1. 
Il-+Ф n n~CO n 

Следовательно, ряд сходится, если -1 < х - 2 < 1, т. е. 1 < х < 3. 
Исследуем сходимость ряда на конца:о.: промежутка. Если х=3, то полу-

1 1 1 1 
чаем ряд 1+21+32+42+'''' который сходится, так как ряд 1+ 2Р + 

1 1 + зР'+4fi+'" сходится l'Iри Р > 1 (на основании интегрального признака). 

1 1 1 
Ес.1И х= 1, то получаем ряд -1 + 22-32+"42-'" . Этот ряд сходится 
(н прнтом абсолютно), так как СХОДНТСЯ ряд из а6СО.IIЮТНЫХ велИ'IИН его членов. 

Итак, степенно!'!: ряд сходится длязначеннй х, удовлетворяющих двой
ному неравенству 1.,;;;; х.,;;;; з .• 

359. Исследовать сходимость ряда 
11 (х-5)+2! (х-5)'+3! (х-5)3+ ... +nl (х-5)п+ ..•• 

/:::;,Здесь ап=n!, a.n +l=(n+1)1; значит, 

R= 11т 
п ...... '" 

n! = 11т 1·2·3 .. . n 
(n+ 1)1 п ...... <D 1·2· З ... n (n+ 1) Нт +1 1=0. 

n-t-<D n 

Ряд сходится только при х-5=О, т. е. в точке х=5. А. 

360. Исследовать сходимость ряда 

х х2 х3 х" 
ТГ+21+ЗГ+'" +nт+ .. •• 

ь. Имеем ап = 1/n!, an+i = I/(n + I)!, ао = О; 

R= Нт (n+ 1)1 
·п .... 00 nl 

Пт (n+ 1) = 00. 
п .... 00 
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Следовате.%но, ряд сходится при любом значении х. ОТСКЩЗ, между прочим, 
заключае~I, ЧТО предел общего члена· ряда при любом значении х равен нулю, 

. х" 
т. е. 1lЛ! -! =0. А n _ 00 n 

361. Исследовать сходимость ряда 
х3 хЗ X1I (n-1) 

l+lO + W +'" + lOn-~ + .... 
6. Ряд является геО~lетрической прогрессией со знаменателем Q = ХЗ/lО. 

Он сходится, если I Х3/10 I < 1, и расходится, если I J?'jl0 I ;:;.1. Следовательно, 
промежуток СХОДIlМОСТИ ряда определяется двойным неравенством - V 10 < 
< х < ~/ 10. Тот же резудьтат можно получить, используя формулы (2) и (3). А 

362. Исследовать сходимость ряда 
4х1О 8хН 2nх5n 

2Х"+з+s+··· + 2n-I + .... 
6. Полагая х5 = " получаем ряд 

4f 2 8t S 

2t+з+5+", . 
Здесь а" = 2" /(2n -1), 0n+i =2,,+1/(2n+ 1). Находим радиус сходимос.ти 
ряда Н: 

. 2" (2n+ 1) 
R = 11т 2"+1(2 1) 11 _ 00 n-

1 
2' 

Таким образом, ряд сходится, если I t I < 1/2. 
Исследуем сходимость ряда на концах промежутка. Если t = 1/2, то по-

1 1+1+1+ Э .. ' лучаем ряд + '3 5' 1" . ... тот ряд расходится ~eгo можно сравнить 

1 1 1 1 . 
с рядом 2" +4+6+8+"" членами которого являются члены гармониче-

1 1 
ского ряда, умиоженные на 1/2). При f=-1/2 получаем ряд -1+3'-5 + 

1 + 7-'" . Этот ряд сходится условно. Следовательно, ряд (*) сходится, 

если -l i 2,,;;;;;;t < 1/2. Таким образом, заданный ряд сходится, еслн -1/2"';;;; 
.,,;;;;х'> < 1/2, т. е. -1/V2-.,,;;;;x < 1/~/2. Тот же результат можио получить, 
IIСПОЛЬЗУЯ формулу (2). А 

00 (k+l)k 363. Исс.fJедовать сходимость ряда L 2k+ 1 (х- 2)2-'. ' 
k=1 

6. в данном случае ИоМеем а,,=О пр" n=2k-l и an=(:k~\)k при 
n =2k. Для отыскаНltя радиуса сходимости удобнее всего использовать фор. 
мулу (3). Находим 

lim 
k ... oa 

lim 
k ..... 

.. /2k+ 1 .гr k+l = f 2 • 



Исследуем ряд на концах ннтервала сходнмости. Полагая х-2= У2, 
получаем числовой ряд 

tl (2~~\У·2Я= tl ( kk:+ У = ~1 (1+2k~l)k. 
НО kl~~ ( 1 + 2k~ 1 У = уё' =1= О. Таким образом, при х- 2= У2 ряд расхо" 
дится. То же самое имеет место и при х- 2 = - У2. Итак, область сходи· 
масти данного ряда 2- у2' < х < 2+ У2. А. 

а> 

~ (x_l)n<n+l) 
364. Исследовать сходимость ряда ~ n • 

n=1 n 
(х_1)n<n+l) 

6. Применяем признак Коши, полагая иn= . Тогда 
n" 

n/-- I x_1111+1 n/- {О при I x-II";;:; 1, 
v I иn ! = ; 11т V I иn 1= I I I 1 n n • .,,, 00 при х- >. 

Таким образом, ряд сходится, если Ix-II.;;;;I,т.е.впромежуткеО ,.;;:; х ,.;;:; 2 . А 

"" хn<n -1) /2 
365. Исследовать сходимость ряда ~ n! • 

n=1 

6. Примеияем признак Даламбера, полагая un=xn<n-l)/2/n !, Un+i = 
=xn<n+l)/2/(n+I)! Тогда 

I Un+lJ=~; liт]иn+l]={О при Ixl";;:;l, 
иn I n+l n·+ОО иn 00 при 'х' > 1. 

Итак, ряд сходится, если !xIO;;;;;l, т. е. на отрезке -1,,;;;;x.;;;;l. А. 

366. Найти сумму ряда 1 + 2х + 3х2 + ... + nхn - 1 + . .. (Ix 1< 1), 
продифференцировав почленно ряд 1 + х + х2+хЗ + ... +х" -1 + ... 
(l x l<I). 

1':\ Воспользовавшись формулой суммы членов бесконечно убывающей гео

метрической прогрессии (s= 1 ~q) , получаем 
1+х+х2 +хЗ+···=-1-1_. 

-х 

Остается продифференцировать полученное равенство: 

1 
1 +2х+Зх2+ ... = О-х)2' А 

• х2 хз х4 х" _ 
367. Наити сумму ряда х+ 2+3'+4+" . + n+ . .. ох' < 1). 

6. Продифференцируем почленно заданный ряд и найдем его сумму по 
й 

формуле S=-l-' где й= 1 и ч=х; получим -q 
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Проинтеrрнровав затем 'в пределах от О до х. находим 
х2 хз х4 

Х+2+"3+"4 + ... = -ln (l-х). 

Этот рц СХОДIIТСЯ В промежутке [-1.1] .• 

ИСС,!IeДовать сходимость степенных РЯДОВ: 

х+ 1 (х+ 1)2 (х+ 1)3 .L (х+ I)n 
368. -1-1 +-3-' -+-5-' - I ••• + (2п-1)! + .... 
369. (.t-4)+ ,;_ (х-'-4)2+ ,;_ (х-4)3+ ..• +(x.г~)n + .... 

r 2. . r 3 r n 
х- t (x_I)2 (х-1)3 (x-I)n 

370. -2-+-2-2-+-2-3-+'" +-2-"-+'" . 
371. х+ (2х)' -+- (3х)З + ... + (nх)" -+- ... 

52 .х2 53 .х3 5nх" 372:, 5х+-21-+зг+ .. · -+-Ii!+'" . 
х· х'3 хЗn 

373. х'+2+"3+" . +n+'" 
• I1мoжнть х2 = (. 

~ хе х9 хаn 

374. '8+ 82.5 + 83.9 + ... + (4п-3) 8" + .... 
, х х2 х3 х" 

375. J+з + 22+32 -+- 23+33 + ... + 2" +3" + .... 
I х-l 2 (Х-l\2 3 (Х-1)3 n (X-I)n 

376. 2"' -2-+3 -2-) +4 -2- + ... + п+ 1 -2- + .... 
х х2 х3 х" 

377. т:2+ 2-:З+ 3.4 + ... + n (п+ 1) + ... 
Найти суммы РЯДОВ: 

I 2х 3х2 пхn - 1 

378. -+'+-3 + ... +-n-+"" если I хl < а. CI а а а 

х' ха.х4 х" +1 

379. 2а+3аа +4а3 +" '+(П+l)аn +"" если -a~x<a. 
1·2 2·3 3·4 2 п(п+l) n-l I 380. -:r + -3 • Х + -4 • Х + ... + n + 1 Х + ... ,если х I < а. 
CI а а а 

381 •. -2х+4х3 -6х5 + ... +(_I)n2n·x2n - 1 + ... , если Ixl<l. 

§ 4. РАЗЛОЖЕНИЕ функций В СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 

•. Рц ·Т".ЙJlОра для Функцин одной переменноА. Всякая функция. беско
нечно дифференцируемая в интервале I х-хо 1< '. т . е. Хо -' < х < хо +,. 
может быть разложена в этом интервале в сходящийся к ней степенной ряд 
Тейлора 

_ {' (хо ) f" (хо) {<n) (хо) I(%)-{(ХО>+-11- (х-хо)+21 (х-хо)2+ ... +-п-I-(Х-ХО)n+"" 

ecJIВ • мом интервале выполняется условие 

,(n + 1) (е) 

lJm Rn (x)=lIm ( +1)1 (x-хо)n+1=О, 
n-..оо n ... оо n 



где Rn (х)-:остаточныи Ч.'Jен ФОРМУЛЫ Тейлора (или остаток ря.п.а)t, С,=ХО +, + е (х-хо), О < е < 1. 
При хо = О ПО,JJучается ряд Маклорена: 

t (х) = f (О) + 1'1 ~O) х+ '~~O) хЧ. _. + Fn~}o) хn + .. ; '. 

Если в некотором интервале, содержащем TOtf~ x~ при любом .. n выпол
няется неравенство I {(n) (х) I < М, где М - положите,JJьная пос:rояннаii, то 
lim Rn = О и функция {(х) разложима в ряд Тейлора. 

n ..... '" 
Приведем раЗ,JJоження в ряд Маклорена С,JJедуIOЩНХ функции: 

Это последнее раЗiIOжение имеет . место: 

приm~О, если-1",;;;;,х...;;;;l; 

при -1 < т < О, ес,JJИ -1 < х·...;;;; 1; 
при mE;;-I, ~ЛИ -1 < х < 1; 
:с2 хэ х· 1 хn 

lп(I+Х)=Х-"2+З-'4+ .. ·+(-I)n- n+"" -1 <x,,;;:;I :; 

х3 х> х7 x21l - 1 . 
arctg Х=Х-З+S-1"+'" + (_1)n -1 2n-I + ... , -1 ";;:;х,,;;:; 

2. Ряд ТеАлора для функции цух незаВИCJIМЫХ перемеllНЫХ. Пуrn ' функ
ция {(х, у) ди~реицируема n+ 1 раз в некоторой окрестности точки Рр (Xr,; 
уо). Тогда в JПOбой ТОЧЕе р (х; у) в3 этой ок:рестиости фУПЦВJlf (х, у) мо~tбьrrь 
раЗ,JJожена в ряд Тейлора: . 

/(~, у) =1 (хо , !lo)+~ [(х-хо) {~ (хо , Уо) +(У-УО){; (x~,YJJ+ 
+~ [(x-xo)2f:;x (хо , уо) + 2 (х-хо) (У-Уо) ';у (хо , y~) + (y-yo)t tZy (хо'. lIюl + 

1 r ". {". ) ) (у )2 +31 L(X-XO)3 'ххх (ХО ' уо)+3 (х-хо)2 (у-:у,) хху (ХО ' УО +3 !x-ro -и. Х 

Xf~~y (ХО ' Yo)+(Y-Уо)3 f~~~ (хо , Yu)J+ ... + 
+~T (х-хо) ~ +(y-=-y~) ~ г f (хо , Y~) +~ .. , 

еСЛИ в этой йq)eCIВОСТИ вьШол.шетёа условие 1im я;, (х. у)';' О, ГД~ R" (х. 
у) - ~Toa: pJlдa Тейлора. 



В частном случае при хо = Уа = О получается ряд МQJCлорена. 

'(х. y) = f (0,0) + 111 [xl~ (0.0)+ Yf; (О. О)] +ir [х'';% (О, U)+ 

] 
1 [д д ]n +2.чПzj/(О.0)+ у·(gg (0, О) +"'+ii/ ХдХ+УдУ 1(0,0)+ .... 

382. Разложить в ряд по степеням х функцию f (х) = 2Х• 

6. НаАдем значения функция и ее производных при х = О: 

1(.1') = 2%, 1(0)=2"=1, 
" (х) = 2% In 2, f' (0)= In 2, 
r (х) =2% In' 21 r (О) = Inl 2, 

, n) (х) = 2"- ·In" 2; f<1f) (о) = Inn 2. 

Так как О < In 2 < 1, то прн фиксированном х нмеет место неравеиство 
I ('-") (х) I < 2"- ДЛЯ любого n. Следовательно, функция может БЫТIt представлена 
в виде СУММЫ ряда Маклорена: 

f (х) = 1(0) = 1'1 ~O) х + ri~) ~I + . .. . 
в данном случае 

х' In' 2 r In' 2 
2% = 1 +xln 2+- 2-1-+-3-1 -+ ..• , -00 < х < + OCI. 

это раэложение можно получить и нначе: достаточно в разложении 

х' r 
еХ = 1 +х+2Т+Зi+'" 

заменить 11: на х In 2 ... 

383. Разложить в ряд по степеням х функцию f (х) = sin2 х. 

6. Продифференцируем функцию n+ 1 раз: 

f (х) = 51п' х, 
l ' (х) =2 5ln хсоs x=sln 2х, 

/" (Х) =2 еО5 2x=2sln ( 2х+ ~) , 
f'" (х) = _ 21 s ln 2х=2' 5ln ( 2х+2 . ~ ) • 

IIV (х) =_23 СО5 2х=23 sln ( 2х+3. ~). 

/1М (х) =2,,-1 51п [ 2х+ ~ (n-I) J, 
,," ,,+1) (х) = 2n sln ( 2х+ ~ п) . 

Находим значения функций f (х), " (х), r (х), ... , f<1f) (х) В точке х= О, 
а значение «n+l) (х) определя.ем в точке х=с (см. равенство ДЛЯ определения 
Rn). Получаем '(О)=О, "(0)=0, r(0)=2,1'''(0)=0, I1У (О)=-23, fV(O)=O. 
IVI (0)= 21, : .. , ,,"n+1) (C)=2n'5ln (2с+nn/2). 
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Находим остаточный член: 

2n • sln (2с +rc,./2) -t1 1 (2х}ll +1 
Rn= (n+ 1)1 • х,. ,Т. е. R n =]" • (n.f'I)1 ,sш (2с+лn/2). 

(2х)n+1 
Так как 11т { +"'l)-t=Оnри mo60м.х. а sLn(2с+;и/2)."...велНЧИН8 ог-раннчеи-n .... ,n . 
Hal'(, то lJm Rn =0. Следовательно, ФУНКЦИЮ f (х) = sшl Х МОЖНО представить в 

n-ао 

виде cYNМIII ряда Маклорена 

2 2' 25 21 
smB х=ш хl -ifx'+6rxa - 8j-~+'" 

Задачу 1140>..80 решить и иначе. В равеиС;тве зln' х= -} (I-cos 2х) заме
II~M СО5 2х его разложениеМ в сТепенной РЯД: 

, (2х)2 (2х)', (~)O 
cos 2х= 1-2Г+"'iГ -61+'" . 

SЫПOJ1нив иесложные преобразовання, ,ПOJ1учим найденное выше, разложенно 
вШ'х. А. ' , 

384. Разложить е-Х'в ряд по степеням х. 

l:::. в раЗJIожении 
Х х' ха ' 

еХ =I+Т;+2i+ЗТ+'" (-00 <х<+оо) 

I8меиим х на -х'; получнм 

I Х" Х' ха х;8 
е-Х = l-П+2i- ЗТ+ij-" .(-00 < х<+оо) .• 

385. Разложить lп х в ряд по стеriеняы x-'-l 

Д В раЗJIожении, 

, х9 х;3 ХА 
1п (1 +х) =Х-'"2+3-"4+'" (-1 < х";;; 1) 

заменнм Х на х -1; пOJ1УЧИМ 

(x-l)' (х-l)3 (х- l)' 
lпх=(х-l)-~'-+-'-, --- -+ ... (О < Х0;;;;2). А. 2 ,,3 4 , 

386. Разложить l/x в ряд по степеням х-2. 

л в 1 1/2 П ' , 
~ оспольэуемся рацеисТJ;IOМ х 1 +(х-:-2)/2 .раВ)1Очасть зтоro, Р.-

JlеНСТ88 можио рассматривать как сумму бесконечно убывающей геометричес· 
кой прогрессни С первым членом а = 1/2 и знаменателем q -== - (х-2)/2. ОтСЮАI 
получаем 

1.=1._1.. Х-2+..!. (Х-2)' _1. (Х-2)3+ . I 
х222 222 2 .. 

т. е. 

~ = ~ - ~ (х-2)+ ~ (x-2)'-1~(X~2)'+'" • 

Так как I (x~2)/21 < 1, то О <: х < 4. А. 



. 387-.;РаЗJlОЖИТЬ в ряд Тейлора функцию t (х, у) = х2-ху + 
+ 2у2_3х+ 4у + 8 в окрестности точки РО (-3; 1). 

!\ Найдем чаСТfJые ПРОИЗЕодные и вычислим их значения в точке Ро: 

'~ ~x ,' y)'=2x-y-3. '~ (х, у)=-х+4у+4, ';х (х, у)=2, t;y (х, у) =-1, 
(~y (К, у) =4; 

f(~З, i)=35, ';(-3, 1)=-10, '~(-З, 1)=11, '~(-3, 1)=2, 
';у (-3, 1) =-1, '~y (-3, 1)=4. 

Искомое разложение в ряд Тейлора имеет вид 

t (х, У) =35-10 (к+З) + 11 (у-1)+(х+3)2-(х+3) (у-l)+2 (у_l)2+ . •.• . . А 

388. Разложить в ряд Тейлора функцию f (х, у) = x2 1n у в ОК
рестности • точки Р о (1; 1) до членов второго порядка. 

6, Найдем частные производные первого и BToporo порядков: 

'; (х, у) = 2,t Iп у, 'у' (К, у) = ~yZ, ';х(Х' у) = 2 In у, ';у(Х, у) = 2х, I:у' и (х, у)= -у;' , . у 

ВЫЧIIСЛИМ з'начения функции и производных В точке РО (1,1): 

1(1,1)=0, i;(I,I)=O, '~(1, 1)=1, r;x(I,I)=O, t;y(l, 1) = 2, fZy(I, 1)=-1. 

Иском.ое разложенпе записывается так: 

" . 1 f (х, У) = (у-1)+2 (х-1) (у-1)-"2(у-1)2+ .... 

389. Разложить в ряд Маклоренафункцию f (х, у) = cos х sh у. 
до членов ' третьего порядка. 

6. Найдем частные производные riepBoro, BToporo и TpeTbero порядков: 

t~ (х, У) =-slп К sh у, '~ (х, У) = cos х ch У, '~~ (х, У) = -cos х sh У, 

{~y (х, у) = - sin х ch У, Izy (К, У) = cos х sh У, '~;x (х, у) = sin х sh у, 

'~;y (х, ' у) == -'- cos х ch У, '~~u (К, У) = - sin х sh У, '~~y (х, у) = cos К ch у. 

Вычислим значения функции и производных при хо =Уо =0: 

1(0,0)=0, ,~(o,O)=O, ,~(o,O)=I, Гхх (О, 0)=0, ,~;(o,O)=O, Г~y(O,o)=o, 

{~';x(O, 0)=0, {~~~(O, 0)=-1, {~;y(O, O)=O,/~;u(O, 0)=1. 

Следовательно, 

Разложить в ряды по степеням х следующие ФУНКЦИИ: 

390. t (х) = 3х . 391. f (х) = е- 2Х • 392. f (х) = cos2 х. 
393 ... t (х) = 5hZ х. 394. f (х) = ln (х + а), а > О. 
395. f (х) = V х + а, а > О. 396. f (х) = ch2 (х2). 

Разложить в ряды Тейлора следующие функции: 

397. f (х, у) = хЗ _2уЗ + 3ху в окрестности точки Р (2; 1). 



398~ {(х, у) = 4хЗ -х2 + 2ху- у2+ 5х+ у-8 в окрестности 
точки Р (1; -1). 

399, {(х, у) = 5х2 + 9у2_2х+ 3у-5 в окрестности точки 
Р(l; -1). 

400, {(х, у)=х/у в окрестности точки Р(-l; 1) ДО Ч.lJенов 
третьего порядка. 

401. {(х, у) = и-У в окрестности точки Р (1; О) до членов 
второго порядка. 

402. {(х, у) = х cos2 У в окрестности точки Р (-1; О) до чле
нов третьего порядка. 

§ 5. ПРИБЛИЖЕННblЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЗНАЧЕНИЙ функций 
С ПОМОЩЬЮ С1ЕПЕННbJХ РЯДОВ 

Здесь полезно иметь в виду приведенные в предыдущем параграфе раз
ложения в степенные ряды функций еХ , sh х, ch х, siп х, cos х, (1 +х)т, 
In (1 +х), arctg х. . 

Для вычисления логарифмов эффективна формула 

[ 
1 1 1 ] 

In u+ 1) = Jn t+2 2t + 1+3 (2t+ 1)3+5 (2t+ 1)&+' " • 

Ряд в правой части равенства сходится тем быстрее, чем больше t. 
Для вычисления приближенного значения функции f (х) в ее разложении 

в степенной ряд сох раняют первые n членов (n - конечная величина), а 
остальиые члены отбрасывают. Для оценки погрешности наilдениого приблн
женного значения нужно оценить сумму отброшенных члеиов. Если данныи 
ряд знакопостоянный, то ряд, составленный из отброшенных членов. сравни
вают с бесконечно убывающей геометрической прогресснеЙ. В случае Знако
переменного ряда, члены которого удовлетворяют признаку Леilбница, нсполь
зуется оценка IRnl < иn +l' где Un+l-первый из отброшеllНЫХ членов ряда. 

403. Оценить погрешность приближенного равенства 
х ха х" e"~ 1+ 1Т + 2Т + ... +nl' O<x<n+l. 

6. Погрешность этого приближенного равенства определяется ·суммоЙ 
членов, следующих после xnJn! в разложенни еХ : 

xn+ 1 хn+2 хn + З 

Rn=(n+ 1) !+ (n+2»)+ (n+3) ,+"" 
или 

х" r х ха хЗ ] 
RIl '=' nт n+ 1 + (n+ 1) (n+2) + (n+ 1) (n+2) (n+3) +... . 

Заменив каждый из сомножителей n+2, n+3, n+4, ... меньшей вели-
чиной n+ 1, получим неравенство . 

Rn < ~~ [n ~ 1 + ( n ~ 1 ) а + ( n ~ 1 ) з + ... ] . 
Просуммируем бесконечно убывающую геометрическую прогрессиlO в квад

ратных скобках: 

х" х/(n+1) х" х 
Rn <ili'l_x!(n+I)' Т. е. Rn <n;'n+1_x' А. 

404. Вычислить Ve с точностью до 0,00001. 

f)1 



6. Используя разложение еХ в ряд, получаем 

.г- _ 12'-1+ 1 + 1 + 1 + 
r e - el - -тт:2 21.2231·23 "" 

Определим число n так, чтобы логрешность приближенного равенства 

.г- 1 1 1 
у е ~ 1+-тт:2+21.22+··· + nl2n 

не превышаЛ8 0,00001. Воспользуемся оценкой погрешности, данной в преды
дущем примере . Полагаем х= 1/2; тогда 

. 1 1/2 1 1 
Rn < nl2n· n.+l/2' т. е. R n < nl2n' 2n+l' 

Путем подбора определим, при каком значении n будет выполняться 
неравенство R n < 0,00001. Полагая, например, n=3, получаем R з < 1/(8.6'7), 
т. е. Ra < 1/336. Пусть, далее, n = 5; отсюда R Б < 1/(32.120.11), т. е. 
R6 < 1/42240.IПусть, наконец, n=6; отсюда Re < J/(64.720.13), т. е. R.< 
< 1/100000. Итак, принимаем n=6: 

- III I 1 1 
уе = 1 +т +2122+3123+ 412'+5!25 +6!26 ' 

Суммируем слагаемые: 

1,000000 
0;500000 
0,125000 

+0,020833 (в 6 раз 
0,002604 (с 8 « 
0,000260 (<< 10 « 
0.000022 (<< 12 с 
1,648719. 

меньше " предыдущего c.'Jar aeMoro) 
« « «) 
С « «) 
с « с) 

Значит, уе- ~ 1,648719. Каждое слагаемое мы вычислили с точностью 
до 0,000001, чтобы при суммировании не получить погрешности, превышаю
щей 0,00001. 

V-405. Вычислить 1/ е с точностью ДО 0,00001. 

6. Имеем 

Воспользуемся приближенным равенством 

Мы взяли 5 слагаемых, так как знакопеременный ряд удовлетворяет усло
виям признака Леliбница, а позтому допускае.\lая погрешность по абсолютной 
величине должна быть меньше первого из от6рошенных членов ряда. Первый 
из отброшенных членов равен I/(5!5Ь). Нетрудно видеть, что 1/(5!56) < 0,00001. 

Пронзведя вычисления, в результате получаем I/V; ~ 0,81873. 6. 

406. Г10ЛЬЗУЯСЬ разложением cos х в рЯД, вычислить COS 18О 

С точностью ДО 0,0001. 
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6. Имеем 

COSI8°=COSi6=I-il (~Y+4't (m)'-···; 
njlO=O,31416, (n/l0)2=О,О9870. (л/IO)4=О,0О974. 

Достаточно взять три члена ряда, так как (1/61). (п/1О)6 < 0,0001. Тогда 

18° ~ 1-0,09870+0,00974. 180 ~ 09511 ... cos ~ 2 24' cos ~, . _ 

407. Вычислить Vг,т с точностью до 0,0001. 

6. Воспользуемся разложением (1+х)m в ряд, полагая х=О,I, m=1/5. 
Имеем 

VI:"l=(I +О,1)Ч~= 1+ ~ .0,1+ (1/5) (;~5 -1) 0,01+ 

+ (1/5) (1/5-;i) (1/5-2) 0,001 + ... = 1 +0'02-0'0008+0'000048- ...• 

Четвертый и следующие за ним члены отбрасываем, так как четвертый 
б/-

член меньше 0,0001. Итак, у 1, 1 ~ 1,0192. А 

40В. Вычислить V 130 с точностью до 0,001. 

6. Так как 58 является ближайшим к числу 130 кубом целого числа. то 
целесообразно число 130 представить в виде суммы двух слагаемых: 130 = 
= 53+5. Тогда 

~/lзо=t/53+5=5 V~I+fs=5(I+O,04)1/3= 
=5[ 1+ ~ • o,04+(l/3)(;~3-1). O,OOI6+(1/3)(-~3)(-5/3). 0,000064+ ... ]= 

1 1 5 
===5+з·0,2-9·0,008+81·0,00032- .... 

Четвертый член меньше 0,001, поэтому :еro и следующие за ним члены 

V- О/-

можно отбросить. Итак, OJ 130 ~ 5+0,0667-0,0009, т. е. у 130 ~ 5,066. А 

409. Вычислить ln 1,04 с точностью до 0,0001. 

6. Воспользуемся разложением In (1 + х) в ряд: 
0,042 0,043 0,04' 

In 1,04=ln (1+0,04)=0,04--2-+-3---4-+'" , 

или 

ln 1,04 = 0,04 - 0,0008 + 0,000021 - 0,00000064 + ...• 

откуда In 1,04 ~ 0,0392. А 

410. В прямоугольном треугольник~ катеты равны 1 и 5 см. 
Определить острый угол треугольника, лежащий против мень
шего катета, с точностью до 0,001 радианя. 
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6. Так как tg а= 1/5, то Ct=arctg (]j5). Воспользуемся разложением 

. I1 1 1 1 1 . 
Ct=arotg (1 /5)=5-3' 53+5' ' 5~ - ... , 

откуда Ct::::: 0,2-0,0027, т. е. сх::::: 0,197 ... 

411, Оценить погрешность приближенного равенства 

ln (t + 1) ~ ln t + 2 [2! ~ 1 + 3 (2! ~ 1)8 + 
11] 

+5(2t+I)I+'" +(2n-])(2t+Л2/1-1 ' 

6. Задача сводится к оценке' суммы остатка ряда 

[ 
1 1 

R/I = 2 (2n+ 1) (2! + 1)2/1 +1 + (2n+З) (2t+ 1)2/1 н + 
+ (2n+5) (~! + 1)1/1 +~ +". ], 

Заменив каждый из множителей 2n+3, 2n+5, 2n+7, '" меньшим 
числом 2n+ 1, . получнм неравенство 

.2 [1 1 1 ] 
R/I < 2n + 1 (2/+ 1)2/1+1 + (2! + 1)2n+З + (2! + ')2/1+~ +... , 

Просуммируем бесконечио убыпаюшую геометрическую прогрессию n квад· 
ратных скобках: 

2 1/(2t+ 1)2.-+1 2 
Rn<2n+l'I_I/(2/+1)2 2n+l'(2t+l)2/1 1[(2t+l)2-IJ= 

2 1 1 . 
=2n+ 1 • (2/+1)2/1 1·4/ (t + 1)' т. е. Rn < 2 (2n+ 1) / (t+ 1)(2t+ 1)1/1 l' А 

412, Вычислить ln 2 с точностью ДО 0,0001, 

[:, В формуле ДЛЯ опреде.1ения In (t + 1) инеравенстве д.'1я оценки R,. 
полаl"ае~1 t = 1: 

( 
1 1 1 1) 1 . 

1п2=2 3+3.3З+5.З~+7.37+"· ; R/I<4(2n+l)32/1-1' 

Путем подбора определим n так, чтобы выполнялось неравенство 
Rn < 0,0001. ,Если n=2, то R2 < 1/(4·5·3'); Rz < 1/540; если n=3, то 
Rз < 1/(4.7.30); Rз < 1/6804 ; если n=4, то Rc < ]/(4·9·37); Rc < 1/10000. 

Итак, n=4 и для вычисления lп 2 получаем приближеиное равенство 

Суммируя ЭТII четыре слагаемых, получим 

]п 2::::: 0,66667+0,02469+0,00165+0,00013=0,69314::::: 0,6931. А 

413. выqислнть ln 5 с точностью ДО 0,0001 , 

6. Полагае~1 t=4. Тогда 
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Если .-n= 1. то Ri < 1,(40·3.9); R1 < 1/1080; если n=2, то Ra < 
< 1/(40·5·93) ; .R2 < 1/10000. Знач~т, достаточно взять два члена ряда. Сле
довательно, 

( I 1) , 
In 5;::: 21п 2 +2 9+ 3.93 ';::: 1.,38628+0,22222+0,00090= 1,60940 . .А 

414. дока:щгь справедливость тождества л/4 = arctg (1/2) + + arctg (1/3) и вьiчислить л' с точностью до 0,001. 
6. Полагая враренстве . 

x~y 
aгctg-1 -' -=aгctgx+aгctgy -ху 

х= 1/2, у= 1/3, получаеы 

aгctg 1 =arctg ; +arctg ~, IIлиn=4 (arctg -}+aгctg ;). 

Воспользовавшись разложениеы arctg х в ряд, имеем 

n = 4 [ (; - /23 + 5.120 - . " ) + ( ~ - з.1зз + 5.1з. - /37 + " . ) ] • 

Выполияя вычисления, находим n=3,1416. 
Для вычисления числа n ~lOжно было воспользоваться рядаМlf, которые 

схОДятся быстрее, чем ТО.1ЬКО что приведенные. А 

Вычислить: 

415. е с точностью до 0,00001. 
416. I/Ve с точностью до 0,00001. 
417. sin 90 с точностью до 0,0001. 
418. сhО,З с точностью до 0,0001. 
419. Vl,06 с точностью до 0,0001. 
420. V27 с точностью до 0,001. 
421. lnO,98 с точностью до 0,0001. 
422. ln 1,1 с точностью до 0,0001. 
423. In 3 с точностью до 0,0001. 
424: )п 10 с точностью до 0,0001. 
425. Найти наименьшее положительное значение Х, удовлет

воряющее тригонометрическому уравнению 2 sin x-cosx= О. 
426. Вычислить 1t с точностью до 0,001, полагая Х= I/VЗ 

в разложении агсtg х. 

§ 6. ПРИМЕНЕНИЕ СТЕПЕННЫХ РЯДОВ К ВЫЧИСЛЕНИЮ 
ПРЕДЕЛОВ И ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

427 Н • \. 2еХ -2-2х-х2 

. аити 1т , . 
x-sIП Х Х-+О 

6. Заменив еХ и sln х их раЗ.'lOжениями в степенные ряды, ПОЛУЧIIМ 

(
. х2 хз ) 

2 Х-2-2 _ 2 2 l+х+2Т+ЗГ+'" -2-2х-хЗ 

lim е х х = liт' . , _ 
Х-:+ о x-sin х х_о _ ( _ хз + х' _ ) 

х х З! 51 ... 
2х3 2х· 2 2х 

. 3!+4Г+'" . зг+4Т+'" = 11т 3 ., = 11т I 2 2. А 
х- о х х + х- о х + 

ЗТ -51 ". ЗТ-БТ'" . 
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428 Н U 1" slл x-arctg х . аити 1т .r . 
X~O . 

6. Используя разложения slл х и arctg х в степенные ряды. имеем 

.r хБ .r х5 

11т slлх-агсtgх 11т Х-ЗТ+5Т-"'-Х+З-5+'" 
"-+0 хЗ " ... 0 х3 -

= ;~тo [ ( ~ - ;, ) - ( ~ - ~! ) хВ + ... ] = ~. • 
1/2 

5 \-cosx 
429. Вычислить хВ dx С точностью до 0,0001. 

о 

6. Заменив в подынтегральном выражении cos х его разложением в сте
пенной ряд, получим 

ха х4 х6 

Sl/2t-соSХd 51/21-1+2Т-4Т+БТ-'" d 
х2 х= х2 ' х= 

О О 

112 

= 5 (~, - :; +-~ - ... ) dx= [ -iг х- 4~ з+ 6~.Б5 - ... ] ~/2 = 
О 

430. 

0.1 

\ 1 1 
=2[:'2~ 41 .3.23 + 61.5.26 - ... ~O.25-0.0017=O.2483 .• 

0.1 
Вычислить 5 In (lx+X) dx с точностью ДО 0,001. 

о 

05·1 In (1 +х) 05'1 х- ; х2+~.r- ~ х4+ ... 
----''---'---'- dx = dx = 

х х 

О о 

= 5 (1- ~ х+; х2 _ ~ .r+ ... )dX= [х-{-хэ+ ~.r-/6х4+ ... ]~,l -

96 

О 

1 1 
=О.I--г 0.01+9·0.001- ... ~O.098 .• 

1 

431. Вычислить ~ е-ха dx с точностью ДО 0,001. 
о 

1 1 

6. 5 е-х2 dx = 5 ( 1 - ~; + ~ - ~ + ... ) dx = 
о о 

[ 
х;з х6 х7 х6 xl1 ] 1 

= Х-З+2.5-6.7+24.9-'120.11 + ... о ~ 

~ 1-0,3333+0,1000-0,0238+0,004-6-0:0008+ •.. =0.747 .• 

432. Найти Нт x-аГQtg х 
" ..... 0 х3 



433. Найти lim ~ -С1О5 Х • 
х ..... о е - -х 

0,2 

434. Вычислить 5 B~ Х dx с точностью до 0,0001. 
о 

0,1 

435. Вычислить S е" х 1 dx с точностью ДО 0,001. 
о 

0,5 

436. Вычислить ~ х ln (1 + х2) dx С точностью ДО 0,001. 
о 

§ 7. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И РЯДЫ С КОМПЛЕКСНЫМИ ЧЛЕНАМИ 

1. Комплексные числа. КомnлексНbUlU ЧUCЛaJttu называются числа вида 
x+iy, где х и у-действительные числа, i-МНU1ttая единица, определяемая 
равенством t"t=_I. Действительные числа х и у называются соответственно 
деlkmвumeльной и MHU1ttOa частЯ1ttU комплексного 
числа z. Для них вводятся обозначения: x=Rez; !J M(Xj!l) 
1/= 1т z. 

Геометрически каждое комплексное число z = х + iy 
изображается точкой М (х; у) координатной плоскос-
ти хОу (рис. 26). В зтом случае плоскость хОу на- '1 
зывают комплексной числовой плоскостью, или nлoc
костью КOACnAeкcнoгo fU!peAleHНOZO z. 

Полярные координаты , и q> точкя М, ЯВJlЯЮ-
щеАся изображением комплексного числа z, вазы- О J: .r 
ваются JttOдYAeM и аргументом комплексного числа 
z; ДJlя них вводятся обозначения: , = 1 z I,q> = Arg z. Рис. 26 

Так как каждой точке плоскости соответствует бесчисленное множество 
значений полярного угла, отличающихся друг от друга на 2kл (k-целое по
ложительное или отрицательное число), то Arg z-ООсконечнозначная функция z. 

То из значений полярного угла q>, которое удовлетворяет веравенству 
- л < 'Р.с;;;; л, называют ZЛQ8нЬ/.At значением аргумента z и обозиачают arg z. 

В дальнейшем обозиачение q> сохраиим только для главного значения 
аргумента z, т. е. положим q> = arg z, в силу чего для всех остальных значе

иий аргумента z получнм равенство 
Arg z = arg z + 2kn; = ер + 2kn;. 

Соотношения между модулем н аргументом комплексного числа z и его 
действител~ной и мнимой частями устанавливаются формулами 

х=' СОБ ер; У=' sln 'Р. 
Отсюда 

'=1 zl=Y х2+у2; 
С05 q>=x/I z l=x/YX2+y2; sln ep=y/I z I=y/Y х2+у2. 

Аргумент z можно определить также по формуле 

arg z =arctg W/x) +С. 

где с=о при х> о, с=+л при х < О, у> О; С=-л при х < о, у < О. 
Замеияя х и у в записи комплексного числа z=x+iy их выраженнями 

через , и 'Р, получаем так называемую трuгонометри'Ii!CКУЮ форму КОAlnлекс
нozo ЧШ'ла: 

z=T (С05 ер+; sln ер). 
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Комплексные ЧИС.lJа Z1 = Х1 + '"у!" и Z2 = Xz + iy~ считаются paBIШAfU тогда 
и только тогда, когда у них равны по отдельности деliствительные Ii мнимые 
части: 

Zi=Z2, если Xl=Xa, ·У1=У2' 

ДЛЯ чисел, заданных в тригонометрической форме, равенстпо имеет место, 
если модули этих чисел равны, а аргументы отличаются на целое кратное 2n: 

Z1=Z2, если IZ11=IZ21 и АгgZ1=АгgZ2+2kл. 

Два комплексных числа z=x+iy и z=x-iy с равными действительными 
и противоположнымн мнимыми частями называются соnряжеННЬtJ.Iи. Д.'1Я СОПРЯ

женных комплексных чисел ВЫПО.'1няются соотно-

шения 

(последнему равеиству можно придать вид 

Arg Z1 + Arg Z2 = 2kл) . 
Действия над комплексиыми числами определя

ются следующими правилами. 

Сложение. Если Z1=Xi+iYi, Z2=X2+iY2, 
то 

Сложение комплексных чисел подчиняется переместительиому и сочета
тельному законам: 

~+~=~+~;~+~+~=~+~+~=~+~+~ 

Вычитаиие. ЕС.IJИ Zt=X1+iYi, z2=xz+iyz, то 

Zi- Z2= (x-xz)+i (Yl-Y2)' 

Для геометрического пояснения сложения и вычитания комплексных чисел 
полезно изображать их не точками на II.'IОСКОСТИ Z, а векторами: число Z= 
= х+ iy изображается вектором ОМ, имеющим начало в точке О (<<нулевой» 
точке плоскости-начале координат) и конец в точке М (х; у). Тогда сложение 
и вычитание комплексных чисел выполняется по правилу сложеиия и вычита
ния векторов (рис. 27). 

Такое геометрическое истолкование операЦIIЙ сложения и вычитания век
торов позволяет легко установить теоремы о модуле суммы и разности двух 

и сумме нескольких комплексных чисел, выражаемые неравенствами: 

11 Z1 1-1 Z211 ~ 1 Zi ± Z2 1.,;;;; 1 Z1 1 +1 z21, 
1 Z1 +Z2+'" +zkl..;;; 1 z11+ 1 Z21+··· + 1 Zk 1· 

Кроме того, ПО.lJеэно помнить, что Jюдуль разностtl двух КОJ.mлексных чисел 
Zi и Z2 равен расстоянию .м.ежду точкаАtU, явЛЯЮЩU.1/1/СЯ их llзображениями на 
fl.AOcкocmu Z: I z1-z21 = d (Z1, Z2)' 

Умножение. Если Z1=X1+iY1, zz=xz+iyz. то 

Z1Z2 = (Х1Х2 - YtYz) + i (Х1У2 + il:zY1)' 

Таким образом, KOMJI.'leKCHbIe числа перемножаются как двучлены, причем 
i' заменяется на -1. . 

Если Z1='1(СОSЧ'1+iSIn!Р1)' Z2='2 (cos !PZ+iSIn!P2), то 
Z1Z2 = '1'2 [cos (<Pi + !Р2) + i sln (!Pi + !РаН. 

Таким образом, Alодуль произведения равен nроизведеНlUO .м.одулеЙ сомножи
телей, а аргу",ент nроизведения-су.м.",е apeYAfeHmoB со",ножителеЙ. 
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Умножение комплексных чисел подчиняется переместительному , сочета
тельному и распределительному (по отношеиию к сложению) закоиам: 

212а = 2а21; (21.22) 2з = 21 (222з) = 21222з; 21 (2а + 28) = 212a + Z12з· 
д е л е н и е . Для нахождения частного двух комплексных чисел, заданных 

в алге6раической форме, следует делимое и делитель умножить на число, сопря
женное с делителем: 

21: 22= Xl + ~Yl (Хl + [Уl) (Х2 - [У2) 
Х2 + !y~ (Ха + iY2) (X~ - [Уа) 

(ХIХ2 +У1У2) +; (X2YI-ХхУ2)_ 

xg+tA 
_Х]Х2+У]У2+/ X2YI- ХхУ2 
- а 2 2 2' 

хз+уz Х2+УZ 

Если 21 И гз заданы в тригонометрической форме, то 

21: г2 =2 [соs (Ч'1 -q>2) + i sln (q>i- «Р2)]' 
'2 

Таким образом, .модуль частного равен частНОАIУ модулей делшсого и дe~ 
лumeля, а аргумент частно,о равен разности аргументов делu.мoго и деЛUl1U!АЯ. 

Возведение в степ ·ень. Еслн z=x+iy, то по формуле · бинома 
Ньютона J]~leeM 

2" =(х+ iy)1I =х" +C~xn-l. iy+ ... + (iy)n 

(n-целое ПОЛОЖlIтельное ЧIIСЛО) ; в полученном выражении надо заыенить сте
пени i их значениями : 

/2=-1; iЗ =_;; i4.=I; {5 =/, ••• 

If, В общем случае, 

[411 = 1; [411 + 1=;; i'Il+ 2=_I; i'Il+3 =_I. 

Если z =, (cos q> + i sln «р), то 

2" =," (cos nq>+i sln nq» 

(здесь n может быть как целым положителЬНЫМ, так и целым отрицатeJIЬНЫIoI 
числом). 

В частности, 

(cos Ч'+i sln «р)" = cos nq>+l sln nq> 

(формула Муавра). 
И з в .'1 е ч е н и е к о р н я. Если n - целое положительиое число, z = 

=r(cosq>+islnq», то корень n-й степени из комплексного ЧИCJIа 2 имеет 11 
различиых значеНIIЙ, которые находятся по формуле 

}1z = f/r ( cos q>+:k1t +1 зln q>+n
2k1t

) , 

где k=O, 1, 2, ... , n-I. 

437. Найти (г1га)/г8, если zl=3+5i, zs=2+3i, za=1+2i. 
6.. 2122 =(3+51) (2+3/)=6+9i+ 10i-15 =-9+ 19i, 

2122 -9+ 19/ (-9+ 19/) (1-21) 
Zз= 1 +2i (1 +2i) (1-2i) == 

-9+ 18/+ 19/+38 29+37 .... 
- 1+4 5 5 '. -

438. Представить в тригонометрической форме комплексное 
число z=2+5i. 
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6. Находим модуль комплексного числа: Г= у 4+25= У29 ~ 5,385. 
Находим главное значение аргумента: tg ср= 5/2= 2,5, ср= 68°12'. Следова
тельно, z ~ 5,З85 (С05 68°12' +ё sin 68°12') .• 

439. Представить в тригонометрической форме комплексное 

число z=2VЗ-2i. 
6. Находиы г= у 12+4=4, sin q>=-2/4=-1/2; cos q>=2УЗ/4= УЗ/2; 

«р=-n/6, Т.е. 

z= 4 [С05 (-п/6)+ i sln (- те/6)] . .. 

440. Представить в тригонометрической форме комплексные 
числа 1, i, -1, -i. 

6. 1=1+0.i=I·(cosO+islnO), 
i =0+ I·i = 1· [С05 (п/2)+ё sln (те/2)], 
-1 =-1 +0. ё= 1.(ro5 те+ё sln n), 
- i =O-I·i= 1'[С05 (-п/2)+ i sln (-п/2)] . .. 

441. Представить числа zl=l+i, Z2=VЗ+i, zз=l+iVЗ 
в тригонометрической форме, а затем найти комплексное число 
Zl/(ZSZЗ)' 

и 

6. Находим 
fl=lzll=Yl+l=y"2, tgq>l=I, q>1=argzl=n/4, 

21 = у"2 [cos (n/4) + i 51п (n/4)]; 

'2= 1 г21 = vз+ 1 = 2, tg q>з= I/УЗ, ЧJ2= arg г2 =n/6, 
Z3 = 2 [cos (те/6) + i sin (те/6)]; 

гз=1 гз 1= УЗ+ 1 =2, tg «Ра= уз, q>а=агgZа=n/З, 
zз= 2 [С05 (п/З)+; sin (п/З)]. 

Следовательно, 

Z2Z3 = 2·2 [С05 (л/6+ л/З) + i sln (л/6+ п/З)] = 4 [С05 (п/2) + i 5ln (:т/2)] 

Zi У2 С05 (л/4) + i 51п (л/4) 
Z2Z3 =-4-' cos (л{2) + i sln (л/2) 

= ~"2 [СО5 (-л{4)+i sln (-n/4)J=+ (1-1). А 
442. Найти все значения V 8 + i. 
6.. Запишем комплексное ~сло Z = V 8+; в тригонометрическоА форме. 

Имеем r=121= У64+ 1 = У65 ~ 8,062, «р= arg z=arotg (1/8)= 7"6', т. е. 
z ~ 8,062 (С05 7°6' + i sln 7°6'). Следовательно, 

V 8+i ~ V8,062, (cos 7
0

6'+зЗ60
0

k +i5ln 7°6' +зЗ600k)~ 

~ 2,0052 [соз (2022' + 1200k) + i 5ln (2022' + 1200k)]. 
Еслн k = О, то шо ~ 2,0052 (С05 2°22' + i sln 2022'); 

» k= 1, » Wl ~ 2,0052 (cos 122022' +i 51n 122°22'); 
» k = 2, ,. Ш2 ~ 2,0052 (С05 242022' + i 5ln 242022'). 

Следовательно,. ШО ~ 2,0034+0,0828;; Wl ~ -I,07З4+ 1,7120i: W2 ~ 
~ -0,9300-1,7764/ . А 

443. Решить двучленное уравнение w5 + 32i = о. 
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6 Перепишем уравнеиие в виде w&=-32i. Число -321 предстаВIIМ в трн
гоиометрической форме: 

w&=32 [соз (-900)+; sln (-90'], или w=2 V cos (_900) +1 sln (_900), 
т. е. 

[ 
_900 + 3600k . _900 + 3600k ] 

w=2 cos 5 +tsln 5 == 
=2 [cos (_18° + 72°k) + i sln (_]80+ 72°k)J. 

Если k=O, то Wo =2 (cos (-18°)+1 sln (-]80
)] = ],9022-0,6]80; (А). 

с k=], с Wi=2 (cos 540+1 sln 540)= ],]756+ 1,6180i (8). 
с k=2,« wl=2(cos ]260 +/sln 1260)=-],175б+],6180/(С). 
,. k=3, с Ws=2 (cos ]980+1 sln 1980)=-],9022-0,6]80; (D). 
с k=4, с w,=2 (cos 2700 +i sln 2700) =-2; (Е). 

Кориям двучленного уравнения соответствуют вершины правильноro пяти
yroльника, вписаниоro в окружность раднуса R = 2 с центром в начале коор
динат (рис. 28). 

Вообще корням двучленного уравнения w"=a, где а-комплексное число, 
соответствуют вершины правильного n-угольника, вписанного в окружность 
с центром в иачале координат и радиусом, 

равным JYj;j.. 9 

444. Пользуясь формулой Муа
вра. выразить cos 5q> и sin 5q> через 
cos q> и sin <р. 

6 Левую часть равеиства (со& ер+ + 1 sln ер)& = cos бqJ+; sln 5ср преобраэуем по 
формуле бинома Ньютона: 

cos& ер +51 cos' ер sln ер-l0 cos' ер slnJ ер

- IO; cos· ер sln3 ер + 5 cos ер sln' ер + 
+ i sln& ер = cos 5ср + i sln 5ср. 

]) 

Е 

Рис. 28 

Остается при равнять действительные и мнимые части равенства: 

cos 5ср = cos5 ер -10 cos3 ер sln2 ер + 5 cos ер sln" ер, 
sln 5ср=5 cos" ер sln ер-]О cos2 ер sln8 ep+sln5 ер .• 

445. Дано комплексное число z=2-2i. Найти Rez. Imz. 
I z 1. arg z. 

446. Представить в тригонометрической форме комплексное 
число z = -12+ 5i. 

447. Вычислить по формуле Муавра выражение (cos 2°+i sin 20)4~. 

( У"З+' )12 448. ВЫЧИСЩfТь по формуле Муавра 2 t • 

449. Представить в тригонометрической форме комплексное 
число z = 1 + cos 200 + i sin 200. 

450. Вычислить выражение (2 + 3i)3. 

В (1-2i) (2-3/) 
451-. ычислить выражение (3-4i)(4-5/)' 

452. Вычислить выражение 1/(З-2i)Z. 
453. Представить в тригонометрической форме комплексное 

число 5-Зi. 
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454. Представить в тригонометрической форме комплексное 
число -1 +i. 

(С05 770 + i sin Т?) (С05 230 + i sln 230) 
455. Вычислить выражение С05 550 + i 5in 550 • 

456. Вычислить выражение (1 + i) (-у з+ О. предварителы:о 
(l-i) (у 3+i) 

представив в тригонометрическоjl форме множители в числителе 
и знаменателе. 

V-457. Найти все значения i. 
458. Решить двучленное уравнение wз - 4 v2 (1 +i) = О. 
459. Выразить cos 4q> и sin 4q> через cos q> и sin 'Р. 
460. Показать, что расстояние между точками Zi и Z. равно 

j zz-zll· 
6. Имеем 21=Xl+iYi. 22=X2+ iY2, 22-21= (X2-Хl)+I(У.-Уl), откуда 

122-211 = У (Х2-Хl)2+ (!!2-Уl)2, 

т. е. 122-211 равно расстоянию между данными точками .... 

461. Какая линия описывается точкой Z, удовлt'Творяющей 
уравнению I z-c I = R, где с-постоянное комплексное число, 
а R >О? 

462. Каков геометрический смысл неравенств: 1) I z-c 1< R; 
2) Iz-cl > R? 

463. Каков геометрический смысл неравенств: 1) Re Z > О; 
2) 1т Z< О? 

2. PIIAbl С комплексными членами. Рассмотрим последовательность комп
лексных чисел 21, 2., 21, ... , где 2" = Хn + iy" (n = 1, 2, 3, ... ). Постоянное 
чнсло с=а+Ы называется nрР.де;:ом последовательности 21,22,28, ... , если 
для всякого сколь угодно малого числа е > О наАдется такой номер N, что 
все значения 2" с номерамн n > N удовлетворяют неравенству I 2,,-С I < е. 
В этом случае пишут lim 2" =с. 

n~'" 
Необходимое и AOCTaТO'lHOe условие существовання предела последова

тельности комплексных чисел состоит в следующем: число с=а+Ы ЯВJIяется 
пределом последовательности компле!'сных чисел Хl + iYl' х. + iYI' ХЗ + iуз, 
тогда и только тогда, когда Нт Х,,=а, Нт Уn=Ь. ' 

Ряд 

( 1) 

Ч.'1енами которого являются; комплексные числа, называется сходЯЩUA4ся, если 
1!-Я частичная сумма ряда SN при n ---+ ос) стремится к определенному конеч· 
ному пределу. В противном случае ряд (1) называется расходящUA4CЯ. 

Ряд (1) сходится тогда и только тогда, когда сходятся ряды с действи
тельными членами 

(2) 

и 

1т Wi+ 1т Ш2+ 1т wз+ .... (3) 

. Если суммой ряда (2) является число S', а суммой J'яда (3)-число S". 
то суммой ряда (1) служнт комплексное число S = S' + iS • 
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Если ряд 

шl +Wz+Wз+ .•• (где wn=un+it·) 

сходится, то Шn ~n=O (т. е.' Нт Iln =O, lJm tln=О). 
n-J>.;J:J n~OD n-+оо 

Если СХОДIIТСЯ ряд 

IWll+lwzl+1 wзl+ .. · +Iwn 1+ ... , 
то сходится и ряд 

шl +шz+шз+ •.. +шn+ .. · . 
в этом случае последний ряд называется абсолютно сходящu.мcя. 

Пусть дан степенной ряд 

aO+al (z-ZО)+а2 (z-,zo)2+ .•• +an-l (Z-Zo)n-l+ ...• 

где Zo, ао, аl' а2 • •• , -комплексные числа, причем коэффициенты ряда отличны 
от ну.'1я, а z-комплексное переменное. 

Этот ряд сходится в круге I z-zo I < R, где R = 11т I аn/аn +11' н расхо-
n .... ао 

дится вне указанного круга, т. е. при значениях ·Z, удовлетворяющих нера
венству I Z- 20 I > R. 

464. Исследовать сходимость ряда 

(l+i)+(-}+i-i)+(i+~ i)+'''+(2}-~+3}-~ i)+ .... 
D. Ряды 

I I I I 1 I 
1+2+4+ '~ '+2n-~ + ... и 1+3+9+"'+ 3n-1 + ... 

сходятся, так как они составлены из членов бесконечно убывающих reометри
ческих прогрессиЙ. Следовательно, сходится и заданный ряд с комплексными 
членами. 

Найдем суммы этих прогрессиli: 

S I . . 2 S 1 3 
1=1 - 1/2=! =1-1/3=2~ 

с.'1едовательно, сумма рассматриваемого ряда есть комплексное чис.г.о 
S=2+(3/2) i. А 

465. Исследовать сходимость ряда 

(1 + O,li) + ( ; + o,Oli) -1- ( ; + o,OOli) + ... + (~ + 1~1I) + ... 
D. Рассмотрим ряды 

1+; + ~ + ... + ~ + .. . и O,I+O,Ol+O,OOl+ ... +(O,I)n+ ... 

Первый из них расходится, следовательно, расходится и данный ряд с 
КОМП.1ексными членами . А 

466. Исследовать сходимость ряда 

( ; + ; ' i) + ( ; + ~ i) + ( ~ + : i) + ... + (n ~ 1 + ~ t; i) + . .. . 
. n n+l. 

D. Ряд расходится, так как общий ero член шn= n + 1 + n+2 & не стре-

мится к нулю (в этом рекомендуем убедиться самостоятельно). А 
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467. Показать, что ряд 

lt i + CtiY + ctiY + ... + cti
)" + ... 

сходится абсолютно. 

~ Так как 1+ i=V2[cos (n/4) + 1 s1n (n/4)] , то 

_(I+i)Л_[СОS(n/4)+iSIл(n/4)lЛ _ 1 ( М+. М) 
шn- -2- - У2 - 2n/2 COST ISIл"4 . 

Следовательно, I шn 1= 1/2n/2• Составим ряд из модулеА: 
1 11 1 

21ta +2"+23/2+'·· +2Л/ 2+··· . 
этот ряд, члены которого образуют бесконечно убывающую геометрическую 
прогрессию, сходится; следовательио, заданный ряд с комплексными ч.I1енами 
сходится абсолютно. А 

468. Найти область сходимости ряда 

Y;+i(z_,)+(Y~+iY (z-i)2+ ... +(Y~+IY (Z-i)Л+ .... 
6. Имеем 

_(VЗ+i)Л . _(УЗ+i)Л+l ал 3 
аn - -з- ,an+l- -3- • аЛ+l=УЗ+i' 

I ~I_ 3 __ З __ .! R з 
аН 1 -1 У З+i 1- у'З+l- 2' . =2"' 

Об.13СТЬЮ сходимости ряда является круг I z-i 1< 3/2 .• 
469. Показать, что ряд . 

(+-; i)+(215-~ i)+(1;5-~ ,)+ .. ·+(5~-:n)+ ... 
сходится и найти его сумму. 

470. Исследовать сходимость ряда 

(1+; ')+C~2+2~ i)+(З;З+2~ji)+. ··+(n~ii+;Л)+" .. 
1 • 

471. Исследовать сходимость ряда с общим членом Wл;:=iii+~. 
472. Показать, что ряд 

1+~(l+I)+ft(l+1)2+ ... +~l(l+l)n-~+ ... 
сходится абсолютно. 

473.. Найти область сходимости ряда 
z' Z3 zn 

. z+ш+зт+·· . +nт+··· . 
474. Найти область сходимости' ряда 

(z-1-i)+21 (z-l-i)'+ ... +nl (z-l-~)n+ .... 
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3. ПохазатеЛьиая и тригонометрические функции комплексного переменного. 
Показаmельная и mРU20IЮ.меmрическuе функции КОAlnлеКСНО20 nере.менного z оп
ределяются равенствами, верными для ~юБОГО z: 

. z ZZ z3 
eZ

= 1 +n +21+ЗТ+' .. ; 
z zЗ z. 

slnz= П-3i+51-" ' ; 
Z2 zt Z6 

сов z= 1-21+41-61+'" . 

~и ряды сходятся во всей комплексной плоскости . 
Между указанными функциями существуют следующие соотношения: 

ezl =соs z+l slп z, 
e- z{ = cos z- i sln z, ' 

ezl +/!-zi 
cosz= 2 ' 

ezi -e-z,' 
Вln z = --:2""'i--

называемые ФОРAlУЛ(L\/и Эйлера . 
С помощью формулы (1) комплексное число, заданное в 

коА форме z=r(cosq>+islnq», может быть представлепо 
форме z = ,e~l. 

( 1) 
(2) 

(3) 

(4) 

тригонометричес· 

в показательной 

475. Представить в тригонометрической и показательной фор
мах комплексное число z = 3 + i VЗ. 

6. Находим, = у 9 + 3 = 2 уз, q> = arctg (уЗ/3) = :t/б. Следовательно, 
тригонометрическая форма данного числа IIмеетвид z=2УЗ [cos (:tjб)+iSlП (:t/б)] , 
8 показаТeJlьная форыа-вид z = 2 УЗеЛI/ 6 • .. 

476. Представить в показательноЙ.форме число z = V"2-i V2. 
6. Имеем г=у2+2=2, tg<p=-Y2/Y2=-I, 'Р=-n/4, т. е. 

z=2е-:;Щt . .. 

4;i. Записать в алгебраической форме еЛij3 • 

6. Воспользуемся формулой (1): 

еЛ1/ 2 = cos (:tj2) + i sln (лj2) = [ . .. 

478. С помощью формулы Эйлера доказать, что 
1 3 

cos3 x=4cos3x+4cOSX . 

. 6. Так как cos х= (ех; + e- Xi )/2, то 

соsЗ х 

1 e3xi+e-3Xi 3 еХ{ +е- х{ 1 3 
=4' 2 · +4' 2 =4 cos3x+4 cos х . .. 

479. Представить в показательной форме число z = Vз + ё. 
480. Представить в показательной форме число -i. 
481. Записать в алгебраической форме eлt. 
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155 
482. Показать, что cos5 x= 16cos5x+Rcos3x+gcosx. 
483. Выразить sin3 х линейно через sin х и sin 3х. 
484. С помощью формулы Эйлера показать, что i l имеет бес

численное множество значеЮIЙ, которые все ЯВЛЯЮТСЯ действи
тельными. 

§ 8. РЯД Ф)'РЬЕ 

Рядом Фурье периодической функции f (х) с периодом 2Jt, определенной 
на сегменте [-n. л). называется ряд 

где 

'" 
~+ L (ат cos тХ+Ьт sin тх), 

m=1 

n: 

ат = ~ S f(x)cosmxdx (т=О. 1, 2 .... ). 
-11 

11 

Ьт = ~ S f(x)slnmxdx (т=1,2 • ... ). 
-11 

(1) 

Если ряд (1) сходится. то его сумма S (х) есть пернодическая функция с 
периодом 2л, т. е. S (х+2л) =S (х). 

т е о р е м а Д и р и х л е. Пусть фуюсцuя f (х) на сегжнme [-п, п] имеет 
конеЧное число 9кстремуАСОВ и 1I8ляется неnрершной ва ш:ключенueAt конеЧНOi:О 
числа точек разРbl8ll 1 рода (т. е. удовлеmвoряет так Htl3bIl1aeAIbL!4 усдо8UЯJC 
Дирихле). Тогда ряд Фурье атой функции сходится в ка:ждоа moчке сегжнта 
[ - Л. л] и сумма S (х) 9того ряда: 

1) S (х) =/ (х) во всех moчках непрерывности функции f (х), лежащих внут
ри сегмента [-л. л]; 

1 
2) S (хо) ="2 l! (хо-О)+! (хо+О)]. где Ха-точка разРbl8lll рода функции '(х); 

З) S (x)=i- [f (-л+о)+f (n-О)] на концах nромeжgmка, т. е. nрих=±п; 
Если функция f (х) задана на сегменте [-1,1). где l-произвOJIЬИое чис-. 

ло. то при выполнении иа этом сегменте условий Дирихле указанная 
функцня может быть представлена в виде суммы ряда Фурье 

QO 

ао ~ ( тnx mnx) 2+ ~ ат cos -l-+bm sln-l - , 

где 

, 1 

1 S тnx 1 S тnx ат =у f (х) cos -1- dx, Ьт =у f (х) sln -z- dX,' 
-1 -1 

В случае. когда f (х)-четная функция, ее ряд Фурье содержит только 
свободный член и косинусы, т. е. 

QO 

f (х) = ~ + L ат cos т-:х . 
т=1 
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где 

1 

2 S mпх От =т f (х) cos -1- dx . 
о 

в случае, когда f (х) -нечетная функция, ее ряд Фурье содержит только 

CIIHYCbl, т. е. 

'" , "Х'" тпХ f ~x) = ~ ь т 51п -Е- , 
m= 1 

где 

t 
2 5 mпх Ьm=т l(х)Slп-1-dх. 

о 

ЕCJJИ функция f (х) задана на сегменте [0.1), то для разложения в ряд 
Фурье достаточно доопреде.'IИТЬ e~ на сегменте [-l, О] произвольным способом, 

у 

а затем разложить в ряд Фурье. счи
тая ее заданной на сегменте [- 1. 1). 
Наиболее целесообразно функцию до
определить так, чтобы ее значения 

в точках сегмента i-1, О) находились 
из условия l(x)=/(-х) или 
f (х) =- f (- х). В первом случае 
функция f (х) на сегменте [- {, 1] 
будет четной, а во втором- нечет- -JJГ -2'" -:JГ О 
ной. При этом коэффициенты разло-
жения такой функции (ат в первом 
случае и Ьm-во втором) можно 
определить по вышеприведенным 

JГ 2JГ 

Рис. 29 

формулам для коэффициентов четных инечетных функций_ 

485. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию f (х) с 
периодом 2n, заданную в интервале -( -п, пl уравнением! (х)=n+х. 

6. Графиком этой функции в иитервале( -71:, n) является отрезок, соеди
няющий точки (- n; О) и (n; 2n). На рис. 29 изображеи график фуикции 
y=s (х), где S (х)-сумма ряда Фурье фуикции f (х). Эта сумма является 
периодической функцией с периодом 2n и совпадает с функцией f (х) иа сег
менте [- n, n]. 

Определяем коэффициенты ряда Фурье. Сначала находим 

ппп n 

йо= ~ 5 f(x)dx= ~ 5 (п+х) dx= 5 dx+ ~ 5 xdx. 
-п -п -п-п 

Второй интеграл равен нулю как интеграл от нечетной функции, взятый 
по интервалу, симметричному относительно начала координат. Таким образом. 

;'1 

a~= 5 Щ=2п. 
-n 
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Далее, находим коэффициенты ат . Имеем 

n n 

а11l = ~ S f(x)cosmxdx= ~ S (n:+x)cosmxdx= 
-п -11 

11 n; 

= S cosmxdx+ ~ S хсоsтхЩ. 
-11 -11 

Нетрудно видеть, что оба интеграла равны нулю (подыитегральная функция 
второго интеграла является нечетной как произведение четной фуикции на 
нечетную). Ита/С, ат=О, т. е. а1=а2=аз= ... =0. 

Найдем теперь коэффициенты Ьт : 

n; 11 

Ьm = ~ S f(x)sinmxdx= ~ S (n:+х) slлmх щ= 
-11 -п 

11 n 

= S Slлmхdх+ ~ S xslnmxdx. 
-11 -11 

Первый интеграл равен нулю. Подынтегральная функuия второго интег
рала-четная как произведение двух нечетных функций. Таким образом, 

n; 

Ьт = ; S xslnmxdx. 
о 

Интегрируя по частям, получим и=х, dv=slлmхdх, du=dx, V= 
= - (11т) соз тх, т. е. 

11 

2х 111 25 2 2 111 bт=--cosmx +- cosmxdx=--· соsтn:+--. slлтх = 
тn: о тл т лm О 

О 

2 2 = __ (_1)14=_(_1)111+1. 
т т 

Следовательно, разложение функции f (х) в ряд Фурье имеет вид 
ф 

~ (_1)111+1 
Нх)=n:+2 ~ т sinmx= 

m=l 

+2 ( 1 51п 2Х+5!П ЗХ sln 4х+ ) .А. =n: 5 пх--2- -3---4- .... _ 

486. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию t (х) с 
периодом 2, заданную на сегменте [-1, 1] уравнением f (х) = х' 
(рис. 30). 

6 Рассматриваемая функция является четной. Ее график-дуга параба
.IIы' заключениая между точками (-1; 1) и (1; 1). Так как l= 1, то 

1 1 

ао =; 5 f(x)dx=2 5 x2 dX=; , 
о о 

1 1 

ат = ; 5 f (х) созт~ щ=2 5 х2 Соз тnx dx. 
о о 
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Здесь нужно дважды проинтегрнровать по частям: 

1 2х! 11 1) u=xl , dv=созmnxdх, du=2xdx, v=-slnmnx; am=-slnmnx -
пm 1tI1t о 

1 1 

- -.!.. ~ х sln mпх dx = - -.!.. 5 х sln тnx dx; 
mп тп 

о 

1 4% 
2) /1 = х, dl1 = sln mпж dж, du = dx, V = - nm cos тnx; ат = т1п' Х 

1 

Хсозm:т;х /1 _-:-1 5 соз mn%dx=--i-a (_1)m. 
о т n т n 

о 

Так как рассматриваемая функция-четная, то Ьm =0. Следовательно, 
QD 

1 4 ~ (_1)m 
f (ж) ="3+ n g ~ mг соз тnx = 

111=1 

I 4 ( cos 2лх+соs 3nx С054nx+ ) 
=з-л~ С05ЛХ--2-2- зг--~ .... А 

487. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию, задан
ную на полупериоде [О, 2] уравнением f (х) = x-x'j2. 

!/ 
--- --- -

1 
! 

-] ~ 2 -1 О 1 ~ Z J 4 50'1: .. 
~'" 

Рис. 30 Рнс. 31 

6 Функцня может быть разложена в ряд Фурье бесЧНCJ1енным количест· 
вам способов. Рассмотрим два нанболее важных варианта разложения. 

1) Доопределим функцию f (х) на сегмеите [-2. о] четным образом (рис. 31). 
Имеем 1=2, 

2 

йи = ~ ( х - ; Х2 ) dx = ( ~ - ~ хз ) '~ = ~ • 
2 

а т = 5 ( х - ~ xt
) соз m~ dж. 

о 

Интегрируем по частям: 

I • тnx 2 тпх 
II=X-2"X-, du=соs""Т dх, du=(I-x)dx. V=nmSIПт; 

2 

а", =_2_ (X_J.. X2) 5ln mЛХl2 -~ S (I-x)sln!!!::.:.dx= 
m1l 2 2 о mп 2 

о 

2 

2 S mllХ =-- (I-x)sln-dx. 
тп 2 

о 
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Еще раз интегрируем по частям: 

m~ 2 тщ 
u=l-x, dv=s!л--у-dх, du=-dx, V=-тлСОS-2-i 

2 

4 m~ 1'2 4 5 т~ а"'=---г2(l-Х)СОS-2- +---г2 cos-
2
-dx= 

т л о т л 
о 

444 
= - 22 cos тп- ---г2= - ~ [1 + (-1)"'], Ьт = О. 

mл тл тл 

Итак, 

'" {(х)=2-_.! ~ l+(-I)m cosm~= 
3 л2 ~ т2 2 

m=! 

1 8 ( 1 1 1 ) ~ з - л2 22 cos лх+ 42 cos 2лх+ 62 cos Злх+. .. • 

,~~ 
~~la J 2 4 J о:;; 

Рис. 32 

2) Доопределим функцию f (х) на cerMeHTe [-2, О] нечетныM образом 
рис. 32): 

Итак, 

110 

1 
и=Х-"2 х2, 

52 ( 1 з) ттrx • 
Ьт = Х-"2Х S!л--у-dx, 

о 

m~ 2 тлх 
dv=s!л -2- dx, du= (I-x) dx, и=- тл cos -2-; 

Ь",=- ~л (х-; Х2 ) cos 71~ + ~ s (l-х) cos т;х (ц= 
о 

2 

2 5 mщ = тл (I-x) cos -2- dx; 
о 

mлх 2 mщ 
u=l-x, dv=cos-

2
-dx, du=-dx, U=-SШ--i 

тл 2 
2 

4 тлх /2 4 5 mлх Ьm = т2л2 (I-x) slп -2- 0+ т2;(l s!л -2- ах= 
о 

8 mлх /2 8 8 = - ----аз cos -2- = - -3 -з cos тл +-3 з = 
тл о тл mл 

8 
= т3nЗ [1-(-1)"'1; ат =0 (m=О, 1, 2, ... ). 

(1) 

{( ) _~ ~ 1-(-I)IIJ тлх_ 
х -n3 ~ тЗ s!л -2-

m=! 

16 ( :сх 1 3лх I 1 5лх ) 
=:с3 SШТ+ЗЭ'SШ-2-ТSВ'SШ-2-+'" . А 



488. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию с пе
риодом 2! (рис. 33), заданную на сегменте [-1, 1] следующим 
образом: 

( О при -1~х~О. 

'(х)=1 х при O~x~l/2. 
~ //2 при [/2~x~/. 

6. Находим 
1 о l/2 1 

ао=+ S f (х) dx=+ 5 f (х) dX++ S f (Х) dX++ 5 f (Х) dx= 
-1 -1 о / j 2 

1/2 1 
1 5 1 S 1 1 х2 11/2 1 1I [ l 3 =- xdx+- -Щ=-'- +-х =-+-=-1' 1 1. 2 . 1 2 о 2 //2 8 4 В' 

о 1/2 
1 О 

1 5 mлх I 5 mпх аm=т {(х) cos-2 -dх=т f(x)cos-1-dx+ 
-1 -1 

1/2 1 
1 5 m1Lt 1 S mп.Т: +т f (х) cos -1 - dX+T f (х) cos -1-dx= 

о 1/2 
Ц2 1 

I 5 mлх I 5 1 mпх =т xcos-1-dх+т 2cos-/-dx. 
о 1/2 

у 

l 
l 

• "2 

-l о L 21. Jl i# 

Рис. зз 

к первому интегралу применяем интегрирование по частям: 

mпх [mпх 
u=х. du=cos-1-dx; du=dx. v=-sln--. 

mп / 
откуда 

1/2 
а =~ slл mпх 11/2 __ 1_ \' Iл~d +_1_ .mЛХ]I_ 
т mп . 1 о mп J s 1 х 2mп sIn 1 1/2 -

• о 

1 mп I ' mпх /1/2 
= 2mп 'SIn-2-+m!п~'соs -/- о + 

+ 2~n (slл mп-sIn m2л ) = m:п2 ( cos m2л - I ). 

Определяем коэффициенты Ьm : 

//2 J 

Ь 1 5 mлх I S mлх m=т хSIл-,-dХ+2 SIл-1-dх. 
о 1/2 

1 J J 



к J1ePBOМY интегралу применяем иитегрирование по частям: 

mлх 1 iплх 
u=х, du=sln-1-dx, dи=dx, u=-mncos-l-' 

Имеем 

1/2 
Х mлх 1//2 I S тлх 1 тroc 11 Ь =--cos-- +- cos--dx---cos-- = 

т mn 1 о mn 1 2mл 1 1/2 
О 

1 mл 1 mroc 11/2 1 ( mл ) 
=- 2mn cos -2-+ m2n3 SIn-1- о - 2mn cos mn-cos-2- = 

1 mn 1 
= m2nZ Sln-2-- 2mn (-l)m. 

1 1 1 . 2+n 
Если m=I, то Й1=-n2' bl=nS+2n=1.~. 

1 1 
,. т = 2, ,. йs = - 2nZ ' Ь. = - 4n' 

1 1 1 3n-2 
,. m=3, ,. аЗ=-9n2' ЬЭ=-9nS+6n=1. 18n2 ' 

1 
m=4, ,. а.=О, Ь.=- 8n' 

1 1 1 2+ 5n 
m=5, JI а5=- 25n2 ' Ь5 =25nа+ 10n =1· 50n2 ' 

Следовательно, 

'(х)=/ [~+(_.lcos.:!!+ 2+n sln лх)+ 16 па 1 2n2 1 

( 
1 2лх 1 2ЛХ) + - 2ла cos -1-- "'4л sln -1- + 

+( -9~2COS 37 + -1~~23n sln 37Х )+ ... ]. А 
Разложить в ряд Фурье периодическую функцию f (х) с перио-

дом Т, заданную на указанном сегменте. 

489. f(x)=x; Т=2n; t-n' nJ. 
490. f(x)=I~I; Т=2;. -1, 1]. 
491. f(x)=eX, Т=2n. -n, л]. 
492. f (х) = х3 ; Т = 2n; - n, л]. 
493. f (х) = n- 2х; Т = 2л; rO, nJ. Продолжить f (х) на сегмент 

[-л, О]: 1) четным образом; 2) нечетным образом. 

494. f (х) = ~ -h при -пО;;;; x~O. т = 2n. 
h при О~х~n; 

495. f(x)= -2х при -n~х~О, Т=2л. 
3х при О~х~n; 

496. f (х) = ха; Т = 2n; [о, л] .. Продолжить f (х) на сегмент 
[- n, О] нечетны�M образом. 

497. f (х) . { -х при -n < х < о, т = 2n. 
о при о- < х < л; 

498. f (х) = cos 2х; Т = 2n; [о, л]. Разложить в ряд по синусам. 



499. Нх) = х; Т = 2; ro, 1]. Разложить в ряд по синусам. 
500. f (х) = {% при () < %.,.;;; 1, Т = 4. Разложить в ряд по КО-

2-% при 1< ха;;;;2; 
синусам~ 

§ 9. ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

Если функция f (х) удовлетворяет условиям Дирихле на любом конечном 

отрезке оси Ох и абсолютно интегрируема вдоль всей оси (т. е . :~ I f (х) I d.t 

сходится), то для нее справедлива интеграЛЬНая формула Фурье (получаемая 
предельным переходом из ряда Фурье периодической функции с периодом 21 
при 1-+ QO): 

+'" +'" 
f (х)= ~ S dz S f (и) cos z (и-х) du 

о -'" 

(В точках разрыва 1 рода по· прежнему за значение '(х) принимается 
(IJ2)ff(.xo-u)+f(.хо+О»), где хо-абсцисса точки разрыва). 

Йнтеграл Фурье можно представить в lCомnлексной форме: 

+ф +'" +ф +'" 

'(X)=2~ S dz S f(u)eiZ(U-Х)dU=2~ S e-/ZХdz 5 elZUf(u)du. 

-со -ас -ф -ф 

Для четНОЙ функции интеграл Фурье может быть представлеи в внде 

+(1) +(1) 

, (х) =; s. соз zx dz S f (и) соз zu du, 

о о 

8 для нечетиой функции-в виде 

+ ф +ао 

f (х)· ~ 5 slл zx dz 5 f (и) slл zu du. 
о о 

с тремя последними формулами связаны так называемые интегральные преоб. 
разования Фурье: 

1. n реобразованuе Фурье общего вида: 
+ф 

F (z)= }/2п S e!Z? (х) d% (прямое), 
-ф 

+'" 
f (х)= y1

21t S e-jzхF (z) dz (обратное). 
-а> 
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2. к.осuнус-nреобразованuе Фурье (для четных ФУНКЦIIЙ): 
+00 

f с (2) = уГ ~ S 1 (х) COS 2Х dx (прямое), 
о 

+00 

f (х) = у ~ s f с (2) СОЗ гх d2 (обратное). 
о 

3. Сuнус-nреобразование Фурье (для нечетных функций): 
+00 

1$ (г) = у ~ S f (х) sln 2Х dx (nРЯАlое) , 
о 

+00 

f (х)= У ~ .\ fs (г) sln 2xdz (обратное). 
о 

Синус- И косинус-преобраэования Фурье могут применяться к функциям, 
заданным лишь на положительной полуоси Ох, если они абсолютио интегри· 
руемы вдоль этой полуоси и удовлетворяют на любом ее конечном отрезке 
условиям Дирихле. При этом синус·преобраэование продолжает функцию f (х) 
Ra отрицательную полуось нечетным образом, а косинус-преобразоваllllе
четным. 

При м е ч а н и е. В интегральных формулах Фурье все интеrралы вида 
00 

~ f (и) du понимаются в смысле главного зна,/ения,' т. е. 

+00 N 

~ 1 (и) du = lim ~ f (и) du. 
-00 N .... "'_N 

501. Найти косинус- и синус-преобразования функции '(х) =гХ 

(x~O). 

6. Имеем 
+00 

lс (z)= У ~ J е-и COS Zll du. 

О 
+00 

Так как S -11 d I 
е созгu U=z2+1 ; то 

О 

... /"2 l 
f с (z) = r ~. 22 + 1 • 

Аналогично получаем 

f s (2) = У ~ . 12 ~ I . 

В свою очередь, применив косинус- и синус-преобразования Фурье 
к функциям f с (г) и 1 s (г), получим функцию 1 (х), . т. е. 

114 

со 

~S созгх d - -х 
n г2+1 г-е • 

о 

QD 

~ s Z sln гх d _ -х 
n г2+1 г-е . 

о 



Отсюда no.'lYlJae~1 шunегра.IЫ Лаn.lоса: 
+~ +00 
5 ~ d -.:: -х 5 z 51п zx d =.:: -х .&. z2+1 Z-2 e , z2+1 z 2 е .• 
о о 

502 • .пусть функцпя f (х) определена равенствами 
( 1 при О.,;;;;;х< о; 

f (х)= ~ 1/2 при .%=а; 
l О при х> О. 

НаiIтп ее косинус- и спнус-преобразоваНIIЯ (рис. 34). 

9 
1 

I 
1. , 
2 I 

I 

О О. 

P,IC. 34 

I:J. НаХОДЮ·1 KOClIhyc-прео6разоваНlIе данной ФУНКЦIIН: 
+ос а +00 

fc'(z)= у,; S f (u) cos zu dll= 1/-~ S COS Zll du+ У; S Q·cos гu du= 
о о а 

а 

= у; S coszadu= у; 51:az. 
о 

Найдем теперь синус-преобразование: 

+ос а 00 

f s (z) = у; S f (и) sln zu du = У; S sln zu du + У ~ S О • sln ги du = 
о о а 

а 

.... П S slnzudu= П· l-~osaz. 
о 

Отсюда ПОЛУlJаем 

2 5 sln аг - --cosxzdz= 1/2 
+11> { I 

л о z О 

(разршнwй .AtНОЖll1nе.lЬ ДIlРII)(ле) и 

при О.,;;;;; х < а; 
при х=о; 

при .х > а, 

2 +5001- cos аг In d {1 Прll О.,;;;;; Х < а: 
л z s xz z= 1/2 при х=о; 

о О при х > а. А 
503.. Найти преобразованиеФурье функции 

{ 

х+l при -los;;;;x.,;;;;;-1/2; 

f ( ) 
1 при I х I < 1/2; 

х. -х+' при '/2";;;;;x~1; 
О при 1 < I х [. 
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t::,. По формуле .преобразоваНlIЯ Фурье 

+(1) 

F (z) = у\л S f (и) e/za du, 

-CID 

используя вид функции f (Х), HaxoAIIM 

-1 -1/2 

У2лF(z)= ~ O.eizudu+ ~ (u+l)e/zU dtt+ 
-00 -1 

1/2 1 +(1) 

+ ~ l.e{Z'idu+ ~ (-u+l)еiZu du+ ~ O·e/zudu. 
-1/2 1/2 1 

ПервыА и последний интегралы, очевидно, равиы нулю. Обозначим осталь· 
Jlые интегралы соответственно через 11' 1, и 1. и вычислнм их: 

-1/'-

11= (' (u+l)еiZUdU=r~(1l+1)еIZU __ 1-е/zll]-1/2 = .J . Zl ;2z2_1 
-1 . 

1 I -12/2 1 -12/2+ 1 _j.~ 1 -21/2+ 1 -21/2 1 -z' =zr'2 e -i212С i2z21? =21i e zre -zre /; 
1/2 

12= S e/zu du=~e{ZUII/2 =~; (e2i/t._ e-Zi/2)== 2 sln (2) i 
11 -1/2 Z Z 

-1/2 
1 

1,= S (_1l+1)еiZudll=[~(_U+l)еlzu+_.l_еlzu]l = 
ZI 1212 1/2 

1/2 

Итак, 

F (z) = 1_ (_I_ e_ zi12 + ...!...е- Щ2_ J.. e-z1+ 2 sln (z/2) 
У 2л 2zi Z2 Zl ' 1 

_~ е~/ __ I-. eZlla+~ e2111 ] =---.! [_ 2cos 1 + 51п (1/2)+2cos (1/2)] .... 
Z2 2z1 Z2 У 2л Z2 1 Z2 -

504. Найти преобразование Фурье функции 

f (х) = { СО5 (х(2) при 1 х 1..;; л, 
О при Ix 1> л. 

505. Найти преобразование Фурье Фунщии 
, ( - е 'У; прн - 1 ";;х < О; 

I(x)=i [е- Х прн О",;;х";l; 
~ О при I х I > 1. 

506, Найти синус- II косинус-преобразования Фурье функции 

{ 

-1 npll -1 ",,;х";;;;-1/2, 

f (х) = О при -1/2~x < 1/2, 
1 npll 1f2~xC;;; 1. 



ГЛА ВА .IV 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ }'РАВНЕНИЯ 

§ t. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДI(А 

t. Основные понятия. диФФеренциаЛЬНШI уравнением на;!ывается уравне
нне, связывающее незавнсимые переменные, их функцию и производные (и.111 
дифференциалы) этой функции. Если независимая переменная одна, то урав
неНllе называется обыкновенны.ч ; если же независимых переменных две или 
больше, то уравнение называется дифференцШJЛЬНы.ч урав/leЮ/еАI в частных 
nроuзводlШх. 

Наивысший порядок ПРОИЗDОДНОЙ, входящей в уравнение, называется 
порядком дифференциального уравнения . Например : 

1) х2у' + 5ху = у2 - обыюювенное дифференциальное уравнение первого по· 
рядка; 

dZy dy 
2) ш2 -4ху dx =х2 -0быкновенное дифференциальное уравнение второго 

порядка; 

З) у" + !/у'" =х-обыкновенное ·дифференциальное уравненне третьего 
порядка; 

4) F (х, у, .'1', у") = О-общий вид обыкновенного дифференциального урав
нения второго порядка; 

дz дz 
5) ха дх + у2 ду = 0- уравнение в частных производных первого порядка. 

В этом параграфе рассматриваются обыкновенные дифференциальные 
уравнения первого порядка, т. е. уравнения вида F (х, у, у')=О или (в раз
решенном относительно у' виде) у' = f (х, у). 

РешениеАI дифференциального уравнения называется такая дифференци
руемая функция у = <р (х), которая при подстановке в уравнение вместо ,"еиз
вестной функции обращает его в тождество. Процесс нахождения решения 
дифференциального уравнения называется интегрированием дифференциаль
ного уравнения. 

Общим решением дифференциального уравнения первого поридка у' = 
= f (х, у) в области D называется функция у=<р (х, С), обладающая еле· 
дующими свойствами: 1) она является решением данного уравнения при лю· 
бых значениях производьной постоянной С, принадлежащих некоторому мно· 
жеству; 2) для любого начадьного условия у (ха) = УО такого, что (xu; Уо) Е D, 
существует единственное значение С = СО, при котором решение У= <р (х, Со) 
удовлетворяет заданному начальному условию. 

Всякое решение у=<р (х, Со) , получающееся из общего решения У=<р (х, С) 
при конкретном значении С=СО , называется частны.ч решение,н . 

Задача, в которой требуется найти частное решение уравнения У' =1 (х, у) , 
удовлетворяющее начально~у условию У (хо) = Уа, называется задачей Коши . 

Построенный на плоскостн хОу график всякого решен ия у = <р (х) диффе
ренциального уравнения называется интЕгРальной кршюй этого уравнения . 
Таким образом, общему решению у=<р (х, С) на плоскости хОу СООТАетствует 
семейство интегральных кривых, зависящее от одного параметра- ПРОIIЗВОЛЬ· 

ной постоянной С, а частному решению, удовлетворяющему начальному уело· 
вию У (ха) = Уа, -кривая этого семейства, проходищая через заданную ТОЧI<У 

мо(хо; Уа)· 

Если функция f (х, у) непрерывна II имеет непрерывную nроизводную дд! 
у 

tI 06ласти D, то решение дuфференциального уравнения У' = f (х, У) при началь
мм условии у (хо) = Уо существует и единственно, m. е. через тQЧКУ (хо; Уа) 
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nроходит единственная интегральная кривая данного уравнения (т е о р е м а 
1< о ш и). 

ОroбbIМ решением называется такое решение, во всех точках которого 
условие единственности не выполняется, т. е. в любой окрестности каждой 
точки (х; у) особого решения существуют по крайней мере две интегральные 
кривые, проходящие через эту точку. 

Особые решения не ПО.тучаются из общего решения дифференцнального 
управления ни при каких значениях ПРОИЗlюльноi! постоянной С (в том числе 
и при С= ± (0). 

Особым решением ЯВ.'1яеТСII огибающая Семейства интегральных кривых 
(если она существует), т. е .. 'Iиния, которая в каждой своей точке KacaeТCII 
по меньшей мере одной интегральной кривой. 

Например, общее решение уравнения у' = ± у 1- 1/' записывается в виде 
y=sln (х+С). Это семейство интегральных кривых имеет две огибающие: 
у= 1 и у=- 1, которые и будут особыми решениями. 

2. Диффереициальиые уравиення с разделяющимнея перемениыми. Диффе
ренциальное уравнение вида 

11 (Х)!Рl (у) dx+f2 (Х)!Р2 (у) dy=O 

относится к типу уравнений с разделяющимися переменными. Если ни одна 
из функций '1 (х), 12 (х), !Рl (у), epz (у) не равна тождественно нулю, то в ре
зультатеделення исходного уравнения на {2 (х) ерl (у) оно приводится к виду 

'1 (х) dx+ epz (у) dy=O. 
12 (х) !Рl (у) 

Почленное интегрирование пос.'IеДнего уравнения приводит к соотношению 

S 
{1 (х) dX+S ер? (у) dy=C 
12 (х) !Pl (у) , 

которое и определяет (в неявной форме) решение исходного уравнения. (Реше
ние дифференциального уравнения, выраженное в неявной форме, назы~ают 
интегралом этого уравнения . ) 

507. Решить уравнение x(y2-4)dx+ydy=0. 

t;,. Разделив обе части уравнения на у2_4 i: О, имеем 
ydy 

xdx+-2 -
4
-=0. 

у-

Интегрируя, иаходим 

х2 + lп I у2_4/ = lп I С /, или у2_4 =Се- хl• 

это общее решение данного дифференциального уравнения. 
Пусть теперь у2_4 = О, т. е. у = ± 2. Непосредственной подстановкой 

убеждаемся, что У= ±2-решение исходного уравнения. Но оно не будет осо. 
бым решением, так как его можно получить из общего решения при С = О ... 

508. Найти частный интеграл уравнения у' COS х = у/]п у, 
удовлетворяющий начальному условию у (О) = 1. 

л П I dy u. олагая у = ([Х' перепишем данное уравнение в виде 

cosxdY==L. 
dx Iny 
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Iny d _ d." 
у y-cos.,,· 

ПроинтеГРllруе~1 обе чаСТII уравнеНIIЯ: , 

S I~Y dy= S c~: х +С, 11.111 ~ In2 У= In tg ( ~ + ~) +С. 
Испо.'1ьзуя нача.'Iьное условие У= 1 при х=о, liаходим с=о. Окончательно 

получае:\1 

~ ln2y =lntg ( ~+:) .• 
509. Найти оБЩИЙ интеграл уравнеНIIЯ у' = tg х tg у. 

{:~ По.1агая у' =~ и раэде.1ЯЯ nepe~leHHble, приходим к уравнению 
ctg У dy = tg х dx. Интегрируя, Юlее~1 

~ ctg у dy= ~ tg х dx, 1I.1И In 1 sln у 1 = -In Icos х 1 + In с. 

Отсюда находим slI1y=Cjcosx, ШIИ slnycosx=C (общий интеграл) •• 

510. Найти частное решение дифференциаЛI>НОГО уравнения 
(1+x2)dy+ydx=O при начальном условии y(l)= 1. 

dy dx 
6 Преобразуем данное уравнение 1{ виду у= - 1 +х2 • ИнтеГРИРУЯ, 

получим 

S i =-S J~"'x2' или lпlуl=-аrс.tgх+С. 
Это и есть общиii: иитеграл данного уравнеНIIЯ. 

Теперь, ИСПОЛЬЗУЯ начальное условие, найдем проиэвольную постоянную С; 
имеем 1п 1 = - arctg 1 +с, т. е. С = 'Л/4. Следовате,1ЬНО, 

In У=- arctg x+1t/4, 

откуда по.1учае:\1 искомое частное решение у = ел/4 - arctg х •• 

Решим несколько геомеТРИ llеских и физичеСЮiХ задач, приводящих к диф
ференциа.'IЬНЫМ уравнениям рассматриваемого типа. 

511. Найти кривые, у которых сумма длин нормали и под
нормали есть величина постоянная, равная а. 

!::,. Длина поднормали равна 1 уу' 1, а Д.1ина нормали равна I у V 1+y'11. 
Таким образом, уравнение, которому ДО.'1ЖНЫ удов.'Iетворять искомые кривые. 
имеет вид 

1 уу' 1 + I у V 1 + у'! 1= а. 
Разрешая ero относительно у', находим (учитывая оба возможных знака): 
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Разделяем переменные: 

2ydy _± dx 
aZ_y2 - а' 

Интегрируя, получаем общий интеграл: 'п I а2 _у2 1 = =f х/а+ In С. ВЫПОJIНив 
потеицирование, приводим уравнение искомых кривых к виду 

y2=a2 _Ce'Fx / a • 

Условию задачи отвечают только значения С > О. в самом деле, из урав
нения семейства кривых находим: 

/ а~_УЗI I У---I а2 +у2 'уу'/= у l+y,1 ==: __ • 
2а ' 2а 

Поэтому для выполнения условия I уу' r+ I у v I+y'"/ =а нужно, чтобы 
,а2 __ у2 1=а2 _у2, т. е. уЗ < а2 ; отсюда и следует, что С принимает только 
положительные значения. .. -

512. Цилиндрический резервуар с высотой 6 м и диаметром 
основания 4 м поставлен вертикально и наполнеl:l водой. За ка
кое время вода, заполняющая резервуар, вытечет из него через 

круглое отверстие радиуса 1;l2 111, сделанного в дне резервуара? 

6. Для решения постаВ,1енной задачи надо воспользоваться формулой 
Бернулли, определяющей скорость и (в м/с) истечения ЖИДI{ОСТlI из отверстия 
8 резервуаре, находящегося на h ы ниже свободного уровня жидкости: 

v=oY2gh. 

Здесь g=9.8 м/с2 -ускорение силы тяжести, О-ПОСТОЯННЫЙ (безразмер
ный) коэффициент, зависящий от свойств жидкост" (для воды о ~ 0,6). 

Пусть через t с после нача.'1а истечения воды уровень оставшейся в ре
зервуаре воды бы.'! РЗlJен h М, 11 за время dt с понизился еще на d/I м (dh< О). 
Подсчитаем объем воды, вытекшей за этот бесконечно малый промежуток вре
мени df, двумя способами. 

С одной стороны, этот объем doo равен объему цилиндрического слоя 
с высотой / d!! I и радиусом. равным радиусу r основания резервуара (г=2 м). 
Таким образом. doo=:t,~ I d/II =_л:,2 dh. 

С другой стороны, этот объем равен объему цилиндра, основанием кото
рого служит отверстие в дне резервуара, а- высота равна и dt (где и-скорость 
нстечеНllя).Если радиус ОТlJеРСТШlравен р (p=I/12 м), то dоо=л:р2и dt= 
= л:р20 V 2gh dt. -

Приравнивая эти два выражения для одного и того же объема, приходим 
к уравнению 

-r 2 d/l=op2 Y2ghdt. 

Разделяя перемеНllые 11 интеГрllрУЯ, получаем 
,.2 dh 2,2_ 

dl = - . • г- ; t = С - У у h. 
op~ У 2g r /1 ар2 2g 

Пр!! (=-0 имеем '!=/!~=6 М. ОТСЮ,1а находим 

С 2~ Yh •• 
ар; 2g 

Таким образом, связь между и h определяется уравнением 

2 .. 
t = ;;- (Y/IO - y'h), 

ор2 2g 
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а полное время истечения Т найдем, полагая в этой формуле h=O: 

т 2ft yii; 
O'pl у 2g' 

Используя данные задачи (г = 2 м, 110 = 6 м, о' = 0,6, Р = 1/12 ы, g = 
= 9,8 м/са), находнм Т;::: 1062 с;::: 17,7 мин ... 

513. В комнате, где температура 200 С, некоторое тело осты
ло за 20 мин от 100 до 600 С. Найти закон охлаждения тела; 
через сколько минут оно остынет до 300 С? Повышенцем темпе
ратуры в комнате пренебречь. 

6. в силу закона Ньютона (скорость ОХ.'lаждения пропорциональна раз
ности температур) можем записать ; 

dT dT 
Tt=k(T-20), и.'iи T_20=kdf, т. е.lп(Т-20)=kt+lпС. 

Если t=O, то Т=I00.0 ; отсюда С=80. Если t=20,тоТ=600;значит.lп40= 
=20k+ Iп 80, откуда k = -(1/20) In 2. Итак, закон охлаждения тела имеет вид 

т -20 =80·е- (1/20) t·ln 2 = 80 (1/2)(//20), IIЛИ Т =20+80 (lJ2)(t/2 О) • 

При Т =300 имеем 10 = 80 (1/2)t /2 0, ИЛII (1/2)//20 = 1/8. Таким образом, t/20= 
= 3, откуда t =60 мин ... 

514. Определить время, необходимое для установления оди
накового уровня жидкости в двух сообщающихся сосудах. Малое 
отверстие между сосудами имеет площадь (i) м2 • Площади гори
зонтальных сечении первого 11 второго сосудов составляют SI м' 
и Si м2 , в начальный момент уровень жидкости в первом сосуде 
находился на высоте hi м от отверстия, а во втором-на ВЫСО-
те h2 м (ha < h1). . 

6. Пусть через t с после нача.ljа IIстечеНIIЯ жидкости уровень воды в пер
вом сосуде поннзнлся дО ZI М. а во втором повысился дО ZI М. За дальнеЙШllJi 
бесконечно малый промежуток времени dt с в первом сосуде уровень жидкости 
пониэился на dZi м (dZi < О). а во втором повысился на dzs м (dza > О). 

Так как уменьшение объема жндкости в первом сосуде равно его увели
чению во втором, то 311 dZ1 1=3a ldzl 1, ИJlИ . -31dZl=32dZа, откуда dz,= 
=-(31/32) dz1· 

Если ввести обозначение и = Z1-Z2. то скорость протекания жидкости 

через отверстие между сосудами можно найти по формуле и=О' Y2gu; она 
определяется формулой Бсрнул.1Н (см. задачу 512). в которой следует поло
жить, что отверстие находится на глубlJне u=Z1-Zа под свободньш уровне", 
жидкости. 

Поэтому объем ЖIIДКОСТИ. цротекаЮЩII!{ за время dt. равный согласно 

предыдущему - 31 dz1• В то же вре~IЯ равен t'U> dt = О'С!) У 2gu dt. П рllравнивая 
эти выражения для одного и того же объема, прнходиы к уравнению 

-31 dZi = О'С!) У 2gu а/. 

Но аи =dZi-dz2 = dZ1 + (31 /S2) dZi .• т. е. dZi =32 dU/(3i+Sz). Подставляя 
полученное для dz1 выражение в предыдущее уравнение, находнм дифферен
циальное уравнение. связывающее /1 и t: 

3132 ,r- 3132 
-~-du=О'u>, 2gud/, 11.'111 dt=- .r 

31 +31 (31 + 3а) O'u>, 2g 

du 
. уи· 
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ИнтеГРIIРУЯ, наХОДЮI 

При t=O имеем u=h1 -lz2 • откуда с= S1S zY2(h1-/z2) • Искомое время Т, 
(S1+S2) 0(0) У 2g 

необходимое для выраВНlIвания уровией в сосудах, найдем, полагая и =0; 

Решить уравнения: 
515.1ncosydx+xtgydy=0. 
516. У;' +еУ=О; у(I)=О. 
517. 3e~ tgydx+(l + е>:) ~ec2 ydy=O; у(О) = л/4. 

z е 2 .>: 
518. еl+Х tgydx- x_

1 
dy=O; у(I)=л/2. 

519. (l+e2~)y2dy=e>;dx; у(О)=О. 
520. у' + cos (х + 2у) = cos (х- 2у); у (О) = .:1/4. 
521. у' = 2Х -У; у (- 3)= -5. 
522. У lпЗ у+ у' V х+ 1 = О; У (-15/16) =е. 
523. у/у' = ln у; у (2)= 1. 
524. х Vl + y 2 dx+yVl + x 2 dy=0. 
525. xdy + у dx О. 

YI-уZ YI-x2 

526. у' +sin(x+y)=sin(x-y). 
527. уу' = - 2х sec у. 
528. у' = еНУ + гх-у ; у (О) = О. 
529. у' = sh (х+ у) + sh (х-у). 
530. у' = V(a2 _ y2)/(a2-x2). 

dx dy 1 1 
531 .. x(y-I)+y(x+2) О; у()= . 

532. х(у'+ 1) dx+ у! (x~ + 1) dy= О; у (О) = 1. 
533. (Vxy- V"X) dx + (V-ху + V"y) dy = О. 

,/"I+cos2x , 
534. V 1+5lny +у =0; у (л/4)=0. 
535. '= cos У-51п у-I . 

У cosx-slnx+1 
4+yZ 3у+2, 

536. У х2+ 4х+ 13 = --X:t=Т у . 
537. sec2 х tg У dx+ sec2 у tg xdy= О; у (л/4) = л/4. 
538. 5гх tg ydx+(l-еХ)sес2 ydy=O. 

539. Найти кривую, у которой отрезок касательной, эакJIЮ
ченный между осями KoopДIlНaT, делится пополам в точке каса
ния. 

540. Скорость обесценивания оборудования вследствие его 
износа пропорциональна в каждый данный момент времени его 
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фактической стоимости. Начальная стои:\юсть равна А о . Найти 
стоимость оборудования по истечении t лет. 

541. Некоторое вещество преобразуется в другое со ско
ростью, пропорциональной количеству непреобразованного ве
щества. Известно, что количество первого равно 31,4 г по исте
чении 1 ч и 9,7 г по истечении 3 ч. Определить: 1) сколько ве
щества было в начале процесса; 2) через сколько времени после 
начала останется 190 первоначального количества. 

542. Ци.1JИН,J,рическиЙ резервуар длиной 6 м и диаметром 4 м 
расположен горнзонталы:ю. За какое время вода вытечет из ре
зервуара, если отверстие радиуса 1/12 м находится на уровне 
самой НlIжней из образующих ЦИЛИН,J,ра? 

543. В коническую воронку с отверстием площадью ffi см2 И 
углом 2а при вершине конуса налита вода до уровня Н см над 
отверстием. Найти зависимость между леременной высотой уров
ня воды h в воронке и временем истечения t. Определить пол
ное время истечения. Вычислить его при ю=О,1 см2, а=450 , 
Н=20 см. 

544. Найти время, в течение которого вся вода вытечет из 
конической BOPOHKII, если известно, что половина воды вытекает 
за 2 мин. 

З. Однородные днфференциальные уравнения. Уравнение вида Р (х, у) dx+ 
+ Q (х, у) dy = О называется OaHOPOaHWM, если Р (х. у) и Q (х. у) - однород
ные функции одного измерения. Функция f (х, у) называется однородltОЙ изме' 
рения т, если 

f (л.х, ЛУ) = лm f (х, у). 

Однородное уравнение может быть приведеио к виду у' =! (у/х). с помощью 
подстаНОВКlI у = tx однородное уравиение приводится к уравнению с разде· 
.lIЯЮЩИIrIИСЯ переменными по отношению к новой неизвестной функции t. 

545. Найти общий интеграл уравнеНIIЯ 
(х2 +2ху) dx+xydy= О. 

6. Здесь Р (х, у) = х2 +2ху, Q (х, у) =ху. Обе функции-однородные вто
рого измерения. Введем подстановку y=tx, откуда dy=xdt+t dx. Тогда 
уравнение примет вид 

(%1+2%2t) d%+ tx: (х dt+ t dx) =0, или (х2 + 2хЧ+ /2х2) dx+ tx3 dt =0. 

Раэдe.nяя переменные и интегрируя, имеем 

dx.1.. t dt . S dx S t dt 
х- I (t+1)8=O, х-+ (t+l)З=С' 

Пре06разуем второй интеграл: 

S 
/+1-1 1 

ln 1% 1+ (t+ 1)8 dt=C, или ln I xl+ln I t+ 11+t+Т=C. 

Возвращаясь к прежней неизвестной функции у (/ = у/%), получаем оконча. 
те.nьныi1 ответ: 

In %+YI+ +х =С. А
х у 



546. Найти частное решение уравнения у' = JL + sin JL при 
х х 

начальном условии у (1) = Лj2. 

6. Произведем подстановку y/x=t, откуда y=tx, dy=xdt+tdx. в ре
зультате получаем 

dt dx 
х dt + t dx = (t + sJn t) dx; х dt = sJn t dx; sJл t = х . 

Интегрируя, имеем 

In / tg (t/2) /=]п 1 x/+ln С, откуда t/2=arclg (Сх). 

Производя обратиую замену t = у/х, находим общее решение исходного урав
нения y=2xarotg (Сх). Используя заданное начальное условие, получим 
1(,/2 = 2 агс tg С , откуда С = 1. Итак, искомое частное решение имеет вид У = 
= 2х arotg х. А 

547. Найти кривую, проходящую через точку А (О; 1), для 
которой треугольник, образованный осью Оу, касательной к кри
вой в произвольной ее точке и радиусом-вектором точки касания,
равнобедренный (причем основанием его служит отрезок касатель
ной от точки касания до оси Оу). 

t:::. Пусть у= f (х) - искомое уравнение кривой. Проведем касательную 
MN в произвольноJi точке М (х; у) кривоJi до пересечения С осью Оу в точке N 
(рис. 35). Согласио условию, должно выполняться равенство 1 ON 1 = 1 ОМ /. 
Но / ОМ 1= У X2+yll, а 1 ON I наАдем из уравнения касательной У -у = 
=у' (х-х), полагая х=о, т. е. Y=/ON ,=у-ху'. 

Итак, приходим к однородному уравнению 

у х2 +у2=у_ху'. 

Полагая У= tx, nOC.lIe замены и разделения переменных получим 

dt dx 
----,==_" =--, или In (! + У 1 +/2)=ln C-In х, Yl+t3 х 

откуда 

х2 =С (С-2у) 

(семейство парабол, осью которых является ось Оу). 
Подставляя координаты точки А в найденное общее решение, получим 

О=С(С-2); из двух значений С=ОиС=2 годится лншь второе, поскольку 
при С = О парабола вырождается в ось Оу. Итак, ИСКОМОЙ кривоJi является 
парабола x2 =4(1-y), или y=1-x3/4. А 

548. Найти форму зеркала, собирающего все параллельные 
лучи в одну точку. 

t:::. Очевидно, что зеркало должно иметь форму поверхности вращения, 
ось которой параллельна направлению падающих лучей. Примем эту ось за 
ось Ох и найдем уравнение кривой у=/ (х), вращением которой образуется 
искомая поверхность . 

Начало координат поместим в точку, в которой собираются отраженные 
лучи. Обозначим падающий луч через КМ, а отраженный-через МО (рис. 36). 
Проведем касательную ТТ1 и нормаль MN в точке М к искомой кривой. 
Тогда треугольник ОМТ - равнобедренный с вершиной в точке О (так как 
~ ./""-.. ./""-.. ,r--
UMT=KMT1=OTM=a). Следовательно. 1 ОМ I =1 ОТ /; но I ОМ / =, х2 +у2, 
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а I ОТ I найдем нз уравнення касательной 'r' -у= у' (Х -х), полагая У =0; 

имеем X=x-.J!." откуда IOTI=IX I=-Х=-х+д,. 
у у 

Таким образом, получаем дифференциальное уравнение 

у x2+ya=_x+~, или (х+у хВ +у3) у' =у, т. е. (х+у XI+y')dy-уdх=О. 
у 

к 

Рис. 35 Рис. 36 

Это дифференциальное уравнение является одиородным. Для его интегри
розания целесообразно ввести подстановку х = ty, принимая за аргумент V. 
а х (11 t) за неизвестные функции этого аргумента. Тогда получим 

(yt1y'+yll+ty) dy-y(t dy+ydt) =0, или Yt2 +1dy-уdt=О. 

РаЗДeJIяем переменные и интегрируем: 

dY _
y 

dt =0; !ny=!n(t+Vl+f3)+lnC. 
у 1 +1' 

Отсюда у=С (! + У I + /2) или, возвращаясь к первоначальным переменным 
х и у, I\hIeeM 

После упрощеНIIЯ находим окончательное решенне в внде 

у2=2С ( х+ ~ ) . 
Искомая кривая является параболой, а зеркало IIмеет форму П2раБОЛОllда 

вращення. А 

549. Найти ортогональные траектории семейства парабол 
х=ауl (а-пара.метр семейства). 

6. ОрmОЮНЙЛЬНblAtU траеf(f7l.OрuяAtu данного семеАства крнвых называЮТСII 
такие кривые другого семейства, каждая из которых пересекает каждую из 
кривых первого семеАства под прямым углом. 

Если уравненне заданного семейства F (х, у, а), то АЛя отыскании орто
гона.'1ЬНЫХ траекторнй нужно: 
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1) составить дифференциа.lьное уравнение задаНИQГО семейства f (х, у, у')=О; 
2) исходя из условия ортогональности Gtiyjl = -1), заменить в этом диф

фереициальном уравнении у' на -1/у'; 
3) проинтегрировать получеиное уравнение f (х, у, -Ijy') = О. ДЛЯ реше

ния поставленной задачи дифференцируем уравнение задаН!lОГО~ семейства 
парабол: I =2ауу'. Исключая параметр семейства а из уравиеииli х=ау2 и 
1= 2ауу', находим диффереИllиальное уравнение заданного семейства парабол: 
2х,ll' =у. Заменяем у' на -liУ' и ПОЛУ'lаем дифференциальное -уравнение се
мейсгва ортогональных траекторий : 

2х+уу'=О, или 2xdx+ydy=O. 

Интегрируя полученное уравнеиие, находим уравнение семейства ортого
нальных траекторий: 

Таким образом, ортогона.1ЬНЫ~IИ траекториями заданного семейства пара
бол являются подобные друг другу эллипсы, у которых большая ПО.'IУОСЬ 

(вертикальная) в У2 раз Со.lьше малой. А 

Решить уравнения: 

550. ху' sin (у/х) + х = у sin (у/х). 
551. ху + у2 = (2х2 + ху) у'. 
552. ху' 'П (у/х) = х + у 'п (у/х). 
553. хуу' = у2 + 2х2 • 
554. xy'-y=xtg(y/x); у(1)=л/2. 
555. у' = (у/х) + cos (у/х). 
556. у' = 4 + у/х+ (у/х)2; у (1) = 2. 
557. (X2 +y2)dx-хуdу=О. 
558. у'=(х+у)/(х-у). 
559. ху' =xe!llx + у; у (1) = О. 

560. ху' -у = arotgx(y/X) • 

561. (х'+ 6х'у2+ у4) ш+ 4ху (х2 + у2) dy= О; у (1) = о. 
562. ху' = 2 (y-V ху) . 
563. Зу sin (Зх/у) dx + [у-Зх sin (Зх/у)] dy = О. 
564. Найти кривую, у которой произведение абсциссы любой 

точки, принадлежащей кривой, на отрезок, отсекаемый нормалью 
на оси Ох, равно удвоенному квадрату расстояния этой точки 
от начала координат. 

565. Найти ортогональные траектории семейства окружностей 
(х-l)2+ (y_l)2= R2. 

4. ДИфференциальные уравнения, ПРНВО,ll.lIЩllеся к ОДИОрО,ll;ИЫМ. Уравне
ння вида 

у' = f (a 1X+b1Y+Cl) 
а2Х+ Ь2У+С2 

при 0lb2-azbi i= О приводятся к однородным подстановкой х=u+о:, y=v+~, 
где (о:; ~)-точка пересечеНIIЯ прямых 0lx+b1Y+Cl=O И ozX+b2Y+C2=O. 

Если же olb2 -а:Ьi=О, то подстановка alx+blY=t позволяет раздеЛIIТЬ 
переменные. 
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566. Найти общий интеграл уравнения 
(2х+ у+ 1) dx+ (x+2y-l}dy= О. 

2х+у+l 6. Уравнение принадлежит к первому типу, поскольку у'= х+2у-l 

и 1 ~ ; 1=з:;1::. О. Находим точку пересечения ПРЯ~IЫХ 2х+у+1=0 и х+2у-1=0; 
имеем х=а=-I; Y=~= 1. 

ПРОIIЗВОДПМ В исходном уравнении замену пере~енных. полага;J х =u+а= 
=11-1, y=v+~=v+l; dx=dll, dy=diJ. Уравнение прео6разуется к виду 

(2и+и) du+(u+2t,) dv=O. 

В полученио~{ однородном уравнении положи~! v=lIf, откуда dv=u dt + + t du; прllдем к уравнению с разде.1яrОЩIIМИСЯ переменными 

2 (t 2+t+ 1) u dCl+U2 (1+2t) dt=O, 

общиГ, интеграл которого есть uyt2+t+1=C, или (после заменыt=v/u 
il возведения в квадрат) 

U 2 +UV+t,3=C2. 

Возвращаясь к переменным х и y(u=x+l. v=y-l), после элемента~ 
ных преобразований найдем общпй интеграл исходного уравнения · 

x'+y2+ xY + X-У=Сi 

(здесь ПО.'10жено С 1 = С2 - 1) . ... 

567. Найти общий интеграл уравнения 

(х+ у+2) dx+ (2х+ 2y-l) dy= О. 

, 11 1 f 6. }'равнение принадлежит ко второму типу, поскольку 2 2 =0. Поло-

жим поэтому у+ х = t, dy = dt -dx. Данное уравнение примет вид 

и+2) dx+ (2t-l) (dt-dx) =0, или (3-t) dx+(2t-l) dt =0. 

Разделяя персменные и интегрируя, имеем 

S 
2t-l S . з-е dt + dx=C. или - .2t-5 1п I t-з '+х=-С. 

Возвращаясь к старым переменным (t =х+ у), получим окончательный . ответ: 

X+2y+ 5In lx+y-31=C. А 
Решить уравнения: 
568. 2. (х + у) dy+ (Зх+ Зу-l)dх= О; у (О) = 2. 
569. (x-2y+3)dy+(2x+y-l)dx=0. 
570. (х-у+ 4) dy+ (х+ у-2) dx=O. 
571. Найти интегральную кривую дифференциального уравне

ЩIЯ у' = (х+ y-2)j(y-x-4), проходящую через точку М (1; 1). 
I 5. Диффереициальные уравнения в полных дифференциалах. Дифферен

циальное уравнение 

P(~. y)dx+Q (х, y)dy=O, 

дР aQ 
rде д-=-д I называется уравнением в полных дифференциалах, т. е. левая 

у х . 

часть такого ур.авнения есть полный дифференциал некоторой функции и (х, у) 



в односвязной области. Если это уравнение переписать в виде du=O, то ero 
общее решение определяется равенством u='С. Функция и (х, у) может быть 
найдена по формуле 

)с У 

и= S р (х, у) dx+ S Q (хо, у) dy. 
х. У. 

При этом в ПОСJjедней формуле нижние пределы интегралов (Хо и Уо) 
ПРОИЗВОJlЬНЫ; их выбор ограничен единственным условием-интегралы в пра· 
вой части этой формулы должны иметь смысл (т. е. не быть расходящимися 

) Е ' дР aQ 
несобственными интегралами второго рода. сли условие дy=7fX" не вы-

ПOJIняется, то в некоторых случаях можно привести рассматриваемое уравне

ние к -указанному типу умножением его на так называемый интегрирующий 
AlНiY.JlCитель, который в общем случае является функцией от х и У: f.I. (х, у). 
Если у данного уравнения существует интегрирующий множитель, зависящий 
ТOJIbKO от х, то он находится по формуле 

(' (!!.. _ .2!l..)/Q dJe 
f.I.=eJ ду дх , 

где отиошеиие (:: - :~ ) I Q должно являться функцией только от Х. ~H8-
JlОГИЧНО, интегрирующий множитель, зависящий только от у, определяется по 
формуле 

- (' ( дР aQ ) /Р d 
f.I.=e J дi-Тx 11, 

где (дР -~) (р должно являться функцией только от У (отсутствие 
ду дх 

в этих отношениях в первом случае У, а во втором х является признаком 

существования интегрирующего множителя рассматриваемоro вида). 

572. Найти общий интеграл уравнения 

(е" + у+ sin у) ш+ (еУ +x+xcosy) dy=O. 
. дР 
6. Здесь р (х, у) =ex+y+sln у, Q (х, у) =eY+x+xcos у, ду= 1 + соз у, 

~~ = 1 + cos у. Следовательно, левая часть уравнения есть полный диффе
ренциал некоторой функции и (х, у), т. е. 

дu дu 
дх=ех+у+slnу, ag=eY+x+xcOS у. 

дu 
Проинтегрируем дх по х: 

и = ~ (ех +y+sln у) dx+C (у) =еХ+ху+х sln у+С (у). 

Найдем функцию С (у), продифференцировав последнее выражение по у: 

дu 
ay=x+xcos и+С' (у). 

Получаем уравнение 

x+xcos и+С' (у) =х+хсоз у+еУ, 
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откуда находим С' (у) =еУ, т. е. С (у) =еУ. Таким обраЗФI, общий интеграл 
уравнения имеет вц eX+xy+xsiny+eY=C. А 

573. Найти общий интеграл уравнения 

(х+ у- f) dx+ (е' + х) dy = О. 

6. Здесь р (х, у) =х+ у-1, Q (х, у) =еУ+х, ~: = 1, ~~ = 1; таКIIМ 
образом, условие полного дифференциала выполнено, т. е. данное уравнение 
является уравнением в полных ДИфференциалах. 

Найдем общий интеграJl по формуле 

~ у 

~ Р(х, y)dx+ ~ Q(xo, y)dy=C. 
ХО У. 

Взяв хо = О, Уа = О, получим 
х у 

S (x+y-I)dx+ SeYdY=C1, или [~ x2+Xy-хJ~+еJI~=Сi, 
о о 

Подставляя Dределы, находим 

1 1 
2x2+xy-х+еУ-I=Сl, или e Y +2'x2 +xy-х=С, где C=C1+1 .• 

574. Найти общий интеграл уравнения 
(xcosy-y siny) dy+ (х siny+ у cos у) dx= О. 

f::... И~lеем 
Р(х, y)=xslny+ycosy, Q (х, y)=HOSY-УSinу, 

дР aQ 
ду=хсоsу+соsУ-УSin У, Тх=созу, 

(~_~) / Q=xcOSY~YSIn Y=l. 
ду дх xcosy-ysrny 

Поэтому данное уравнение имеет интегрирующий ЫНОЖllте,lЬ, заВИСЯЩIIЙ 
только от х. Найдем этот интегрирующий множитель: 

r (3.!:... _ ~) /Q dx r dx 
f.t=e J ду дх = eJ =еХ• 

Умножая исходное уравнение на еХ, получим уравнение 

еХ (х соз у-у sln у) dy+ex (х sln у+ у соэ у) dx=O, 

которое, как нетрудно убедиться, уже является уравнением в nO.1HblX дlIффе
ренциалах; в самом деле, имеем P1 (х, у) =еХ (х sin у+ у соэ у)' Ql (х, у) = 
= еХ (х соз у-у sln у). Отсюда 

дР· д 
ду1 =ду [еХ (xsIny+y соэу)] =еХ (хсоэ y+cos у-у sln у); 

aQi д 
7fX= дх[еХ (х соэ y-ysln у)] =еХ [xcos у-у sln-y+cos у]. 

Эти производные равны и, сдедовате.1ЬНО, левая часть ПQ,1Jученного уравнения 
имеет вид du (х, у). Т аl<ИМ образом, 

afl ди -
д =еХ (х соэ у-у sln у)' дх =еХ (х sln У+ у cos у). 
!I ' 
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Интегрируя первое из ЭiИХ равенств по у, dаходим 

и = ~ еХ (х cos у- у 51п у) dy+C (х) =хеХ s!n у+еХу cos y-еХ s!n у+С (х). 

Найдем производную по х от полученной ФУНКЦИИ: 

~~ =еХ s!n у+хеХ sln y-еХ s!n у+еХ у cos у+С' (х) =еХ (х s!n'y+y cos у)+С'(х). 
дu 

Сравнивая найденное значение дх с Р (х, у), получим С' (х) = О, т. е. С (х) ,=О. 

Следовательно, общий интеграл исходного уравнения имеет вид 

и (х, у)=хеХ 51п у+еХу cos y-еХ s!n у=С, или еХ (х sin y+ycos y-s!n у)=С. А 

Решить уравнения: 

575. (х+ sin у) dx+ (х cos у+ siny) dy= О. 
576. (у+ еХ sin у) dx+ (х+еХ cosy) dy= О. 
577. (ху + sin у) dx + (0,5х2 + Х cos у) dy =--= О. 
578. (хз + уЗ + у) dx + (2ху + х + е!l) dy = О; у (О) = О. 
579. (2хуехl + Iny) dx+ (еХ1 + ; ) dy= О; у (О) = 1. 

580. [sin у+ (l-y) cos х] dx+ [(1 + х) cosy-sinx] dy= О. 

58С (y+xlny)dx+( ~: +х+ 1 )dy=O. 
582. (х2 + sin у) dx+ (l + xcosy) dy . О. 
583. уеХ dx + (у + еХ) dy = О. 
584. (eXsiny+x)dx+(eXcosy+y)dy=O. 

585., (ln у_5у2 sin 5х) dx+ ( ; + 2ycos 5х) dy= О; у (О) = е. 
586. (arcsin х + 2ху) dx + (х2 + 1 + arctg у) dy = О. 
587. (3х2у+ sin х) dx+ (хЗ-соsу) dy = О. 
588. (еХ+У + 3х2) dx + (еХ+У + 4уЗ) dy = О; у (О) = О. 
589. (tg у-у cosec2 х) dx+ (ctg х + х sec2 у) dy= о. 

590. (x2~y2 -У) dx + (еУ -х-x2~y2) dy- О. 
Проинтегрировать следующие уравнения, имеющие интегри-

рующий множитель, зависящий только от х или только от у: 

59 t. У dx - х dy + l n х dx = О (,..., = <р (х». 
592. (х2 cos х-у) dx+xdy= О (,..., = <р (х». 
593. ydx-(X+y2)dy=0 (f.L=<p(y». 
594. yVl- у2 dx+ (xVl- у2+ у) dy= О (f.L= <р (у». 
595. Доказать, что уравнение Р (х, у) dx + Q (х, у) dy = О, кото

рое одновременно является и однородным, и уравнением в полных 

дифференциалах, имеет общий интеграл Px+Qy=C . 

• Воспользоваться теоремой Эйлера об однородных функциях, согласно 
v дР дР 

которои х 7fX + у 7fi = tP (х, у), где t - показатель однородности функций 

Р (х, у) и Q (х, у). 
6. ЛинеАные дифференциальные уравнення nepBoro порJlдка. УравнеНИJl 

Бернул.llИ. У равнение вида 

у' +Р (х) y=Q (х) 
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называется линеЙны.М (у и у' входят в первых степенях, не переыножаясь 
между собой). Если Q (х) '1= О, то уравнение называется лннейныы неоднород· 
ным, а если Q (х) _ О-линейным oдHopaдHые •. 

Общее решение однородного уравнения у' + Р (х) у = О легко ПО.lучается 
разделением переменных: 

;= -Р (х) dx; S t= -S Р (х) dx; !пу= - S P(x)dx+lnC, 

или, наконец, 

С -! Р (Х) dx 
у= е 

где С-произвольная постоянная. 
Общее реlllение линейного неоднородного уравнения можно найти исходя 

из общего решения соответствующего однородного уравнения .MemO~O.1/ Лаг· 

- J Р (Х) dx 
ранжа, варьируя произвольную постоянную, т. е. полагая у=С (х) е , 
где С (х)-некоторая, подлежащая определению, дифференцируемая функция 
от х. 

Для иахождения С (х) нужно подставить у в исходное уравнение, что 
приводит к уравнению 

С' (х) е- f Р (х) dx =Q (х). 
Отсюда 

С (х) = ~ Q (х) J Р (х) dXdx+C, 

где С - произвольная постоянная. Тогда искомое общее решение линейного 
неоднородного уравнения имеет вид 

у = е - f Р (Х) dx [~ Q (х) е J Р (Х) dx dx+ С J. 
Линейные уравнения первого порядк<. можно интегрировать также .мето· 

дом Бернулли, который заключается в следующем. С помощью подстановки 
у=ии, где u и и-две неизвестные функции, исходное уравнение преобразу· 
ется к виду 

u'v+uv'+P(x)uv=Q(x), или u[v'+P(x)v]+t'u'=Q(x). 

Пользуясь тем, что одна из неизвестных функций (например, и) может 
быть выбрана совершенно произвольно (поскольку лишь произв~дение ии 
должно у ДОБлетворять исходному уравнению), за и принимают л ю б о е '1 а с т· 

ное решение уравнения и'+Р(х)с'=О (например. v=e-fР(Х)dХ), 
обращающее, следовательно, в нуль коэф:рициент при u в последнем уравне· 
нии. 

Тогда предыдущее уравнен не примет вид 

, Q ( ) ц' __ Q (х) , т. ' Q () f Р (Х) dx t'u = х, или и е. u = х е , 

откуда 

и =р + ~ Q (х) J Р (х) dx dx. 

Общее решение исходного уравнения находится умножением и на и: 

у=е - f P~X) dX[ ~ Q (х) е! Р (Х) dxdx+C J. 
5* 1. 



~'равнение (не.1инеrшое) вида 

у' + р (х) у = Q (х) уm; 

где т f= о, т f= 1, называется уравнением Бернуллu. Его можно преобраэовать 
в .1lIнеЙное уравнение, производя замену неизвестной функции при ПОМОЩI{ 
подстаНОВКII z = yl-m, В результате чего исходное уравнение лреобразуется 
к ВIIДУ 

1 
-1' - z' +Р (х) z=Q (х). 
-т 

Прп пнтегрировании конкретных уравненнй Бернулли их не надо пред
варнте.'1ЬНО прео6разовывать в линейные, а сразу прнменять либо метод Бер
ну.l.lН" .'1и60 ~Iетод варнацпи произвольной постоянной. 

\ 

596. Проинтегрировать уравнение У' cos2x+ У= tg х при на
чаnыюм условии У (О) = О. 

L'::, Интегрируем соответствующее однородное уравнен не у' cos2x+y=0; 
разде.'1ПВ переменные, получим 

dy dx t 
- I __ =0 lпу+tg х=lпС у=Се- gx. 
у т cos2x ' , 

Ищем решение исходного неоднородного уравнеиия в виде у=С (х) e- tg х, 
где С (х)-неизвестная функция. Подставляя в исходное уравнение 

y=C(x) -е-tgХ и y'=C'(x)e-tgХ_С(х)е-tgхsес2х, придем к уравнению 

cos2 х С' (х) e- tg х -с (х) e- tg х sec2 х cos 2 х+С (х) e- jg 
1& = tg х, 

11.111 

ТаКlШ обраЗО~J, по.'1)'чаем общее решение данного уравнения: 

y=tg х-1 +Ce- I& 1&. 

Испо.'1ьзуя нача.'1ьное условие у (о) =0, получим 0'= -1 +С, откуда С= 1. 
с.,е;,оаате.1ЬНО. искомое частное решение имеет вид у= tg х-1 +e- tg х ... 

597. П роинтегрировать уравнение У' - У th х = ch2 х. 
6. Это-.1Ине/!ное уравнение. Решим его методом Бернулли. Полагая 

у = Il С'. И~lее~1 

u';:·+t"u-uvthx=ch2 x. или u(v'-vthx)+u'v=ch2 x. 

du 
ПО.lагае~J ,," -t' th х=О. откуда и== th xdx; интегрируя. находим ]п и= lп(сЬ х 

1I.1!! V = ch х (постоянную интегрирования не вводим. так как достаточно наilти 
!,зкое ·.1Ибо частное решение этого вспомогательного уравнения). 

д,lЯ опреде.'1ения u имеем уравнение u'v=chl х или и' ch x=ch2 Х. откуда 

нахо,J,ИМ И= ~ chxdx=sh х+С. Умножение и на и. получаем общее решение 
у=сЬ х (sh х+С). А. 

598. Проинтегрировать уравнение 

У' + 1 ху 2=arcsin х+х. 
-х 



6,. Интегрируем соответствующее однородное уравнение: 
ху dy xdx 1 ' 

У'+-1-2=О; -=--1--2; 1ПУ=-2 1п (l-х2)+lпС, 
-х у -, х 

т. е. y=CYJ-х2 • По.'Iаг~е~i теперь у=С(х) У1-х2; тогда 

у' =с' (x)Y1-х2 хс (х) 
У1-х2 • 

Пос.lе подстановки в исходное неОДlIородное уравнение ПОЛУЧЮI 

т. е. 

.r-- хС (х) х .r--
С' (х)" 1-х2 

- .r ' +-1--2 С (х) r 1- х2 = arcsin х+х, 
,,1-х2 -х 

С' (х) = агсslп х + х 
У1-х2 V1-хZ ' 

Интегрнруя. находим 

С (х) = (' [;CSin х + у х 1 dx= 21 (агсsiп х)2_ Y1-х2 +С. 
J 1-х2 1-х2 

ТаКlШ 06раЗО~I. 06щее решение данного уравнения имеет вид 

у= У1 _х2 [-} (arcsin х)2_ V 1-х2 +С J.,A 
599. Решить уравнение у' + J!.... = х2у'. 

Х 

t\ Это-уравнение Бернулли. Проинтегрируем его MeTOДO~1 вариацИll 
произвольной постоянной. для этого интегрируем снача.'1а соответствующее 

линейное однородное уравнение у' +J!....=O. решение которого у=Е. . 
х х 

Ище~1 решение исходного уравнения Берну.'l.'lИ. полагая у'= С (х), у' = 
х 

с' (>:) С (х) 
=----2- . Подстаllовка у и у' в исходное ураlJнение дает 

х х 

C'(X)_C~X)+C(:)=x2 [С(Х)]' или C'(x)=[C(;t)]~. 
х х х х, х х 

Интегрируем полученное уравнение: 

dC(x) =~. 1 =lпх-1пС' С(х) 
[С (х)}' х' 3[С(х)]З • 

ТаКИ~1 06раЗО~I. 06щее решение исходного уравнен!!я 

С (х) 1 
у=- '3/ .,А 

х x~ 31п (Cjx) 

600. Проинтегрировать уравнение 

у' _ 2ху = 4 Уu arctg х. 
l+х2 YJ+x2 

6, Это-также уравиение Бернулли. Проинтегрируем его методом Бер
иу.'I.'!!!, для чего положим у=uи. Подставляя в исходное уравнение у= 11.'. 

lЗЗ 



у' = и'и+ ии', сгруппируем члены, содержащие u в первой степени: 

'+ (, 2XV) 4 у'"uu t и v u v - 1 + х2 = y'"i + х2 аге g х. 

2х" Примем за v kakoe-лиС;о частное решение уравнения и' -1 + х2 = О. Раз-

деляя в нем переменные, находим 

dv 2xdx 2 
-V=1+x2 ; lnu=Jn(l+x); u=l+x2 

(постоянную ИН'I'егрнроваf!ИЯ не. ВВОДИМ). 
ДЛЯ отыскания u нмеем уравнение 

, 4 у'"Шi t 
u v= ",Гl + ~arc g х, 

или (поскольку v = 1 + х2) 
и' 

4 y'"uaгctg х 

'+х2 

Разделяем переменные и интегрируем : 

du 2arctgx
d - х; 

2у'"u- I+~ 
уu =arctg2 х+С. 

Таким образом, u=(arctg 2 x+C)2 и y=uv=(l+x2) (arctg 2 х+С)2 есть 
общее решение исходного уравнения_. 

601. Проиюегрировать уравнение у = ху' + у' 1n у. 
6, Данное уравнение можно легко проинтегрировать, если поменять в нем 

ролями х и у: принять за аргумент у, а за неизвестную функцию х. Для 
этого нужно только (используя формулу дифференцирования обратной функ-

ции) положить y~= l/x~. Тогда данное уравнение преобразуется в следующее: 

yx~=x+lny. 

Это-линеl!ное уравнение относительно х_ Интегрируем соответствующее одно
родное уравнение !lX' = х; имеем 

dx = dy. х=Су. 
х у' 

Ищем решение исходного неоднородного уравнения, полагая х=,С (у) у, 

откуда х;=С' (у)у+С(у). Подстановка n уравнение дает 
Iny l+lny 

С' (у)у2+С (у)у=С (y)y+lny, откуда С' (у)=у2" С (y)=c--у • 

Умножая С (у) на у, находим решение исходного уравнения: x=Cy-l-lпу .... 

602. Проинтегрировать уравнение (x2 1n у-х) у' = у. 

6. Данное уравнение можно ПрОИfl'll!ПJ1НровЗ'I1Ii (1 ' помощью. rorOJ же- преоб· 
раэования, что и предыдущее. Принимая у за аргумент, х-за неизвестную 
функцню. преобразуем это уравнение к виду 

x2 1ny-x=yx', или yx'+x=x2 1ny. 

Этn-уравненне Бернулли относительно· х; Интегркруя: СОО1'вет.ствующее 
лииейное однородное уравнение ух:'+х=О, иююдим х:=С/,у. 
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. С (у) С' (и) С (у) 
Полагаем в ИСХОДНОМ уравнении Х = -, откуда х' = -- - ---:'2-; прн· 

у у у 

ХОДИМ К следующему уравнению для определения С (у): 

C,(y)_C(y)+C(y)=[C(y)]2. lny, или С' (у)=[С(ч)l2 I пу • 
у У, У У 

Разделяем переменные и интегрируем: 

dC(y) =lny d . __ I_=C_1ny+l . C(I)= у 
[С (уН' У?' У, С (у) у' У In у+ '-Су . 

УМНОЖIjЯ С (у) на '/у. нахо,J.ИМ общее решение исходного уравнения: 

Решить уравнения: 

603. ху' - У = х2 cos Х. 
604. у' + 2ху = хе-хl • 

I 
x=lny+I_Cy·· 

605. у' cos х+ У= l-sin х. 

606. у' + : у = -iп; у'о) = о. 
607. (l+x2)y'+y=arctgx. 
608. у' V 1- х2 +у = ·arcsin х; ,y\~O) = ,0. 

609. у' - s~ х= cos2 1n tg ~ . 

610. у' - -IУ =х ln х; у (е) =е2/2. 
х n х 

611. у' sin x-YCQS Х =:1; у (n/2) = ,0. 
612. у' (х+у2)=у. 

• Принять за неизвестную функцию х. 

613. у' + Зу tg Зх= sin-6x; у (О) = 1/3. 
614. (2ху+З)dу-у2 dХ=0. 

• Принять за неизве:тнуlO функцию х. 

615. (y~ + 2х) у' = у. 

• Принять за нензвестнуlO функцию х. 

616. у' + 2: = Зх2 уФ. 
,_~=L 

617. у х-l x-l' 

, '2у 2Уу 
618. У + х = cos 2 Х • 

619. 4ху' +Зу= _ехх·у5. 

620. у' + У = еФ Vy; у (О) = 9/4. 

621. у' + ~x2y 1 = у2 (х3 + 1) siп х; У (О) = 1. 
х+ . 

622. У dx + (х + х2у2) dy = О. 



• ПРIJНЛТЬ за Нi!нзвестную ФУНl~цщо х. 

623. у' -2у tg Х+ у2 sin2 Х= О. 
624. (у2+2у+Х2)у'+2х=О; y(l)=O . 

• ·Принять за неизвестную функцию х. 

7. Уравнения внда х =.ер (у') и JI = ер (у'). Эти уравнения .'lerKO I~нтегри
руются в параметрической форме, если положить у =р и принять р за па
раыетр, через который следует выразить как х, так и у: В самом деде, пода. 
гая у'=р в уравнении х=<р(у'), сразу получаем выражение для х через па
pa~leTp р:х=<р (р). Отсюда, дифференцируя, нахоцим dx=<p' (р) dp, а Tal( как 
dy = у' dx = р dx, то, следовательно, dy = p'tJ'(P) dp и У находится интегрирова-

нием: '1= ~ р<р' (р) dp+C. 

Таким образом, решение уравнения х=<р (у') запишется в параhl~ТРl\чеt;. 
Iшi1 фОР~Iе: 

f х=<р (Р), 
l y=~p<P'(P)dp+C. 

Ана.10ГIlЧНО, полагая у' =р в уравнении у=<р (у'), находим у .=<р (р). 
Дифференцируя у' получаем dy = <р' (р) dp. Но по-прежнему dy = р ах. Таким 
обра30~I. р dx = <р' (р) dp, откуда dx = <р (р) dp 'н хнаходим интегрироваИllем: 

р 

х = 5 <р' (;) dp + С. Общее решение уравнения у = <р (у') имеет вид 

( х = S <р' ~) dp + С. 
l у=<р(р). 

Если удается, в обоих с.'lучаях можно исключить параметр р и найти 
общш! интеграл уравнения. 

625. Проинтегрировать уравнение Х = у' sin у' + cos у'. 
/::;. ПО.10ЖИМ у' = р. Тогда х = р sm р + cos р. Продифференцируем это ра

венство: 

dx= (sm р +р соэ p-sm р) dp =р cos р dp 

II лодстаВIЩ это значение dx в равенство dy =р dx: 

dy= р2 соз Р dp, 
т. е. 

У= ~ р2 соэр dp= (P2-2)sln р+2р cos р+С. 

Тэ({ны образом, о~щее решение в парэметрической фОР~Iе Iшест DIЦ 

{
x=psmp+cos p , 
у=(р2-2) sln р+2р С05 р+С .• 

626. Проинтегрировать уравнение у' = arctg (y/y's). 

6 Предварительно найдем y=y'2tgy'. Положим у'=р; тогда y=p2 tgp. 
Продифференцируем это равенство: dy= (2ptg р+р2 эес~ р) dp н, заменяя dy 
на р dx, получим Р dx=p (2 tg р+р secu р) dp, откуда, сокращая на р и ин
тегрируя, находим 

х= ~ (2 tg р+ р sec2 р) dp=p tg p-111 соэ Р +С. 



Общее. решение данного уравнения имеет вид 

{
y=p2 tgp , '. 
х=р tg p-In cos р+С. А 

627. Проннтегрировать уравнение Х= у' + Iп у'. 
,6. ПО;lOжим у' =р. Таким 'образом, x=p+lnPi дифференцируя, находим 

~' . " , 
dx= dp +- . .так как dy=p dx, то 

р 

dY=P( dP+~)=(p+I)dP. 
Интегрируя, наХОДЮI у=О,5 (Р+ I)s+c. 

Общее решение данного уравнения, записанное в параметрическоIi форме, 
имеет вид . , 

{ 
х=р+]пр, 
у=О,5 (Р+ 1)2+C. 

Здесь пара~lетр р .'IerKO ИСК.1ЮЧИТЬ;, из второго равенства получаем р = 
= v 2 (у-С) -1 (р > о и поэтому перед корнем надо взять знак плюс). 
Подставляя 'найденное для р выражение в первое равенство, находим общее 
решение уравнения в следующем виде: 

x=V2(y-С)-1+!п [V2(y-C)-I]. А 

Решить уравнения: 

628. arcsin (х/у') = у'. 
629. У = еУ' (у' - 1). 
~ЗО. Х= 2 (1п у' - у'). 
631. y(1+y,Zp/2=y'. 
632. Х = 2у' +3y'Z. 
633. Х = у' (l + еч '). 
634. Х= е2У ' (2у'! -2у' + 1). 
635. У = у' ln у'. 

8. Уравнення Лагранжа if I(nеро. J! равнением Лагранжа называется диф
ференциальное уравнение первого порядка. линейное относительно х и у. 
коэффициентами которого служат функции от у': 

р (у') x+Q (у') y+R (у') =0. 

'Уравнение Лагранжа интегрируется следующим образам. Разрешим его 
относите.'Iьно у и приые~1 за параметр у'. полагая у' = р: 

у=х! (р) +ср (р). 

[Здесь введены обозначения f (у') = -р (y')jQ (у'), rp (у') = - R (y')iQ (у').] 
ДиффереНЦ\fРУЯ полученное уравнение и заменяя в левой части dy на р dx, 
приходим К уравнению 

р dx=f (р) dx+xf' (р) dp+rp' (р) dp. 

Полученное' уравнение-линейное относительно х (как функции от р) 
и ПО3ТО~IУ может быть проинтегрировано,. Если его решение есть x=F (р, С), 
то общее решение ЕСХОДНОГО уравнения Лагранжа запишется в виде 

{ 
x=F (р, С), 
у=х' (р) +ср (р) =F (р, с) f (р) +ср (р). 
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Уравнение", Клера называется уравнение вида 

у = ху' + ер (у'), 
которое является частным случаем уравнения Лагранжа. Интегрируя его 
указанным способом, легко получить общее решение у=Сх+ер (С), Jюторое 
определяет семейство прямых на плоскости. 

Однако уравнение Клеро, кроме общего реШ2НИЯ, имеет еще и особое ре
шение, определяемое следующими параметричеСRИМИ уравнениями: 

{ 
х= -q>' (Р), 
У= -рер' (р)+ер (р). 

Особое решение· уравнения Клеро (оно сушествует, если ер' (р) :f: const) 
является огибающей семейства прямых, определяемых общим решением (иным!! 
словами, оощим решением уравнения Клера служит семейство касательных 
/; особому решению). 

Уравнение Лагранжа также может иметь особые решения, причем oco~ 
(ыми решениями этого уравнения (если они существуют) являются общие ка
сате.'lьные ко всем интегральным кривым, определяемым общим решением. 

63"6. Проинтетрировать уравнение у = ху' -еУ'. 

6. Э'\tо-ураввение Клчю.· ПO.'lожнм у' = р и перепишем ураввеи,ие в ви
де y=px-еР. Дифференцируем его: dy=pdx+xdp-еРdр; но dg=pdx, по
этому последнее у равнение примет вид х dp -еР dp = О, или (x-еР) dp = О. 
Таким образом, либо dp=O, либо х=еР • Если положить dp=O, то р=С; 
подставляя это значение р в равенство y=px-еР, получаем общее решение 
данного уравнения: 

y=Cx-еС• 

Если положить х = еР, то у = реР -еР = (р -1) еР, и приходим К особому 
решению исходного уравнения 

{ 
х=еР 
У= (P_I) еР, 

Исключая параметр р (в данном C.'Iучае р = 1п х), находим особое решение 
в явном виде: 

y=x(lnx-I). 

Проверим, что совокупность прямых, определяемых общим решением, есть 
семейство касательных к особой интегральной кривой. 

Дифференцируя особое решение, находим у' = 1п х. Уравнение касатель
ной к особой интегральной кривой в точке М (хо; уо) [где уо =хо (1п xo-.I)] 
запишется в виде 

y-yo=y~(X-Xo), или y-хо(~ПХо-I)=lпхо(х-хо), 

что после упрощения дает У= х 1п Хо-Хо. Если здесь положить ]п Хо=С, то 
уравнение семейства касательных к особой интегральной кривой примет вид 
у = Cx-,-еС, что и требовалось установить ... 

637. Проинтегрировать уравнение у'= ху" + y,Z, 
6. Это-уравнение Лагранжа. Поступаем аналогично предыдущему, т. е. 

положим у' =р, тогда у= хр2+р2. Продифференцируем последнее равенство: 
dy=p 2 dx+2pxdp+2pdp. Производя замену dy=pdx, приходи,., к уравне
нию pdx=p2 dx+2pxdp+2pdp. Отсюда, сокращая на р, получаем урав
нение с разделяющимися переменными 

dx 2dp 
(I-р) dx= 2 (х+ 1) dp, или х+ 1 = 1 .' р' 
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ИнтеГР!fРУЯ его, находим 

lп(х+I)=-2Iпll-рl+lпС; x+I=Cj(p-I)2. 

Используя данное уравнение у = р2 (х+ 1), получим 

у= Cp2j(l_p'1. 

Произведенное сокращение на Р могло привести (и в данном случае привело) 
к потере особого решения ; полагая р = О, находим из данного уравнения 
у=О: это-особое решение. 

Итак, 

{ 
x+l=Cj(p-I)2 
y=C

p
2j(P_1)3 -общее решение; y=O-особое решение. 

В общем решении параметр р можно исключить и привести его к виду 
(J!Y+YX+I)2=C. А . 

Решить уравнения: 

638. у= ху' + уЬ2 + а2у". 

640. у= ху' + у' - у,а. 

642. 2у (у' + 1) = ху". 

. у 1 
639. Х = у' + у,а ' 

64 t. у = Х ( ~ + у' ) + у' • 

§ 2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

t. Основные понятия. Дuфференцuальным ' уравнением n-го порядка назы
вается уравнение вида 

Р(х, у,.у', у", •.. , у(n»)=О. 

Решением такого уравнения служит всякая n раз дифференцируемая функция 
У=!р (х), которая обращает данное уравнение в тождество, т. е. 

F [х, !р (х), <р' (х), !р" (х), "', <р(n) (х)) == О. 

Задача Коши для этого уравнения состоит в ТОМ. чтобы найти решение 
уравиения, удовлетВОР!iЮщее условиям у = уо. У' = Y~, •.. , у<n -1) = y~n-l) при 
Х= Хо, где хо, Уо. Y~, ...• Убn- 1) -заданные числа, которые называются на

OUlЛЬНbl.МU дaHHbl.Ми . или началь1tbl.МU УСЛО8URAfU. 
Функция g=4p(X, С1 , Cz, "', сп) называется общим решением данного 

диффереициального уравнения n-го порядка, если при соответствующем выборе 
ПРОИЭВОJlЬНЫХ постоянных С1 , Са, "" Сп эта функция ЯВJlЯется . решением 
любоА задачи Коши, поставленной дJlЯ данного уравнения. 

Всякое решение, получаемое из общего решения при конкретных значе
ниях посто8Н1UIX С., С" •.. , С", sаэыается ttaem1iblМ решеН#гМ этого урав
нення. Для выдемы.I1I из ынO&eCTB~ решений Д'Ифферен,~.ЗVI&НОГО уравнения 
определенного частного решения иногда использyю:r н так наэьmаемые крае

вые условия. Эти условия (число которых не должно превыщать ПQрядка 
уравнения) задаются не в одной точке, а lI'а КОlfщtх некоторого промежутка. 
Очевидно, что Kpaeвtie ус.оовия С.З<lЯ'Jся лишь ДJlJl уравнений ПОР"дка выше 
первого . 

ИнтеГРИр0вакие дяффереНЦI[ЗЛЬИЫХ ураВнettИА n-ro порядка (в КQнечном 
виде), удается ПРОИЗ8ес'РК только в некоторых частных случаях. 



2. Уравнения вида yin ) = I (х). Решение этого уравнения находится 
n-кратным ннтегрированием, а именно: 

у<п)={ (х), y<n-~)= ~ f (х) dX+Ci=fl (х)+ Ci, 

у(п-и)= ~ [fi (X)+C1] dx= 'И (X)+C1X+C 2 , 

-{ ()+~ n-l+~ П-2+ +С +С у_. n Х (n-I)! Х (n-2)! Х ... П-lХ nt 

где 

{" (Х) = ~ ~ ~ ... ~ f (х) dxn • 

'-v--' 
n раз 

Ci ~ Так как (n-I)!' (n-2)!'··· являются постоян!!ы~1И величинами, то 
общее решение ~южет быть запнсано и так: 

y=f" (Х)+СlхП-l+С2хП-2+ ... +Cn_1x+Cn• 

643. Найти частное решение уравнения у" = хе-Х , удовлетво
ряющее начальным условиям у (О) = 1, у' (О) = О. 

6. Найдем общее' решение последоватеЛЬНЫ~1 IlнтеГРllрование~-I данного 
уравнения: 

у' = ~ хе- Х dx= -хе-х-е-х+Сi, 

У= ~ [-хе-Х-е-Х+Сl]dх=хе-Х+2ГХ+СlХ+С2, 

У= (х+2) е-Х +C1X+C 2• 

Воспользуемся начальными условиями: 1=2+C2 ; C2 =-I; 0=-I+C1 ; 

C1 = 1. Следовательно, искомое частное решение имеет вид 

y=(x+2)e- x+x-l. 

Это же решение можно найти и следующим оGраЗШI, используя сразу 
заданные начальные условня: 

х 

У' =у' (0)+ ~ хе- Х dx= [_xe-X_e-X]~ = _хе-Х_е-Х+ 1; 
о 

Х 

У=У (0)+ ~[-xe-x-e-x+ 1] dx= 1+ [(x+2)e-X+x]~ =(x+2)e- x+x-I.A 
о 

Решить уравнения: 

644. yIV = cos2 х; У (О) = 1/32; у' (О) = О, у" (О) = 1/8, у'" (О) = О. 
645. у'" = х sin х; у (О) = О, у' (О) = О, у" (О) = 2. 
646. у'" sin4 Х= sin 2х_ 
647. у"=2siпхсоs2 х-siпЗх. 
648. у'" = хе-Х ; у (О) = О, у' (О) = 2, у" (О) = 2. 
3. Дифференциальные уравнения вида F (х, у,Ш y(fHl), ••• , у(п»=О, ие 

содержащие искомой функции. Порядок тзкого уравнения можно понизить, 
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взяв за новую неизвестную функцию низшую ИЗ производных данного урав
нения, т. е. полагая y\llJ = z. Тогда получим уравнение 

F (Х, z, z', .•. , z(n-kJ) =0. 

ТаКЮI обраЗО~I, порядок уравнения понижается на k единиц. 

649. Найти общее решение уравнения ху" = у' ln (у' /х). , 

/::, Подагая у' =z, преобразуем уравнение к ВИДУ 
xz' = z In (z/x), или z' = (z/x) In (z/x). 

Это однородное уравнение первого порядка. Полагая z/x= " откуда z = tx, 
z' = t' х+ t, подучим уравнение 

t'x+t=t In t, 

Интегрируя, наХОДЮI 

dt 
или 

t (lпt-l) 
dx 
х' 

lп(lпt-l)=lпх+')пСi, иди lпt-l=С1х, 

откуда t =e1+C,x; возвращаясь к переменной у, приходим к уравнению 
у' =xe~+C,X. Следовательно, 

y==S xel+C,xdX=~lxel+C,X- ~iel+C,x+C2' & 

650. Тело массы т падает по вертикали с некоторой высоты 
без начальной скорости. При падении тело испытывает сопро
тивление воздуха, пропорциональное квадрату скорости тела. 

Найти закон движения тела. 

/::, Введем обозначения: пусть s-пройденный телом путь, и= ~ -ско-
tPs 

рость, Ш= dt 2 - ускореlfие. На тедо действуют силы: его вес Р = mg (по на-

правдению движения) и СОПРОТИв.'1ение воздуха F = kuZ === k ( :: ) ~ (против на
правления движения). 

На основании второго закона Ньютона приходим к следующему диффе
ренциа.'1ЬНОМУ уравненню движ~ния тела: 

тш=Р-ku2, или m:;~=mg-k (: у. 

Воспо.'1ьзуемся начальными условиями; есди 
d5 

t =0, то 5=0, u={[i=O' 
. d5 

ЗЮlеняя dt на "', перепишем уравнение в виде 

dv k 
dt=g-m и2, 

mg du k 
откуда, полагая -k =а2, имее~i -2--2=-dt. Интегрируя, иаходим (и..;;;а): 

а -" т 

1 а+и k 
-)п --=- t+Ci. 
2а а-и т 
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Если t=O, то v=O, откуда C1=O. Таким образом, 

}п a+v =2ak t. 
a-v т 

Отсюда 
e2akt/m_ I eakt/m_e-akt/m 

v=a а =ath(aktjт). 
e2akt/m + 1 eakl,m+e-akl/m 

ak ... / тg k ... / kg ds 
Но т = V Т' т = V т; заменяя v на dt ' получаем для определения S 

уравнение 

ds ... /kg 
dt =а th r т 1, 

откуда. интегрируя, находим 

S= у ;g а In сЬ y~ е+св= ~ In сЬ ~ е+с2• 
Поскольку 5=0 при е=(), имеем С2 =9. 

Итак, закон падения тела при сопротивлении воздуха, пропорциональном 
квадрату скорости, описывается фоРМУJЮЙ 

5=тJпсh y~e, 

а скорость движения-формулой v=ath y~ е, здесь а= y~g. Отме
тим, ЧТCJ CJtOPOCТb ладеН.я не возрастает 6еспредельно, так как 11m v = а = 

1 ..... a:J 

= У: (поскольку /~~ th ~ t = 1), где Р-вес тела, причем прак
тически скорость падения достигает своего предельного значения весьма 

быстро, отличаясь от Hero на весьма малую величину. Именно такую кар
тину наблюдают на практике при затяжных прыжках с парашютом с 60ЛL
шой высоты. 

Решить уравнения: 

651. у" - /' I = х (х - 1); У (2) = 1, у' (2) = -1. 

652. о-хв) у"-ху' = 2. 
653.2ху",у,,=у,,2_ а2 • 
654. (l + х2) у" + 1 + y,Z = О. 
655. у'"(x-l)-у"=О; у(2)=2; у'(2)=I, у" (2) = 1. 

4. Диффереициальные уравнения вида F (у, у', у", "', у(п) = О, не со
держащие независимой перемеиROЙ. Уравнение этого вида допускает пониже
ние порядка на единицу, если положить у' = z, а Зll новый аргумент принять 
сам у. В этом случае у", у"', ... выразятся по формулам (они выводятся 

dz 
по правилу дифференцирования сложной функции) y"=z dy' у'" = ZX 

Х [z::~+(:;Y], ... через z и производные от z по у, причем ,порядок 
уравнения понизится на единицу. 

656. Решить уравнение 1 + у,1 = уу". 
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" dz 2 dz l::, Положим у'=г, у =zdy' Уравнение примет вид ]+г =yzdi;; зто-

уравнение первого порядка относительно z с разделяющимися переменньши . 

Разделяем переменные и интегрируем: 

zdz dy ! v---]+г!''=-У; ]n(l+z2)=2]ny+2]nC1: l-f_ z2=С1у2; z=± C~y2_]. 

Отсюда, возвращаясь к переменной у, имеем 

у' = ± V Ciy2_.1, V dy ± dx, с] Jn (с1у +VCig2 - 1)= ± (х+С2), Ciy2-1 1 

или 

I 1 Х+С2 Y=c;r (е±(Х+С.) С, +е+!Х+С.) C')=C-ch C1 (х+С2) =c~ ch -с. . А 
-~1 1 I 

657. Найти у' из уравнения У2" =bsiny-ky·:2 при начальных 
условиях у (О) = О, у' (О) = ' О.' 

л П ,2 ? ,,, , , dz "[ dz 
u. 0,10ЖИМ У =z; тогда -у у =z =У dy' т. е. !J =2 dy' Уравнение 

I dz 
примет вид - - =Ь sln y-kz. Это-линейное уравнение первого порядка 

2 dy 
ОТl10Сl\Тельно г: 

Решая его методом БеРН~'.'1ЩI, т. е. используя подстановку z = 'Щ получим 

и ~+:! (~~ +2ku ) =21] 51п у; 
du 
dy +2ku = О, и = e- 2ky, dv = 2be21'ly 51п у dy. 

Интегрируя, находим 

2Ь 
и:--=< ] + 4ft! е 2"у (2k sln у - cos у) + с 

я 

')? 
z = ии = Се- 2ky + ] -1= 4k2 (2k sin у -~os у) = r/ 2

• 

2-' ~ 217 
Используем начальные условия : С·- 1+4k2 =0, т. е. ,,= 1+4k2 ' откуда 

получаем 

у'=± у 1~~k2 (e- 2kУ+2k5Iпу-созу). А 

658. Найти кривую, у которой радиус кривизны равен кубу 
нормали; искомая кривая должна проходить через точку М (О; 1) 
и иметь в этой точке касательную, составляющую с осью Ох 
У"ОЛ 450. 

l::, Так как радиус кривизны плоской кривой выражается формулой 

R=(I+y,lfI/2 y", а длина иормали N=yVl-!-у,2, то дифференциальное 
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уравнение задачи.Примет вид 

(1 + у'Z)З 12 

у" 

Отсюда, сократив на (I+y'Z)3/2, ПРИХОДIIМ к уравнеНIIЮУn'!/3= 1. 
dz dz 

Полагая у' = г, !I' = z • dy' ПD.'IУЧЮi для Z уравнение г. dy • уЗ = 1. 
Интегрируя его, находим 

zdz=у-Эdу, или ; г2=_ ~ y-2+{Ci, т. е. Z2=Ci-у-2; 

возвращаясь к переменной у, приходиы к уравнению y,2=Ci_Ij-2. 
Произвольную постоянную Ci найдем из УС.'IOвия, что касательная 

в точке М (О; 1) составляет с осью Ох угол450, т. е. tg 450 = ум = 1, И.'!и 

у'(О)=I. Следовательно, I=Ci-1, т. е. Ci=2. 
Таким образом, для определения у получено уравнение первого порядка 

У2у2 -1 
у,а=2_у-2, откуда у'= ; разде.'!яем пере~lенные и интегрируе~l: 

у 

ydy '.г-- 1 1 dx; "2 r 2у2-1 =Х+"2С2; у2="2[(2х+С2)2+ 1 ]. 

Произвольную постоянную С2 ·находим из условия прохождеНIIЯ кривой 
I 

через точку М(О; 1), т. е. 1-:-"2 [(2.0+С2)2+ 1]; С2 = 1. С.'Iедовате.'IЬНО, 

искомая кривая определяется уравнением 

у2=2х2+2х+l. А 

Решить уравнения: 

659. у" (2у+ З)-2у,1 = О. 
660. уу" - у,а = О; У (О) = 1, у' (О) = 2. 
661. а2у"! = I + у,а. 
662. уу'/ _ у/а = у21п у. 

663. y(1-lny)y"+(l+]ny)y,2=0. 
664. у" (1 + у) = у,а + у'. 
665. у" = у' /Vy-. 
5. Уравненни внда F (х, У, у', У', ... , у(n» = О, ОJl.нородные относи

тельно У, у', У, ... , у<n). Уравнение указанного вида допускает понижение 
порядка на единицу при замене у' /у=г, где z-новая неизвестная функция. 

666. Решить уравнение Зу/! = 4уу" + у2. 
6. Разделим обе части уравнения на у2: 

( у/)2 у" 
з у -4' у =l. 

у' у" у/2, у" 
Положим -=г, откуда --2=г, и.'Iи _=г'+г2. В результате по.1Учим 

у у У У 
уравнение 
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Отсюда, интегрируя, находи~, 

arctg Z=Ci-{Х, или z={g ( C1 - : ). 

Интегрируя последнее уравнение, получим 

IПУ=4Iпсоs(С1-: ) +IПС2 , или y=CZ'COS4 (Ci-:)'. 
667. Решить уравнение у/2 + уу" = уу/. 

/). Хотя это уравнение принадлежит к предыдуще~IУ виду, его можно 
проинтегрировать более простым способом. В этом уравнении левая часть есть 

(уу')/, в силу чего уравнение принимает вид (уу')/=уу', или d(y() =dx. 
УУ 

Отсюда In(yy')=x+lnC" или уу'=С1еХ , т. е . ydy=C1eX{/x. 

Интегрируя, находим окончательный ответ: 

yZj2=C1ex +C2 • • 

Решить уравнения: 

668. уу" - у,2 = О. 669. (у + у') у" + у" = О. 
670. 2ху,,,у,,=у,,2_ а2 . 671. y"=,t;'eY ; у(О)=О, у'(О) = 1. 

672. Найти у' из уравнения 2уу" = ky- у'2 при начальных 
условиях у (О) = 1, у' (О) = О . 

• Подстановка у,2 = Z. 

673. Найти кривую, если проеlЩИЯ радиуса КРИВ!iЗНЫ на ось 
Оу постоянна и равна а, а ось Ох касается искомой · кривой в 
начале координат . 

674. Найти кривую, у которой радиус кривизны в любой 
точке равен seca, где а-угол, образованный с осью Ох каса- ' 
теЛЬНОI{ в соответствующей точке. Искомая кривая проходит че
рез точку М (О; 1) и касательная к кривой в этой точке парал
лельна оси Ох. 

675. Тело, находившееся в начальный момент в жидкости, 
погружается в нее под дейсТ!'!ием собственного веса без началь
ной скорости. Сопротивление жидкости прямо пропорционально 
СКОРОСТИ тела. Найти закон движения тела, если его масса m. 

§' 3. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДI(ОВ 

J. Основные ПОН!lТИЯ. Л/lнейным диффереНЦllаЛЬНЫА! уравнеНlIeh/ n-го по
рядка называется уравнение вида 

у<") + al (х) у(n -1) +а2 (х) у<п-2) + ... +аn-l (х) у' + аn (х) у = f (х). (1) 

Здесь функции аl (х), а2 (х), "', аn (х) и f (х) заданы и непрерывны в некото-
ром промежутке .(а. Ь). . 

Уравнение (1) называется линейным неоднородНЫА!, нли уравнением с nра
БОЙ частью. Если же f (х) 2s О, то уравнение называется АllнеиНЫAt однород
ным. Однородное уравнение с той же левой частью, что и данное неоднород
ное, называется соответствующим ему. 

Зная одно '[астное решен не Yl линейного однородного уравнениq, можно 



с помощью линейной замены искомой функции у = Уl' ~ Z dx понизить поря
док, а следовательно, и порядок соответствующего неоднородного уравнения 

на единицу. Полученное уравнение (n-I)-ro порядка относительно z также 
является линейным. 

676 Д , " 2" , 1 . ано уравнение у + х у - у + х lп х у= Х и известно 

частное решение Уl = lп Х соответствующего однородного уравне
ния. Понизить порядок уравнения. 

6. Воспользуемся подстаtЮВКОЙ у = In х· ~ z dx, где z-новая неизвестная 
функция. Тогда, подставляя соответствующие производные 

y,=J-.5zdх+zlпх, y,,=-..J25zdХ+~+Z' Inx, 
х х х 

, 2 5 Зz Зz' 
у"'=-з z dX--2 +-+z" lnx 

х х х 

в данное уравнение, получим ура~нение второго порядка 

z"lnx+
21n

; ,z'+(;2-1nx )z=x .• 

При м е ч а н и е. Отметим, что применяя указанную подстановку к ли
нейному уравнению второго lIорядка и учитывая, что линейное уравнение пер
вого порядка интегрируется в квадратурах, можно проиитегрировать в квад

ратурах всякое линейное уравнение второго порядка, если известио одно ча
стное решение соответствующего однородного уравнения. 

677 П "+ 2, О . роинтегрировать уравнение у - у + у = , имеющее 
х 

sln х 
частное решение у 1 = Х . 

slлх 5 6. Произведем замену у=----;-. z dx; тогда 

У' х cos x-sln х 5 d +Sin Х 
х2 • Z Х -х- Z, 

y"=~z' + 2 (xcos x-sln х) .z- (х2 -2) sln x+2xcos Х.5 z dx. 
х ~ ~, 

Получаем уравнение 

Ci 
slnx.z'+2cosx·z=O, т. е. Z= S!r.2x' 

Следовательно, 

slnx 5 C1 dx _SlnX(C С t )-С slnx С cosx .... 
у=----;-. sln2 x -----;- Z-lC gx - 2'----;-- 1----;-'_ 

678. Понизить порядок и проинтегрировать уравнение у" sin2 Х= 
= 2у, имеющее частное решение у= ctg х. 

679. Уравнение у" _L + ~ ='0 имеет частное решение у = Х. 
х х 

Понизить порядок И проннтегрироватъ это ура.l3нение. 
680. Уравнение у" + (tg х-2 ctg х) у' + 2 ctg2 х· у='О имеет 

частное решение у = sln х. Понизитъ порядок И проинтегр.ировать 
это уравнение. 
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2. ЛииеАные однородные уравнения. ОДНИМ из замечательных свойств · ли· 
нейных уравнений является то, что общее решение таких уравнений можно 
найти по их известным частным решениям. Приведем теорему о структуре об· 
щего решения линейного однородного уравнения. 

т е о р е м а. Если Yl, У2' ••• , yn-линеЙн.о незадuсuмЬ/е частные реще· 
ния уравнения ,. 

1Inl + аl (х) 1In- 1) + ав (х) 1In -~) + ... + аn (х) у = О, 

то У=С1Уl +С2Ув+ ... +СnУn есть общее рещенuе это,о ур(vmенuя (е1, 
С2, ... , Cn -пРОUЗ80ЛЬНые постоянные). 

При м е ч а н и е. Функции Уl (х), У2 (х), ..• , Уn (х) называются линейно 
неЗШJUсuмы.ми в nро.межуmк~ (а, Ь), если онн не связаны никаким тождеством 

(X.lYl + (Х.ВУ2 + ... + (Х.nУn = О, 
где (Х.l' (Х.2 • ... , ct,,-какие-нибудь постоянные, не равные нулю одновременно_ 
Для случая двух функций это условие можио сформулировать и так: две 
функции Уl (х) И У2 (х) линейно н€зависимы. если их отношение не является 
постоянной величиной: y1 /Y2:1= const. Например: 1) YI=X, У2=х2 -линейно 
независимы; 2) Yl=e~, У2=е-~-линейно независимы; 3) Y1=2e3~, уz=5еЭХ -
линейно зависимы. 

достаточным условием линейной независимости n функций, непрерывных 
вместе со своими производными до (n-1)-го порядка в промежутке (а, Ь)', 
является то. что определитель Вронского (вронскuан) W [у!. У2 ' • _. ' Уn] этнх 
функций не равен нулю ни в одной точке промежутка (а, Ь). т. е. 

У1 (х) Ув (х) Уn (Х) 

y~ (х) y~ (х) y~ (х) 
W' [у!, У2, ••• , Уn) = :1= О. 

yill - 1) (х) y~n-l) (х) y~n-ll (х) 

Ес.,и данные п функцнй являются частными решениями .'IинеЙного одно· 
родного дифференциального ураВl{ения n-го порядка, то это условие (не06ра • 

. щение в нуль) является не только достаточным, но и необходимым условием 
линейной независимости этих n решений. 

Вронскиан n решений линейного однородного уравнения n·го порядка 

1In)+a! (х) y<n-.l) + ... +аn (х) У=О 

связан с первым коэффициентом этого уравнения al (х) формулой ЛUУ6IlЛЛЯ
Остроградского: 

х 

- ~ а, (x)dx 

W [Yi. У2 • ••• , Уn] = W [Y.i, У2, ••.• Уn] Ix= .ra·e Ха 

Совокупность n решений линейного однородного уравнения n-го поряДкз, оп· 
ределенных и линейно незаВИСИМblХ в промежутке (/1, Ь), называется фуnда
.менma.llbНОЙ сuсmе.моЙ решений этого уравнения. 

Для линейного однородного дифференциального уравнения BToporo порядка 

!I' + аl (х) у' + Il:! (х) У = О 

фундаментальная система состоит из двух линейно независимых решений Уl (х) 
и У2 (х); его общее решение находится по формуле 

У=С1Уl (Х)+С2У2 (х). 

Если для такого уравнения известно одно частное решение У1 (х), то вто
рое его решение, линеАно независимое с первым, можно найти по формуле 
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(яв.lяющеi!ся следствие~J форму .'lЬ1" Лиувилля - Острог радского) 

- S а, (x)dx 

У2 (х) = Уl (х) S е 2 dx. 
Yl (х) 

Это дает возможность интегрировать линеllныеоднородные уравнения 
второго порядка, длл которых известно одно частное решение, сразу, не при
бегая 1{ понижению их порядка. 

2 
Так, в примере 677 для уравнения уН+_у'+у=О известно решенпе 

х 

51п х • 
У! (х) = --. Нандем по приведенноlI выше формуле второе решение: 

х 

2 ~ dx 

(X)=Slnx[ е- х dx=s,nx5~=_~ 
У2 Х J (SI:XY Х sln2x х' 

Поэтому общее решеиие данного у равнения имеет вид 

-с sln Х С cos х 
у- l---Х-- 2-х-' 

Рекомендуем решить этим способом примеры 678 - 680. 

681. Показать, что У=СlеЗХ+С2е-ЗХ является оБЩИМ реше
нием уравнения уН - 9у = О. 

6. Подстановкой в ураl\нение легко убедиться в том, что функции 1Ii =е3Х 

и 112 =е-ЗХ являются его решениями. Эти частные решения линейно незави
симы, так как 111/112 =e3X/e- ЗХ =е6х i= const, а потому они составляют фун
даментальную систему решений и, следовательно, У =C1e3X + С2е- 3Х -общее 
решение .• 

682. Дано уравнение у'" - у' = О. Составляют ли фундамен
тальную ~истему решений функции е"', е-Х , сЬ х, являющиеся, 
как легко пр<1Верить, решениями этого уравнения? 

6. Для проверки линеАноА независимости этих решений вычис.'1им врон
скиан: 

I 
еХ е- Х 

W (Х) = еХ -е- Х 

еХ е-Х 

cll Х I 
sh Х • 

chx 

Этот определитель равен иулю, так как элементы l-А и 3-А строк одинаковы. 
Следовательно, данные функции линейно зависимы, а потому составить 

общее решение по этим частным решениям нельзя . Тот же результат можно 
получить быстрее, поскольку chx=(ex+e- X )/2 и, следовательно, данные три 
функции линейно зависимы. А 

683. Уравнению у" - у = о удовлетворяют два частных реше
ния Yl = sh х, У2 = сЬ х. Составляют ли они фундаментальную 
систему? 

684. Можно ли составить общее решение уравнения у" + 
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1- : у' + (1- 4~2 ) У = о '(х =1= о) по двум его частным решениям 
; . 1 1 

У = ,r-'Sinx у = ,г- ·COSX? r х '2 r х 
. Установить, являются ли линейно независимыми в пр оме
жутке CBoero существования следующие функции: 

685. х+ 1, 2х+ 1, х+2. 
686. 2х2 +1, х2 -1, х+2. 

687. VX-, Vx+a, Vx+2a. 
688. lп (2х) , ln (Эх), ln (4х). 

3. ЛинеАные однородные уравнениsr с постояннымн козффициентамн. Ли· 
flеЙflЬ/J.I OaH(jPOaflbtJ.l урсюненueАt n·го порядка с nостОЯНflьши коэффuцuен
тами называется уравнение вида 

y<n)+aly<n-l)+a2y<n-2)+ ••. +an-lУ' +аnу=О, (1) 

где коэффициенты al, а2, •.. , аn -l' аn-некоторые деЙствите.1ьные ЧИС.lа. Д.1Я 
нахождения частных решений уравнення (I) состав.'ЯЮТ хароктеР/lClnuчеСК1Jе 
уравнение 

(2) 

[юторое по.,учается из уравнения (1) заменой в нем произuодных нс!{олюй 
функции соответствующими степенями k, причем сама функция 3а:1Iеняется 
единицей. Уравнение (2) является уравнением n-й степени и имеет n корней 
(действительных или комплексных, среди которых могут быть и равные). 

Тогда общее решение дифференциального уравнения (I) строится в зави
сшюсти от характера корней уравнения (2): 

I} каждому действительному простому КОРНЮ k в . о~ще:\l rешенин соответ
ствует слагаемое вида Се//Х ; 

2) каждому действительиому КОРНЮ кратности т в 05щем решен ни соот
ветствует с.лагаеыое вида (C1 +С2х+ ... + С",х'" -1) e/lx ; 

3) каждой па ре комплексных сопряженных простых корней k(l) = ct + ~i 
II k(2) = ct - ~ i в общем решении соответствует слагаемое ,вида еа.х (С 1 cos Вх + 
-+- Cz slп Вх); . 

4) каждой паре комплексных сопряженных корней k(l)=a:+IH и k(2
) = 

= а- ~i кратности т в общем решении COOTBeTCTllyeT слагаемое вида 
еа., [(С1 +С2х+ ... +С",_lХ'" -1) COS ~X] + [(C~ +C~X+ .. . + C:n-1X'" -1) slл ~X]. 

689. Найти общее решение уравнения у"-7у'+6у=0. 

6. Составим характеристическое уравнение k2 -7k+6=О; его корни k1 = 
= 6. k2 = 1. Следовательно, ебх и ех - частные линейно независимые решения, 
а общее решение имеет вид 

у = C1e6X + С#Х .• 
690. Найти общее решения уравнения ylV -13у" + 36у = о. 

f::.. Характеристическое уравнение имеет вид k4 -13k2 +З6=О; его корням 
k1, 2 = ± 3, kз , 4 = ± 2 соответствуют линейно независнмые частные решения 
e~ ·\ e-~X, е2х и e- ZX . Следовательно, общее решение 

у =С1еЗХ +С2г 3Х +Сзе2Х +C4e-2.~. А 

691. Найти решение уравнения х-х-2х= о, удовлетворяю
щее начальным условиям х = о, х = 3 при t = о. 
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t:.,Характеркстическое уравнение k2 -k-·2=0 имеет корни ki=2, k2 = 
= -1. Следовательно, общее решение x=Clezt+C2e-t. Подставляя началь; 
ные условия в общее решение и его производную, получим систему уравнении 
относительно C1 и С2 : 

{ 
0=Ci+C2, 
3=2С1 -С2 , 

откуда C1 = 1, С2 = -1. Значит, решение, удовлетворяющее поставленным на
чальным условиям, имеет вид y=e2t _e- t . ... 

692_ Найти решение уравнения х'- 2х = О, удовлетворяющее 
краевым условиям х = О при t = О и х = 3 при t = 1п 2. 

t:., Характеристическое уравнение k2 -2k=0 имеет корни ki=O, k2 =2. 
Следовательно, общее решение записывается в виде х = С1 + C2e2t• Подставляя 
краевые условия в найденное общее решение, получаем 

{ 
С1+С2=0, { С1 +С2 =0, 
Cl+C2e2Jn2=3, ИJlн С1 +4С2 =3. 

Отсюда C1 =-I, C2 =1. Итак, x=e2X -1-искомое частное решение, 
удовлетворяющее заданным краевым условиям .... 

693. Найти общее решение уравнения у'" -2у" + у' = О. 
6. Характеристическое уравнение kЗ _2k2+ k=O имеет корни k1 =0, kз = 

= kз = 1. Здесь 1 является двукратным корнем, а поэтому линейно независи
мы ми частными решениями (;лужат 1, еХ , хеХ • Общее решение имеет вид 

У=Сl+Сzeх+сзхеХ . ... 

694. Найти общее решение уравнения у" - 4у' + 13у = О. 
ь. Характеристическое уравнение k2 -4k+ 13=0 имеет корни k=2 ± 3i. 

Корни характеристического уравнения комплексные сопряженные, а потому 
им соответствуют частные решения е2Х cos 3х и е2Х sin 3х. Следовательно, об
щее решение есть 

у=е2Х (С1 COS 3Х+С2 sln Эх) . ... 

695. Материальная точка массы т движется по оси Ох под 
действием восстанавливающей силы, направленной к началу ко
ординат и пропорциональной расстоянию движущейся точки от 
начала; среда, в которой происходит движение, оказывает дви
жению точки сопротивление, пропорциональное скорости движе

ния. Найти закон движения. 

6, Пусть х-скорость точки; х-ее ускорение; на точку действуют две 
силы: восстанавливающая 11 = -ах и сила сопротивления среды 'а = -ьх. 
Согласно второму закону Ньютона, имеем 

mх=-Ьх-ах, или mх+ Ьх·+ах=О. 

Мы получили линейное однородное дифференциальное уравнение второго 
рядка. Его характеристическое уравнение mk2+bk+a=0 имеет корни 

ki. 2 = (-ь ± У bl -4ma)/(2m). 

по-

1) Если Ь2-4mа > О, то корни-действительные, различные и оба отри
. цательные; вводя для них обозначения 

k1=(-b+ Ybl~4ma)/(2m)=-ri, kt=- (Ь+ YbI-4mа)!(2m)=-г., 



находнм общее решение уравнения движения в виде 

x=C1e-,·t + Cse-,·t 

(это-случай так называемого anерuoдиче",ого движения). 
2) Если bI-4mа=О. то корни характеристического уравнения-деfrстви, 

тельные равные: 

k 1 = ks = -Ь/(2т) = -г. 
В этом случае общее решение уравнения движения имеет вид 

х= (С1 +C.t) e-rt• 

З) Накоиец. если ы� 4таa < О. то характеристическое уравнение имеет 
комплексные сопряженные корни: 

k1 =--a;+~l. k8=-a-~i. 
где 

а= Ь/(2т). ~ = (У 4ат-Ь2)/(2т). 

Общее решение уравнения движения имеет вид 

x=e-at (CICOS~t+CISln~t), или x=Ae-аtsln(~t+сро), 
где 

A=VC~+C~. slnCj>o=C1/A, соз,о=С./А 

(затухающие колебания). А 

Найти общие решения уравнений: 

696. y"-у'-2у=О. 697. у"+25у=0. 
698. y"-у'=О. 699. у"-4у'+4у=0. 
700. yIV-2у"'+у"= .0. 701. yIV+a·y=O. 
702. ylV + 5у" + 4у = О. 
Найти решения уравнений, удовлетворяющие заданным на-

чальным или краевым условиям: 

703. у" + 5у' + бу = О; У (О) = 1, у' (О) = -б. 
704. у"-10у'+25у=0; у(О)=О, у'(О)= 1. 
705. у" - 2у' + 10y = О; у (л/б) = О, у' (л/6) = &,/6. 

706. 9у" + У = О; У (Зп/2) = 2, у' (Зл/2) = О. 
707. у" + Зу' = О; У (О) = 1, у' (О) = 2. 
708. у"+9у=0; у(О)=О, y(n/4)=1. 
709. у" + У = О; у' (О) = 1, у' (л/З) 0:'= О. 
710. Решить задачу 695, если сила сопротивления среды 

равна нулю. 

4. Лииеilные неодиородные уравиения. Структура общего решения линей· 
Horo неоднородного уравнения, т. е. уравнения с правой частью: 

1In)+аl (х) II n - 1)+ ... + аn _l (х) у' + аn (х) у=! (х). 
определяется следующей теоремой. 

Если и= и (х)-частное решение неоднородного уравнения, а Yl, У2, ••• , Уn
фундаментальная cucmeAla решений соответствующего одн.оptlдн.ого уравн.ен.ия. 
то общее решение линейного неоднородного уравнения имеет вид У=U+С1Уl + 
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+ C2yz+ ... +CllY,,; IfНblМИ словами. общее решение неоднородного уравнения 
равно суыме любого его частного решения и общего решення соответствую· 
щего однородного уравнения. 

c.1eДOBaT~.%HO. для построения общего решення неоднородного уравнения 
надо найти одно его частное решение (предполагая уже известным общее ре
шение соответствуюшего однородного уравнения). 

Рассмотрим два метода отыскания частного решения линейного неодно
родного уравнения. 

М е т о Д в а р и а Ц и 11 про И з в о л ь Н ы х п о с т о я н н ы х. Этот метод 
ПРИ:Vlеня~тся для отыскания частного решения линейного неоднородного урав
нения n·го порядка как с переменными, так и с постоянными коэффициен
та~ш, ес.~и IIзвестно общее решение соответствующего однородного уравнения. 

Метод вариации заключается в следующем. Пусть известна фундамен, 
тальная система решений Уl' У2' •••• Уn соответствующего однородного урав
нения. Тогда общее решение неоднородного уравнения следует искать в виде 

и (х) =С1 (х) У! +С2 (х) Уа+'" +Сn(х) Yn' 

где функции С1 (х). С2 (х) • •.•• СП (х) определяются из системы уравнеиий 

C~ (х) Уl +C~ (х) У2+'" +C~(x) Уn=О. 
C~ (х) у; + с; (х) У;+ ... +C~ (х) Y~ =0. 

с; (х) у:n -2 ) + С2 (х) yi'I -
2)+ ... +C~ (х) YAn-~) =0, 

C~ (х) уГ- 1) +С; (х) y~n-l)+ ... +C~ (х) y~n-l) =1 (х) 

[f (х) - правая часть данного уравнения). 
д.1Л уравнення второго порядка У" + al (х) У' + а2 (х) У = 1 (х) соответствуlO-

щая систе~lа имеет внд . 

{ 
С; (X)Yl+C;(X)Y2=0. 

C~ (х) У; + с; (х) y~ = f (х). 
РешеНIIе этой системы находится по Формулам 

С ( ) - ·5 У2! (х) dx . С () - 5 Ylf (х) dx 
1 Х -- . • 2 Х - • w (У!. Y2)W (Yl. Уз) 

В си.,), чего 11 (х) можн,О сразу определить по формуле 

( ) - 5 У2! (х) dx, 5 Ylf (х) dx 
и х - - У! W (Yl. У2) Т У2 W (Yl • . У2) 

(здесь W (Yi. Yz) -вронскиан решений У1 и У2)' 
Пусть. иаПР"~lер . требуется проинтеГрl1ровать уравнение 

"+ 2,+ ctgx 
У -;У У=-х-' 

Для соотвеТСТВУlOщего однородного уравнения мы нашли частные решення 

1 sinx С05Х 
Yi = -- и У2 = -- (см. с. 146); их вронскиан 

х . х 
W(Y1. У2)=--2' . Х 

ПОЭТО~IУ и (:с) можно найти по формуле 

slп.\: -х- . -х- cos х -х- . -х-J 
cos х ctg х J sln х ctg х 

II(X) =--х- (-I/x2) dX+-х- (-I/x2) dx= 

slnx scos2 x cosx 5 slnx. . cosx =--. - .- dx--.-. cos xdx=-- [ln I tg (х/2) I+cosx]---sln.t. 
х SIП х Х х х 
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Та. КЮ(Обр.а.'~О~(, . ц (х) = sln. х Jn Itg (х/2. ) I 06· а " ----,--...:.x~....:..:..~~. а щее решение данного ур B~ 

нения (шеет ВIЦ 

У=С1 sln х +С2 ~+ sln Х In I tg (х/2) 1. 
х х ,х 

П i> и м е ч а н и е. Еще раз отметим, ЧТО ' линейное неоднородное уравнение 
второго цорядка может быть проинтеГРИРОВIjНО в квадратурах, если, известно 
одно частное решенI!е !/l (х) соответс~вующего однородного ураВНelIИЯ; общее 
решение такого уравнения имеет ВИдУ=С1Уl+С2Уа'+U(Х), где Уа определя
ется ; через Уl пО формуле 

. _ ~ е - J а, (х) dx , 
Уа -Уl 2 ш, 

. !/1 

а u (х) опреде.'1яется через Уl.И У2 по вышеприведенной ·фОрмуле. 
Метод подБОР1! частного решеНИЯ , (метоД неопределен

н bl х К О Э фф и ц и е н т о в). Этот метод применим только к линейным урав
нениям с постоянными коэффициеНТIIМИ н только в том случае, когда его пра
вая часть имеет следующий вид: : 

f (х) = еа.х [Р n (х) COS ~x + Q т (х) sln ~x] 

(и.."и ЯВ.'1яется суммой функций такого вида). Здесь а и ~ - постоянные, Р n (х) 
Ц Qт (х)-многочлены от х COOT~TCTBeHHO n-й и той степени. 

Частное решение уравпеиия n-го порядка ' 

у(n) + alY<n -1) + а2У(n - 2) + ... + апу = f (х) 
(где f (х) имеет указанный вид, а а\, а2, .. . , ап -деЙСТВИТe.rIьные постоянные 
)(оэффнцнснты) сдедует искать в виде 

tt (х) =х'еа.х [Рl (х) COS ~x+ Ql (х) sln ~x]. 

Здесь г равно показателю кратности корня а + ~i в характеристическом 
уравнении kn + alkn -1 -1- •.. + ап = О (если характеристическое уравнение та
кого корня не имеет, то следует положить г=О); Рl (х) и Ql (х)-полные мно
гочлены от х степени 1 с неопреде.'lенными коэффициентами, причем 1 равно 
наибо.1ьше~1); из чнсе.'! n и т (l = n ~ т, или 1 = т;;:;' n) : 

Рl (х) =Aoxl +A1xl -'1+ ... +Al;· QI (x)=Boxl+Blxl-l+ .•• +81' 

Подчеркнем, что многочлены Рl (х) и Ql (х) должны быть п о л' н ы м и 
(т. е . содержать все степени х от нуля до 1), с различными неопределенными 
коэ~'ФIIЦllентами при одних и тех же степенях ' Х ' В обоих многочленах и что 
при этоы, если в выражение функцни f (х) входит хотя бы одна из функций 
cos Рхи.1И sln ~x, то в tt (х) надо всегда ВЕОДИТЬ о б е функции . 

Неопреде.'lенные коэффициенты можно найти . из системы линеАиых алгеб
раических уравнений , получаемых отождесплением коэффициентов под06ны·х 
Ч.1енов в правой и девой частя·х .исхоДного уравнения после подстановкн в него 
и (х) вместо У.' 

Проверку правильности выбранной формы частного решения дает сопо
стаВ.1ение в с е х членов Правой части уравнения с подобlJЫМИ им· членами 
левой части, появившимися в ней после подстановки u (х). 

Ес.'1И правая часть исходного уравнения равна сумме нескольких различ
ных фуикций рассматриваемой структуры, то для отыскания частного решения 
такого уравнения нужно исrюльэовать т е о рему н а л 0 ж ,е н и я реш е н и й: 
надо найти ч'!!стные решения, соответствующие отдельным слагаемым правой 
части, 1( DЗЯТЬ ИХ сумму, которая и ЯD.'Iяется частным решением исходного 

уравнения (т. е. уравнения с ' суммой соответствующих функций в правой 
час:и). ' 
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При м е '1 а н и е. Частными случаями функции f (х) рассматриваемой 
структ-уры '(ПРИНВJJИЧИИ -которых впрввой части урввненияприменим метод 
подбора частного решения) являются следующие функции: 

1) '(х)=Аеах, А-постоянная {a+,~i"","a}. 
2) f (х).= А СОБ f}«+B sln ~x, Аи ,В- постоянные ,{а + r.i """ ~i}. 
3) '(х).=Рn(х) (многочлен степени n) {a+~i==O}. 
4) ! (х) = Рn (х) еа-х ,{а + ~' "'" aJ. 
5) j(x) = Р n (х) СО5 ~x+ Q т (х) sln~x :{а + ~i ==,~i}. 
6) J (х) = еах (А cos ~x+ В sln,~x}, А и 13 -,постоянные. 

7Н. На'Йти 'частное -решение уравнения у" -2у' -Зу = etlC , 

удовлетворяющее kpaeBblM условиям у /х= 1112 = 1; У 'х=2 In 2 = 1. 
6. ХарактеристичеСlюе уравнение 'k2-.2k-3 = О имеет корни k1 = 3, 

k2=-I. Общее решение соответствующего однородного уравнения у=С1е3Х+ 
+С2е-Х • Частное решение исходного уравнения следует искать' в виде и=A~x 
(так как в правой ЧВС11и ,OTCYTC'I"8Yioт синус и косинус, ,коэффициентом при 
ПОКВЗВlJeJJЬНОЙ 'функции служит 'МНОl'очлен ,кулезой С'Fепени, 'Г. е. 'l = n = О, 
и т = е, mоокольку а.== 4 ие являет!:я 'корнем 'ХlI'рактеристическото уравнения). 

Итак, 

'UW 
_ 2u' -ди = 6Ае4« = е"'" 

Таким образом, А = 1/5. Следовательно, общее решение данного уравнения 
1 

у=С1е3х +С2е- Х +"5 еАх • 

Для нахождения Ci и Cz воспользуемся краевыми условиями: 

{ 

С1е3 1п : +С2е-1п 2 + ~ е,IП2=1, .( 8Cl+,~ C2+~6=1, 
, 1 или ' 1 256 
,с1.е8ы1+сzе-2Iп2+5-еslп.2=1,' 1,64C1+TC'2+T=I. 

Отсюда C1 = -491/600, 'С2 = 652/75. Итак, 

1, '652 491 
Y=r; e4X+"'75e-Х-600е3х .• 

712. 1lJpоинтегрировать уравнение у" + у' -2у= соsх-Зsiпх 
при начальных условиях у (О) = 1 ,у' (О) = 2. 

6 КВJjактеристическое уравнениеk2 +k-2=0 имееТIЮРНИ k1 = 1, k2 = 
=-2, а потому общее решение однородного уравнения Y=Cle-2Х+С2еХ. 
Частное решение неоднородного уравненняследует искать в виде 

u = А СО5 Х + В s1п х 
(в данном случае а=О, ~= 1, a+F.i=i; поскольку такого карня ухаракте· 
ристического уравнения нет, то r ='0; т = n = О, а следова'FI!ЛЬНО, и 1 = О). 

i5 

Итак, 

1
-21u = A,Qosx+,B€lnx 

+ 1 u'=-Аs!пх+Всоsх 
1 и" = - А со!> Х - В sln х 

и"+и' -2и= (B~3A) со!) х+ (-3В-А) sln Х= СО5 х-3 51п х. 



Т аким образом, имеем систему 

{ 
В-3А=I, т. е. А=О, 8=1. 

38+ А=3, 

Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид 

у= C1e-2:c+ С2еХ +sin х. 

Найдем C1 и Сэ, используя начальные УСЛDII.ИЯ: 

{ 
Cleo+Czeo+sinO=I, {Cl+C2 =1, 

-2С1ео+С2ео+соs 0=2, или -2C1 +С2 = 1. 

Отсюд,а C1=0, Сэ =1, т. е. y=eX+slnx. А. 

713. Проинтегрировать уравнение у" - у' = ch 2х при началь
ных условиях у (О) = у' (О) = О. 

6. Характеристическое уравнение k'Z-k = О имеет корни k1 =0, ~ = 1. 
Общее решение однородного уравнения y=C1 +C2eX • Частное решениенеодно· 
родного уравнения в данном случае м~жно и<!.Кать в виде и = А сЬ 2х+ 8 sh 2х. 
~ифференцируя и подставляя в исходное уравиение, получим: 

I 
О I и = А сЬ 2х+ 8 sh 2х 

+ -1 и' =2А sh 2х+ 28 ch 2х 
1 и" =4А ch 2х+ 48 sh 2х 

и"-и' =(4А-28) сЬ 2х+ (48-2А) sh 2х=сЬ 2х. 

Т аким образом, 

{ 
4А-28= 1, А 1 3 В 1-

-2А+4В =0; = / ,= /0. 

Значит, общее решение исходного уравнения имеет вид 

~ля нахождения С1 и СЭ ИСlIо.1ьзуем начальные условия: 

Следовательно, C1 = О, С2 = - 1/3. Игак, искомое частное решение имеет вид 

1 1 1 
у=-з еХ +з сh2х+в sh2х . .. 

При м е ч а н и е. Согласно общей теории мы должны были бы правую 
часть заданного уравнения представить в виде (1/2) (еЭХ +е- 2Х) и IIрименить 
теорему наложения, т. е. ИСJUlть отдельно Rешения, соответствующие слагае· 

мыM (1/2) е2Х и (1/2) е-2Х правой части. мы имели бы: 
для (1/2)е2Х :а=2, ~=O; a+~i=2; г=О; n=l=O; таким образом, 

Щ (х) = A1e2X ; 

для (1/2) е-2:с:аl =-2, ~1=0; al+~11=-2; г=О; nl=/l=O; таким 
образом, и! (х) = 8 1e- 2X • 

Поэтому частное решение следовало искать в виде 
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но 

A1ezx + В1г 2Х = А 1 (ch 2x+sh 2х) + В1 (ch 2x-sh 2х) = 
= (А 1 +В1) ch 2х+ (А 1 -В1) sh 2х= А ch 2х+ В sh 2х. 

Именно в этом виде мы и искали решение данного уравнения. 
Вообще следует заметить. что при изменении метода подбора частного 

решения последнее всегда отыскивается в виде функции такой же структуры, 
как и правая часть заданного уравнения, но при этом це.'1есообразно допол
ненной добавочными слагаемыми и множителями, чтобы обеспечить возмож
ность отождествления получениых после подстановки в левую часть уравне

ния членов со всеми (подобными им) членами правой части. 

714. Решить уравнение у"-2у'+2у=х2 • 

6. Характеристическое уравнение kZ -2k+2=0 имеет корни ki. 2 = 1 ± i, 
а потому общее решение однородного уравнения у=еХ (С1 cos х+сз sin х). Част
ное решение следует искать в виде и=Ах2+Вх+С (в данном случае а=О, 
~ = О, а+ ~i = О; так как О не является KopHe~ характеристического ypaf\He
ния, то ,=0; n=1=2). Итак, 

1 

21 и=Ах2+Вх+С + -2 и' =2Ах+В 
1 и"=2А 

и"-2и' +2и=2Ах2 +(2В-4А) x+(2C-2В+2А) = .1:2. 

Отсюда 2A=I, 2В-4А=О, 2С-2В+2А=О, т. е. A=lj2, В=I,С=I/2. 
Слrдовательно, общее решение исходного уравнения . 

1 
у=еХ (С! cosx+C2 sln Х)+2 (х+ 1)2 .. А 

715. Решить уравнение у" + у = хеХ + 2е-Х • 

6 Характеристическое уравнение k2 + 1 = О имеет корни ki, 2 = ± i, по
этому общее решение однородного уравнения у = С1 cos Х+С2 sln х. По.'1ьзуясь 
принuипом наложения, частное решение исходного уравнения буде! искать 
в виде и = Щ + из = (Ах+ В) еХ + СгХ (имеем для 111: 11 (х) = хеХ , аl = 1, 
~1 =0, аl + ~li = 1; поскольку такого корня нет, '1=0; n=l= 1; Д.1Я !lz: 12 (х)= 
=2е-Х ; CGz=-I, ~2=O' CG2+~zi=-I; '2=0; nl=ll=O), Итак, 

1

11 и=(Ах+В)еХ+Се-Х 
+ О и' =АеХ+(Ах+В) eX-Сг" 

1 и"=2АеХ +(Ах+В) еХ+ Сг,У: 
и"т и =2АхеХ +(2А+2В) еХ +2Се Х = .1:еХ +2е ,-:. 

Отсюда 2A=I, 2А+2В=О, 2С=2, т. е. A=lj2, В=-I,2, C=l. 
Следовательно, общее решение исходного уравнения 

y=C1 cosx+Czslnx+ ~ (х-I)ех+гх . А 

716. Решить уравнение у'" +у"-2у' =х-е". 

6. Характеристическое уравнение kЗ +k2 -2k=О имеет корн!! .k1 =0, 
k 2 = 1, kз = - 2, а потому общее решение однородного уравнения у = С! + 
+С2еХ+Сзе-2Х. Частное решение ищем, пользуясь принuипоы на.10жения, 
в виде U=Ul+llz=x(Ax+B)+CxeX, Итак, 

15 

О и=(Ах+В)х+СхеХ 

+ -2 и'=2Ах+В+СеХ +СхсХ 

1 и"=2А +2СеХ +СхеХ 

и,и = 3СеХ -1- СхеХ 
и,и +ll"-2и' =-4Ах+(2А -3В)+3СеХ = x-е·V:. 



Отсюда -4А=I, 2А-28=О, 3C=-I, Т.е. А=-1/4, 8=-1/4, 
С = - 1/3. С.rIедовательно, общее решение исходного уравнения 

У=Сl+С2еХ+Сзе-2Х_; х(х+ 1)- ~ хеХ . ... 

717. Найти решение уравнения у" + у = 3 sin х, удовлетворяю
щее краевым условиям у (О) + у' (О) = О, У (п/2) + у' (п/2) = О. 

6 Характеристическое уравнение kl + 1 = О имеет корни ki, 2 = ± ё, а по
тому общее решение OДHOPOДJiOГO уравнения у=С) cos х+Си S!л х. Частное 
решение следует искать в виде и = х (А cos х+ 8 s!л х) (в данном случае а;=О, 
/:I=ё, a;+~i=i; так как i является простым корнем характеристического 
уравнения, то г=1; т=n=l=O). Итак, 

1

11 u=(Асоsх+8s!лх)х . 
+ О и' =(- А s!л х+8 cos х)+(А cos х+8 ЗLnх) 

1 и" = 2 (- А sln х+ 8 cos х) + (- А cos х- 8 SI"x) х 
u
п

+u=-2А sJnx+28 cosx==3sJnx. 

Отсюда - 2А = 3, 28 = О, т. е. А = - 3/2, 8 = О. Следовательно, общее 
решение исходного уравнения 

3 
у = Ci соз х+ Сэ s!л Х-2" х соз Х. 

Постоянные Ci и СВ найдем, используя краевые условия. Имеем 

y'=-С~SJnХ+С2СОSХ+ ~хs!лх-~ созх, 
и, далее, 

3 
У (О) =Ci со:; О+Сз sl" О -2'О'СОЗ 0=C1, 

у' (О) =- С! з1п 0+С2 соз 0+ ~ .0·sJn 0- ~ СОЗ 0=С2- ~ , 

( Л:) л: л: 3 л: л: 
У 2" =СiСОS2"+Сzs!П2"-2·2"·СОS'2=Сz, 

,(л:) л: л: 3 л: л: 3 л: 3л: 
У 2' =-СlS!n2'+С2СОS2'+2'.'2'S!л2'-2'СОS2'=-Сl+Т· 

Таким образом, 

у(О)+у' (0)=C1 +C2-3/2=0, 
у (л:/2) +у' (л:/2) =CZ-C1 +З1tf4 =0, 

откуда получим систему уравнений 

{Cl+CZ=~/2, С1 -С. =o.Jл:/4, 

решая которую, находим С1 = 3 (2 + л:)/8, С. = (2-л:)/8. Значит, решение исход
ного уравнения, удовлетворяющее поставленным краевым условиям, имеет вид 

3 3 
у=в [(л:+2) соз х-(л:-2) sJn х] -2' х cosx .... 

718. Найти решение уравнения у" + бу' + lOy=80~ cos х, удов
летворяющее начальным условиям у (О) = 4, у' (О) = 10. 
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t.. Х;арактеРИСТИLJеское уравнение k 2 + 6k + 10 = О имеет корни ki. S = 
='-3 ± ~ и общее решение соответствующего 'однородного уравнения у = 
= е-ЭХ (Ci СО5 х+ Ct 51п х). Частное решение данного неоднородного уравне
ния будем искать в виде и=еХ(А cosx+Bslnx). Тогда 

/

101 и=еХ(А cosx+Bslnx) 
-1- 6 и' =еХ (А cos х+В su1 х-А sln х+В С05 х) 

1 u"=eX(-2Аslпх+2Всоsх) 
и"+6и' + lОи_еХ [(16А +8В) С05 x+(16B-8А) sln х] = 80еХ cos х. 

Отсюда 16А+8В=80. 16В-8А=0. т. е. А=4, В=2, и общее решенне 
исходного уравнения таково: 

у=е-Эх (С1 С05 x+Cz slл х)+2еХ (2 cos x+5in х). 

Постоянные С1 н С2 найдем, используя начальные условия. Имеем 

у' =е-ЗХ (- 3Ci cos х-3С! 5ln x-C1 5ln х+С! cos х) +2еХ (3 cos x-sln х) 

н, далее, у (О) =Ci+4=4, у' (О) =-3Сi+Сz+6= 10, откуда С1 =О, С2 =4. 
Итак, решение исходного уравнения, удовлетворяющее начальным условиям, 
имеет вид 

у=4е-3Х sln х+2еХ (2 со,; x+slnx) .• 

719. Найти решение уравнения у" + у = tg х, удовлетворяющее 
краевым условиям у (О) = У (л/б) = о. 

6. Х арактеристнческое уравнение k2 + 1 = О нмеет корнн ki, 1= ± 1, а по
тому общее решен не однородного уравнения y=C1 COSX+C2 5lnX. Частное ре
шение исходного уравнения методом неопределенных коэффициенто!! искать 
нельзя (функция t (х), в отличие от предыдущего, имеет другую структуру), 
а потому воспользуемся методом вариации произвольных постоянных. Будем 
искать решение уравнения в виде 

y=C1 (х) cosx+C2 (Х)5lnХ, 

где функции С! (х) и С. (х) нужно найти из системы уравнений 

{ C~ (х) Yi+C; (х) У2 ~O, { C~ (х) СО5 х+ С; (х) 51п х=О. , или 

C~ (х) y~+ С; (х) Y;=f (х), -С; (х) 5lnх+С; (x)cosx=tg х. 

Решая эту систему, получаем С~(Х)=-5in2Х/СО5Х, С~=Slлх, откуда 

Ci (х) =-5 ~::: dx+A =5ln х-lл tg ( ~ +:) +А; 
Cz (х) = -С05 х+в. 

(Вместо решения этой системы можно было воспользоваться формулами, при
ведеННЫМII на с. -152.) 

Таким образом, общее решение исходного уравнения 

у = А cos х + В sln х - '05 Х ·1п tg (-i+ : ) . 
где А и В-произвольные постоянные, которые нужио определить из краевых 

условий: 

{ А С05 О+В sln 0-с05,О·lп tg (л/4) =0, 
А СО5 (л/6) + В sln (л/6) -С05 (л/6) In tg (л/3) = О. 

Отсюда А = О, В = (уз /2) 1п 3. Следовательно, решение, у ДОВJ1етворяющее по· 
ставленным краевым условиям, имеет вид 

уз (х Л) y=-2-1п3slnХ-С05хlпtg Т+"4 ... 
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720. Свободно висящая на крюке однородная цепь соскаль
зывает с него под действием силы тяжести (трением можно пре
небречь). Определить. за какое время соскользнет с крюка вся 
цепь. если в начальный момент цепь покоилась. а длина цепи с 

.одноЙ стороны крюка была равна 10 м. с другой 8 м. 

6. Пусть масса одного norOHHoro метра цепи равна т. Обозначим через % 
длину большей части цепи, свешивающейся с крюка через время t после на
чала движения. К цеитру тяжести цепи приложеиа сила F = [х-(18-х)] mg. 
Масса всеА цепи равиа 18т, ее ускорение равно Х. Итак, приходим к урав
нению движения центра тяжести цепи: 

18mx=(2x-18)mg, или x-{-x=-g. 

это уравнение надо проинтегрировать при начальных условиях: х= 10, х =0 
при t=O. 

Кории характеристического уравнения ki, ,= ± Yg/3; частное решение 
иеоднородного уравнения следует искать в виде и= А; после подстановки в 
уравнение находим А =9. Таким образом, общее решение уравнения имеет вид 

x=C1et Yg/3+ Cze- t Уg/з+ 9 • 

Используя начальные ус.'ювия, получим 

{ С1 +Са +9=1O, 
(yg/3) (С1 -Са) =0, 

откуда Ci = Cz = 0,5. Значит, 

х= (e t yg /3+ e- t Yg/З)!2+9=9+сh (t yg/з). 

Время, за которое соскользнет вся цепь, определится из условия: х= 18 м 
при t = Т. Следовательно, 

е т Уг/3 +е-Т Yg/3 
18=9+ch (Т yg /3). или 2 9. 

Решая полученное уравнение относительно Т, находим 

Т = (3 /ую lп (9+4 У5) ~ 2,76 с . А 

Решить уравнения: 

721. у" -4у' + Зу = e~X; у (О) = З. у' (О) = 9. 
722. у"-8у' + 16у =е4Х ; у (О) = О. у' (О) = 1. 
723. у"-6у' + 25у= 2 sinx+ Зсоsх. 
724. у" + у = cos Зх; у (л/2) = 4. у' (лj2) = 1. 
725. у"-6у' +8у=зха +2х+ 1. 
726. 2у"-у' = 1; у(О)=О. у' (0)= 1. 
727. y"+4y=sin2x+l; y(0)=lj4. у'(О)=О. 
728. у" -4у' = 2 sh 2х. 
729. у" + 4у = СО5 2х; У (О) = У (л/4) = О. 
730. у" + Зу' -10у = хе- ах • 
731. у" -(а +~) у' +a~y = аеах + bef3x • 
732. у" - У = х cosz х. 
733. у" - 9у' + 20у = х'е4Х • 
734. у" -у= 2 sh х; у (О) = О. у' (О) = 1. 
735. у" -4у = ch 2х. 
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736. у" -2у cos <р +у'= 2 sin xcos <р. 
737. у"-2у' +2y=exsinx. 
738. у" + 9у = 2 sin х sin 2х; у (О) = У (л/2) = О. 
739. у" -4у' + Ву = 61e2x sin х; у (О), у' (О) = 4. 
740. Показать, что общее решение дифференциального ypaB~ 

нения y"-т2у=О можно представить в виде y=C1 chmx+C2 x 
xsh тх. 

741. Показать, что общее решение дифференциального урав
нения у" -2ау' + (aa_~2) у = о можно представить в виде у = 
= еах (С 1 ch ~x+ Са sh ~x). 

742, Определить закон движения материальной точки массы т, 
перемещающейся по прямой под влиянием восстанавливающей 
силы, направленной к началу отсчета перемещений и прямо про
порциональной расстоянию точки от начала отсчета, если сопро
тивление среды отсутствует, а на точку действует внешняя сила 
F= А sinrot .. 

Решить уравнения методом вариации произвольных постоян-
ных: 

743. 1/ + у = l/V cos 2х. 744. у" + 5у' + 6у = 1/(1 + е2Х). 
745. Y"+4y=ctg2x. 746. y"cos(x/2)+(I/4)yco~(x/2)=1. 

747. Решить задачу 720 с учетом трения цепи о крюк, если 
сила трения равна весу одного погонного метра цепи . 

• Уравнение движения центра тяжести цепи имеет вид 

18x'=gx-(18-x) g-g.l. 

5. Уравнение Эйлера. Линейное уравнение с переменньщи коэффициента. 
ми вида 

(1) 

или более общего вида 

(ах+ь)n у(n) + аl (ax+b)n-1 y(n-l) + ... + аn_1 (ах+Ь) у' +аnу= f (х) (2) 

называется уравнением Эйлера. Здесь щ- постоянные коэффициенты, С по· 
мощью подстановок x=et для уравнения (1) и ax+by=et для уравнения (2) 
оба эти ураВl;lения преобразуются в .линеЙные уравнения с постоянными коэф
фициентами. 

748. Решить уравнение х2у" -ху' + У = О. 
dt 1 

-"~." Полагая x=et , или t = lл х, откуда Тx=-X=e- t, получи~! 

у' = dy =!!JL • .!!!...=Ye-t, 
dx dt dx 

d . dt • , t о.. . t 
у"=IЛ [е-/у] dx =(ye-t)(.e- =(у-у)е- 2 

(дифференцирование по t обозначаем точками). Тогда ' исходное уравнение 
примет вид 
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Характеристи~еское уравнение k2 -2k+I=0 имеет !(орни k1 =k2 =1. Следо
вательно, общее решение 

y=(Ci+C2t) et, или у=(С1 +С2)п х) х . .. 

749. Решить уравнение (4x-l)2 у"-2(4х-l)у'+8у=О. 

, 1 dt . 
6. Положим 4х-I =et ; тогда dX=4 et dt, dx =~-t. Отсюда 

, dч dt .. . 
У =(J[' dx =4e-t .y, у" = 1OO- 2t (у-у). 

Ис:<о;{но~ уравнение принимает вид 

1OO2t .e-2t <у-у)-4 .2et .e- t . у+8у= о, или 2у-3у'+ у= О. 

Характеристическое ' уравнение .2k2~3k + 1 =0 имеет корни k1 = 1, 
Следовательно, общее решение 

y=Clet+Czet/z. или y=C1 (4x-I)+С2 Y4x-l . .. 

750. Решить уравнение у" -ху' + у = cos In х. 

6. Положим х=еt;тогда t= 1п х, ddt =...!.-=e- t , следовательно, 
х х 

xe-t , y"=(Y_Y)e- 2t • Данное уравнение примет вид 

у-2у + у = cos t. 

kz= 1/2. 

, . 
у =уХ 

Общее решение однородного уравнения есть У= (С1 + C2 t) et, а частное реше
ние неоднородного уравнения следует искать в виде u = А cos t + В sln '. Тогда 

1 

1 1 u = А cos t + В sln t 
+ -2 u'=-,Аslпl+ВсоsJ 

1 u"=-Acost-B Slnt . 

и" -2и' + u =-2В cos t + 2А sln t = cos t j 

откуда В = -1/2. А =0. СлеДОАательно. общее решение исходного уравнения 

y=(Ci+C2t)et--}siпt. или U=(Сi+С2IПХ)Х-{Sln1пх ... 

Решить уравнения: 

75t. x2y"-ху'+2у=О. 
752. х2у" -Зху' + Зу= З ln2 х. 
753. х2у" + ху' + у = sin (21n х). 
754. х2у"+3ху'+у=1/х; y(I)=l. y'(I)=O. 
755. x2y"~3xy'+4Y=X3/2; y(I)=1/2, у(4)=О. 

§ 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ПОМОЩЬЮ РЯДОВ, 

1. Прим~нение рядов к решенню дифференциальных уравнений. В Не'КОТО
рых случаях. когда интегрирование дифференциального уравнения в элемен
та рных функциях невоз~JOЖНО, решение такого уравнеНIIЯ ищут в виде степен
ного ряда 

'" У= ~ С" (х-хо)n. 
n=О 
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Неопределенные коэффиц.иенты СП (n = о: 1, 2, ... ) находят подстановкой 
ряда в уравнение и приравниванием коscj:фициентов при одинаковых степенях 
разности х-хо в обеих частях полученного равенства. Если удается найти 

, все коэффициенты ряда, то получениый ряд определяет решение во всей своей 
области сходимости. 

В тех случаях, когда длЯ' уравнения у' = f (х. У) требуется решить задачу 
Коши при начальном условии у Ix=xo = Уо. решение можно искать с помwью 
ряда Тейлора: 

ф у(n) (х ) 
У= ~ n1 о (х-хо)n, 

n=О 

где у (хо ) = Уо. у' (хо) = f (хо. Уо), а дальнейшие производные у(lI) (хо) находят 
последовательным дифференцированием исходноro уравнения и подcrановкой 
в результат дифференцирования вместо Х, У, у',: .. значений хо, Уо, y~ 'j{!'e'cex 
остальных найденных последующих производных. Аналогично с помощью ряда 
Тейлора можно интегрировать и уравнения высших порядков. 

756. Проинтегрировать ураВljение у" _х2у= О. 

6. Будем искать решение этого уравнения в виде ряда 
Y=Co+C1X+C 2XZ + •.. +СnХ" + .... 

Подставляя У и у' в исходное уравнение, находим 

[2·1Cz+ 3·2Сзх+ 4.3С4х2 + ... + (n + 2) (n+ 1) Cn+i Х" + ... ]
_х2 [Со + C1X+C2Xa + ... + СnХ" + ... ) = О. 

Сгруппируем члены с одинаковыми степенями х: 

<ю 

2.1С2 +3·2Сзх2 + ~ [(n+4) (n+3)Cnh-С,.] хn + 2 =О. 
,.=0 

Приравнивая нулю все коэффициенты полученного ряда (4тобы уравнение об
рати лось в тождество). находим 

(n+3) (n+ 4) 
(n=О, 1,2, ... ). 

Последнее соотношение позволяет найти последовательно все коэффнциенты 
искомого раЭJJожеНIiЯ (Со и C1 остаются проиэвольными и и.грают роль про
иэвольных постоянных интегрирования): 

Со Ci 
C4k=3.4.7.8 ... (4k-1).4k; C4k+i= 4·5·8·9 ... 4k (4k+ J); 

.С4k+а=С4k+З=О (k=O, 1,2, ... ). 

Таким образоы, 

00 x4k а> x4k +l 

у=со ~ 3·4·7·8 ... (4k-l) 4k +C1 ~ 4·5·8·9 ... 4k (4k+ 1) 
, k= О ' k=O 

Полученные ряды сходятся на всей числовой оси и определяют два линей-
но независимых частных решения исходного уравнения . .. ' 

с ПОМОЩЬЮ разложения в ряд ПО степеням х проинтегрировать 
следующие уравнения и определить область существования полу-
ченного решения: ( 

7~7. у' + ху= О. 
758. у'=х-2у; у(О)=О. 



• в силу начального условия положить СО = О. 

759. у"+ху' +у=О. 
760. у"-ху' -2y~0. 
761 .. у"+ х2у =0; у(О)=О; у' (0)= 1 . 

• в силу начальных условий положить Со = О, Ci = 1. 

762. Про интегрировать приближенно с помощью ряда Тейло
ра уравнение у' = хВ + у2, У (О) = 1, взяв шесть первых членов 
разложения, отличных от нуля. 

6.иэ уравнения начальных условий находим у'(0)=02+1 2 =1. Диффе. 
ренцируя данное уравнение, последовательно получае~1 

!/,=2х+2уу", уШ =2 +2y I 2+ 2уу", ylY =6у'у" +2yy l
ll, 

yV=6y"2+8y 1y l
ll +2yylV. 

Полагая х=о и используя значения у (О) = 1, у' (О) = 1, последовательно нахо· 
дим у" (О) =2, у'" (0)=8, уl v (О) =28, yV(O) = 144. Искомое решение имеет вид 

х ' 2х2 '8хЭ . 28х' 144х5 
у=1+П+2Т+:ЗТ+4i+-5-t + .... ~ 

763. у" = х + у2, У (О) = О, у' (О) = 1. Найти четыре первых 
(отличных от нуля) члена разложения. 

Ь. Дифференцируя уравнение у" =х + у2, И/.lеем 

у'''=1+2уу', ylV=2yy"+2y'2, уУ=2УУ"'+6у'у", 

УУ! =2yylV + 8у"у'" + 611"2. 

При х=О получаем 

у (О) =0, у' (О) = 1, у" (О) =0, у,и (О) = 1, у\ V (О) =2, уУ (О) =0, уУl (О) = 16. 

Решенне имеет вид 

х r 2х' )6x~ r х' х1 

У=тг+зr+4Т+6Г+'" =X+T +tI2 +45'+ .... ~ 

764. у'=х3у+уЭ, у(О)=l. Найти четыре первых (отличных 
от нуля) члена разложения. 

765. у' . х + 2уз, У (О) = О. Найти два первых (от личных от 
нуля) члена разложения. 

766. у" _ху2 = О, У (О) = 1, у' (О) = 1. Найти четыре первых (от
JIИЧНЫХ от нуля) члена разложения. 

767.; у' = 2х - у; у (О) = 2. Найти точное решение. 
768 •. у' = у2 + х; У (О) = 1. Найти пять первых членов разло

жения. 

769. y"=(2x-l)y-l; у(О)=О, y'(O)=l. Найти пять первых 
членов разложения. 

2.. Уравнение БеСceJlR. Линейное дифференциальное уравнение с переменны. 
ми коэффициентами, имеющее вид 

(1) 

называется ypйlJНeHиeM Бесселя (К этому же виду сводится уравнение х2у" + + хуl + (m2х2_л2) у=О заменой mх=6). . 
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Решенне уравнения{-l) будем ИСКi!ТЬ в виде обобщенного степенного рядз, 
т. е. ' произведения некоторой степени х на степенной ряд: 

'" У=ХГ (ао + alX + а2х2 + ... ) =:' ~ ak хгН. 
, k=O 

(2) 

ПО.lставляя обобщенный степенной ряд в уравнение (I) и приравнивая ну.1Ю 
КОЭффициенты при каждой степени Х D левой части уравнения, получим СIlСтему 

хг (г 2-л2)ао=О, 

Х,Н [(г+ 1)2-1..2] al=O, 
х,+2 [(г+2)2_ л2] а2+ ао=0, 

~Г~ k.
1 
~('.+: k~2~ ~2~ a~ ~ .ak .- 2. =. О: 

Считая, что ао i= О, из данной системы находим 'i 2 = ± л. Пусть 'i = л. Тогда 
1\3 второго урав'нения системы находим al = О, а 'из уравнения [(, + k)2_ л2] Х 
>(a/,=-.ak-2, прндавая k значения 3, 5, 7, ... , заключаем, что аз=аD = 
= й7 = '" = aZk+l = О. ДЛЯ коэффициентов с четнЫми номерами ' получаем вы
ражения 

-ао 

йа = (21.. + 2) .2 ' 

-ааА: 2 

Gzk= (21..+ 2).2.k 

(21.. + 4).4 .... 
( 1)11+1 " ао 
- '2.4.6.:. 2k (21..+ 2) (2Л+4) .. . (2Л+2k) . 

Подставляя найденные коэффициенты в ряд (2), получим решеиие 

[ 
х2 , х" 

Уl(Х)=ЙО'Х" 1-2 (21..+2)'+2.4 (21..+2) (21..+4) 

Хб ] 00 (_I)k x "+ak 

2·4·6 (21..+2) (21..+ 4) (21..+6) + ... =ао k;O 4k k! (I..+ 1) (л+ 2): .. (л+k) , 
где КОЭффИДllент ао остается ПРОlIзво.1ЬНЫМ. 

При '2 = - Л. все коэффициенты аА: аналогично опредеЛRЮТСЯ только в слу
чае, когда л. не равно целому числу. Тогда решение можно lJОЛУЧИТЬ, ' заменяя 
в предыдущем решении Уl (х) величину л на -1..: 

[ 
х2 ' х" 

У2(х)=ао·х-л. 1 2(-21..+2) +2.4(-21..+2)(-21..+4) 

2.4.6(-21..+2) (~21..+4) (-21..+6)+"'] = 
~ (-1)" х-л.+2k . 

= ао ~o 4k ·k! (-л. + J) (-л + 2) .. • (-х+ k) . 

По.,ученные степенные ряды сходятся для всех значений х, что легко устанав
.1iшаетося на основании признака Даламбера. Решения Yl (х) и Уа (х) линейно 
Нt:ЗЗВИСИМЫ, так как их отношенне ие является постоянным. 

, 1 
Решение Уl (х), умноженное на' постоянную ао 2"Г (л + 1) ; называется 

ФУЮ\ljuей Бессе.1Я (и"н IluлU//дрuческой функцией) порядка 1.. первого рада н 
сбозначается СИМВО.lОМ J" (х). Решение Уа обозначают 'J _" (х). 

с.lедователыlO, общее решение уравнения (1) при 1.., не равном целому 
1j1~C.1Y, имеет nllД , 

У (х)=С1Jл (x)+C2 J_,,(x), 

r,ДО Ci и ,Са-произвольные постоянные величины. 
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В общепринятом выборе постоянной ао участвует гамма-функция r (л+ 1), 
которая определяется несобственным интегралом (см. с. 35): 

r (л) = ~ е- Х x"-l dx (л> О). 
О 

Можно показать, что при д, равном половине нечетного числа, функция 
Бссссля выражается через элементарные функции, так как в этом случае гам
ма-функция, входящая в определение функции Бесселя 

1 ~ (-I)k· x"+2k 
J J.. (х) = 2" Г (л + 1) • k~O 4k . k ! (л + 1) (л + 2) ... (л. + k) 

'" (-I)k • ( Х2 )"+2k, 
= k~O k! r (л + k + 1) 

[пронзведение (л.+ 1) (л+2) ... (л+k) Г (л.+ 1) заменено, согласно СВОЙСТЕ\У 
гам~lа-функции, на Г tл+k+ 1)], ПРИНЮlзет следующие значения: 

'" '" 
r (~ ) = 5 е-Х X-

1j2 dx=2 5 e- t2 dt =2· ~л = V"Л 
О О 

(здесь использовано значение интеграла Пуассона); 

г{; )=г (1+ ~ )={ r ( ~ ) ={ Ул; 
r ( ~ ,) = r ( 1 + ; ) ~{ r ( ; ) = {. ~ . ул; 

г(f)=Г(I+~)=i·;·~·УЛ; .... 
Функцию Бесселя J J.. при л= n (натуральном) можно записать так: 

Для отрицательного и целого л. частное решение не выражается функцией 
Бесселя первого рода и его следует искать в форме 

'" Кll (х) = J n (х) .1п х+х-n ~ bkxk. 
k=O 

Подставляя это выражение в уравнени'е (1), мы определим коэффициенты 
Ь". Функция,Кn (х), умноженная на некоторую постоянную, называется функ
цией Бесселяn-го rwрядка вmорого рода. 

770. Найти функцию Бесселя при л = О. 

6. Воспоm,зовавшись ра венством 

'" ~ (-I)k (Х )2"+" 
JJ..(X)=~k! Г(л+k+l) "2 " 

k=O 

JG5 



<tl 
_ '" (_I),t·X2.t Х. Х· хе 
-~ 4/t.(kl)3 l-T + 43 (1.2)S 43(1.2.3)2+.·· · .. 

k=O 
I 

771. Решить уравнение х2у" + ху' + ( x9 __ ~. ) У = О. 
6. Так как л= 1/2, то общее решение уравнения имеет вид y=C1J 1/ Z + 

+ C2J -1/2' где 

J 1 .,,1/2 [L-~+~- Х;О + ... J= 
1/~ 1/3 (3) 2·3 2·4·3·5 2·4·6·3·5·7 

2 ·Г "2 . 

2 1 ( х' х5 Х' ), /2 51n Х 
= У2n' ух x-зт+5Т-7Т+'" = V n· у·х· 

, /2 со!!х 
Точно Tal{ же получим J -1/ 2 = V n' ух . Следовательно, общее решение 

772. 
773. 

774. 

у= ' / 2 (С1 5iл Х+ СИ соз х) . .. V n" 
Найти J 1 (х). 

Решить уравнение х2у" + ху' + (Х2 -:- -~-j у = О. 
,4 · 

Решить уравнение х2у" + ху + X~-9 У = О. 

§ 5. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫ Х УРАВНЕниА 

1. Нормальная система дифференциальных уравнений. Система дифферен, 
циальных уравнений BIlAa 

dx ' 
'dt1..=f1 (t, Xi, Ха, • • . , Х,,), 

"'1 

• • • • • • • • • .• • • t 

dx" f ) crr= ,,(t, Х1, Х2' ••• , Х/I , 

где Xi, Х2' •••• ",,-неизвестные функции независнмоА переыенной t, назы· 
вается нор.иа/lЫЮЙ сисmеАIOЙ. 

Если правые части нормальной системы дифференцнальных уравнений 
являются линейными функциями относительно "1, Х2, ••• , "'" то система диф. 
ференциальных уравнений называется линейной. 

Иногда нормальную систему дифференциальных уравиеиий удается свести 
к одному уравнению n·го порядка, содержащему ОДIlУ неиэвестную функцию. 
Сведение нормальной системpl к одному уравиеиию может быть Достигиуто 
дифференцированием одного из уравнений системы и исклюqением всех неиз· 
вестных, кроме одного (так называемый метод исключения). 
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В некоторых случаях, комбинируя уравнениясисте~IЫ, после . "ес.'lOжных 
преобразоsаний удается получить легко интегрируемые уравнеНИII (так назы
ваемый .мeпwд uHmelpuPlle.wwi . КОАС6Uщщuu) , ч'то лоЗво.1l1ет HaJ\TH решеН,ие 
системы. . 

775. Решить систему дифференциальных уравнений 
d"x + dy . 
Тt=x у, ([[=х-у 

при начальных условиях х (О) == 2, У (О) = О . 

d2x dx dy 
6 ПрОДllффеrе"нuир,уем ",О t перво~ уравнеНllе: "dt" ="d[+d{; JIСI(ЛЮ-

d/ а~л . 
чая IIЗ lI~.'JУЧ"IIНОГО уравнения. d~ ti У. IIЩ~~М dt" - 2х = О. ХЩJillпеРiJсти-че-
ское yp.a-~ение.kЗ-2=О имеет корнн k1,2= '± У-2'. Следов зте.1 ьно, общее 
решеНllе для х зали'шется в виде " о 

x=C1et V"Z +C~'::' \.-' 2". 

Общее рсшеНllе для ' У находим из перво~о ураВt!eJlI1Я: 

dx ' - у- - v-
' lI=dT- х=СJ (У2-1)е ' 2_C2(V2+I)e-1 2. 

Восло.1ьэуежя нача",ьнымн уСЛОВИIIМИ ддя наХОЖД~:jИЯ ПРОИЗВО.'lЫIЫХ· по-
стоянных; ' ' 

С1 +Са =2, У2 (Ci-C2)-(C1 +С2) =0. 

Отсюда С1 =(У2+2)/2, С2 =(2-У2)/2. ТаКИ~1 образом, IIСКЩIO~ частное 
решение имеет вид 

х=( ~2+1)/V~+~I_ ~2)е-tV2. У= ~2 ell,' 2_ ~2 e-tv"'i.,А 

776. Решить систему диф:реренциальных уравненнй 
dx х dy у 

dt == 2х + 3!1' .([[ = 2х+ 3!! . J , 

при начальных условиях х (О) = 1, У (О) = 2. 

6. Составим перuую интегрируемую KO:-I)инаUIIЮ, Разд~"шз первоэ урав-
ueHlle на второе, получим· 

dx х dx dy r С -=- ; -=-; lпх=lпу+lП~l. т, е, х= lУ' 
dy у х У , 

COCTaВlHI вторую интегрируеыую ко~J3инацию, Сложна удвоенное первое 
иутроенн'ое второе , уравнени!!. по.,учи:", 

'2 dх,+з dy =[; 2dx+3dy=d!, т. е . 2.(+Зll= 't+С2 • 
dt dt 

[1 \1+ C2ji +С2 
2С1 +3' • у= 2(\ +3' 

I 
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Используя начаЛЬН!>Iе условия, получаем 

C1C2 2 С2 1 8 
1=2С1 +З' =2Сz +З' т. е. C1=2' С2 = . 

Подставив в общее решение найденные значения Ci и Са, получим част
ные решения, удовлетворяющие начальным условиям: х= (1/8) t+ 1, у = 
~ (\/4) t+2 .• 

777. Решить систему дифференциальных уравнений 
dx dy dz ([[ = 2у, dТ = 2г, dТ = 2х. 

d2x dy' 
6. Продифференцируем по t первое уравнение: dt 2 =2 dГ' Исключа![ из 

dy d2x 
полученного уравнения dr' нмеем "'iП'Z=4Z. Еще раз продифференцируем по t 

cJ3Je dz dz 
полученное уравнение второго порядка: dt~ =4 dТ · Исключая di' получим 

tflx 
dtl! -8х=0, 

т. е. мы пришли к уравнению с одной неизвестноА 'функцией. Решив э"!о ли
нейное однородное уравнение третьего поряд~а, находим 

или 

x=Cle2t+e-t(Сz cos t УЗ+Сsslnt уз). 

Общее решение для. у получим из первого уравиения системы: 

у=-}. ~~ , ~ [2C1e2t-e-t (Са соз t УЗ+Сэ sln t уз)+ 
+e-t уз (Са еоз t УЗ-Св sln t уз)], 

y=C1e2t +} e- t [(Са УЗ+С.) ерз t У3-(С2) уз+ Са) sln t уз]. 
Из второго уравнения системы найдем г: 

г={. :r =C1e2t - ~ e- t [(Са уз+ Са) cost У:З-(Сz УЗ~Сз) sln tУЗ] . А. 

Решить системы дифференциальных уравнений: 

dx 2 dy 778. dr= х+у, "Тt=x+2y; x(O)=l, у(0)=3. 
dx " dy 

779. -л=4х+6у, dr=2x+3y+t. 

780 dx _ зt dy _ 2 зt . -л.,-е -у, ([[- е -х. 

781. y'=eX-г, г'=е-Х+у. 

782. ~~ =9+t, ~~ =x+et ; x(O)=l, у(О)=О. 
dx х dy у 

7~3. dТ=x+y' dr=x+y; х(0)=2, у(?)=4. 

784 dx 2 dy . . di= x+y+cos t, dr= -х+2slП t. 



dx dydy 3 785. 'dТ+dТ=2(x+y), dТ= х+у. 

dx 2х dy 2х 
786. dТ+7= 1, dТ=x+ у+т- 1 . 

787 dx _ z + dy _ + 2 . dt -Х ХУ, ([[-ХУ У . 

• Рассмотреть две интегрируемые комбинации: 1) сложить уравнения; 
2) разделить почленно первое ;уравнение на BТOp~. 

788. ~;+ 2;;, -2 (Х-У) = 3et , ~~+ d: +2х+ У= 4e2t
• 

d2x d2y 
789. ([j2+m2y=~, dji-m2х=О. 

~ Х dy у ~ z 
790. dТ= ха+у2+ z2' dТ = х2 +у2+ ZI' dТ =х2+у2+ zl' 

2. Решеиие линеАных однородных систем диффереициальных уравнениА 
с ПОСТОRИИЫМИ коэффициеитами ·С помощьio матриц (видоизмененный метод 
Эйлера). Пусть дана система n линеАных дифференциальиых уравиений с n 
неизвестными функциями, коэффициенты которой постояиные: 

dx ' 
di 1, = aliXi + aizx. + ... + ainXno 

dX2 
dГ= а21Хl + aSlx. + ... + аапХп. 
. . . . . . . . . . '.' . . . 

d:t" = anlxi + аnаХи + ... + апn Хп' 
Эту систему можно запнсать в виде одного матричного дифференциального 

уравнения 

Здесь 

dX 
dr=AX. 

(

ai.i ai2 ..• QiП) 
А = a~l .а2.2 ' .• '. a~" , 

anl аП2" .апn 

/ 
Ище~1 решение системы в виде 

_ лt . ~ )./ л 
Xl-Ple , Ха-Р2е , "', хп=рnе t, 

где л=сопst, PI~const(i= 1, 2, ... , n). Подставив значения Xi, Ха, ''', хп В . систему дифференциа.%ных уравнениii, получим систему линейных а.1гебрап. 
ческих уравнений относите.'1ьно Pi, Р2, •.• , Рп: 

{ 

(all-Л)Рl +а12Ра+ ... + аlп'рn =0. 
021Pi + (ава-Л) Ра+ ..• + а2пРп= о, . . . . . . . . . . . . . .. . . .. 
0niPi + апаРэ + ... + (апп - л) Рn = о. 



.. .. .' 
<::истема должнаи ... ~еiо ненулевое решение, tIOЭТ'ОМУ для · Оп.ределеиия ~ 

получаем уравнение n·й степенн 

ali - 7. щz аln 

ан а22 - л ... а2n = О. 
• f • ~ • • t f • 

Последнее уравнение является характеристическим уравнением матрицы А 
и в то же время характеристическим уравнением системы. 

П реДПОЛОЖIlf.I, что характеристическое уравнение имеет n . разл:иЧНых кор
ней Лi, 1..2' ... , Лm которые являются характеристическими числами матрн
цы А. Каждому характеРljстическому числу соответствует свой собственный 
вектор . Пусть характеристическому числу Лk соответствует собственный вектор 
(Рl1<; Pzk; ••• ; Pnk), где k = 1, 2, ••• , n. Тогда система дифференциальных 
~равнений имеет n решений: 

l-e решение, соответствующее корню 1..= 1..1: 

Xii = Pile'J."t, x2i = P21e'J."t, "' ; xni = Рlllел ,t; 

2·е решение; соответствующее корню 1..= Лz: 

Ха = Pize'J."t, XZ2 = РZ2ел,i, ••• , Хn2 = PIIZe'<,t ; ......... '~., .......... . 
. ~-e решение, соответствующее корню до == 1..11: 

Xin=Pine'J.,ni, Х2n =Р2nеЛnt, •• • , хnn=рn"еЛnt. 

Мы получили фундаментальную систему решений. Общее решение системы 
таково: 

Xi=C1Xli+C2X12+'" +CnXin; 
Xz= C1Xzi+C.zXzz+.·, +СnХ2n; .,.,. .. ~ .......... . 

. ХN =C1Xni+C2XnZ+'" +СnХlln . 

Случаи комплексных и кратных корней раССМОJрИМ на ПР'И;\Iерах . . 

791. Найти общее решение системы уравнений 

6. Составим характеристическое . уравцение Ir!атрицы системы 

17~Л 4~лl=о, или 1..2-11:\+10=0. 

Ero корни Лi = 1, 1..2= 10- характеРИСТИ'lеские числа матрицы. 
При л= 1 уравнения для определения собственного вектора имеют вид. 

(7-1)Рi+ ЗРZ=0 .и 6Pi+(4,-I)P2=0 и сводятся К ОД}tому уравнению 
2Pi+pz=Q. Последнее опред~ляет вектор (1; -2)" . ' .. ' 

При t,=10 получаем уравнен.Ия (7-1Q)Рi+ЗР2=0,. 6Pi+(4-,-10)рz=О, 
ИЛИ PI-PZ = О. Это уравнение определяет вект?р. (1; 1). 

Получаем фундаментальную систему решении: для л = 1: ХН =et , Xzi = -2et ; 
для :\= ·10: xIZ=e~ot, xZ2=e1ot . 

Общее реl,;Jение СИСТ.емы имеет вид 



792. Найти общее решение системы уравнений 

( dx 
d[=6x-12g-z, 

I dg 

1 
dt=х-Зg-z, 

dz 
({[=-4х+ 12g+3z. 

~ Составляем характеристическое уравнение матрицы системы: 

1 -3-1 -1 =0. 1
6-Л -12 -1 I 

-4 12 3-Л 

Раскрывая опреде.лите.ль. находим 

(6-1..) (1..1-9)-48-12+ 12+41..+ 72-121..+36-121..=0. 

RJIИ окончате.льно Л3 -61..2 + 111..-6=0. Это уравнение имеет корни Лl = 1, 
Аа = 2. Аа = З. Опреде.ляем собственные векторы матрицы А. 

При 1..= 1 получаем систему уравнений 

{ 
5Рl-12Р2- Ра=О. 
Рl- 4Ра- Ра=О, 

-4Рl + 12Ра+ 2рз=0. 

одно из которых-следствие двух других. Возьмем. например, первы~ два 
уравнения: 

Отсюда 

Pl=I-l
2 =I l·k=8k, Ра=-I ~ =11· k =4k, 

Приняв k = 1/4. получаем собственный вектор (2; 1; 
При 1..=2 имеем систему 

{ 

4РI-12Ра-Рз =0. 
Pl- 5Ра-Рз=0. 

-4Pl + 12Ра+Рз=0. 

рэ=1 т =l21·/t =-8k. 

-2). 

Снова используя первые два уравнения (третье-их следствие). находим 

Pl=I=~2 =11· k =7k. pa=-li =11·k=3k. pa=li =~21·k=-8k. 
Полагая k = '. находим собственный вектор (7; 3; --8). 

При 1..=3 имеем снстему 

{ 

3Pl-12Рв-Ра=0. 
Pl- 6рв-рэ=0. 

-4Рl+12Ра =0. 

Из последнего уравнеиия иаходим Рl =3РI' Подставляем это значение Рl 
в первое уравнение н находим Рз=-ЗРа. Приняв Ра= 1, получаем Рl =3, 
Ра = -3. т. е. собственный вектор (3; '; -З). 

Фундаментальная снстема решений: 

для 1..=1: Хll = 2et• X21=et• ХЗl=-2еt• 
дЛЯ Л= 2: Ха = 7e2t• Ха2 = 3eBt• ХЗ2 = -8е21 • 
для 1..=3: Хlа=3езt. x2S=e3t• хзз=-3еЗ1• 



Общее решение записывается в виде 

Хl = 2C1et+ 7C2ezt+ 3Сзезt • 
Ха=Сlе'+3С2е2! +СзеЗ1• 
Хз = -2Clet-8C2e2t -3Сзе3t •• 

'793. Найти общее решение системы уравнений 

6. Составляем характеристическое уравнение матриuы систе~fЫ: 

14-1..-31 О '2 , . . 3 4-1.. = ; (4-1'.) =-9, 1'.-4= ± 3/, л=4 ± 3/. 

Оп ределяем собственные векторы. 
При 1..1 = 4 +3; получаем систему уравнений 

{ 
3iPl-3Рz=О. 
3Рl + 3iP! = О. 

Таким образом, Р2= iPl' Приняв Рl = 1, находим Р2 = i, т. е. собственный век
тор (1: i). 

При t..z=4-3i получаем систему уравнений 

{ 
-3ipl-~P2= О, 
3PI- 3tрz=О. 

Отсюда находим собственный вектор (J: -/)
Фундаментальная система решений: 

т. е. 

для 1..1 =4+3i: 

для t..z=4-3i: 

Хll = е<Н 3[) t = е4! (cos 3/ + i sln 3t). 
Х21 = ie(H зj) t = e4t (- sin З/ +; cos 3/); 

Х12 =е<4-Зi)t =е41 (С05 3/ -; sln 3t). 
XII = е4! (- sin зt - i cos 3/). 

Итак, получаем общее решение 

Хl = C1e4t (С05 зt + i 51n Зt)+ C2e't (cos 3t -; sln 3t), 
~2 = С Ie't (- sln зt + i cos 3/) + С ,e4t (- sln 3t - i cos 3/), 

Хl=е4' ((С1 +С2) cos 3t+(C1-С2) i sln З/]. 
xz=e4t [- (C1 +Cz) sln 3/+(C1-C2) i cos 3t]. 

Полагая С1 + Са = C~. (С1-С2) i = С;, получаем 

XI=e4t (C~ СО5 3t+C; sln3/). 

Xz=e't (-C~ sln Зt+С; cos 3/). 

Общее решение может быть найдено и иначе. В решениях, соответствую
щих одному из комплексных характеристичеСIШХ чисел, отделим деЙствите.'1Ь
ную и мнимую части (сопряженное характеристическое число мы не расс\!ат
риваем. так как реЦlения, соответствующие корню а-Ы, линейно заВИСЮ!bJ 
с решениями для корня а+Ы): 

е<НЗj)t =e4t cos зt+iе4t SIП 3t, ie<H3[)I=- е4 / sln Зt+iе4/ соsЗt. 
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По.1учае~1 два .'lинеЙно независимых частных решения: Хн = et / cos 3t. 
ХН = - e~/ sin 3t, Xi2 = e~/ sin 3t, Х22 = е4 / cos 3t. Общее решение 

т. е. 

Хl ~CIXll +C2X12, XZ=;=C~XZl + .CZX2Z' 

Хl =е,1 (С1 cos 3! +Cz sln 3t), Хз =е41 (- С1 sln 3t+C2 cos 3t). А 

794. Найт!! общее решение системы уравнений 
( dXi 

t 
~~, ::~X" 
dхз . 
{[{=X1-Xi-

6. (остаВ,lяем характеристическое уравнение 

1

1-1.. О -11 1 -л. О =0, или (1-1..)(1+1..2)=0. 
1 -1-1.. 

Характеристические числа : 1..1 = 1, 1..2 = i, Лз =-l. 
При 1..= 1 Д.IJЯ определения собственного вектора получаем систему урав-

нений ' 

J -Рз=О. 
PI-P2=O. 

t Рi-Р2-РЗ=0. 
Эта система определяет собственный вектор (1; 1; О). 

При л= i получае:-'I систему уравнений 

{ 

(l-i)РI-РЗ=О, 
PI-IP2=0. 

PI-рз-iрз = О. 

Эта система определяет собственный вектор (1; - i; 1-i). 
Собственный вектор, соответствуlOЩИЙ характеристическому числу л= -i, 

мы рассмаТРlIвать не будем. 
Значению 1..= 1 соответствуют решения 

Xll=et , X21=et , ХЗl=О. 

ЗначениlO л=; соответствуlOТ решения 

eit = cos t+i sin t, - ieit = s!n {-; cos '. 
(1 - i) eit = (cos t + sin t) + i (sin t - cos (). 

Отделяя действительные части, подучим . решения 

Отделяя мнимые части , на ходим решения 

ХIЗ =sin t, Хzз = - соз t, Хзз =sin t -соs е. 

Общее решение 

X1=C Je'+C2 соз1 f+Сз slп " 
Хз = C1c' +С2 sln t - Са cos [, 
ХЗ = C~ ("05 t + sin t) + Сз (sm t - cos t). А 
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795. Найти обще~ решение системы ура'Биений 

1::::. Решаем характеристическое уравнение: 

1511.. 3 11..1=0; (5-л) (З-Л)+ 1 =0; л2 -8л+ 16=0; Лl=~=4. 

Если Лi-корень характеристического уравнения кратности т, то этому 

корню соответствует решение Хl = Рl (t) e""t, Х2 = Р2 (t) e""t • .•.• Хn =Рn (t) e""t , 
где Рl (t). Р2 (1) •...• Рn (t) - мноroчлеllЫ степени не выше т-1. 

Таким образом, двукратному корню л=4 соответствует решение 

Хl = ell (a1t + а2), Х2 = e4 t (b1/ +Ь2)· 
Днфференцируя Xi и Х2. получим 

dXi 4/ I 4 ( l --L ) 4/ 
Тt=ale т аl I a~ е , 

dXl dX2 • 
Значения Xi, Х2, ([Г. тt подставим n систе~)у уравнении. ПОСJiе сокра· 

щения на e4t имеем 

al+4 (all+a2)=5 (a1l+az)-(b1t+b2), 

b1 +4 (Ь1 ' +Ь2) = a1t +llj,+З (b 1t+b2). 

Приравнивая коэффициенты при t и свободные члены, получаем системы 
уравнений 

Отсюда следует, что ai=Ьi. llj,-b2=ai=bi. Полагая al=Ci. а2=С2. (С1 • 
Са-проиэвольные постоянные), находим b1=C1 • b2 =C2-С1 • Следовательно, 

Xi =e,t (Cit +С2). Х2 = e4t (C1t+ C2-C1). 

Эта система проще решается методом исключения. Действительно; ,выразив 
из первого уравнения Х2 и продифференцировав, подставим затем значения Ха 

dX2 
и dГ во второе уравнение. В результате получим линейное однородное урав-

нение BТOPOro порядка относительно Xj' Рекомендуем самостоятельно решить 
данную систему методом исключения. А 

Найти общие решения систем уравнений: 

" 
796. 

798. 



800. 

802. 

804. 

801. 

803. ,dT=(a+l)x-у, 
{ 

dx 

dy 
lit=x+(a-I)у. 

--.\!х '80Б. dt - +У. 
{ 

dx 

dy 
.7j=-4x-y. 



ГЛАВА V 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

§ t. СЛУЧАЙНОЕ СоБЫТИЕ, ЕГО ЧАСТОТА И ВЕРОЯТНОСТЬ. 
ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ 

Основными понятиями В теории вероятностей ЯВ.1яются понятия события 
и вероятности события. 

Под событие'м понимается такой результат эксперимента или наблюдения, 
который при реализации данного комплекса условий ыожет произойти или 
ие праизоЙти. 

События будем обозначать буквами А, В, С, . . .. Если событие иеизбежио 
произойдет при каждой реализации комплекса условий, то оно называется 
достоверным; если же оно не может произоЙтИ-нееоз.~IOЖНЫАI. 

Если событие А при реализации комплекса УСДОВflЙ может произойти, 
а может и не произойти, то оно иазывается случаЙны.ll . 

Событие, состоящее в наступлении хотя бы одного из событий А и В, 
будем называть су_ой (объединением) событий А и В и о(;означать А+В 
или АИВ. 

Событие, состоящее в наступлении обоих событий А и В, будем называть 
nроuзвeдением (совмещение'м) событий А и В и обозначать АВ И.~и А n В. 

События называются неСО13,МестltblN.и, если появление одного из них Н·'} 
ключает появление других событи й в одно!\! И том же испытании. 

Пусть, например, нас интересует появление определенного числа очков на 
грани при одном бросании игральной кости: i = 1, 2,3,4, 5, 6. Выпадение кон
кретиого числа очков назовем элементарныN. событие'м (ucходо,м) , которое 060-
значим 00/. Таким образом, для каждого связанного с этим опытом события А 
можно выделить совокупность тех элемента рных исходов 00, наступление' ко

торых влечет за с060Й наступлени~ события А. 
Пусть событие А состоит в появлении нечетного числа очков на грани. 

Этому событию благоприятствуют элементарные с06ытия 001, 00з, 005, т. е. неко
торое подмножество множества всех элементарных исходов 001,002' ООз, 004' ООь, OO~. 

СоВ()купность элементарных событий обозначается Q и называется ' nро
странсmeo'м элементарных событий. 

Элементарные события взаимно исключают друг друга и в результате 
данного опыта обязательно произойдет одно из них, Пространство элементар
ных событий образует так называемую noлную группу попарно Hecoв.мeCf7lJtbIX 
собwтuй, так как пояеление хотя бы одного из событий полной группы есть 
достоверное событие. 

Два несовместных события, образующих полную группу, называются nро
mивоnoлОЖНЫМU. Для противоположных событий одновременно выполняются 

два )'словия: А + А-достоверное с06ытие и А А-невозможное событие. 
Для количественной оuенки возможности появления случайного события А 

вводится понятие вероятности. 

Вероятностью события А называют отношение числа 111 исходов, благо
приятствующих этому событию, к. ЧIIСЛУ n всех равновозможных несовместиых 
элементарных исходов, образующих полную группу: 

Р (A)=mjn 

(к л а с с и ч е с к о е оп р е д е л е н и е вероятности). . 
В рассмотренном примере вероятность выпадения гранн с lIечетньш ЧИСЛО~I 

очков составляет Р (А) = 3/6 = 1/2. 
Приведем а к с и о м а т и ч е с к о е о IJ р е Д е ,1 е н и е веРОЯТНОСТlI, пред

ложенное А. Н. Колмогоровым. 
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1 о. Каждо.uу случаЙНОАIУ событию А 1/3 поля событий ставtlтся в ' COOI1t
ветствие неоniрицательное число Р (А), называеJI03 вероятностью. 

20. Р (Q) = 1. 
30. А к с и о м а с л о ж е н и я . Если события A t , А 2 , •••• Ak попарно не

C09AlecmHbl, то Р (Al + Аз + ... -1- Ak) = Р (AI)+P (А 2) + ... -I-P (A k)· 
. Отсюда следует, что: 

1) вероятность невоз~IOЖНОГО события равна н уmо; 
2) для любого события А Р (А)= 1 -р (4) , где А-противоположное 

событие; 
3) каково бы ни было случайное событие А. О,,;;;;; Р (А),,;;;;; 1. 
Используя эти аксиомы, свойства вероятностей выводят в I(ачестее теорем. 
К числу OCHO<lHblX понятий теории вероятно(:тей также относится частота 

события, под которой понимают отношение числа испытаний, в которых это 
событие произошло, к общему ')ислу фактически произведенных испытаний . 
Частоту события называют статистической вероятностью. Для вычислеНIIЯ 
частоты события необходимо произвести в действите;,ьности испытания (опыт), 
.что не требуется для определения вероятности. 

Массовые случайные события обладзют СВОЙСТВО~I устойчивости частоты: 
наблюдаемые в различных сериях однородных испыJ аний (с достаточно боль
шим числом испытаний в каждой серии) значения 'lастоты данного случайного 
события колеблются от серии к серии в довольно тесных пределах и стре
мятся (по вероятности) к некоторому постоянному числу. При этих условиях 

- QaCToTY можно прииять за приближенное значение вероятиости. 
При классическом определении вероятности не всегда можно определить 

числа т и n для вычисления веРОЯ1ностей событий, н поэтому непосредственно 
пользоваться формулой Р (А) = т/II не удается. В таких СЛУ'lаях вводят 
понятие геометрической вероятности, т. е. вероятности попадания точки в об
ласть (отрезок, часть плоскости, часть тела и т. д . ). 

Пусть, например, на ' плоскости имеется некоторая область G и в ней со
держится другая область g. Требуется найти вероятиость того. что точка, 
взятая наудачу в области а, попадет R область Il. При 'этом выражению «точка, 
взятая наудачу в ' области О» придается следующий смысл : эта точка может 
попасть в любую точку области а . Вероятность попадания точ~и в какую-либо 
часть области , G пропорционалыla Mep~ (mes) этой части (Д.чине, площади, 
объему и т. д.) И не зависит от ее расположения 11 фОР~IЫ: 

mesg 
р= mesG 

(г е о м е т р и ч е с к о е о п р е д е л е н и е вероятности). 

806. В ящике 10 перенумерованных шаров с НOi\'lерами от 1 
до 10. ВЬ{нули один шар. Какова вероятность того, что номер , 
вынутого шара не пр~вышает 1 О? 

6. Так как номер любого шара, находящегося в ЯЩИl{е, не превышает !О, 
то число случаев, благоприятствующих событию А, рапно числу всех позмож
ных случаев, Т.е. т=n=10 и P(A)=I. Вэтml С.lучае событиеАдосто
верно . . • 

807. В урне 15 шаров: 5 белых и 10 черных. Какова веро
lIТНОСТЬ' вынуть ИЗ урны синий шар? 

6. Синих шаров в урне нет" т. е. т = О, а 11 0:" 15. с.,едовате.1ЬНО, Р (А) = . 
= 0/15=0. В данном случае событие А-невозлюжное. А 

808. В урне 12 шаров: 3 белых,4 черных и 5 красных. Какова 
I!ероятность вынуть ИЗ урны черный ' шар? 

6. Здесь m=4, 11= 12 и Р (A)=4/ 12 = 1,:3 .• 
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809. В урне 10. шаров: 6 белых и 4 черных. Вынули два шара. 
Какова вероятность того, что оба шара-белые? 

2 ' 6. Здесь число всех случаев n=C1o =(IO·9)/(1.2)=45. Число же случаев, 
благоприятствующИХ событию А, определяется равенством m=C~, т. е. т = 
=(6.5)/(1.2)=15, Итак, P(A)=l5j45=1/3. А . 

810. В лотерее 2000 билетов : На один билет падает выигрыш 
100 руб., на четыре билета-выигрыш по 50 руб., на десять би
летов-выигрыш по 20 руб., на двадцать билетов-выигрыш · по 
10 руб., на 165 билетов-выигрыш по 5 руб. , на 400 билетов
выигрыш по 1 руб. Остальные билеты невыигрышны~. Какова 
вероятность выиграть по билету не менее 1 О руб.? 

А - Здесь r.l=I+4+10+20=35, n=2000, Т.е. Р(А)=m/n=35/2000= 
=0,0175. А 

811. В урне 20 шароi3 с номерами от. 1 до 20. Какова веро
ятность вынуть шар с номером 37? 

812. Монета подброшена два раза. Какова вероятность того, 
что оба раза выпадет герб? 

813. В первом ящике находятСя шары с номерами от 1 до 5, 
а во втором-с номерами от 6 до 10, Из каждого ящика ВЫНУЛИ 
по одному - шару. Какова вероятность того, что сумма номеров 
вынутых шаров: 1) не меньше 7; 2) равна 11; 3) не больше 11? 
, 814. В лотерее 1000 билетов'. Из них - 500-выигрышные я 
500-невыигрышные. Куплено два БИ.'1ета. Какова вероятность 
того, что оба билета выигрышные? .' 

815. В группе из 30 учеников на контрольной работе 6 уче
ников получили оценку (,отлично»), 10 учеников-«хорошо», 9 уче-

НИКОВ-«УДОВJjетво р И те л ь

" I 

о , .о [ А 

Рис. 37 

но». Какова вероятность то
го, что все три ученика, выз

ванные к доске, имеют неу

ДОВJ:етворительные оценки по 

КОН1РОЛЬНОЙ работе? 
81'6. На отрезке ОА длины L числовой оси Ох наудачу нане

сена точка В (х). Найти вероятность того, что отрезки ОВ и ВА 
имеют длину, большую Ц4. . 

6. Разобьем отрезок ОА на четыре равные части точками С, D, Е (рис;. 37). 
Требование задачи будет выполнено, если точка В попадет на отрезок DE, 
длина которого равна Ц4 .. с,щщвателыlO, р = (Ц4): L == 1/4 . • 

. 817. Внутри эллипса x2j25+y2j16= 1 расположен -круг х2 + 
+ у2 = 9. Найти вероятность попадания ТОЧКИ в кольцо, ограни
ченное эллипсом и кругом. 

6" Пусть событие А - попадание точки в кольцо. Тогда Р (А) ~SКО/l./SЭ!1.' 
где Sкод=Sэл--;Sкр=naЬ-лг!. Так как а=5, Ь=4, г=3, то ' 

P(A)=(20n-9л)j(20л)=ll j20=О,55. А . 
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При м е ч а н и е. В случае класси'rеского определения вероятность невоз
можного события равна нулю. Справедливо и обратное утверждение, т. е. если 
вероятность события равна нулю, то событие невозможно. При геометрическом 
же определении вероятности обратное утверждение не имеет места. Вероятность 
попадания брошенной ТОЧКIf в одну определенную точку области G равна нулю, 
однако это событие может произойти и, следо~ательно, не является невозможным. 

818 (3 ад а ч а о в с т р е ч е). Два студента А и В условились 
встретиться в определенном месте во время перерыва между 13 ч 
И 13ч 50мин. Пришедший первым ждет другого в течение 10мин, 
после чего уходит. Чему равна вероятность 
их встречи, если приход каждого из них в у 

течение указанных 50 мин может про изойти ,ПI-----""""''!Т1 
наудачу и моменты прихода независимы? 

6 Обозначим момент прихода студента А через 
х, а студента В-через у. Для того чтобы встреча 
произошла, необходимо и достаточно, чтобы I х-у 1<; 
.;;;; 10. Изобразим х и у как декартовы координаты на ](J 
плоскости, а; в качестве единицы масштаба выберем 
одну минуту (рис. 38). Всевозможные исходы изо- 5(1 Х 
бразятся точками квадрата со стороной 50, а ис- Рис. 38 
ходы, благоприятствующие встрече,- точками за-
штрихованной области. Искомая вероятность равна отношению площади за
штрихованной фигурьi к площади всего квадрата: 

р = (502 -402)/502 = 0,36 ... 

819. Точка взята наудачу внутри круга радиуса R. Найти 
вероятность того, что эта точка окажется от центра на расстоя

нии, меньшем r (г < R). 
820. Точка взята наудачу ВНУТрИ круга радиуса R. Найти 

вероятность того, что эта точка окажется внутри вписанного в 

круг правильного треугольника. Предполагается, что вероятность 
попадания ТОЧКИ в часть круга пропорциональна площади этой 
части И не зависит от расположения внутри круга. 

821. Быстро вращающийся диск разделен на четное число 
равных секторов, попеременно окрашенных в белый и черный 
цвет. Пь диску произведен выстрел. Найти вероятность того, что 
пуля попадет в один из белых секторов. Предполагается, что 
вероятность попадания пули в плоскую фигуру пропорциональна 
площади этой фигуры. 

§ 2. ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ И УМНОЖЕНИЯ ВЕРОяtНОСТЕfI. УСЛОВНАЯ 
ВЕРОЯТНОСТЬ 

т е о р е м а с л о ж е н и я в е р о я т н о с т е й. Веро.'!тность СУА/МЫ двух 
несовш!сmны.х соБы�uйй равна СУМме вероятНQCтей этих событий: 

. Р(А+В)=Р(А)+Р(В). 

Эта теорема обобщается на случай произвольного чисда попарно HecoB~reCTHbrX 
событий: 



Событие А называется · незавиСЦАIЫА·t от события· В, если вероятность собы
тия А не зависит от того; произошло событие В или нет. Событие А назы
вается завиСllAlЫМ 01' события В, если вероятность события А меняется · в зави
симоети от того, произошло событие В или нет. 

Вероятность события А, вычисленная при условии, что имело место дру
гое событие В, называется условной вероятностью события А и обозначается. 
Р (А/В). 

Условие незаВI1СИМОСТИ события А от собь\тия В можно записать в виде 
Р (А/В) =Р (А), а условие зави~имости-в виде Р (А/В) # Р (А). 

Тео р е м а у м н о ж ен и я в е ро я тв остей. Вероятность проuзведения 
двух собwтий равна ПРОlIзведению вероятности одного из них на условную веро
ятность. apyzow, вwчисленную при условии, 'tmo первое имело место: 

Р(АВ)=Р(А).Р(В/А) или Р(АВ)=Р(В).Р(А/В). 

ЕСЛII событие А не зависит от события В, то и событие В не зависит от со
бытия А; тогда 

Р (АВ) =Р (А).Р (В). 

Условиая вероятность · события А", определенная в предположении, что 
осуществились события А 1 , А 2 , ..• , A"_l' обозначается Р (Ak/AIA2" .А"_I)' 

Вероятность произведения нескольких событи.и равна произведению вероят
ностей этих событии, причем вероятность каждого следУЮЩЕ20 по порядку 
собwтuя вwчиСЛ.'IJ!тся при условии, что все предыдущие имели место: 

Р (A1A z . • • A/l)=P (ц Ai )=Р (А1)· Р (А 2/А1)· Р (Аэ/А 1А2) ... Р (Ak/ A1A2 .. .A.k-l)' 

В случае независимых событий справедлива формула 

р (1' А{}=!' Р (A j
). 

822. В урне 10 белых, 15 черных, 20 синих и 25 красных 
шаров. Вынули один щар. Найти вероятность того, что вынутый 
шар: белый; черный; синий; красный; белый или черный; синий 
или красный; белый, черный l!ЛИ синий. 

6. Имеем n= 10+ 15+20+25=70, Р (5) = 10/70= 1/7, Р (Ч) = 15170=3/14, 
Р (С) =20/70=2/7, Р (К) =25/70 =5/14 . Применив теорему сложения вероят
ноетей, получим 

Р (5+ Ч) =р (5) +р (Ч) = 1/7+3/14=5/14; 
Р (С+ Ю =Р (С) +Р (К) =2/7+5/14 =9/14; 
Р (5+ Ч+С) = 1-Р (К) = 1 ~5{14 =9/14. & 

823. В первом ~HKe 2 белых и 10 черных шаров; во ВТОРО:,\{ 
ящике 8 белых и 4 черных шара. Из каждого ЯЩИl<а вынули по 
шару. Какова вероятность, что оба шара белые? 

6, в данноы случае речь идет о совмещении событий А и В, где событие 
А-появление бе.10ГО шара из первого ящика, событие В-появление белого 
шара IIЗ второго ящика. При этом А и В -независимые события. Имее~1 
P(A)=2/J2=1{6, Р(В)=8/12=2/3. Применив теорему умножения вероятнос
тей, находим 

Р (АВ) = Р (А). Р (8) = (1/6). (2{3) = 1/9 ... 

824. В условиях предыдущей задачи определить вероятность 
того, что один · из вынутых шаров белый, а другой-черный. 
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6,. Пусть: . 
событие А-появ.1енне белого шара И3 псрвого ящика; 

» В-

» 

) 

с

D-

» 
» 

» 

» )) » второго 

черного » 

» » 

» первого 

» второго 

" 
» (с=А); 

» (D=E.). 

Топа Р (А) = lj6, Р (8) =2/3, Р (С) = Р (А) = 1-1 :6=5/ 6, Р (D)=P (В) = 1-
-2 ;3=1 13. 

' Опр~де.1И"'J вероятность того, что шар, вынутыН 113 первого ящика, белый, 
а из второго ЯЩlIка - черный: 

Р (AD) = Р {А).Р (D) = (1 б). (1 (3) = J/ 18, 

Опреде.1JИЫ вероятность того, что шар, вынутыil 113 первого ящика, черный, 
а нз второго ящика -белый : ' 

Р (ВС) = Р (В)· Р (С) = (2 ,'3). (56) = 5/9. 

Опре;~еJlИМ теперь вероятность того, что шар, вынутый из о,]ного ящика 
(безразлично из первого илп второго) . окажется 6e.lbJ~J. а шар, вынутый IIЗ 
другого ящика,- черным . Применяеhl teOpe:l-lУ С.10жtНИЯ вероятностей: 

Р=Р (AD)=P (ВС) = 1/18+5-'9= 11/18 .... 

825. В ящике 6 белых и 8 черных шаров. Из ЯЩИI{а вынули 
два шара (не возвращая вынутый шар в ящик). Найти вероят
ность того, что оба шара белые. 

, , 

6, Пусть rобыти~ A-появ.lеНJIе бе.'Юг(j шара при первоы ВЫНЮJaННИ; 
событие В-появление белого шара при BTOPO~I [)ЫНИ~lаиии. По теореме умно
жения вероятностей для случая зависимых событий Шlеем Р (АВ) = Р (А). Р(В! А). 
Но P(A)=6j(6+8)=6/14=3j7 (вероятность ПОЯВ.lения первого бе.'IОГО шара); 
Р (BjA) = (6-1)/(6+8-1) = 5jl.3 (вероятность ПОЯВ.lения второго белого шара 
в предположении, что первый бе.1ЫЙ шар уже вынут). С.1сдоватедьно, Р (АВ) = 
= (317).(5/13)= 15/91 ... 

826. Три стрелка независимо друг от друга стреляют по цели. 
Вероятность попадания в цель для первого стрелка равна 0,75, 
для второго-0,8, для третьего-0,9. Определить вероятность 
того, что все три стрелка одновременно попадут в цель. 

1\ Р(.4)=О,75, Р{В)=0,8, Р(С)=О,9; Р{АВС)=Р{А).Р{В).Р(С)= 
= 0,75·0,8·0,9=o,54 ... 

827. В условиях предыдущей задачи определить вероятность 
того, что в цель попадает хотя бы один ,cTpe.10K. 

6,. Здесь Р (А) = 1-0,75 = 0,25 (вероятность ПРО~IЭха первого стрелка); 
р, (в) = 1-0,8=0,2 (вероятность промаха второго стре.1Ка); Р (С)=1-0,9=О,1 
(вероятность промаха третьего стрелка); тогда р (Авё)-веiюятность одновре
менного промаха всех трех ctpe.'1kob-опреде.1IIТСЯ с.1едуЮщим обраЗО~j: 

р (Авё) =Р (А).Р (в).р (С) =.0,25·0,2.0,1 =0,005. 

Но событие, ПРОТИВОПО.10жное соБЫТIIЮ АIГС~ заК.1ючается в поражени!! цели 
хотя бы одним стре.1КОМ. Следовате.1ЬНО, ИСliочая вероятность Р = J -Р (Авё), 
т. е. Р= 1-0,005=0,995 ... 

828. Вероятность выхода станка 1!3 строя в течение одного 
рабочего дня равна CG ('X-~Iа,rIOе ПО.lОЖIIте.1ЬНое ЧIlСЛО, второй 
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степенью которого можно пренебречь). Какова вероятность того, 
что за 5 дней станОК ни разу не выйдет из строя? Решить задачу 
при а= 0,01. 

6,. Так как l-а-вероятность того, что станок не выйдет из строя в те· 
чение дня, то по теореме УМНОЖеНИЯ вероятностей ,(l-а)~-вероятность того, 
что станок не выйдет из строя В течение 5 дней. 

Воспользовавшись бнномиальным разложением и пренебрегая членами, 
содержащими а2 , аЗ, а4 и а5 , получим приближеннt;>е равенство (l-a)~ ~ 1-5a., 
т. е. Р ~ 1-5a. Приняв a=O,OI, получаем Р ~ 0,95 ... 

829. В ящике а белых и Ь черных шаров. Какова вероятность 
того, что из двух вынутых шаров один белый, а другой-чер
ный? (Вынутый шар в урну не возвращается). 

f:., Пусть: 

событие А - появление белого шара при первом вынимании; 
» В - » черного» »втором » 
» С -,. »,.,. первом ,. 
» D - » белого» »втором ,. 

Вычислим вероятность того, что первыlI вынутый шар белыil:, а второЙ
черный: 

аЬ 

Найдем вероятность того, что первый вынутый шар черный, а второй
белый: 

Таким образом, вероятность того, что однн из вынутых шаров беЛblЙ, а 
другой-черный, определится по теореме сложения: P=P1+P2• Т. е. 

2аЬ 

Р= (а+Ь) (a+b-l) ... 

830. 'В ЯЩИI<е а белых, Ь черных и с синих шаров. Вынули 
один шар. Вычислить вероятность того, что вынутый шар: 1) бе· 
лый; 2) черный; 3) синий; 4) белый или черный; 5) белый или 
синий; 6) черный или синий. 

83 {. В первом. ящике а беЛЬfХ и Ь черных шаров; во втором 
ящике с белых и d черных шаров. Из каждого ящика вынули по 
шару. Какова вероятность того, что оба шара черные? 

832. Вероятность попадания в цель первым стрелком равна Pl' 
а вторым стрелком- Р2. Стрелки выстрелили одновременно. Ка
кова вероятность того, что один из них попадет в цель, а дру

гой не попадет? 
833. Вероятность того, что в южном городе N температура в 

июле в любой день меньше 50, равна а (а-малое число, квад
ратом которого можно пренебречь). Какова вероятность того, что 
в течение первых трех дней июля температура будет не меньше 5"? 

834. В первом ящике 1 белый, 2 красных и 3 синих шара; 
во втором ящике 2, белых, 6 красных, 4 сйних шара. Из каждого 
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ящика ВЫНУЛ\f по шару. Какова вероятность, Что среди вынутых 
'шаров нет синих? 

_ 835. Вероятность того, что в течение дня произойдет непо-
JIадк~ станка, p~BHa 0,03. Какова вероятность того, что в тече-

00 ине четырех днен подр яд не произойдет ни одной неполадки? 
836. В классе 12 мальчиков и 18 девочек. Нужно выбрать 

делегацию из двух человек. Какова вероятносТЬ (если считать 
в'ыбар- случайным). что выбраны: 1) два мальчика; 2) две девоч
ки; 3) девочка и' мальчик? 

000837. В урне 9 белых и 1 черный шар; Вынули сразу три шара. 
Какова вероятност-ь тОго, что все шары белые? 

838. Производят три выстрела по одной мишени. Вероятность 
попадания при каждом выстреле равна 0.5. Найти вероятность 
того. что в результа:е о этих вы,:трелов произойдет то-!!ько одно 
попадание. 

§ 3. ФОРМУЛА БЕРНУЛЛИ. НАИВЕРОЯТНЕЙШЕЕ ЧИСЛО 
НАСТУПЛЕНИЙ СОБЫТИЯ 

Если производится n неЭЗБИСlIМЫХ испытаний, в каждом из которых ве· 
роятность пЬявлен'ия события А одна и та же и равна р, то вероятность того, 
что событие А появится в этих n испытаниях т раз, выражается фОр-"tулой 
БеРН!jitАu 

Рm , n =C'!i pmqn-m, 

где q = 1- р. Таким ,образо,М, 

Р _ n р, _ n-l Р _n(n-I) 2 n-2 Р _- o,n-oq., l.ncc-npq • 2,n- 1.2 pq ..... n,n=рn. 

Число то называется наuвероятнеЙшu.м 'lIIСЛО,1I наступлеf!ий~события А D n 
испытаниях. если значение Р т, n при т =то не меньше ,остальных значений 
Рm,no Т. е. Рmо.n;;;"Рm"n при m,-:J:-mo' 

Если р -:f: о и р t= 1, то число то можно определить из двойного неравенства 

np-q,;;;;,mo';;;;'np+p. 

Разность граничных значений в это~j' двойнml IIcpanCllcTDe равна 1. Если nр+р 
не является целым числом, то двойное неравенство определяет лишь од;но наи· 
вероя<Гне!fшее значение, 'то. Если же,nр+р-целое ЧIlСЛО, то Шlеются два 
наивероятнейших значения: m~=np-q и т~=np+p. 

839. В урне 20 белых ~,10 черных шаров. Вынули подряд 
4 ,шаl?а,' причем каждый вынутый шар возвращают в урну перед 
извл~tiением ~леДУl9щего и Шары в урне перемешивают. Какова 
вероятность того.' что из четырех вынутых шаров окажется -два 
белых? 

6. Вероятность извлечения белого шара p=20j30=2j3 можно считать 
од.ноЙ и той же. во всех четырех испытаниях; q= I-p= 1/3. Испо.IJЬЗУЯ фор. 
,М'jлу Бе'рН)'ЛЛИ, ,получаем 
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840. Вероятность появления события А равна 0,4. Какова 
вероятность того, что прн l(}испытаниях событие А появится не 
более трех раз? 

6. Здесь р= 0,4, q = 0,6. И~lее~l: \ 
вероятность появ,~ения события А О раз: Po,fo =q10; 

» » »» 1 »; Pi.io= IOpq"; 
» » »}) 2 раза:.Р2 ,lо=45р 2qВ; 
» » »}) 3 »; РЗ,lо = 120p3q7. 

Вероятность того, что соБЫТJlе А rюявится не сольше трех раз, составляет 

Р = Po,io + Рl,iо + P2,io + РЗ,iо, 
т. е. 

Р =qlO+ lOpq9+45p2q~+ '20p3q7, И.'lИ Р =q7 (qЗ + IOq2p+45qp2+ 120рЗ). 

Полагая:р=0,4, q=0,6, ПО.1УЧИМ Р=0,67 (0'216+1'44+4'32+7'68);:::0'38 .... 

841. Определить вероятность того, что в семье, имеющей пять 
детей, будет три деВОЧI{И и два мальчика. Вероятности рожде
ния мальчика и девочки предполагаются одинаковыми. 

6. Вероятность рождения девочки р=0,5, тогда q=l-р=О,5. (вероятность 
рождения мальчнка). Значит, искомая вероятность 

5·4·3 5 
Рз -СЗр3q2 ___ .(0 5)3.(0 5)2-- .А. 

,5- б -'.2.3' '-16'. 

842. В условиях предыдущей задачи найти вероятность того, 
что среди детей будеТ'не Болыlle трех девочек. 

6. Ро • Б =(; У =з12; Pi,;;:=5 . ( + )5=з52; 
.L (1)5 5 ( 1)5 5 Р2 • 5 -10. 2' =16; Рз,;=10.2' =16; ' 

P=Po,5+Pi,o + P~,5 +Р3.О~ :~ .... 

843. Монету подбрасывают 8 раз. Какова вероятность того, 
что 6 раз она упадет гербом вверх? 

844. Монету подбрасывают 6 раз. Какова вероятность того, 
что она упадет гербом вверх не Болыlle трех раз? 

845. В классе 20 мальчиков и 1 О девочек. На каждый из трех 
вопросов, . заданных учителем, ответили по одному ученику. Како
ва вероятность того, что среди ответивших было два мальчика и 
одна девочка? 

846. В каЖДО~l IIЗ четырех ящиков по 5 белых и по 15 чер
ных шаров. Из каждого ящика вынули по одному шару. Какова 
вероятность вынуть два белых и два черных lllapa? 

847. В урне 10 белых и 49 черных lllapoB. Вынимают под
ряд 14 шаров, причем цвет вынутого шара регистрируют, а за
тем шар tюзвращают . В урну. Определить наивероятнейшее число 
появлений белого шара. 
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6. Здесь n =.14, р = 10/50 = 1/5, q = 1-р = 4/5. Используя двойное нера
BeHCT~O ' np-q,,;;;;;, то,,;;;;;, пр + р при указанных значениях n, р И q, ПОЛУЧИМ 

\4f5-4/5 ,,;;;;;, mo,,;;;;;,14/5+1/5, т. е. 2,,;;;;;,то,,;;;;;,3. 

Так~ш образом, задача имеет два решения: т~=2, т~=З • • 

848. Вероятность попадания стрелком в цель равна 0,7. еде- ' 
лано 25 выстрелов . Определить наивероятнейшее число попаданий 
в цель . 

6. Здесь n=25~ р=0,7, q=O,3. Следовательно, 

25·0,7-0,3,,;;;;;, то,,;;;;;, 25.0,7 + 0,7, т. е. 17,2~тo";;;;;' 18,2. 

Так как т-целое число, то то = 18. А 

849_ В результате многолетних наблюдеНIIЙ установлено, что 
вероятность выпадения дождя 1 октября в данном городе равна 
117. Определить наивероятнейшее число дождливых дней 1 ок
тября в данном городе за 40 лет. 

6. Имеем n=40, р=:=, 1/7, q=6/7. Таким образом. 

1 6 1 1 6 6 
40 ·7--г,.;;;то ,.,;;;40· 7+7 , 47,.,;;;тo~57' т. е; то =5 .• 

850. Имеется 20 ящиков однородных деталей. Вероятность 
того, что в ' одном взятом наудачу ящике детали окажутся стан

дартнЬ!ми, равна 0,75. сНайти наивероятнейшее число ящиков, в 
которых все детали стандартные. . 

851. В урне 100 белых и 80 черных шаров. Из урны извле
кают n шаров (с возвратом каждого вынутого шара). Наивероят
нейшее чиоло появлений белого шара равно 11. Найти n. 

6. Из двойного неравенства np-q,.,;;;mo"';;;np+p следует, что 

(то-р)/р,,;;;;, n";;;;' (mo+q)/p. 

Здесь то = 11, р= 100/180=5/9, q=4/9; сдедовательно, 

11 - 5/9 11 + 4/9 
~,,;;;;;,n~--щg-' т. е. 18,8,,;;;;,n,,;;;;, 20,б. 

Итак, задача имеет два решения: nl = 19, nz = 20 .• 

852_ Можно ли в предыдущей задаче изменить числовые зна
чения то и р так, чтобы задача не имела решений? 

853. Первый рабочий за смену может изготовить 120 изделий, 
а второй-l40 изделий, причем вероятности того, что Этli изде
лия ВБIсшего сорта, составляют соответственно 0,94 и 0,8. Оп
ределить наивероятнейшее число изделий высшего сорта, изго
товленных каждым рабочим. 

854. И~еТGЯ 100 урн с белыми и черными шарами. Вероят
ность ПОЯFления белого шара из I<аждой урны равна 0,6. Найти 
наивероятнейшее число урн, в которых все шары белые. 
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§ 4. ФОР;")' ЛА полной ВЕРОЯТНОСТИ. ф{)1lМ)'ЛА БЕАЕСА 

Если известно, что событие А может _ произойти BM~CTe с одним ~э собы-, 
тий-Нl , Нз , ... , Нn (гипотез), образующими ПОЛНУIQ грушiу попарно несовмеcr-
ных соБы�ий,' то событие А можно представить как объединение событnй- АН], 
АН2 , ••• , АНm т. е. А = AHl + AHz+ ... +Аtih;:J~~Е1JЮ)trНdСть-:.tобыtия--Аl 
можно определить по формуле 

Р (А) = Р (Hl)·P (A/Hl) +Р (Нз)·Р (А/Нз) + ... +Р (Нn}'Р (А!Н '1),' 
пли 

11 

Р(А)= ~ Р(Н,}Р(А/НЙ. 
i= 1 

Эта фОР~lула lIазывается фОРАIУЛОЙ полной вероятностu. 
Условная вероятность события Н j в предположении, что событие А уже 

имеет место, определяется по фОРА/уле Бейеса: 

P(H./A)=P(AHi) P(HiY·P(AIlfi) . 1 
, Р (А) I! (1 = ,2, ... , n). 

~P (AjНj)'P (Н;) 
'= 1 

Вероятности Р (Hi/A), вычисденные по формуле Бейеса, часто называют 
верояmносmЯАIU гUII_оmeз. . 

855. Имеются четыре урны: В первой урне 1 белый и 1 чер
ный шар, во второй-2 белых и 3 черных шара, в третьей-3 
белых и 5 черных шаров, и четвертой-4 белых и 7 черных 
шаров. Событие Нt-выбор i-й урны (i = 1,2,3,4). Известно, что 
вероятность выбора i-й урны равна i;I0, т.е. P(H l )=IJlO,P(H2)= 
= 1/5, Р (НЗ) = 3/10, Р (Н4) = 2/5. Выбирают наугад одну из урн 
JI вынимают из нее шар. Найти вероятность ТОГО,что этот шар 
бельiЙ. 

_ 6. Из условия следует, что Р (А/Н1) = 1/2 (уС.iJOвная вероятность иавлече
ния белого шара из первой урны); ана.';ОГИЧНО Р (А/Н2) =2/5, Р (А/Нз) =3/8, 
Р (А/Н4) =4/11. Вероятность извл~чения _ белого шара находим по формуле 
по.IJНОЙ вероятности: _ -
Р (А)=Р (Н1)·Р (A/Hl)+P (Н2)·Р (AIlfz)+P (Нз)·Р (А/Нз)+Р (Н4)·Р (AJH4) = 

1 1 1 2 31 2 4 170?, -
=10 '2+5' 5+10'-8+5' П=4400·-. 

856. Имеются три одинаковых по виду ящика. В первом 
ящике 20 белых шаров, во BTOPO~-10 белых и 10 черных ша
ров, в третьем-20 черных шаров~,i_i:J1з выбраНIюго'наугад: ящика 
ВЫНУJJИ белый шар. Вычислить веРQЯТНОСТЬ того, чтощар ВЬЦ-Iут 
из первого ящика. - . 

6. Пусть Hi, Н2 , Нз-гипотезы, состоящие в :выборе соответственно пер. 
вого, второго и третьего ящика; событие А-появлениебелого шара. Тоrда 
Р (H l ) = Р (Н2) = Р (Нз) = 1/3 (выбор любого из ящиков равновозможен); 
Р (A/H l ) = 1 (вероятность извлечения белого шара из первого ящика); Р (А/Н2)= 
=10/20= 1/2 (вероятность извлечения белого шара из в.орого ящика); 
Р (А/Н з) = о (вероятность извлечения бс.IJОГО шара из третьего ЯЩИl<а). 

ИСКОМУЮ вероятность Р (Н 1/ А) находим по фоР~jуле Беiiеса: 
1.(1/3)"2- -

Р (H1/A)= 1.(1/3i+(1/2).(li 3)-j-О.(I/З) =3' . ., 
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857. В ящике имеется N изделий, среди которых могут быть 
и бракованные. Вынутое наугад изделие оказалось небракованным. 
Определить вероятность того, что: все изделия в ящике небрако
ванные; N - J изделий небракованных и одно изделие бракованное; 
N - 2 изделий небракованных и два изделия бракованных; ... ; 
все N издеЛий в ящике браковаННblе. 

6. Гипотезы до опыта: Но-все изделия в ящике небракованные; {Н)
одно изделие бракованное; Нz-два изделия бракованных; ... ; HN-Bce 
изделия бракованные. Событие А - появление небракованного изделия. Тре
буется найти Р(Но/А), Р (H1/A), Р (Н2/А), ... , Р (HN/A). 

Пусть до опыта все гипотезы равновозможны: 

1 
Р (НО) =Р (HJ=P (Н2) = ... =Р (HN) = N+ 1 ' 

т. e~ 

Отсюда находим 

Аналогично п.олучае~1 

2 N-1 . 2 N-2 
P(H1/A)=N+1' Z;Г-' P(Hz/A)=N+I' tг' P(HN/A)= 

2 
=N+l' 0=0. А 

858. В первой урне 5 белых и 10 черных шаров, во второй-
3 белых и 7 черн,ЫХ шаров: Из второй урны в первую перело~ · 
жили один шар, а затем из первой урны вынули наугад один 
шар. Определить вероятность того, что .вынутыЙ шар-белый. 

6 После ' того, как из второй урны переложили в первую .один шар, 
в первой урие .оказалось две савакупнасти шарав: 1) 5 белых и 10 черных 
шаров, первоначальна нахадившихся в этай урне; 2) один шар, переложен
ный из второй урны. Вероятность паявления белого шара из первой совакуп
ности составляет Р (A/H l ) =5/15= 1/3, а из вторай совакупнасти Р (А/Н2) = 
= 3/10. Вероятность того, что праизвольно вынутый шар принадлежит первой 
совокупности, есть Р (Н1) = 15/16, а втарой совокупности-Р (Hz) = 1/16. 

I Исп.ользуя формулу палной вераятности, получим 

15 1 1 3 53 
Р (А) =р (Н1)·Р (А!Нl)+Р (Hz)·P (A/Hz) = 16' 3+16' 10= 160' • 

859. В первой урне 1 белый и 2 черных шара, во второй-
100 белых и 100 черных IШров. Из второй урны переложили 
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в ~ервую один шар, а затем из первой урны вынули наугад один 
шар. Какова вероятность того, что вынутый шар ранее находился 
во второй урне, если известно, что он белый? 

§ 5. СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА И ЗАКОН ЕЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Если каждому элементарному событию (J) из некоторого множества собы
тий Q можно поставить в соответствие определенную величину Х = Х (00), то 
говорят, что задана случайная величина. Случайную величнну Х можно рас
сматривать как функцию события (J) с областью определения Q. 

Случайная величина может прн.нять то или иное значение из некоторого 
числового множества, однако заранее неизвестно, какое именно. Случайные 
величины принято обозначать большими буквами Х, У, " ',' а принимаемые 
ими значения-соответствующими строчными буквами х, у, '" . 

Если значения, которые может принимать данная случайная величина х, 
образуют дискретный (конечный или бесконечный) ряд чисел хl, Xz, "', Хm ••. , 
то и сама случайная величина Х называется дискретной. 

Если же значения, которые может ПРИНЮАать данная случайная величина'Х, 
заполняют конечный или бесконечный промежуток (а. Ь) числовой оси Ох, то 
случайная величина называется неnрер~ноЙ. 

Каждому значению случайной величины дискретного типа хn отвечае1 
определенная вероятность Рn; каждому промежутку (а. Ь) из области значе
ний случайной величины непрерывного тнпа также отвечает определенная 
вероятность Р (а < Х < Ь) того, что значение, приltЯтос случайной величиной, 
попадет в этот промежуток. 

Соотношение, yctaH-.;Iвливающее тем или иным способом связь между воз
~южными ~начениями случайной величины и их вероятностями, называется 
законом распределения случайной величины. 

Закон распределения дискретной случайной веЛИ,ЧIIНЫ обычно задается 
рядом распределения: 

Xi ха 

Pi Р! РЗ Рn 

n 
При этом ~ Pi = 1, где суммирование распространяется на все (конечное или 

i=I 
бесконечное) множество возможных значений данной случайной величины Х. 

Закон распределения непрерывной случайной величины удобно задавать' 
с помощью так называемой функции плотности вероятности f (х). Вероят
ность р (а < Х < Ь) того, что значение, принятое случайной величиной Х. 
попадет в промежуток (а. Ь). определяется равенством 

ь 

р (а < Х < Ь) = ~ f (х) dx. 
а 

График функции f (Х) называется кривой распределения. ГеО~lеТРllчески 
вероятность попадания случайной величнны в промежуток (а, Ь) равна П.10-
,щади соответствующей криволинейной трапеции, ограниченной кривой распре
деления, осью ОХ и прямыми Х=й, Х=Ь (рис. 39). 

Функция плотности вероятности f (х) Об:'1адает следующи~1И свойства~lИ: 



+ :ю 

2~ . \ f (х) dx = 1 
.' , 

-» 

(ест! все ЗН~'IСНl!Я С.'I)'чаЙноЙ величины Х заключеиы в , промежутке (а, Ь), то 
ь 

ПОС.lеднее раВеНСТВО можно записать в виде ~ f (х) dx= 1 ). 
а 

Рассмотрим теперь функцию F (х) = Р (Х < х). Эта функция называется 
Фун"цией распределения верtJятности случайной величины Х. Функция F (х) 
существует как для дискретных, так и для 

непрерывных случайных величин. Если 
f (х) -функция плотности распределения ве
роятности непреР~IВНОЙ случайной величины 
Х, то 

х 

F (х) = ~ f (х) dx. 
-:ю 

Из ПОС.lе;J,Него равенства следует, что 

f (х) =F' (х). 

fL 

Рис. 

Иногда функцию f (х) называют дифференциальной функцией распределе. 
HlI.'l вероятности, а функцию F (х)-интегралыюй функццей распределения 
веро.чтНОС11lt/. 

Отметим важнейшие свойства функции распределения вероятности: 
1 о. F (х) - неубывающая фу нкция. 
20. F (-00) =0, 
30.1(+00)=1. 
Понятие функции распределення ЯВ.'lяется центральным в теории вероят

ностей. Испо.'lьзуя это понятие, можно дать другое определение непрерывноА 
с.1учаЙноЙ величины. Случайная величииа называется непрерывной, если ее 
интегра.'lьная функцня распределения F (х) непрерывна. 

860. даны вероятности значений ' случайной величины Х: 
значеНllе 1 О имеет веРОЯТНОGТЬ 0,3; значение 2-вероятность 0.4; 
значение 8-вероятность 0,1; значение 4-вероятность 0,2; По
строить ряд распределения случайной величины Х. 

6. Расположив значения случайной величины в возрастающем порядке, 
подучим ряд распределения: 

2 4 8 10 

Pi 0,4 0,2 0,1 0,3 

Возьмем на плоскости хОр точки (2; 0,4), (4; 0,2) и т. д. Соединив после
довательные точки прямолинейными отрезками, получим так называемый 
Аtногоуголыltl/С (liJlИ полигон) распределения случайнuй веJ.lИЧИНЫ Х (pIIC. 40) .• 
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861. Случайная величина )( подчинена закону распределения 
с плотностью t (х), причем 

( О при х < о, 
f(x) = ~ а (3х-х2) при 0~x~3, 

l О при х> 3 

Требуется: 1) Найти коэффициент а; 2) построить график рас
пределения плотности у = f (х); 3) найти вероятность попадания )( 
в промежуток (1,2). 

р 

0/1-

V' 
1{х) 

0,3 
о,] 

0,1 

О 2. 'r 5 В 10 iC 

Рис. 40 Рис. 41 

6. 1) Так как все знаl.Jения данной СЛУl.JаЙноЙ величины заключены на 
з 

отрезке [О, 3], то ~ а (3х-х2) dx= 1, откуда 
о 

а[{Х2_; ХЗ]:=I, или aC;-9)=I, т. е. a=f. 
2) Графиком функции f (х) в интервале [О, 3] является парабола у = 

2 2 2 ' = '3 Х-"9 х , а вне этого интервала графиком служит сама ось абсцисс 

(рис. 41). , 
3) Вероятность попадания случайной велиl.JИНЫ Х в промежуток (1, 2) 

найдется из равенства 

2 ' 

S (
2' 2) I х2 2х3 J 2 4 16 1 2 13 : 

Р(I < Х < 2) = з Х-g х2 dx= з-27" 1=3-27-3+27=27· ... 
1 

862. Дан ряд распределения СJjучай~ой величины )(1 

. xl 10 20 " 30 40 50 

Р, 0,2 0,3 
I 

0,35 0,1 0,05 

Найти функцию распределения вероятности этой случайной ве-
личины. 

6. Если х..-;;; 1 О, то F (х) = Р (Х < х) = О; 

» lO<x~20,» F(x)=P(X'<x)=O,2; 
» 20<x~30,» F(x)=P(X<x)=O,2+0,3=O,5; 
» 30<x~40,» F(x)=P(X<x)=0,2+0,3+0,35=O,85; 
» 40<x~50,» F(x)=P(X<x)=O,2+0,3+0,35+0,I=O,95;, 
:t х> 50, » F (х) =Р (Х < x)=O,2+0,3+0,35+0,1+0,05=1.,A 



863. СJIучайная величина Х задана функцией распределения 
(интегральной функцией) 

( о при х <1 

Р(х) = ~ (x-I)/2 при '<x~3, 
. ~ 1 при х> 3. 

Вычислить вероятности попадания случайной величины Х 

в и,нтервалы (1,5; 2,5) и (2,5; 3,5). 

~ Р! =F (2,5)-F (1,5) =(2,5-1)/2-(1,5-1)/2=0,75-0,25 =0,5, 
P2 =F (3,5)-F (2,5)= 1-(2,5-1)/2= 1-0,75=0,25 .• 

864. Случайная величина Х задана функцией распределения 

(О при х < 2, 
Р(х) = ~ (х-2)2 при 2~x~3, 

l 1 при х> 3. 

Вычислить вероятности r;опадания случайной величины Х в ин
тервалы (1; 2,5) и (2,5; 3,5).", 

~ Р1 =F (2,5)-F (1) = (2,5-2)2-0='0,25, 
P2 =F (З,5)-F (2,5) = 1-(2,5-2)2= 1-0,25=0,75 .• 

865. С~учайная величина Х задана функцией распределения, 
указанной в предыдущей задаче .. Найти плотность распределения 
(дифференциальную функцию распределения) случайной величины. 

8. Плотность распределения равна произеодноl{ функции распредемшНI, 
... е. f (х) = F! (х), поэтому ' 

f о при х < 2, 
'(х)=) 2(:.;-2) при 2~x':::;:;3, 

~ О при х> 3. 

866. Стр~лок производит по мишени три выстрела. Верьят
ность попадания в мише'нь при каждом выстреле равна 0,3. По
строить ряд распределения числа попаданий . 

• Воспользоваться формулой Бернулли. 

867. В урне име}ртся четыре шара с номерами от 1 до 4. 
Вынули два шара. Случайная величина Х -сумма номеров ша
ров. Построить ряд распределения случайной величины Х. 

868. Случайная. величина Х подчинена закону распределения 
с плотностью 

f (х) = {а Iy а2 _х2 при I х I < а, 
О при I х I ~ а. 

Требуется: 1) найти коэффициент а; 2) найти вероятность попа
дання случайной величины Х на участок (а/2, а); 3) построить 
график распределения плотности вероятности. 

869 •. Показать, что функция f (х) = 1 l(x2 + ,,2) является плот
ностью вероятности некоторой случайной величины Х, и вычи-
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сл.ить вероятность попадания случайной веЛIIЧИНЫ Х на участок 
(п, 00). . 

870-. Дана функция плотности распределения случайной вели
чины Х: 

( о при х < о, 
f (х) = ) а slп х при О ~ х";;;; Л, 

~ О при х> л. 

Определить а и F (х). 
871. В урне 5 белых и 25 черных шаров. ВЫНУЛII один шар. 

Случайная величина Х -число вынутых белых шаров. Построить 
функцию распределения F (х). 

§ 6. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ И ДИСПЕРСИЯ 
СЛУЧАЙНОЙ ' ВЕЛИЧИНЫ 

Математическцм ожидани:JА! дцскрепжой случайной веЛIlЧIIНbl называется 
сумма произведений значений случайной ве.1НЧИНЫ на вероятности ЭТIIХ зна
чений. 

Если случайная величина Х характернзуется конеЧНЫ~l рЯДО~J распреде
ления: 

Xj Х! ХЭ 

Р; Р! Р2 Рn 

то математическое ожидание М (Х) определяется по фОР~lУ.1е 

II 

М (Х)=ХIРl+Х2Р2+'.'+ХnР'" или М(Х)= ~ XjPj. (1) 

М(Х) 
XIPl + Х2Р2 + ... + ХnР"n 

Pl+P2+·.· +Рn 

i = 1 

Таким образом. М (Х) является взвешенной средней арифметическоii значеНlll1 
случайной величины Ч. Х2 • ••. .- ХN при весах Pi, Р2. . .. , Рn. 

"" 
Если n= 00, то М (Х) = ~ РЕХЕ (при . условии. что ряд абсолютно схо-

,"= 1 
дится). 

Понятне математического ожидания распространяется ина непрерывную 
случайную величину. Пусть f (х)-плотность вероятности случайной величины Х. 
Тогда математическое ожидание непрерывной СЛУ'lаuной величины Х опреде
ляется равенством 

+"" 
М (X~ = ~ х! (х) dx 

-00 

(при условии. что интеграл абсолютно сходится). 
Геометрически математическое ож.идание как непрерывно!"!, так 11 Щ!Сl\реr

ной случайной величины равно абсциссе центра тяжеп!! JJ.10щади. ограничен
ной крнвой (или полигоном) распределения и осью абсцисс. ПО310МУ npll 
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симметрии кривой (или полигона) распределения относительно некоторой пря
мой, параллельной оси ординат, математическое ожиданпе совпадает с абсцис
сой точки пересечения этой оси симметрии с осью абсцисс. 

Точка оси Ох, имеющая абсциссу, равную математическому ожиданию 
случайной величины, часто называется центром распределения этой случайной 
величины. 

дисперсией случайной величины называют математическое ожидание. квад
рата отклонения случайной величины от ее математического ожидания: 

D (Х) =М [Х-М (X)]z. 

Если ввести обозначение М (Х) = т, то формулы для ВЫЧИС.'lения диспер
сии дискретной случайиой величины Х запишутся в виде 

n 

D (Х) = ~ PI (Х; _m)Z, 
1=1 

<1:) 

D (Х) = ~ Р1 (x{-т)Э (при n= CXI), 
1= I 

а для непрерывной случайной величины Х-В виде 

+00 

D (Х) = ~ (х-т)2! (х) dx. 
-00 

} 

Для дисперсии случайной величины справедлива формула 

(2) 

(3) 

D(X)=M(X-а)2]~[М(Х)-а]2. или D(X)=M((X-a)2]-(т-a)2, (4) 

где а-произвольное число.. Этой формулой часто пользуются для вычисления 
дисперсии случайной величины, так как вычисление по этой формуле обычно 
проще, чем по формулам (2) и (3). 

Средним К8адратиЧНblМ отКlUженuем случайной величины Х называется 

величина (1" = V D (Х). 
Среднее квадратичное отношение есть мера рассеяния значений случай

ной величины около ее матемаТИ'lеского ожидания. 

872. Дана функция 

{
Опри х < о, 

'(х)= (1/2)slnx при 0...;;=;;;"" 
о при х> "'. 

Показать, что f (х) может служить плотностью вероятности не
которой случайной величины Х. Найти математическое ожидание 
и дисперсию случайной велич\шы Х. 

6. Имеем 
+<1:) л: 

5 f (х) dx = S f (х) dx===: 
-<1:) О 

= ~ f slnxdx=- ~ cosxl;=I. 

о f 7f 

Рис. 42 
о 

Кроме того, f (х) ~ О. Следовательно, f (х) может служить плотностью вероят
ности некоторой случайной величины. Так как прямая х='Л./2 является осью 
симметрии соответствующей дуги кривой У= (1/2) sln х (рис. 42), то матема
тическое ожидание случайной величины Х равно 1'/2, '1'. е. М (Х) ='Л./2. 
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- Найдем дисперсию. Для этого в формуле (4) положим а=О, М (Х) =п/2, 
тогда остается только вычислить интеграл, определяющий М (Х2); имеем 

+00 11: 

М (Х2) = S х2! (х) dx • ~ s х2 sin х dx= 
-." О 

= ~ [- x~ cos x+2xstn х+2 cos х J: = ; (л:2 -4). 
Поэтему 

D (Х)={ (п2 -4)- (~'Y=~2 -2, !1х= У ~2_2 ~ 0,69. j. 

873. Случайная величина Х характеризуется рядом распреде
ления: 

ХЕ О 2 3 

РЕ 0,2 0,4 0,3 0,08 

Определить математическое ожидание и дисперсию. 

t::,. По форму.'Iе (1) находнм математическое ожидаНllе: 
М (Х) =0.0,2+ 1.0,4+2.0,3+3.0,08+4·0,02= 1,32. 

4 

ДиспеРСIIЮ найдем по формуле (4), полагая а=2; отсюда М (Х)-а= 
'= 1,32-2=-0,68. Составляем таБЛIIЦУ: 

Х/ О ~ 3 4 

ХЕ-а '--2 -1 О 2 

(ХЕ-а)! 4 О 4 

Р; 0,2 0,4 0,3 0,08 0,02 

Р; (~i-a)2 0,8 0,4 О 0,08 0,08 

Теперь находим 
4 

М [(Х _а)2] = ~ Р/ (xj-a)2= 1,36 ; 
i=O 

D (Х) = 1,36-(-0,68)2= 1,36-0,4634 =0,8966; ах = УО,8966=0,95. А 

874. В урне 6 белых и 4 черных шара. Из нее пять раз по
дряд извлекают шар, причем каждый раз вынутый шар возвра
щают в урну и шары перемешивают. Приняв за случайную ве-



личину Х ЧIlС,1JО извлеченных белых шаров, составить закон рас
пределения этой величины, -определить ее математическое ожида
ние и дисперсию. 

875. Дана функция 
, 

( о 
f(x)=< л(4х-хЗ) прн O~x";;;;2, 

I О 

пр!! х < О; 

при х > 2. 

При какоы значеНIIИ л функция f (х) может быть принята за плот
ность вероятности случайной величины Х? Определить это зна
чение Л, наЙТII математическое ожидание и среднее квадратичное 
отклонение соответствующей случайной величины Х. 

§ 7. МОДА И МЕДИАНА 

Модой дискргmной случайной величины Х называется> ее наиБО.'Iее верояг 
ное значение. 

Модой неnреРЫ8НОЙ случайной величины Х называется то ее значение, 
при котором П.IJОТНОСТЬ распределения маКСЮlа.lьна. 

Моду будем обозначать СИЫВО.'IО~I М. 
Медианой непрерывной случайной вели'lИНЫ Х называется такое ее зна

чение /1-, для которого одинаково вероятно, окажется ли С.1У'lаЙная величина 
меньше. или бол~ше /1-, т. е. Р (Х < р) = 
=Р(Х > /1-) =0,5. , 

Геометрически мода является абсциссой 
той точки кривой (полигона) ~распределения, 
ордината которой максимальна. Ордината 
же, проведенная в точке с абсциссой> х= /1-, 
делит пополам площадь, ограниченную кри

BOII распределения. Если прямая х = а 
является осью сим~етри и крнвой распределе-

~. 
J!1 J; 

ния y=f(x), то ,J:=/1-=M (Х)=а(рис. 43). Рис. 43 

876. дана плотность вероятности непрерывной случайной вели
чины f (х) = ae2X - Х' (а> О). Найти моду этой случайной величины. 

Ь. Найдем максимуы функции у=! (х). Для этого наХОДИ~1 производные 
первого и второго порядков: 

" (х) =2а (l-x) e2X - Х", '" (х) =_2ае2х - х2+ 4а (l-x)2 e2X - х'. 
Из уравнения f' (х) = О no.'Iучае~1 х = ). Так как '" (1) = -2ае < О, то при 

х= 1 функция f (х) имеет маКСЮIУ~I, т. е. М =). мы не определял'i значения 
ПОСТОЯНIIОЙ величины а, так как максимум функции t (х) = ае2х - х2 не зависит 
ОТ числового значеllИЯ а. А 

877. Дана плотность вероятности с.lучаЙноЙ величины XI 
( О при х < о, 

'(х)= ~ x-x3 j4 при О,,;;;;х,,;;;;2, 

~ О при х > 2. 

Найти медиану этой случайной величины. 

~ Медиану fJ. найдем из УСJlOfШЯ Р (Х < 11)=0,5. В Д~НfЮМ случае 
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Таким образом, приходим к уравнению /12/2-/14/16= 0,5, или /1~-8/12+8=O, 

откуда /1 = ± V 4 ± V 8. Из четырех корней этого уравнения нужно выбрать 
тот, который заключен между О и 2. Таким образ'ом, /1 = V 4- V 8 ~ 1,09. А 

878. дан ряд распределения дискретной случайной величи~ы: 

х' .1 

Р' 

Найти моду. 

10 20 

0,24 0,36 

30 40 50 60 

0,20 0;15 0,03 0,02 

879. Дана плотность распределения непрерывной случайной 
величины: 

{
Опри х < 2, 

[(х)= а (х-2) (4-х) при 2~x.,.;;4, 
О при х > 4. 

ОпределиТI:~ значение а, моду и медиану. 

§ 8. РАВНОМЕРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

РМfЮмеРНЫ14 называется 
значения которых лежат на 

распределение таких случайных величин, все 
некотором отрезке [а, Ь] и имеют постоянную 
плотность вероятности на этом отрезке (рис. 

81) а, ь 

Рис. 44 

44). Таким образом, 

{
Опри х < а, 

f (х) = h при а t;;;;;, х.,.;; Ь, 
О при ~ > Ь. 

Так как h (Ь-а) = 1, то h= 1/(Ь-а) и, следо
вательно, 

{
Опри х < а, 

'(х)= l/(Ь-а) при a~x~b, 
. при х> Ь. 

880. Определить математическое ожидание случайной величины. 
с равномерным распределением. 

6. Имеем 

т. е. М (Х) = (а+ Ь)/2, как это и должно быть в силу симметрии распределе
ния. А. 

881. Вычислить дисперсию и среднееКЕадратичное отклонение 
для случайн()й величины с равномерным распределением. 

6. Используем формулу D(X)=M(X2)_[M(X)]I, учитывая найденное 
в предыдущей задаче значение М (Х) = (а + Ь)/2. Таким образом, остается 
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вычислить . М (Х2); имеем 

Отсюда 

Ь Ь 

S 
х2 1 ЬЗ_аЗ 

М (Х2) = Ь-а dx= 3 (Ь- а) хЗ 
=3 (Ь- а) 

а а 

D (Х) = Ь'+аЬ+а2 

3 
(а+Ь)' 

4 
(Ь-а)2 

12 

Следовательно, ах = YD (Х) = (Ь-а)/(2 уз). А 

882. Все значения равномерно распределенной случайной вели
чины лежат на отрезке [2, 8J. Найти вероятность попадания слу
чайной величины в промежуток (3, 5). 

883. Поезда данного маршрута городского трамвая идут с интер
валом 5 мин. Пассажир подходит к трамвайной остановке в неко
торый момент времени. Какова вероятность появления пассажира 
не ранее чем через минуту после ухода предыдущего поезда, но 

не позднее чем за две минуты до отхода следующего поезда? 

§ 9. БИНОМИАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИjI. ЗАКОН ПУАССОНА 

Если :вероятность настуцления случайного события в каждом испытании 
равна р, то, как известно, вероятность того, что при n испытаниях событие 
осуществится т раз, определяется формулой Бернулли: 

Рm , n=с'/(рmчn-m (где q=l-p). 

Закон распределения случайной Ееличины Х, которая может принимать 
n+ 1 зиачение (О, 1, ..• , n), описываемый формулой Бернулли, называется 
БUНОАСuаllыtblАС. 

Закон распределения случайной величины Х, которая может принимать 
. любые це..1ые неотриqательные значення (О, 1, 2, "', n), описываемый формулой 

аm 
P(X=т)=mг гa, 

носит название закона Пуассона. 
Закон Пуассона является законом распределения вероятностей, например, 

·для следующих случайных величин. 
а) Пусть на интервале (О, N) оси Ох случайно размещаются n точек 

независимо друг от друга, причем события, заключающиеся в попадании одной 
точки на любой наперед заданный отрезок постоянной (например, единичной) 
длины, равновероятны. 

Если N ---+ 00, n ---+ 00 и а ~ Iiт N
n " то случайная величина Х, рав

N .. "" 
ная числу точек, попадающих на заданный отрезок единичной длины (которая 
может принимать значения О, 1, ... , т, ... ), раСlJределяется по закону Пуассона. ' 

б) Если n равно среднему числу вызовов абонентов, поступающнх за один 
час на данную телефонную станцию, то число вызовов, поступающих за одну 
минуту, приближенно распределяется по закону Пуассона, причем a=nj60. 

Математическое ожидание и дисперсия случайных величин , распределенных 
по биномиальному закону и закону Пуассона, определяются по следующим 
формулам: 

для биномиального закона: М (Х)=nр; D (X)=npq; 
для эркона Пуассона: М (Х) = а; D (Х) = а. 
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884. Автоматическая телефонная станция получает в среднем 
за час 300 вызовов. Какова вероятность того, что за данную 
минуту она получит точно два вызова? 

6. За минуту АТС получает в среднем 300/60 = 5 вызовов, т. е. а = 5. 
Требуется 'найти Р2' Применив формулу Пуассона, находим 

Р _ 52 е-Б- 25""'009 '" 
2 - 21 -- 2е' ~ , .-

885. Книга в 1900 страниц имеет 100 опечаток. Какова вероят
ность того, что на случайно выбранной странице не менее четырех 
опечаток? 

6 Среднее коли'!ество опечаток на одну страницу есть а= 100/1000=0,1. 
В данном случае следует применить формулу Пуассона: 

"р _ (0,1)'" -о 1 
",---,-е '. m. 

Здесь Р m - вероятность иметь т опечаток на одной странице. 
Если m=О, то Po=e-O•1; если m=1, то Pi=O,I·e- О,l; если m=2, то 

Pz=0,005.e-O,l; если m=3, то Рз =О,ОООI67.е-о,l. Сумма Ро+Рi+Р2+РЗ 
является вероятностью того, что на странице окажется не более трех опечаток. 
Эта сумма равна l,105167.e-o. 1• Вероятность же того, что на случайно выбран. 
ной странице не менее четырех опечаток, равна 

1-1,105167 .eO,l= 1-1,105167.0,904837= 1-0,999996=0,000004 ... 

886. Среди семян ржи имеется 0,4% семян сорняков. Какова 
вероятность при случайном отборе 5000 семян обнаружить 5 семян 
сорняков? ' 

887. 0пределить математическое ожидание и дисперсию часто
ты mjn появлений случайного события при n испытаниях, если 
вероятность появления события при одном испытании равна р. 

888. Показать, что биномиальное распределение обращается 
в пределе в распредеJ!енне Пуассона, если n --+ 00, р --+ О, но 
nр=а . 

• Воспо.'lьзоваться равенством 

'(пр)т (1- ~) (1- ~) ... (l_m-;:l) ПР_т 
C';ipmqn-m= ' т! (l-р)Р 

и перейти к пределу. 

, ' 889. Случайная величина Х подчинена биномиальному з.аКОНУ 
расп ределения Р (Х = т) = С';; p"'qn-m. Определ!!Ть математическое 
ожидание этой случайной величины. 

6 Имеем 

ппп 

М (Х)= L. mC7ipmqn-m = L. mС:~рmqn-т = пр L. ~ c';ipт-~q"-11J.. 
т=О т=l т=l 

Но 

!!:.. с'; =.!!!.... n (п- 1) (п-2) ... (п-m+ 1) = c~..:-l. 
n n 1·2·3 ... (m-1)m 
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Следовательно,. 

" м (Х)=nр ~ C'/?~llpт-Jp(n-l)-(т-l)=np (p+q)n-J, 
111=1 

т. е. М (Х)=nр. 

890. Определить ДИСПfРСИЮ случайной величины Х, ПОДЧJlнен
ной БJlНО~1Иальному закону распределения. 

6. Предварительно найдем мате~iатическое ожидание сл}"!айноlI ведичины XZ; 
n n 

М (Х2) = L. m2С'J(ртqn-т=nр L. т.: С'J(рт-1q(n-)-(т-) = 
111=1 , т.=1 

n 
=nр ~ mС~'::-~рт-lq(n-~)-<т-J>= 

т=l 

= пр ( ~ (m- 1) c~.::-i pт-lq(n-J>-<т -1>+ :t ~.::-l рт-lq(''J-J>-<т-l». 
m=1 m= 1 

Первая из сумы в скобках является математическим ожиданием случай
ной ведичины Х, подчиненной биномиальному закону Р (Х =m-I) = 
= C~''::-/pт-lq<n-~>-(т-Jj, поэтому она равна (n-I) р (см. предыдущую задачу). 
Вторая же суыма равна (p+q)n-~= 1. 

Итак, м (Х2)=nр(n-l)p+np. Но D(X)=M(X2)-[M(X)]2, поэтому 

D (Х) =n2р2_nр2+nр_n2р2=nр (I-p) =npq. А 

891. Найти математическое ожидание случайной величины Х, 
аmе- а 

,подчиненной закону Пуассона Р (Х = т) = тг' 

6. Имее~1 
а: Ф '" 

"" ате- а "" ат.е- а _ "" ат - I 

М (Х)= L. m--,-= L. m--,- =ае а L. ( 1)1 • 
/11=0 m. m=1 ,т m=1 m-

'" 
Но 

"" ат -1 

L. (m-I)I 
111=1 

еа , следовательно, М (Х) = а. А 

892. Найти дисперсию случайной величины Х, подчиненной 
вакону Пуассона. 

1:::. Сначала наХОДИ~1 

'" , 00 

"" am-1e- a "" аm - I 

=а L. (m--:-l) (m-I)I, + ае- U L. (m- 1)1' 
т=1 m=1 
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Первая сумма является м.атематическим ожиданием случайной величины Х, 
подчиненной закону Пуассона, а вторая сумма равна еа • Отсюда получаем 
М (Х2) =а2 +а. Следовательно, D (Х) =а2 +а-а2 =а . .. 

893. Вероятность попадания стрелком в мишень равна 2/3. 
Стрелком сделано 15 выстрелов. Сдучайная величин'а Х -число 
попаданий в мишень. Найти математическое ожидание и диспер
сию случайной величины Х. 

6. Здесь следует воспользоваться значениями математического ожидания 
и дисперсии для биномиального закона распределения: М (Х) = пр = 15· (2/3)= 10, 
D.(X) =npq = 15· (2/3). (1/3) = 10/3 ... 

§ 10. ПОl(А3АТЕЛЬНОЕ (ЭI(СПОНЕНЦИАЛЬНОЕ) РАСПРЕДЕЛЕНИЕ. 
ФУНI(ЦИ'я НАДЕЖНОСТИ . 

Аналогом закона Пуассона для непрерывных случайных величин служит 
noказаmелышй (экспоненциальный) закон, функция плотности распределения 
которого имеет вид 

{ Опри х.( О, 
~ (х) = ')..е-Лх при х ~ О, 

где А. > 0- постояиный параметр. 
Функция распределения ('интегральная функция) показательного закона 

х х 

F(x)= ~ f(Х)dх=~хе-ЛХdх=l-е-лх, 
-а> о 

т. е. 

т. е. 

ю 

F х) _ { о при х < О, 
( - l-e-1-.x при X~O. 

, 
Вероятность попадания случайной величины Х в интервал (01, fI) составляет 

р (а. < Х < ~) =F (В) -F (а.) = (l-е-Лf3) -(I-е-ла) =е- Л"_е- Лf3 , 

Р(а. < Х < ~)=е-Ла_е-Лt1. 

Определим числовые характеристики показательного закона распределения: 
математическое ожидание . 

Q) 

М (Х) = r х')..е-Ах dx= [_ xe-Ах_J.. е-лх] '" =J.. , J А. о '). 
о 

дисперсия 

'" 
D (Х) = S х2')..е- Лх dx- [М (Х)]2 = 

О 

=[ -х2е-Лх_~Хе-ЛХ-А.~е-Лх]: -~2=:2-~2=~2' 
среднее квадратичное откл?нение 

,r- 1 1 
U (Х) = r D (Х)=-Х ' т. е. М (Х) =а (Х) =1'" 



Если .т-непрерывная случайная величина, выражающая продолжитель
ность времени безотказной работы какого-либо элемента, а 1..- интенсивность 
отказов (среднее число отказов в- единицу времени), то продолжительность вре
мени t безотказной работы этого элемента можно считать случайной величиной, 
распределенной по показательному закону с функцией распределения F (t) = 
= р (Т < t) = l-e-~ (л. > о), которая определяет вероятность отказа элемента 
за время t. 

Функция надежности R и, определяет вероятность безотказной работы эле
мента за время t: R (t).=е- Лt • 

894. для какого значения k функция 

{ Опри х < О; 
f (х) = ke-л.х при х;;;;.О 

является функцией плотности показательного закона? 

'" '" 
6 Так как f (х) =0 при х <?, то S f (х) dx = S ke- Ax dx= 1. Отсюда 

k [- е-:"]: =1, ~ =1, т , е. k=л.. А 

895. Непрерывная случайная 
показательному закону: 

f (х) = { 4e~4" 

о о 

величина Х распределена по 

лрих < О, 
при , х;;;;.О. 

Найти ,вероятность того, что в результате испытаний Х попадет 
в интервал (0,2; 0,5). 

8. Используя формулу р (а < х < ~) =е- Ла -е- л13 , имеем 

р (0,2 < х < 0,5) =е-400,2_е- 4 · О,б =е- О,8_г 2 =0,4493-0, 1353 =0,314 

I(для вычисления значений функции е-Х мы воспользовались табл. 11 на с. 410). А 

896. Время t расформирования состава через горку-случай
ная величина, подчиненная показательному закону. Пусть Л= 5-
среднее число поездов, которые горка может расформировать за 
1 ч. Определить вероятность того, что время расформирования 
состава: 1) меньше 30 мин; 2) больше 6 мин, но меньше 24 мин. 

6. Используем dJункцию распределения показательного закона F и) = 
= р (Т < t) = I-e->J. 

1) Вероятность того, что расформирование состава займет менее 30 мин=0.5 ч, 
есть 

F (0,5) =р (Т < 0,5) = l-е-Н,б = l-е-2• б = 1-0,082 =0,918. 

2) Вероятность того, что время расформирования составляет от 6 мин=О.l ч 
ДО '24 мин = 0,4 Ч, такова: 

Р(О,I < Т < 0,4)=e-6 ' О,1-е-б'М=е-о,6_г2=0.6065_0,1353=0,4712 . А 

897. Вероятность безотказной работы элемента распределена 
по показательному закону f (t) = 0,02e-°,02t (t > о). Найти веро
ятность того, что элемент проработаетбезотказно в течение 50 ч. 



6, Испо.'1ьзуя функцию надежности R. (f)=е- Лl , получим R. (50) = 
=е- 0,02'.0 =e-1 = 0,3679 .• 

898. Непрерывная случайная величина Х распределена по 
показатеЛЬНО:-'IУ закону f (х) = 2,5е- 2 ,5Х при х> О и f (х) = О при 
х < О. НаЙТII математическое ожидание, ДIlсперсию н среднее 
квадратичное отклонение. 

899. Непрерывная случайная величина Х распределена по 
показатеЛЬНШIУ закону с функцией ПЛОТНОСТlI 

f { О при х < О, 
(х)= 7е-7Х при x~O. 

Найти вероятность того, что в результате испытаНIIЙ Х попадет 
в интервал (0,15; 0,6) . 

900. Найти математическое ожидание случайной веЛIIЧИНЫ Х, 
распределенной по показательному закону, еСЛII функция распре
деления имеет вид 

F (х) = {1_e~0,2;x ~~:: ~ ~~: 
901. Вреыя t расформнрования состава через горку-случай

ная веЛИЧlIна, подчиненная показательному закону. Пусть л=5-
среднее Ч\iСЛО поездов, которые горка может расформировать 
за 1 ч. ОпределIlТЬ вероятность того, что время расформироваНIIЯ 
состава состаВIIТ более 0,3 ч. 

902. длительность времени безотказной работы элемента имеет 
показательное распределение F (t) = l_e-o,02t (t> О). Найти 
вероятность того, что за t = 24 ч элемент: 1) откажет; 2) не от
кажет. 

903. Вероятность безотказной работы телевизора распределена 
по показательному закону f (i) = 0,002e- o,oozt (i > О). Найти веро
ятность того, что телевизор проработает 1000 ч. 

§ 11. НОРМАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ. ФУНКЦИЯ ЛАПЛАСА 

Hop,lta,1bHblu зuкан расnределенuя характеризуется плотностью 

f ( ) - 1 - (х-m)'/ (2а') 
х - е • 

оУ2л 

Нетрудно видеть, что функция f (х) УДОВ.'1етворяеr ДВУМ УСЛОВIIЮ/, предъяв
+00 

JIяеМЫ~1 к П.10ТНОСТИ распределения: 1) f (х) > О; 2) ~ f (х) dx= 1. 
-ф 

Кривая У= f (х) имеет ВИД , изображенный на рис. >15. Она симметрична 
О1НОСlIтельно пrяыой х=m, маl{СlIмальная ордината кривой (при х=m) равна 

1/(0 у 2л) 11 ось абсцисс является асимптотой этоii кривой. Так как 
+'" 
~ х! (х) dx=tn, то параметр т является математическим ожиданием случай-

-00 
+ф 

ной веЛИЧИltbl Х. С друrой .стороны, S (х-m)2 f (х) d.x = 02, 011<y;:I.З D (х) = 02, 
-ф 
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Т. е. а является средним квадратичным ОТ- '(Х) . 
клонеНllем величины Х. 

Введем обозначение 

х 

Ф(х)= :л. Se- f2
dt. 

о Рис. 45 

Функция Ф rx) называется функцией Лапласа, пли uнтеграЛОАt вероят
ностей. Эту функцию называют также фУЮСЦllей ошибок и обозначают ег! х. 
Иногда IIСПОЛЬЗУЮТСЯ· 11 другие формы функции Лапласа, например, Ф (х) = 

х 

= уl2Л S е -1'/2 dt (НОРЮlроsанная функция Лапласа), которая связана 
о 

х 

с функцией ошибок Ф (х) = :-Л S e-t2 dt со?тношением ф (х) =О,БФ (х/у2) , 
о 

или Ф (х У2) =О,БФ (х). 
Для ВЫЧ!IС.~ения значениIi функции Лапласа по.1ЬЗYlОТСЯ специальной 

таблицей (см. табл. Ш на с. 411). . 
Вероятность попадания в интервал ]а, Ь[ случайной величины Х, подчи

ненной нормальному ' закону, опреде.1яется через значения функции Лапласа 
.10 формуле 

р (а < Х < Ь) =o,5 [ Ф ( : y~ )-Ф (:v;) J. 
Отметим С.'lеДУlOщие свой~тва функции Лап.'lаса. 

о 

1°. Ф(О)=О, так как ~e-t2dt=0; 
о 

ао _ 

. 2 S 2 ул 20. Ф (+~) = 1, поскольку Ф (+ ~)= у-Л e- t2 dt= ул ' -2-=1: 

30. Ф (х)-нечетная ФУНКUIIЯ. 
Справсд.'шва также форыула 

о 

р (1 Х -т! < е) = Ф ( а ;2 )-

С помощью э~ой форму.'lЫ можно нахо,,1ИТЬ вероятно;:ть попадания сдучайной 
величины, подчиненной норма.1ЬНОМУ закону, в интервал, си~щетрнчный от
носительно точки m. 

904. Случайная величина Х распределена по нормальному 
закону с математическим ожиданием т .~ 40 и дисперсией D = 20Q. 
Вычис.ТII!ТЬ вероятность попадания случайной величины в . интер
вал ,(зо, 80}. 

l:::, Здесь а=30, Ь=80, т=40, а=У200=10У2; по.%зуясь табл. III 
lJa с. 411, находим I 

Р(30 < Х < 80)=0,5 [Ф (1О ~-;.4~ 2 )-Ф (1О ~-;.4~ 2)]= 
= 0,5 [Ф (2)+ Ф (0,5)] = 0,5 [0,995+0,521] =0,758. А 



905. Считается, .что отклонение длины изготавливаемых дета
лей от стандарта я'вляется случайной величиной, распределенной 
по нормальному закону. Если стандартная длина равна т = 40 см 
и среднее квадратичное отклонение равно (1= 0,4 см, то какую 
точность длины изделия можно гарантировать с вероятностью 0,8? 

6. Требуется найти положительное число е, для Koтoporo 
р (1 х -401 < В) =0,8. Так как 

Р(IХ-40 1 <В)=Ф( V )=Ф(I,77е), 
0,4 2 

то задача СВОДИТСЯ J( решению неравенства Ф (1 ,77е) > 0,8. С помощью табл. 111 
устанавливаем, что ] ,77в > 0,9]. Остается найти наименьшее значение 8, 
удовлетворяющее этому неравенству, откуда В = 0,52. А. 

906. Стрельба ведется из точки О вдоль прямой Ох. Средняя 
дальность полета снаряда равна т. Предполагая, что дальность 
полета )( распределена по нормальному закону со средним . квад
ратичным отклонением (1= 80 м, найти, какой процент выпускае
мых снарядов даст перелет от ' 120 до 160 м. 

907. Случайная веЛИЧИ,на Х подчинена нормальному закону 
с математическим ожиданием т и средним квадратнчным откло

нением (1. Вычислить с точностью до 0,01 вероятности попада
ния )( в интервалы {т. m+oJ, -(т+а. т+2а), (т+2а, т+3а). 

908. Показать, что вероятность поuадания- в ' интервал (а. Ь) 
случайной величины )( с математическим ожиданием т и средним 
квадратичным отклонением (1, подчиненной нормальному закону, 
не изменится, если каждое из, чисел а, Ь, т и (1 увеличить 
в л раз (л> О). . 

909. Масса вагона - случайная величина, распределенная по 
нормальному закону с математическим ожиданием 65 т и средним 
квадратичным отклонением (1= 0,9 т. Найти вероятность того, 
что очередной вагон имеет массу не более 70 т, но не менее 60 т. 

910. Мастерская изготавливает стержни, длина которых 1 
представляет собой случайную величину, распределенную цо нор
мальному закону с математическим ожиданием и средним квад
ратичным отклонением, равными соответственно 25 и 0,1 см. 
НаЙти вероятность того, что отклонение длины стержня в ту 
или другую сторону от математического ожидания не превзой
дет 0,25 см . 

911. Поезд состоит из 100 вагонов. Масса каждого вагона
случайная величина, распределенная по нормальному закону 
с математическим ожиданием а = 65 т и средним квадратичным 
отклонением 0= 0,9 т. Локомотив может везти состав массой не 
более 6600 т, в противном случае необходимо прицеплять второй 
локомотив . Найти вероятность того, что второй локомотив не 
потребуется. 

912. диаметр детали, изготавливаемой на станке, - случайная 
величина, распределенная по нормальному закону с математи

ческим ожиданием а = 25 см и средним квадратичным откло
нением (1= 0,4 см. Найти вероятность того, что две взятые наудачу 
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детали имеют отклонение от математического ожидания по абсо
лютной величине не более 0,16 см. 

~ Вероятность того, что наудачу взятая деталь имеет отклонение б в ту 
или другую сторону от математического ожидания, составляет 

Р (а-б < Х < а+б) =Р (/ Х-а 1 < б) =2ф (б/а). 
Отсюда 

Р <1 Х-251 <0,16) =2ф (0, 16/0,4) =2ф (0,4) =2·0,1554 =0,3108. 

Тогда для двух наудачу взятых деталей искомая вероятность есть 
0,31082=o,096. & 

913. Пусть Х -случайная величина, подчиненная нормальному 
закону с математическим ожиданием а = 1,6 и средним квадра
тичным отклонением (J = 1. Какова Еероятность того, что при 
четырех испытаниях эта случайная величина попадет хотя бы один 
раз в интервал (1, 2)1 

~ Найдем вероятность попадания случайной величин ы Х в интервал 
(1, 2) при одном испытании: 

Р(! < Х < 2)=ф(2 / ,6) -ф С / ,6)=ф (О,4)+ф (0,6) = 

=0,1554+0,2257 =o,3811. 

Тогда вероятность того, что случайная величина не попадет в интервал ] 1, 2[ 
при одном испытании, есть 1-0,3811 =o,6189, а при четырех испытаниях 
0,6189' ~ 0,1467. Значит, искомая вероятность составляет 1-0,1467 = 0,8533. & 

914. Диаметр выпускаемой детали-случайная величина, под
чиненная нормальному закону с математическим ожиданием 5 см 
и средним квадратичным отклонением 0,9 см. Установить: 
1) вероятность того, что наудачу взятая деталь имеет диаметр 
в пределах от 4 до 7 см; 2) вероятность того, что размер диа
метра наудачу взятой детали отличается от математического 
ожидания не более чем на 2 см; 3) в каких границах следует 
ожидать размер диаметра детали, чтобы вероятность не выйти 
за эти границы была равна 0,95. 

-- ( 7-5 ) - ( 4-5 ) - -~ 1) Р (4 < d < 7)=ф ~ - ф "'""О"У = ф (2,22)+Ф(I,II) = 

= 0,4867 +0,3654=0,8531; 

2) P(ld-51 < 2) =2Ф(2/0,9) =2Ф(2,22) =2·0,4867=0,9734; 
3) Р (1 d-51 < б) = 2ф (1\/0,9) = 0,95, Ф (13/0,9) = 0,475. Используя таблиuу 

значений нормированной функции Лапласа, имеем б/О,9= 1,96, откуда 
6=1,76. & 

915. Случайная величина Х подчинена нормальноыу закону 
с математическим ожиданием 2,2 и средним квадратичным от
клонением 0,5. Какова вероятность того, что при первом испытании 
случайная величина окажется на отрезке [3, 4], а при втором 
испытании - на отрезке [1, 2]? 

916. Случайная величина Х подчинена нормальному закону 
с математическим ожиданием а = 10. Каково должf''l быть среднее 
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квадратичное отклонеНllе а этой случайной Ееличины, чтобы еве· 
роятностью 0,8 отклонение от математического ожидаНIIЯ по абсо· 
лютной величине не превышало 0,2? 

§ 12. МОМЕНТЫ, АСИММЕТРИЯ И ЭI(СЦЕСС 
СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНbI 

Начальны.tl }.tO.lleHmOM 5-ГО порядка дискретной случаliНОI! величины Х. 
заданной РЯДО~I распреде.'Iения 

Х,' 

Р; Pl Рn 

называется CYM~a ряда 

'J,s = XfPl +X~P2+'" +X~P" + .... 
Для непрерывно/i случайно)"! величины Х с плотностью распределения / (х) 

начаЛЬНЫ~1 MO~leHToM s-ro порядка называется интегра.1 
+00 

. CG s = ~ X S/ (x)d.", 
-ос 

Нетрудно видеть, что начальный момент первого порядка случаliноli величины Х 
равен мате~lатнческому ожиданию этой случайной ве.1I!ЧИНЫ: аl = М (Х). 

Цеюnрадьны.11 MO.JleHmo.!! 5-ГО порядка дискретной случайной веЛIIЧИИЫ Х 
называется cY~I~la ряда 

!lS=(Xl-mх)S Рl + (X2- mХ)S Р2+'" + (xll-m .. ;)S рn+ ••• , 

где mх- мате~lатическое ожидание случайной величины Х. 
ДЛЯ непрерывной случайнOI'i величины центральным моментоы 5-ГО порядка 

называется интегра.1 

+'" 
!ls = ~ (x-Тnx)s / (х) dx. 

-а: 

Для mсБOl·r случайнOl'i величины центра.1ЬНЫ!"! Mo~eHT первого порядка 
равен нулю, т. е. !ll = О. 

Центральный момент второго порядка любой случайной величины равен 
дисперсии случз~tНой величины, т. е. !l2 = D (Х). 

ЦeHTpa.~bHыe и начальные моменты первого, второго, третьего и четвер
того порядков связаны соотношения~ш; 

э 
!!2=CG2 - CGl, 

!!э =CGз-3CGICG2 +2a~, 
114 = CG4-4аlаз+6CGiаа-3CG~. 

Если распределение симметрично относительно математического ожидания, 
то все центра.1ьные моменты нечетного порядка равны НУЛ!~, т. е. /-11 = /-18 = 
=/-15=··.=0. 
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Отношение центрального момента третьего порядка к кубу cpeAHero квад-
ратичноrо отклонения называется асимметрией: -

S"=/1З/~' 
Если распределение симметрично относительно математическоrо ОЖlIдания, 

то для кривой распределения (гистограммы) S,. =0. 
На рис. 46 и 47 изображены гистограммы дЛЯ S,. > о и S,. < О. 

ЛХ) 
/(:;;) 

Рис. 46 Рllс.47 

Эксцессом случайной величины Х называется величина Ех , определяемая 
равенством 

Ех = /14/a~-3. 

Для нормального закона распреде,lения Ех = О. 
Кривые, более островершннные по сравнению с НОР~lальной (так назы

ваемой крuвoй Гаусса), обладают ПО.'!ожительным эксцессом; для кривых, 
более плосковершинных, Ех < О (рис. 48). 

917. Дан ряд распределения случайной величины Х: 

Х/ 3 5 7 9 

Pl 0,1 0,4 0,2 0,2 0,1 

Найти начальные и центральные моменты первых четырех по
рядков этой случайной величины, а также определить асиммет
рию и эксцесс. 

/:::;. Начальный момент первого порядка 

а1= 1.0,1 +3·0,4+5.0,2+ 7.0,2+9·0,1 =4,6. 

НачальныА момент первоrо порядка является математическим ожидаНllем, 
поэтому М (Х) = 4,6. 

Найдем начальный момент BToporo порядка: 
а2= 1·0,1 +9.0,4+25.0,2+49.0,2+81.0,1 =26,6. 

НачальныА момент Tpeтbero порядка 

аз= 1.0,1 +27.0,4+ 125.0,2+343·0,2+ 729·0,1 = 177,4. 

НачальныА момент четвертого порядка 

а4= 1·0, 1 +81.0,4+625·0,2+2401.0,2+6561.0,1 = 1293,8. 

Найдем теперь центральные моменты. Как известно, /11 = О. Центральиый 
момент второго порядка найдем по формуле 

2 . 
~L2 =az-C7.1 =26,6-4,62 =26,6-21, 16 = 5,44. 
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Этот центральный момент является дисперсней случайной величины, т. е. 
D (Х) = 5,44. -

Отсюда легко определить среднее квадратичное отклонение: 

ах = у D (Х) = У5,44 =2,33. 

Центральный момент третьего порядка определится по формуле 

f1з =аз-3аlа2+2а~ = 17'7,4-3.4,6.26,6+2.4,63= 
= 177,4-367,08+ 194,672=4,992. 

Теперь нетрудно определить асимметрию: 

f1з 4,992 4,992 
S/I аЗ 5,44.2,33 = 12,675 =0,394. 

х 

Для центрального момента четвертого порядка ВОСlюльзуемся формулой. 

f1( =a4-4аlаа+6аiIX2-3а~ = 1293,8-4.4,6·177,4+ 6.4,62.26,6-3·4,64 = 
= 1293,8-3264,16+33,77,136-1343,227 =64,55. 

Теперь можно найти эксцесс: 

Ех = f1: -3= ~4~~ -3= :'55: -3=2,18-3=-0,82 ... 
ОХ ' . , 

918. Дана функция 

f (x)~ { 
О при х< О, 

ах2 при ОО;;;;;;х < 1, 
а (2-х)2 при Io;;;;;;x < 2, 

О при х;;:,.2, 

(рис. 49). При каком значении а функция f (х) является плот
ностью распределения случайной величины Х? Опреде.тIИТЬ началь-

f(x) 

х 

Рис. 48 Ряс. 49 

ные и центральные моменты первых четырех порядков, асиммет

- рию и эксцесс. 
6. Для нахождения а имеем уравнеl;iие 

I 2 

а ~ х2 dx+ а. ~ (2-х)2 dx= 1, 
о I 

откуда 



Находим начальные моменты: 

I 2 

az= ~ S х4 dx+ ~ S х2 (2-х)2 dx= 
О 1 

3 3 [4хЗ х5 
] 2 3 45 93 = 10+2 -з-- х4 + 5""" 1 =Пj+14--:2+10=1,1; 

1 2 

аз= ~ 5 х5 dx+ ~ 5 хз (2-х)2 dx==; 
О 1 ' 

=~+}_ [х4 _ i X5+~] 2 =~+45 _186+' 63 = 13' 
12 2 5 ' 6 1 4 2 5 4 " 

1 2 

а4= ; 5 х8 dx+ ~ 5 х4 (2- х)В dx= 
О 1 

=!+~ [4х5 _ 2х8 +~J2=!+186_6З+381=1~ 
14 2 5 3 7 1 14 5 14 35' 

Находим u.ентральны~ моменты: 

/11 =0; 
Jta=aa-a~= 1,1-1 =0,1; 

/1з=аз-3аlаа+2а:= 1,3-3·1,1 +2'=0 

(действительно, кривая имеет вертикальную ось симметрии); 

2 4 22 1 
J!.4 =а4-4аlаз+6аlаа-3аl = 135 -4·1,3+ 6.1,1-3=35' 

Отсюда получаем: 
D(X)=J!.z=O,1 (дисперсия); 
ах = V D (Х) = уО;Т = 0,316 (среднее квадратичное отклонение). 
Находим асимметрию: S" = J!.з/CJ~ = о. 

Н ' Е - /14 1/35 1 аходим эксцесс. Х---4 -3=---3=--. А 
ах 0,01 7 

919, Дан ряд распределения случайной величины: 

х' 2 4 6 

Р' 0,4 0,3 0,2 

8 

0,1 ' 

Найти начальные и центральные моменты первых четырех поряд
ков этой случайной величины, а также определить асимметрию 
и эксцесс. 
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920. ПЛОiНОСiь.распределения случайной величины Х задана 
следующим образом: 

{
Опри х < О, 
х при О';;;;х < 1, 

f (х) = 2 - х при 1 <;х < 2, 
О при x~2. 

Найти начальные и центральные моменты первых четырех поряд~ 
ков, асимметрию и эксцесс. 

921. Случайная Ееличина Х подчинена закону с плотностью 
распределения f (х) = Л,е-I х 1. Определить значение ').. и эксцесс 
случайной величины Х. 

§ 13. ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 

1. Теорема Чебышева. Говорят, "то Ulучайная величина Х n сходuтся 110 
вераятн.ссmu 1\ а, если Прll всех достаточно больших n выполняется неравенство 

P(lXn - а l<8»1-0, 

где 8 - ПРОlIзвольное малое лоложитеllьное число, а значение б заВIIСНТ от 
выбора 8 и N. В терминах цанного определения т е о р е м у Ч е б ы ш е в а 
можно сформулировать ::ледующим образом: l!ри достаточно большом числе 
н.езавUСIlАrых испытаний средн.ее арифАlетU1tеское н.аблюдаемых значений случай· 
flоа величины .,ходlllnСЯ 110 -sероятн.ости к ее Atате.!raтичеСКО.IIУ ожиданию, т. е. 

Р (1 C~l Хё)! n-М (Х) 1< 8) > 1-6. 

D (Х) 
В этом неравенстве можно принять 0< () < --2-' где D (Х)-дисперсия 

n8 
случайной величины Х. 

Теорема Чебышева является одним из закоиов больших чисел, которые 
. лежат в о::нове многих практических применений теории вероятностей. 

2. Теорема БеРНУJlЛИ. Другим и притом простеilшим (и ранее всех уста· 
новленным) законом больших чнсел ЯВJIЯется теорема Я. Берну.'JЛИ. 

Т е о р е м а Б е р н у л л и устанаВЛlIвает, что при неограНllчен.ном увели· 
чаши числа исnытан.иЙ частота СЛУ·ЩЙн.о!о события сходится по 6ероятн.ости 
к вероятн.ости события, т. е. 

Р (1 ~ -р 1< 8) > 1-6 (1) 

( причем можно принять, что О < б < PQ2) , если вероятность соБЫТIIЯ от 
пе 

испытаНIIЯ к испытаНjlЮ не изменяется и равна р (Q = 1-р). 

922. Монету подбрасывают 1000 раз. Оценить снизу вероят
ность отклоне,JШЯ частоты появления «гербщ) от вероятности его 
появления меньше чем на 0,1. 

6 Здесь n = 1000, Р =q = 1/2, е =o,1. Используя неравенство (1), получаем 

( 1 т 1 I ) (1/2)·(l!2) 39 
Р 1000-2 < 0,1 > 1 1000.0,01 40' 
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Неравенство ] '1~0- ~ \ < 0,1 равносильно двойному неравенству 400 < т < 
< 600; ПОЭТО~IУ можно сказать, что вероятность числа попаданий «герба. 
в интерва.1 ] 400, 600 [ больше 39/40. А 

923. В урне 1000 белых и 2000 ' черных шаров. Вынули 
(с возвращениеы) 300 шаров . Оценить снизу вероятность того, 
что. число т извлеченных при этом белых шаров удовлетворяет 
двойному неравенству 80 < т < 120. 

6. Данное двоfiное неравенство можно п{;реписать в вид~ 
1 т 1 1 

-20 < m-IOO < 20, или -15 < 300-3 < 15' 

Итак, требуется оценить вероятность неравеиства I 3~-+ 1 < l~; следов а
тельно,8= 1/15 и 

( 1 т 1 I 1 ) (1/3). (2/3) 5 
Р 300-3 < 15 > 1- 300.1/225 =6' А 

924. Пусть в результате 100 независимых опытов найдены 
значения случайной величины Х: Xj. Х2 • •••• Xtoo ' Пусть матема
тическое ожидание М (Х) = 1 О 11 диспеРСIIЯ D (Х) = 1. Оценить 
снизу вероятность Toro, что абсолютная величина разности между 
средним арифметичеСКИ"1 наблюдаемых значений случайной вели-

(

100 \1 
чины ~ . Х,) 1 100 и математическим ожиданием будет меньше 1;2. 

/=0 

6. Воспольэуе~IСЯ неравенством 

р (/ (~I Xi}1 n-М(Х) j < е) > 1-Dn~~)· 
По.1агая n=IOО, J\1(X)=10, D(X)=I, 8=1/2, получаем 

р (/ (~>j)/100- IO / < -} ) > 1 100,~1/4) ~:. 
Таким обраЭО~I, ИСКО~lая вероятность больше 0,96. А 

925. В каждой пз двух урн ш,iеется по 10 шаров с номераМII 
OT . I дО 10. ИСПJ>lтаНllе заключается в вынимании (с последующим 
возвращением) из каждой урны по шару. Случайная величина 
Х -сумма номеров шаров, вынутых из двух урн. Произведено 
100 испытаний. Оценить снизу вероятность попадания суммы 
100 

~ Х, В интервал . (800, 1400) . 
;=1 

6. Найдем закон Р,аспреде.'Iения с.1учаliноЙ ве.1ИЧIIНЫ Х. Эта случаi!ная 
величина (сумма номеров извлеченных из двух урн шаров) может принимать 
значения xl=2; Х2=3; .. . ; xIP=20. 

Найдем вероятность того, что Х при~ет эначение Xk=k+l. Еслиk..;;; 10, 
то с)'мма номеров вынутых шаров может быть равна k+ 1 в следующих k 
равновозможных С.1учаях: 
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на первом шаре стоит номер 1, на ntopom-номер k; 
,. » » » ,. 2,» »-» k-l 

- •••••••• 1 ••••••• ' •••••••••• '·· ••• '. 

» » » » »k,,. «-,. 1. 
Так как вероятность каждой из этих комбинаций равна (lflO) .{I/IO) = . 

= 1/100, то вероятность Pk получить на двух шарах сумму номеров, равную 
k+ 1 (если k.,;;;; 10), составляет kjlOO. Итак, Pk=k/lOO (если k<; 10). 

Если k> 10, то сумма номеров вынутых шаров может быть равна k+ I 
в следующих равновозможных случаях (число которых равно 20-k): 

на первом шаре стоит номер k-9. на втором -номер 10, 
» ,. » » »k-8,» »-» 9, . . . . , , . , . . . . . . . . . . , " . , . . . . . . . . . , , . . . 
,. ,. » » » 10,,. »-» k-9. 
Так как вероятность каждой из этих комбннаций по-прежнему равна 

1/100, то при k> 10 имеем Pk=(20-k)jIО0. 
Для определения М (Х) и D (Х) составим таблицу: 

k 

1 
J'k Р" 

I 
P/lX/I XTc '--М (Х) 1 [x/I-M(X)]2 Ip/I[Xk-М(Х)jl 

I 2 0,01 .0,02 -9 81 0,81 
2 3 0,02 О,ОЗ -8 64 1,28 
3 4 0,03 0,12 -7 49 1,47 
4 5 0,04 0,20 -6 36 1,44 
5 6 0,05 0,30 -5 25 1,25 
6 7 0,06 0,42 -4 16 0,96 
7 8 0,07 0,56 -3 9 0,63 
8 9 0,08 0,72 -2 4 0,32 
9 10 0,09 0,90 -1 1 0,09 

10 11 0,10 1,10 О О О 
11 12 0,09 1,08 1 1 0,09 
12 13 0,08 1,04 2 4 0,32 
13 14 0,07 0,98 3 9 0,63 
14 15 0,06 0,90 4 16 0 ,96 
15 16 0,05 0,80 5 25 1,25 
16 17 0,04 0,68 6 36 1,44 
17 18 0,03 0 ,54 7 49 1,47 
18 19 0,02 0,38 8 64 1,28 
19 20 0,01 0,20 9 81 0,81 

1,00 1]],00 I 16,50 

19 

Значит, М (Х)= ~ P/lx/I= 11, D (Х) = 16,5: 0чевидно, что 
/1=1 . 

(800 < :~ Хl < 1400») ~ ( ~ЗОО < :~IX!-IJOO < 300) ~ 

(
100 \ 1 (100 ) I 

-3 < ~1 Xlj/100-1l < 3 ~ \~lXi /100- 11 < 3. 

Таким образом, е =3. Следовательно, 

р (] (~~ XI)/100-11 ] < 3) ~ 1 - ~60'o~;:;; 0,982 . .А 
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926. Шестигранную кость подбрасывают 10000 раз. Оценить 
вероятность отклонения частоты появления шести очков от вероят

ности появления того же числа очков меньше чем на 0,01. 
927. В урне 100 белых и 100 черных шаров. Вынули с воз

вращением 50 шаров. Оценить снизу вероятность того, что коли
чество белых шаров из числа вынутых удовлетворяет двойному 
неравенству 15 < т < 35. 

928. В результате 200 независимыхопытов найдены значения 
случайной величины Х1 , Х2 , ••• , Х200 , причем М (Х) = D (Х) = 2. 
Оценить снизу вероятность того, что абсолютная величина раз
ности между средним арифметическим значений случайной вели-

чины (~~ Х, )/200 и математическим ожиданием меньше 1/5. 

§ 14. ТЕОРЕМА МУАВРА - ЛАПЛАСА 

Если производится n испытаний, в каждом из которых вероятность появ
ления события А равна р, то частота mjn появлений события является слу
чайной величиной, распределенной по биномиальному закону, математическое 

ожидание и дисперсия которой равны соответственно р и ypq/n. Случайная 
т/n-р 

величина 't' = ,г- , математическое ожидание которой равно нулю, а днс
n , pqjn 

персия-единнце, носит название нормированной частоты случайного события 
(ее распределение-также биномиальное). 

т е о р е м а М у а в р а-Л а п л а с а устанавливает, что при неограничен
ном (J()3рш:танuи числа n испытаний биномиальный закон рш:nределеlШЯ норма
рованной частоты в пределе превращается в нормальный с тем же АШmeAlатu
чес"uм ожиданием (равным О) и дисперсией (равной 1). В силу этого при 
больших значениях n для вероятностей неравенств, которым должна удовлет
ворять частота (или число наступлений) случайного события, можно исполь
зовать приближенную оценку с помощью интеграла вероятностей (функции 
Лапласа), а именно, справедливы следующие приближенные формулы: 

Р {а< п;;:~: <Ь}=Р{а< 'Vn;:<b}~; {Ф (;2)-Ф (;2)}' 
929. Какова вероятность, что при n испытаниях событие А 

появится от а до ~ раз? Вероятность появления события А 
равна р . 

.6. Очевидно, что 

(а < V ~: < Ь) ~(np+a у npq < х < nр+Ь У nрч)· 

Полагаем nр+а у npq=a, nр+Ь У npq=~. Отсюда а=(а-рn)/У npq, 
b=(~-np)/y npq. Применив теорему Муавра-Лапласа, получим 

Р (а < х < ~) = ~ [ ф ( ~ 2:; ) -ф ( ;-2n: ) J. • 
930. Вероятность события А при каждом испытании равна 0,7. 

Сколько раз достаточно повторить испытание, чтобы с вероят
ностью 0,9 можно было ожидать, что частота появления собы
тия А будет отклоняться от вероятности не больше чем на 0,05? 

213 



. f:::" ~з УСЛОВИЯ'следует, 'ITO I : -0,7/ < 0,0;;. О;гсюда О,65n < Х < О.75n. 
В формуле, 'полученной при решении задачи 929, положим а=О,65n, ~=O,75n. 
Тогда 

р(о,65n.<Х<О,75n)=~[Ф( О,75n-О,7n )_ 
2 у2n (1/2).(1/2) 

_ф( О,65/!-О,7n )] _ф(V2n) 
у2n (I/2)·(1/2) - 20' 

Из уравнения Ф CV2n /20) =0,9, используя табл. III на с. 411, находим 
V2n!20=l,17, т. е. n=273 .• 

931. Какова вероятность, что при 100 бросаниях монеты 
«герб» появится от 40 до 60 раз? 

• Воспользоваться результатом решения задачи 929 при с1. = 40, ~ = 6О, 
n=IOO, p=q=li2. 

932. В урне 80 белых и 20 черных шаров. Сколько шаров 
(о возвращением) нужно вынуть НЗ урны, чтобы с вероятностью 
0,95 можно было ожидать, что частота появления белого шара 
будет отклоняться от вероятности меньше чем на 0,1? 

§ 15. СИСТЕМЫ слу.ЧАЙНЫХ ВЕЛIfЧИН 

Часто результат опыта оппсывяется не одной случаrIНОЙ величиной Х, 
а несколькими случаЙР.ы~1И веЛIIЧIIН3ЫИ: Xi, Х2 , ••• , ХN • В этом случае при
нят.о говорить, ЧТО умазанные случайные величины образуют систему 
(Xi, Ха, ... , хn)· 

Систему двух случайных ве.'!ичин (Х, У) можно изобразить случайной 
точкой на плоскости. 

Событие, состоящее в попадаН1IИ случайноil точки (Х; у) в область D, 
принято обоЗRачать в Вllде (Х; У) с D. 

Закон распределения системы двух дискретных случайных величин может 
быть задан с помощью таблицы 

~I У! Уа !/n 

Xi I Pli Piz Pin 

.. 

I Х2 Р2! Р22 Р2n 

. 

Рт!. Рт2 Ртn 

где Xi < Ха < ... < Хт , Yi < Уа < ... < !.1по Pij-веРОЯТl!ОСТЬ события, заклю
чающегося в одновременном выполнении равенств Х =Xi, У = Yj' При этом 



rn n 

~ ~ Ри= 1. Таб.llща может содержать беСКОIlечное множество строк и 
i= 1 j= 1 
столбцов. 

Закон распред~лсния систе~JЫ непрерывных случайных величин (Х, у) 
будем задавать с ПО~JOщью функции П,10ТНОСТИ вероятности f (х. у). 

Вероятность попадания случаЙНOII TOIJКlI (Х, У) в область D определяется 
paBeHCTBO~1 

Р[(Х; Y)CDJ=~~f(x, y)dxdy. 
D 

Функция П,10ТlIOСТII веРОЯТИОСТII об.'lадает С.'lеДУЮЩИМII свойствами: 

]0. f(x, y)~O. 
+'" +00 

2°. S ~ '(х, у) dxdy= 1. 
-00 - в 

Если все случаilные точки (Х; у) прннадлежат КОНСЧIIОli об.qасти D, то 

последнее условие принимает ВИД ~ ~ / (х. у) dx dy = 1. 
D 

Математические ожидания дискретных СЛУ'lайных ве.'1ИЧИII Х и У, вхо
дящих в систему. определяются по форму.'lЮI 

т n т n 

т.~ = М (Х) = ~ ~ XiPij. ту = М (у) = ~ ~ у/Ро, 
i=I/=1 (=1/=I 

а мате:.lатические ожидания непрерывных случайных веЛП'IНН - по формулам 

+ос + '" +0< +а; 

т" = М (Х) = ~ ~ х! (х, у) dx dy, ту = /vf (Х) = ~ ~ у! (х, у) dx dy. 
-ж -ас -а: '" 

Точка (т.~; ту) называется IjeHmpO.1t рассеU6ШlllЯ систс~ш случайных вели
чин (Х, У). 

Математические ожидания т" и ту можно найти н проще, если случай
ные величины Х и У независимы. В ЭТО~I случае IIЗ законов распределения 
этих случайных ведичин можно определить математические ожидания т" и ту 
по формуле, приведенной в § 6 этой главы. 

Дисперсии дискретных случаl1НЫХ ве:1ИЧIlН Х п У определяются но 
формулам 

т n т n 
D(X)= ~ ~ Pi/(Xi-m. ... )2, 

(= 1 1=1 
D (У)= I ~ Pi/(Yj-my)~. 

i = 1/= 1 

Дисперсии же пепрерывных случайных величип Х и У, входящих в систему, 
11аХОДIJТСЯ по фОР~lу.lа~1 

+:ю +00 + ос +а; 

D (Х)= S S (х-т,,)2f (х, у) dxdy. D(Y)= ~ S (y-m!J)3f(х, y)dxdy. 
-J) -«: -о; -f;1:, 

Средние квадратичные отклонения случайных ве.1ИЧИН Х и У определя
ются по формулаы 

Для вычисления дисперсий могут быть применены формуды 

D (Х)=М (Х2)-[М (Х)]2, D (У)=М (У2)-[М (У)]2. 
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Важную .роль в теории систем случайных величин играет так иазываемый 
корре'nяцион.н.ыU -мо-мент (КО8ариация) 

Сху = м [(Х-тх) (У -ту)]. 

Для дискретных случайных величин корреляционный момент находится 
по формуле . 

Сху =~ ~ (хn '-тх) (Ут-ту) Рnт. 
т n 

а для непрерывных - по формуле 

+00 +00 

Сху = ~ ~ (х- тх)(у-ту) f (х, у) dx dy • 
. -со -00 

Корреляционный момент можно также найти по формуле 

Сху=М (ХУ)-М (Х) М (У). 

м (ХУ) =~ ~ ХnУтРтn' 
т n 

для дискретных случайных величин Х и У и 

+со +00 

М (ХУ) = ~ ~ ху! (ху) dx dy 
-00 -«1 

для непрерывных величин. 

Случайные величины Х и У называются незавuсu-мы.AtU, если вероятность 
одной из них принять значение, лежащее в люб.ом промежутке области ее 
значеннй, не зависит от того, какое значение приияла другая величина. 
В этом случае 

М(ХУ)=М(Х).М(У); Сху=О. 

Для характеристики связи между величинами Х и У рассматривается так 
называемый коэффuцuент корреляции 

Сху 
'ху=--, 

ахиу 

явJlяющийся без размерной величиной. 
Если случайные величины Х и У независимы, то 'ху = О . Если же слу

чайные величины Х и У связаны точной линейной зависимостью У = аХ + Ь, 
~o ':w = sgп а, т. е. , ху = 1 при а > О и , ху = -':1 при а < О. 

J:!ообще же коэффициент корреляции удовлетворяет условию -11.,;;;, ху";;;;; 1. 

933. В двух ящиках находятся по шесть шаров; в l-м ящике: 
1 шар-с N!~ 1, 2 шара-с N2 2, 3 шара-с .N!! 3; во 2-м ящике: 
2 шара-с N2 1, 3 шара-с N!! 2, 1 шар-с .N!! 3. Пусть Х
номер шара, вынутого из первого ящика, У --'-номер шара, выну
того из второго ящика. ИЗ каждого ящика вынули по шару. 
Составить таблицу закона , распределения системы случайных 
величин (Х, У). 

6. Случайная точка (1; 1) имеет кратность 1 Х 2=2; 
» » (1; 2) » » 1 Х 3=3; 
» J (1; З) » » 1 Х 1=1; 
» » (2; 1) ,. « 2 Х 2=4; 
) ~ (2; 2) It I 2 Х 3=6. 
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:t »(2; 3) » 
» »(3; 1) » 
» »(3; 2) » 

» 2 Х 1=2; 
» 3 Х 2=6; 
» 3 Х 3=9; 

» »(3; 3) » » 3 Х 1=3. 

Всего случайных точек 6 Х 6=36 (/!-кратную точку принимаем за n точек)
Так как отношение кратности точки ко всему количеству точек равно 

вероятности появления Эlой точки, то таблица ·закона распределения систеМhl 

случайных величин имеет вид 

~I 2 3 

1 
1/18 1/12 1/36 

2 I 1/9 1/6 1/18 

3 I 1/6 1/4 1/12 

Сумма всех вероятностей, указанных в таблице, равна единице .... 

934. Найти математические ожидания случайных величин Х 
и 'у ПО условию предыдущей задачи. 

6. Имеем 
1 1 1 1 1 1 l' 1 1 7 

т = 1--+2·~+3.-+1--+2.-+3.-+1--+2.-+3.-=--
х 18 9 6 12 6 4 36 18 12 З' 

. 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 
т_.-l·-+2. - +3.-+ 1·-+2.-+3·-+ 1·-+2.-+3. -=-
... У- '18 12 36 9 6 18 6 4 12 6· 

Точка (7/3; 11/6) является центром рассеивания Д.~я заданной системы (Х, У). 
Так как случайные величины Х и У неэависимы (см. задачу 933), то ма

тематические ожидания тх и ту можно подсчитать проще, используя ряды 
распределения: , 

Х/ 2 з 2 3 

Р' 1/6 1/3 1/2 1/3 1/2 1/6 

Отсюда находим 

935. Найти дисперсии случайных .величин Х JI У по условию 
задачи 93'3. 

6. От системы величин (Х, У) перейдем к системе центрированных вели

чин (Х, 11, где X=X-тх =Х-7/З, Y=Y-ту =У-ll/6. Составим таб
лицу 
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" ""----- у l Х --___. 
-5,'6 1/6 7/6 

-4/3 
I 

1/18 1/12 1/36 

-1/3 
I 

119 1/6 1(18 

2(3 
I 

1/6 1/4 1/12 

Имеем 

D(X)=( -~ y.]~+( -~ )2.~+( ~ y.~ +( -f y.~+ 
+ (_~)2 . ..!.+(~)2 . ..!.+(_i)2.~-+- (_~)2.~+(~)2 . ..!.=~. 

3 6 3 4 3 36' 3 18 3 12 9' 

D(Y) =( -i y.~+( -i y.~+( -~ у.{+( {Y'I~+ 
+( ~y. ~ +( {Y'f+( ~ У'З~+( f Y'~+( ~y.~=~~. 

Отсюда (J х = УS!З, (J у = уТ7 /6. 
ЗамеТЮI, что D (Х) и D С!) можно найти по формулам D (Х) = м (Х2) -

_ [М (.\')]2, D (У) = М (У2) - [М (У»)2 . .. 

936. Найш коЭффициент корреляции по условию задачи 933. 

6 ВОСПО,1ЬЗУС~IСЯ таб.1lщеll распреде.1ения системы (К. h центрирован
ных случа'IНЫХ величин . 

Опреде.1НI<I КОЕарнаЦIIЮ : 

С =(_i).(_~).~+(_i).l.l+(_i).2..~+ 
ху 3 6 18 3 6 12 3 6 36 

+ (-+ ).( - i )·f+( -~ ).~.{+( - ~ }~.~+ 
+ ~.( - ~ ).{+ ~.~.~ +~ ·f·~= 

=-~ (- !~8+~+2~O)-~ (-~+~+ 1~8)+ 
+f ( -;6+~+;2)=- }.о- ~ .O+j.O=O. 

Так )(ак СХ'I=О, то Н коэффнциент корреЛЯЦИII Тху=О. 
Этот же результат ~lbI ~IOГЛII бы ПОЛУЧIIТЬ и не опреДЕ-ЛЯЯ ковариации Сху • 

Действительно, полагая У = 1, получае~I, что значение Х = 1 повторяется 2 раза, 
значение Х = 2 - 4 раза, а значение Х = 3 - 6 раз. Значит, при У = 1 полу· 
чаем ряд ;:JэспределеНIIЯ с.~учаЙноЙ веЮIЧIIНЫ Х: 

Х; 2 з 

Р; 1/6 1/3 1/2 
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Если У = 2, то значение Х = 1 повторяется 3 раза. значение Х = 2- 6 раз, 
а Значение Х=3 -9 раз. Следовательно, при У=2 получается ряд распреде· 
ления случайной. величины Х: 

Х' I 2 з 

Pi 1/6 1/3 1/2 

Наконец, если У = 3, то значение Х = 1 повторяется I раз, значение 
Х = 2 - 2 раза, а значение Х = 3, - 3 раза. Ряд распределения случайной ве· 
личины Х при У = 3 имеет внд 

Х{ 2 3 

Pi 1/6 1/3 1/2 

Итак, при различных значениях У получаем однн и тот же ряд распре· 
делеюiя СЛУ'lайной величины Х. Так как ряд распредмения случайной вели
чины Х не зависит от значений с.lучаЙноIl ве.1И\lIiНЫ У, то случайные вели· 
чины Х и У неза13ИСИМЫ. Отсюда сдедует, что КОэффllциент корреляции равен 
нулю ... 

937. Система случайных величин (Х, У) подчинена закону 
распределения с плотностью 

{( ) _{а(Х2+У2) при х2 +у2,;;;;;г2 , 
х, У - О 2" 

при Х +у- > г. 

Найти коэффициент а. 

6. Коэффициент а определяем из уравнения 

а ~ ~ (х2 + у2) dx dy= 1; 
D 

где D-кРУГ, ограНllченный окружнсстью x2+y2=г~. Перейдя к полярным 
КСОРДliнатам, получаем . 

2л г 

aSS p3 dPd8=1 , ~.2na=l, 2 
т. е. а= nг4.' .. 

о о . 

938. Система случайных величин (Х, У) подчинена закону 
распределения с плотностью 

{ а (х+ у) в области D; 
f (х, у) = о вне этой об.'Iасти. 

Область D- квадрат, ограниченный прямыми х = О, х = 3, у = О, 
У -:- 3. Требуется : 1) определить коэффициент а; 2) вычислить ве
роятность попадания случайной точки (Х; У) в кваДР4Т Q, огра
ниченный прямыми х = 1, х = 2, у = 1, У = 2;3) найти математи
ческие ожидания tnх И ту; 4) найти средние квадратичные откло
нения ах и ау , 



3 3 

6, 1) Коэффициент а находим из уравнения а ~ ~ (х+у) dxdy= 1, откуда 
о о 

3 3 3 3 

а S S (х+у) dx dy=a S [ху+ ~3]: dx=a S (зх+ ; .) dx= 
о о о о 

=а [~ );3+; Х J: =а (2; + ~)=27a, 27а= 1, Т: е. a=2~' 
2 2 

2) Р[(Х; Y)CQ]=2~S S (x+y)dxdy= 
о о 

2 2 

=217 S [ху+ ~3 J: dX==2
1
7 S (2Х+2-Х- ~) щ= 

о 1 
2 

=2~ S (х+; ) dX=2~ [ ~3 + з;]: =i7 ( 2+3- ~ - ~) =~ . 
1 

3) Находим математические ожидания тх и ту; имеем 
. 3 3 3 

mx =d7 ~ ~ х (х+у) dXdY=2~ S [х'У+ x~2 J: dx= 
о о о 

з 

= i7 S ( 3х' + ; х ) dx = i7 [хз + ~ х2]: = ~ ( 27+ ~I ) = 7/4. 
о . 

Следовательно, и ту = 7/4. 
_ 4) Находим средние квадратичные отклонения ах и ау: 

3 3 

a~=SS (x-тх)Ч(х, y)dxdy=i7 S S (х- ~ у.(х+у) dydx= 
D о О 

з з 

=217 S S (х- ;~ )2.( x~ ~ +у+:) dydx= 
о о 

3 3 3 3 

=~ S S (х- ~ у dy dx+ 217 S r (х- ~ у.(у+ ~) dydx:d 
. о о о ~ 

~=d7' S (х- : Y'yl: dx+ 2i.2· 5 (х- ~ )2.( y+~ У l:dX= 
о о 

_~. (x-i)' 13+_1 .l..(x_2-)3.(361_49)13=.!...!. 
- 9 4 о 27· 2 3 4 16 .· 16 о 16 . 

Итак, ах=ау = УП/4 .• 
939. Система случайных величин (Х, У) подчинена закону рас

пределения с плотностью 

f ( ) - { а sln (х+у) в области D; 
Х, У - о вне этой области. 
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Область D определяется неравенствами О ~ х ~ 'Л/2, О ~ У ~ 'Л/2. 
Найти: 1) коэффициент а; 2) математические ожидания т" и ту; 
3) средние квадратичные отклонения о" и ау; 4) коэффициент кор
реляции '"у' 

"/211/2 
6. 1) Коэффициент а находим из уравнения а· ~ ~ зln (х+и dy dx= 1. От-

сюда 

. о о 

n/2 n/2 п/2 

а ~ ~ sln (х+у) dy dx=- а ~ соз (х+у) 1~/2 dx = 
о о о 

п/2 

=а ~ (slnx+cos х) dx=a (з1пх-соз х) 1~/2 = 2а. 
о 

Итак, а = 1/2. т. е. f (х. у) = (1/2) зIn (х+ у) в области D. , . 

11/2 п/2 

2) т,,= ~ S S х зIn (х+у) dy dx= 
о о 

п/2 "/2 11/2 
= ~ s xdx S зln (х+у) dy=-{ S сn,(х+у) 1;/2 xdx= 

о о о 
n/2 

=--} S [соз (х+~)-созх] xdx= 
о 

п/2 

={ S Х(З!n х+созх) dx= ~ X(s!nx-cosx) 1;/2 -
о 11/2 

. 1 S n 1 111/2 n - 2" (sln х- соз х) dX=4+2" (соз х+ Зln Х) о =4' 
о 

Точно так же и ту = n/4. 
п./2 П/2 

3) а~=м(хS)-[м(Х)]'=i S S X' s!n(x+Y)dYdx-7;= 
о о 

п/2 п/2 

1 S 111/2 па 1 S n
l 

=-2" х3 СОЗ (х+И о dX- 16=2 x' (s!nx+cosx)dx"-iб= 
о о 

п/2 

1 111/2 S па =2"Х' (slnx-cos х) о - x(stn,t-cosx)dx- 16= 
о 
п/2 

1С' 111/2. S . 1Са . а+х (s!n x+cos х) о - (Sll1X+COS х) dx- 16= 
о 

1С' 1с 1 п/2 1С' 1С' 1с 
=S+2+(s!nx-cosx) о -16=16+2-2. 

Следовательно, a~ =a~ = О'"О'у =;= (1С' +8n-32)/16. 
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4) . Оп~е~еJlИМ. ковариaullЮ: 
л/2 л/2 

Сху=М (ХУ)-Аl (Х).М (У)=; s .s ху s!n (х+у) dydx- ~ .~= 
о о 

1 Лs/2( 1( ) 1(2 

-'2 SIПХ-2'соsх+соsх dX-I6= 
о 

1( J ( 1( • ) IЛ/2 1(2 =4-'2 S!nX-'2sшх-соsх о -16= 
1( 1 1( 1 1(2 8л-16-1(2 

=---+-----= . 4 2 4 2 16 16 

Отсюда 

Сху 8л-16-лЗ 0,73688 
ГХУ=ах .ау =1(2+8Л-32;:::- 3,00232 ;:::-0,2454. А 

, 940. дана таблица, определяющая закон распределения Cll~ 
стемы двух случайных веЛИЧIIН (Х, У): 

~.I 20 40 60 

10 I 3л л О 

20 
I 

2л. 4л. 2л. 

30 I л 2л 5л. 
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НаЙти.~ 1) коэффициент л; 2) математические ожидания тх и ту; 
3) дисперсии O~ и O~; 4) коэффициент корреляции r ху' 

941. Система случайных величин (Х, у) ПОДЧlIнена закону 
распределения с плотностью 

f { аху в области D, 
(х, у) = о вне этой области. 

Область D-треУГОЛЬНIIК, .ограНIIченныЙ прямыми х + у-l = О, 
х = О, У = О. Найти: 1) коэффициент а; 2) математические ожида
ния тх и ту; 3) дисперсии О; и o~; 4) коэффициент корреляции r ху' 

942. Система случайных ~еличин подчинена закону распреде-
ления с плотностью . 

{(х 1)_{а2_Х2_У2 при х2 +у2..;;;;а 2 (а>О), 
, у - о при х2 +у2> а2 . 

Найти: 1) Iшэффициент а; 2) математические ожидаюlЯ тх и ту; 
3) дисперсии o~ и Ой; 4) коэффициент корре.'lЯЦIIИ Г)о.у' 

§ 16; JЩНИИ РЕГРЕССИИ. КОРРЕЛЯЦИЯ 

Дана СlIстема случайных веЛIIЧIIН (Х, У). Пусть в резу.'1ьтате n испытаниА 
получено 11 точек (Xl; Yl), (Х2; У2)' ••• , (Хn • Yv) (среди этих точек могут быть 
и совпаВШllе). Требуется вычислить кОэффициент корреляции этой системы 
случайных величин. 

. ПРIIНЯВ во внимание закон больших чисел, при достаточно' большом а 
в формулах для определення а;, a~ 11 СХII можно заменить матемаТllческие 
ожидания М (Х) и М (У) средннми арифметическими значений соотвеТСТВУЮЩIIХ 
случайных величин. Прн этом имеют место С.'1едующие приб.lIIженные равенства: 

Отсюда ыожно найти КОЭффllЦllент корреЛЯЦIIИ по формуле 

Если I 'ху I У n-1 ~ 3, то связь между случаIIНЫМII веЛl1чанами Х и У 
достаточно вероятна. Если связь между Х и У установ.'1ена, то ЛlIнеfIНое при-

. ближеНllе Ух от Х дается формулой линейной регрессltи . 
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Линейное же приближение ху от у дается формулой линейной регрессии 

Следует иметь в виду, что ух=ах+Ь и xy=cy+d - различные прямые 
(рис. 50) . Первая прямая получается в результате решения задачи о МНННМН
зации суммы квадратов отклонений по вертикали, а вторая- при решении за
дачи о минимизации сум,мы квадратов отклонений по горизонтали. 

-ху=су+с!, 

о 

Рис. 50 

Для построения уравнений линейной ' регрессии нужно: 

1) по исходной таблице эна'lени~ (Х, у) вычислить х, у. ах, ау, Сху, 'ху: 
2) проверить гипотезу о существовании связи между Х и У; 
З) составить уравнения обеих линий регрессии и изобразить графики этих 

уравнений. , 

943. Дана таблица 

I I 2 I з 4 
1 

5 I 6 I 7 8 
1 

9 

Х 1 0,251 0,371 0,44 0,55 1 0,60 1 0,62 
1 

0,68 0,70 
1 

0,73 

у 12,571 2,31 
1 

2,12 1,92 11,751 1,71 
1 

1,60 1,51 '1 1,50 

1 1 О 1 11 l' 12 13 
1 

14 
1 

15 16 17 

Х 1 0,751 0,82 
1 

0,84 0,87 I 0,88 I 0,90 0,95 1,00 

У 11,41 1 1,33 I 1,31 1,25 11,20 I 1,19 1,15 1,00 

Определить коэффициент корреляции 'ху и уравнения линий ре-
грессии. 
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6 Составим расчетную таблицу: 

х У У' ХУ 

1 0,25 2,57 0,0625 6,6049 0,6425 
2 0,37 2,31 0,1369 5,3361 0,8547 
3 0,44 2,12 0,1936 4,4944 0,9328 
4 0,55 1,92 0,3025 3,6864 1,0560 
5 0,60 1,75 0,3600 3,0625 1,0500 
6 0,62 1,71 0,3844 2,9241 1,0602 
7 0,68 ) ,60 0,4624 2,5500 1,0880 
8 0,70 1,51 0,4900 2,2801 1,0570 
9 0,73 1,50 0,5329 2,2500 1,0950 

10 0,75 1 ,41 0,5625 1,9881 1,0575 
11 0,82 1,33 0,6724 1,7689 1,0905 
12 0,84 1,31 0,7056 1,7161 1, 1004 
13 0,87 1,25 0,7569 1,5625 1,0875 
14 0,88 1,20 0,7744 1,4400 J ,0560 
15 0,90 1,19 0,8100 1,4161 1,0710 
16 0 .95 1,15 0.9025 1,3225 1 ,0925 
17 1,00 1,00 1,0000 1,0000 1,0000 

11,95 26,83 9,1095 45,4127 17,3917 

17 17 17 

Из таблицы получаем: ~Xi=11,95, ~Yi=26,83, ~x~=~9,1095, 
1=1 1=1 1=1 

17 17 

~!Л=45,4127, ~ ХIY,= 17,3917. Теперь находим 
i::; 1 1=1 

Х= 11,95/17=o,7029, у=26,83/17= 1,5782; 

a~ =9,1095/17 -(0,7029)2 =o,0418, ах = 0,2042, 

a~ =45,4127/17 - (1 ,5782)2 =0, 1806, ау= 0,4250; 
Сху = 17,3917/17 -о, 7029· 1,5782 = -0,0863; 
'ху= (-0,0863)/(0,2042.0,4250) = -0,9943. 

Вычисляем значение произведения I Гху I У n-1; так как I Гху I У n-1 = 
= 0,9943·4 = 3,9772 > 3, то связь достаточно обосиована. 

т. е. 

т . е. 

Уравнения линий регрессии: 

_ _ ау _ 
Yx-У=Гху·_· (Х-Х), 

ах 

- 0,9943·0,4250 О О 9 - 2 О 5 YJ';-I,5782 = - 0,2042 (х-,7 2); Ух= - ,69 х+3,0329; 

- - ах -
Xy-Х=Гху ' - (У-У). 

ау 

0,9943·0,2042 -
0,4250 • (у-1,5782); Ху =0,4776 У + 1,4566. 

Построив точки, определяемые таблицей, и линии регрессии, видим, что 
обе линии регрессии проходят через точку М (0/7029; 1,5782). Первая линия 
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отсекает на сси ординат отре:зок 3,0329, а вторая-на оси абсцисс отрезОК 
1,4566. Точки (Xj; Уд расположены близко к линиям регрессии. 

944. В результате 79 опытов 
лица величин Х = (JS/fJB И У: 

получена коорреляционная таб-

~' 
0,5 I 0,6 0,7 0,8 

0,5 I О I 2 О 8 

0,6 I О I 4 2 9 

0,7 I 2 I 12 3 

0,8 I 21 I 14 О О 

0,9 I I О О О 

Через (Js обозначен предел текучести стали, а через О'в-предел 
прочности стали; У -процентное содержание углерод.а в стали. 
Целые числа, приведенные в таблице, являются кратностями зна
чений соответствующих случайных точек. Так. например. точка, 
для которой х = 0,8, у = 0,6, имеет кратность 14. т. е. в резуль
тате 14 опытов значению х = 0,8 соответствовало значение у = 0,6. 

Требуется определить коэффициент корреляции и уравнения 
линий регрессии. 

6. Использу!{ таб.'lllчные данные, находим 

х =0,703; у =0,622; 
~xl _ . 
--т-О,5О5, ~ 79 =0,398; k 79 =0,427. 
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Определим дисперсии и ковариаЦIIЮ: 

а; =0,505-(0,703)2 =0,505-0,493=0,012; ах=О,II; 
a~= 0,398-(0,622)2=0,398-0,387 =0,011; ау =0,105; 

Сху =0,427 -0,703.0,622=0,427 -0,437=- 0,01. 

Определим коэффициент корре.'lЯЦИИ: 

C~;y 0,01 О 
Гху = ахоу =-0,11.0,105 - ,867. 

Вычисляем зна '1ение произведенця I г ху I У n - 1; Iшеем 

I г ху I У n -1 = 0,867 У78 = 0,867.8,84 = 7,66. 



Так как I 'ху I V n':"'-I > 3, то связь достаточно вероятна. 
Уравнения линий регрессии: 

т. е. 

т. е. 

_ _ ау _ 

Ух-У = Г;о;у • а' (х-х) , ., 

- о 105 -
yx-O,622=-O,867.i!т' (х-О,70З), Ух=- О,828х + 1,204; , 

- - r1x -
ху-х= Гху • -. (у-у), 

ау 

- о 11 -
хll-О,70З=-О,867. O,'los(y-O,622), Xyt -О,9О8у + 1,268. А. 

945. Дана корреляционная таблица для величин Х и У, где 
Х-срок службы колеса вагона в годах, а У -усредненное зна
чение износа пб толщине обода колеса в миллиметрах: 

12 I 17 I 22 1 27 1 32 37 42 

01з 6 l 
I I 1 1 

I 25 108144 

2. I 3 50 1 60 

5 I I I 
6 I 1 1 

7 1 11 1 11 1 I 
Определить коэффициент корреляции и уравнения линий регрес
сии. 

946. Дана корреляционная таблица ДЛЯ величин Х и У, где 
Х-стрела кривизны рельса в сантиметрах, а У -количество де
фектов рельса (в сантиметрах на 25-ме1.'РОВЫЙ рельс): 
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~I О I 5 
I 

10 15 I 20 

7,0 I 2 I I I 
7,5 f I I I 
8,0 I I 1· I 
8,5 2 I I I 
9,0 2 I I з 

9,5 l' 2 I 
10,0 3 I 2 4 3 I з 

10,5 4 I 5 3 I 
11,0 3 I з 2 I 6 

11,5 3 I 5 I 9 

12,0 5 
1 

3 6 4 
1 

4 

12,5 I 3 10 I 6 

13,0 I 4 I 5 

13,5 1 1 I I 6 

14,0 2 I I з 

14,5 I 2 I 
15,0 I I 
15,5 I I 
16,0 I I 3 

Определить коэффициент корреляции и уравнения линии регрессии. 

§ 17. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 
НА ОСНОВЕ ОПQ1ТНЫХ ДАННЫХ 

1. Генеральная и выборочная совокупности. Выборочной совокупностью 
(или выборкой) называется совокупность случайно отобранных однородных 
объектов. 

Генеральной совокупностью называется совокупность всех однородных 

объе!<тов, из которых производится выборка. 
Объемом совокупности (выборочной ИЛ\! генеральной) называется число объек" 

70В этой СОВОI<УПНОСТИ. 
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Выборка называется репрезентативной (представительной), если она' до
статочно хорошо представляет количественные соотношения генеральной сово
купности. 

2. Частота и относительная частота. Пусть имеется выборка объема n' 
Распо.'10ЖИМ результаты выборки в таблице 

2 3 I n 

где ~i, ~2' " .', ~n-значення случайной величины Х соответственно в 1, 2, 
3, "', n-м испытаниях. Среди приведенных значений случайной величины Х 
могут быть и равные. Объединив равные значения случайной величины, полу-
чим таблицу , 

х Хз ., , 

па 

где n/-число появлени'й значениях,' (i = 1, 2, ••• , 1). Величины ni, ns, 
••• , n, называются часmoта",u соответствующих значений Хl, Х2, ••• , х, сlJу-

1 . 

чайной величины Х. Очевидно, что ~ nj=n, т. е. сумма частот всех значе-
• l = 1 

ний случайной величины равна объему выборки. 
Отношение частоты n; к объему выборки n называется относитеАЬНОЙ ча

стотой значения Х; и обозначается через Ш; (i = 1, 2, ••. , l). Очевидно, что 

1 1 n/ 1 1 1 
~ Wj= ~ -=- ~ n/=-.n=1, 

/ .. 1 '=1 n n ' .. 1 N . 

т. е. для случайной величины Х сумма относительных частот всех ее значений 
равна единице. 

Таблица, устанавливающая соответствие между значениями случайной ве
личины и их относительными частотами, называется статuстическu", распре

деление", случайной величины Х: 

х I Xi Ха Х, 

w Ша I 
Следует заметить, что довольно часто статистическим · распределением называ· 
ют также таблицу, определяющую соответствие между значениями случайной 
величины и их частотами. 
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Если Х -непрерывная случайная величина, то ее статистическое распре
деление целе~ообразно предстаВИiЬ в виде 

1 

w 

Здесь ш; - относительная частота попадания случайной величины в интервал 
(~I-l, ~,), i= 1, 2, .... [. 

Если случайная веЛllчина примет л значениfI, равных Xi, то в случае чет
ного значения л половину этих значений ~южно отнести к интервалу (~I_I. ~д, 
а вторую половину- к интервалу (~,. ~'+I), 1"';;; i,..;;; [-1. При нечетном 'л к 

и !/ 
w'" ----_ ... _ ... -.. ... ;, 

------~ h 1 I -----;--1 I ~ -:..-::.:::.r==t----н I 1 I 
==-F-{--+--:9--i 

h -=-F!--l--г-t I I ~ 

-г-JIIIII /J I I I I I I I 
_L_г-Н f I 

I I I I I r I I I 1 
С t:a t.1 l,z f,L-t ~, ~ Q 

Рис. 51 Рис, 52 

одному из этих двух интервалов можно отнести (л + 1 )/2 значений. а к друго
му (л-l)i2 значений. При большом объеме n выборки не имеет сушественноro 
значения, к какому из интервалов отнесено большее число значений. 

Для наг.'1ЯДНОСТИ статистическое распределение дискретиой случайной ве
личины ПЛЛlострируется полигоном распределения. Для этого последовательные 
ТОЧКИ (Xl; (1)1), (Х2; Ш2), ••• , (Хе; (1),) изображают на координатной плоскости 
н соединяют их прямолинейными отрезками. Необходимо отметить, что точки, 
не являющиеся вершинами полигона, не представляют интереса с точки зрения 

матемаТИ'lеской статистики. 
Пля и.'Iлюстрации распределения непрерывной случайной величины поль

зуются диаграммаыи, которые иазываются zucmozpaAUfaMU. 
1. Гистограмма, устанаВЛllвающая. зависимость частот от разрядов интер

валов, в которые попадают значения случайной ве..1l1ЧИНЫ. 
Пусть непрерывная случайная веЮlчина Х определена таблицей: 

1 

пз 

Предполагая, что раЗНО::Тlf ~i-gСl постоянны. ПО.'10ЖИМ ~i-6i-l=h для 
i = 1, 2. "', 1 (h-шаг табющы). На оси Ох отметим точки ~o, 61 •••. , 6/. 
РаССЫОТРIIМ ФУНКЦИЮ, опреде.'lенную равенства~1И Y=nj/h, если xe(~'_I, ~j), 
i = 1, 2, ... , 1. ВЫЧИС.'!ltМ п.lощади Si прямоуго.'1ЬНIIКОВ, НИЖИIIМII ссноваИIIЯМИ 
которых я!3ляютсJ,l отрезки [~i-l' ~iJ оси Ох, а верхюrМII-соответсrвующие 
отрезки графика фуикции y=nj//l (рис. 51); имеем 

Si=(ni/h).fl=Щ (i=l, 2, ••. ,1). 
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2. Гистогра1>l~lа, характеризующая статистическое распределенн~ случайной 
величнны. Она устанавливает зависимость между разрядами и OTHOCllТtJlЪHblMH 
частотами значений случайной ве.'1ИЧИНЫ, попавших в эти разряды. 

В этом с.1}'чае рассматривается ФУНКUIIЯ вида У = Wi/h (i = 1, 2, •.. , l). 
Аналогично предыдуще~IУ, площадь соответствующего j·ro прямоугольника чис· 
леюlO равна Wj. Таким образом, п.,ощаДh фигуры, ограниченной ПРЯМЫМlI 
х=хо, Х=Х/' у=О, Y=i.Uj/lt(i=l, 2, "', '), равна 1 (рис. 52). 

947. В результате испытаНIIЯ случайная величина Х приняла 
следующие значения: 

Gl=2, G2=5, Gз=7, ~~=1, 6ь =10, 
~6 = 5, ~7 = 9, 68 = 6, S& = 8, 610 = 6, 
sll=2, 612=3' Slз=7, 61~=6, 615=8, 
SI8=3' 617=8, 618= 10, S19=6, 620=7, 
~21=3' 622=9, 62з=4, ~2~=5, 625=6. 

Требуется: 1) составить таблицу, устанавливающую заВИСIlМОСТЬ 
между значениями случайной величины и ее частотами; 2) постро
ить статистическое распределение; 3) изобразить полигон распре
деления. 

~ 1) Найде~1 06ъe~1 выборки: n = 25. СостаВЮI таблицу 

х 2 3 4 5 б 7 8 9 10 

2 3 3 5 3 3 2 2 

2) Статистическое распределение имеет вид 

х 3 4 5 б 7 8 9 110 

w 11/2512/25 13/2511/25 1 312515/2513/25 13/2512/2512125 

ПOCJlеднюю таблиuу можно переписать в виде 

х 2 3 4 5 6 7 8 9 

w 1 0,081 0,121 0,041 0,12 0,2 1 0,121 0,121 0,08 0,08 

3) Возьмем на плоскости xOw точки (1; О,04}, (2; 0,08), (3; 0,12) и Т. д. 
ПослеДОllательно соединив эти точки прямолинейными отрезками. получим по
Jlиrон распределения случайной величины Х (рис. 53) ... 
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948. В результате испытания случайная величина Х приняла 
следующие значения: 

61=16,52=17,5з=9, 54=13, s5=21, 
~8=11, 61=7, ~8=7, ~9=19. ~lo=5, 
~11.=17, sa=5, 613=20,614=18, s15=11. 
616 = 4, 517 = 6, 518 = 22, 619 = 21, 520 = 15, 
s21=15, s2z=23, s23=19, 624=25,625=1. 

, Требуется: составить таблицу статистического распределения, раз
бив промежуток (0,25) на пять участков, имеющих одинаковые 
длины; построить гистограмму относительных частот. 

1'-
~24 

f!.20 

D,lб 

0.12 

tjOD 

Il04 

у 

DoJ2 >--"[ 
1 I 
1 1 
1 I 

rth 
I Н 11 

I I 1 1 
I I I 1 I 
I ( I 1 I 
I I I I I 

iJ J Z J /; J 6 1 а $ 10 Х о 5 10 15 20 25 х 

Рис. 53 Рис. 54 

6. Предварительно составим таблицу 

1 (0,5) (5, 10) (10, 15) (15, 20) (20, .25) 

nх 3 5 4 8 5 

Статистическое распределение имеет вид 

1 (0,5) (5, 10) (10, 15) (15,20) (20,25) 

W 0,12 0,2 0,16 0,32 0,2 

Гистрограмма относительных частот изображена на рис. 54. 
3. Статистическая фуикци я. Пусть р* (х) - относительная частота появле

иия значений случайной величины Х, удовлетворяющих неравенству Х < х. 
Функция р* (Х) называется статистической функцией распределения. Т аким 
образом, 

2~2 

{
Опри Х < Xl, 

Р(х)= .± WJ при X/l<X < Xk+1 (k=l, 2, ... ,5-1), 
1=1 

1 при X~ Xs ' 



Так ,как согласно теореме Бернулли относительные частоты прн неограннченном 
возрастании n стремятся по вероятности к соответствующим вероятностям со
бытия, то при большом объеме выборки статистическая функция распреде_lе
ния f8 (х) близка к иитегральной функции распределения F (х) = Р (Х < х). 

То'IКИ хl' Х2' ••• , %, являются точками разрыва 1 рода ФункщlИ F* (х). 

949. дано статистическое распределение: 

Х 11 
,1 

12 13 14 

W"" Q,4 I 0,1 0,3 0,2 

Найrи статистическую функцию распределения и построить ее 
график. 

6. Имеем 

у 

1,0 

0,6 

0,6 

lI,4 

42 

Q 

{" 
при х.;;;; Н, 

0,4 при 11 < х';;;; 12, 
f8 (х) = 0,5 при 12 < х';;;; 13, 
, 0,8 при 13<х.;;;;14, 

1 при % > 14. 

Г~ 
J 2 J~ ~ б 7 8 О 10 11 12 J3 N iC 

Рис. 55 

График функции F· (х) изображен на рнс. 55 . .&. 
4. Определеиие среднего значеНИ$I случайной величины. Средним значением 

случайной величины Х, заданной статистическим распределеlJием, называется 
выражение 

или 

t 
X=Wl%l +W2XZ + ... + W/X/ = ~ wiXi, 

/=-1 

1 1 
- ~ niXj. 
n i =1 

(1) 

Равенство (1) определяет среднее значение Х для выборки. 
Аналогичио определяется 'среднее эна'Iение случайной Dеличины Х для 

rcнеральной совокупности: 

(2) 



гд.:' N-объе~1 геFlеральноil совокупности. Так как ni/N=Pi-вероятность, с 
KOTO;JOlvl х ПРННЮlает значенне xi (1 ,;;;; i,;;;; N), то равенство (2) можно заШ.lсать 
в в нде 

X=XIPl + X2P~ + ... + XNP:v =;о М (Х). 

в соотвеТСТВIIИ с заКОIIO~1 больших чисел БеРНУЛ.111 можно считать, что 

для выборочной СОВОI<УПНОСТН х ~ М (Х). Б да.1ьнеiiше:.l, предполагая n доста 
точ н о БОЛЬШЮI, буде~1 писать х= М (Х). 

ЕСilН все з~чеНIIЯ случайной ве.1НЧИНЫ Х б.'!ИЗКII К постоянному ЧIJСЛУ а, 

та ВЫЧИС.1ение х упрощается: 

I 1 1 1 

х= ~ !ЩХi= ~ tc'i (.ч-а+ а) = ~ Юi (х;-а) +а ~ Шi=х=а+ а ~ Ш;, 
i,,1 1=1 1=1 i=1 i=1 

т. е . 

х=а+х=й, (3) 

где х- а-среднее значение случайной величины Х-а. Таким образом, при 
достаточыо бо.1ЬШО~1 l! ВЫПО.1няется равенство 

М (Х)=а+М (Х-а). (4) 

950. Наl"ПII среднее значение случайной величины, заданной 
распределением 

Х 13,8 13,9 14 14,1 14,2 

4 3 7 6 5 

6. Все значення Х б.'1ИЗКИ к а= 14. Бычислиы относительные частоты и 
ссстаВIIМ таб.1ИЦУ: 

Х-14 -0,2 

w 0,16 

Теперь Н;lХОДЮI 

5 

-0,1 

0,12 

О 0,1 0,2 

0,28 0,24 0,2 

х-14= ~ Шj (Xi- 14) =-0,16.0,2- 0,12·0,1 + 0,28.0+ 0,24.0,1 + 0,2·0,2 = 
i" 1 

= -0,032-0,012+ 0,024 + 0,04= 0,02. 

Следовате.'1ЬНО, х= 14 + 0,02= 14,02. А. 
5. Дисперсия и среднее квадратичное ОТJUIOнение. Статистической дисnер

с//еи случайной величины, заданной статистическим распределением, иазывается 
выражение 

(1) 

Из равенства (1) следует, что статистическая дисперсия явл-яетея средним зна

чением случайной велИЧИIIЫ (Х -;)2. С возрастанием n среднее значение х 
стремится по вероятности к М (Х), а относительные частоты W]., W2, ... , Wl-
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к соответствующим вероятностям. Таким образом, при большо~! объеме выбор
ки имеет место приближенное равенство D* (х) ~ D (Х). Величина 0* (Х) = 
= у D* (Х) называется средним Maдpamu1/I!ы.tt отклонение!./. Она имеет ту 
же размерность, что и С.'lучаЙная величина Х. 

В дальнейшем, считая объем выборки n достаточно большим, вместо D* (х) 
п 0* (х) будем писать соответственно D (Х) и cr (Х). 

Если значения случайной величины Х близки к постоянноrt веЛ\lчане а, 
то вычисление стаТИСТllческой днсперсии упрощается: 

1 1 

D8 (х) = ~tЩ(Хi-Х)2= ~ Wi[(ч-а)-(х-а)]2= 
1=1 1=1 

1 1 ( 

= ~ W/(Xi-a)2-2(x-a) ~Wi(Хi-о)+(х-а)2 ~Wi= 
1=1 i=1 i=1 

{ 

= ~ Ш! (Xi-a)2_2 (х-а) (х-о) + (Х-о)2. 
1=1 

Из равенства (3) п. 4 следует, что х-а=х-а, поэтому 

D* (х) =(х-а)2_(х-а)2, (2) 

где (х-а)2- среднее значение случайной велачины (Х _а)2, а (х-а)2- квад-
рат среднего значения случайной величины Х - а. Так как .~евая часть равен
ства (2) не зависит от а, то в правой части равенства после упрощений а 
должШJ исключиться. Если, в частности, а=О, то получается формула 

D (х) =х2 _(Х)2. 

Аналогичная формула часто используется в теории вероятностей. 
Если случайные величины Х и У связаны линейиой зависимостью У = kX +Ь, 

то средние значения этих величин связаны той же линейной зависимостью; 

y=kx+b или M(Y)=kM(X)+b. (3) 

Если дисперсию величины У выразить через дисперсию величины Х, то 

D (У) =D (kX +Ь) =D (kX)+D (Ь) =k~D (х), 

так как D (Ь) = О. Следовательно, 
D (У) =k2 [X2_(X)2J. (4) 

951. Вычислить D (Х) и а (Х) дЛЯ статистического распределе· 
ния, заданного в примере 950. 

~ Составим таблицу 

(X-14)2 0,04 0,01 О 0,01 0,04 

w 0,16 0,12 0,28 0,24 0,2 

далее, имеем x-14 =0,02, (x-14)2 = 0,0064+0,0012+0,0024+0,008 = 
=0,018. 

Следовательно, D (Х) =0,018-0,0004=0,0176; cr (Х) = YO,0176 ~ 0,133. А 

952. Определить у н D (У) для статистического распределения 



у з 7 11 15 19 23 

W 0,02 0,18 0,35 0,3 0,1 0,05 

6 Значения У образуют арифметическую прогрессию с первым ч.nеном 3 
и разностью 4. Поэтому У=3+4 (X-I), т. е. Y=4x-l, k=4, b=-I. 
Ес.nи Х псс.nедовате,nьно п~инимает значения 1, 2, 3, 4, 5, 6, то У примет 
соответственно значения 3, , 11, 15, 19, 23. Таким образом, можно записать 
статистические распредe.nения ве,nичин Х и Х2 : 

Х 2 3 4 

W 0,02 0,18 О,Э5 0,3 

Х' 4 9 16 

Wx 0,02 о; 18 0,35 0,3 

Отсюда находим 

х=О,02+0,36+ 1,05+ 1,2+0,5+0,3=3,43; 

Х2=О,О2+0,72+З,15+4,8+2,5+ 1,8= 12,99 

Испо.nьэуя форму,nу (3), по,nучим 

У=4.3,43-1 = 12,72. 

а по форму.nе (4) находим 

D (у) =49 (12,99-11,76) = 16·1,23= 19,68 .• 

5 6 

0,1 0,05 

25 36 

0,1 0,05 

953. Найти среднее значение, дисперсию и среднее квадратич
ное отклонение случайной величины, заданной распределением 

х 9,8 I I 9,9 10 10,1 10,2 

nх, I 5 8 .. 2 

-954. Оп ределитъ у и D(Y) дЛЯ статистического распределения 

у 2 5 8 11 14 17 /20/23 
W 0,10 0,20 0,15 0,25 0,05 0,12 10,081°,05 
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6. Опредe.nение моментов случайной веЛИЧИRЫ по данным выборки. Асим
метрии . Н эксцесс. Начальны.w .wo.weHmo.w s-гo порядка случайной величнны Х 
называется величина а$ (Х) = м (Хо), а ценmральны.w .wo.weHmO.II- велнчина 
~$ (Х)=М [(Х -mх)$], где mх-математнческое ожидание случайной величины Х. 

Если считать выборку репрезентативной /f имеющей достаточно большой 
объем, то для определения а• (Х) и ~. (Х) имеют место приближенные формулы 

1 I 
а• (Х) :::; ~ Ш;Хl, /1о (Х):::; ~ ш, (Х; -X)s. 

i= 1 i= 1 

Центральный момент первого порядка любой 'случайной величнны тож
дественно равен нулю. действительно, /11=М (XLmx)=M (X)-mх=О. 

в случае симметричного распределения случайной велнчины Х относнтельно 
математического ожидания равны нулю и другие центральные моменты нечет

Horo порядка. 
Следует также иметь в виду, что аl (Х) = м (Х), а Ila (Х) = D (Х) . 
Если значения случайной 'велнчнны близки к некоторому чнслу а, то для 

вычисления центральных моментов первых четырех порядков целесообразно 
пользо.ватьСя фзрмулами 

/11 (Х) =0, 
/12 (Х) = (х-а)2_(х-а)а, 

Ilз (Х) = (x-а)З-3 (х-а)·(х-а)2+2 (х а)З, 

/14 (Х) =(х-а)'-4 (х-а) (x-а)З+6 (х-а)2 (х-а)2-3 (х-а)4. 

С помощью обознаqения v~ = (х- а)о ЭШ ф3рмулы преобразуются 1< виду 

/11=0, ~2=V2-V~, /1Э=VЗ-3V2Vl+2v~, /14=V4-4v8Vl+6v2V~-3v~ - (1) 

Если, в частности, а = О, то получаются равенства, устанавливающие зависи
мости между центральными ~L$ и начальными а• моментами первых четырех 
порядков: 

~1=0, /12=a2-a~, /1з=аз-3аlа2+2а~, ~4=а4-4аlаз+6а~а2-3а1· (2) 

Начальный и центральиый моменты s-ro порядка имеют размерность, рав
ную размерности s-й степени случайной величины. 

Если случайные величины Х 1[ у связаны линеl!Н9Й зависимостью У = 
= kX +Ь, то центральный момент s-ro порядка случайной величины У опре
деляется следующим образом, 

1-'$ (у) = /1о (kX + Ь) = kS /1s (Х +Ь /k) = 'IO~$ (Х). (3) 

Легко доказывается, что ~s (Х +~) = /1$ (Х), где с - произвольная постоянная. 
Среднее квадратичное отклонение определяется так: 

а (у) = v ~2 (У) = V k2/1z (Х) = I k I V 112 (Х) =;= I k I а (Х). (4) 

Пусть Х -непрерывная случайная величина. Для определения ее число-
вых характеристик составим таблицу 

Х х! Ха х/ 

Wx WJ Ш2 Ш/ 

где Хi-какое-нибудь число из интервала (~I_I, ~I), i= J, 2, ... , 1. Обычно 
полагают Х; = (6; -1 + 6i)/2. Выразив ас,имметрию и эксцесс случайной вели'!и-



ны Y=kX+b t[~рез асимметрию и эксцесс случайноfiвеличины Х, фоР~IУЛЫ: 
ДЛЯ которых прнведены на с. 206, 207, полуЧIШ 

J.tз (У) k3J.tз (Х) 
Sk(Y)= аЗ (У) = IkI3аз(х)=sgпk'Sk(Х); (5) 

(6) 

Очевидно, что ес.'ш k > О, то Sk (kX +Ь) =Sk (Х); если же k < О, то Sk (kX +Ь) = 
=-Sk (Х). 

955. Вычислить центральные моменты первых четырех поряд
ков случайной величины, имеющей следующее статистическое рас
пределение: 

Х 11 12 13 14 

W 0,35 0,25 0,15 0,25 

6. Приме:-J а=!О. Для вычисления "i, "2, "з, ". составим расчетную 
таблицу: 

Х-а W 
1 

117 (Х -а) I W (Х-а)' 
1 

W (Х-а)' 1- ,W (Х-а)' 

1 0,35 0,35 0,35 0,35 0,35. 
2 0,25 0,50 1,00 2,00 4,00 
3 0,15 0,45 1,35 4,05 12,15 
4 0,25 1,00 4,00 ]9,00 64,00 

2,30 6,70 22,40 80,50 

Итак, "1 = 2,3; "2 = 6,7; "з =:= 22,4; "f. = 80,5. По формулам (1) находим 

'.Ii (Х) = О; J.tz (Х) = 6,7 - 2,32 = 1,41; 
J.!з (Х) =22,4-3·6,7.2,3+2.2,38 =0,504; 
J.t~- (Х) = 80,5-4·22,4.2,3+ 6.6,7.2,32-3.2,3"=3,1257. А 

956. Вычислить центральные моменты первых четырех поряд
ков случайной величины, имеющей следующее статистическое рас
пределение: 

у 4 9 14 19 

w 0,4 0,2 0,3 0,1 
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/::;. Числа 4, 9, 14, 19 образуют аРНф~lетичес!(ую прогрессию, поэтоыу 
Y=4+5(X-I), т. е. Y=5X-I, k=5, b=-I. Составим таблицу 

х \\7 \ГХ· 

1 0,4 0,4 0 ,4 0,4 0,4 
2 0,2 0,4 0,8 1,6 3,2 
3 0 ,3 0,9 2,7 8 , 1 24,3 
4 0,1 0,4 1,6 6,4 25,6 

2,1 5,5 16 ,5 53,5 

Следовательно, СХl = 2, 1; (Х2 = 5,5; аз = 16,5; CX 1 = 53,5. По форму.'18М (2) находим 

Рl (Х) =0; f.t2 (Х) =5,5-4,41 = 1,09; 
p~ (Х) = 16,5-6,3·5,5+2.2,Р =o,372; 

/11 (х) =53,5-8,4.16,5+6.4,41.5,5-3·4,412 =2,0857. 

Теперь, используя фОР~IУ.'1У (3) , ПОЛУЧIlМ /1s (у) =5s!ls (Х), т. е. 

111 (у) =0, 112 (у)=25.1,09=27.25; "'з (Y)=125 ·0,372=46,5; 
111 (у) =625·2,0857= 1303,5625. А 

957. Пользуясь данными выборки, определить начальные 
и центральные моменты первых четырех порядков, асимметрию 

и э.ксцесс, если случайная веЛИЧlIна Х определена таблицей 

1 (0,2) (2,4) (4,6) (6,8) (8, 10) 

3 4 10 5 3 

[::,. Объе~1 выборк!! n = 25. СостаВШI таб.1lЩУ 

х \,"х \17"X 

1 0,12 0,12 0,12 0,12 0,12 
3 0,16 0,48 1,44 4,32 12,96 
5 0,40 2,00 10,00 50,00 250,00 
7 0,20 1,40 9 ,80 68,60 480,20 
9 0,12 1,08 9,72 87,48 787 ,32 

5,03 31 ,08 210,52 1530 .60 

с.1е.10вате.1ЬНО , СХl=5,08; cxz=31,08; (1.з=210,52; Ct. l = 1530,60, т. е. 
М (Х) =5,08; Р1 =0, 
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Используя формулы (2), находим 

/l2=31,08-25,8064=5,1736, т. е . D (X)=5,1736; 
J.tз = 210,52 - 3· 5,08· 3 1,08 + 2·5,083 = -0,9462; 

J.t4 = 1530,60-4·5,08' 210,52+6.5,082 ·31,08-3·5,084 =67,3004. 

Отсюда получаем 

а(Х)=У5,1736::::: 2,275; 
_""3 (х) _ 0,9462 ~ О 

Sk (Х) - 03 (Х) - - 2,2753 ~ - 0,08 4. 

. ""4 (Х) 67,3004 
Ех (Х) =04 (Х}-3= 2,2754 -3:::::-0,488. А 

958. Пользуясь. данными выборки, определить начальные 
и центральные моменты первых четырех порядков, асимметрию 

и эксцесс для случайной величины, заданной таблицей 

1 (1,3) (3, 5) (5,7) ('1,9) 

2 4 10 6 

§ 18. НАХОЖДЕНИЕ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЕЛИЧИН НА ОСНОВЕ ОПЫТНЫ~ ДАННЫХ 

(9, 11) 

з 

1. Р~спределение с равномеРНОIf плотностью. Пусть задано статистическое 
распределение 

1 

w 

Если числа Wi, Ш2, "" Шl близки друг к другу, то для обработки наблюде
ний удобно воспользоваться законом распределения с равномерной плотностью. 
Как известно (см. с. 196), плотность распределения в этом случае определяется 
следующим оБР!lЗОМ: ' 

{
Опри х < а; 

'(х)= 1/(Ь-а) при a':;;;;;x~b; 
О при х > . Ь. 

Мате .;tзтическое ожидание, -дисперсия и среднее квадратичное отклонение 
для распределения с равномерной плотностью находятся по формулам 

М (Х) = (а+Ь)/2, D (Х)= (Ь-а)2/12, о (Х}=(Ь- а)/(2 уз), 

Тзким образом, решив систему уравнений 

{ 
(а+ Ь)/2 = М (Х), . 

(Ь - а)/(2 уз) = а (Х), , 
, можно найти а и Ь, а затем искомую fl.!IОТИОСТЬ распределення. 
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959 . . Выравнять опытные данные, применив закон распределе
ния с равномерной плотностью: 

1 (О, 10) "/ (10, 20) I (20, 30) I (30, 40) (40,50) (50, 60) 

11 I 14 I 15 I 10 14 16 

6. Здесь n = 80. Составим таблицу 

х 5 15 25 35 45 55 

W 1lf80 14/80 15/80 10/80 14/80 16/80 

Полагая Х == 5Т, получим следующую таблицу: 

т I W WT WP 

1 11/80 11/80 11/80 
3 7/40 21/40 63/ 40 
5 3/16 15/16 75/16 
7 1/8 7/8 49/8 
9 7/40 63 / 40 567 /40 

11 1/5 11/5 121/5 

25/4 509/10 

Далее, имеем 

М (х) =5М (1) =5.(25/4) =31,25; М (Ю) =52 М(Т2)=25 . (509/10) = 1272,Б; 

" {(а+Ь)/2=31,25, 
D (х) = 1272,5-976,5625=295,9375; /(2'/-3) .r2=-==-

(Ь- а) r = r 95,9375. 

Решив последнюю систему, найдем а= 1,46, Ь=6!,04, откуда 1/(Ь-а) = 
= lft6I,04-1,46)=О,ОI7. Следовательно, 

f 
о при х < ] ,46, " 

'(х)= 0,017 при 1,46,,;:;;;х,,;:;;;61,04, 
О при х> 61,04. 

Для построения гистограммы ·соСтавим таблицу (где h= 10): . 
1 (О, 10) \ I (10. 20) I -<20, 30) I (30.40) (40.50) (50,60) 

W/h 0.0138/ 0,0175/ 0,01881 0,0125 0,0175 0,02 
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-2IJ -JO и lа 2а JO 4Q 

На рис. 56 изображена 
гистограмма ОТНОСlIтельных час

тот данного статнстического 

распределения 11 график плот
ности распре;J.мения. 

Так как распределение с 
равномерной П.'Уотностью _ сим
метрично ОТНОСIIТельно MaтeMaTII

ческого ожидания, то "'"' (Х) = О, 
Sk (Х) =0. Известно также, что 
при таком распреде.'Iении ЭК

сцесс равен -1,2 независимо от 
6а "значеНIlЙ а и Ь. А 

Рис. 56 960. Произвести вы
равнивание опытных дан

ных с помощью закона распределения с равномерной плотно
стью: 

1 (-1, 1) (1,3) (З,3) {5, i) (7,9) 

6 7 4 5 8 

2. Распределение Пуассона. Распределение Пуассона усгаиаВJшвает соот
ветствиемежду значениями случайной величины Х и вероятностями этих зна
чений с помощью равенства 

е-" 
P=--ЛХ 

х! ' 

где х принимает значения О, 1, 2, 3, , ••. 
Таким образом, ряд распредмения случайной вмичины )f имеет вид 

х о 2 3 

Р е-" е-Ч, е-" е-" -')..' -')..~ ... 2 31 

(1) 

На практике случайная величина Х принимает ограниченное число зна· 
- r'-V 

чений О, 1, 2, •.. , /, так как при достаточно большом').. величииа -Z-1 - ЯВ-

ляется малой. 
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Напомним, что д.1Я. распределения Пуассона М (х) = D (Х) = л. 
Пусть дано :таТИСТllческое распреде.l1ение 

Х о 2 



это распределеКИj: можно заПJIсать JI в виде 

Х о 2 

w Wn Ш, 

Если ДJiЯ данного распределения величины М (х) и D (Х) не близки друг 
к другу, то оно не Яв.1яеrся распределением Пуассона. Если же М (Х) ~ jI, 
и D (Х) ~ Л, то для решения вопроса о характере распределеНIIЯ с.1еду.ет под
ставить значение jI, в выражение (1) и вычислить значения этого выражения 
при х=о, 1, 2, . ", 1. В ТШI с.1Jучае, ,когда значеНIIЯ Р окажутся БЛИЗКIIМИ 
к соответствующим значеНИЮI W, можно считать, что сдучайная веЛВЧl\на рас
пределе;Iа по закону Пуассона. 

961. Дано статистическое распределение 

Х О 2 3 4 5 6 I 7 

ЛХ 7 21 26 21 13 7 3 I 2 

ПокаЗ<iТЬ, что оно близко к распределению Пуассона и устано
вить зависимость между значениями случайной величины и ве
роятностями этих значений. 

7 

6. Найдем n= ~ ,ч=7+2J+26+13+7+3+2=100. Составим та6. 
i=O 

лицу 

Х о- 2 3 ' 4 5 6 
1 

7 

W 0,07 0,21 0,26 0,21 0,13 0,07 0,03 j' 0,02 

Определим математическое ожидание случайной величины: 

М (Х) =0,21 +0,52+0,63+0,52+0,35+0,18+0, 14 =2,55. 

СОставим теперь таблицу J. 

X~ о 
. 1 

4 9 16 25 I 36 · 49 

W 0,07 0,21 I 0,26 0,21 0,13 0,07 I 0,03 0,02 

Следовательно, 

М (Х2) =0,21 + 1,04+ 1,89+2,98+ 1,75+ 1,08+0,98=9,03, 
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откуда 

D (Х) =М (Х2)_[М (Х)]2=9,03-6,503=2,527. 

Положим л = 2,52; тогда зависимость между значениями случайной величины 
н их вероятностями можно записать в !!иде 

Подсчитав по этой 
таблицу 

Х О 

Р 0,08 0,20 

е- 2,б2 
р =--,-.2, 52Х • 

х. 

формуле значения Р для х = О, 1, 

2 3 4 5 

0,25 0,21 0,13 0,07 

2, • •. , 7, получим 

6 7 

0,03 1°,01 ... 

962. Решить задачу, аналогичную предыдущей, для статисти-
ческого распределения 

Х I о I I 2 I 3 4 5 I 6 
I 

7 
I 

8 I 9 
I 

10 I 11 

n>; I 1 I 3 I 8 I ·14 17 17 I 15 I 10 
I 

7 I 5 I 2 
I 

Рис. 57 

3" tIОРМЗЛl,ное распределение. Пусть статистическое распределение 

1 

w 

имеет Гl!стограмму, изображенную на рис. 57 . Составим таблицу 

х 

w 
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полагая ХI=(~i-i+~tY/2, i=I, 2, '-. . ,1. На рисунке плавной линией соеди
Heны точки (Xl; Wl/h) , (Ха, W2/h) , ••• , (xz, wz/h)" где h-шаг таблицы. 

Если получеиная · плавная кривая близка к кривой Гаусса, то можно 
обработать статистические данные с помощью нормального закона распределе· 
ния. Определив матема~ческое ожидаиие т = М (Х) и среднее квадратичное 
отклоненlfе (] = (] (Х), рассмотрим функцию 

'(Х) = I e-(х-т)'!(2О'>. 
(] У2n 

(1) 

. Найдем значения этой фУIJКЦИИ в точках Xi. Ха • •••• Xt, Нетрудно видеть. 
что произведения hf (Xl)" hf (Х2) • •••• 'hf (х,) равиы вероятиостям попадания 
случайной величины, распределениой по НО'рмальиому закону (1). соответ· 
ственно в 'интервалы (~o. ~1), (~1' ~2)' ...• : (C'-I, ~,). Если заданное статисти
ческое распределение близко к нормальному. то будут выполнены приближен
ные равенства hf (х,,> ~ Wi, i = 1, 2, ... ~ l . В дальнейшем прнведем более 
точныe критерии согласования эмпирического и теоретического законов рас· 

пределения. 

963. Дано статистическое распределение: 

I I (О, 3) 1 (3,6) 1 (6, 9) 1 (9, 12) 1(12, 1S>I(l'S' 18):1(18,21) 1 (21, 24)1 (24,27)1(27, 30) 

nх I I 3 I 4 I 6 1 11 l 10 1 7 I 5 '1 2 1 

Показать, что оно близко к нормальному распределению, и по
строить гистограмму его относительных частот. 

t:. Здес.ь n = 50, Составим таблицу 

Х 11,5 7,5 110,511З,5 /16,5 119,5 I ~2,5/25,5 128,5 

w 0,08 / 0,12 I 0,22 I 0,2 1 0,141 0,1 I 0,04 / 0,02 

Произведя замену переменной по формуле Х = 3Т -1,5, запишем статисти
ческие распределения для Т и Т2; 

t 

в 9 10 

w I 0,021 0,06/ 0;081 0,12/ 0,221 0,2 0,14 0,1 0,04 0,02 

64 BI 100 

w J 0,02/ ~,06 '1 о,овl о, 121 0,221 0,2 0,14 0,1 0,04 0,02 
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Далее, имеем 

М (1') =0,02+0,12+0,24+0,48+ 1,1 + 1,2+0,98+0,8+0,36+0,2=5,5; 
М (ТZ) =ОМ+0,24+0,72+ 1,92+5,5+ 7,2+6,86+6,4+3,24+2=34,1; 

м (Х)=3М (n....:...1,5=;=3.5,5-1,5=15; 

а2 (Х) =9 (34,1-30,25) =34,65; а (Х) = У9·3,85 =3.1,962 ~ 5,9. 

Следовательно, 

'(х) = [ . e-(X-1&)1/69,~. 
5,9 У211 

Положим (х- ~5)/5,9 = и; тогда 

t ( [ -111/" О '17 I -и'/2 х) ,r·e" ~ , Z/1; где ZIl= ,r-.e • 
5,9 r 211 . r 2л 

Значения функции ZU приведены в табл. IV на с. 412. 
, Используя эти значения, составим теперь таблицу (h = 3) 

Za 1 f (х) 1 hf (X)!I х I и I %/1 I f (х) I hf (х) 
: 

1,5 -2,29 . 0,029 0,005 0,02 ! 16,5 0,25 0,387 0,066 0,20 
4,5 -1,78 0,082 0,014 0,04 19,5 0,76 0,299 0,051 0,15 
7,5 -1,27 0,178 0,030 0,09 22,5 1,27 0,178 0,030 0,09 

10,5 -0,76 0,299 0,051 О, [5 25,5 1,78 0,082 0,014 0,04 
J3,5 -0,25 0,387 0,066 0,20 28,5 2,29 0,029 0,005 0,02 

Заметим, что поirученные результаты могут быть сопостаВJIены с вepoJlТoo 
ностями попадании случайной ве.1ИЧИНЫ на данный участок, вычисляемыми по 
формуле 

р (а < Х < Ь)=[ Ф( :у';-)-Ф(; у;)] , 
х 

где Ф (х) =? :; S e- II dl-Функцня Лапласа, значения которой приведены 
" . о 

в табл. IfI на с. 411, и m=М(х)=15. Пользуясь этой таблицей; находим 

р (О < Х < 3) =o,5 [- Ф (1,44)+Ф (1,80)] =o,5 (-0,958з+0,9891) = 
= 0,0[54:::: 0,02; 

Р(3 < Х < 6)=O,5[-Ф(I,08)+Ф{l,44)J=0,5(-0,8733+0,9583)= 
= 0,0425 :::: 0,04; 

Р(6 < х < 9)=0,5[-ф(О,72)+ф(I,08)]=0,5(-0,6914+0,8733)= 
= 0,0905 :::: 0,09; 

р (9 < Х < 12) =o,5 [- Ф (0,36) +Ф (0,72)] =0,5 (-0,389з+0,6914) = 
=o,151 ~0,[5; 

Р (12 < х < 15) = 0,5 [- Ф (О) +Ф (0,36)] =0,5.0,3893 =0,1946 :::: 0,19: 
р Щi < х < 18) =0,5[Ф (0,З6)-Ф (О)] =0,5·0,389з=o,1946 ~ 0,19; 
Р (18 < Х < 21) =0,5 [Ф (0,72)-Ф (0,36)] =o,5 (0,6914-0,3893) = 

=1),151 ~ 0,15; 
Р {21 < Х < 24) =o,5 [Ф (1,08) -Ф (0,72) =o,5 (0,8733-0,6914) = 

= 0,091 :::: 0,09; 
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р (2'4 < х < 27) =0,5 [Ф (1,44)-Ф(1,08)]=О,5 (0,9583-0,8733) = 
= 0,0425 ::::J 0,04; 

р (27 <, Х < 30) =0,5 [Ф (1 ,80)-Ф (1,44)] = 0,5 (0,9891-0,9583) = 
= 0,0154 ::::J 0,02. 

в реЗУ.1ьтате ПО,'учае~1 'l"абющу 

J / (О, з)·1 (3, 6) ~ (6, 9) 1 (9, 12) 1(12, 15)'1(15, 18)/(18, 21)1 (21, 24)/ (24, 27)/ (27, 30) 

Р j 0,00 /0,04/0,09/ 0,15/ 0,19/ 0'19/ -0,15/ 0,091 0,04/ 0,02 

Сравнивая значения w и hf (х) (1I.1И W И р), убеждае~fCЯ в ТОМ, что заданное 
статистическое распределение ~lOЖНО считать подчннеННЫ,\J норма.1ЬНОМУ за
кону (рис. 58). А 

Ji 
IJ 

~22 

Л/8 

Д/4 

1,10 

~Об 

1,02 
D~--~J--~4--~6--,~z--,~~~а~~n~~3t~2+'I~J~Q-

Рис. 58 

964. РеШIIТЬ задачу, аналогичную предыдущей, для статисти
ческого распределения 

1 . I (1,2) I (2. 3) I (3,4) I (4, 5) I (~, 6) / (6, 7) (7,8) 

nJ(l I 4 4 8 
I 

16 I 18 I 20 30 

1 (8,9) (9, 10) (1'0, 11) I (11, 12) 1 (12, 13) I (13, 14) (14, 15)! 

28 22 18 14 10 4 4 

4. РасореАеление Wарлье. Нормальное распределение является сИММет
I -(x-т)lj(201) 

ричнЬDI, Т. е. кривая 11 е симметрична относительно пря-

<JV2л 
моА х=m. Однако на практике часто встречаются и асимметрнчныe распре
деления. В том случае, когда асимметрия по абсолютной величнне не очен!> 
велика, распределение может быть Bыавненоo с помощью так называемого 
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закона Шарлье. Плотность закона Шарлье определяется равенством 

fm(x)=f(x)+ ~ [SkJX) Za(U3 -ЗU)+ E2~X) Za(U4 -6U2 +3)] I (1) 

где f (х) - плотность нормального закона распределения, U = (x-m)fa, Za = 
= (I/Y2n) е- U2/ 2 , Sk (Х)-асимметрия, Е", (Х) - эксцесс. Таким образом, 
второе слагаемое в правой части равенства (1) является поправкой к нормаль
ному закону распределения. Нетрудно видеть, что если Sk (Х) =0 И Ех (Х) = О, 
то распределение Шарлье совпадает с нормальным. Распреде.'lение ШаРJlье 
можно записать в виде 

р =!!:.. Z [1+ Sk (х) (uЗ-3U) + Е", (х) (U4-6ulI +З)] (2) 
аа 6 24 . 

965. Воспользоваться распределением Шарлье применительно 
к данным статистической таблицы 

J 1 (О, 3) 1 (3, 6) 1 (6, 9) 1 (9, 12) 1(12, 15) 1(15, 18) 1(18,21) 1(21,24+24, 27) 1(27, 30) 

nх J 1 5 1 8 1 15 1 28 1 21 / 10 1 6 1 3 I 3 

6. Здесь n = 100. Составим таблицу 

Х 11,514,5[7,5110,511з,51 16,5 19,5 22,5 25,5 128,5 

Wx 10,01 1 0,051 0,08/ 0,151 0,281 0,21 0,1 0,06 0,03 / 0,03 

Перейдем к новой переменной Т, связанной с Х зависимостью Х =3Т -1,5. 
Статистическое распределение случайной величины Т имеет вид 

т 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 

10 

W 1 0,01 1 0,051 0,081 0,151 0,281 0,21 0,1 0,06 0,03 1 0,03 

Приведем расчетную таблицу: 

т W WT WP WТO WТO 

1 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 
2 0,О5 0,10 0,20 0,40 0,80 
3 0,08 0,24 0,72 2,16 6,48 
4 0,15 0,60 2,40 9,60 38,40 
5 0,28 1,40 7,00 35,00 175,00 
6 0,21 1,26 7,56 45,36 272,16 
7 0,1 0,70 4,,90 34,30 240,10 
8 0,06 0,48 3,84 30,72 245,76 
9 0,03 0,27 2,43 21,97 197,73 

10 0,03 0,30 3,00 30,00 300,00 

5,36 32,06 209,52 1476,44 
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Далее .. имеем. 

М (т) =5,36; М (х) =3.5,36-1,5 = 14,58; М (Т') =32,06; 

D (т) = 32,06-28,73 = 3,33; а (т) = V 3,33 = 1,83; а (Х) = 3а (Т) = 5,49; 

J.Lз (т) =а:з- 3a:la:2+2a:~=209,52-3.5,36.32,06+2.5,36~ = 1,98; 
Sk (т) =~э (T)/a~ (т) = 1,98/l,83~=0,32; 

J.L4 (Т) =а:4 -4а:lа:з+6а~а:2-3а:t = 
= 1476,44-4.5,36·209,52+6·5,362.32,06-3.5,364=34,59; 

а4 (т) =3,332= 11,0889; Ех (т) =34,59/11,09-3=0, 12; Ех (Х) =o,12. 

Так как h=3, · м (Х)=14,58=m, а(Х)=5,49, u=(x-14,S8)jS,49, Sk(X) = 
=o,32, Ех (Х)=0,12, то относительная частота распределения Шарлье вы
ражается равенством 

. 3 [ О 32 О 12 ] 
ш= 5,49 za I+T (uЗ-3u)+у(u4-6u2 +3) i или w=0,55zaS, 

где S= 1 +0,05 (uЗ -3u) +0,005 (и4 -6и2 +3). 
Составим таблицу для определеиия выравнеиных по закону Шарлье частот: 

1,5 -2,38 0,02 5,66 -13,48 32,08 -7,14 33,96 -0,32 0,005 0,69 0,01 
4,5 -1,8~ 0,07 3,39 -6,23 11,46 -5,52 20,34 -0,04 -0,03 0,9 0,04 
7,5 -1,29 0,17 1,66 -2,15 2,77 -3,87 9,96 0,09 -0,02 1,05 0,09 

10,5 -0,74 0,30 0,55 -0,41 О,зо -2,22 3,зо 0,09 0,00 1,09 0,18 
13,5 -0,19 0,39 0,04 -0,01 0,00 -0,57 0,24 0,03 0,015 1,06 0,23 
16,5 0,35 0,38 0,12 0,04 0,01 1,05 0,72 -0,05 0,01 0,97 0,20 
19,5 0,90 0,27 0,81 0,73 0,66 2,7 4,86 -0,10 -0,005 0,89 0,13 
22,5 1,44 0,14 2,07 2,99 4,30 4,32 l.2,42 -0,07 -0,025 0,88 0,07 
25,5 1,99 0,06 3,96 7,88 15,68 5,97 23,76 0,10 -0,025 1,05 0,03 
28,5 2,54 0,02 13,45 16,39 41,62 7,62 38,70 0,44 0,03 1,5 0,02 

Сравнивая частоты, полученные после выравнивания по ЗaJЮНУ Шарлье, 
с частотами, заданными статистической таблицей, приходим к заключению, 
что соответствующие частоты достаточио БЛИЗIШ друг к другу. Однако об окон
чательном решении вопроса о согласованности статистического и теоретического 

распреде.лениЙ мы сможем судить лишь после того, как будут рассмотрены 
критерии согласия (Пирсона; Романовского, Колмогорова). А 

5. Критерии согласии Пирсона и POMaHOВCKoro. Рассмотрим вопрос о со
гласованности статистического и теоретического распреде.лениЙ. Пусть стати
стическое раепреде.ленне выравнено с помощью некоторого известного закона 

распределения (е равномерной плотностью, нормального закона, закона 
Шарлье и т. д.). 

Пирсоном предложен следующий критерий соmаеованноети статистического 
и теор~ического распределений. Сначала вводят величину 

1 
х2=n ~ (Wi-Pi)2 J 

~ Р .. 
1'= 1 

где Wj-относительные частоты, заданные статистической таблицей; а Pi
вероятности, полученные по некоторому теоретическому закону распределения . 

Затем рассматривают разность r=l-t, где .l-число разрядов статистической 
таблиu.ы, а t-число условий, налагаемых иа ча<;тоты Wl, Ша, .,., Wl; число г 
называется числом степеней свободы. -
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НаПРllыер, Д.1Я 'нормального закона распределения t = 3, т'ак как исполь
зуются слеДУЮЩllе условия: 

1 

1) ~ Шi=l; 2) 
i= 1 

1 

~ ШjХi=m.~; 
i=1 

1 

3) ~ (Xj-m")2 шj =D,,f 
i :01 

где mх и D х- ~Iатематическое ожидани;! и ДIIСШ'РСИЯ в теоретическом закоие 
распределения. 

Д.'1Я закона Шарлье t = 5, так как имеются пяты�lинейиыыx ' уравнеиий, 
связывающих значения Pi, Р2' ••• , Pr: 

1 1 

2) ~ pjxj=m,,; З) ~ (xj-m,,)2 p,'=D,,1 
i=l А=l 

1 

5) ~ (xj-m,,)·рj=,.,..(Х). 
i:o 1 

Используя табл. V (см. с. -413, 414), по значениям х? и r определяют ве
личииу р, характеризующую вероятность СOl'ласоваиности теоретического и ста

тистического распределений. Ес.1И р < 0,1, то можно сде.1ать вывод, что тео
рия плохо воспроизводит эксперимент. Еслн же р > 0,1, то это означает, что 
гипотеза о принятом . теоретическом распределенин не противоречит опытным 

данным. 

В' . И. Романовским предложен следующиJi критери/\ согласия: если вели-
'1l1на I х2,-Г '/У 2г 6()Льше или равна 3, то расхождение теоретических и опыт
ных частот надо считать неслучаi!ны\/; ес.1И же она меньше З, то этО расхож
дение можно считать случайным. 

966. Проверить, согласуется ли статистическое распределение 
' задачи 959 с теоретическим, имеющим равномерную плотность. 

6. ПО данным статИстической таблицы в задаче 959 6ыла определена 
ПJlОПlостъ распределения 

{
Опри х < 1,46, 

Нх)= 0,0170 при 1,46<::x.;;;;61,04, 
при х> 61,04. 

Найдем значения вероятности попадания случа~ноi! величнны, распреде
ленной по указанному закону с равномерноli п.;IOтностъю, в интервалы (....:.10. О). 
"(О, 10), (10,20), 00" (60. 70). (70. 80): 

11 (- 10. О) I (О, 10) 1 (10, 20) 1 (20, 3011 (30, 40) / (40, 50) 1 (50, 60) /(60. 70) :(70, 80) 

Р I О 1 0.141 0,17 I 0,11 1 0,11 I 0,11 I 0,11 1 '0.01 I О 
Следует отметить, что Р(О < Х < !O)=P(I,46 < Х < 10)=(10-1,46).0,011= 
= 0,14; Р(60 < Х < 70)=Р{60 < х < 61,04)=0,01. Приведем расчетную та6-
JlIЩУ д.'1Я ЩilчислеНИII :х.2 ; 
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w р w-p 

0,14 0,14 О 
0,17 0,17 О 
0.19 0,17 0,02 
0,13 0,17 -0,04 
0,17 0,17 О 
0,2 0.17 0,03 
О 0~01 -0,01 

(W-p)" 

О 
О 
0,0004 
0,0016 
О 
0,0009 
0,0001 

(W-P)' 
Р 

О 
О 
0,0023 
0,0094 
О 
0.0052 
0,01 

0,0269 

Следовательно, х2 =80.0,0269=2,152; 1=7, (=3, ,=4. При г=4 из 
табл. V находим: если ;:2=2, то р=О,7358; если ;:2=3, то р=0,5578; если 
x2 =2,152, то р =0,7358-0,152·0,178=0,7358-0,0271 =0,7087. 

Итак, можно считать, что заданное статистическое распределение 'пол
ностью сог.ласуется с законом распределення, имеющим равномериую плот

ность. А' 

967. Дано статистическое распределение 

1 /(0,5)1(з, 10)'1(10, 15)1 (1"3, 2O>ll20, 25)1 (23, зо>1 (30,33)1(з5.40>/<40,45)1<45.501 

nхl 2 1 12 I 8 1 , 4 1 14 1 6 1 10 I 2 / 1 11 

Выяснить, согласуется ли это распределенИе с теоретическим, 
имеющим равномерную плотность. 

6 Здесь n = 70. Составим таблицу 

х 1 2,5/ 7,5 '112,5117,5122,51 27,51 32,5/.37,5142,5147,5 

wl 0,0291 0,171 10,11410,05710,210,086/0/,14з10.02910.01410,157 

Далее, находим 

)0 

М (Х) = ~ WjXi=2,5 (0,029+3·0,171 +5.0,114+ 7·0,057 +9·0,2+ 11 х 
(= ) 

хО,086+ 13.0,14+ 15.0,02:1+ 17.0,014+ 19·0,157) =24,4285; 
М (Х2) =2,52 (0,029+9·0,171 +25.0, 114+49·0,057 +81.{),2+ 121.0,086 + 

, + 169·0,143+225.0,029+289·0,014+361 .0, 157) =782,67; 
D (Х)=782,67-596,75= 185,92; ()' (Х) = У185,92 = 13,63. 

Составим и р~шим cllcTeMY для рпределеНI!Я а и Ь: 

{ 
(а+Ь)/2=24,43, {а+Ь=48,86, 
(b~a)/(2 уз) = 13,6З ~ b-a=47,16 ~ (Ь=48,ОI; а=О,85); 

I/(Ь-а) = 1/47,16=0,0212. 
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Итак, 

( О 

I(х)= l O,021~ при 

при 

при 

х < 0,85, 
0,85.;;;; х,;;;;; 48,01, 
х.> 48,01. 

Теперь найдем вероятности попадания случайной величины, распределен
ной по указанному закону, в интервалы (0,5), (5. 10). (10. 15) •...• (45.50): 

1 (-5, О) (0,5) (5, 10) (10. 15) (15,20) (20,2S) 

р О 0,088 0,106 0,106 0,106 0,106 

1 I (25,30). (30,35) (35,40) (40,45) (45,50) (50,55) 

р I 0,106 0,106 I 0,106 0,106 0,064 О 

Отметим, что 

р (О < х < 5)=Р (0,85 < Х < 5)=4,15.0,0212=0,088; 
Р (45 < х < 50) =р (45 < х < 48,01) =3,01·0,0212=0,064. 

Расчетная таблица для вычисления х" имеет вид 

w р \1r - р (\\7 -Р)' 

0,029 0,088 -0,059 0,003 0,034 
0,171 0,106 0,065 0,004 0,038 
0,114 0,106 0,008 0,006 0,057 
0,057 0,106 -0,049 0,002 0,019 
0,2 0,106 0,094 0,009 0,085 
0,086 0,106 -0,020 0,000 0,000 
0,143 0,106 0,037 0,001 0,009 
0.,029 0,106 -0,077 0,006 0,057 
0,014 0,106 -0,092 0,008 0,075 
0,157 0,064 0,093 0,009 0,141 

0,515 

Итак, Х,2=70.0,515=36,05; 1= 10, (=3, ,=7. При значении ,=7 ДЛЯ 
X,1=30 из табл. V находим p=O,OOOI. Ta~ как при постоянном значении, 
с увe.nичением Х,2 вероятность р уменьшаetся, то дЛЯ Х,I = 36,05 вероятность 
Р < 0,0001. Значит, в данном случае теория плохо воспроизводит опыт. 

Тот же вывод можно сделать, используя критерий Романовского . . ДеАстви
тельно, находим 

136,05-71 

У14 
29,05 
3,742;::;! 7,763 > 3. 

Итак, гипотезу о том, что заданное статистическое распределение ЯВ
ляется распределением с равномерной плотностью. следует считать неправдо-
подобной. А. . 
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968. Применить критерии Пирсона и POMaHoBtKorO для установ
ления правдоподобности· гипотезы о нормальном распределении 
случайной величины в задаче 963. 

6. Расчетная таблица имеет вид 

w р w-p 

0,02 0,02 О 
0,06 0,04 0,02 
0,08 0,09 -0,01 
0,12 0,15 -0,03 
0,22 0,20 0,02 
0,2 0,20 0,00 
0,14 0,15 -0,01 
0,1 0,09 0,01 
0,04 0,04 О 
0,02 0,02 О 

10 

(W-p)" 

0,0000 
0,0004 
0,0001 
0,0003 
0,0004 
0,0000 
0,0001 
0,0001 
0,0000 
0,0000 

(W_P)2 
--р-

0,00 
0,01 
0,001 
0,006 
0,02 
0,00 
0,0007 
0,001 
0,00 
0,00 

0,0387 

Далее,имеемnL.(Wi-Рi)2 50·0,0387=1,935; [=10, t=3, ,= 
i= 1 Р; 

= 10-3=7. Из табл. V для ,=7 находим: если х2 =I, то Р=О,9948; если 
,,2=2, то Р=0,9598. Следовательно, при х2 = 1,935 получим промежуточное 
значение Р. Это значен'не можно найти, примеllИВ способ интерполирования. 
При ,,3= 1 и Х,2 =2 значения Р отличаются на величину 0,994R-O,9598 = 
= 0,035. С увеличением х2 вероятность Р уменьшается·, поэтому при Х,2= 1,935 
имеем 

Р=0,9598+0,065·0,035 =0,9621, или иначе Р=0,9948-0,935·0,035=О,9621. 

Полученная вероятность больше, чем 0,1. Согласно )(ритерию Пиреона, это 
дает основаиие считать, что нормальный закон "достаточно удовлетворительно 
воспроизводнт заданное статистическое распределение. 

Соrласио критершо Романовского, имеем ' 

11,935-71 

У14 

5,065 
3 742 ~ 1,354 < 3. , 

Таким образом, · расхОждеиие между даНIIЫМ статистическим распределе
нием и выравнивающим его теоретическим распределением можно считать 

случайным ... 

969. Произвести выравнивание с помощью норнального закона 
распределения данных статистической таблицы; 

(4,1; (4,2; (4,3; (4,4; (4,5; (4,6; (4,7; (4,8; (4,9; 
1 4,2)" 4,3) 4,4) 4,5) "4,6) 4,7), 4,8) 4,9) s) 

2 3 4 lQ 
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Продолженue табл. 

1 (5,0; (5,1; (5,2; (5,3; (5,4; (5,5; (5,6; 5,7) (5,8; 
5,1) 5,2) 5,3) 5,4) 5,5) 5,6) (5,7; 5,8) 5,9) 

n,. I 10 I 9 

Проверить согласованность статистического и теоретического 
распределений по критериям Пирсона и Романовского. 

6. Здесь n = 100. В дальнейше~1 будем преДПО.ТJагать, что значения CJlУ
чаilной величины совпадают со средними арифметическими значениями гра
ниц интервалов: 

х I 4,15 4,25 
1 

4,35 
1 

4,45 
1 

4,55 
1 

4,65 14,7514,85 4,95 

W I 0,01 0,02 I 0,03 I 0,04 
1 

0,05 
1 

0,08 10,081 0,09 0,1 

Х 
1 

5,05 I 5,15 I 5,25 I 5,35 1 5,45 I 5,55 15,6515,75 5,85 

w I 0,1 1 0,09 I 0,09 1 0,07 1 0,05 I 0,04 1 0,03 I 0,0210,01 

Так как значения случайной величины близки к 5, то составим таблицу: 

х-5 w (X-5)W (Х-5). W 

-0,85 0,01 -0,0085 0,0072 
-0,75 0,02 -0,0150 0,0113 
-0,65 0,03 -0,0195 0,0127 
-0,55 0,04 -0,0220 0,0121 
-0,45 0,05 -0,0225 0,1>\01 
-0,35 0,08 -0,0280 0,0098 
-0,25 0,08 -0,0200 0,0050 
-0,15 0,09 -0,0135 0,0020 
-0,05 0,1 -0,0500 0,0003 

0,05 0,1 0,0500 0,0003 
0,15 0,09 0,0135 0,0020 
0,25 0,09 0,0225 0,0056 
0,35 0,07 0,0245 0,0086 
0,45 0,05 0,0225 0,0101 
0,55 0,04 0,0220 0,0121 
0,65 0,03 0,0195 0,0127 
0,75 0,02 0,0150 0,0113 
0,85 0,01 0,0085 0,0072 

-0,001 0,1404 

Следовательно, 

м (Х-Б) =--0,001; М [(Х-5)'] =0,1404; М (Х)=5+М (Х-5) =4,999; 
D (Х)= М [(X-5)Z)-IM (X-5)]'=O,1404; а (Х)= УО,1404=О,З747~0.З75. 
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Плотность распределения случайнои величины Х определяются равенством 

f( ) - 1 -(Х-б)II(Z'О,~75") 
х - ·е , 

0,375 У2л 

IlЛИ 

f (:f) = 2,67 . za' где 11 = (х- 5)iO,375 ~ 2,67 (:f- 5). 

Определим веРОЯТНОСТII попадания случаi\ноli веЛИЧIIНЫ, раСllредедеиной 
по указанному HopMa.'IbHoMY закону, в интервалы ]4,1; 4,2[, J4,2; 4,3[, 
... , ]5,8, 5,9[ и провер"м cor.'IaCOBaHHocTb статистического и теоретического 
распределений по критерияы Пирсона и Романовского. Составим следующие 
таблицы: 

и I %11 I f (х) I hf (х) 
4,15 -2,27 0,03 0,08 0,01 
4,25 -2,00 0,05 0,13 0,02 

0,01 0,01 0,00 0,0000 0,000 
0,02 0,02 0,00 0,0000 0,000 

4,35 -1,74 0,09 0,24 0,02 
4,45 -1,47 0,13 0,35 0,04 
4,55 -1,20 0,19 0,51 0,05 
4,65 -0,93 0,25 0,67 0,07 

0,03 0,02 0,01 0,0001 0,005 
0,04 0,04 0,00 0,0000 0,000 
0,05 0,05 0,00 0,0000 0,000 
0,08 0,07 0,01 0,0001 0,001 

4,75 -0,66 0,32 0,85 0,09 
4,85 -0,40 0,37 0,99 0,10 
4,95 -0,13 0,39 1,04 0,10 
5,05 0,13 0,39 1,04 0,10 
5,15 0,40 0,37 0,99 0,10 

0,08 0,09 -0,01 0,0001 0,001 
0,09 0,10 -0,01 0,0001 0,001 
0,10 0,10 0,00 0,0000 0,000 
0,10 0,10 0,00 0,0000 0,000 
0,09 0,10 -0,01 0,0001 0,001 

5,25 0,66 0,32 0,85 0,09 0,09 0,09 0,00 0,0000 0,000 
5,35 0,93 0,25 0,67 0,01 0,07 0,07 0,00 0,0000 0,000 
5,45 1,20 0,19 0,51 0,05 0,05 0,05 0,00 0,0000 0,000 
5,55 1,47 0,13 0,35 0,04 
5,65 1,74 0,09 0,24 0,02 

0,04 0,04 0,00 0,0000 0,000 
0,03 0,02 0,01 0,0001 0,005 

5,75 2,00 0,05 0,13 0,02 
5,85 2,27 0,03 0,08 0,01 

0,02 0,02 0,00 0,0000 0,000 
0,01 0,01 0,00 0,0000 0,000 

0,014. 

Значит, ,)(1=100.0,014=1,4,1=18, t=3, ,=18-3=15. ИЗ табл. V Для 
'=15~нахор.им: если ')(2=1, то Р=I,ООО, если ')(2=2, то Р=l,ООО. ПаЭТО~IУ 
при ')("=1,4 искомая вероятность· Р=I,ООО. Таким образом, согласно кри
терию Пирсона, гипотеза о том, что статистическое распределение является 
нормальным распределением с математическим ОЖllданием, равным 5, и дис
персией, равной 0,14, правдопод06на. 

Используем теперь критерий Романовского: 

11,4-151 

У30 

Это еще раз подтверждает, что заданное статистическое распределение 
согласуется с нормальным, имеЮЩIIМ П.,ОТНОСТЬ, опреде.'Iяемую равенством (*). 

970. Проверить гипотезу о том, что статистическое распре
деление, рассмотренное в задаче 965, согласуется с распределе
нием Шарлье. 

• Так как в табщще значения приведены с точностью до 0,001, то иско
мое значеНllе Р He~HOГO меньше единицы. 
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6. Расчетная табл.ица имеет вид 

w р \V-p (W-p)' (W-P)' 
--Р-

0,0\ 0,01 О 0,0000 О 
0,05 0,04 0,01 0,0001 0,003 
0,08 0,09 -0,01 0,0001 0,001 
0,15 0,18 -0,03 0,00n9 0 ,005 
0,28 0,23 0,05 0,0025 0 ,011 
0,21 0,20 0,01 0,0001 0,001 
0 , 10 0,13 -0,03 0,0009 0,007 
0,06 0 ,07 -0,01 0,0001 0,001 
0,03 0,03 0.00 0,0000 0,000 
0,03 0,02 0,01 0,0001 0,005 

0,034 

Следовательно, "1:= 100.0,034 = 3,4; 1 = 10, t =5, т. е. r = 10 -5= 5. Из табл. V 
для г=5 находим: если х2 =3, то Р=О,7000; если х2 =4, то Р=О,5494. По
этому при х2 = 3,4 имеем 

P=O,7000-0,4.0,1506=O,63976 > 0,1. 

Используя критери(! Романовского, находим 

jЗ,4- 5 1 

У10 
3~;~2 ;;:;:0,506 < 3. 

Таким образом, согласно критериям Пирсона и Романовского; гипотезу 
о том, что рассмотреиное статистическое распределение согласуется с .распре· 

делением Шарлье, можно считать правдоподобноЙ. _ 
6. Критерий 'согласия Колмогорова. Пусть дано статистическое распределе-

ние 

Х 
1 

Xi Х2 Хз Х, 

WX 
1-

Wj Ш2 wa Wl 

где Xi, Х2' ••• , Хl-средние значения соответствующих интервало&, случайной 
величины. В качестве меры расхождения между теоретическим и статистиче
ским распределениями в критерии Колмогорова рассматривается максимум зна
чений модуля разности между статистической функцией распределения F8 (Х) 
и соответствующей теоретической (иитегральной) функцией распределения F (х). 

Интегральная функция распределения, как известио, определяется соотно
шениями 

{
Опри Х < Xi, 

F(x)= ± Р/ при Xk"';;;X"';;;Xk+i(k=I, 2, ... ; 1-1); 
1= 1 

1 при X~Xtl 



где Р j =hf (х/) U = 1, 2, ... , 1), а f (х) - плотность распределения случайно!'i 
величины Х. 

Сначала находят величину 

I..=DYli, (1 ) 

где D = тах 1 Р (х) -р (x)l, а n- объем выборки. Затем из равенства 

'" Р(I..)=I- ~ (_I)/е- 2j 'л,' (2) 
j= -00 

определяют вероятность того. что за счет чисто случайных причин максима.%
ное расхождение между F* (х) и F (х) окажется не меньше, чем фаКТИЧ~СJШ 
наблюдаемое. 

Если вероятность Р (1..) мала (меньше 0,05), то гипотезу следует отверг
нуть, как неправдоподобную; при сравнительно больших значениях Р (л.) гипо
тезу можно считать совместимой с опытными данными . .6 

для нахождения значениli Р (л.) удобно пользоваться таблицей (см. табл , УI 
на с. 415), ' 

971. Оценить степень согласованности статистического распре
деления, рассмотренного в задаче 961, с распределением Пуассона. 

~ Составим таблицу 

х w р F· (х) Р(х) F* (х) - F (х) 

о . 0,07 0,08 0,07 0,08 -0,01 
1 0,21 0,20 0,28 0,28 О 
2 0,26 0,25 0 ,54 0,53 0,01 
3 0,21 0,21 0,75 0,74 0,01 
4 0,13 0.13 0,88 0,87 0,01 
5 0,07 0,07 0,95, 0,94 .0,01 
6 0,03 0,03 0,98 0,97 0,01 
7 0,02 , 0,01 1 0,98 0 ,02 

Очевидно, чтоD=тахIF*(х)-F(х)I=О,02. Так как n=IOO, то, поль
зуясь формулой (1), находим 1..=0,02·YIOO=0,2. ИЗ табл. УI получим 
р (0,2) = 1,00. Таким образом, paCCMOTp~HHoe статистическое распределение не 
противоречит теоретическому распределению по закоиу Пуассона, .6 

972. Пользуясь критерием Колмогорова, установить, согла
суется ли с нормальным распределен~ем статистическое распре

деление 

I 1(0,2) 1 (2, 4) 1}4, 6) 1 (6,8) 1 (8,10)1(10, 12)1(12, 14) 1(14, 16+16, 18)1 (18,20) 

II х 1 10 1 29 1 51 I 58 I 102 .1. 90 1 81 1 39 1 30 1 10 
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~ 3апншuем заданное распредепение в виде 

х I 1 I 3 I 5 I 7 I 9 11 13 1 15 I 17 I 19 

W 10,02 1 0,061 0,10 1 0,121 0,20 0,18 0'161 0,081 0,0610,02 

Перейдем к новой переменной Т по формуле X=2T-I. Составим расчет
ную таблицу 

т IVT 

1 0,02 0,02 0,02 
2 0,06 0,12 0,24 
3 0,10 0,30 0,90 
4 0,12 0,48 1,92 
5 0,20 1,00 5,00 
6 0,18 1,08 6,48 
7 0,16 1,12 7,84 
8 0,08 0,64 5,12 
9 0,06 0.54 4,86 

10 0,02 0,20 2,00 

5,50 З4,З8 

Далее, нмеем 

М (1')=5,50, М (TI)=34,38, D (1')=34,38-30,25=4,13; о (1')= У 4,13=2,032; 
м (Х)=2М (1')-1 =2·5,5-1 = 10; о (х) =20 (1')=2.2,032=4,064. 

Тогда плотность распределения запишется в внде 

/ (х) = 1 _ е-(Х- 10)1/(1·,,0,,1) 

4,064 У 2n • 

пли, /(х) =0,246'%/1' где и=(х-I0)/4,064. 
Составим две тамнl.(Ы: 

xl и 

1 
'/1 I f (Х) М(Х) х IV Itf(x) Р· (х) I ,. (х) I,.·(x)-F (.r) 

1 -2,214 0,035 0,009 0,02 
3 -1,722 0,091 0,022 0,04 
5 -1,230 0,187 0,046 0,09 
7 -0,738 0,303 0,075 0,15 
9 -0,246 0,387 0,095 0,19 

11 0,246 0,387 0,095 0,19 
13 0,738 0,303 0,075 0,15 
15 1,230 0,187 0,046 0,09 
17 1,722 0,091 0,022 0,04 
19 2,214 0,035 0,009 0,02 

1 0,02 0,02 0,02 0,02 0,00 
3 0,06 0,04 0,08 0,06 0,02 
5 0,10 0,09 0,18 0,15 0,03 
7 0,12 0,15 0,30 0,30 0,00 
9 0,20 0,19 0,50 0,49 0,01 

11 0,18 0,19 0,68 0,68 0,00 
13 0,16 0,15 0,84 0,83 0,01 
15 0,08 0,09 0,92 0,92 0,00 
17 0,06 0,04 0,98 0,96 0,02 
19 0,02 0,02 I 0,98 0,02 
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Из второй таБJIИЦЫ видно, что почти "ВСе . значеиия относительных частот 
.близки К соответствующим значенням пероятностей, найденных с поr"ощью 
плотности раСПРeJ(елеЮfЯ, определеНlfоА равенством ( ... ). Отсюда сразу следует, 
что данное статистическое распределенне являетсЯ нормальным. Однако ДJlЯ 
.окончательного решения вопроса о согласованности статистического распреде

леиия·· с нормальным применим критерий ' Колмогорова. 
Как видно из второй таблицы, D =mах I Р* (х)-Р (х)1 =o,03. Поскольку 

n=500, имеем ~=0,03. у506::::: 0,67. Из табл. VI находим Р (0,65)=0,7920, 
Р (0,70) =0,7112. Так как с увеличением ~ вероятность Р (л) уменьшается, то 
0,7112 < Р (0,67) < 0,7920. 

Итак, можно утверждать, что верхняя граница абсоmoтноА ошибки при
ближенног.о равенства Р (х) ::::: F (х) будет не менее 0,03 для любого значеиия х. А 



ГЛАВА VI 

1l0НЯТИЕ ОБ УРАВНЕНИЯХ В ЧАСТНЫХ ПРОИ3ВОДНЫХ 

§ 1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
В ЧАСТНЫХ ПРОИ3ВОДНЫХ 

1. Примеры простейших дифференциальных уравнений • частных прои:.-
80~HЫX. Рассмотрим некоторые примеры уравнений в частных производных. 

973. Найти функцию z = z (х, у)' удовлетворяющую дифферен
az 

циальному уравнению дх = 1. 

6. Интегрируя, получим z = х+ rp (у), где rp (у) - ПРОИЗВOJJьная функция. 
Это- общее решение данного ДИфференциального уравнения ... 

a2z 
974. Решить уравнение ду2 = 6~, где z = z (х, у). 

az 6. Дважды интегрируя по у, получаем ду.-Зу2+rp (х), z = y3+y'lJI (х) + 

+1jJ(x), где 'Р{х) и 1jJ{x)-произвольные функции ... 

azz 
975. Решить уравнение дх ду = О. 

az f (у . 6. Интегрируя уравнение по х, имеем ду = ). Проинтегрировав получен-

ный результат по у, находим z=rp (x)+1jJ (У), где 1jJ (у) = ~ f (у) dy . .. 

976. Найти общее решение 

977. Найти общее решение 

a2z . 
уравнения дхду= 1. 

~z 
уравнения дх2 ду! = О. 

2. Диффереициальные уравнения первого пор"дка, линеАные относительно 
частных производных. Рассмотрим дифференциальное уравнение 

Х ~: +У ~;=z, (1) 

где Х, У и Z-функции х, У и z. 
Предварительно решим систему обыкновенных диФФеренциальных 'уравне

НIIЙ 

dx dy ш· 
Х=У-=У' 

Пусть ' решение этой системы определяется равенствами 

ООl(Х' у, z)=C1 , оо2 =(х; у, z)=Ca· 

Тогда общий интеграл дифференциального уравнения (1) имеет вид 

Ф (001 (х, у, z), 002 (х, у, z)] = О. 
где Ф (OOi, (02)- произвольная непрерывно дифференцируемая функция. 
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oz az 
97в. Найти оБЩIIЙ интеграл уравнения х дх + Уду = г. 

л Р . • dx dy dz Р u ассмотрим систему уравнении -=-=-. ешая 
х у z 

dy g dx dz 
= -. получим -=C1: решение уравнения -=- есть 

у . ' " х z 
можно найти общнй ннтеграл заданного уравнения: 

Ф{у/х. z/x)=O. или Z/Х='Ф(У/Х). 

т. е. z=хф{у/х). где 'Ф-пронзвольная функция. А 

979. Найти общий интеграл уравнения 

(ха + уа) дг + 2ху дг = о. 
дх ду 

уравнеНllе 
d"~ -= 
"~ 

. dx dy dz 
6. 3апише~ снстему уравнеlШЙ -Z-+ 2=2-=-0 . Воспользовавшись CBlJi!· 

х у ху 

dx d ством пропорции. представнм уравиение 2+ 3=2 У в виде . х у ху 

dx+dy dx-dy d (х+ у) d (х- у) 
xl+g2+2xy х2+у2_2ху' или (х+у)2 = (х-у)2 • 

Интегрируя. получаем 

I 1 I I 251' 
-х+у=-х_у+С, х-у-х+у . С, Х2_у2=С' 

По::леднее равенство можно переписать в виде ха у уз=С1• 
Второе ураnнение системы dz = О. Отсюда z = С2 • 
Общий интеграл имеет вид 

Ф (~, г)=о, или Z='Ф(тLa). А 
х -у х -{' 

980. Найти поверхность. удовлетворяющую уравнению 
дг дг 2 yz дх +xz ду = - ху и проходящую через окружность х2 + у2 = 

= 16, z=3. 
dx dy "dz 6. Решнм систему уравнений -=-= --2 • Освободившись от энаме-
уг хг ху 

нателя, имеем 

xdx=gdy, 2xdx= -гШ. 

Интегрируя .оба уравнения, получим 

~ий интеграл заданного уравнения имеет вид 

Z2 
хl +т='Ф (х2 _у2). 

Из семейства поверхностей, определяемых этим уравнением, нужно выде
лить поверхность, проходящую через окружность хl + 512 = 16, z = З. Дo/I Я 
того чтобы наАти фуикцию 'Ф. в равенстве (:;.) положимх2 = 16-512. z=-=3. Тогда 
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· получим 16-у2+9/.2='ф (l6-2y2). Пусть 16-2y2=t, откуда y2=8-t/2. 
Следовательно, 'ф(t)=(t+25)/2, т. е. 'ф(к2 -у2)=(к2-у2+25)/2. Подставляя 
найденное выражение в соотношение (*), имеем 

г2 к2- у2+25 
x2+~= 2 ' или к2+у2+ г2=25. 

Итак, искомоi\ поверхностью является сфера ... 

981. Найтн общий интеграл уравнения 
дz. +дг. 
дкSШХ дуSШУ=,SШZ. 

дz дг 
982. Найти общий интеграл уравнения уг дх + хг ду = ху. 

983. Найти поверхность, удовлетворяющую уравнению 
_1 дг+_1 a_z __ 4 б 2 О 
Х дк у ду и проходящую через пара олу у = г, Х= • 

§ 2. ТИПЫ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДI(А В ЧАСТНЫХ 
ПРОИ3ВОДНЫХ. ПРИВЕДЕНИЕ 1( I(АНОНИЧЕСI(ОМУ ВИДУ 

(1) 

где а, Ь, с-функции к и у. 
Говорят, что указанное уравнение в области D принадлежит гиnерболиче· 

ско'мУ типу, если в этой области Ь2_ ас > О. Если же Ь2 -ас=0, то уравне
ние принадлежит nараболическо'мУ типу, а если Ь2 -ас < O-lJЛлunтическо,Му 
типу. " 

Уравнение 

д2г ( дг дг) 
aKay=F Х, у, г, дх ' ду 

называется каНOIшческu,М уравнение'м гиперболического типа; уравнение 

д2г ( . дг дг) 
ду2 =F Х, у, г, ах' ду 

- канонически,Муравненuе,М параболического типа; уравнение 

д2г д2г ( дг дг ) 
дХ!+ ду! =F х, у, г, ах' ду 

- канонически,М уравнение'м эллиптического типа. 

j{ифференциальное уравнение 

а (dy)2_2b dxdy+c (dK) 2 =0 

называется уравнение'м характеристик уравнения (1). 
j{ля уравнения гиперболического типа уравнение характеристик имеет два 

интеграла: ер (х, у) =C1, 'ф (х,у) =С2 , т. е. существуют два семейства действи
тельных характеристик. С помощью замены переменных ~ = ер (х, у), тt ='Ф (х, у) 
дифференциальное уравнение (1) приводится к каноническому. виду .. 

j{ля уравнения параболического типа 06а семейства характеристик совпа
дают, т. е. уравнение характеристик дает лишь одии интеграл ер (х, у) =с. 

в этом случае нужно произвести замеиу переменных 6 =ер (К, у). т) ='Ф (К. у)' 
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где Ф (К, у) -':'какая-нибудь функция, для' которой ~; • ~ - ~; • ~~ :р О. 
' После такой замены уравнение прив()дится к каноническому виду. 

для уравнения элJl1iп(l'ИЧеского типа интегралы уравнения характеристик 
имеют вид <р(К, у) ± iф(х, у)=С1,э, где <р(х, у) и 1jJ(x, у)-действительиые 
фуикции. С помощью подстановки ~=<p (х, у), 'I'J =", (х, у) уравнение (1) при
водится к кано~ическому виду 

984. Привести ,к каноническому виду уравнение 

6. Здесь а = х2, Ь = О, с =..:.. у', b1 - ас = хИу' > О; следовательно, это
уравнение гиперболического типа. 

Составляем уравнение характеристик: 

х2 (dy)2 - у2 (dx)2 ~ О, или (х dy + У dx) (х dy - 11 dx) = О. 

i1олучаем два дифференциальных уравнения 

xdy+ydx=O и xdy-уdx=О; 

разделяя переценные и интегрируя, имеем 

dy + dx =0, т. е. Iny+lnx=lnCi, 
у х 

dy dx 
----:0' т. е. Iпу-lпх=lпСs . 
у Х 

После потенцирования находим ХУ=С1 и y/x=Cs-уравнения двух семейств 
характеристик. Введем новые переменные ~ = ху, 1'1 = у/х. Выразим частные 
производные по старым переменным через частные произвадные по новым 

переменным: 



По;!.ставнв в д"анное дифференциа.1ьное уравнение найденные д.я вторых 
пр.('изводных выражения, подучим 

2 (д2U 2 д2ц " у2 д2ц у2 дц " у) 
х as2'Y -2 asaТJ' х2 + al'j2 . xr+2 дr]'.i' -

( 
д2u д2и I д2и ) 

_у2 as2 х2+2 as д'1 +Х2' д'12 ~O; 
д2u 2 I да у д2ц 1 ди ( . ()2n 1 ди 

-4 D;Dll'Y ,2 дr] . -Х=О; as дч -2"' дi]'xy=O ' asa'1-2s' дi]=0, 

~ . е. ур ;шнение приведено к каноническому внл.у . А 

985. Привести к каноническому ВИДУ уравнение 
a2z . . a~z a2z 
дх2 'SIП2х-2УSIПХ·дхду+у2. ду2 =0. 

[:, Здесь a=sln2 x, b=-ysinx, ' с=у2. Так как b2-ac=y2 sin 2x
- y~ sin 2 х = О, то данное уравнение- парабодического типа. 

~'ра внение характеристик имеет вид 

sin 2 x(dy)2+2ySinxdxdy+y2(dx)2=0, или (slnxdy+ydx)2=0. 

РаЗ.,е,JJЯЯ D уравнении sin х dy+ у dx= О пере~1еllиые (f ИlIтегрируя, имеем 

dy+ ~x =0; (ny+Intg Х2 =lпС; y . tg х2 =с. у SIП х 
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a2z a2z 
Можно легко показать, что члены, содержащне as~ и asihj' взанмно 

уничтожаются, 11 уравнение принимает вид 

1 az 2 Х t х 2 2 azz az 2 х _ О 
"2arysec 2" g"2 sln Х+У ihj2 -arУsес 2"SlnX- • 

или 

a2z az 
у дТ]2 =ar sln х. 

Т 1 2 tg (х/2) t ~-1. ln -_ 2;1']. Окончате."ьно по. 
ак как snx l+tg2 (X/2)' g 2-1']' то s х ~2+1']2" 

a2z 2~ az 
луча ем afJS = ~2+1']2 ar' А 

986. Привести к каноническому виду уравнение 
a2z a2z a2z 
дх2 -2 дхду +2 ду2 =0. 

6. Здесь a=l, b=-l, с=2, Ь2 -ас=l < О, т. е. уравнение эллиптиче
ского типа. 

Уравнение характеристик имеет вид 

(dy)2+2dxdy+2 (dx) 2 =0, или y'J+2y' +2=0. 

Отсюда У' = -1 ± i; получаем два семейства мнимых характеристик: 
y+x-iх=С1 и y+x+ix=C2 • Произведя замену переменных ~=y+x, 1']=Х, 
имеем 

az _ az as + az ihj _ az + az _ 
дХ-ar дх дТJ дХ-ar ihj' 
~-~Д+~ ihj -!!... . 
ду - д~ ду ihj ду - as ' 

a'z _ (a2
Z д; a2z дТ]) (a2

Z д; a2z дТ]) _ a1z . a2z a2z . 
дхl - д;2 дх +asaYJдx + ihjasax + дТ]2 дХ -дs2 +2 дsдТ]+дТ]2' 

a2z a2z д~ a2z дтj , a2z a2z 
дхду = asl дх + asihj Тх= д~2 + дsдТ] ; 

a2z a2z д6 a2z дТ] a2z 
ду» = as2 ду + asaf] ду = as2 • 

. Подставив найденные выражеиня в дифференциальное уравнение, получаем 

al z azz a2z a2z a2z a2z a2z a2z 
asl+2~6aYJ+ дТ]2 -2 д62 -2 аSаlj +2 as2 =0, т. е. as2 + д1']2=0. А 
Привести ({ каноническому виду уравнения: 

987. 

988. 

989. 

§ З. УРАВНЕНИЕ I(ОЛЕБАНИЯ СТРУНЫ 

1. Решение уравнении колебании струны методом характеристик (методом 
ДaJiамбера). Струной называется тонкая нить, которая может свободно изги
бiIТЬСЯ;' Пусть струна наХОДIIТСЯ под действием сильного начальиого наrяже-
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ния То. Если вЬ!вести струну из положения ра\lновесия и подвергнуть деАст' 
вию какой-нибудь силы, то струна начнет колебаться (рис. 59). 

Ограничимся рассмотрением малых, поперечных и плоских колебаниА 
струны, т. е. таких колебаний, при которых отклонения точек струны от 

положения покоя малы, в любоА момент 
времени все точки струны находятся в од
ноА и той же плоскости и каждая точка 
струны колеблется, оставаясь на ОДНОМ и 

том же перпендикуляре к прямой, соответ· 
ствующей состоянию покоя струны. 

Принимая эту прямую за ,ось Ох, обоз· 
начим через u = u (х. t) отклонение точек 
струны от положения р.авновесия в ма

-+--k=;;=d-----;-----';:x мент времен н t. Прн каждом фиксирован-
~X ном значении t график функции и = и (х. t) 

Рис. 59 иа плоскостихОuдает форму струны в ма
мент времени t. 

Функция и = и (х, t) удовлетворяет дифференциальному уравнению 
д1и д·и . , .' 
at. =аl • дх. +1, 

где а2=То/р, ,=Р/р"р-масса единицы длины (линейная плотность струны), 
F -сила, действуioщая на струну перпендикулярно оси абсцисс и рассчитан
ная на единицу дпины. 

. Если внешняя сила отсутствует, т. е. 1=0, то получится уравнение сво-
6одных колебаний струны 

д1и д'и 
дta =а3 дх.· 

Для полного определения движ.ения струны нужно задать в начальный 
момент форму и скорость струны, т. е. положение ее точек и их скорость 

в виде функций абсцисс х этих точек. Пусть и I t=o = q> (х), ~~ I t = О -=",.·(х). 
Эти ~словия иазываются начадышми условиямu задачи. 

дИи д1и 
Приведя уравнение д/I _а2 дх. =0 к каноническому в иду, получим 

a1u ' 
уравнение atдrJ=O, где ~=x-a/, 11=х+а/. Общее решение последнего урав, 

нения запишется так: и=81 (~)+8a(1j). где ~=x-at, 11=x+at, 8i, 8.-
произвольные функции. . 

Таким образом, общее решение , дифференциального уравнения свободных 
ко.::ебаниЙ имеет вид 

у=81 (x-at)+8. (x+at). 

Подобрав функции 8i и 81 так, чтобы функция и = и (х. t) удовлетворяла 
приведенным начальным условиям, приходим к решению исходного диффереll-, 
циального уравнения в виде 

х+ at 

и= q>(x-at);q>(x+ot) +2~ S 'Ф.(z)dz. 
х- at 

G90. Найти решение уравнения 
~u ~и ~I 
7ft2'= дх' , если Ult=o=x

2
, 7ft t=o=O. 

, q> (x-at)+q> (x+at) 6. Так как а=I, а 1j>(x)=Q, то и 2 ' где q>(x)=xl • 



Таким' образом, 

u (X-t)Z 1(Х+t)!I, илп U=XI +t2. А. 

991. Найти решение уравнения 

д'и д2и ди I дt2 = 4 -дх:&-' если и I t=o = О, 7ft (=0 = Х. 

Ь. Здесь а = 2, ер (х) = О. ", (х) = х. Отсюда 
х+и 

и= ~ S % dz= ~ %111::::= ~ [(X+2t)2_(X-2t)2]. т. е. u=xt . .. 
х-2! 

д2ц 
992. Найти форму струны, определяемой уравнением at'lI = 

=а' :;~ в момент t = ;: , если и 11=0 = sin Х, ~~ 11=0 = {. 

/). Имеем 
х+4t 

= Slл(х+аt)+Slл(х-аt) +1- S dz 
U _ . 2 2а' 

ж-4t 

т. е. 

1 tx
+

at 
и=Slлхсosat+-2 % • или !t=slnxcosat+t. 

а х-а' 

Если '=п/(2а). то и=п/(2а). т. е. струна параллельиа оси абсцисс. А. 

д2u д2u 
993. Найти решение уравнения 7fii'= дх2 ' если и I t=o = х, 

ди I 
7ft 1=0 = - х. 

994. Найти 

ди I 7ft f=o=cosx. 
995. Найти форму 

д'u д'u 
струны, определяемой уравнением 

atl = дх2 в момент t = п, I . ди I если и t=о=SlПХ, -д' = COS Х. 
, 1=0 

2. Решение уравнения колебаиия струны, захреп.1енноА на хонцах, мета
Jl.ОМ раз.елении перемениых (меТо.ом Фурье). Пусть требуется найти решение 

д'u д2и 
уравиения ' at l = а' дх' • УДОВJIетворяющее иачальиым и граиичным (кр'аевым) 
условиям 

ди (х. О) 
ч (х. О) = _ер (х). at '" (,х), u (О, t) = О, и (1. t) = О. 

Будем искать (не равное тождественно нулю) решен не уравнения в виде 
произведеНИII двух функций. одна из которых зависнт только от Х. а другая
только ОТ. (, т. е. 

и (х, t) = Х (х) Т (t). 
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Подставо1ЯЯ это выражение в данное уравнение, имее~1 

Х (х) Т" (t) = а2Х" (х) Т <О, 

откуда, разде."ив переменные, получим 

Т" (t) Х' (х) 

а2Т (t) = Х (х) ~ 

Это равенство двух оТношениА, зависящих только от х и только от 1, воз
можно только в случае, если оба отиошения равны постоянному числу - '" 
(где л. > О): 

Т" (t) Х" (х) 
a2T(t) = Х(х) =-л., т. е. Х"(х)+ЛХ(х)=О и Т"(t)+л.а2Т(t)=О. 

Общие решения этих уравнений имеют вид 

Х (х) = А соз У}:" х+В Зln У;; х, Т (t) =С С05 а УХ- t+D sln а у;; " 
где А, В, С, D-произвольные постоянные, а функция 

U (х, t) =(А С05 у): х+в sln у): х) (С СОЗ а у]; t+D sln а уГ 1). 

Постоянные А и В можно наАти, используя краевые условия. Так как 
Т (/) Ф О, то Х (О) = О и Х (1) = О. Следовательно, 

Х (О)=А=О, Х (l)=A cos уХ- I+Bsln у): 1=0, 

т. е. А =0 и В sln у;; 1 =0 и в силу того, что В:!- О, имеем sln у;; 1 =0, 
if- ь 

откуда l' л. =kn/l (k= 1, 2, ... ). Итак, Х =В sln -1- х. 

НаАденные значения л. называются собсmвен.1ШМU зн.ачен.UJLIIU для данной 

краевой задачи, а функции Х = в sln k~ x-собсmвeн.н.ШlU ФУН"ЦUJUlU. 
При найденных значениях л. получаем 

akn akn 
Т (t)= С соз -1- t+D sln -1- f, 

kn (akn akn .) u/I(x, t)=sln-1-x a/lcos-1-I+Ь/lSIn-1-t (k=I,2, ... ). 

Каждому значению k отвечают свои постоянные С и D, поэтому пишем 
. д2и I 

a/l' bk' а постоянную В включаем в a/l и b/l. Так как уравнение at'. =а Х 
дЗu 

Х дх2 линеАное и однородное, то сумма решений также ЯБ.1Яется решением, 

которое можно представить в виде ряда 

aD aD (akn akn) kn 
u (х, t) = L uk (х, t) = L a/l соз -1- t + bk sln -1- t sln -1- х. 

k=1 k=1 . 

Этот ряд служит решеиием уравнения, если коэффициенты ak и bk таковы, 
что сходится сам ряд, а также ряды, получающиеся после двукратного днф
ференцирования по х и по t. При этом решенне должно удовлетворять иа
чальным условиям: 

aD ,kn 
u(х, O)=L a/lSIn-1-х=q>(х). 
, k=1 



Если функция ер (х) раЗЛllгается в ряд Фурье в промежутке (О, 1) по си· 
нусам, то 

1 
2 (' kл 

ak = 7 J ср (х) sin -t- х dx. 
О 

" ди (х, О) 
Из условия at 'IJ (х) имеем 

ди I ~ akл k1t дГ t =0 = ~ -/- Ьв s!n -l- x=1jJ (х). 
k=1 

Определяем коэффициенты Фурье этого ряда: 

1 
аkл 2 S k1t 
-,- bk =7 1jJ (х) sin -t- х dx, 

О 

откуда 

1 

2 S kл bk = аkл 'Ф(х) sin -l-xdx. 
О 

(1) 

(2) 

Таким образом, решеиие уравнения 'КО.1ебания струны может быть представ
лено как сумма бесконечного ряда: 

~ '( akл akЛ) kл и (х, t) = ~ a,~ cos -t- t+ bk sin -t-t sin -t- х, 
k=1 

где ak и bk определяются по формулам (1) и (2). 
Т" (t) Х"(х) 

При м е ч а н и е. Если пQ.lюжить а2Т (t) = Х (х) =Л, > О, то уравнения 

для определения Х (х) и Т (t) нмелн бы внд Х" (х) -л'Х (х) = О и ТН (t) -
у- у-

- al}"T и) = О. Общее решенне первого из них Х = Ае л. х + Ве - л. х не мо· 
жет удовлетворять граничным условиям. 

996. Струна, закрепленная на концах х = О и х = {, имеет 
в начальный момент форму параболы u=(4h/l2)·x(l-x). Опре· 

-делить смещение точек струны от оси абсцисс, если начальные 
скорости Отсутствуют (рис. 60). ' 

6. Здесь ср (х) ;= (4h//2). Х (l-x), 1jJ (х) = О. Находим коэффициенты ряда, 
опреде.1яющего решение уравнения колебания струны: ' 

1 1 

2 S kлх 8h S kлх ak=7 ep(x)·sin -/-dx=y (lx-x2)·sin -l-dx; bk=O. 
О О 

Для нахождения коэффициента ak дважды интегрируем по частям: 

kлх 1 kлх 
ul=lx-x2, dUi =sin -/-, dx, dЩ=(I-2х) dx, Ui=- kЛ cos -/-; 

1 
81/ 1 kлх 118h S kлх ak=--p(lx-X2) 7iit cos -/- 0+ kTil2 (1-2x) С05 -t- dx , 

О 



т. е. 

1 
8h S kпх a,~ = kлl2 (1- 2х) cos -1- dx; 

о 

kлх . 1 kлх 
dv2 =cos-/-dx, dU2=-2dх, t'2=7in Sln -/-; 

1 
8h' kлх /' 16h S kлх Qk= k2л2[ (1-2x)sln-1- 0+ k2л2l Sln-J-dx= 

о 

16h kлх /1 16h 16h . 
=-' k3л3 COS-1- 0'=- k3л3 (С05 kл-l)= kdл3 [1-(-1)//]. 

Подставляя выражения для Qk и bk в равенство (1), получим 

~ 1& k1tl1t kлх 
и (х, f) = ~ ,k3л8 [1- (-1)"] С05-1 - sln -1- • 

k=1 

Если k=2n, то 1-(-1)//=0, а если k=2n+l, то 1-(-1)"=2; по9ТОМУ 
окончательно имеем 

I f)- 32h i- 1, (2n+ 1) 1tl1t 'Sln (2n+I)лх ... 
и \х, ----лг ~ {2n+ 1)8 С05 1 1· _ 

. n=1 
I 

997. дана струна, закрепленная на концах х = О и х = 1. 
Пусть в начальный момент форма струны имеет внд ломаной ОАВ, 

llt -
V!h~ )о 

О - l /, Х 

2" 
Рис. 60 

"lh,. 
01.. /,3; 

z 
Рис. бl 

изображенной на рис. 61. Найти форму 'Струны для любого мо
мента времени t, если начальные скорости отсутствуют. 

/). Угловой коэффициент прямой ОА равен h/(/J2), т. е. 2h/l. Следова· 
тельно, уравнение этой ,прямой есть и = ('lh/l) х. ПрямltЯ АВ orcexaeт на осях 
координат отрезкн 1 и 2h; значит, .уравнение этой пр ямой нмеетвид хл + uj(2h) = 1, 
или u=(2h/l) (l-х). Итак, . 

{ 
(2h/l)x при 0,.;;;;;x.,;;;;;.I/2, 

'Р(х)= (2h/l) (l-x) при 1/2,,;;;;.x,,;;;;;;,l, 'IjJ(х)=О. 

Находим 

1 _ 1/2 1 
2 5 kлх - 4h 5 ,kлх 4h r kлх Qk=-r q>(X)'Sln-1-dК=12 XSln-

I
-' dX+7.) (1-x)sln-

1
-,dx, 

о о т 
bk=O. . 
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Интегриру. по частям, получаем 

1/2 
, 4h Iuu 1t/2 4h r ' Ьх 
tJ~~-7iiif-Х-С05-Г о + 1ml ~ oos-/-dx-

1 

- 1-' (/-x)-cos- -- cos-dx= 4h 1иtx fl 4h S Ьх 
..... 1 1/2 Iml 1 

1/2 

2h 1m 41& 1иtx 1//2 2h 1m 4h lmx 1I , 
-=- 1m -0052+ klп' .Slnl о + 1m -соsТ-"'PnI-S1DII/2 = 

4h 1m 4h 1m 8h k1t 
= k'п' -sln Т+k'п' -Sln 2 "'"' kiп' -sln Т . 

Следовательно, 

8h ~ r мr kпх !та' 1 
и(х, I)=пs· ~ ki"-Slnт-SIn-1--СOS-,. 

11=1 

Выпишем несколько членов ряда: , 

8h ( пх паt 1 Зпх Зпа!, 
,,(х, 1) = па sln -1-' -С05 -/-- Зi"-Sln -1--cos-1- + 

I 5пх 5паt 1 7пх 7паt ) +V-Sln -1-- со! ~-р-SIn - '1-- соз -;--+ --- - ... 
998. Пусть начальные отклонения струны, закрепленной в точ

ках х=о и x=l, равны нулю, а начальная скорость выражается 
формулой 

дu == { Vo (oonst) при I x-I/21 < h/2. 
at О при 1 x-I/21 > h/2; 

Определить форму струны для любого момента времени t_ 

6. Здесь '.%)=0. а 1I'(X)=Vo • ннтервале }(/-h)/2, .1+h)/2[ и ",(%)=О 
Ее иоro интераала . 

Cnедовательно, йll = о; 
(1 +11)/2 

2 ~ w 2ио 1 kпх 1(/+h)f2 
ыl == L-:":"' ио slo --т- dx = - -т=:- - L- - cos-1- = 

_ I ". .щ (I-h)f2 
(/- )/2 

2vol [1m(I~h) 1m(I+h) ] 4иоl In 1m lл kпh 
1="iiiiГa cos 21 соз 21 = k1п1а -s T-s 2Г. 

OтcJoM 

.... 
4[101 ( м паt пх 1 эм 

u(х, 1)= п'а SIn2T-51n-т-Slо-1--3i'-SlnуХ 

Эмt Зпх I 5м 5паt 5пх . ) 
Х'lо~.1n l+V-SIn у-stn ---г--аln-,-- -- - - А 
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999. Струна закреплена на концах х = О и х = 3.' в началь
ный момент форма струны имеет вид ломЭ}юй ОАВ, где О (О; О); 
А (2; . -0,1), В (3; о) {рис. 62). Найти форму струны для любого 

, момента времени t, если начальные 

и ~ скорости точек струны отсутствуют. 
В 1000. Струна, закрепленная на кон-

О А" х цах х=о и х= 1, в начальный момент 
имеет форму u = h (x4-2хЗ + х). Най
ти форму струны для любого момента 
времени t, если начальные скорости 
отсутствуют. 

Рис. 62 

1001. Струна закреплена в точках х = О и х = 1. Начальные 
отклонения точек струны равны нулю, а начальная скорость 

выражается формулой 

ди I COS 11 

{ 

1t (x-lj2) 

7ft {=о= О 
приlх-{I<~· 
при I х- ~ I > ~ . 

Найти форму струны для любого момента времени t. 

§ 4. УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

t. Уравнение теплопроводности для нестационарного случая. Обозначим 
через и=и (М, () температуру в точке М однородного тела, ограниченного 
поверхностЕ,Ю S, в момент времени (. Известно, что КО.~ичество теплоты dQ, 
поглощаемой телом за время dt, выражается равенством 

dQ = k. ди dS dt (1) 
дn ' 

где dS-элемент поверхности, k-так называемый коэффиuиент внутренней 
ди 

теплопроводности, дn - производная функции и по направлению внешней нор-

мали i< поверхности S. Так как теплота распространяется в направлении по-
ди . . atl 

нижения температуры, го dQ > О, ес.,и -д > О, и i1Q < О, если -д < О. n . n 
Из равенства (1) следует, что 

Q=dt·S S k· :~ dS. 
s 

Вычислим Q другим способом. Выделим элемент dV объема У, ограни
ченного поверхностью S. Количество теплоты dQ,подучаемой элементом dV 
за время dt, пропорuионально повышению температуры в этом элементе и массе 
самого элемента, т. е. 

где р- плотность вещества, '1'- коэффиuиент пропорuиональности, называемый 
теплоемкостью вещества. Из равенства (2) следует, что 

Q=dt·SSS 'I'Р ;: dV. 
v 



Таким· образом, получаем 

S S 5 ~~ dV = а2 5 5 ~~ dS, 
v s 

k - ди ди. ди. ди 
где aZ=_. Учитывая, что -д =/gradu/ и gradu=-.J+-J+-k, 

ру n дх ду дг 
пре06разуем получениое равенство к виду 

5 S S ~~ dV= а25 5 [~~ cos (n, х)+ ~; cos (n, у)+ ~~ cos (n, 2) ] dS. 
v s 

Заменив правую часть равенства с помощью фОР:l-lУЛЫ Остроградского-Гаусса, 
имеем 

5 5 5 !.!!:dV= а25 55 (~+~ I ~) dV де дх2 ду2 Т дг2 ' 

v v 
I • 

или 

S 5 5 [ !.!!:-а2 (~и_+~+~) ] dV=O 
де \ дх2 ду2 дг2 

v 
для любого объема V. Отсюда получаем дифференuиа.'1ьное уравнение 

ди ( д2и д2и д2и ) 
дГ=а2 дх2 + ду2'+ дг2- , 

называемое уравнением теплопроводности для нестационарного случая. , 
Если т.ело является стержнем, направленным по оси ОХ, то уравнение 

теплопроводности имеет вид 

ди 2 д2и 
ж=а . дх2 • 

Рассмотрим задачу Коши для следующих трех случаев. 
1. Случай неограниченного стержня. Ставится задача о на· 

хождении решения и (х, е) уравнения 

ди _ 2 д2и . ar - а . дх2 ' t > О, - 00 < х < + 00 , 

удовлетворяющего начальному условию 'и (х, О) = f (х), - 00 < х < + 00. ПРII. 
менив метод Фурье, получаем решение уравнения в виде 

+00 

и (х, е) =-2-а-~=л=t=- J. f (6)·е-~;'-Х)2/(4Й't) d6 

- интеграл Пуассона. 
2. С л у чай с т е р ж н я, о гр 3Ifl И Ч е н н о г о с 0.,1 н о й с т о р о н ы. 

, ди д2и 
Решение. уравнения аг=а2 • дх2 ' удовлетворяюшее начальному условию 

и (х, О) = f (х) и краевому условию и (О; t) = (jJ и), выражаете я форщлой 
<1> 

и (х, t) =--.~==-. S f (6) ·le- (~-Х)'/(4аЦ)е-(~+Х)2/(4а'l)] ds+ 
2а r лt 

о 

t 

+ 1 
2а у лt 

S(jJ (11)·е- Х·!(4й· и-1])) (t-11)-3/2d'1. 

О 
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3. СлучаЙ стержня, ограниченного с об·оих КОНЦОВ х=О 
и х=l. Здесь ~адача Коши состоит в том, чтобы наАти решение уравнении ' 
ди a1u 
аг=а1 • дх' ' удовлетворяющее начальному условию и (х, t) It-o = f (х) и двум 

краевым условиям, например "х=о = и 'х=l =0 ИЛИ дда I = дди I ==0. 
х Х=О х ХК' 

В этом случае частное решение ищетСя в виде ряда 

где 

ао 

и (х, f) = L bk' e-(kna/l)1.t ·sln ю;х , 
k .. l 

, 
bk=; S f(x)sln ~dx 

о 

(для краевых условий ulx_o = "Ix-/ s!!! О), и в виде ряда .. 

где 

со 

и(к, t)= Lak·e-(kпа/l)Ч.соs ю;х +110' 
k= 1 

t 1 

ak = ~ s f (К) • cos ~ dx, ао = + S f (К) dx 
о 1 

( для краевых услов~й да" I = да" I s!!! о). 
х х=О Х x=l . 

д" д.и 
1002. Решить . уравнение at = а' • дх' для следующего началь-

ного распределения температуры стержня: 

u(х, t)I/=o=f(x)= { 
"о при хl < х < %., 

о при х < Хl И.IJИ Х > Жs. 
6. Стеl'.жень является бесконечным, поэтому решение запишется в вltде 

ннтеграла Пуассона: 

+ао 

а (К, f) = у. _. S f (s) .e-(i-x)·/~4a't) "'. 
2а лt -со< . 

Так как f (х) в ИН'I'ервале (Хl, xi) равна постоянноА температуре "о' а вне 
интервала температура равна нулю, то решение примет вид 

, х. 

U (х, t) = "о _ • S e-(i-x)~/(4a.t)",. 
2аVлt 

х, 

Полученный результат можно преобразовать к иитегралу вероитиостеА 
(см. с . 203): 
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-- ДеАствитe.nьно, полагая х- ~i(2a у'Т) = 11. d~ =-2а yt.dl1' получнм 

(x-х,)/(2аУ!) 

u(х, 1)=- "~ S e--j.l.'dl1= 
у 1'1. -

(x-х,)/(2аVt) 

(x-х,)!(2аУ!) (x-х.)!(2аVI) 

S e-j.l.' dJ.1"'- ;оп S e-j.l.t dJ.1. 
о о 

, Таким образом, решение выразится формулой 

uо [ (Х-Х1 ) (Х-Х2 )] u(x,t)=2 Ф, 2аУ"Т -ф 2aJlr . 

Графиком функцииф(z) является кривая, изображенная иа рнс. 63. А 

1003. Найти решение уравнения Ф(z) 
дu д1u 
дi= дхi' удовлетворяющее начальному 

условию Ult: 0= f (х) = ио и краевому ус-
ловию ulxco= О. ----7F--------~z 

_ 6, Эдесь мн -имеем дифференциальное 
уравнение теnлопроводносtи дЛЯ полубеско
нечного стеРЖНЯ. Решение, удовлетворяющее 
указанным условиям, нмеет вид 

или 

00 

Рис. 63 

и (х, t) = tln _ S [e-(~-х)'/(,t)_е-(G+х)t/(4t)J~. 
2 У 1'I.t о ' 

'Полагая х- 6/(2 уТ) = 11, d; = -2 уТ dl1, преобраэуем первый интеграл, 
ПOJlЬзуясь интегралом Вероятностей, т. е. 

CI) х/(2 УТ) 2; 1'I.t J e-(~-:)'/(·t)~= ;~ S e- l1tdl1 = ~ [1+Ф (2 ;1 )] . 
-00 

Полагая х + ~/(2 уг) = '11, d~ = 2 уГ d/l, получим 

Таким образом, решение принимает вид и (х, t) = uо·ф (2 ;г ) -. А 
1-004 Н А - дu - д2u (О < < 1) - . ' аити решение уравнения дt == дх' х - . е>о, 
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удовлетворяющее начальным условиям: 

{ 
х при О < х,,;;;; 1/2, 

u//=o=f(x)= [-х'при 1/2.,;;;;х< [ 

и краевым условиям и 'х=о = и 'х=, = О. 
6. Решение задачи Коши, удовлетворяющее указанным краевым условиям, 

будем искать в виАе . 

где 

ао 

U (К, t) = ~ bkf!- (kЛjl)1f sln k~ , 
k=1 

. r 1/2 1 

25 ~ 25 ~ 25 ~ Ь"=т f(K)Sln-l-dх=т Х~IП-1-dх+т (l-х)Sln-[-dх. 
о о т 

kroc 
Проинтегрируем по частям, ПО.1згая tl = к, du = sln 1 щ, БU = dx и и = 

\ 1 цх 
= -'- kл' cos -1- : ПОJ!Уо,:и м 

2 ([х ~ [2 ~ ) 11/. ' Ь,,-=- --,cos-+-·Sln- + 
1 kn 1 k2n' [о 

2 ([' цх [х kroc [2' km) 1I 41 kл 
+т - 'Б' cos -1-+ kn • cos-1- - k2n Z' sln -1- 1/2 = k2n" sln т· 

Следовательно, искомое решение имеет вид 

ао 

t) 41 ~ 1 ln kn -k"n"l/l" . kлх 
u(х, =n2~kZ's 2·е 'sш-1 -. 

k= 1 

иnи 

ао 

U (х t) =~ ~. (_1)n ._I_e-(2n+l)2Л'l/tI.sln (2n + 1) m ... 
, n2 ~ 2n + 1. 1 

/1=0 
дu д2u 

1005. Найти решение уравнения дt=дх2 ,удовлеТRоряющеена-
чальным условиям 

{ 

1-х// при O,,;;;;x';;;;;l, 

и (х, t) /'=0 = f (х)= l+х/l при -1';;;;;х,;;;;; О, 
О при x~l и x.s;;;-l . 

• Решение выразится формуnой 

О 1 

u (х t)=~ S (' 1+1.) е-(Х-')"/(4/) d;+~ r (1-1.) e-(Х-')"/(I/)d;. 
, 2 У nt -1 l 2 У nt ~ 1 . 

Заменой .t- ~/(2 УТ) = Jt упростить ответ. 

1006. Найти решение уравнения теплопроводносrи, если левый 
конецх= О полубесконечного стержня' теПЛОИЗ0лирован, а на-
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чальное распределение температуры 

{
Опри х < О, 

и 1I = О = f (х) = ио при О < х < 1, 

О при 1 < х. 

1007. Дан тонкий однородный стержень длины 1, изолирован
ный от внешнего пространства, начальная температура которого 
равна f (х) = сх (l-х)/l'J. Концы стержня поддерживаются при тем
пературе, равной нулю. Определить температуру стержня в мо
мент времени t > о . 

• Закон распределения температуры стержнР. описывается уравнением 
all д2и . cx(l-x) at =al • дх2' . начальиым условием u It-o=1 (х) = 12 И краевыми условня-

MII 111"'_0 = u 1"'-1 = о. 
2. Уравнен не теплопроводности для стациоиарного случая. Уравнение теп

лопроводности ДЛЯ стационарного случая обращается в уравнение Лапласа 

( 1) 

ди 
так как at == О. Уравнение Лапласа можно записать в виде ~и = О. Здесь и 

есть ' функция только точки и не зависит от времени. 
Для задач, отиосящихся к п.'Iоским фигура~, уравнеиие Лап.lаса записы

вается в виде 

(2) 

ТакоА же вид имеет уравиение Лапласа и для пространства, если 11 не зави
сит от координаты Z, т. е. u (М) сохраняет постоянное значение при пере
мещении точки М по прямой, паралле.'IЬНОЙ оси Z. Заменой х=г С05 8, 
у=, sln 8 уравнение (2) можно преобразовать к полярным координатам: 

ди дu ди 
д,=дх cos 8+ду S!П 8, 

д'и д2и д2у д2и 
дгИ = дх. С052 8+2 axaySIn 8 сщ 8+ ду. sln·.8, 

.ди дu ди 
-=--rsln 8+-ГС058 
д8 ~ ~ , 

д2и д·и 2 2 8 2 д2и 2 8 е ' 
. д8'= дха ' sln ~ дх ду' sln cqs I 

д2и дu дu 
+- г· С052 8- -,cos 8--,sln е. 

ду2 дх ду 

Отсюда 

allu дu д·и (даи alU) д2и ди д2и 
,. д,2 +, д, + д8а =,2 axl+ ду' ' или ,2 д,2 +, д, + д82=О. 

С уравнением Лапласа связано понятие гармонической Функцнн. Функцию 
называют гармонической в областн D, еслн в этой областн она непрерывна 
вместе со своими пронзводными до второго порядка включитеЛьно и удовлет
воряет уравнеиию Лапласа. Так, для уравнення (1) функция 11 = 1/" rAe 



г= Y(X-XO)2+(Y_YO)2+(Z-Z )2, является гармонической в любой области 
исключая точку Мо (хо ; уо; z). Для любой плоской области такой ФУНК1UIей 
служит и=]п (I/r) (или и= rn г), т. е. эта функция удовлетворяет уравнению (2). 

Задача отыскания функции и, гармонической в области D, непрерывной 
в D, включая и поверхность S, ограничивающую эту область и удовлетворя
ющей краевому условию UI H8S=t(M), где f(M)=f(x, у, z)-заданная не-
прерывная на S функция, называется задачей ДuрUхле. . 

1008. Найти стационарное распределение температуры в тон-· 
ком стержне с теплоизолированной боковой поверхностью, если 
на концах стержня U [Х=О = ио , U IХ-l = Ul ' . " 

6. Задача Дирихле для одномерного случая состоит в нахождении из 
d2u 

уравнения Лапласа дхИ=О функции и, УJl.овлетворяющеЙ кр"аевым условиям 

U Ix=o = ио , u Ix- l= Цz. Общее решение указанного уравнения есть Il= Ах+В, 
Цz-иo а учитывая краевые условия, получим и=--/-х+ио, т. е. стациоиарное 

распредeJJение температуры в тонком стержне с теплоизолированной боковой 
поверхностью линейно . .А. 

1009. Найти стационарное распределение теплоты в пространстве 
между двумя цилиндрами с общей осью Oz при условии, что на 
поверхностях цилиндров поддерживается постоянная температура . 

• Пе.реiiт.и к цилиидрическим координатам, считая, что u ие зависит от 
8 и z. 

§ 5. ЗАДАЧА дирихЛЕ ДЛЯ I(РУГЛ 

Пусть дан круг радиуса R с центром в полюсе О полярно/!: системы ко
ордииат. Будем искать функцию u (г, 8), гармоническую в круге и удовлет
воряющую на его окружно::ти условию u I ,~я. = f (8), где f (8) - заданиая 
функция, непрерывная на окружнос:ги. Искомая функция должна удовлетво
рять в круге уравнеиию Лапласа 

д'и ди д2ц 
г' дг2 +г дг + д8а =0. (1) 

Ограничимся применением метода Фурье при решении этой задачи. Допус
тим, что частное решеиие ищется в виде 

и= Q (г). т (8). 

Тогда получим 

г2 • QW (г). Т (8) +г. Q' (г). Т (8) + Q (г). TW .(8) =0. 

Разделяем переменные: 

Т"(8) ,a.Q"(r)+r·Q'(r) 
Т(8)=- Q(r) 

Приравнивая каждую часть полученного равенства постояниой -kl , получа
ем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

TW (8)+kl ;T (8)=0, г2 • QW (r)+,.Q' (r)-kz• Q (г) =0. 

Отсюда при k = О имеем 

Т(8)=А+В8, 

Q (r)=C+D Iпl'. 
(2) 
(3) 



· Если же k > О, то 
т (8) = А cos k8 +8 sin k8, (4) 

а решение второго ураВllеНИJJ будем искать в виде Q (г) = гm , что дает 
г1m (m-I) ,m-z+rmrm-l-k2rm=0, или rm (m 2-k2)=0, Т. с. m=±k. 

Следовательно, 

Q (r)=Cr"+D,-". (5) 

Заметим, что U (г, 8) как функция от 8 есть периодиче~кая функция с пери
одом 2n;, так как для однозначной Функции величины u (г, 8) и u (г, 8 +2n) 
совпадают. Поэтому из равенства (1) следует, что В = О, а в равенстве (4) k 
может принимать одно из значений 1, 2, 3, ... (k > О). Далее, в равенствах 
(3) и .(5) доджно быть D = О, так как в противном случае функция имела Бы� 
разрыв в точке Г=О и не была бы гармонической в круге. Итак, мы полу
ЧИЛИ 6есчисл~нное множество частиых решений уравнения (1), непрерывных в 
круге, которые (несколько изменив обозначения) Можно записать в виде 

ио (г, 8) = Ао/2; "n (г, 8) = (А n cos n8+Вn sln n8) гn (n = 1, 2, . ")', 

JСоставим теперь функцию 
.., 

u (г, 8)= ~o + L (А n cos п8+Вn sln n8) гn , 
n=I 

которая вследствие линейности и' однородности уравнения Лапласа также слу
жит его решением. Остается определить величины А о , Ат ВN так, чтобы эта 
функция удовлетворяла условию U \,-R = f (8), т. е. . 

.., 
'(8)=~O+ L (Аn cos n8+Вn sln n8) R,n. 

n=I 

Зде:ь мы имеем разложение функции f (8) в ряд Фурье в промежутке [-n, n]. 
В силу известных формул находим 

n n 11 

Ао = ~ S i ('t) d't, Аn = n~n S f (.) cos n. d't, 8 n = n~1I S f ('t) sln n. d't: 
-n . -11 -К 

Таким образом, 

и(" 8)= ~ If('t)[ ~+tI(~ )n.cos n ('t-е)]dL. 
Упрос+им полученный результат. Полагая r/R,=p, .-8=t, представим 

выражение в квадратных скобках в виде 
.., .., 
l' 1 
2+ LPn cosnt= LPn со!; nt- 2 , 

n=1 n=о 

Рассмотрим ряд 
.., .., .., 
~ (ре{/)n = ~ рn cos n! + 1. ~ рn sln nt, 
n=о n=о n=о 

Этот ряд сходится при р < 1 и его сумма равна 
1 1 I-pcost+ipslnt 

l"':"peit=;: l-p cos t-ipsln i 1-2p cos t+pZ 



С.'lедОватедьно, 

ос 

~ 11 I I-р cos t 
~ p , cosnt-"2-1_2pcost+p2 
"""О 

1 
2 2 (1-2p cos t+ р2) , 

IIЛИ, возвратившись к прежним обозначениям. получим 

Мы ПОЛУЧИЛII решение задачи дИРИХJIе для круга. Интеграл, стоящий в пра
вой части, называется unтezpal/QM' Пуассона. 

1010. Найти стационарное распределение температуры на 
однородной тонкой круглой пластинке радиуса R, верхняяполо
вина которой поддерживается при температуре 1°, а нижняя
при температуре 00. 

6. Если -л < -r < О, то f (Т) = О, а если О < -r < л, то f (-r) = 1. Распре
деление температуры выражается интегралом: 

Пусть точка (г; 8) расположена в верхнем полукруге, т . е. 0< 8 < n;, 
тогда -r-8 изменяется от -8 до л-8, и этот интервал длииы п не содер

-r-8 
жит точек ± п. Поэтому введем подстановку tg -2-=t, откуда cos i.-8) = 

I-tt 2dt 
= 1+ t2 ' dt= 1+ ti ' Тогда получим 

И.'lК 

R2_ r2 

t g (иn) = - 2Rrsln 8 . 

Так как правая часть отрицательна, то и при 0< 8 < п удовлетворяет не. 
paBeHCTBa~I 1; 2 < и < 1. Д.1Я этого случая получаем решение 

R2_,2 I R2-rl 

tg (n- ил) = 2Rr 51п е ' или и= 1-п arc.tg 2Rr sin 8 (О < 8 < п). 
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Если же точка расположена в нижнем полукруге, т. е. n < 8 < 2n, то 
интервал (':"8, п-8) изменеиия т-8 содержит точку -п, по не coдep~T О, 

т-8 ~~I 
и мы можем сделать подстановку ctg -2-=1, откуда cos (т-8)= 11+ l' 

2dt 
dT=- 1+/2 . Тогда для этих значениА 8 имеем 

tg(8/2) 
1 S R2_ rl 

и (г, 8)=--;; (R+г)I+(R-г)2 t2 dt= 
- c1r(в/2) 

=- ~[arctg( ~+;.tg ~ )+arctg(~+; .ctg ~ )]. 
ПРОIIЗВ~ДЯ аналогичные преобразовання, найдем 

1 RI_,I 
u=--;arctg 2Rrsin 8 (п <8 < 2зt). 

Так как правая часть теперь положительна (sln 8 < О). то О < и < 1{2. А 

1011. Найти решение уравнения Лапласа для внутренней части 
кольца I ~ , ~ 2. удовлетворяющее краевым условиям и 1'''1 = о, 
ul,=з=у . 

• Ввестн полярные координаты. 



ГЛАВ А VH 

ЭЛЕМЕНТbl ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ 

КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

§ 1. ФУНI(ЦИИ I(ОМПЛЕI(СНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

Пусть комплексное пере мен ное z=x+yi принимает всевозможные значе· 
ния из некоторого множества Z. Если каждому значению z из Z можно поста· 
вить в соответствие одно или несколько значений другого комплексного пере
менного w = u + vi, то ко'мплекснье переменное w называют функцией 2 в об
ласти Z и пишут w=f (z). 

Функция w=f (z) называется однозначной, если каждому значению 2 из 
множества Z можно поставить в соответствие Т0лько одно значение w. Если 

!J !/ 

"" ~ 'i 

о ;r; 
о х 

Рис. 64 Рис. 65 

же существуют значения z, каждому из которых можно поставить в соответ
ствие несколько значений w, то функция w = f (z) называется AtногозначноЙ. 

Если w=u+vi есть функция от z=x+yi, то каждое из переменныx и 
и v является функцией х и у, т. е. и = и (х, у), v = v (х. у). Обратно. е:ли 
w=u(x, у)+и(х, y)i, где и(х, у) и и(х, у)-действительные функции х и у, 
то w можно ,рассматривать как функцию комплексного переменного 2=x+yi. 
Действительно, каждому комплек,СНОМУ числу z = х + yi соответствует опреде
ленная пара, действительных чисел (х; у). а этой паре чисел соответствует 
одно или несколько значений w. 

Говорят, что однозначная функция w=f(z) при 2_симеет конечныА 
предел С (с и С -комплексные числа), если для в:якого числа 8 > О найдется 
такое число б > О, что из неравенства I 2-С I < б следует неравенство 
I f (z) - С I < 8. В этом случае пишут Нт f (2) = С. 

z .... c 
Функция w = f (z) называется неnрерьюной в точке 2o, если 11т f (z) = f (zo)' 

Z~ZO 

Функция, непрерывная в каждой точке некоторрй области D, называется ,не
nрерьюной в этой области. 

Рассмотрим область D, ограниченную замкнутой не самопересекающеАся 
линией Г. Эта область называется односвязной (рис. 64). 

Если область D ограничена двумя замкнутымц не пересекающимися и 
не самопересекающимися линиями Г1 и Г2 , то область D называется двусвяз
ной (рис. 65). 

Пусть Г1 -внешняя .1JИНИЯ, а Г2 -внутренняя. Область является двусвяз
ной и В том случае, если линия Г2 вырождается в точку или в дугу недре-' 
рывной линии. Аналогично могут быть определены трехсзязные, четырехсвяз-
ные и т. д. области. На рис. 66 изображена четыреХСJ;lязная область. ' 

Функции комплексного переменного eZ , sln z, COS z, 5hz. ch 2 определяются 
как суммы следующих рядов, сходящих.ся во всей плоскости комплексного 
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переменного: 

z zЗ Z5 
SIПZ=1Т-Зi+5Т-'" ; 

Z2 ~ z6 
cosz=l-zr+1!-fi!+'" ; 

eZ -e-Z z zЗ zЪ 

shz= 2 11 +зг+5Т+'" ; 
eZ+e- z Z2 z4 

chz 2 1+21+41+···· 

Для функций комплеКСНОГ<!l переменноro справедлнва формула Эйлера: 

~i=созz+isiлz. 

Из этой формулы следует, что 

sh zi = i slл z, сЬ zi = cos z. 

Известные из элементарной математнки формулы 

eZ,.eZ.=f!Z,+Z., ez,/eZ.=eZ,-Z., 

sln (zi ± zs) = sln Zl COS Zz ± cos Zl slл Z2' 

cos (Zi ± zz) = cos Zl COS Z2 =F sln Zl sin Z2 

справедливы и для комплексных значений аргументов Zl и Z2' 

Функции zl/n (/t.E N'). }л z, arcsin z, arccos z, arctg z определяются как 
обратные по отношению ссответственно к функциям zn, eZ , slл z, COS Z, tg z = 

!I 

о 

Рис. 66 Рис. 6.7 

= slл z/COS z. При этом функцни zl/n, In z, arcsln z, arccos z, arctg z являются 
многозначным н . 

Можно показать, что 

Inz=lnp+(q>+2kn)i (kEZ), 

где p=lzl и q>=argz. 

1012. Дана функция w = г2 + г. Найти значения функции при: 
1) z=l+i; 2) z=2~i; 3) z=i; 4) z=-l. 

6. 1) 11/=(1 +i)I+ 1 +i= 1 +2i-1 + 1 +l= 1+3'-; 
2) UI=(2-t)I+2-i=4-4i-l +2-1=5 (l-i); 
3) w=il+i=-I+i; 
4) w=I-I=O •• 



1013. Дана функция !(z)=x'+y1i, где z=x+yi. Найти: 
1) f(l +2i); 2) 1(2-3i); 3) 1(0); 4) f(-i). 

/:) 1) х=l, у=2, 1(1+2/)=1+4i; 
2) х=2, у=-3, f(2-3/)=4+9i; 
3) х=О, у=О, f (O)=O+O.i=O; 
4) х=О, y=-l , f(-/)=i .• 

1014. Показать, что функция w = 1 z 1 непрерывна при любом 
значении г. 

6. Так как разность JUlyx сторон треУroJlьника не больше третьеА сТ9' 
роиы, то //zl-lz~II...-;;lz-zоl (рис. 67). Пусть 0<6<6. Тогда из нера· 
венства Iг-гоl < о следует неравеиство Ilzl-lzo/l < 6, Т.е. Ит 'г/=/го/, 

Таким Ообразом, 1 z /-непреРЫ8ная функция. А 
2-+2. 

1015. Показать, что w=z2-непрерывная функция при лю
бом значении г. 

6. Имеем z2_ Zб= (z-zo) (г+го)о Если z -+ го, то существует такое по· 
ложительное ЧИСЛ9 М, пр'и котором выполняются неравенства I z 1< м, 1 го 1< м. 
Но . 

I Zl_-Z~ 1=1 z-zo 1·1 z+zo 1< I Z-Zo 1-</ z/+I го /) < 2М' Z-Zol· 

Возьмем 6 < е/(2М). Из неравенства 1 Z-Zo 1 < б следует, что 
I zll_Z~ 1< 2М6 < 2М '6/(2М), т. е. I zl-i~ 1 < 6. 

Итак, lJm Z2=Z~, т. е. w=z2-непрерывная функция. А 
2-+%0 

1016. Найти Iп(VЗ+i). 

6. Имеем г=VЗ+i, p=lzl=2, q>=агgz=агсtg(l/vз)=ni6, Т.е. 
]n(V3+l)=]n 2+ (n/6+ 2kn) [, kEZ. А 

1017. Вычислить cos(i!2) с точностью до 0,0001. 

6. Поскольку 

иах·одим 

i I 1 '·1 
cos"2=I+ 2! 2' + 412' + 6120 + ... = 1,1276. А 

1018: Дана функция w=eZ. Найти ее значение при: 1) z=nl/2; 
2) z=n(l-i); 3) z=I+(n/2+2nk)i; где kEZ. 

1019. Дана функция f (г) = l/(х- yi), где z = х + yi. Найти 
f (1 + [), f (i), f (3-2i). 

1 020~ Показать, что w = 2г3 - непрерывная функция. 
1021. Найти lп (l-i) . 
J 022. Доказать справедливость равенства sin i . сЬ 1 = i cos i . sh 1. 
1023. Решить уравнение cos z = 2. • 
J024. Найти arcsin [. 
1025. Вычислить sin 1, подсчитав действительную и мнимую 

части с точностью до 0,0001. 
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1026. Чему равен sin (п/6 + i)? Вычислить действительную 11 
мнимую части с точностью до 0,001. ' 

1027. Дана функция f (z) =eez
• Найти ее значения в точках: 

1) z=i; 2) z=1+.ni/2. 

§ 2. производиля функции КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕИИОГО 

ПроuзвOOной однозначной ФУНКЦИИ комплексного переменного W= f (z) на-
I:1w 1 (z+ 1:1 z)-'(z) . 

зывается предел отношения А 1:1 ' если A.z любым способом ... z z ! 

стремится к нулю. 

Таким образом, 

" (z) = 11т I:1w = 11т ' (z + М) -, (z). 
Az-+O I:1z Az-+O I:1z 

Функция, имеющая производную при . данном значении z, называется диф
ференцuруемой (или моногенной) при этом значенииz. Если функция W=! (z) 
однозначна и имеет конечную производную в каждой точке области D, то эта 
функция называется ан'алuтической в области D. 

Если Фуикция . W =! (z) = и (х, у) + iv (х, У) дифференци руема в точке z = 
. . дu iJU ди iJU 

= X+Yt, то в этоА точке существуют частиые производные дх' дх' ду' ду' 

прнчем эти производные связаны . условиями 
дu iJU дu ди 
дх= ду' ду =- дх' 

которые называются условиями Коши -Римана. 
Условия Коши-Римана являются необходимыми условиями дифференци

руемости ФУНКЦИИ W=! (z) в точке z=x+yi. 
ди iJU ди ди 

06рат;о, если частные производные дх' дх' ду' ду непрерывны в точке 

. ди iJU ди iJU 
Z=X+UI и условия Коши-Римана -д =-д ' -д =--д выполнены, то 

х U U х . 
функция w=f (z) дифференцируема В точке z=x+yi. 

Производная функции f (z) выражается через частные производные функ
ЦIlА и (Х, У) и [! (х, у) по формулам 

f' ( ) ди + . iJU ди {ди iJU • ди iJU +.'00 
z=ax I дх=дХ- ду=ду-! ду=ду 1(fX' 

ПРОНЗВО.'lные элементарных функцнй zn, е', COS z, sln z, In z, arcsln z, 
агссо:; z, arctg z, sh z, сЬ z находятся по тем же формулам, что и дJiя деАст
BIITe.1bHoro аргумента: 

(Zn)' =n'Zn-l, (arcsln Z)' = I/Y l-zl, 

(eZ ) , =eZ , (arCC05 Z)' =-I/Y l-zl , 

(С05 Z)' = -sln z, (arQtg Z)' = 1/(1 +Z'), 
(sln Z)' =COS z, (зЬ Z)' = ch z, 
(In Z)' = I/z, (ch Z)' = sh z. 

1028. Дифференцируема ли функция f (z) == у + xi? 

~ ~ iJU iJU . t::. Находим и=у, [!=Х, -д =0., -д = ·1, -д = 1, -д =0. OAHQ ИЗ условиА 
х у х у . 

I(ОШII- Рима на не выполняется. Таким образом, данная функция не являетСJl 
ДИффереНЦИЕ,уемоА. А . 

1029. Дифференцируема ли функция f(:t) = (X2_y3)+2xyi? 
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ди дЦ · '/ дv дv 
6. Имеем и=х2_у2; и=2ху; -д =2х, -д =-2у. -д =2у. -а =2х; , х у Х у 

~ дv дv ~ . 
дх = ду' дх=- ду . Условия Коши-Римана выполняются. Следовательно •. 

функция дифференцируема. Так как l' (z)= ди + (.~ то 
дх дх ' 

l' (z)=2x+2yi=2(X+YI)=2z. 
Производную l' (z) можио наАти и иначе: 

1 (z) = (х+ yi)2= z2, l' (z) = 2%. & 
1030. Является ли дифференцiфуемои функция f(z)=eКCosy+ 

+i·e"siny? 
. ~ ~ 6. Находим ц=&'С05У, v=&,slny; ax=excosy, ду=-&'5ln У, 

дv дv ди дv 'дv ди 
дх =еХ 51n у, ду =&' СОВ у; дх = ду' дх =- ду • Условия Коши - Римава 
выполнены. Далее, И'меем 

l' (z)= дд" +1 а; =&' COS у+ i&' 5lnу=е" (С05 1/+1 5ln у) =e"·eyl =~+yl =ez, 
х иХ . . 

ИЛИ иначе 

, (z) =&' (С05 y+l slл у) =еХ·еуl =еХ+У/ =ez• l' (z)=ez• & 

1031. Дана действительная часть u(х, y)=X'_yl-х диффе
ренцируемой функции f (z), где z = х + yi. Найти функцию f (z). 

ди ди да 
6. Имеем Тx=2x-l. Так как дх =-д1/ (в силу одного из условий Ко-

, дv 
ши-Римаllа), то ду =2x-l. Интегрируя, находим 

v (х, у) = 2ху.-у+ер (х), 

где ер (х) - произвольна я функци я. 
ди ди дv 

Используем другое условие Коши~Римана: -д =--д . Тао{ как -д = 
!J х х 

= 2y+(j)' (х), то дд" =- 2y-(j)' (х). Но из условия задачи находим, что 
у . 

ди 
-д =-21/. Следовательно, 11 . 

-2у-ер'(х)=-2у, 'Р'(х)=О, 'Р(х)=С. 
откуда 

" (Z)=X2 _ y2_x +i (2xy-у+С) =X2_y2+2xyi-(х+УI)+Сi, 

или 

1032. Дана мнимая часть v(x, у)=х+ у дифференцируемой 
функции f(z). Найти ~ функцию. 

~I ди 6. Имеем ау = 1; "CJIeдовательно. дх = 1 (согласно услоаию Коши -:- Р·и-

мана). Orcюда 
ди ди ' ,.' 

U=X+(j) (у), ду =<{>' (у), дх = 1. 



Но :; =- :~ . Следовательно, ер' (у) = -1. Интегрированием находим, что 
rp (У)=- и+С. Отсюда u=x-у+С. Итак, 

f(z)=x-у+С+i(х+у)=(1 + 1) (x+yi)+C, т. е. {(z)=(1 +1) ,+С. А 
1033. Является ли дифференцируемой функция f (z) = (х. + у2) -

-~~ . 
1034. Показать, что функция f(z)=(ХЗ-3ху2)+i(3х2у-уЗ) 

дифференцируема и найти ее производную. 
1035. Дифференцируема ли функция f (z)=sinxchy+i cosx shy? 

Если это так, то найти ее ПРОИЗВОдНую . . 
1036. Определить действительные функции q> (у) и '1> (х) так, 

чтобы функция f (z) = q> (у) + i'l> (х) была дифференцируемой. 
1037. При каком значении л, функция f (г) = у + л'хi дифферен

цируема? 

1038. При каком значении а функция f (z) = az (где z = х- yi) 
дифференцируема? 

1039. Дана действительная часть и = 2Х cos (у lп 2) дифферен
цируемой функции f (г). Найти эту функцию. 

1040. дана мнимая часть v = sin х sh у дифференцируемой функ
ции '(г). Найти эту функцию. 

§ З. ПОНЯТИЕ О КОНФОРМНОМ ОТОБРАЖЕНИИ 

Пусть дана функция ш=' (z), аналитическая в области D. Зададим опре· 
деленное значение z=x+yi. Этому значению z соответствует определенное 
значение w=u+v-l. Итак, каждой точке (х; у) на плоскости хОу соответствует 
определенная точка (и; и) на плоскости uOv . 

. Если точка (х; у) на плоскости хОу описывает некоторую линню Г, рас
положенн~ в областн D, то точка (и; [1) на плоскости uOv опишет лннию Г'. 
Линию Г будем называть отображением линии Г на .плоскость · uOv с помощью 
аналитической функции w = f (z). 

Возьмем на линии Г точку zo=Xo+yoi. Этой точке на· линии Г' соответ
ствует точка шо="о+иоl. Проведем к линии Г касательнуюL в точке (хо; Уо). 
а к линии Г'-касательную L' в точке ("О; tlо). Пусть ~-угол, на который 
нужно повернуть прямую L, чт06ы ее направление совпало с направлением 
прямой L' (угол между п€.рвоначальным и отображенным направлениями). 
В теории аналитических функций доказывается. что ~= arg {' (zo). если 
/' (ч) ;i: О. . 

Рассмотрим другую линию у, которая также проходит через точку (хо: Уо). 
И ее отображенне-,nннию· у'. проходящую через точку (иа; ио). Пусть 1- каса
тельнаll к .nипии l' в- точке (хо; Уо), а l'-касательная к линии у' в точке 
(ио; ио)· . 

,Шrя того чтобы направ.nение прямой 1 совпало с напраlJлением прямой 1'. 
иужно И В Этом случае прямую 1 повернуть на угол~. так как угол иоворота 
равен /' (10) [зцачение производной не зависит от выбора кривой, проходящей 
через точку (.Жо; уо); рис. 68]. . 

Если ер и 1j)-yr.nы, составленные касательными L и 1 с осью Ох, а ер' 
и 1j)'-касательиЫlolИ L' И l' с осью.ои. то ep~-ep=~, 'P'-'P,;=~ и ер'-ер= 
= ",' -1j). Следовательно, 1j) -1р =",' - ер'. Но ~ - ер - угол меж;цу. касательныии 
L и 1, а 1j)'-rp'-межд): касательными L' и 1 . Таким образом, две произволь
иые ЛИНИИ, пересехающиеся в точке (хо; Yn). отображаются 11 две · сеответству
lOЩие ЛИНИИ, пересекающиеси D точке (~; ио), так что угол ~ между каС8тель
кымк It данИIiIoI в отображенным линиям один н тот же. 
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Легко доказывается, что модуль производной В точке (хо; Уо), т. е. 1" (zo) 1, 
выражает предел отношения расстояний между отображенными точками Wo+~ 
и Wo и первоначальными точками zo+8zo и Zo (рис . 69). 

Рассмотрев другую кривую и ее отображение, приходим к выводу, что 
I " (zo) 1 выражает предел отношения расстояний между отображенными точка· 
ми wo+8'wo и Wo и первоначальными точками zo+6'zo и Zo. 

!f {f 

r 

L 

х о 

Рис. 68 

Таким образом, I " (zo) I является величиной искажения масштаба в точке zo 
ТIри отображенни с помощью функции W= f (z) . 

Итак, если бесконечно малый треугольник в плоскости хОу отобразить 
с помощью функuии u; = f (z) на плоскость иОи, то получится бесконечно малый 
криволинейный треугольник , подобный первоначальному вследствие равенства 
соответствующих углов и пропорuиональности сходственных сторон (В преде.~е). 

!f 

о х о 

Рис. 69 

Отображение с помощью аналитической Функuии W = f (z) называется КОН, 
формныM отОбражением. 

1041. С помощью функции w = 1/г отобразить на плоскость uOv 
точки: 1) (1; 1); 2) (О; -2); 3) (2; О) . 

.6. 1) Точке (1; 1) соответствует значение z=l+i; следовательно, 
1 1- i l-i 1 1. 

W= l+i=(I+t)(l-t) 2 ="2-'21. 

На плоскос.ти uОи подучим точку (1/2; -1/2); 
2) z= - 2i, W= 1/(- 21)= (1/2) i; получим точку (О; 1{2); 
3) z=2, W= 1/2; получим точку (1/2; О). А 
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1042 .. С ~омощью ФУНКЦИИ Ш= г3 отобразить нз, ПЛОСКОСТЬ uOv 
линию у=Х. 

6. Находим 
ш= (Х+ У')3 = хз+ 3х2у; _3ху2_у3; = (х3_Зху~) + (Зх2у- уЗ) i. 

Т аким образом. 

u=х3-Зху2, и=3х2у-у3. 

Из полученных уравнений и уравнения у=х исключим х и у: 

ll=- 2хЗ, v=2ХЗ, т. е. и=- u. 

Итак, отображением биссектрисы 1 и 1 II коордииатных углов СИСН'\IЫ :,Оу 
является биссектриса II и 'У коордииатных угдов системы uОи. А 

1043. Пусть W = г2 И z описывает квадрат, определяемый нера
венствами О ~ х ~ 1, О ~ У ~ 1. Какую область описывает w? 

6. Имеем 
w={X+Y/)2=X2 _ y 2+2xyi, u=х2_ у2, u=2ху. 

Найдем отображения вершин квадрата (рис . 70). Если х=О, у=О, то 
и=О, u=О; если· х=О, у= 1, то u=-1, и=О; ~сли Х= 1, у=О, то u= 1, 
v=O; если х= 1, У= 1, то u=о, u~2. 

Найдем отображения сторон квад-
рата. . 

ОВ: у=О, и=х2 , U=О, т. е. u=сО, 
и ~ О - отрезок О В 1 оси абсцисс Оu,. 

ОА: Х=О, и=- у2, u=О, т. е. u=О, 
u~О-отрезок ОА 1 оси абсцисс Ои. 

АС: у=I, u=x2-I, u=2х; исклю
чая х, получим и = v2J4 -1-дугу пара
болы, соедиияющую точки A1 (- 1; О) и 
C1(0; 2). 

ВС: x=l, u=l-y2, u=2у; искто
чая у, получим и = 1-v2J4 -.дугу парабо
лы, соединяющую точки В1 (1 ; О) и 
C1 (О; 2). 

u __ А С 

п~ 
В х 

Рис. 70 

Итак, отображеннем квадрата является крпволинейный треугольник, orra
ниченный линиями u=О, u=u2/4-1, и= 1-u2J4 и расподожеlШЫl1 в BepXHei:\ 
nOЛУПJiоскости .• 

1044. С помощью функции W = 2г + 1 найти отображение окруж
ности х2 + у2 = 1 на плоскость uOv. 

6. Имеем ш=2 (x+YI)+ 1 =(2х+ 1)+2уё, откуда u=2х+ 1, и=2у. ИЗ 
ЭТИХ равенств находим х = (и - 1)/2, у = и/2 И, подставляя ЭТИ выраження 
В уравнение окружности, подучим (.u-l)2+ и2=4. Итак, искомым отображеННЕМ 
ВВ.1Яется окружность, радиус которой равен 2, а центр -точка О О; О) . А. 

1045. Найти угол поворота и коэффициент искажеНIIЯ масштаба 
(z +ё)2 

В точке го = - 2i при отображении W = ---о . 
. z-t 

6. При отображении с помощью функции w = f (z) угол поворота есть 
а = arg w (z), а коэффициент искажения масштаба в точке zo равен k = I щ' (zo) 1. 
Находим 

, 2 (z+t) (z-l)-(Z+/)Z 4+(z-i)2 
ш= (Z-1)2 (z-;-i)Z -
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в точке го = - 2; имеем 

.[4+(ZO-/)2] ( 5 ) a=arg (ZO-i)2 =arg"9 =0; 

1046. В каких точках плоскости угол поворота при отобра
I+iz 

жении W= I-iz равен нулю? В каких точках коэффициент иска-

жения масштаба равен l? 

6. Прежде всего отметим, что предполагается отыскание таких точек, где 
заданное отображение конформно, так как только при этом условии можно 
говорить об угле поворота и коэффициенте искажения масштаба. Находим 

w' _ ....;Ц:.....I ---,i г.,<-) ....:.+-,-i.".(l,+:.....l.....:.t) 
- (l-iz)1! 

2! - 2i 
(1- (г)·= (г+ i)1' 

Так как w' (г) i= О ни при одном значении г, кроме z=-l, то заданное 
отображение конформно во всей плоскости с выколотой точкой г=- (. При 
этом отображении угол поворота а: в точке z есть 

Число w'(z) является действительным, еслн 1т w' (г) = О, и положительным, 
если, кроме того, Re w' (г) > О: 

Imw' (г)=О при (y+I)2=X', } 
Rew' (г) > О при x(y+I) < О. 

Отсюда у=- х-l (х i= О). Итак, угол поворота данного отображения равен 
нулю в точках прямой у = - х-l (с выколотой точкой z = - 1). 

Коэффициент искажения масштаба в точке z равен k= I w' (г) 1; по условию 

I ....:.. 2; I ои должен быть равен 1. Следоватедьно, I w' (г) 1=1, т. е. (г + l)1 = 1, или 

1 (г + ()21 = 2, откуда 1 г + i 1 = У2. Это- уравнение окружности с центром 
в точке г=- i и радиусом У2 . .. 

1047. С помощью функции W = г2 отобразить на плоскость uOv 
прямые х=2 и У= 1. 

1048. С помощью функции W= - г' отобразить на плоскость 
uOv прямую х+ У= 1. 

1049. С помощью функции W = iz + 1 найти отображения осей 
координат на плоскость uOv. 

1050. Разъяснить смысл отображения на плоскость uOv с по
мощью функции w=e<P1z, где ер-постоянная величина. 

1051. Дана парабола у=х2 • Orобразить эту параболу на пло
скость uОи С помощью функции w = г2. 

1052. Показать, что угол между прямыми У= 1 и у=х-l 
не изменится при отображении W= (1 + i) z+(l-i). 

Найти угол поворота и коэффициент искажения масштаба 
в точке zo при отображении W = f (z): 

1053. w=zs, zo=l-i. 1054. w=l/z, zo=2i. 
1055. w=u+iv, где u=eI'cosx, v=-ellsinx, zo=i. 
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Найти rочки плоскости, в которых равен 1 коэффициент ис
КсЗжеfJ,ИЯ, ~асштаба при отображении: 

1056. w=iz. 1057. w=zz-2z. 
Найти точкИ плоскости, в которых равен нулю угол поворота 

при' отображении: ' . 
1058. W=Z3. 1059. w=iz2

• 

§ 4. ИНТЕГРАЛ ОТ функции КОМПЛЕКСНОГО 
ПЕРЕМЕННОГО 

Кривая Г, как известно, называется гладкой, если она имеет непрерывно 
иэменяющуюся касательную. 

Кривая называется KYCOf/Ho-гладкой, если она со:тоит из конечного числа 
гладких дуг. . 

Дана Функция комплексн<:!го переменнога ш=! (z), непрерывная в некото
рой области D. Пусть Г-произвольная гладкая кривая, лежащая в области D. 
Рассмотрим дугу кривой с началом в TO'lKe zo и кояцом В точке z. Разделим 
эту дугу на n часте/i: произвольными точками Z3' Z1, Z2' ••• , zn~ 1, Zn = Z, 
расположенными последовательно на линин Г. 

Составим сумму 

Sn = f (zo) ~zo +! (Z1) ~Z1 + ... + f (Zn-1) Мп_!, 

где ~Zk=Zk+i-Zk (k=O, 1, •.. , n- 1). Пусть л.-наибольшая из величин 
1 /j.Zk 1· Еслн л. --+- О, то n -+ 00 и сумма Sn стремится к опреде.1Jенному пре
деJIУ. Этот предел называется интегралом функции 1 (Z) , по дуге кривой Г, 
заключенной между точками Zo и Z, т. е. 

~ 1 (z) dz = liт [1 (zo) ~zo +! (Zl) ~Zl + ... + 1 (Zn -1) ~Zn-1J. 
Г л .... о 

Если f (z) = и (х, У) + iv (х, У), то интеграл ~ 1 (z) dz сводится к двум кри
Г 

волинейным интегралам от действительных функций по формуле 

~ f (z) ш= ~ и (х, у) dx-v (х, у) dy+i ~ v (х, у) dx+u (х, у) dy. 
[' г г 

Пусть Г-кусочио-гладкая линия, состоящая из гладких частей fi, Г2 , 
... , г т ; тогда интеграл по этой линии можно определить с помощью равенства 

~ f (z) dz= ~ f (z) dz+ ~ f (zl ш+ ... + ~ f (z) dz. 
г г, г. Гпi 

Если f (z)-аналитическая функция в односвязноА области D, то значение 

интеграла ~ f (z) ш, взятого вдоль произвольной кусочно-гладкой линии Г, 
l' 

прннадлежащеА области D, не зависит от линии Г, а определяется лишь поло
жениями начальной и конечной точек этой линии . 

дм всякой аналитической фУНlЩии f (z) внекоторой односвязной области D 
интеграл ~ 't (z) dz,взятblЙ па любому замкнутому кусочно-гладкому контуру ,\" 

'v 
лежащему в облш;ти D, РQl/Щ НУЛЮ (Т е о р е м а К о ш и). 

:l 

Рассмотрим выражение F (z) = ~ 1 (t) dt. Здесь за путь интегрирования 
:l. 

принимается произвольная КУСОЧНО-ГЛ,адкая линия Г, лежащая в области D 



и соединяющая ТОЧКИ Zo 11 Z' , Функция f ~t) предполагается аналитическоJi 
в области D. MO}ftHO легко показать, что F (z) = f (z). Функция F (z), произ
водная которой равна f (z), называется nервоо6ра31jОЙ функцией по отношению 
к функции f (г). Если известна одна из первообразных F (г), то в::е другие 
первообразные содержатся в выражении F (z) + С, где С - ПРОИЗВOJIьная посто
янная. Это DыражеНtlе F (г)+С называется неоnределеННblltl uнmeгралОItl от 
фУНКЦИII f (г). Так же , как и для действительных функций, здесь выполняется 
равенство ' 

2 

~ f(t)dt=ф(z)-ф(zо) 

(формула Ньютона-ЛеАбница), где Ф (z)'-какая-нибудь первообразная функ
ция по отношению к f (г) . 

Для нахождения первообразной функции по' отношению к аналитической 
функции f (г) применяются обычные формулы интегрирования. 

Рассмотрим n+ 1 замкнутых кусочно-гладких лииий 1'0' 1'1' 1'2' -", I'n 
таких, что каждая из линий '\'1' , 1'2' "" I'n лежит вне остальных и все OHII 
расположены внутри 1'0' Множество точек, лежащих одновременно внутри 1'0 
и вне '\'1. '\'2' '" '\'n, представляет собой (n+ 1)-связную область D. 

Пусть f (z)-аналитическая функция в области D (включая значения на 
Iюнтурах '\'0' '\'1 ' '\'2' • - ', '\'n) ' В этом случае выполняется равенство 

~ f (z) dz = ~ f (z) dz + ~ f (z) dz + ... + ~ f (г) dz. 
~ ~ ~ ~ 

1060_ Вычислить интеграл ~ t (z) dz, где t (z) = (у+ 1)-xi, 
АВ 

АВ-отрезок прямой, соединяющий точки zA=l и zb=-i. 

6. Имеем u=у+ 1, и=- х. Отсюда 

~ f(z)dz= ~ (y+I)dx+xdy-i ~ xdx-(y+l)dy= 
АВ ~B АВ 

I
x=o.U=-1 . Х210 . (У+l)21- 1 

=(y+I).x x=I,g=O -1'21+1'-2- о = 

+ 1 . 1. 1 
=-1 21-"'21=-. 

Можно постушlТЬ и иначе, Легко видеть, что f (г) = 1- {г и 

-i 

S f() d -'S(I-')d _(1-i2~I-j_(l+i2)2+(l-1)2_ 
z Z - Iг z - _ 2i 1 - _ 2i 2i-

АВ I 

-1 . • 

1061. Вычислить интеграл ~ f(z)dz, где f(z)=х2 +уЧ, АВ
АВ 

отрезок прямой, соединяющий ТОЧКИ А = 1 + i и В = 2 + 3i. 

~ f(z)dz= ~ x2dx-у'dU+i ~ y2 dx+x2 dy .. 
АВ АВ АВ 
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П~рвый из интеГР~JIUВ в правой части равенства вычисляется как определенный 
интегра.1: . 
,23 

5 x2 dx-y2 dy= S xs'dx-S у1Ду= х; I~ _ ~1 I~ = ~ - ~=_I:. 
АВ 1 1 

Для ВЫЧИС.'lения второго интеграла со:тавим уравнение прямой АВ: 

(g-I)/(З-I)=(х-I)/(2-1), т. е. y=2x-l. 

Отсюда dy = 2щ и 
2 2 

~ y1 dx+x2 dy= ~ [(2x-I)Z+2х2]dx= ~ (6x2 -4x+l)dx= 
АВ 1 1 

V =(2х;З-2х2+х)I~=JO-l=9. 

Итак, 'f(z)dz=-19/З+9i.А. 
А"в 

1+& 

1062. Вычислить интеграл ~ z ш. 
i 

~ Подынтегральная функция является аналитической. Испо.1ЬЗУЯ формулу 
Ньютона-Лейбница, находим 

I+l 

S
· Zll 11 + l I 1 I 
гш=т l ="2[(1+i)2- i2]="2(1+2l-l+l)=]"+i. А. 

l 

1063. Вычислцть ~ zdz, где у-замкнутый контур x=cos " 
v 

у= sin е. 

~ Так как z=x-yl, dz=dx+i dy, то 

~ z ш= ~ xdx+y dy+i ~ xdy-у·dХ. 
у у у 

Первый иитегра.l в правой части равен нулю, как интеграл от ПО.1НОГО диф. 
I ференциала по. замкнутому контуру. 

При вычислении второго интеграла следует учесть, что dx = - 51n t dt. 
ау = соз t dt. Отсюда х dy- у dx = соз2 t dt + 51п2 t dt = dt и окончатедьно по.1учаем 

2n 

~ zdz=l ~ dt=2ni. А. 
у о 

1064 •. Вычислить S z dz 4' где у-эллипс х = 3 cos t, У = 2 sin е. 
у 

~ Подынтегра.1ьная функция являетс!! ана,1итиче:кой в об.lаСТI{, orpaНlI· 

5 dz 
чеlIНОЙ этнм Э.l.lIIПСОМ, поэтому Z _ 4 = О. А-

у 

1065. ВЫЧIIСШIТЬ 5 Z_(~Z+/)' где у-окружност'ь I z-(i+l} 1=1. 
у 
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~ Уравнение .Окружности можно записать В виде 

(x-I)'+(g_I)Z=I, или x=l+cost, y=l+sint, или, z=I+i+eI1 • 

в области, ограниченноii окружностью у, подынтегральная ФУНКЦllЯ не является 
аналитической, поскольку в ' точке z = I + i, служащей центром этой окружно
сти, функция обращается ' В бесконечность. 

Так как dz= {·e it dt, то 

2п 2п 

S 
ieit dt - . S dt - 2 . ... ---' - щ.

t it 
О О 

В 5 2z-l-i r HJ66. ычиr.лить (Z_I)(Z_l)dz, где у-окружность /г =2. 

у 

Рис. 71 

l' 

6, Подынтегральн~я функция имеет разрывы 
только в точках Z= I и z = (. Функция f (z) является 
аналитической в трехсвязной области, представnяю
щей собой круг с гра~ичноi! окружностью у. ИЗ 
которого вырезаны два круга I z-I I < г, I z-i < г, 
где r > О-достаточно малая величина (рис. 71). Спе-

х довательно, 

~ f (z) dz = ~ f (z) dz + ~ f (z) dz, 
v '1'. '1'. 

где УI-ОКРУЖНОСТЬ Iz-ll~r. У2-0КРУЖНОСТЬ jz-il=r. 
Так как 

то 

z-I+z-l 
f (z) = (z-I) (Z-I) 

5 5 dZ Sdz 5 dZ Sdz f(z)dz= -.+ -1+ -.+ -1' Z-I z- Z-I z-
l' 'У. '1'. 'У. 'У. 

Первое и четвертое слагаемые в правой части равны нулю, поскольку подын
тегральные функции являются аналитическими в соответствующих областях. 
Следовательно, 

'5 '5 dZ 5 Ш 
f(z)dz= -1+ - .. z- Z-I 

V 'У. 'У. 

Окружность Yi имеет уравнение z=l+rei'P, а i'z-уравнение z=i+rel'P. 
Отсюда 

2п 2п 

S f '(z) dz = 5 irei'P d'P + S iгei'P d'P 
rei'P rel'P 4ni . • А. 

l' о О 

1067. Вычислить интеграл 5 f(z)dz, если f(z)=y+xi, Г-ло· 
г 

маная ОАВ с вершинами в точках го=О, ZA=i, zB71+i. 
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1068. Вычислить . интеграл S Z2 dz, где АВ~отрезок прямой, 
АВ 

соединяющий точки i,4 ='= 1, ZR= i. 
1069. ВЫЧИСJlНть интеграл S Z10 az, где у-эллипс х2/а2 + y2/b2~ 1. 

У 

1070. Вычислить интеграл.S~:, где у-окружность (х-4)2+ 
v + (у-З)2= 1. 

1071. Вычислить интеграл S ~г " где у-окружность z = etl • 

v 

S 
(а+Ь) г- агl- аг, 

1072. Вычислить интеграл I ) ( ) dz, где у-круг / ,г-г1 г-г2 ' 
У 

I z I ~ R, а Z1 и Za-внутреlIние точки этого круга, причем 
Z1 =F z:. 

§ 5. РЯДЫ ТЕЙЛОРА И ЛОРАНА 

Пусть дана функция f (г), аналитическая внекоторой oKpecTHocТll точки а. 
Рассмотрим ряд 

/(a)+f'l~a) (г- а) +r2~a) (г __ a)2+'''~!(a) (г-а)3+ .••• 

Этот ряд называется рядом Тейлора функции f (г) и внутри своего круга схо· 
димо::ти выражает функцию f (z), т. е. в круге сходимо:ти ВЫПО.1няется 
равенство 

" (а) '" (а) , (z) =/(а) +-1-1 (z- а) +2/ (z-a)2+ ., •• 

Если а=О, то последнее равенство записывается в виде 

, (г) =, (О) +" l~O) z +f·2~O) z2+f"~/0) zЗ+ .... 

в этом случае говорят, что функция f (г) раЗ.'Iожена в ряд Маклорена. 
Рассмотрим теперь два ряда: 

A_i + А_ э + А_ " '+ (1) z=a (z-a)2 (г-u)3 .•• 

и 

(2) 

ОБJ1аС1Ь сходимо::ти первого ряда (если она существует) определяется нера· 
венством I г-а I > г. Если существует область сходнмо:ти второго ряда, то 
она определяется неравенством I г-а I <R. Тогда при условии r < R для ряда 

+ А-а + А_! '+A-i + 
•.. (z-a)3 (z-a)~ г-а . 

+Ао+А1 (z-а)+А2 (z-а)2+Аз (г-а)3+ ... , 

полученного CJlожением рядов (1) и (2), областью СХОДIЩОСТII служит кольцо 
r < I г-а I < R. ограниченное концентрическими окружностями с llеflЧ:ОМ 
в точке а и радиусами r и R (рис. 12). 
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Пусть f (г) --:- однозначная и аналитическая функция в кольце r < I г-а 1< 
< -R. Эта функция в -указанном кольце может -быть представлеиа в виде 
суммы ряда 

'() + А_а + А_ 2 +A-i + 
z =... (z-а)З (г-а)' г-а 

+Ao+A1 (z-а)+Аz (г-а)2+Аз (г_а)3+ ... 

Ряд в правой части равенства называется рядоAt Лоран.а функции 1 (г). Коэф
фициенты этого ряда можно вычислить по формуле 

1 S f (г) Аn =2лi (z-a)n+l dz (nЕ Z). 
l' 

Ряд (1) называется главной - частью ряда Лорана, а ряд (2)-nравиАЬн04 
частью ряда Лораllа. 

Если ряд Лорана содержит главную часть, то а называется uэoлuрован
ной особой точкой. Коэффициент A_ 1 называется вычетоAt функции f (г) от
носительно изолированной особой точки г=: а. 

Особая точка называется устранuжой, если функция f (г)-аналитическая 
в окрестности г=а и ограиичена по модулю в этой окрестности, т. е. су

ществует конечный предел liт! (г). ОсООаи 
z--+-a -

!! точка называется nOЛЮСОАt функции f (г). 
если f (г)-анаЛliтическая функция вблизи 
г = а и стремится к бескоиечности при 
г~a. 

Особая точка г = а называется сущест
венно особой, если при г, близких к а, мо
ДУJl ь " f (г)' не остается ограниченным, ио 
функция не стремится к 00 при г ~ а, пре
дел limf (г) не существует. 

z---+a 
ИЗОJlированная особая точка ~вляется: 
устранимой, если главная часть раз-

а J; ложення в ряд Лораиа отсутствует. Напри-
, sln z 

Рис. 72 мер, для функции f (z) = -- точка г = О _ г _ 

служит устранимой особой точкой, так как 

1 ( zЗ г5 ) г. Zl 
'(г)=% г-зт+5Т-'" =l-зт +5Г-'''; 

по.~ЮСОМ n-го порядка, если главная часть содеРЖIIТ конечное ЧИСJlО ч.'lенов, 
т. е. If:l-leeт ВIIД 

А-х + А_!! + + А_" 
г-а (г-а)З ... (г-а)" 

sln г 
Например, для функции f (г)=-I- точка г= О есть по.'lЮС первого поряд

г 

ка, так как' 

1 ( г3 г5 ) I г 23 
!(z)=Z2 Z-зт+5Г-'" =%-зт+sг-"'; 

существенно особой, если главная часть содержит бесконечное число Ч:lf.. 
нов. Наприм~р, функция f (г) =e1ps в точке г = О имеет существенно особую 
точку, так как 

f (z)=el{Z= 1+.!..+2~+-Зll з+ .... z . z 2 
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Между.' нулем и полюсом функции существует следующая связь. Если 
z=а-нуль кратности k функции 1 (г), то z=а-полюс того.же порядка 
функции 1/' (z); обратно, ес.'1И z=b-полюс порядка k функции 1 (z), то 
z=b-нуль той же кратности функции I/f (z). 

Следует заметить, что если 11т (z-a)kf (z) =с f= о, то z=а-полюс k-ro 
z .... a 

порядка функции' (z). 

1073. Разложить в ряд Тейлора по степеням бинома z-'-i 
функцию f (z) = z·. 

6. Находим производиые функции f(Z)=Z5: "(z)=5z", ,Л (z)=20zЗ, 
{'" (z) = 6Oz2, '1 V (z) = 120z, , У (z) = 120, {У1 (z) = ,УII (z) = ... = О. 

Определяем значения производных в точке а = i: t (t) ~ i, l' (,) = 5, r (1) = -201, 1'" (1) = -60, flV (t) = 12Oi, ,У (t) = 120. . 
Отсюда 

f (z)=i+5 (z-t)-lOi (z-1)2-1O (г-I)3+5е (Z_1)4+(Z_I)5. 

l' Рядом Тейлора функции:, (z) = Z5. является многочлен пя~й степени. А. 

1074 . . Разложить в ряд Тейлора по степеням двучлена z
-'- (l-ni/2) функцию f (z) = сЬ (l-z). 

6. Находим 
'(z) =сЬ (I-z), 
f' (z) = -sh (I-z), 
,W (z) = сЬ (1- z), . 
1'" (г) = -sh (I-z), 

Следовательно, 

1 (а) = сЬ (лi/2) = cos (л/2) = О, 

" (а) = -sh (лi/2) = -' sln (л/2) = -i, r (а) =0, 

"" (а) = -l. 

'(г) = -i [ (Z-I + ; ( ) + ;, ( z-I +i i У + ;, (Z-I + ~ ') 5 + ... J. 'А 
1075. Исследовать сходимость ряда 

1 1 I 
".~ +2з (г- 1)3 +22 (z-I)2 +2 (z-I) + 
+1 +

z-I +(z-I)2+(z_I)3+ 
5 .' 52 53 •.•• 

6. Расс~IOТРИМ два ряда 
1 1 1 

2 (z-I) +22 (z-I)2+23 (z-I)3+' '. • (а) 

l+
z- 1+(Z-I)2+(z-I)3+ (о') 

5 52 53 .... 

Если в ряде (а) положить z-I = I/z', то получаем степенной ряд 
г' Z'2 z" 
2+2'2+23+.... (В) 

Радиус сходимости последнего ряда най;tем по признаку Даламбера: 

. 1/2n -·1 

р== nl!.~ l72"=2 . 

. итак, степениой ряд (В) сходится, если I г' , < 2. Следовательно, ряд (а) схо
дится, если 11/{z-l) I < 2. Отсюда По.lучаем I z-11 > 1/2. Значит, ряд (а) 
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С:ХОДI1ТСЯ вне круга раднуса г =1/2 с центром в точке z = 1. Находнм радиус 
':ходнмости ряда (б): 

1/5"-1 
R= llm . -15" =5. 

n_со / 

Таким образом, область сходимости ряда (6) определяется иеравенCiВОМ 
Iz-ll < 5. 

Из сказанного заключаем, что областью сходимости заданного ряда яв.,я
ется кольuо 1/2 < 1 z- 1 1 < 5. 

Решение этой задачи можно упростить. Ряды (а) и (6) являются геомет-
1 z-I 

рическнми прогрессиями соответственно со знаменателями "'2--:(-2--'-'-1) и -5-' 

ОНИ СХОДЯТСЯ, если 12 (2~ 1) 1< 1 и I z 5 11 < 1. Следовательно, 12-11> 1/2 

и 12-11 < 5. Итак, область сходимости-кольцо, определяемое -двойным не
равенством 1/2 < 12-11 < 5. А 

1076. Исследовать сходимость ряда 

. .. + (3+з41)3 + (3+s4t1' + 3+4l +- 1 +.-;. + ~: +;. + .. . . 
2 2 Z J J ,J 

6. Рассмотрим два ряда 

3+4i + (3+,41)1 + (3+з41)~ + .... 
22, 

Z Z2 z3 
1 +7+ j2 +j3+' ... 

(а) 

(6) 

Ряды (а) и (6)-геометрические прогрессии со знаменате.'ЯМII (3+4i)/z и z/i. 
ОННСХОДЯТСЯ,если 1(3+41)/21 < 1 и 12/il < 1. Так как 13+4il=Y9+16=5, 
1 t 1 = 1, то 5/1 z 1 < 1 и 1 Z 1 < 1, или 1 z 1 > 5 иl z 1 < 1. Но эти неравеиства 
несовместны, следовательно, данный ряд не сходи'FСЯ ни В одной точке пло
скости. А 

. 1077. Разложить в ряд Лорана по степеням z функцию 
t (г) = 1/(2z-5) в окрестности точки z = О. 

6. Представим данную ФУНКЦIIЮ в виде 
-1/5 

f (z) 1_ 22/5' 

в окрестнос'tИ точки ' 2= О , выполняется неравенство '2z/51 < 1, поэтому дробь 
-1/5 

1- 22/5 можно рассматр"вать как сумму бесконечно убывающей геометриче-

ской прогрессии с первым членом а= -1/5 и знаменателем q=2z/5. Отсюда 
получаем 

I 2z 2~Z2 28zЗ 00 2" -12" -1 

f (2)= -s-5i-sз-5i'- .. ·, или f (z)= - L. Б" • 
nсl . 

Это разложение содержит только правильную часть. Из неравеllства 1 2z/5 1 < 1 
заключаем, что областью сходимости ряда является круг 121 < 5/2. А 

1078. Разложить в ряд Лорана по ·степеням z ФУНIщию f (г)= 
""':1/(2г-5) в окрестности точкиz=оо, 
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!:::.·Имеем 

1 1/(2z) 
.f (г) =2г-5= 1-5/2г' 

В окрестности точки г= 00 выполняется неравенство 15/(2г) I < 1, поэтому 
f (г) можно представить в виде суммы бесконечно убывающей' геометрической 
прогрессии с первым членом а= 1/(2г) и знаменателем q=5/(2z). Следовательно, 

1 51 52 53 '" 5n-~ 
f (2)=22 +2'211 +2З2=! +24z' + ... , или f (2) = L. 2n2n' 

n=1 

В разложении нет правильной части. Ряд сходится в области 1 z 1 > 5/2 
(Вllе круга). А 

1079. Разложить по степеням z в ряд Лорана функцию 
1 

f (z) = (z-l>-(z-3) в кольце 1 < I z I < 3. 

6. Разложим данную функцию на простейшие дроби: 
1 А В 

(2-1) (2-3) z-1 + z-3' или 1 =А (z-3)+B (z-I). 

Полагая z=I, получаем 1=-2А, т. е. А=-1/2; полагая 2=3, имеем 
1 =28, т. е. 8= 1/2. Таким образом, 

1 1 1 1 
'(г)=-2 о 2-1 +2 о 2-3' 

Учитывая, что 1 < I 2 I < 3, можем записать 

1 l/z 1 1/3 
f (2)= -2· 1- 1/2 -2 о 1-2/30 

Следовательно, 

1 (ао 1 со ZN -1) 
1(2)= -2 ?; zn+,t; зn о А 

z' 
1080. РазлоfКИТЬ в ряд Лорана функцию f (z) = (Z-2)2 по сте-

пеням z-2. 

т. е. 

6. Положим г-2=2'. Тогда 

'( )
_~ (2'+2)4 Z'4 + 82"+242,1+322' + 16 

2 -(Z-2)2 2'. Z'I 

= 1~ + 3~ +24+82' +2,2, 
2/· 2 

Здесь главная часть содержит два члена, а правильная-три члена. Так как 
разложение содержит конечное число членов, то оио справедливо для любоА: 
точки плоскости, кроме 2 = 2. Эта точка являетс я полюсом второго порядка 
функции f (г). Вычетом этой функции относнтельно полюса z = 2 является 
коэффициент при (z-2)-,~, т. е. 32. А 



1081. Иссл.едовать сходимость ряда 

... + z~ + z~ + ~ + 1 + ~ + ( 1: ) 11 + ( ~ ) 3 + .... 
1082. Исследовать сходимость ряда 

... ' + ~ +.; + ~ + ~ + 1 + 2z + (2Z)2 + (2z)3 + .... z z z z 

1083. Разложить в ряд Лорана по степеням z функцию f (z)= 
г2 

=--1 в окрестности точки: 1) г= О; 2) г= 00. 
г-

1084. Разложить в ряд Лора на функцию 

f (г) = { sh :~ z при z =F О; 
. 00 при г=О. 

1085. Найти полюсы функции f (г) = (z2_1) ~22+ 1)2' 

1086. Разложить в ряд Тейлора по степеням г-1 функцию 
f (г) = I/z. Найти область сходимости ряда. 

1087. Разложить в ряд Маклорена функцию 

f (г) = { l-z~О5 Z при Z =F О, 
1/2 при г=О. 

1088. Разложить в ряд ЛОРllна функцию f(z)=2z +21/t-2, 
определенную во всей плоскости, кроме ТОЧКИ z = О. 

§ 6. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЫЧЕТОВ ФУНКЦИЙ. ПРИМЕНЕНИЕ 
ВЫЧЕТОВ К ВЫЧИСЛЕНИЮ ИНТЕГРАЛОВ 

Пусть а-полюс n·го порядка функuии f (z). Вычет фУНКUИII f (z) отно
снтельно ее полюса n·ro порядка вычисляется по формуле 

f () __ I_I' dn- 1 [(z-a)n.' (z)] r:s z-(n_I)!z~ dZ"-l 

(геsiduе-вычет). 
Если а- полюс nepBQГO порядка (простой по.тпос) Функuии f (z). то 

resf (z)= llm (z-a) I (z). 
а Z-+a 

Пусть функции ер (г) и 'Ф (z) регулярны в окрестности точки г= а, 
,(а) :f= О и 'Ф (z) в точке г=а имеет иуль первого порядка. Тогда при вы
числении вычета функции I (z) = ер (z)/'Ф (z) впростом полюсеz = а УАобно 
пользоваться формулой 

q> (а) r;s f (2)= 'Ф' (а)' 

Пусtnb f (2)-аналuтическая функция в за,IIКIfУmoй об.fастu D,. "ро.llе к.о
не'l1l0го числа uэoлированнш особщ тачек ai. а2 • ...• all (полюсов tlлu сущест
венно особщ точек). Тогда интеграл от функции по контуру ", содержащеJIУ 
внутри себя вти точки и целuкo.4t лежаще",у в об.lастu D, равен nроuзведенuю 

00 



2п' на СУА/А/У выlеmо88 в указанных особых mOftкax, т . е. 

k 

~ f (z) dz = 21ti ~ res f (z) 
'V j= I а j 

(основная теорема о вычетах). 
Рассмотрим частный случай. Пусть 1 (z)-аналитическая функция в 

оБJIЗСТИ D, число а принаддежит области D и 1 (а) ;i:: О. в этом случае 

функция F (z)='1 (z) имеет в области D полюс а первого порядка. Найдем 
z-a 

вычет. функции F (г) ОТНО::ИТe.rIьно полюса а: 

или 

res F (г) = 11т (z-а)·F (z) = 11т 1 (z) =1 (а). 
а z ...... a z-+a 

Отсюда, применив основную T~opeMY о вычетах, получаем 

~ F (г) dz=21tif (а), 
'V 

_1 5'И Ш=Т(а). 
2ЛL г'-а 

v 

Мы ПОЛУЧИ.!]и весьыа важную формулу в теории функций комплексного 
переменного-ФОРАIУЛУ КОШIL. . 

Необходимо, однаltо, отметить, что вывод формулы К:оши должен пред· 
шествовать доказательству основной теоремы о Dычетах . Здесь мы воспользо· 
вались случаем Д .'1Я того, чтобы поэнакомиться с . этоА важной формулоii. 

Пусть' (z)-анзлитическзя ФУНКЦИЯ вверхией полуплоскости, включая 
действительную ось, за исключением конечного числа полюсов a/t (k = 1, 
2, •.. , т), распо.rrоженных над действительной осью . . К:роме того, предпол а· 
гается, что проиэведение z2f (г) при I z I --+ + 00 нмеет конечный предел. 

+00 

В ЭТО1.1 случае Д.1Я RЫЧИС.1еIlИЯ определенного ,интеграла ~ f (х) dx функции 
-'" деlkтвитеАьного nepe~leHHoro ПРЮlеняется форму.'1а 

+00 

~ Нх) dx= 2лi (ri +Г2 + ... +Гm), 
-"" 

где 'k (k = 1, 2, "', т) -вычет функции 1 (г) относительно ПО.1lоса a/l. 

1089. Найти вычеты функции f(Z)=(Z_I)Z(Z. _З)' 

6. Просты~щполюса~1И функции ЯВ.'1яются точки Z = 1 и z = 3: 

z 
resl (z) = 11т (г-l) • ( 1) ( З) 

1 2 .... 1 г- г-

:. г 
гesf(г)=llm(г-З).( 1)( З) 

3 2 .... 3 г- z-

lJm _z_=_J.. 
2 .... 1г-.3 2 • 

Нт _г_=_1_ .• 
2 .... 3z-1 2 

1090. Найти вычеты ФУЮЩИIl f (z) = ~4 • z т 

301 



1 
6. Имеем "(2)= (2-21) (2+2i) • Простыми полюсами 'фуикцик ' яВляются 

точки 2l и -2i: 
, 1 1 4 i . 

resf (2)= 11т, (2-21)' ( 2i)( +2~ 11т --2'=-4' =--4 ' 
21 "' ..... 2~ 2- 2 1 "'-'2;2+ 1 1 

resf (z)= 11т (2+21). ( 2')\ +2') liт _I_=_~=~ .... 
-2, 2 ..... -2' 2- 1 2 12 ..... -2' 2-2i 4! 4 

' 1 
1091. Найти вычеты функции f (г) = 22-22+5' 

6. Простым и полюсами функции являются корнн знаменателя: 2 = 1 ± 21. 
1 

Следовательно, f (2) = (2-1- 2i) (2-1 + 2i) . НаХОДИ~1 

2-1-21 1 
res f (2) = 11т . , ' = Jim ' , 

1+2' 2'" 1+2, (2-1-2/) (2-1 +2/) 2 .... 1+2; 2-1 +21 
z-I+2i I 

res f (2) = 11т 11т , 
1-2'. "'-+1-2,(2-1-2/')(2-1+21) 2-+1-2,2-1-21 

2З 
1092. Найти вычет функции f (г) = (2-2)3' 

6. Так как 2=2-полюс 'третьего порядка, то 

1 аЗ r (2 ~З 2)3' (2 - 2)3 ] 1, d2 (22) 1 
геsfИ=-21 11т d 2 =-21 )Im -а s =-21 ·2=1. А 

2 "' .... 2 2 ",-+2 2 

1 093. Найти вычет функции f (г) = 1 1 относительно по-
-COS2 

люса г~O. 

6. Точка 2=0 является полюсом второго порядка, Действительно, 

11т 2З )' 22 2 
2 ... О 1-COS 2 2 I~ О sln 2 = 

является конечной величиной. Тогда 

'() li d ( 22 ) )' 22(I-сОS2)-22 sIП2 res 2 = m - = 1т = 
о 2 .... 0 а2 l-соS2 . z- о (l-cos2)2 

, ( 22 2' ) (2 23 ) 
, 22 2f-4Т+'" -22 11-31+'" 

= 11т (2 4 2-.0 2 2 2 2Г-4Т+'" ) 
2Б 

о. А 

. s 2+1 ' 1094. Наити (2-1) (2-2}(2-З) dz, где 'У-замкнутый контур, 
'v 

нутри которого находятся полюсы z = 1, z = 2, г .·. 3. 

)2 



ь. Определим вычеты подынтегральноli функцни: 

z+1 г+1 
res / (г) = 11т ( 2) ( 3) 1, res / (г) = 11т ( 1)( З) -3, 
1 z ... 1 z- г- 1 z ... ! г- г-

г+1 
сез f (z) = lJm ( 1) ( 2) 2. 

3 z ... 8 г- г-

Следовательно, S (Z-I)(:~;НZ-З) dz=2л{ (1-3+2) =0. А 
'1' 

1095. Нан·ти S z
2
dz I I 3 (zl+ 1) (г-2) , где у-окружность z = . 

'1' 

Z2 
Ь. Имеем / (Z)=(Z_I) (Z+/) (г-2) . Полюсы i, -l, 2 находятся внутри 

8Щ\1КИУТОГО контура у. Отсюда 

г' 
rr/(z) = 21~I(z-l)1(z)= P.~, (z+i)(z-2) 2i(2-/) ' 

. ,г2 1 
гез/(г)= 11т (г+/)/(г)= 11т ( )( 2) 2'(2+')1 
-1 z ... -1 г ... -1 г-I г- 1 1 

г2 · 4 
res/(z)= 11т (г-2Н(г)= 11т -Г-+1 =-5-; 

8 z .... 2 z-+i Z 

,S(ll+1~2(Z_·2) dг=2Л{[2i(~_i) 2i(~+/)+~]= 
'1' 

( 
1 1 + 8 ,) ( 2 .+ 8 ,) 2' .а. 

=п . 2-; - 2+1 '51 =Л 5'/, '51 = т. -

1096. ВЫЧИСЛИТЬ определенный интеграл I' (X2~4)1' 
-ао 

1 
Ь. Функция (z2+4)1 является аналнтическоli в верхнеА полуплоскости, 

г' 
за исключением полюса 2i, Кроме того, 11т г2! (г) = 11т (2 + 4)2 = О, 

I z I ... +00 , Z I ... +00 Z 
Т. е, является конечноА велнчиноА. 

Наliдем вычет функции f (г)= 1/(г2+4)' относительно полюса второго 
порядка 2i: . 

d [(Z - 21)2 '] d [ 1 ] 
г~e:/(г)= zJ~2{dz • (г+4)2 =2'I~~idZ . (г+2/)2 = 

-2 2 1, 
=zl~~i(Z+2i)a 64; =-32" 

+011 

Следовательно, S 
dx 

(xl +4)2 

S 
dz 

1097. Найти ( .")( : 4) , Z гТ<. г,-
если У-ОКРУЖНОСТЬ: 1) z= 

'1' 
2) 1 z 1 = З; З) 1 z I = 5. 



1\ Найдем .вычеты подынтегральной функции относительно полюсов 2 = О, 
2=-2,2=--4; 

. 1 1 . 
r~s , (г) =z l~mo г' (г) = zl~mb (г + 2) (г + 4) 8' 

r~' (г)= liт (2+2), (г)= Нт -( 1, 4)=- 41 , 
-2 z _ - 2 .z -+ - 2 Z z..-

~e4s,(z)=zl!;n_4(z+4)f(z)= z~~~ г(г~2) ~. 
J) Внутри контура 'У-окружности Iz]=I-находится только полюс 

2=0; тогда S ,(Z)dZ=2лi.~=~. 
у -

2) Внутри контура 'У-окружности Izl=З-находятся полюсы 2=0 И 

2=-2; тогда S !(z),dz=2лi (~_ ~ )=_~i. 
'\' 

3) Внутри контура 'У- окружности ] z I = 5- находятся полюсы 2 = О, 

'S ' ,( 1 1 1 ) г=-2, 2=-4; тогда ! (г) d2=2ЛI 8-4+8 =0, . 
'\' 

]098. Найти вычет функции '(г)= 2+~ . 
г-I 

1099. Найти вычеты ФУнкuии f (г) = ;:~: . 

] 100. Найти вычет функции f (г) = l/sin z относительно полюса 
z=л. 

1101. Найти вычет функции '(г)=(г+1)/г2. 

] 102. Найти интеграл S г~a dz, у-окружность 'гl = R > lal· 
'\' 

1103. Найти интеграл S (г_а)г(г_ь) dz. у-окружность Izl= R, 
. '\' 

R>lal. R>lbl, a=l=b. 
1104. Найти интеграл S г2-~г+2' у-окружность, внутри 1<0-

'\' 
торой содержат~я полюсы знаменателя. 

1105. Найти интеграл S (2_i)~z_з)dz, у-окружность Iz l=2 
'\' 

1106. Вычислить определенный интеграл 
-ж 



глАВА vш 

ЭЛЕМЕНТЫ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИ я: 

§ J. НАХОЖДЕНИЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ ФУНКЦИЙ 

J. Основные определения. Пусть функция f (t) обладает следующими свой
ствами: 

1°. f (t)=O при t < О. 
20. I f (t) 1< Mes•t при t > О, где М > О и So-некоторbIе действительные 

постоянные. 

ЗА. На .'Iюбом конечном отрезке [а, Ь) положительной полуосн о! функ. 
ция f (t) удовлетворяет у с л о в и я м Д и р и х л е, т. е.: а) ограничена; 
б) либо неnреРШJна, либо имеет лишь конечное число точек разрыва I рода; 
в) имеет конечное число экстреМУМ06. 

Такие функции в операционном исчислении называются ttзображае"IЫМU 
по Лапласу, или оригиналами, . 

Пусть р=а;+~i-комплексный параметр, приче~I Rep=a.;"si > 50' 
. ф 

При сформулированных условиях интеграл ~ е-ptf (t) dt сходится н яв
О 

ляется функцией от р: 
Ф. 

~ е-ptf (t) dt = Т (р).' 
о 

Этот интеграл называется интвгралом Лапласа, а определяемая им функция 
комплексного аргумента р называется nреобразование.1t Лапласа от функции f (/), 
нли лаnлаС06ЫМ изображением f (t), или просто изображением f (t). 

Тот факт, что функция пр) является изображением оригинала f (t), 
обозначают следующими символами: 

7 (р) = L {! и)}, или 7 (р) -:--+ f (t). 
Уславливаются за значение оригинала f (i) во :Всякой его точке разрыва 

рода to принимать полусумму его предельных значений слева и справа от 
этой точки: 

f ио) = (1/2) [/ ио- О) + f ио + О)] при 10 i= О; 
f(O)=f(+O) при /0=0. 

При соблюдении этого условия соответствие между оригиналами и изобра
жениями обладает следующими свойствами: 

это соответствие взаимно однозначно (т. е. всякому оригиналу соответ-
ствует единственное изображение и ()братно), . 

любой линейной комбинации конечного множества оригиналов а ка'/естве 
изображения отвечает соответствующая линейная ко,нбинация I/Х изое'lаженuЙ. 

Таким образом, еслн Tk (р) -:--+ fk (/) (k = 1, 2, •.. , n), то -
k=n - k=n 
~ cJk (р) -:--+ ~ ckfk (t). 

k=1 k=1 

2. Нахожденне изображений функциJf. В таб.lице 11 в I{ЗЖДОМ из приве
денных ниже примеров указывается только значение f (t) при t > О (всегда 
IIмеется в виду, что f (1) = О, ес.~и t < О). 

З05 



Таблица изображений основных элементарных функций 

н. I f (/) при / > О I (р) 
' 11 н. I f (1) при / > О I (р) 

, р-а. . I VI еа/ • со!) ~t 
р (p_a.)z+ ~I 

tn 1 ~ II tiТ pn+~ 
УН eat·sln ~t 

(p_a.)2+~3 

1 tn 1 
еа! УIII IJI _·еа ! 

(p_a.)n+~ р.-а. n! 
Р p2_~' 

IV cos ~t · 
р2+ (\2 IX t·cos ~! 

(p2+~2)1 

~. 2p~ 
V sln ~t 

p2+~2 
Х t·sln ~! 

(p2+~I)1 

1107. Найти изображение функции f (t) = at . 

6. Так как а=е1па , то f(t)=e/ lna• Применив формулу 111, получаем 

- 1 
f(P)=p_lna' • 

1108. Найти изображение функции .f (t) = соsЗ t. , 
6. Воспользуемся формулой Эйлера cos t = (eti +e-ti)/2. Тогда 

( еtl+е-ti)з 1 соsЗt= 2 =в(еЗti+Зеti+Зе-ti+е-зti)= 

1 езti+е- зti 3 eti+e- ti i з 
="4" 2 +4' 2 4 ~оз 3/+4 cos (. 

Применив формулу IV, получаем 

- 1 'р 3 р Р (р! + 7) 
'(p)=T'p2+9+'~Гp2+1= (р2+1) (р2+9) .• 

11 09. Найти изображение функции f и) = sh Ы. 

6. По определению гиперболического синуса имеем f (t) = (1/2) еЫ _ 
- (1/2) е-Ы • Следовательно, 

J t Ь 7 (р) ;;-;---;-;- .А. 
2(р-Ь) 2(р+Ь) р2-Ь··· 

1110. Найти изображение функции f (t) = sh at sin Ы. 

6. Так как зЬ at = (eat -e-at)/2, то 

f·(t)= ~ eat sln 'bl-i- га! sln 'bl • 
. Применим формулу УJI: 

- 'Ь 1 Ь 2раЬ 
{(р)=2' IV1-a)2+b2 '2 (р+а)2+Ь2 [(р_а)2+Ь2] [(р+а)8+Ь1)' '. 

1111. Найти изображение функции f (t) = t ch Ы. 
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Д Так как 

то, примеиив форыулу VHI при n = 1, а: = ± ь, получаем 
1 . 1 р'+Ь2 

Т(Р} 2 (р_Ь)2 + 2 (р+Ь)2 (р2_Ь2)2·. 
Найти изображения функций: 

1112. f(t)=sln't. l1t3. f(t)=etc:os2 t. 1114. f(t)=chbt. 
1115. f(t)=shatcosbt. 1116. f(t)=chatsinbt. 
1117. f(t)=chatcosbt. 1118. [(t)=tshbt. 

§ 2. ОТЫСI(АНИЕ ОРИГИНАЛА ПО ИЗОБРАЖЕНИЮ 

При отыскании оригинала по изображению в простейших случаях исполь· 
зуют таблицу изображений основных элементарных функций и теоремы' разло
жения (первую и вторую) . 

В т о р а я т е о р е м а раз л о ж е If и я П03DОДЯет найти оригинал для 
из:>браження, являющегося дробно-рiщионэльной' функцией от р, т. е. 

f<p) = и (р)/и (Р), где и (р) и V (р)-многочлены от р соответственно степени т 
и n, причем т < n. , . 

Если разложение V (Р) на простейшие множители имеет вид 

V (р) = (P-Pl)k'/(P-P2)k • ... (P_Pr)kr (k1 +k2 + ... +k,=n), 

то, как известно, функцию Т(Р) можно разложить на сумму элементарных 
• A j • $ 

дро~еи вида k s+ 1 , где j принимает все значения от 1 до " а s-
(P_Pj) г 

все зиачения от 1 до k j • Таким образом, 

J=rs=kJ 

- """''''' A
j

•
s 

'(Р)= kA kA , k -н1 • 
1=1 5=1 (P-Pj) j 

(1) 

Все коэффициенты этого разложения можно определить по формуле 

А] $=-- 11т -- (P-Pj) j·f(p) 1 { ds
-

1 
[ k - ]} 

.' (5-1)1 р ...... Р) dpS-~ • 
(2) 

Вместо этоА формулы для определения коэффициентов А j. $ могут 'быть 
использованы элементарные приемы, применяемые в интегральном исчислеиии 

при интегрировании рациональных дробей . , В частности, это целесообразно 
делать в тех случаях, когда .все комплексные корни знаменателя v (р) простые 
и попарно сопряженные. 

Если все корни и(р) прост ые, т. е. 

v (р) = (р-Рд (р- pz) .•• (р- Рn) (Р I i= Pk при j :f. k), 

то раздоженне упрощается: 

j=n А 
- ~ j ' 
'(Р)= kA р_р , 

1=1 j 

(3) 

При отыскаиии тем иди иным Сl1особом разложения /(р) на простеАшие дроби 
оригинал f (t) находится по сдеДУЮЩИltl формудам: 

307 



а) в с.~учае !<рзтных корней знаменателя v (р): 

j=r S=llj k -5 
~ ,...... t j p.t 

!(t)= ~ ~ A j , $ (k _5)I , ·e J ; 
j=ls=l j 

б) в с.'1учае простых корней Зllаменателя t! (Р): 

j =/1 

f(t)=L. ~(Pj) .//. 
/=1 V (Pj) 

(4) 

(5) 

Если изображение искомой функции может быть разложено в степенной 
ряд по степеням ljp, т. е. 

- ао ai оп 
f (р) =р + р2 + ... + рn + 1 + ... 

(прпчем этот ряд сходится к 7 (р) при I Р I > R, где R = 11т I аn +1/а" I ;r: 00), 
П~Ф 

то оригинал! (t) находится по форr.fYле 
t t l ( n 

f(t)=ао+аi ,'1Т+ al • 21+'" +аn , nт+"" 

причем этот ряд сходится для всех зиачениА t (п е р в а я т е о р е м а р' а 3.'10' 
Ж е н и я). 

1119. Найти оригинал функции 7 (р) = р2 _ ~p + 5' 

6. Используем элементарные приемы для разложения этоi!: дроби на сумму 
таки:t др обеi!: , оригнналы которых известны: 

Р p-l+1 р-l I 
р2-2р+5 (P-l)2+4 (p-lР+4+(р-l)I+4 ' 

По формулам VI и УН таблицы имеем 
р-I I I 

(P_1)2+4 + et.cos 2t; (p_1)2+4 2 
2 • 1 t 21 

(p~ 1)'+4 7 2' ~ ·sln . 

Поэтому ' 

(p_~2+4";" е' , .{COS2i+~Sln2/}. А 
, - 1 

1120. Найти оригинал функции f (р) = рЗ -8 . 

6. И D этом примере используем Э.'1емеllтарные приемы рзз:!Ожения, IIЗ
в~тиые IIЗ интегрального исчисления. , Разложим данную дробь на пt:о:тсi!:Шllе 
дроби: 

1 А Вр+С 
рз-вl= р-2+р'+2р+4' 

Д.'1Я определения КОэффИЦllеиов имеем тождество 

1 == А (р2 +2р+4)+(Вр+С) (,0-2). 

Полагая р=2, находим 1=12A; A=ljI2. riриравнивая коэффициент при p~ 
нулю и свободный Ч.'!ен - единице, получим А + В = О, 4А:-- 2С = 1. Отсюда 
B=-A=-ljI2; C=2A-I/2=-ljЗ. Следовательно, ' _ 

1 1 1 1 Р+ 4 1 1 1 (р +1) + (JЗ)2 
p3-8=12' p-2-12' р2+2р+4 12' P-2-Т2"(Р+l)%+(J'З)2" 
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Таким образом. 

- 1 1 I р+1 уз уз 
/ (р)=Т2 • p-2-12' (Р+ 1)2+(У 3)' - -тг' (Р+ ])2 + (у 3)2' 

Отсюда. используя формулы 111. VI, УН таблИllЫ изображений, находим 

/ (t)= /2ell- 1I2гt {cos tуз+ уз.sln tУЗ}. А 
- р 

1121. Найти оригинал функции f(Р)=(р_I)З(р+2)2' 

Л. Разложение 1 (р) на простейшие дроби имеет вид 
A1 ,l А 1 •2 А 1 ,э А 2 ,l А 2 ,з 

Т(Р)=(р_1)З+(Р_ 1)2+ р-I +(р+2)2+ р+2' 
Находим коэффициенты этого разложення, используя форму.1У (2): 

1 { -} р 1 
Аl,1="Or 11т (р-I)Ч (р) = 11т ( + 2)2=9: 

р-+- 1 р-+-l Р 

I d - d{ Р } Аl,l=кlimiГ{(р-1j3.!(р)}=llmiГ (+2)2 = 
р-+- 1 Р Р -+- 1 Р Р 

.{ 1 2Р } 1 = ;~l (р+2)'-(р+2)3 =27; 

1 d
2 

3 _ 1 d
2 

[ Р ] А 1 • з =2Г 11т "i[2{(P-1) '!(Р)}-2 11т ([2" (P+2)Z = 
р-+l Р р-+l Р _ 

I { 4 6Р } 1 
=2 ;~l - (р +2)3+(р+2)З =-27; 

1 - . Р 2 
A2• 1=m 11т ((р+2)Ч (р)] = 11т ( _ 1)3=27 : 

р-+--2 р-+-2 Р 

Az.t=iг 11т : [(Р + 2)2./(р)] = 11т dd [(Р Р l)зJ = 
р-+-2 р р-+-2 Р 

[
1 3р '] 1 

=P~~2 (р-1)З-(р-1)~ =27' 
Таким образом, 

- '{ 3 1 1 2 1} '(Р)=27 (Р-I)З+(р-1)'-р-I+(р+2)2+р+2 • 

Отсюда, используя формулы 111 и VIII, находим 

f (1)= ~ { ~ t2el + M-eI + 2te- 2t + г21 } = 

3/2 + 2t-2 1+2/ + 1 -21 ~ 
= 54 ·е -тг-. е .-

- р+' 
1122. Найти оригинал функции f (р) = р (p_l) (р-2)(р-З)' 

6. Поскольку в даниом случае все корни знаменате.1Я деЙствите.1ьные 11 
простые, лучше всего воспользоваться формулой (5). Имее:\l 

и (р) =р+ 1, v (р) =р (р-1) (р-2) (р-З)=р~-6р3+ lIp2-6р; 
1/' (р)=4р3-18р2+22р-6. 
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Находим корни v (р): Рl = О, Р2 = 1, р, = 2, Р4 = 3. Далее, получим 

U(Рl) =_'_' _..!... u (р,) =.!=,. 
и' (Рl) - 6 6' и' (рlJ 2 ' 
и (Ра) 3 3 и (Р4) 4 2 
и' (рз) ==-2= -2" ; и' (PJ =6="3· 

Отсюда по формуле (5) находим 

I 3 2 -
{(t)= -ff+ef-2 e2t +"3 езt • .. 

- , 
1123. Найти оригинал f (р) = Р (1 + р4)' используя первую те-

орему' разложения. 

~ Имеем' 

1 1+ р4 , 

/ 

I 1 
&--0 +13-'" 

Р Р р-

Этот ряд сходится при I р I > 1. Отсюда находим 
t4 t8 t l , t16 

1 (i)=4T-8Г+12Т-16I+'" ... 

- 1 
1124. Найти f (t), если f (р) = р (pl+ 1) (р2+4)· 
• Разложить 7 (р) на простейшие дроби. 
Найти оригиналы по данным изображениям: 

- , - р+3 
1125. {(р) = (р_ 1) (р2_4)' 11'26. f (р) = р (р2-4р+3)· 

- , 
1127. '(Р)=р(р4_5р2+4)' 
1128. С помощью первой теоремы разложения найти оригинал 

ДЛЯ ФУНlщии пр) = l/(pll+ all), где k-целое положительное число. 

§ 3. CBEPTI(A ФУНl(циА. ИЗОБРАЖЕНИЕ ПРОИ3ВОДНЫХ 
И ИНТЕГРАЛА ОТ ОРИГИНАЛА 

Сверткой двух функций 11 (t) И 12 (t) называется функция 

t 

F (t) = ~ '1 (t-')"2 ('t) d •. 
о 

Интеграл, определяющий свертку, не меняет своего значения от переста
новки функций 11 И 12' поэтому свертка двух функций симметрична относи
тельно свертываемых функций. 

Изображение свертки двух оригиналов равно nР01lЗведенuю их uзoбражений 

(т е о р е м а с в е рты в а н и я о р и г и н а л о в): еслн r; (р) -1- {1 (t), 
т; (р) -:- '2 (t), то 

t 

~ fi (t -'t). /2 (Т) d. -+- 71 (р) 12 (р). 
О 



Пусть . Оригинал f (i) диффереицируем n раз и его производныe до n'го 
порядка в свою очередь JjВl!ЯЮТСЯ оригиналами. Тогда справ~длива т е о р е м а 

диФференцирования оригuнала:если{(р)-=tf(i) (k=I.2 • .... n). то 

"А> (i) +- Р"'Т(Р)-'-{рk-Ч (О) + рk-Ч' (0)+ ... +fk - 1 (О)}. 

В Ijастности, 

" (i) ..;- рТ (р) - f (О), {" (1) ..;- р2.{ (р) - р. f (О) - f' (О) • . 
ДЛII всех оригинало.В справедлива т е о р е м 11 И Н Т е г р и р о в а н н я: 

еСЛIl {(р) -:-- f (t), то . 
_ t 

f ~) -+ 5 f (1:) d1:. 
О 

Отсюда видно, что що1ражения производной и интеграла получаются из 

изображения функции f (t) с помощью выполнения над пр) алrебраических 
операций. Следует также отметить (см. таблицу изображений), что изображе· 
ния значительной чаСТII функций, используемых на практике (е а/, cos ~i, slл pt 
и т. д.), являются алгебраическими функциями от р. 

Это дает В03можно::ть многие операции математиче::кого анализа (решение 
дифференциальных и интегральных уравненнй и т. п.) свести к выполнению 
алгебраических действий над изображениями искомых функций. 

1129, ПОЛЬЗУ/ЯСЬ теоремой -свертывания, найти оригинал функ-
- р 

ЦИII t (р) = -4-1' 
р-

- Р 1 В ' Р 6. Запишем f (р) в виде р2 -1 • р2 + 1 . силу Toro что р2 -1 -;.. сЬ t, -
1 . t 

р2+ 1 -; sln , по теореме свертывания имеем 

t 

p4~ 1 -;.. 5 ch (t-1:) slл 1: d1:= 
О 

1 1I I ..:... - '2 [sh и-1:) slл 1:+ch (t-1) cos -(] 0=2" (сЫ - С05 t). А 

1130. Найти изображение y"(t)-y'(t)-y(t), если у(О)= 
= у' (О) =,0 и у(р) ~ у (t). 

~ По теореме диффереицироваиия ' оригинала имеем 

у' (i) + PY(P)-и (О) =Р·У(р), 
!I'(t) + pt:y (р)_р.у (О)-у' (О) =р2.У (р). 

Отсюда находим 

!I' (i) -у' (!) - g (t) +- (р2_ р- 1)·У (р) 

(сумме функций в качестве изображения соответствует сумма IIX изображени/l). А 
t 

1131. Найти изображение у' (t) + у (t) + ~ у (Т) d'f, если у (0)= 1 
о 

и у(р) ~ y(t), 
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6,. По теоремам дифференцирования и интегрирования оригинала имееhl 
t _ 

. • - О -() 1 5 () d . У (р) y'(i) 7Р'У(Р)-У( )=р.у р -, у т Т-<;-р' 

О 

Отсюда lIаходим 
t _ 

1]' (t)+1] (1) + 5 1] ('1:) d't'<;- py(P)-l + У (р)+'У ~) . =р2+;+ 1 • y(p)-l, .. 

о 

1132. Найти свертку функций t и cos t и ее изображение. 
1133. Пользуясь теоремой свертывания, найти оригинал для 

._ р2 

f (р) = (р2 + j )2' \ 
.1134. Найти изображение F (t) = У (t)-2y' (t), если у (О) = О, 

У (t) ~ у (р). '" "t 2' t 
1135. Найти изображениеF(t)=у (t)-y ()+ у (t)-2y(). 

если у(О) = О, у' (О) = 1, у" (О) = 2, У Щ.<;- у (р). 
. t 

1136. Найти изображение F и) = у' (t) - ~ У (1') d't, если у (О) = 
о 

§ 4. ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
1( РЕШЕНИЮ HEI(OТOPbIX ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

и ИНТЕГРА,rIЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Естl дано . линеЙное дифференциальное уравнеиие n-го порядка с постоян, 
ными JШЭффllциентами 

yln)+alY(n-I)+ ... +аnу=! (t), 

правая часть которого f (1) является оригиналом, то и решение этого y-раВllе. 
ния, удовлетворяющее произвольным начальным условиям вида у (О) = 1]0, 

у' (О) = y~, ... , I](n -1) (О) ~ y~n-l) (т. е. решение задачи I(оши, .J'ЮставлеиноЙ 
для этого уравнения, с нача,lЬНЫМИ условиями при t=O), служит оригииалом. 
Обозначая изображение этого решения через у (р), находим изображеliиелевЬА 
части исходного Дllфференциа.1ЬНОГО уравнеиия и, приравнивая его изображе
нию функции f (t), приходим к так называемому uзo6ражающеAlI] уравнению, 

которое всегда является линейным алгебраическим уравиением относительно ii (р). 
Опредедив из этого уравнения у (р), находим оригинал у (t). . 

Тот же метод перехода к изображающему уравнению позволяет легко 
нзйТII решение интегральных уравнений вида 

t t 

~ К (t -.) У (Т) dr = f (1), у (t) = f (1) + ~ к (t-T) У (.) d't, 
О О 

в "которых функции К (t) и f (t) являются оригиналами, поскольку входящий 
в эти уравнения ннтеграл ЯВJlяется сверткой функций у (() и К (t). 

Эти интегральные уравнения являются частным случаем uнmeграАыtщ 
уравнеНIll; 'Вольтерра nервого u вmораго PQaa, общий вид которых получается, 
еС.1И за.'IIенитЬ функцию К (t-T) (ее называют ядРОAl интегрального уравнения) 
некотороА функцией двух аргументов К (i, .). 
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1137. Решить дифференциальное уравнение у" -2у' -Зу,:;: e3t , 
если у (О) = ·0, у'. (О) = О. 

6. Переходим к изображенням: . 
- - -! 

Р3У_Р ' У (О)-у' (О) - 2 (ру -!I (О»-ЗУ = р _ з ' 
ПЛII 

1 1 
р2у-2ру-Зу= р-З; у = (р+ 1) (р_З)Z"' 

РаЗJIОЖИМ эту рациональную дробь на простейшие дроби: 

1 А 8 С 

(р+ 1) (Р-З)I=(Р-З)2+ р-З + р+ 1 ' 
1 =А (р+ 1)+8 (Р-З) (р+ 1)+С (р-З)!. 

Полагая Р=- 1, получаем 1 = 16С, т. е. С= 1/16; при р=з имеем 1 =4А, 
т. е. А = 1/4. Сравнивая коэффициенты при р2, получим О=В+С. т. е. В = 
=- С = 1/16. Следовательно, 

1 1 1 
у= 4 (р-З)2 16 (р-З) + 16 (р+ 1) • 

откуда 

1 1 1 ' 
У=4tе3t-16езt+16е-t. А . 

1138. Решить уравнение у" + у' ~ 2у = e- t , если у (О) = О, 
у' (О) = 1. 

~ Переходим к изображениям: 

- - - 1 
[p~y-p.y (О)-у' (O)J+[p.y-у (О)]-2у= р+ 1 • 

После несложных преобразований получим 

- р+2 
у=(р+ 1) (р2+ р-2) p2_1' 

Отсюда y=sh (. А 
t 

1139. Решить интегральное уравнение у = ~ у dt + 1. 
о 

6. Строим изображающее уравнение: 
- у 1 - - 1 
у=-+-, y(p-I)=I'Y=--l • 

р Р р-

Следовате.~ьно, !I = et • А 

1140. Решить интегральное уравнение 
t 

~ У (.) sin и-.) d.= l-cos t. 
о 

6. Левая ча~ть уравнения является сверткой функций у (t) и siл {. Пере. 
ХОДR к изображениям, получаем . 

- 1 1 Р 1 
. У (р) • р2 + 1 = Р - р2 + 1 (р2 + 1) Р • 
с.щ:{овательно, у(р) = Ijp 11 У (t) = 1. А 



1141. РеШИ1Ь интегральное уравнение 

t 

~ У (-r:) et -, {i;; = у (t)-et . 
о 

6. Левая liа :т !> ур аВНСНJI п ЯВ,1Р.СЕiI свеРКОII ФУНlщиIi у (t) и et . Перех'О
дим к изображеН II ~'.I: 

- 1 - I - I - I 
!/ (р). -1=Y(P)---J' !J (р). --I-Y(P)=--, -1' 

р- р-- Р- р-

следователыо.. !i (р) = I /(p- ~). т. е. !J (1) =е21 • .. 

1142. Решить CI!CTe~JY УРЗ!'НС!lIlЙ 
. (Jx . , 

t 
(lТ=.x,2y. 

dy 2 + '1 , (ft= Х !/! • 

если х (О) = О, У (О) = 5. 

D. Перейдя к изображениям, имеем 

( р.Х(р)=Х(р)+2У(Р). 

{ р.у (p)-5=2X(p)+Y(p)+~. l . р 

Решив эту систему отно:ительно х и у, получаем 

- IOp+2 
х(р)= p(p+I)(p-З) , 

- 5р2--4р-l 

У (р) = р (р+ 1) (р-З) • 

для определения Х ВCJспол!>зуемся 
лой (5) § 2: 

ВТОРОЙ теоремой разложенн я и форму-

u(P)=IOp+2. 1) (р)=рЗ_2р2 _Зр. 1)' (Р)=Зр2-4р-З, 

Pl=O, pz=-I. рз=З; 
и (рд _ и (О) =_! и (Р'2) и (-1) 2 и (Рз) _~_~ 
и' (Pl) - 1)' (О) 3' .1)' (Р2) 1)' (-1) '1)' (p~) - 1)'(З) - З' 

, 2 8 
Таким 06разом, х=- 3 -2е- t+з езt . Аналогично 

I 
находим у ="3 + 

8 + 2е-t+з езt . .. 

Решить дифференциальные уравнения: 

1143. у'-2у=0; y(O)=I. 
1144. y'+y=et ; у(О)=О. 
1145. у/l-9у= О; У (О) = у' (О) = О. 

1146. у" + у' :-2у =e l ; у (О) = -1, у' (О) = О. 
1147. y'"-6у"+IIу'-бу=0; у(О)=О, y'(O)=l, у"(О) =0. 
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Решить системы уравнений: 

dx dy . 1148. Тt= 2у, тt = 2х, х (О) = 2, У (О) = 2, 

dx dy ' , 
1149. Тt= 3х+ 4у, Тt= 4х-3у; х(О) =У (0)= 1. 

PeиafТЬ интегральные уравнения: 
t 

1150. S у('т:) (t-'t)2d1:= ~ t З • 
о 
t . 

1151. S У (1:) COS (t -1:) d1: = l-cos t. 
о 

5. ОБЩАЯ ФОРМУЛА ОБРАЩЕНИЯ 

Пусть функция 1 (1) обладает следующими свойствами: 
1°. {щ == о Iiри t < О. 
2°. 11(е)1 < Mes•t при ' t > о, где М> О и 50-некоторые действительные 

постоянные. 

ЗО . На любом конечном отрезке [а, Ь] (о < а < Ь) функция удовлетворяет 
условиям Дирихле. 

ао 

Тогда функция Т(Р), определяемая равенством Т (Р)= S е-Р'! (1) dt, яв
о 

ляется аналитической в полуплоскости Re р:;;;., 5i > 50' 

При этом справедлива фор.кула обращения (фор.кула Рu.кан.а-Меллuна) 

0+100 o+i", 

f (t) = -21 .. lim S еР'! (р) dp, или f (1) =-21. S epQ (р) dp, 
т OO~'" т 

о -iro o-iao 

дающая выражение оригинала 1 (i) через изображение Т(р); причем а-произ
вольное число, удовлетворяющее неравенству а > 50' 

Если 1 Т(Р) 1 < CR-Jc, где p=Rei6 _n,,;;;;fJ < n, R > Ro, Ro, С и k> 0-
o+jao 

постоянные, то интеграл ~ , ePt 1 (р) dp в формуле обращения может быть 
a-ioo 

заменен на интегр'3'Л ~ ept т (р) dp, где у- окружность с центром в начале 
... 

координат, которая содержит внутри все полюсы· Функцин F (р) = еР'Т (р). 

1 -5 Следовательно, f (t) = 2ni eptT (р) dp. 
. ... 

Применив основную теорему о вычетах, получаем 

f(I)=-2
1

.2ni ('l+'z+···+'m), nl 

где 'i, '." .. ', 'т - вычеты функции F (р) относительно полюсов. Итак, 
т 

f (t) = ~ , j' Эта формула для дроБНО'рационального изображения в под роб-
1=1 

иой записи есть не что иное, как формулы (4) и (5) § 2. 
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- I 
1152. Найти-оригинал по изображению t (р) = (р _1)3' 

ept 
1::. Находим вычет функции F (Р)= (р_ ])3 : 

1 dS 
[ ] 1 d2 1 е и ,=- 11т - (p-l)З.F(р) =-21 11т -d а (ept) =-21 Нт t2ept=-21 et • 

2! р -+ 1 dpl Р -+ 1 Р р -+ 1 . 

t2et 
Следова~ельно, !'(е) =21 . А. 

1153. Наити оригинал по изображению 

Т(р)= (p+l) (Р+2;(Р+З) (р+4) 
1::. Имеем 

pept 

F (р) =;= (р+ 1) (р+2) (р+З) (р+4) , 

] -'i= 11т (p+l).F(P)=--6 гt , '2= 11т (р+2)·Р(р)=е 2t, 
р-+-l р-+·а 

3 2 '3= 11т (p+3)·F (р) =--2 e-3t, '.,,= 11т (р+4).Р (р) =-3 e-ct .• 
р .... -3 р-+ -4 

132 
СлеДl]вательно, !(t)=--ве-t+е-2t-2"е-З'+зе-4t. А 

Найти оригиналы по данным изображениям: 
- 4_р_р2 

1154. f (р) = р3_р2" 
- . 1 

1155. f (р) = р"'-6р3+ llp2-6p 

- 1 
1156. f (р) = (P-l)3 ~з+ ]) . 

§ в. ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ К РЕШЕНИЮ 
НЕКОТОРЫХ УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Рассмотрим решения некоторых уравнений математической фИЗИКИ-ВOJIно
вого уравнения и уравнения теплопроводности. Наиболее эффективными при 
этом являются методы операционного исчисления, основанные на идее ИСПOJlь

зования преобразования Лапласа. Ограничимся случаем, когда искомая функ
ция и зависит от двух· независимых леременных х и t, где х-пространст
венная координата, t-время. Нестационарность рассматриваемой задачи 
ВЫРllжается в том, что ищется решение, которое существенно зависит от 

начальных условий, и потому имеет место неустановившийся (или переходной) 
режим физического процесса. 

Допустим, что дифференциальное уравнение в частных производных имеет 
вид 

(1) 

rAe А, В, С, Ai, Вi-непрерывные функции от .r:, заданные в промежутке 
О со; х о;;;;;; 1 (можно считать, что А > .0). . 

Рассмотрим два основных случая: 1) А 1 < О, что соответствует гипербо
.пическому типу уравнения; 2) Al = О, В1 < О, что соответствует параболичеоо 



скому тнпу. ПРИЭТIlХ условиях псставленную Ilестационарную задачу можно 
сформулировать так: требуется найти решение u (х, t) уравнения (1) для 
O~X~' и t~O, удовлетворяющее начальным условиям и(х, t)lt=o=qJ(x), 
д I . д~ = Ф (х) (ПРllчем второе условие задается в случае A1 < О) И граничньш 

f=o 

дu I ди I УСДСВIIЯМ и(х, t)lx=o=f(t), а-д +Р-д! =уи(х, t)lx=l, где 
х x=l х=' 

а. ~, 1'- постоянные. Заметим, что ' при 1_ 00 второе ГРВНИЧР.De ус.~ОDие 
отпадает. 

дu д2и 
Предпо.1агается также, что u (х, '), дХ' дха ' явл?ющиеся функциями 

от t, MorYT С.1УЖИТh оригиналами и (ITO изображения нскомой функции и ее 
, ПРОIiЗВОДНЫХ IIмеют вид 

- S"" 'f дu /1 (х, Р)= грt u (х. t) dt. J гР! дх dt= 
о о 

'" -
=- це-рfdt=-, d \' du 

dx < dx 
о 

дu dtu 
Здесь р раСС~lатривается только как параметр. Изображениями же дГ и at

l 

служат 

a/t • ':С'" д2u . 2- да (х, О) 
ar~pu-u(x, О), дl2~P и-ри(х. 0)-, дt ' 

иmI. с учетом начальных условиii, 

дu . -
ar ~pu -ер (х), 

- - [iu - ] -граНllчные Ус.10ВНЯ 111 х=о = f (Р), . а dx + ~ (рu - ер (х) х= l = уи 1 x:l' 

Таким образом. решение урав~ения (1) сводится к решению onepaTopHoro 
уравнения 

d2u du -
А dx2 +В dx +Мu +N=O, (2) 

где M=C-А1р2+В1Р. N=-А1Рер-А1'i'-В1ер (р-параметр), являющегося 
оБЫ:010l3енныи дифференциальным уравнением BToporo порядка. 

НаIiдя изображение искомой функции и (х, t), с помощью таблицы или 
форму.1Ы обращения Римана-Меллина можно определить оригинал. ' 

1157. КОНЦЫ, струны х = О и ' х = 1 закреплены жестко. На
чальное отклонение задано равенством и (х, О) = А sin (nx/l), 
о ~ х ~ 1; начальная скорость равна нулю. Найти отклонение 
и (.,\, ,1) при t > О. 

д2u 1 д2u 
6 ДиффереНЦ\lа.:ьное павнеl!lIе за;:.ачи И/;1еетвид дхl -7' дt'l =0. 

НЦ'lВ,1ЬНЫС ус.~О3!lЯ 11 (О, t) = А slл ~x, дu~; О) О: граНliЧf;ые условия 
и (О, () = и tl, t) = О. ЗаЛl\шем соответствующее операторное уравнеНРое 

d~u р2 1 1tX 
dx2 -7' u =-рА. azSlЛ- ~ 

гра~IIЧНЫ~ У:.~(1ВИЯ и Ix=o = и 1 x=l = О. 



Общее решение ОДНоt:оДНоГо уравнения имеет вид 

и ="Cle(P/a)x+C~e-(P/a)x, 

а частное решение неоднородного уравнения будем искать в виде 

~- щ- щ 
v =C1 COs-l-+Сz sm -1-' 

т. е. 

о 

- - лх ~ . лх 
v =С1 COS -/-+(2 sm -/-, 

- -п; ЛХ -п nx 
v'=-С1 'Z sm -/-+C2 ·/COS-/-, 

- - п;2 лх - л2 лх 
v"=-C1 '/2COS-/--C2'/2 sln -./-

рА щ - (р2 л2 
) лх - (Р2 I Л2 ) • Щ 

-(i2SIn -/-=-С2 (i2+12 sln -/--С1 . (i2'12 cos-/-. 

- рА 
Отсюда (;1 = О, С2 = . р2+ л2а2j/2' Таким образом, 05щее решение оператор-
нога уравнени я сеть 

u(х р)=С е (р/а)х+с е-(р/а)х+ Ар . sln~. 
• 1 2 р2 + а2л2jlZ l 

- Ар лх 
Учитывая граничные условия, получим u (х, р) = р2+ a2,r,ij/2 sln -/_. Ориги-

налом для такого изображения служит функция 

лаt лх 
u (х, t) = А cos -,- sln -Z-' .. 

ди д2и 
1158. Найти .решение уравнения дt = аЗ дх2 ' удовлетворяющее 

начальным и граничным условиям: и (х, О) = О; и (О, t)..:... ио • 
О < х < 00, t > О. 

~ Запишем оператор ное уравнение 

d2u(x р) р .. -
--+_."-,-' -,и (х р) = О. 

dx2 а2 • 

. Общее решение этого уравнения есть 

и (х. P)=Cle-хУр/а +С2ехУР/а. 

Согласно условию, функции ' u (х, t) и u(х, р) при х ~ 00 являются ограни
ченными, а потому Cz = О. 

Используя граничное -условне ii (х, р) I х=о = Uo/р, находим произвольную 
щх:тоянную С1 =ио/р. Тогда u=(ио/р) е"'Х УР/а. Пользуясь соотношением 
~ е-а Ур -:-.. Erf (2 ;т ), находим оригинал для функции и (х, р). 

Решение данного уравиения имеет вид 

и (х, t)=uo·Erf (2а ~e ). 
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где, ка.к известно, 

Сле~овательно, 

( 

Х/(2ауп ) 

u(х, t)=uo.Err(2a,Vr )=uо l-,;;'ii' 5 e-""d-r •• 
о 

. ~ ~ 
1159. Найти решение уравнения теплопроводности дх' = ~2 дt • 

удовлетворяющее начальным и граничным условиям: и (х, О) = 
= А sin (mtx/l) , О ~ х ~ [; и (О, t) = и (l, t) = О. 

6. Операторное уравнение, соответствующее данному уравнению в частных 
пронзводных, имеет вид 

а его общее решение 

d2u - mtx 
-_-a,lp· U=- а,2А sln--
dx2 1 ' 

- -а. Ур" х а. У'Р х А nлх 
и (х, р) = С1е + Сае + р + (n 2лZ)/(а,2[2) sln -е-. 

Учитывая граничные условия и I х=о=U I х=е=О, получим 
- () А • sln nлх 
и х, р р+(n'л')/(а,'lZ) [' 

Ор~гинал этого решения есть u (х, t) = Ae-(n1П') t/(a.'/') sln n~x. • 

ди д'и 
1160. Найти решение уравнения дt = а дх" удовлетворяющее 

начальному усло'Вию и (х, О) = О (х> О) и граничным условиям 
и (О, t) = О, и (h. t) = и о , , 

6. Запишем оператор ное уравненне 
d2u р _ 
----·и =0 dx' а ' 

которОе надо решить при условиях и (О, ') = о, и (h, t) = ио/р. Общее решение 
операторного уравнення запишем в виде 

U(х. р)=АсЬ Ур/ах+В sh У'р/ах. {*) 

Используя граничные условия. найдем постоянные А и В. Имеем 

ио ,Е- ио 
А=О. -р =B·sh r p/a·h, т. е, ' В • 

p.sh У p/ah 
- ио sh ypjax 

Подставляя значения А и В в равенство (*). получим tI =-. ,Е • 
, Р sh r p/ah 

Согласно формуле обращения Римана-Меллина, имеем 

o+i", _ 

и (х, t) = ~ {' ept sh У р/а х. dp • ("'*) 
2111 J sh У p/ah р 

а-(оо 
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Для вычисления интеграла найдем вычеты подынтегральной ФУНI{Ции. Прирав
нивая знамеffатель нулю н учитывая, что корни fипербо.1ИЧеского синуса 

явдяются чисто мннмымн И равными ikл, находнм 

sh у p/ah=O, у Рk/аh=ikл, Рk=-k2л2а/h2 (k Е N). 

Все k по.,юсов-простые, отлнчные от нуля; поэтому, применяя теорему 
Коши о Bbl'leTax, получаем 

и (х. t) = " res F (р) ept, где F (р) = MN(P) = sh yj)7i1 х • 
~ р. (р) p'Sll V р/а h 
(Р k) 

причем степень М (р) не превосходит степени N (р). Тогда 
ос) 

м (Р) ~ м (О) + ~ м (Pk) /kt 
pN (р) . N (О) ~ Pk· N ' (Pk) , 

k=- 1 

где М (О) = liт sh YpjG. х х М (Pk) 
N (О) Р .... О sh V pja h h' а PkN' (Pk) 

2!" sh (ikлх!h) 
kл ch (ikл) • Вы разив ГII-

перболические функции через круговые, ПОЛУЧИ~I 

2 sln (kлхjh) = (_ 1)/1 • ~ • sin (kлхjh) • 
nk cos (kл) л k 

Таким образом. равенство ( :~*) примет вид 

( ') [ 
х + 2 ~, ( l)k -аk'nZfJh' sln (kЛХ1h)] .а. 

и х. =ио h л ~ -·е • k .-
k=l 

u д2u 1 д2и 
1161. Наити решение волнового уравнения дх2 =li2' дt2 ' удов-

плх ди (х, О) 
.т:етворяющее начальным условиям u (х, О) = А cos -1- , -д-t- = О, 

ди (О t) да (l ') 
О ~ х ~ 1 и граничным условиям д; =.: д~ = О. 

д2u ] д211 
1162. Найти решение волнового уравнения дх2 =li2 . дt 2' удов-

( О) О дu (х, О) В . IIЛХ 
летворяющее начальным условиям u х, =, д! SIП -1 • 

О ~ х ~ 1 и граничным условиям u (О, t) = u ([. t) = О. 

1163. Найти решение уравнения теплопроводности ~;: = a2~~ • 
удовлетворяющее условиям u (х, О) = О, х ~ О; u (О, ') = А, 
lim и(х, t)=O. 

Х -+ CIO 



ГЛАВ AIX 

МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

§ 1. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕниА 

Задача о нахождении приближенных значений действительных корней 
уравнения / (х) = О предусматривает предварительное отделение корня, т, е. 
установление промежутка, в котором других корней данного уравнения нет. 
Будем предполarать, что функция f (х) в лромежутке [а, Ь] непрерывна вместе 
со своими лроизводными {' (х) и '" (х), значения f (а) и / (Ь) функции на кон· 
цах промежутка имеют разные знаки, т. е. f (а).! (Ь) < О, и обе ЛРОИЗl!одные 
/' (х) и {" (х) сохраняют знак во всем промежутке [а, Ь]. 

Так как Д"ействительными корнями уравнения f (х) = О являются абсциссы 
точек пере(".ечсния кривой у = / (х) с осью Ох, то отделение корня можно про
извести графически. Вместо уравнения у =! (Х) можно взять уравнение у = k! (х), 
где k-постоянная величина, отличная от нуля, так как уравн~ния ! (Х) =0 
и k/(x)=O равносильны. 

, Постоянную величину k можно взять так, чтобы ординаты точек графика 
не были чрезмерно большими или, наоборот, чтобы график не был слишком 
близок к оси ОХ. Иногда бывает полезно уравнение f (х) = О записать в виде 
ер (х) = 'Ф (х). Действительными корнями исходного уравиения служат абсциссы 
точек пересечения графиков функuий у=<р(х) и У='Фtх). 

1. Метод хорд. Пусть требуется вычислить действительный корень урав
нения " (х)=О, изолированный на отрезке [а, Ь). Рассмотрим график функции 
у==/ (х). Пусть f (а) < О и f (Ь) > о. Точки графика А (а: f (а)] и В [Ь; t (Ь)] 
соеднним хордой. За приближенное значение искомого корня примем абсциссу 
Xt точки пересечения хорды АВ с осью- Ох. 

Это приближенное значение находится по формуле 

(Ь -а) f (а) 
Хl=а f(b)-f(a)' 

где Xi принадлежит интервалу (а, Ь). Пусть, например, f (Xl) < О, тогда З8 
новый (более узкий) промежуток kзоляции корня можно принять (Xl' Ь]. Сое
динив точки А 1 (x1; / (XI)] и в (Ь; / (Ь)], получим в TO'IKe пересечения хорды 
с осью ОХ второе приближение Х2' которое ВЫЧИCJlим по формуле 

. (b-Xl)f (Хl) 
X2=Xl- t(b)-f(Хl) ' 

и т. д. Последовательность чисел а, Xl, Х2' ••• стремится к искомому корню 
уравнения t (Х) = о. Вычисление приближенных значений корней у равнения 
следует вести до тех пор, пока не перестанут изменяться те деСЯТИЧНblе знаки, 

которые мы хотим сохранить в ответе (т. е. пока не будет достигнута задан, 
ная степень точности). 

Если X-ТО\lНЫЙ корень уравнения / (х) = О, изолированный на отре .зке 
(а, Ь], а s-приближенное значение корня, найденное методом хорд, то оцен
ка· погрешности этого приближенного значения такова: 

Ix-sl <_f(a)·f(b). тах I t;'(x) J. 
2- [а, Ь] lf (х) j3 

2. Метол касательных (метод Ньютона). Пусть действительный корень 
уравнения f (Х) = О изолирован на отрезке [а, Ь]. Будем преДПО.1агать, что все 
ограничения, сформулированные выше относительно / (Х), сохраняют силу и в 
этом случае. Возьмем на отрезке (а, Ь] такое число Хо, при котором / (хо) 
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имеет тот же знак, что и f' (хо) , т. е.' (Xo)·f6 (хо) > О (в частности, за хо мо
жет быть приият тот из концов отрезка (а, Ь], 11 котором соблюдено это усло
вие). Проведем в точке Мо (Хо; t (ХоН касательную к кривой у=' (х). За 
приближенное значение корня примем а6сцщ:су точки пересечеиия этоА каса
тельно/!: с осью ОХ. Это приближенное значение корня находится по формуле 

. f (Хо) 
Xl = Хо- [' (Xu)' 

ПриыеНIIВ этот прием вторично в точке М1 (хl; f (Хl)]' найдем 
f (Хl) 

ХЗ = Xl - " {Xl) 

" т. д. Полученная таким образом последовательность Хо' " Xi., X~, .,. имеет 
своим пределом искомый корень. 

Для оценки погрешности приближенного значения корня, найденного мето
дом Ньютона, может быть использовано неравенство 

I'х- ~ I < (f(s)) 1. тах 1 ';' (х) 1. 
2 [а, Ь] [{ (х)]З 

3. Комбинированный метод хорд и касательных. Пусть требуется найти 
действительный корень уравнения f (х) = О, изолированный на отрезке [а, " Ь). 

Предпо.1агается, что f (а) и f (Ь) имеют разные знаки, а каждая из производ
НЫХ соiраняer определенный знак на 'отрезке изоляции. Возьмем на отрезке 
[а, Ь] такую точку Ха, что.! (хо) и '" (Хо) (при х, принадлежащем промежутку 
lIЗОЛЯЦИИ) имеют одинаковые знаки. 

Восподьзуемся формулами методов хорд и касате.1ЬНЫХ: 

" f (Ха) • (Ь -а) '"(а) 
Xll=Xo- f,(Хо) , Хlв=а f(b)-f(a)' 

Ве.1I1ЧIIНЫ Xi.i и хн принадлежат промежутку изоляции, причем f (Xll) и f (Xi.~ 
имеют разные знакн. . 

Построим новую пару приближений к корню: 

f (хн) (Xi.2 - ХВ) f (Хн) 
Х21 = Хli. - " (X1l); Хв2 = Xii t (Ха) - t (ХН) • 

Точки X2i и Х22 на числовой оси расположены между точками Xli и Хl!, причем 
f (X21) и f (Х2З) имеют разиые знакн. 

Вычислим теперь зиачения 

" f (Хзд • 
Х31 = Х21 - " (Х21) , ХЗ2 = Хэi 

и т. Д. 

Каждая из последовательностей 

(Х22 - ХН) f (Х21) 
t (Хад - f (Х2д 

Xll. Хаl' Хзi.. "', Xnl • ••• ; Ха, XZZ. X3Z' "', XNZ, •• , 

стремится к искомому корню. прнчем одна нз последовательностей монотонно 

возрастает, а другая-монотонно убывает. Пусть, например, хnl < Х-< Хn2. 
тогда О < X-Xn_l < Xnt-Xnl' Задав заранее достаточно малое е. мы можем, 
увеличивая n, добиться выполwения неравенства Xn2-Xnl < е; следовательно, 
при этом же значении n будет выполняться неравенство Х-Хnl < е. Таким 
образом, хnl является приближенным значением корня Х. вычисленным с по
rрешностью, не превыwающей е. 

Так, например. для нахождения пр.нближеНного значения х с точностью 
до 0,001 нужно определить n таким образом, чтобы Зllачения xni и Xnl' вы· 
численные с точностыо до 0,001, совпадали. 

4. Мето .. Итерациli. Если данное уравнение прliведеllО к виду Х=q> (Х). 
где 1'1" (Х) 1..;; г < 1 .всюду на отрезке [а, bJ, иа котором исходное уравнение 
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имеет , едИНс:tвенныII корень, то исходя ИЗ некоторого начального значения ХО. 
принадлежащего отрезку [а, Ь}, можно построить такую последовательность: 

Xl=<P(XO)' Xz='q> (хl)., ••.• Xn=<P(~n-l)' 

Пределом этой последовате.'ЬНОСТИ является, единствеиный корень уравнени!!' 

I (х)=О на отрезке [а, Ь]. Погрешность приближенного значения хn корня Х. 
найденного методом итераций, оценивается неравенством 

Ix-xn I < 1 r г 'Хn-Хn _l1· 

Для нахождения приближенного значения корня с погрешностью, Jre превы
шающей е, достаточно определить n так, чтобы выполнялось неравенство 

г-I 
, ХN -Хn _l1 < -г- е. 

5. Метод проб. Интерва., ИЗОЛЯЦИИ Действительного корня всегда можно 
уменьшить путем деления его, иапример, пополам, определяя, на границах 

какой из частей ' первоначального интервала функция f (х) меняет зиак. Затем 
полученный ннтервал снова делят на две части и т. д. Такой процесс прово
дится до тех пор, пока не перестанут изменяться сохраняемые в ответе деся

тичные знаки. 

1164. Методом хорд найти положительный корень уравнения 
r-2x-4=O с точностью до 0,,01. 

6. Положительный корень заключен в промежутке (1; 1,7), так как 
1(1)=-5< О"а 1(1.7)=o,952> о. ' 

Найдем первое приб.1иженное знаlJение корня по формуле 

(1,7-1)·/(1)=1588 
1 (1,7)-) (1) , . 

Так как '(1,588)=-0,817<0, то снова ПРИ/dеНИМ ' метод хорд кпроме
жутку (1,588; 1,7): 

1588 (1,7-],588).'(1,588) 391 63 005 О 
Х2= , - /(],7)-I(I,588) =1,6 ; (1, 9)=-, 1 < . 

НаЙдем третье приближенное значение: 

(1,7- 1,639). f (1,639) 
хз= 1,639- f (1,7)-1 (1,639) = 1,642; f (1,642) = -0,016 < О. 

Найдем четвертое приближенное значение: 

(1,7-1,642)./ (1,642) =1643. 1 (1643) =0004 > О 
1(1,7)-/(1,642) ", , • 

Следовательно, с точностью до 0,01 искомый корень равен 1,64." 

1165. Решить предыдущий пример методом к~сательных. 

6,. Зд.есь f (х) =.r-2x,-4, "(х) =4хЗ-2, f' (х) = 12х2 • Так как f (х) и /d (х) 
при хо = 1,7 имеют один и тот же знак, а именно / (1,7) = 0,952 > О и r О,7) > О, 
то ВО:ПОJ!ьзуемся формулой Хl =хо-! (хо)//' (хо), где " (1,7) '=4.1,73-2 = 
= 17,652. Тогда 

-"'1= 1,7-0,952/17,652= 1,646. 

Применим снова меТО.1 касательных. Имеем Х2 ~ Xi-f (Хl)П' (хl), где 
f (xJ = i (1 ,646) = 0,048, {' (! ,64б) = 15,838; значит, , 

-"'2 = 1,646-0,048/15,838 = 1,643. 
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АнаЛОГИЧНЫl\j: образом находим f (1,643) = 0,004; " (1,643) = 15,740, т. е • .

ХЗ=Х2-{ (Х2)/!' (xz) = 1,643-0,004/15,740'= 1,6427. 

Следовательно, 'искомый корень с точностью до 0,01 равен 1,64 . .А 

1166. Используя комбинированный метод хорд и касательных, 
найти приближенное значение корня уравнения хЗ +х2-1l =0, 
изолированного в промежутке (1, 2). с точностью до 0,001. 

6Имеем f(x)=x3+x2-II, f'(х)=Зх'+2х, '(х)=6х+2. В указанном 
промежутке '" (х) > О, поэтому за первое приближение в способе касателЬИ(iХ 
берем Хо=2, так как 1(2)=1:> О: 

, f (Ха) 1 • 
Хll=ХО- " (хо) =2-16= 1,9375 ~ 1,94, 

(Ь-а) f (а) (2-1) (-9) 9 
Xi2=a' f(b)-f(a) 1 1-(-9) 1+10=1,9. 

Искомый корен!? принадлежит промежутку ,(1,9; 1,94); имее"" f (1,9)=-0,531; 
f (1,94) =0,065; " (1,94)= 15,172; 

0065 0,04.(-0,531) 
X2i=I,94~ 15,172=1,936; Х2а=1,9 0,065+0,531 =;=1,936. 

Так как значеННя Xai Н Х22' БЫЧИCJIенные с точностью до 0,001, совпаЛи, ~O 
приближенное 8Н1lчение корня Х. вычисленное с точностью до 0,001, есть 
1,936.. ' 

1167. Методом итераций найти приближенное значение корня 
уравнения 2-1gx-x=0 с точностью до 0,001. , 

6. Найдем интервал изоляции действительного кория уравнения. Предста
вим данное уравнение ,Б Биде Ig.x= -х+2 и построим гр'афикн фунКций 
у= Ig х и у= -'-Х+2. Абсцисса точки М пересечения этих графиков находит-
ся Б про,'\!ежyt1l:е [1, 2], поэтому за начальное значение х можно взять ХО = 1 
(рис. 73). 

Запишем исходное уравнение Б Биде х= 2-1g х. Здесь q) (х) = 2-1g х, 
'Р' (х) = -(lge)/x, т. е. I 'Р' (х) 1< 1 в промежутке [1, 2] и поэтому метод ите
раций применим. Найдем теперь первое приближенное значение: 

xl=2-1gХо=2-1g 1 =2. 

Найдем второе и последующие приближения: 

Х2 = 2-1g Хl = 2-0,3010 = 1,6990; Ха= 2-1g 1,6990 = 2-0,2302 = 1,7698; 
x4=2-1g1,7698=2-0,2480= 1,7520; Хб=2-1g 1,7520=2-0,2435= 1,7565; 
xe=2-1g1,7565=2-0,2445= 1,7555; x,=2~-lg 1,7555=2-0,2444= 1,7556. 

Таким образом, искомый корень Х ~ 1,755 . .А 

1168.' Методом проб решить уравнение хЗ + 2х - 7 = О с точ
ностью до 0,01. 

6. Интервал изоляции действительиого корня, можно определить графи- ' 
чески, построив графики функций у=хЗ и у=-2Х+7(рис. 74). " 

Единственная' точка пересечения графиков находится: в интервале (1, 2). 
Следовательно, искомый корень заключен в этом интервале, т. е. МО)l(JlРПРИ
пять а= 1, Ь=2., Найдем значения функции на концах интервала: 1 (1) = 
.;... 4 < О; f (2) = 5 > О. Разделив интервал (1, 2Jпополам, получим c{~'(a+ b)/~ ':::' 
= (1 +2)/2=1;5 и вычислим f (cl)=f (1,5)= -'-0,625 < О. Следовательно, иско
мыА корень находится в интервале '(1,5; 2). 
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Примем CJ= 1,7; f (С2) =! (1,7) = 1,313> О. мы видим, что искомый KOj:eнb 
находится в' интервале (1,5; 1,7). Примем теперь Са= 1,6: f (Сэ)=f (1,6) = 
= 0,296 > О. в результате интервал изоляции удалось сузить, и искомый 
корень находится в интервале (1,5; 1,6). 

Продолжая этот процесс, имеем: 
С.= 1,55; f (с.)=' (1,55) = -0,176 < О; интервал изоляции {1,55; 1,6); 
С& = 1,57; f (С6) = f (1,57) = 0,010 > О; интервал изоляции (1,55; 1,57); 
С7 = 1,565; t (с7) = t (1 ,565) = -0,037 < О; интервал изоляции (1 56' 1 57)' 
Са = 1,568; f (Св) = t (1,568) = -0,009 < О. ' " , 

1/ . !I 

Рис. 73 Рис. 74 

Таким образом, мы' получили интервал (1,568; 1,57).. Отсюда ВИДНОi что 
с точностью до О, 01 искомый корень х= 1,57. А -

1169. Определить графически интервалы изоляции действи
тельных корней уравнения хЗ -9х2 + 18х-l =0. 

1170. Определить графически интервалы изоляции действи
тельных корней уравнения х3-12х+ 1 =0. 

Методом хорд и касательных решить с точностью до 0,01 
уравнения: 

1171. х4+ 3х-20= о. 
1172. хЗ -2х-5=0. 
1173. х4-3Х+ 1=0. 
1174. хз +зх+5=0. 
1175. х4 + 5х - 7 = О (применить комбинированный метод хорд 

и касf!.Тельных). 

Методом итераций решить с точностью до 0,01 уравнения: 

1176. ХЗ-12х-5 = о. 
1177. х3-2х2-4х-7=0. 

Методом проб, деля интервал изоляции корня на части, ре-
шить с точностью до 0,01 уравн~ния: 

1178. х+ех=о. 
1179. xb-х-2=0. 
1180. Применив ' дважды метод хорд, найти приближенное 

значение действительного корня уравнения x3-IОх+5=0, изо
лированного в промежутке [О; 0,6J. Приближенные значения х! 
и Х2 ' вычислить С двумя знаками после запятой. Оц~нить погреш
ность приближенного значения х •. 
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6, Нахо.дим 

'(х)=ХЗ-10х+5, l' (х)=3х'-10, 'n(х)=6х; 
{(О)=5; {(0,6)=0,216-6+5=-0,784; 

0,G·5 3 . 
Xi=O- -о 7В4-5=5 784 =0,52; 1 (0,52)=0,141-5,2+5= -0,059 < О. 

" . 
Ho.nbIii IIl1терпа.1 IIзо..1ЯЦИИ (JO; O,52~. Нахо.дим вто.ро.е приближеНl!е: 

-0,52·5 2,6 
Х2=0- -о 059-5 5059 =Q,51. , , 

Оценим по.грешно.сть это.го. приближенно.го. зна'lения по. ФОРМУ.1е 

1
- 1 f (а) f (Ь) I "(х) I 
Х-Х2 < -2 .[~a:] !f' (х)]3 • 

приняв а = О, Ь = 0,52. Имеем 

1
- I 5· О 059 / 6х / Х-Х2 < --2' -. тах (3· 10)3' 

[0;0,52] Х"-

В указанно.м ИllТсрвале I (3х2 :1О)3 1= (10~~~2)3' Эта ФУНКЦИЯ nРIIНlIмает 
наибо..1ьшсе Зllа'It'IIIJС прн Х= 0,5~. Таким о.бразо.ы, 

- . 3,12 
1 Х-Х21 < 0,1475· (10- 0,8112)3' 

Итак, по.Л)'Ч1!е! оценку .1рнБJlнжешlOГо. значеllИЯ l<ОрНЯ: 1 х:-О,51 1 < 0,0006. 
Отсюда сm'дует, '!То. n приближенно.м значенин ко.рня Х2 = 0,51 о.ба зна1tа 
верны .... 

1181. ПРllмешIВ дgажды метод касательных, найти лрибли-
. женное значение действительного корня уравнеНIIЯ .1.-oI-8х+ 1=0. 
изолированного в лромежутке [1.6; 2]. Приближенные значения 
Х! Н Х2 ВЫЧИСЛИ1Ь С двумя знаками после запятой. Оценить логреш
насть приближенного значения Ха' 

6, Нахо.дим f- (х) = х4 -8х+ 1, {' (х) = 4ХЗ-8, r (х) = 12х:; 1 (1,6) = -5,246. 
1(2) = [; {" (х) > о, f (2) = 1 > ~/ по.это.му принимаем ХО = 2. Применяем формулу 

xl=xo-f(xo)!f'(xo), т. е. Xl=2-1/24=I,96. 

Определяем вто.ро.е приближение. Нахо.дим f (Хl) = [,964-8·1,96+ 1=0,09. 
[' (хд = 4·1 ,963-8= 22, 12; значит, 

Xt=xl-f (Х1Щ' (хl)' т. е. Х2= 1,96-0,09/22,12= 1,956:=:: 1,96. 

Оценим по.греШIIОСТЬ найденного. приближенно.го. значени я ко.рня: 

1 Х-Х21 < !f (Х2)]2 . тах I ,;' (й 3/' 
2 [1,8; 2] [f (. ) 

в HHTcгna.~c (1,6; 2) имеем 

I '" (х) I I ] 2х2 I If' (х)]3 = (4х3 _ 8)3 

X Z 
Внутри про.межутка [1,6; 2] функция (х3 _2)3 экстремумо.внеимеет. Наи-

б~Лl.>шеrо. значения о.llа достиrает при х= 1,6: 

- 0,092 З,16:! 
Ix-I,96 1 < -2-'16(1,63-2)~' 
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т. е. 1 х-] ,961 < 0,0002; с.lедов~тельно, в приближенном значении корня 1,96 
все цифры верны ... 

1182. Применив пять раз метод итераций, найти приближен
ныи корень уравнения 2x-cosx= О, изолированный в проме
жутке {О; 0,5J, с точностью ДО трех значащих цифр. 

6. Запишем данное уравнение в виде х= 0,5 cos х; следовате.~ьно,!р (х) = 
= 0,5 cos х, ер' (х) = 0,5 sln х. В промежутк':! [О; О,5] имеем 1 ер' (х) I < 0,5::: г .( 1. 
Примем хо = 0,5; хl = 0,5 cos хо, Х2 = 0,5 cos хl и т. д. 

Выполним вычисления: хl = 0,5 cos 0,5 = 0,5 cos 28041' = 0,4396; 
Xz = 0,5 cos 0,4386 = 0,5 cos 25008' = 0,4527, Ха = 0,5 cos 0,4527 = 0,5 со:> 25056' = 
= 0,4496; Xt = 0,5 cos 25046' = 0,4503, ХБ = 0.5 со:> 25048' = 0,4502. 

Оценку погрешности вычислим по формуле 

- г 
'Х-Х51 < -1- lx;\-X41· 

-г 

Имее~ 1 Х-0.45021 < 10,4502 -0.45031, т. е. 

I х-О,45021 < 0,0001. или 0,4501 < х < 0,4503. 

с.,едовате.1ЬНО. с точностыо до трех значащихциф;> приближенное зна
чение корня равно 0.450 ... 

6. Обобщение метода Ньютона для прибли_енного решеННJI уравненнЙ. 
а) Метод Чебышева. Пусть требуется найти деЙствите.1ЬНЫЙ корень урав· 

нения ! (х) = О, изолированный в интервале ]а. Ь[. Функция! (х) предполагается 
I:епрерывной вместе с производными до n·Го порядка включительно, причем 
[' (х) ;i= О в интерва.1е(а, Ь). Ра~смотрим кривую х= 6+ А 1у+ А2у2+ ... +Аnу". 
Подберем параметры 6. А1 А 2 • •••• А" так, чтобы кривые y=j(x) и Х=6+ 

n 
+ ~ Akyll В точке с абсциссой x~ из интервала ]а, Ь[ имели касание n-ro 

k=l 
порядка. НаПОЫНЮI (см. ч. 1. гл. УН. § 4). что кривые у=! (х) и У=!р (х) 
D точке с абсцис:оя ха IIмеют касание n-го порядка. если 

Геометрически точка касания n-го порядка является предельным положеНllем 
n+ 1 точек пересечения кривых у = f (х) и у=!р (х) при стремлеНIIИ этих точек 
пересечения к точке с абсциссой хо. В данном случае кривая У=!р (х) неявно 

71 

опреде.1яется уравнением х= 6+ ~ Akyll. 
k=l 

При таком выборе параметров 6, А 1• Az • •• " А" за приб.lиженное значение искомого корня можно принять абсциссу точки пересечения кривой 
71 

х = 6 + ~ АМJЯ с осью Ох, т. е. число 6. 
k=l ' 

f (хо) н 
Если n = 1. то 6 = ХО-" (хо) (формула метода ьютона). 

ЕС.ll1 n=2. то 

(1) 

Ес.1И n = 3. то 

(2) 
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Если n=4, то 

t _ 1 (Хо) lf (xblJz, {" (хо) [1 (хо)]з 3 [1" (хо)]2- /' (ХоН'" (хо) _ 
ь - хо - " (хо) 21 [{' (xo)j3 31' (1' (Хо)]' 

rt (хо)]4 [f ' (Хо)]Ч1 У (хо) -IO{' (хо) r (хо) 1'" (хо)+15 rr (Хо)]' 
- -4- 1- . [f' (Хо) J7 

Приведеы оценки nогрешнссmи значений корней, ,найденных по форму-
Jlам (1) и (2). . 
Для формулы (1) при n=2 

1
- t 1 [f (хо)]з I з rr (х)]2_ {' (х) {", (х) I 
х-.. < -3-1-0 тах и' (х)]Б • 

[а, Ь] 

Для формулы (2) при n=з 

I х- ~ 1 < [f (ха)]' I 'а' (х)]2 flV (x)-lOf' (х) /11 (х) {'" (х)+ 15 [/" (х)]а I 
41 .: ~.a:] [1' (x)]~ . о 

б) Для отыскания действительного корня уравнения / (х) = О. изолировав
ного в интервале (о, Ь). рассматривается кривая 

. x-~" 
У= Ao+Al(X-Хо)+Аа(х-хо)'+ооо+А,,_l(Х-Хо)"-~ (3) 

имеющая с кривой у = f (х) в точке с абсциссой ха (а < хо < Ь) касание n-го 
порядка. Примем за приближеииое значение корня абсциссу точки пересечения 
этой кривой с осью Ох, т. е. ~". 

Из условия: касания находнм это приближенное значение: 

rAe 
bi 
Ьа 

Dn = Ьа 

t Ь D"_i 
ь,,=ха- O'-D-' ,. 

ЬО О О 000 О 

bi ЬО О 000 О 

Ь2 Ь! ЬО 000 О 

О 

О 

О 

b"_l b,,_~ b,,_i Ь,._С о. о ьi Ьо 
Ь" b,,_i Ьn _:. Ь,._ • ••• Ь. bi 

flll) (хо) 
bk=~ (k= 1, 2, .. " n), Ьо=' (Хо). 

(4) 

I 
Если n= 1, то уравнение (3) опр~деляет прямую У=А; (x-~) и для при-

ближенного значеН1lЯ корня получается формула метода Ньютона. 
Таким образом, формула (4) обобщает метод Ньютона для приближеиного 

решения уравнений. 
Ес.'1И n=2, то 

Еслн '~ = 3, то 

1183. Найти 

0,0000001, 
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b~-boba 
(5) 

( bi - ЬоЬв) Ьо 
~з=:,Хо 

I :~ :: ~o I Ьа Ь. Ь! 

(6) 

приближенное значение VЗ с точностью до 



, 6. Применим к· уравнению х2-3=0 ФОрмулу Чебышева при i1.=4. При
мем xo'=I,7; тогда , (х)=х2 -3. "(х)=2х, r(x)=2,""(x)=O,f'Y(x)=0; 
(1,7)=-0,11, 1'(1,7)=3,4, r(l,7)=2,lf'''(I,7)=O, {!Y(l,7)=O. Следова-
тельно, 

~=17+'~,-o,l12.2, 0.1j3 . ..I2. __ 0.1J4.J.~~= 
, 3,4 213,43 '1 31 3,4" 41 3,47 

= 1,7 +0,0323529-0,0003078 +0,0000058-0,0000001 = 1,7320508. 

Так как' (1,7320508) < О, но f (1,7320509) > о, то в приближенном значении 
корня ~= 1,7320508 все знаки верны ... 

1184. Найти приближенное значение действительного корня 
уравнения 2х3 + 2х- 7 = О с точностыо до 0,000001. 

6. Имеем '(x)=2x3+2x~7, " (х)=6х2 +2 > О; . f(х)-возрастающая 
Функция;/(l,3)=4,394+2,6-7=-О,О06 < 0,1(1,4)=5,488+2,8-7=1,288 > О. 
Следовательно, в интервале (1,3; 1,4) имеется единственный действительный 
корень данного ура/lllения. 

Примем хо=I,3. Воспользуемся формулой Чебышева при n=2; находим 
'(х)=2х3+2х-7, /'(х)=6х2 +2, 1"(x)=12x; 1(1,3)=-0,006, 1'(1,3)=12,14, r (1,3) = 15,6; значит,' 

!:-13 + 0,006 0,000036 15,6 13 9 О 13 94 
'0-, 12,14 2 1789,1883 ,+0,0004 42~ ,0000002= , 004 ; 

/ (1,300494)=4.399009+2,600988-7=-0.000003 < о, 
f (1,300495)=4,399021 +2,600990-7=+0,000011 > О. 

Следовательно, все знаки ,приближенного значения корнк S = 1,300494 
верны ... 

1185. С помощью формулы Чебышева найти приближенное 
значение v5 с точностью до 0,00001. Принять n=3. 

1186. Приняв в формуле Чебышева n = 2, вычислить действи
тельный корень уравнения 3х5 + 6х-16=0 с точностью до 0,00001. 

1187. Найти приближенное значение V2' с точностью до 0,00001. 

6. Положим f (х) = х' - 2. Применяем формулу (6), взяв хо = 1,4. Тогда 
f (х) =х2-2, " (х) =2х, r (х) = 2, Г" (х) =0; Ьо=1 (1,4)=-0,04, b1=f' (1,4}=2,8, 
Ь2 = (1/2) r (1,4) = (1/2)·2 = 1, 1'" (1,4) =0. Следовательно, 

~ = 14+ (7,84+0,04).0,04 = 14 + 7,88·0.04 
3 , 12'8-0'04 О I ' 21,952+ 0,224 

1 2,8 -0,04 
О 1 2,8 

= 1,4+~2~:~~ = 1,4+0,01421 = 1,41421. 

~ce десятичные знаки приближенного значения корня верны ... 

1188. Приняв n= 2, найти приближенное значение положи
тельного корня уравнения r + х2-4 = О с точностью до 0,0001. 

1\ ПО./JOжИм хо = 1,3. Имеем f (х) =х3+х2-4, " (х) =3xZ+2x, '" (х)=6х+2, 
Ьо=! (1;3) = -О, 113, Ь1 =f' (1,3) =7,67, Ь2 = (1/2)·r (1,3) = (1/2)·9,8 =4,9. Тогда 

7,67.0,113 0,86"671 
;2=1,3+ 7,672+0,113.4,9 =1,3+,59,3826 =1,3146 .. 

Все десятичные знаки верны ... 
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1189. Приняв n = 2, найти прнблйженное значение корня урав
нения х+!nх=3 с точностью до 0,001. 

1190. С помощью формулы (6) найти приближенное значе-
5 / -

ине ~I 5 с точностью до 0,00001. 
1191. С помощью формулы (5) вычислить отрицательный 

корень уравнения 5х"-5х-47,071 = О с точностью ДО 0,0001. 

§ 2. ИНТЕРПОЛИРОВЛНИЕ 

1. ИнтерrюЛЯЦНОННЫЙ мноrочлен Лаrраllжа. Пусть дана таблица значеН\jЙ 

х Хn 

У Yi yz Уз Уn 

Требуете я составить многочлен у = f (х) степени т ~ п- 1, который принимал 
Оы заданные значения Yi при соответствующих значениях Xi, т . С Yi=f (Xi) 
(i = 1. 2. "', n). ИНЫ!ilИ С.~аDами, графlJК этого МНОГОЧ.l~на ДО.~жен проходнть 
через заданные n точек Mi (Xi; Yi), 

Обозначим через 

<р (х) = (X-Xl) (Х-Х2) (X -X~) ... (х-х1l) 

вспо~югате"lЬНЫЙ многочлен n-Й степени, D KOTOPO~I Xi- заданные таб.~И'IНЫ(: 
значеJ;iI!Я аргумента. Тогда имеет место равенст:во 

f (х) = у, . rp (х) + 
(X-Xl) (XI-XZ) (Х1- Хэ) ... (Х1- Хn) 

+ Yz' rp (Х) • + ... 
(Х-Х2) (X2-XI) (хz-хя) ... (Xz - x,,) 

, Уn'<р (Х) 
... т (х-хn) txn- X.I ) (Х"-Х2)'" (x,,-X,,_J)' 

1I.1И 

n 

f (Х) = L ,Y,~ ' rt' (х) • 
~=I ч' (.Ч;)(Х-Хk) 

Это 11 есть Ilнmер'/о. 1Я1jU'Jнныtl .ЮlOгочлеl' ЛагранжГ/. 

1192. Составить многочлен Лагранжа ДЛЯ следующей таблицы 
значений: 

х 2 з 4 

у 2 з 4 5 

,... 6. Вспомогэте.1h~,ыr, I,rfюг(",,~еfl !!)'еет nИJ. ер (:с) ="0 !.у_:) (х-.2) (:с-,') (х-1). 
L'Ы"IIСЛIШ (Г ' (х) nO('.1~.1nп г Te,1}'HO при jt~I\JJbIX Зl!а'!еН!lЯ:< .. 1;: 

(р' (х) = (х -2) (:с-3) (х-4) + (х- 1) (х--3) (х- 4) -:- (0<:- 1) (х- 2) (x-- 1\-I
+ (x-I) (х - 2) (х-3); 'р' (1) = -6, (р' (2) = 2, 'р' (3) ~ -2, 'р' (4) = 6. 
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2 3 f (х) = -6 (х-2) (х-3) (х-4) +2 (х-l) (х-3) (к-4) + 
4 5 + 2 (х-l) (к-2) (х-4) +"'6 (x-I) (х-2) (Х--:3)=К+ 1. 

Таким образом, в данном С.1учае интерпо."1ЯЦИОННЫЙ многоч.'Iеи есть линей
ная функция f (К) = к+ 1 ... 

1193. Найти уравнение параболы, проходящей через точки 
(2; О), (4; 3), (6; 5), (8; 4), (10; 1). 

6. Вспомогатмьный многоч.lен ю[еет вид q> (х) = (к-2) (х-4) (х-6) Х 
Х(х-8) (х-l0). Находим 

<р' (х) = (к-4) (к-6) (х-8) (х-IО)+(х-2) (х-6) (х-8) (х-IО)+(х-2)Х 
Х(х-4) (х-8) (х-IО)+(х-2) (х-4) (х-6) (x-10)+(x-2) (х-4) (х-6) (х-8); 

<р'(2)=384, <р'(4)=-96, 'Р'(6)==;64, <р'(8)='-96, q>'(10)=384. 

Тогда 

О 3 1 (х) =384 (х-4) (х-6) (х-8) (x-IO)+ -S6 (х-2) (х-6) (х-8) (x-IO)+ 

8 6 
+64 (х-2) (х-4) (х-8) (x-10)-96 (х-2) (х-4) (х-6) (x-IO)+ 

О I 
+384 (х-2) (х-4) (х-6) (х-8) = 32 (x' -26i!+220x2 -664x+ 640). 

Следовате.1ЬНО, IIско~юir ЯВ.lяет\:я парабо.lа четвертого порядка 

1 
У= 32 (x l -26r+220x2 -664x+ 640) ... 

1194. даны точки (О; 3), (2; 1), (3; 5), (4; 7). Составить урав
нение многочлена" принимающего указанные значения при задан

ных значениях аргумента. 

1195. Построить многочлен, принимающий значения, заданные 
таблицей 

х 3 4 6 

У -7 5 8 14 

1196. Построить многочлен, график которого проходит через 
точки (2; 3), (4; 7), (5; 9), (10; 19). 

2. ИнтерПОЛllционнаll формула Ньютона. Пусть Уо, Yi, У2' .•• -значения 
некоторой функции У=! (х), соответствующие равноотстоящим значениям аргу
мента .\1I;-Хl, xz, ••. (т. е: Xk+l-Хk=АХk=сопst). 

Введем обозначения: 
YI-УО=Ауо, YS-Уl=Ауi, .•• , Yn-Уn_i=АУn_i-разности первого по

рядка данной функции; 
AYI-АУо=А2уо, AY2-АУ1=А2уi, ... -разности второго порядка; 

AIIYi-·АnУо=Аn+lуо, AnY2-!jРУi=Аn+lУi, •.. -разности (n+ 1)·го по
рядка. 
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Производя ПОСJiедовательные подстановки • . получим 

:/12110 =1I.-211i. +110. &зllо =!la- 3У.+3Уt-!lо • •.•• 
n 

/1n!lo= ~ (-I)II.С~·!ln- ... 
k=O 

Лодобным . же образом находим 

Запишем таблицу разностей: 

... ' .. 

(1) 

Если в формуле (1) считать, что n- не только целое н положительное 
число, а может быть любым (n = 1), то получим uнmеРnОАЯЦUOННIIЮ ФОР"'!lА!I 
Ньюmoна: . 
" 

t t(t-.1) 3 t(t-l)(t-2) АЗ + +А' 
IIt=Yo+1/&1I0+--21-& 110+ - 31 u Уо - •• ,. u!lQI (2) 

Мы ПОЛУЧ}IЛИ такую фуикцию 9Т, t. которая при 1=0 обращае;тся в 110' 
при t= 1-в 111, при t=2-B 111 и т. д. Так как последующее значеиие аргу
мента Х при постоянноr~ шаге h определяется формулой Хn =Xo+nh. то 11 = 
= (xn-xo)/h. Тогда, полагая x=Xo+tlt, Т. е. t=(x-Xo)/h. приведем фор
мулу (I)K виду 

(3) 

J .97. Из таблицы 

х I I 2 I 3 4 I 5 
r 

6 I 7 

11 ,1 3 I 7 I 13 21 I 31 
J 

43 
·1 

57 

найти эначение , у при х= 3,1, польэуясь интерполяционной фор-
мулой Ньютона. 
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~ ~тавим таблицу разностей: 

у dy 

1 3 
4 

2 7 2 
6 О 

3 13 2 
8 О 

4 21 2 
10 О 

1) 31 2 
12 О 

6 43 2 
14 

7 57 
I 

Здесь %0=3' х=3,1, h=l. Тогда t=(x-хо)/h=(З,I-3)/I=О,l. Запишем 
нвтеРПOJJlIЦионныА многочлен Ньютона для этого случая: 

8n8 

У=lз+о,l,8+0,1(0~-I) .2=13,11. 

.. ~едовательно, при х=3,1 и у= 13,11 интеРПOJJяционныА мног-очлен для 
этой табпицы имеет вид 

1198. Даны десятичные .логарифмы чисел: Ig2,0=0,ЗОI03, 
19 2, 1 = 0,32222, Ig 2,2 == 0,34242, Ig 2,3 = 0,36173, 19 2,4 = 0,38021, 
19 2,5 = 0,39794. П6ЛЬЗуясь ин;терполяционной формулой Ньютона, 
найтн Ig2,03. 

~ ~авим таблицу разностей: 

% Igx 
1 

!J.y I !J.2y !J.Зу Д"'у :1 
!J.~y 

2,0 0,30103 2119 2,1 0,32222 2020 -99 10 2,2 0,34242 1931 -89 
б 

-4 6 2,3 0,36173 
18~B 

-83 8 2 
'2,4: 0,38021. I -75 ; 1773 2,5 0,39794 
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Здесь %0=2,0, х=2,О3, h=O,I. Тогда t = (z-хо)Jh = (2,03;-2,0)/0,1 =0,3. 
OтCJO,lt8 . 

= +'.Л +' (/-1) ЛI +1 (/-1) (/-:-2) Л3 + 
9 90 90 21!/0 З! Уо 

+'(/-I)(/-2)(t-3) Л. +t(t-l)(t~2)(t-3)(t-4) Л5 = 
41 Уо 51 Уо 

1 
, =0,30103+0,3.0,02119+2·0,3.0,7 .0,00099+ 

1 1 
+lгО,3.0,7. ],7·0,00010+ 24 .0,3·0,7 ·1,7 ·2,7 .0,00004+ 

1 . 
+ 120·0,3.0,7.1,7 ·2,7·3,7 .0,00006=0,30750. 

Таким образом, Ig 2,03 =0,30750. Пятизначная таб.'1ица логарифмов дзer 
тот же результат. А. 

1199. Заданы пятизначные логарифмы чисел от 4 до 10 через 
единицу. Пользуясь интерполяционной формулой Ньютона, вычис
лить четыехзначныыe логарифмы чисел от 6,5 до 7,0 через 0,1. 

1200. Зная квадраты чисел 5, 6, 7, 8, найти кваДJ:'ЗТ числа 6,25. 
1201. Составить интерполяционный многочлен Ньютона для 

,функции, заданной таблицей 

о 2 3 4 

у 4 ]5 40 85 

§ З. ПРИ6JIИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ OI"IРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

Если f (х)-непрерывная и дифференцируемая достаточное число раз иа 
отрезке [а, Ь] функция и h=(b-a)jn, xk=xo+kh (k=O, 1, 2, ••. , n), 
Yk = f (xk), то имеют место следующие формулы для приближенного вычисле· 
ння определенных интегралов. 

или 
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ФормуlШ nРЯAlОУiОJ/bНUКО3 

ь 

~ f (х) dx=h (!JO+Yl+YZ+'" +Yn-l)'+Rn 
а 

ь 

~ f (х) dx=h (!Jl+YZ+'" +yn)+Rn; 
а 

предельная аОСо.'1ютная погрешность 

11 М Rn~'2-(b-a) 1, где M1=maxlf'(x)l· 
. [а, Ь] 

Формула трапеЦIIЙ 

ь 

(1) 

(2) 

(3) 

S f(X)dX=11( yotYn+91+YZ+ .•. +Yn_i)+Rn; (4) 
а 



предельная абсолютная погрешность 

112 
Rn "';-12 (Ь-а) М2 , где М2 = так ""(х) I 

[а. Ь] 

'(точное значение погрешности бr = - (lIZ /12) (Ь -а) ,. (е), где а < е < Ь). 
Фор.нула Сшmr:она 

ь 

S f(x)dx= ~[(УО+У2/1)+4(Уl+УЗ+"'+У2k-l)+ 
IJ 

+2 (y2+Y~+'" +Y2k-2)] +Rn; 

предельная абсолютная погрешность 

h-1 
R lI ,,;;;;; - (Ь-а) Ма , где Мз = тах I tlV (х) 1 

180 [а. Ь] 

(точное значение погрешностн бs =-(h4/180) (Ь-а) f1v (е), где а<с< Ь). 

(5) 

(6) 

(7) 

, Если OTblCKaHlle четвертой производной подынтегралыюй функции затруд
Ь 

ввтельно, то для оценки погрешности вычисления интеграла ~ t (х) dx по фор· 
а 

муле Симпсона можно применять следующий прием. 
Полагая n= 4k, вычисляют приближенное значение данного интеграла 

по формуле Симпсона для шага h = (b-a)/(4k); пусть найденное значение 
иитеграла есть 11; затем шаг h удваивают и вычисление по формуле Симпсона 
проводят для шага h1 = (b-a)/(2k); пусть найденное значение интеграла есть 12; 
погрешность второго вычисления приблизительно в 16 раз больше погреШНОСТII 
первого и обе они имеlOТ одинаковый знак. Поэтому погрешность первого 
вычисления [при шаге h=(b-a)/(4k)] определяется следующей формулой 
(учитывающей и знак погрешности): 

бs ~ (/1-/2)/15 

(этот способ можно назвать оценкой погрешности формулы Симпсона по методу 
удвоения шага вычнслениЙ). 

2 

1202. Вычислить по ,формуле прямоугольников / = ~ V"X dx, 
I 

разбив интервал интегрирования на 10 частей. Оценить погреш
иость. 

6. Эдесь у=Ух; при n=lO имеем h=(2-1)/1O=0.I,. Точками деления 
служат Ко = 1, Кl = ХО + h = 1,1, х! = l' ,2, ... , КВ = 1,!J.. Найдем соответствующие 
значения подынтегральной функции: Уо = У хо = У' i = 1, Уl = УС1 = 1 ,049, 
!l1=I,095, y,=I,140, у." = 1,183, Y5=I,225, Ye=I,265, Y7=I,304, У8=1,З42, 
!I.= 1;378. 

Используя формулу прямоугольников, получим 
1=0,1 (1,000+1,049+ 1,095+ 1,140+ 1,183+ 1,225+ 1,265+ 1,304+ 1,342+ 

+1,378)=0,1.11,981 ~ 1,20. 

Оцеиим погрешность. В данном случае {' (х) = 1/(2 Ух) на отрезке [1, 2] 
достигает нанбольшего значения, РЗi!ного 0,5, при х= 1. Таким образом, 
1/' (х) 1..;;;;; М1 = 1/2. Отсюда по формуле (3) находим 

Rn ";;;; °21.1.-~=O,025. 

Следовательно, 1;::; ] ,20 ± 0,025. 
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Вычислнм для сравнения этот же интеграл по формуле Ньютона-ЛеАб-
ница: . 

2 2 

1= S ухах= S х1/2 dx= ; (2 Y2-1) ~ 1,219. 
1 1 

Таким образом, действительно, истинное значение интеграла лежит в наАден
ном интервале. А 

1203. Вычислить тот же интеграл по формуле трапеций, при
няв n= 10; оценить погрешность. 

д При тех же ~означеlIИЯХ, используя формулу трапециА, по.rryчим 

1=0,1,( 1 + ~,414+ 1,049+ 1,095+ 1,140+ 1,183+ 

+ 1,225+ ' ,2()5+ 1,304+ 1,342+ 1,378) = t;218. 

.' 
Дз.'1ес, r(х)=-I/(4УХЗ); 1f"(x)j.;;;;;lj4 на отрезке [1, 2J. Таким образом. 
по формуле (5) находим 

Rn ";;;; 0121. ,.-} ~ 0,002. 

Итак, 1 ~ 1,218 ± 0,062 .• 

1204. Вычислить приближенно по формуле Симпсона .I = 
1 

= ~ v 1 + х2 d.x С точностью до 0,001. 
о 

6 Прежле рсеrn. пользуясь формулой (7), определим, какой шаг h нужн() 
взять для достижения заданной точности. Имеем 

{(х) = уl +х2 ; {' (х) =х/у 1 +х2 ; r (х) = I/Y (1 +х2)3; 

"" (х) = - 3х/у (1 +XZ)5; {lV (х) = (12х2-3)/у (1 +х2)7. 

Наибольшее значение I {IV (х) j на отрезке [О, 1] достигаеТся в точке х=О; 
I {IY (О) 1= 3. Значит, 

. h' h4 

Rn ';;;;; 180 (Ь-а) I /lV (х) 1=180·1.3. 

Так как эта погрешностJ., должна быть меньше 0,001, то h'jБО.;;;;; 0,001 , т. е. 
h4 .;;;;; 0,06. Можно принять h = 0,5 (если h = 0,5, то h4 = 0,0625), т. е. несколько 
больше нужной ' величины, но это не отразится на т()чности вычислений. 
поскольку при оценке была использована предельиая абсолютная ' погреш
ность-величина заведомо ббльшая фактической погрешности. Итак, для дости
жения нужной точности достаточно разбить интервал интегрирования пополам. 

ВЫЧИСJIИМ значения функции {(х)=У1+х2 при х=О; 0,5 и 1: /(0)= 
= 1,0000; {(О,5) = I,1180; 1(1,0)=1,4142 (вычнслеНИ11 проведем с одuим запас
ным знаком). Поэтому 

1 ~ 0з5'(1,0000+4,1,1180+ 1,4142] = 1,1477. 

Таким образом, округляя последний знак, иаходим 1 ~ 1,148. 
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· _ВЫЧИСJlИМ для сравнения точное значение этого интеграла по формуле 
Ныотона-Леi!6ница: . 

I 

[= J Уl +x'd%= [; . Уl+х2+ ~ lп (х+ уl +х2 
\] ~ = 

= ~ [Jf2+ In (1+ y2)l ~ ; (1 ,4142+0,8814):=:: 1;1478. 

Таким образом, значение этого интеграла, вычисленное по форму.'Iе Симп
сана, имеет даже не три, а четыре верных знака после запятой. А 

I 

1205. Вычислить по формуле Симпсона 1 = S 1 :х2 , приняв 
о 

n = 8. Вычисления вести с шестью знаками после запятой. Оце
нить погрешность полученного результата, пользуясь способом 
удвоения шага вычислений; сравнить результат С истинным зюi
чением интегра.iIа, взяв последнее с одним запасным (седьмым) 
знаком. 

6. Нужно определить зиачения подынтегральной функции длЯ' следующих '. 
значениА аргумента (h1 =0,125): X~=O ; Хl=0,125; .. . ; ХВ = 1,0. Находим 
соответствующие значения f (х) = 1/ 1 + х2) : Уа = 1,000000; Уl = 0,984625; У2 = 
= 0,941176; Уз = 0,876712; У4=0,8 0О00;УБ=' 0,719101; ув=О,640000; У7 = 
= 0,566389; Ун = 0,500000. Подставляем эти данные в формулу Симпсона при 
h1 = 0,125 и h~ = 0,25: 

h· . 
11=+ [уо+ив+4 (Уi+УЗ+U5+u,)+2 (У2 + У4+УВ)] = 

= O,~25'[I,OOOOOO+O,50ooo0+4 (0,984615+0,876712+0,719101 +0,566371+ 

+2.(0,941176+0,800000+0,640000)] = ;4' 18,849548 ~ 0,785398; 

~ r 
I Z=T[UO+YB+4 (У2+ив)+2у.) = 

= \25.[1,00000о+ 0,500000+4 (0,941 176+0,64ОООО)+2.0,8ООО00] = 

1 
= 12·9,424704 = 0,785392. 

Отсюда 

б ~ li- l ! _ 0,000006 ~ 00000004 
1, ~ 15 - 15 ~, . 

Таким образом, все шесть знаков 11 должны быть точными. Истинное значение 
интеграла есть 

1 

[= S I~:2 =arctg xl:=T:=:: 0,7853979, ... , 
о 

что подтверждает найдеиный результат. А 
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2 

1206. Вычислить по формуjlе Симпсона S ~~ с точностью до, 

0,0001, приняв 1i = 10. 
1 

8 

1207; Вычислить по q:ормуле Симпсона S dx приняв 
4 у. х+ 1 ' 

n = 8. Оценить погрешность по методу удвоения шага; сравнить 
с точным значением интеграла. Вычисления вести с пятью зна
ками после запятой. 

71/2 

1208. ВЫЧИСЛJlТЬ по формуле трапеций 1 = ~ v 1-0,5 sin! х dx, 
о 

приняв n= 6; оценить погрешность заранее, чтобы определить, 
с каким числом знаков (при ОДНОМ запасном) надо вести вычис
ления. 

2· 

1209. Вычислить по формуле трапеций ln 2 = S d: с точностью 
1 

до 0,01, приняв n = 5. 
2 

1210. Вычислить по формуле Симпсона S I:х dx с точностью 

1 
до 0,01, приняв n-:- 4. 

r 
1211. Вычислить по формуле трапеций ) е-хl dx с точностью 

о 

до 0,01, приняв . n= 4. 
71/2 

В S 
cosx 1212. ЫЧИСЛIiТЬ по формуле трапеций l+x dx с точностью 

о 

до 0,01, приняв n = 6. 

§ 4. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ КРАТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

1. Аналог фор~ул ПрЯМОУГОЛЬRИКОI. а) Рассмотрим замкнутую область D, 
ограниченную линнями х=а, х=Ь, у=<р(х), У=1(Х)' где <р(х) и ф(Х)
непрерывные на отрезке [а, Ь] функции, причем <р (х) с;;;; 1j1 (х) (рис. 75). 
Разделим область D на n чаете/! линиями 

У=<р(х)+.L('Ф(х)-<р(х)] (/=0, 1,2, ... , n). (1) n 

Да"ее, разобьем отрезок [а , Ь] на т равных часте/! точкамн й=хо < Xi < 
< Х2 < '" < Хm -1 < , Хm = Ь и через эти точки проведем прямые, параЛлель
ные оси Оу: 

Х=Х{ (i=O, 1, 2, ... , т). (2) 

Двумя семействами линий (1) н (2) область D разделится на mn КРИВОЛlIнеliных 
четырехугольников с вершинами в точках Р; J (~E; Уи), Р; +1, J (Х; +1; У,Е +1, /), 

p;,/+1(Xi; Yi,i+1), Pi +l./+ 1 (Xi+l, Y;+l,/+l); 1=0, 1, 2, ... ,т; j=O,I,2, ... 
-----' , , 

* Заметим, что· это ус,~овие не оrраНИ'lивает общности рассуждений. 
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•.. , n. При фиксированном i(O"'; i,.;;;;т) длина вертикальной стороны четырех
угощ.ника не зависпт от j и составляет 

IP' р. /_1I'(Xi)-СР(Хi) •. О 1 2 
. ',/ ',/+1 - n ,1= • • • ...• n. 

Обозначи., площадь криволинейиого четырехугольинка, изображенного 
на рис. 76. через bh>/j' Эта площадь вычисляется по форыуле 

XI+'i 

!J.rolj = ~ s ["ф (х) - 'р (х)] и. (3) 

Из равенства (3) следует, что значенне Аоо;/ от j не зависит. Учитывая 
это. обозначим A(j);j=A(j)i; О...; i';;;;т-l. O"';;;j.,;:;n-I. Двойной интеграл 

g 
/'" 

-r----- V"V'()'! r-z:o...; JJ YjtfoJtl 'l.J.r 
~ -1-. 

D 
r-. 

i" r-. ...... ~ 1-

/1' tp(X) 

~j IPM,J 
I 

I 
. - х о r; XO)(I I.z. Im'l 1т Ь Q 1, )/+' Х 

Рнс. 75 Рис. 76 

~ ~ f (х. у) dx dy. где функцня I (х. у) непрерывна в области D. замевим р;ву
D 
мерной интегральной суммой. выбирая в качестве узлов точки Ро: 

m-I n-I 

~ ~ f (х. у) dx dy:::: r. bh>j r. z/j. (4) 
D 1=0 1_0 

где 

(5) 

Выбирая в качестве узлов последовательно точки Р,+1.. /. Р;, j+i, P{+f, /+1. 
получим соответственно еще три формулы для прВблrжеииого вычислеиия 
дВОйного интегр~~а: 

т-l n-I 

И f (х, у) dxdy:::: r. .. A6J1 r.Zj+i, J; (6) 
D 1=0- 1=0 

m-l n-I 

И f (х. у) dxdy:::: L. Аоо{ L. Zi, /+1; (7) 
D 1=0 j= О 

m-l n-I 

И f (х, у) dxdy:::: L. Аоо; L. Zi+i, j+i' (8) 
D &=0 1=0 

Формулы (4), (6), (7) v и (8) являются аналогом формул ПРЯ~lOугольивков 
IЯ ПРllближенного вычнслення определенного интеграла. Очевндно, что эти 
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форму.'Iы тем точнее, ЧЕ.'М больше числа т и n, т. е. чем меньше дхииа каж
дого из Qтрезков разбиеиия . 

6) В частном случае, когда область D-прямоугольник, определяемый 
перавенствами a';;;;;x~b, с.,,;;;;, у.,,;;;;, d, площади /j,00/ элементарных ПЛОЩlI,II;ок 
равны между собой и вычисляются по формуле /j,oo= (Ь-а) (d-c)/(mn). Фор
мулы ,(4), (6), (7) н (8) соответственно примут вид 

m-I n-I 55 '(х, y)dxdy ~ (b-a~~-c) L L %//' (9) 
D (=0 1=0 

m-l n-l 55 f (х, у) dxdy ~ (b-~d~c) L L %/+f./, (10) 
D (=0/=0 

5 r (Ь-а) (d-c) т-l n-l 
J 1 (х, у) dxdy ~ mn L L %/,/+1. (11) 

D ( ... 0/=0 

SS 
(Ь-а) (d-c) m-l n-1 

f (.1:, у) d.l: dg ~ mn L Е %/+f./+I. (12) 
_ D ( .. о 1= о 

Формулы (9)-(12) можно назвать фор.муламu nарамелеnuпe~. 
8) Если фуикция f (х, у) мо,:ютониа по каждой ИЗ переыеиных х к У. то 

ДJfI' )tвоАиоro интеграла справеДJJива оценка 

(Ь-а) (d -с) · _ 55 f ( ) d d (Ь-а) (d-c) М 
mn 11- х, g . .1: у...:;; mn ' (13) 

D 

m-l n-r 

rAe М и '" -соответственно иаибольшаll и наимеНЬШ8И нз сумм ~ ~ %IJ'. 

m-I n-I т-I n-I m-l n-1 
~=O /=0 

r. r. Zi+i.I' L r. %i,l+i, L. L. Z/+f, 1+1· 
(=0/=0 i=O 1=0 '(=0/=0 

г) Пусть функция f (х, у) и ее частные производные ,; (х, у) и '~ (ж, у) 
непрерывиы в .оБJJасти D-прямоугольнике а.,,;;;;, хс;;;;, Ь, c,.;;;;,y<.d. Тогда оценка 
погрешности приближеиных формул (9)-{12) определяеТСII с помощью иера
венства 

('4) 

где 

М1 = max 1 ,; (.1:, у) 1, М2 = max 1 '; (.1:1 у) ,. 
а,х,Ь ' а,х<Ь 
c<u,d .. c<.u<d 

2. Аналог формулы касательных. а) Рассмотрим двоАиой интегрu 

1 = ~ ~ f (.1:, у) dxdy. Пусть область D-прямоугольник а<.х...:;;Ь. c<,y"':;;d, 
D 

во 8:ех точках которого выполиены условия 

АС-В' > .0. А < О, С < О, (15) 

rAe А = r:., С = r;,., В = fxu' Эти условия обеспечивают выпуклостьповерхно
стн % = f (х, у) во всех точках области D (аналогнчным образом условия АС
- ВI > О, А > О, С > О обеспечивают вогнутость этой поверхностн). 
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ТоГда.для приб.лиженного вычисления двойного интегр:;!ла tправеДЛИ,ва фор
мула 

н , (х, у) dx dy ~ (b-a)(d-c)' (j;, у), 
D 

где Х= (а+Ь)/2, у= (c+d)/2. 

(16) 

. б) Разобьем об.nасть D пр ямыми Х= Xi (i = О, 1, 2., •.. , т) и. у = У/ 
и ±: О, 1,2, ••. , n) на f!!n равных прямоугольников. Вычисляя двойнои инте
грал по каждому эцементарному прямоугольнику'С помощью формулы (16) и 
суммируя полученные результаты, приходнм к следующей формуле для при-
БJIIlженного вычисления двойного интеграла: . 

m-I n-I 55 f (х, у) dxdy ~ (b-a~~d-C) L L f (х/, Yj), 
D (=о /=0 

(17) 

где Xi'=(X/+i+X/)/2, 'Yi..=(Y/+i+y/)/2. . 
Формула (17) дает приближениое значение двойного ~lНтеграла с избытком, 

если выполнены условия (15).· Заметим, что формулой (17) МОЖIiО пользоваться 
и в том случае, когда первое из условий (15) не ВЬJПолнено. Однако в этом 
случае нельзя указать, найдено ля приближенное значение двойного интеграла 
с недостатком или С избытком. 

3. Аналог формулы' трапеций. а) Рассмотрим двойной интеграл 1 = 
= ~ ~ f (Х, у) dx dy, если область D - пр ямоуголь.ник (j ~ х..;;;; Ь;с..;;;; у..;;;; d. 

D 
Тогда для приближенного вычисления двойного интеграла ~ПРaJзе,~лива формула 

55'(х, у)dХdу~(ь-а~(d-С»(Zl+Z2+ZЗ+Z4)' (18) 

D 

где zf=f(a, с), z2=f(b, с), Zз=f(а, d), z.l=f(h, d). 
Эта формула дает приближенное значение двойного интеграла с избытком, 

если выполнено условие (15). 

Оценка погрешности формулы (18) определяется неравенством 

(b-a)(d-C)f(at
b

, C~d) < 55!(х, y)dxdy< 

D 

< (Ь-а) (d-c) '(а, с)+! (Ь С)1' (а, d)+f (Ь, d): (19) 

б) Разобьем область D прямыми, параллельными осям ,координат, на mn 
равных прямоугольников. Вычисляя двойной интеграл 'по 'kаждому элемен
тарному прямоугольнику с помощью формулы (18) и суммируя полученные 

. результаты, приходим к (;:ледующей формуле для приближенного вычисления 
ДВойного интеграла: 

55 . (Ь-а) (d-c) . 
! (Х, у) dx dy ~ 4mn (So + 2S1 +4S2), (20) 

D. 

где So:': ZiJo + Zino + Zon+Zmn-Сумма значений функции В' ,веРШjiнах пр ямо-
m-I n-I 

угольника; S1= ~ (Z/O,+Zin) + ~ (ZOj+Zmj)-Сумма ЗJ;lаНений,функции В 
i= 1 / = 1 

узЛах, лежащих на сторонах прямоугольника; не считая вершин; S2 = 
m-l n-l 

= ~ '. ~ ZIJ-сумма значений функции в узлах, лежащих внутри прямо· 
1=1}",1 

угольника., 

3-41 



При выпо.'1не~и УС,1овиА (15) по аналогии снеравенством (19) получаем 
оценку 

m-I n-I 

(b-~~a-c) L. L.f(X{, Yj) .< 55 !(х. g)dxdg< 
{=О j=O О 

(Ь-а) (d-c) (S +2S +4S ) < 4mn о 1 2, (21) 

где х;= ('Ч+1 + Xi)/2, Yj=(Yj+l+Yj)' . 
Для оценки погрешности приближенного равенства (20) также справедливо 

неравеиство (14) . 
В) Еслн область D ограничена линиями х=а. х=Ь. y=q>(x). g='Ф(Х), 

то в качестве прнближенного значения -двойного интеграла S S 1 (х; у) dx dg 
о 

иожно рассматривать среднее арифметическое результатов приближенных вы
числений двойного интегра.1а по формулам (4). (6). (7) и (8): 

m-I n-I 

55'(х, y)dxdy~ ~ L. Llu>;L.-(Zi~+;i+i,f+Zi.f+i+Zi+i.f+l), (22) 
О ;=0 j=O 

где Аы; и=о. 1, 2 ..... m-I) ВЫЧНСДЯЮТСIl по формуле (3), а значения Zij
по формулам (5). Формулы (4), (6), (7), (8) и (22) цe.nесообразно использовать 
В тех случаях, когда точное и.'Iи приближенное вычисление площадеА t!J,(iJj не 
вызывает особых затруднений. 

4. Аналог формул СИIllПСОIl3.. а) Рассмотрим случай прямоугольноА обла
сти D, заданной неравеRствами - h -е;;;; х -е;;;; h, - [,,;;;;; у...;.; 1. Подберем коэффи
циенты многочлена третьей степени 

Рз (х, у) = азоХЗ+ a21xZy+ аl2ху2+ аозу3+йжох'+ allXU+ aotyl+ 
+ alOx+ aolY+ аоо 

так. чтобы в специальным образом выбранных пяти точках (узлах) значеНИlI 
функции 1 (х. y~ . и MRorO'L1eHa РЗ (х. у) совпали. Тorда 

h 1 h 1 

S Sf(x. y)dxdy~ S S Рз(х, y)dxdy. 
-h -1 -h -1 

а 

Учитывая, что S q>(l)dt=O. если q>(-l)=-q>(l) на [-а, а], получим 

формулу 
-а 

h 1 

5 5 !(х. у) dxdy ~ 4;[ (aaohl +Ilo2[I+3aoo)· 

-h -1 

(23) 

Если выбрать узлы так. как показано н.а рис. 77 и 78, то формулу (23) 
можно записать соответственно в виде 

1 h 

5S 
ы . 

. 1(х, у) dxdy ~ 3" (f (h, l)+!(-h, l) +f(h, -l)+ f (-h, -1) +81 (0,0)] 
-1-& 

(24)' 
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или 

h 1 

S S '(х, y)dxdy ~ ~ hl[f(h, 0)+1(-/1, 0)+/(0, l)+t(O, -1)+21(0, О»). 
-h -1 

(25) 

Для прямоугольника а о:;;;; х о:;;;; Ь, с ~ y.r;;;;, d ФОРМУ,1Ы (24) И (25) соответственно 
прИ'Мут вид 

ь d 

S S f (х, у) d.t dy ~ 
а с 

(Ь-а) (d-C)[ , (а t- b C+d)] ~ 12 l{a,c)+I(a,d)+I(b,c)+f(b,d),B/ -'Г'-Г ' (26) 

ь d 

S S !(х, y)dxdy ~ (b-a)6(d-c) [t( а, C1 d )-i- t(b, ctd )+ 
а с 

+ f ( а t ь , с) + f ( а t Ь , d ) + 21 (а t ь, с t d) ] • (27) 

Формулы (~) " (27) тем точнее, чем м\:ньше размеры ' ПVflМОУГОЛЫlIIка; как 
следует из изложенного, ОIlИ точны для МНОГОЧ.lенов третьей степени. 

у z у l 

't t 
h О h t О h -

- -L 

Рис. 77 Рис. 78 

б) Разбивая ПрЯМОУГО.1ЫfИК прямыми, пара.1.1€.1ЬНЫМИ осям координат, на 
4mn равных ПРЯМОУГОJlЬНИКОВ, применяя к каждому такому прямоуголыIкуy 
форму.1У (26) и суммируя полученные рсзу.1ътаты, приходимк формуле 

ь d 

S 
r (Ь-а) (d-c) , .J f (х" у) dx dy ~ 12тn (So -т 2S1 + 4S2 + 8Sз), (28) 

а с 

где 

So=t(a, c)+t(a, d)+f(b, c)+f(b, d), 
m-I n-I 

Sl = ~ (f (XZi, сг+ t (XZi' d») + ~ [f (а, !i2j) + f (Ь, !/2j»), 
(= 1 / =- I 

т - ! /1- J т - I "- '1 ' , ) 
"'" "'" S = , ... ~., t(X2i ":2( i "~ Y~J+ Y~(/+i) 

S2 = ~ ~ f (XZi. Yaj). ' 3 ~ ~ , 2 ' 2 • 
(=! /=1 {=о 1=0 

Если в предыдущих рассуждеНIIЯХ использовать Форму.~у (27), то 

. ь d 

S S '(Х, y)dxdy ~ (b-~~~-c) (Sl+ S2 + 4Sз), (29) 
t1. с 

3 



где 

о 

Sl=~I[i(a, Y2f+~j!/+l»)+f(b. У'l+;2I/+1») J+ 
/=0 
т-l 

+ L. [f(~i+~2(i+J), c)+t(X2i+~2(i+!), d)]. 
1=0 

m-III-I 
S~= L L '( X2i+~2(i+l) • Y2J+~2(/+11). 

- 1=0 /=0 

S - ;:.1 ~I [(!~i+XS(;+i) )+!(. Yt/+YH/+IJ)] 
з - ~. ~ 2' Нц Х2/' 2 " 

1= О 1= о 

Рис. 79 

Формулы (25)-(28) дают точныЙ результат. 
если подынтегральная функция является много
членом не Bьuue третьей степени от перемен
иых х, у, т. е, ! (Х, у) == Ра (х, у). 

В) Пусть область D определена неравен
ствами хо с;;; х.,;;; Xs, Уо (Х) с;;; у ...; у, (х), Пр ямсуА 
xi = (хо + .ts)/2 и линией Yl = [Уо (Х) + у. (х))/2 
разобьем область D на четыре части (рис. 79). 
Обозначим YJ (Xi) = Ylj' Как и ранее, ! (Xj, YIJ} = 
=Zjj (l, 1=0, 1, 2). Рассмотрим 

х. 11. (х) 

J= И ! (К, у) dxdy= ~ dx ~ f (Х, у) dy. 
D х, 11. (х) 

Применяя несколько раз малую формулу Симпсона. в результате получим 
следующее приближенное равенство: 

S S f (Х. у) dx dy::::::: ~з 36 хо [(uOZ,-Уоо) (гоо + 4zoi + гОЗ) + 
D 

+4 (Yi.Z-УIО) (ZlO+ 4г11 +гlZ) + (uss-yzo) (zzo+4zti+Zsz»). (3О) 

Заметим, ч,о если у, (х) - Уо (х) = k = сопst.то формула (30) принимает вид 

S 5 f (х, у) dx dy ~ kXS 
36 Хо [zoo+zolJ+ zslJ+zzz+ 4 (ZOl +г10 +га+ г21) + 16z11. 

D . (31) 

в частности, формула (31) справедлива, если областью интегрирования D . ЯВ
ляется прямоyroльник а';;;;' х..;;;;;, ь, с";;;' у,.;;;. d со сторонами, параллельнымн осям 
координат. В эТОМ случае 

55 !(х. У)dХdy~(ь-'а1~d-С) {!(а. c)+f(a, d)+!(b, с)+ 
D 

+f(b. d)+4 [f(a, C1 d)+! (ь, C1 d)+f(atb• с)+ 

+f(atb ,d)]+I~!(atb. C1 d)}. (32) 

Формула {3О) дает точныА результат, если подынтегральная фуикция является 
многочленом третьей степени относительно у при Ф/fксированном Х и результат 
вычисления внутреннего интеграла- МНОГО'lленом не 1Jыше трёrьей степени 
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по х. Формула (32) точна, если 1 (х, у) - многочлен третьей степенн . отнОсн
тельно х при фиксированном у (или относительно у при фиксированном х). 

г) Если областью интегрирования D является круг с центром в начале 
координат и радиусом г (рис. 80), то для приближенного. ·вычисления двой
ного интеграда це.1есообразно перейти к полярным координатам: 

2n r 

~ ~ f (х, у) dx dy = ~ dt:p ~ f (р cos <р, р si.n <р) р dp. 
D О О 

Разделим прямоуго.1ЬНИК в плоскости <рОр (рис. 81) прямым" <р=П и р=г/2 
на четыре равные части. Вычислив значения подынтегр'альной функции в УЗJIах 
и применив последовате.'lЬНО формулы (24) и (26), соответственно по.лучиы 

55 f (х, у) dx dy::;:: ~ [1 (г, О) + 2Г ( - ; , о)] , (33) 
. D 

55 {(х, y)dxdy~ ~ [г(;, О )+Г(-г, о)+г(- . ;, о)], (34) 
D 

где S=1tг2 -площадь круга . Формулы (33) и (34) точны, если F (р, <р)-мно
гочлен не выше третьей степени относительно р и ер . 

ИсПОЛЬЗУII формулу {32) , получим 

55 f(x, у) dxdy ~ ~ [г (г, О) +2Г ( ; , о) + 2/ (-г, О)+4! ( - ~ , о)]. 
D . 

(35) 

Эта формула точна, если функция F (р, IP) является многочленом ие выше 
третьей степени относительно р при фиксированном'Р (и,rш относительно 'Р при 
фиксированном р). 

и 

р 

r 

r 
2 

о 

Рис . 80 

л 

Рис. 81 

2" 

д) Если область иитегрирования ограничена эллипсом rja9 +у2/Ь' = 1, то 
' с помощью пре06разоваиия координат по формулам x=apCOsep, y=apsin!p 
двойной интеграл можно переписать так: 

2,t 1 

1 = И f (х, у) dx dy ~ ~ ~ аЬр. f (ар COS ер, Ьр sin 'Р) dp dep. 
D О О 

Формулы (24), (25) и (32) ДЛЯ такой области соответственно примут вид 

1 ~ ~ [, (а, О) + 21 ( - ; , о ) ], . (36) 

l~~ [/(~,о)+f(-а,О)+f(-;,О)]. (37) 

1 ~ ~[f (а, 0)+2/ ( ~ , 0)+2/ (-а. 0)+4/ с-; , о)], (38) 

rде S=nab-площадь эллипса. . 
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1213. Вычислить ДВОЙНОЙ интеграл I = ~ ~ (х+ у)2 dxdy, если 
D 

оБJ]ЗСТЬ D ограничеf\а линиями x=l,' x '= 3, y=x~, y=x+xg
• 

6. Сначала найдем' точное значение интегра:Iа: 
3 х+х· 3 ' 3 

1= S S (x+Y)2dXdY=~ S (х+у)з):.+ХJ 

dx=~ S [(2x+x2)3_(x+x2)3Jdx= 
1 х' J J 

э 

1 S .' 1 [7 9 1]3 =3" (7хЧ-9.\..4 + 3Х') dx=3" 4х4+5хБ+2~ 1= 

J 

_~ (567+21B~+729 _2._ 91_..!.) --3]32 
-3 4 5 2 4 5 2 - ,. 

Найдем приближениые значения двойного интегрма по формулам (4), (6), 
(7), (8) и (22) и сравним эти значения с точными. 

ПОЛО)ЮIМ т=4, n=4. Значения Yij (i.=O, 1,2, З; j=O, 1,2,3) вычис
лим, пользуясь фоРМУ.rlоЙ (5): 

2+ Xi. . ( + I .) Yij=Xi Т J =Xi Xi 4! . 

Так ка!{ ХО=]. xl=I,5. Х2=2, Х.1=2,5, x~=3, то yoo=l; Yoi=I,25; 
УО2=I,5; уоз=I,75; У(),1=2; Ylo=2,25; YII=2,625: У12=3; Уlз=З,375; 
Уа == 3,75, У20 =.3,75; У21 = 4,5; У22 = 5; У2З = 5.5; YZ6 = 6; Узо =6.25; УЗ1 = 6,875; 
УЗ2=7,5; узя=8,]25; уз,=8,75; у!о"=9; Y~1=9,75; У42=!О,5; у«з=II,125; 
У44 = 12. Согласно форму.~е (3), имее~J 

Х;+ • . _' 5 _1 2Ixi+,_,(,~ ~)' 
d(s)'-T xdx-S-x Х/ '-в '\'+l-Х' • 

xi. 

д.'Iя i=O, 1,2,3 получим A(s)J=O,15S; d(o)l=0,219; A(s)~=0,2BI; Д(s)з=О,344. 
Дадее, так как 

Zij=(Xi,+y,"j)2 (i=0, 1,2,3; j=O, 1, 2, 3), 

то гоо=4; i Ol=5,033: zoz=6,25; zuз~7,563; гo~=9; llO ~ 14,063; Zli ~ 17,016; 
г12 = 20,25;· г18 ~ 23.766;,г14 ~ 27.563; zzo=36; г21=42,25; г22 =.." 49; г23 = 56,25; 
г24~~64; г~о;::::7б,563; гш~87,891; z~2=IOO; Z1з=112,891; zз~~126,563; 
г40 ;:::: . 144; Z41:;:::j ]62,563; Z42' -' 182.250; Z-1З= 199,516; гн=225. 

:И6 

Исподьзуя теперь фоР~JУЛЫ (4), (6), (7) и (В), CPOTB~T~TBe.нHO находим 

3 3 3 

~ /),.(s)i ~ lij ----= ~ Аы; (Чо + Zil + Ziz + Zi.,) ~ . 
i=O j=O ;=0 

;:::: 22,876,0,156-+ 75,Oj5,0,219+ 183,5· 0,281-1- 377,345.0,344 ~ 201,386;-
33" 

~ Q(i.)i ~ г;+1) = ~ "'(0); (Zi+l, o-j--Z;+l, i +Zi+l, 2 +Zi+'I, 3) ~ 
i""·O j =O ;""0 

~ 75,Og5.0,156+1.83,5.6,2J9~+ 377,345·0,281 +688,329·0,344;:;::394,721. 
з 3 3 

~ d<.JJi ~ Zi, j-H = ~ A(s)j (гн +-Zi2+ZiЗ+Zi~) ~ 
i=O j = O i=O 

~ 27,876,0,153 -i-88,595.0,219+211,5.0,281 +427,345,0,344:::: 230,190; 



3 3 :} 

~ l1шj ~ Z/+i. /+1 = ~ l1шj(Zj+i. t+ZI+i. Z+Zi+i, ,+ц +i • .):::: 
1=0 j=O i=O 

~ 88,595.0.155+~!II,5.0,219+427,345.0,281+769,329.0,344:::: 444,873. 

Абсолютная и отиосительная погрешности полученных значений ДОЮЛЬНО 
JIeIIИ.хи, что объясняется малостью чисел т и n. 

Примеияя приближенную формулу (22), пOllУЧИМ 

'1 ~ 2О1.З86+230,I90t 394,721 +444,873 1271,17:::: 317,793. 

Тог,АЗ ОТIIОСlIтельная погрешность 

А_ 317,792- 313,2. ,ооо,{ ~ 1 з о/. .. 
u- 313,2 70 ~ , ,О, _ 

, 1214. Используя неравенство (21), дать оценку двойного IIН

теграла I = ~ ~ (х! + y~) dx dy, если область D - прямоугольник, 
D 

ограниченный прямыми х = О, х = 4, У = 1, У = 5. 

~ Здесь f (х, у) =х!+ у2, ,: (х, у) = 2х, '~(x, у) = 2у, (:. (х, у) = 2, r;,. (х, у) = 
~ 2, t;g (х, у) = О, поэтому YC,~OB!I я АС - В! > О, А > О, С > О выполнены. По:ю
жим m=4, n=4. Значения х и у, соответствующие точкам разбиения, таковы: 
.10=0, %1=1, %7,=2, хэ=3, x~=4, уо=l, Уl=2, У2=3' уз=4, У4=5. Так 
как Zil=~+Y', то 200=1,201=4,202=9, zоз=16, z04=25, 210=2,211=5, 
21! = 10, Z13 = 17, ZH = 26, 220 = 5, 221 = 8, 223 = 13, 223 = 20, 224 = 29, Zзо = 10, 
211=13, z32=18, 2зз=25, ZЭt=З4, z~0=17, z41=20, Z42=25, Ztз=22, z44=41. 
СоГn8Сио формуле (20) нмеем 

1 
1 ::::4 (So+2S1 +4S2), 

где 80= 1+25+ 17+41 =84, S1 =2+5+ 10+20+25+32+34+29+26+4+ 
+9+ 16=212, S2=5+ 1~+17+8+ 13+20+ 13+ 18+25= 129. с.'1едсвательно, 

1 1 
1:::: 4 (84+2·212 +4.129)=4' 1024= 256. 

Для приближенного вычисления двоАного интеграла по формуле (17) сна

~ала иа3дем Xj=(Xi+1+~!)/2, У/=::'(У/+1+!!}/2 (i=,-<>, 1, 2,~; j=O,.!: 2, 3); 
имеем .10=0,5; Хl=I.5; Х2=2,5; хз=3,5; уо=I,5;Уl=2,5; У2=3,5; уз=4,5. 

- ""1"" 
Обозначим 2jj = Xl + У и вычислим 

200=0,52+ 1,52=2.5; 
%01 = 0,52 + 2,5! = 6,5; 
Zoz=O,52 +3,52= 12,5; 
Zoз = 0,52 + 4,52 = 20,5; 
Z;0=2,5!+ 1,52=8,5; 
Z;. = 2,5! + 2,53 = 12,5. 
1;з = 2,52 + 3,52 = 18,5; 
Zzз = 2,52+4,5~ = 26,5; 

Z;o = 1,53 + 1,5:1"= 4,5; 
211 = 1,52 + 2,52 = 8,5; 
212= 1,53+3,53= 14,5; 
Z13= 1,52+4.52=22,5; 
zзо=3,52 + 1,5'= 14,5; 
231 = 3,52 + 2,52 = 18,5; 
Zз2 =3,52 +3,52 = 24,5; 
ZЗ3 = 3,52 + 4,52 = 32,5. 
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Тогда 

4·4 . 5 J ~ 4.4 (2,5+6,5+ 12,5+20,5+4,5+8,5+ 14,5+22,5+8, + 

+ 12,5+ 18,5+26,5+ 14,5+ 18,5+24,5+32,5) =248. 

Итак, 248 < 1 < 255. 
Найдем точное значение интеграла: 

4 5 .. 

[= S S (X2+y2)dxdy= S (Х2у+ ~ уэJ~ dx= 
о 1 О . 

4 

= S (5х2 + 1;~~X2_ ; ) dx= [: хэ+ 1;4 xJ: =250 i ~250,667. 
о 

Таким образом, приближеиные формулы (20) и (17) дают соответственно OTHO~ 
сительные погрешности 

F.. 256-250,6671000/ 10" 250,667-2481000/ ' j '101 А 
U]'= 250,667 • / 0 ~ 2, )'cJ; uz= 250,667 • 70 ~ , 70·_ 

1215. ИСПOJlJ>ЗУЯ формулу (32), вычислить двойной интеграл 

1= ~ ~ (x 2 +2y)d;dy, если область D-прямоугольник O:::;;x~4, 
D 

о:::;; У ~ 6. 
6. Вычислим точное значение интеграла: 
464 4 

[= ~ dx ~ (x2 +2y)dy= ~ [X2y+y2J~dx= ~ (6хZ+36)dХ=[2хЗ+36х]~=272. 
о о о о 

Здесь а'=О, Ь=4, с=О, d=6; '(х, у)=х2 +2у; '(а, c)=O; · f(a, d)=12,; 

( C+d) . (C+d) (а+ь) '{Ь, С) = 16; f (Ь, d)=28; f а, -2- =6; f ь, -2- =22; / -2-' С =4; 

/ (at b , d) = 16; f (а;Ь , С t d) = 10. Применяя формулу (32), находим 
4 б ' 

[= S S (хЧ-2у) dxdy= 4;66 [0+ 12+ [6+28+4 (6+22+4+ 16) + 16·10]= 
о о 

2 ' =-з·(55+4.48+ 160)=272. 

Мы получили точный реЗУЛl;>тат, так как поДыитегральная функция / (х, у)= 
=х2 +2у-многочлен относительно хи у, имеющий степень ниже третьей .• 

S S (
Х2 у2) 3/2 1216. Вычислить двойной интеграл 1= g+-{ dxdy, 

D 
если область D определена неравенства~ш -3 ~ х ~ 3, -2:::;; у:::;; 
~2. 

6. Перейдем к полярным координатам, полагая х=3р cos cpj y='2ps~'p. 
Тогда x2J9+y2J4=p2, О-=:;; ср-=:;;2л, O-=:;;p~ 1. Воспользовавшись формулоА (3д), 
I . 
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найдем приближенное значение интеграла: 

Точное значение интеграла составляет 

.. Относительная погрешность б= (2,5л-2,4л)/2,4л.100% :::: 4,2% ... 

1217. Найти приближенное значение двойного интеграла 1 = .... s 5 ( ; +У) dxdy по формуле (ЗО), если область D ог'раничена 
D 

линиями Х = 2, х = 4, у = х2/2 и у =2х. 

~ Н8Й,«ем точное значение интеграла: 

4 2% 4 

I~SdX S (~+У)dу=S[;у+~I]~~2dХ- . 
2 zt /2 . 2 

S• ( -х;8 х' ) [ х' X~ J4 с.:: xl +2x1 - __ - · dx= хЗ---- ~ 
. 4 8 16 40 2 

.2 . . . 

=64-16-25,6-8+ 1 +0,8= 16,2. 

Здесь 

Ха=2,х.=4, Хl = (Хо + Х2)/2 = 3, уо=х'/2, .112 = 2х, Yi=(Yo+y.)/2=x'/4+x; 
"и = У j (х[); .1100 = .110 (Хо) = 2, .1101 = .111 (хо) ~ З, .1101 = 111 (Ха) = 4, 

УI0 = Уо (хl) = 4,5, .1111 = .111 (Хl) = 5,25, .1111 = У. (хl) =~, 
УIО = .110 (Х2) == 8, Уаl = .111 (Ха) = 8, УI2 = УI (х.) =8. 

Zij=!(Xi, Y/j)=xj/2+Yij (i, /=0, 1,2); 
Zoo = 3, Zoi = 4, ZOI = 5, Z10 = 6, Z11 = 6,75, ZlI = 7,5, Z20 = 10, z.i = 10, z •• = 10. 

По формуле (30) получаем 

4 2% 

/= S S (~+y) dxdy= 4362 [(4-2) (3+4 ·4+5)+4 (6:-4,5)х 
2 х'/2 . 

. Х(6+4.6,75 + 7,5) + (8-8) (10+4·10+ 10») = 16 ~ = 16,167 ... 

1218. Используя формулы (26) и (З2) , найти приближенные 

значения двойнрго интеграла 1 = ~ ~ (ху + 3 Vy) dx dy, если об
D 

ласТь D-прямоугольник O~x~2, 1 ~y~9. 
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t 5. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО К ВЫЧИСЛЕНИЮ 
ОПРЕДЕЛЕННЫХ " И КРАТНЫХ ИНТЕfРАЛОВ 

1. ВW'IIIЦieВие оаре.а:ueВИWX ивтира.О8 мето.а:ОIl Мовп-Кар.80. а) Тptбует· 
I 

ся вычислить интеграл ~ '1' (1) dt. Пусть t-равномерно распределенная слу
о 

чайная JJelJВЧИRа, р (1) - плотность распределения вероятности этоА случаАвоА 
вeJJИЧНВЫ: 

{
О при t < О, 

Р (1) = 1 при О с;;;;; t о;;;; 1, 
О прн t> 1. 

Тогда математическое ожидание случайной функции '1' (1) определяется равен
ством 

I 

М ['1' (1)] = ~ '1' (t) Р (/) dt. 
о 

"Учитывая значения р (1), получим 
I 

М ['1' (t)] = ~ '1' (1) dt. (1) 
о 

Найдем прнближенное значение матема11lЧеСкого ожидання. Пусть в результа
те N испытаний получено N значений случайной величииы; t1 , /2' ••. , IN. 
эти значения можно "взять из таБJIИЦЫ слуЧ'аiiиых чисел (см. табл. УН на 
с. 415) . Тогда прнближениое значение М [ср (t)], согласно теореме Чебышева, 
определится из равенства 

N 

М [ср (t)] ~ ~ L q> (t;). (2) 
1=1 

из равенств (1) и (2) следует, что 
I N 

, q> (t) (dl) ~ ~ L ер (t;). 
о 1= I 

(3) 

б) Рассмотрнм теперь общнй случай: пусть требуется ВЫЧИС."lить интегрЗJI 
ь \ 
~ f (х) ш. Перейдем к новоА переменной t с помощь\<> равенства х = а + (Ь - а) 1. 
n 
Тогда 

ь I 

~ f (х) dx= (Ь-а) ~ q> (t) dt, 
а о 

(4) 

где ер (t) = f [а+ (Ь-а) (]. И~пользуя формулу (3) для приближенного вычисле
ния интеграла в правой части равенства (4), получим 

ь 'N Ь N 

S Ь-а ~~ 'S b-a~ f (х) dx ~ IГ . ~ ер ((;), или f (х) dx ~!Г ~ f (.tj), 
а i= I а ;= 1 

где x;=a+(b-a)t; (i=l, 2, ...• N). 

aso 

(5) 



Расчетная таблица для вычисления о'пределенного интеграла , по формуле 
(5) имеет вид 

е, xj=o+(b-o) t j I t (Xj) 

1 ti Xi f (Хl) 
2 ta хэ f (Х2) 

N tN XN f (XN) 

N 

~ f (Xj) 

i= I 

ИЭJlоженный метод приближеllНОГО вы '/Исления определенных интегралов 
с помощью формулы (5) является одним И3 частных случаев метода статисти
ческих нспытаннй (метода Монте-Карла), 

в) Укажем другой способ вычисления определенных интегралов, основан
ный на использовании метода Монте-Карло. Из геометрического смысла опре-

, ь 

де.ленного интеграла следует, что интегра.'1 f = ~ f (х) dx выражает площадь кри-
а " 

ВОJlинеАноА трапеции, ограниченной линиями Х = а, х 0= Ь, У = О. у = f (Х) , если 
функцня f (Х) непрерывна и IiсотрицатеЛl>на на отрезке [a,bj. Рассмотрим пря-

у 

/11---т-....,.......,...----t 

]) 

о а ь Х о 
Рис. 82 Рис. 83 

моугольник, ограниченный прямыми х=а, х=Ь, у=О, у=М, где М:;=. 
:;=. тах f (х) (рис. 82). Если функция t (Х) удовлетеоряет иеравеlfСТI!У f (х):;=. О 

а<х<Ь 
не во всех точках отрезка [а, Ь], то будем ПОЛЬЗЩlаться тождеством 

Ib Ь 

~ f(x)dx= ~ [f(x)+hjdx-h(b ,-a), 
о о 

rAe число h >.0 подобрано так, что f (x)+h?-: О для хЕ[а, bJ. 
ДанныА метод, так же как и предыдущий, основан И,! использовании таб

.IJIщы случайных . чисел, принадлежзщих пjюмежутку [О, 1'1. В 'связи с этим 
необходимо от переменных х, у, перейти к переменным ~, ТJ так, чтобы область 
Di преобразовалась в некоторую область D, лежащую внутри единичного 
квадрата О,.;;;;;..;; 1, O.s;;;ТJ"; 1 (рис. 83). Для этого положиы x=a+(b-a)~, 
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У= M'I'}. Тогда щ=(Ь-а) d~ н при изм~нении Х в пределах от а до Ь пере
менная ~ принимает значения от О до 1. Данный определенный интеграл npе
образуется к виду 

\'де 

I 

J=(b-а).М ~ ep(~)~. 
о 

(6) 

(7) 

Из равенства (7) Сo/lедует. что f (Х) = Мер (6). Рассмотрим множество случайиых 
точек (61: 'l'}l), (62; '112)' ••• , (GN; 'l'}N). равномерно распределенных на едииичном 
квадрате. Пусть в о:5ласть D попадет n точек. Так J{aK CJlучайные ТОЧКИ рас
пределены равномерно, то 

n по вероятности 

N 

где число 1 выражает площадь единичного квадрата. Тогда 
I 

S ер (6) Ш6 ~ ~ • 
о 

Из равенств (6) и (8) можно заключить, что 
Ь 

S f (х) dx ~ (b-~ nМ • 

а 

(8) 

(9) 

Это и есть формула приб.llиженнО!'о ВЫЧИС.llения определенного интеграла мето-
дом Монте·Карло . ' 

Приближениое равенство (9) можно переписать так: 
ь 

~ f (х) dx 
а n 
М (Ь-а) ~ N' (10) 

откуда с,ледует, что отношение площади криволинеiiной трапеции Di к П.llоща
ди прнмоугольника (см , рнс , 82) приб.llиженно равно отношению ЧИС.llа CJly
чайных то'щк, попавших внутрь криволинейной трапеции и внутрь прямо
угольника . 

Расчетная таблица для ВЫЧИCJIеиия опрiщеленного интеграла по формуле 
(9) имеет вид 

1 ~! Т!1 Хl Yl f (Х1) 
2 ~2 '12 Х2 ' У2 f (Х2) 

" 

. . 
N ~N '1N XN YN f (XN) 



Среди значений У; (i = 1, 2, ..• , N) надо выбрать те, ДЛЯ которых ВЫПОЛНЯ
ется неравенство У/ < Yi. Число этих значений равно n. 

2. Вычисление кратиых интегралов методом Монте-Карла. а) Требуется 

вычислить ~ ~ f (Х, У) dx dy, где область D определяется неравенствами а';;;; 
D 

..;;;;;, х.;;;;;. Ь, <р1 (х) ",;; у",;; CJ'z (х). Будем считать, что непрерывные ФУНIЩИИ qJ\ (х) 
И ср, (х) на отрезке (а, Ь] удовлетворяют неравенствам QЭl (х) ~ С, QЭ2 (х).,:;;; d 
(рнс. 84). 

Произведем замену переменных по формулам x=a+(b-a)~. у=с+ (d
- с) 1'). При таком преобразованни область D переходит в область /t.., содер-

у 

dг--'~~~~--' 

[~--+-~--~----~ 

о а ь .{ 
Рис. 84 Рис. 85 

Ж8ЩУЮСЯ В единичном квадрате О",;; ~ ~ 1, О",;; '1 ",;; 1 (рис, 85). Пусть n -
чнс"lО случайных точек (6,'; '1;) (i = '. 2, . ". n), попавших в облас.ть /t.., а N
чнсло случайных точек, расположенных внутрн еднничного квадрата. Очевидно, 
что в область D попадет n точек (Xj; Yi), где xj=a+(b-a) 6j, Yj=c+(d
- с) J)i (i = 1, 2, ••. , n). ПО теореме о среднем имеем 

~ ~f(x, y)dxdy~f(i, y).s, (11) 
D 

где (х; Y)ED. а S-площадь областн D. 3а приблнженное значение f (х. у) 
возьмем среднее арифметическое значений ФУIIКЦИИ f (х, У) в n случайных точ
ках, попавших D область D: 

n 
- - 1 ~ f (х. У) ~ n k" f (Xj, у;). (12) 

;=1 

Учитывая равенства (11) и (12), получаем ' 

n 

S S f (х. У) dx dy ~ ~ L. f (Xj, Yi)' 
D n '=1 

(13) 

Формулой (13) удобно пользоваться, если площадь S вычисляется легко. 
ПО аналогии с формулой (10) МОЖно записать 

S n· 
(d-c) (Ь-а) :::: N' 

rAe S-площадь области D. Тогда 

n (Ь-а) 'd- с) 
S ~ \ . 

- N • (14) 

12-216 З5J 



Из ,равенств (13) и (14) получим форм:улу для приближениого вычислення 'ДвоА. 
ного интеграла: 

.- n 

5S f(x, у) dxdy ~ (b-a~d-C) L f(Xi. уд, 
D '=1 

При вычислении двойных иитегралов с помощью приближенно/'l формулы 
(15) удобно использовать расчетную таблицу: 

, '1 ~; 
1 

'1/ 
1 

Xi=oI+(b-а) !;/ I y,=c+(d - с) '1{ J!i=~l(X{) IYi=~I(Xi) I f (Xj' Yj) 

, 
1 ~1 '11 Xi у! fP1 (хд fPz (хд f (Xl' Yl) 
2 ~z ТJ! х! у! 'Р1 (~) fPz (Xz) f (Xz. yz) 

N ~H ТJH хн YN 'Р1 (хн) 'Р! (хн) f (хн, Ун) 

Среди значений У!" (1..0;;; i..o;;; N) надо выбрать те, для .которых выполнено ус

ловие !li";;;; Yi":;;; Yj. Их число равно n. 

б) -Обобщим формулу (9) на случай двойного интеграла ~ ~ f (Х. у) dx dy, 
D 

если область D определена иеравенствами a~x..o;;;b. fPl{.ю)..о;;;у.,;;;;;'Рz(Х)' Обо
значим через М такое число, что М:;:;,. тах f (Х, у). Двойной интеграл 

а<;х';;Ь 
c<y<'d 

~. ~ f (х, у) dx dy, как известно, выражает объем цилиндрического тела V, оп-
D 

ределенного неравенствами а"';;х";;'Ь, 'Рl (х),,;;;;;у,,:;;; 'Р! (Х), O.,;;;;;z.,;;;;;f(x. у). Это 
ц-илиндрическое тело расположено BHYl'p-и параллелепипеда ,а"; х.,;; Ь, с",;;;,у ";,.d, 
O=s;;;;;z,.;;;;M. . 

Перейдем к новым переменным ~, 1'[, ~ по формулам x=a+(b-а) 6, у=с+ + (d-c) 1'[, z= M~. Тогда область V преобразуется в область О, определен
ную неравенствами 

0~t:~1 'Pi(X)-С "';;1'[,.;;;;IPz(x)-с 0";;;;""';;;;;1_ 
1> 'd-c d-c' ':> 

Область Q лежит внутри единичного куба, ограниченного плоскостями ~ = О. 
~= 1, 1'[=0, '1= 1, ~=O, с= 1. Значит, 

/ = (Ь-а) (d-c) . М И ер (6, ТJ) d~ df[, 
А 

1 
где fP(~,ТJ)=M {[a+(b-аН, c+(d-с)ТJJ, а А-область, получениая из об-

ласти D после замены переменных. 
Рассмотрим множество случайных точек (~l; 1'[1; С1), (62; 1'[2; ~2), ... , (6Н; 

ТJN; Сн), равномерно распределенных внутри единичного куба. Число этих то
чек, попавших в область А, обозначим через n. Так как случайные точки 
распределены Р,авномерно, то 

n· по вероятностн 55 
N -+ q> (~, 1)) d~ d1'[, или 55 ер (S. 1)) d~ dТJ ~ ~ • 

А А 



Воsвращаясь к переменным Х и у. получим приближеиную · 
Числения ;Двойных интегра.10В методом Монте-Карло: 

формулу ДЛЯ вы-

SSf( )d d 
_ (Ь-а) (d-с)nМ 

х. у Х у'" N . (Iб) 

D 

Расчетная таблица при использовании формулы (16) имеет !JИД 

t I Gj I f!,1 t,IХj=а+(ь-а) Gj IUi=C+(d-С)f!j Zi=MC i / J!.,=rp,(Xj) I Yj=rp2(Xj) I z(~.nx,.Uj) 

1 ~1 '1]1 ~1 Xi Yi Zi ерl (Хl) ер! (Хl) f (Хl. Уl) 
2 ~! '1]2 ~! Ха Уа Zz epl (Xz) Ч'z (Ха) f (Х2. У2) 

N ~N ТJN ~N XN YN ZN Ч'l (XN) 
. 
Ч'z (XN) f (XN. YN) 

Число n находится следующим образом: среди значеннй У; (i = 1.2 •..•• N) 
надо взять те, для которых справедливо иеравенство 

!!.' < У; < У,'. (17) 

Соответственно этим значениям Yj среди значений Z, следует выбрать те, для 
которых выполнено условие 

Zl < Z,. (18) 

Заметим, что целесообразно находить не все значения Zj = f (Xj, У,), а лишь 
соответствующие тем Yj, для которых выполнено условие (17). 

в) Формула, аналогичная соотношениям (9) и (15), имеет место и для 
k-краТНblх интегралов: 

S S' .. S f (Xi, Xz, ••. , Xk) dXl dxz·· .dx/l";::;; n:: Ц (bj -aj), (J9) 

v 

где область V принадлежит k'MepHoMY параллелепипеду, координаты точек 
которого удовлетворяют k неравенствам Щ";;;'Хj";;;'Ь, и= 1,2, ... , k), а .функ
ция f (Хl. Xj ••.•• Xk) непрерывна в области V и удовлетворяет условию О..; 
..;f(Xl.XZ, ... ,xk).,;;;,M. ' 

Вывод формул (9), (15) и (16) основан на использоваиии понятия сходи
мости по вероятности. Поэтому соотношение n! N тем устойчивее, чем больше N. 
это означает, что для любого сколь угодно малого числа е > О вероятность 
неравенства 1/-71 < е. где 1- точное значение интеграла 1-его прнближен
ное значение, наАдеиное методом Монте·Карло, возрастает с увеличением N. 
Тем не менее может случнться, что н при очень бол!.ших N окажется, что 

1/-11 > е. Последнее обстоятельство иа практике встречается редко. 
Что касается метода монте-Карло, то приведенные примеры имеют иллюст

ративный характер, преследуя цель познакомить учащихся с сущностью 
метода. 

В СИЛУ сделанных выше замечаний, для приближенного вычисления ин
тегралов с помощью метода Монте-Карло необходимо использовать ЭВМ, 
составив предварительно соответствующую программу метода. 



1219. С ПQМОЩЬЮ формулы (3) наЙ1И приближенное значение , 
интеграла 1 = ~ (1- t 2)dt, взяв из таблицы случайных чисел на 

о 

с. 415 подряд 30 значений и ограничиваясь тремя цифрами. 

6. Расчетная таблица имеет вид 

{ I t ( I " ~ i I " I ,. 1 t 1 I ( l 
I , , 

1 0,857 0,734 11 0,609 0,371 21 0,070 0,005 
2 0,457 0,209 12 0,179 0,032 22 0,692 0,478 
3 0,499 0,249 13 0,974 0,949 23 0,696 0,484 
4 0,762 0,581 14 0,011 0,0001 24 0,203 0,041 
5 0,431 0,186 15 0,098 0,010 25 0,350 0,122 
6 0,698 0,487 16 0,805 0,648 26 0,900 0,810 
7 0,038 0,001 17 0,516 0,266 27 0,451 0,203 
8 0,558 0,311 18 0,296 0,088 28 0,318 0,101 
9 0,653 0,426 19 . 0,149 . 0,022 29 0,798 0,637 
!о 0,573 0,328 20 0,815 0,664 зо 0,111 0,012 

Т аким обра~ом, 

30 30 

~ (l-tН=зо- ~ tr =30-9,455 = 20,545, 
{ = I l= 1 

откуда по формуле (3) получаем 

, 
S
· 1 
(1- t l

) dt = 30·20,545 :::: 0,685. 
о 

Точное значение интеграла есть 

( {3) l' 2 1= t-з 0=3"::::0,667. 

Значит, абсолютная погрешность составляет I 0,667 - 0,6851 = 0,018, . а относи
тельная погрешносrь б = (0,018/0,667)·100% :::: 2,7% .• 

3 

1220. Вычислить определенный интеграл 1 = ~ (,КI + ха) dx, ис-
о 2 

пользуя приближенную формулу (5). 

6. Из таблицы случайных чисел DOзьмеи . 2О значений, начивu С . тpeтьero. 
Расчетная таблица имеет вид 
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1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

0,499 2,499 6,245 15,606 21,851 
0,762 2,762 7,629 21,070 28,699 
0,431 2,431 5,910 14,367 20,277 
0,698 2,698 7,279 19,639 26,918 
0,038 2,038 4,153 8,464 12,617 
0,558 2,558 6,543 16,738 23,28~ 
0,653 2,653 7,038 18,672 25,710 
0,573 2,573 6,620 17,034 23,654 
0,609 2,60:) 6,807 17,759 24,566 
0,179 2,179 4,748 1.0,346 15,094 
0,974 2,974 8,645 26,305 35,150 
0,011 , 2,011 4,044 8,133 12,177 
0,098 2,098 4,402 9,235 13,637 
0,805 2,805 7,868 22,07 29;938 
0,516 2,516 6,330 15,926 22,256 
0,296 2,296 5,276 12,104 17,380 
0,149 2,149 4,618 9,924 14,542 
0,815 2,815 7,924 22,307 30,231 
0,070 2~070 4,285 8,870 13,155 
0,692 2,692 7,247 19,508 26,755 

20 
Используя формулу (5) при а=2, Ь=3, N =20, l,; f(xj} =437,888, иаходим 

1=1 

1 ~ 437,888/20=21,894. 

Точное значенне интеграла есть 

Относительная погрешность составляет 

6= (22,583-21,894}/22,583. 100% ~ 3,1%. А 

3 I 

1221. Вычислить определенный интеграл 1= ~ (XIl +x8)dx, нс-
2 

пользуя приближенное равенство (9). 

6. Здесь а=2, ь=з, тах (ХII+ХЗ) =36. Положим х=2+" g=З6тJ. 
2..,;х..;:з 

Из таблнцы случайных чисеJl воэьмем 40 эначениii (N =20). Расчетная таблица 
имеет ВИД 

357 



i 

1 
tj l' "i I Xj=2+t j I уr З611 i х? , 

1 

ХЗ i 
1 

Yi=x~+x~ 

1 0,857 0,457 2,857 16,452 8,162 23,319 31 .48.1 
2 0 .499 0.762 2 .499 zl ,432 6,245 15.606 21.851 
3 0 ,431 0,698 2,431 25.128 5,910 14,367 20 .277 
4 0,038 0,558 2,038 20,088 4,153 8,464 12 ,617 
5 0,653 0,573 2,653 20,628 7,038 18,672 25,710 
6 0,609 0,179 2,609 6,444 6,807 17,759 24,566 
7 0,974 0,011 2,974 0.396 8,845 26,305 35.150 
8 0.098 0,805 2,098 28,980 ' 4,402 9,235 13 ,637 
9 0,516 0,296 2,516 10 ,656' 6,330 15,926 22,256 

10 0,149 0.815 2,149 29.340 4,618 9,924 14,542 
11 0,010 0,692 2,070 24,912 4,285 8,870 13,155 
12 ,0,696 0,203 2,696 7,308 7,268 15.595 26 ,863 
13 0 ,350 0,900 2,350 32,400' 5.523 12,979, 18,502 
14 0,451 0,318 0,451 11,448 6,007 14,723 20 .730 
15 0,798 0,111 ,2,798 3.996 7,829 21.906 29,735 
16 0,933 0,199 2,933 7,164 8,602 25,230 33,832 
17 0,183 0,421 2,183 15,156 4,765 10,402 15,167 
18 0,338 0,104 2,338 3,744 5.466 12,780 18,246 
19 0,190 0,150 2,190 5 .400 4.796 10.503 15,299 
20 0,449 0,320 2,449 11.520 5,998 14,689 20,687 

--
Как ВИДНО из таблицы, n = 13, с.~едоВательно, по формуле (9) иаходим 

1 ~ (36.13~/2O=23,4; 6=(23,4-22,583)/22,583.100% ~ 3,6%. А 

1222. Применяя формулу (15), найдем приближенное значение 

'двойного интеграла 1= 55 (x+2y)dxdy, еслн область D задана 
D 

неравенствами О ~ х ~ 1, х/2 ~ у ~ х (рис. 86). 

6. Здесь а=О, Ь= 1. Так как область D расположена В еднничном квад
рате, то нет необходимости переходить к новым переменным, Из таблицы слу
чайных чисел возьмем подряд 20 значений, Расчетная таблица имеет вид 

1 0.857 0,457 0 ,428 0 ,857 0,914 1,771 
2 0,499 0.762 0,249 0 , 499 
3 0,431 0,638 0,215 0 ,431 
4 0,038 0,558 0,019 0 ,038 
5 0,653 0,573 0,326 0,653 1,146 1,799 
6 0,609 0,179 0,304 0,609 
7 0,974 0,011 0,487 0,974 
8 0,098. "'0,805 0,049 0,098 
9 0~516 0,296 0,258 0.516 0,592 1,108 

IO 0,149 0,815 0,074 0,149 
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по формуле (15) пр" N = 10 и n = 3 получаем 

J~(I,771 + 1,799+ 1,108)/10=4,578/10 ~ 0,458. 

Jiайдем точное значение интеграла: 

Тогда /)=(0,458-0,417)/0,417. 100% ~ 9,82%. 
Здесь, как и в других примерах, число n = 3 недостаточно ДЛЯ того, чтобы 

в должной мере могли проявиться статистические закономеРНОСТII. Тем не ме
нее ДЛЯ грубой ориентировки по.'Iучен удовлетворительный реЗУ,1ьтат . .& 

JJ у=8х 

~ 
IJ у"х y=Jx 1 ------ ~=~ 

У=; 'l=i~ 

)( 4 х ~ 

Рис. 86 Рис. 87 Рис. 88 

1223. Вычислить по приближенной формуле (16) двойной ин
теграл J = ~ ~ v х + у dx dy, где область D ограничена линиями 

D 
х=о, х=4, у=3х, у=8х (рис. 87). 

6. Записав данныА двоiiной интеграл в виде повториою, имеем J = 
-4 8х 

= ~ dx ~ У Х +!I dy. Здесь а = О, Ь =4, IJ>i (х) = 3х, 'Р! (х) = 8х; да.1ее, IJ>1 (х) ;:.0, 
О Эх 

'Ра (х) <;; 32. IЮлому с=О, d=32. Так как тах у х+у=6, то произвед~ 
O~x~4 
О~у~З2 

замену переменных ПО формулам x=~, у=3211, z=БС. Прямые у=Зх и 
у =8х пре06разуются соответственно в прямые 11 = (3/8) ~. 11 = ~ (рис. 88). Из таб
лицы случайных чисел возьмем . 60 зн.ачet/иА (N = 2О);Расчетнаll таблица 
имеет вид 
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1 0,857 0,457 0,499 3,428 ]4,624 2,994 10,284 27 ,424 18,052 4,249 
2 0,762 0,431 0,698 3,048 13,792 4,188 9,144 24,384 16,840 4,104 
3 0,ОЗ8 0,558 0,653 0,152 17,856 0,456 1,216 
4 0.573 0,609 0,179 2,292 ]9,488 6,876 18,336 
5 0,974 0,011 0,098 3,896 0,352 JI ,688 31,168 
6 0,805 0,516 0,296 3,220 16,512 1,776 9,660 25,760 19,732 4,441 
7 0,149 0,815 0,070 0,596 --26,080 1,788 4,768 
8 0,692 0,696 0,203 2,768 22,272 8,304 22,144 
9 0,З50 0,900 0,451 1.,400 28,800 4,200 11,200 

]0 0,318 0,798 0,111 ] ,272 25,536 3 ,816 10,176 
11 0,933 0,199 0,183 3,732 6,368 11,196 26,976 
12 0,421 0,3З8 0,104 1,684 10,816 0,624 5,052 13,472 12,500 3,536 
lЗ 0,190 0,150 0,449 0,760 4,800 2,694 2,280 6,080 5,560 2,358 
14 0,320 0,165 0,617 1,280 5,280 3,702 3,840 10,240 6,560 2,561 
15 0,369 0,069 0,248 1,476 . 2,208 . 4,428 11~808 
16 0,960 0 ,652 0,367 3,840 20,864 2,202 Н,520 30;120 24,704 4,970 
17 0,168 0,261 0,189 0,672 --8,352 2,016 5,376 . 
18 0,703 0,142 0,486 2,812 4,544 8,436 22,496 
19 0,233 0,424 0,291 0,932 13,5613 2,796 7,456 
20 0,473 0,645 0,514 1,892 20,640 . 5,676 15,136 

Как следует из расчетной таблнцы, n=4. ТаЮIМ ооразом, по формуле (16) 
находим 

(4-0) (32-0)·6.4 
I~ 20 153,6. 

Точное значение интеграла есть 

4 

2 ~ I 1 8Х 76 14 2 1=- (х+у)3{2 щ=_х5 / 2 =162-~1621 
3 3х L5 о 15 ' 

а относите.llьная логрешность б= (162,1-153,6)/162,1.100% ~ 5,2% ... 

1224. Двойной интеграл 1---.: И Vx+y+ldxdy, где D-пря-
D 

моугольник О ~ х ~ 4, 1 ~ у ~ 7, вычисли:гьтреrvi:я способами: 
1) по формуле (20) § 4;2) по ' формуле (28) § 4; 3) по формуле 
(16), взяв из таблицы случайных 60 значений~В каждом случае 
оценить относительную погрешность. 

1225. ДвоЙной интеграл 1 = SS со; и dx dy, где область D задана 
D 

неравенствами 0,2~x~ 1, O~y~x, вычислить двумя способа
ми: 1) по формуле (ЗО) § 4; 2) по формуле (16), взяв из табли
цы случайных чисел 90 значений. Оценить относительную по
грешность. 

. 1226. Найти IJриближенное значение тройного интеграла 

1= И~ (x+y+2z)dxdydZ, воспользовавшись формулой (19) для 
v 
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k = 3, если область D определена неравенствами 1 ~ х ~ 3, 
O~y~x, x+y~z~x+2y. 

ь. Формула (19) для тройного интеграла прииимает вид 

l~ (Ь-а) (d-c) (h-g) Мn 
N 

Здесь а= 1, Ь=3, с=О, d=3, g= l,h=9, М= тах (x+y+2z) =24. Про
I .;; х .;; з 
О ';; у ';; З 
1 ';; 2 ';; 9 

изведем замену переменных по формулам х = 1 + 2~, У = 31"], z = 1 + 8~, и = 240-. 
ИЗ . таблицы случайных чис~л возьмем 80 значений (N = 20). Расчетная табли
ца имеет вид 

.~ .. 
'" "" ~- "" + 

t ~l "1 t j а{ Х{ Yi Zi "( 
,; ~- + + 2zj 

;.,~ 

'" 11 .. - ~- 11 T~ 
11 1';'- 11 11 '-" 
'" ':'1 1':'- :::J 11 

1 0,165 0,617 0,369 0,069 1,330 1,851 3,952 1,656 О 1,330 
2 О,24Е 0,960 0,652 0,367 1,496 2,880 6,216 8,08 О 1,496 
3 0,16' 0,26] 0,189 0,703 1,336 0,783 2,512 16,872 О 1,336 2,119 2,902 5,024 7,143 
4 р,142 O,4R6 0,233 0,424 1,284 1,458 2,864 10,176 О 1,284 
5 0,291 0,473 0,645 О,514 1,582 1,419 6,160 12,336 О 1,582 3,001 4,420 

6 0,819 0,064 0,870 0,256 2,638 0,192 7,960 6,144 О 2,638 2,830 3.022 
7 0,347 0,151 0,912 0,191 1,694 0,453 8,296 4,5З4 О 1,634 2,147 2,600 

8 0,259 0,096 0,019 0,854 1,518 0,288 1,152 20,496 О 1,518 1,806 2,094 2,304 4,110 

9 0,193 0,732 0,253 0,352 1;386 2,196 3,024 8,448 О 1,386 
I() 0,729 0,102 0,222 0,088 '.1,458 0,306 2,776 2,112 О 2,458 2,764 3,070 5,552 8,316 

11 0,205 0,562 0,851 0,647 1,410 1,686 7,808 15,528 О 1,410 
12 0,568 0,020 0,051 0,649 2,136 0,060 1,408 15,576 О 2,136 2,196 2,256 
13 0,179 0,896 0,453 0,546 1,358 2,688 4,624 13,104 О 1,358 
14 0,919 0,691 0,155 0,181 2,838 2,073 2,240 4,344 О 2,838 4,911 6,984 
15 0,273 0,876 0,690 0,494 1,546 2,628 6,520 11,Е5б О 1,546 
16 0,339 0,910 0,789 0,908 1,678 2,730 7,312 21,792 О 1,678 
17 0,263 0,131 0,389 0,438 1,526 0,393 4,112 10,512 О 1,526 1,919 2,312 
18 0,161 0,485 0,535 0,090 1,322 1,455 5,280 2,160 О 1,322 
19 0,142 0,321 0,969 0,091 1,284 0,9638,752 2,184 О 1,284 2,247 3,210 
20 0,463 0,251 0,596 0,784 1,926 0,75315,768 18,816 О 1,926 2,679 3,432 

Сначала находим те значеНИЯУi (1 ~ i ~ 20), для которых выполнено условие 
!!.!. ~YI.s;;;.gi; их чи:ло равно 11. Далее, среди соответсТВУЮЩIf)( 11 значений Zj, 

находим те, для которых z ~ Z; ~ zf; таких значений оказывается 3. Нако
нец, среди соответсТВУЮЩИХ трех значений uj находим те, !<оторые удовлет
воряют неравенству Щ < и;; их число n = 1. Таким образом, 

J ~ (48·24)/20=1152/20=0057,6. 
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Найдем точное значенне интеграла: 

3 Х х+':!у 3 Х' 

1= S dx S dy S (x+y+2z)dz= ~. S dx S (x+y+2Z)~I::;YdY= 
] о Х+У ] О 

3 Х 3 

= ~ S dx S [(3x+5y)2_(3x+3y)2]dy= ~S[I~(3x+5y)8-
] О ] 

3 

_..!.. (3х + зу)З] IX dx = ~ S [(8Х)З _ (6х)З _ (3х)8 + (зх)з] dx = 
9 о 4 15 9 15 9 

] 

_~ (485 _189) • Х413 =5~ ~ 56 667' 
- 4 15 9 4] 3 ~ , , 

6=(57,6-56,667)/56,667.100% ~ 1,6% ... 

§ 6. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГ~ИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

J. Метод ЭАлера. ДиффереIlЦиа.',ьное уравнение у' =, (х, у) определяет на 
плоско~ти так называемое мле направлений, т. е. в каждой точке плоскости, 
в которой существует функция t (х, у)' задает направление интегральной кри
вой уравнения, проходящей через эту точку. Пусть требуется решить задачу 
Коши, т. е. найти решение уравнения у' =, (х, у), удовлетворяющее началь
ному условию у (Хо)=Уо' Разделим отрезок [ХО ' Х]на n равных частей и по
ложим (X-xo)/n=h (h-шаг изменения аргумента). Допустим, что внутри 
элементарного промежутка от ха до xo+h функция у' сохраняет поетоянное 
значение' (ха' уо). Тогда У1-УО ~ h.' (хо , Уо)' где У1-значение искомой функ
ции, соответствующее значению Х1 = xo+h. Отсюда получаем У1 ~ yo+h. '(хо ' Уо)" 
Повторяя :лу операцию, получим последовате.1[ьные значения функции: 

yz ~ У1 +h., (Х1' У1), Уз ~ yz+h., (Х2' yz), ••. , Yk+i ~ Yk+ h., (Xk' Yk)' 

Таким образом, можно приближенно построить интегральную кривую в виде 
ломаной с вершинами Mk(Xk; Yk), где Ч+1=Хk+Ахk, Yk+l=Yk+h·f(XII,Yk). 
Этот метод называется .меmодо-м .IIO-маных Эйлера, или просто .меmoдо-м Эйлера. 

1227. Используя метод Эйлера, найти значения функции у, 

определяемой дифференциальным уравнением у' = У+Х, при на· 
У Х 

чальном условии у (О) = 1; шаг h = 0,1. Ограничиться отыска
нием первых четырех значений у. 

/:). Находим последовательные значения аргумеита: хо = О, х,: = О, 1, х\\ =o,2, 
,.%з=0,3. Вычислим соответствующие значения искомой функции: 
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Уl =yo+h., (Хо, Уо) = 1 +0,1· (1-0)/(1 +0) = 1,1; 
yz= Уl +h·f (.%i, Уl) = 1,1 + О, 1· (I,1-0,1)Ю ,1 +0,1)= 1,183; 

uз=уz+h.' (.%2' Uz) = 1,183+0,1' (1,18З-О.2)j(I ,183+0,2)= 1,254; 
У. =уз+h·/ (Ха, Уа) = 1,254+ 0,1· (1,254-0,3)/(1,254+0,3) = 1,315. 

Таким образом, получаем таблицу . 

.% о 0,1 0,2 0,3 0,4 

У 1,1 1,18 1,25 1,31 .. 



1228. Методом Эйлера найти четыре значения функцни у, 
определяемой уравнением у' =х+у, ПРИ, начальном условии у(0)=1, 
полагая h = 0,1. 

l1 Значения аргумента ' %о=О, %1.=o,1, %2=o,2, Ха=О,З. НаАдем соответ-
ствующие значеиия у: ' . 

Уl =yo+h., (%0' Уо) = 1 +0,1·(0+ 1) = 1,1; 
у, =Yt.+h.' (Хl' Уl) = 1.1 +0,1·(0,1 + 1, 1) = 1,22; 

YS=Y2+ h.' (%2' у,) = 1.22+0,1·(0,2+ 1,22) = 1,36; 
Yf. =!ls+ h.' (Х3' !I,) = 1,36+0,1·(0,3+ 1,36) = 1,52. 

Получае)( таб.'IНЦУ 

х О 0,1 0,2 0,3 

11 1 1.1 1,22 1,36 

0,4 

1,52 • 
1229. Методом Эйлера найти три значения функции у, опреде

ляемой уравиени~м у' = 1 + х + у', при начальном условии у(0) = 1, 
полагая h = 0,1. 

1230. Методом Эйлера найти четыре значеиия фуикции у, 
определяемой уравиением у' = х' + уа, при начальном условии 
у(О)=О, полагая h=O,I. 

1231. Методом Эйлера найти численное реше~lИе уравнения 

у' = у2 +.1t. при начальном условии у (2) = 4, полагая h = О, 1 
х 

(четыре значения). 
1232. Методом Эйлера найти численное решение уравнения 

у' = (x+:~~;-xy) на отрезке [О, 1 J при начальном условии у(О) = 1, 
полагая h = 0,2. 

1233. Методом Эйлера найти численное решение системы урав-
- dx у-% dy %+9 1 

нении dr=-t-' (iТ = -t- при начальных условиях x(I)= , 
у(I)=I, I ~t~2, полагая h=O,2. 

2. Метод PYHre - Купа. ПУСТЬ функция у определяется дифференцнальным 
уравнением у' = f (х, у) при 'начальном условии !I (Хо) = 90' При числениом 
интегрироваиии такого уравнения меmодом Р!lнге-Куntma!lпределяют четыре 
числа: 
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Если положить У (х+ h) == У (х) + Ау, то можно доказать, что АУ;:::$ 
1 

;:::$ 6(kl+~+2ka+k~). Схема вычнслений имеет вид 

х 

I 
g "j=h.' (х. у) Добавка 

хо I Уо k1 I А.Уо= ~ (k1 +2kz +2kз +k4) 
1 

xO+2"h I Уо+{ ki ~ I 
1 

xO+2"h I 
1 

УО+2 k2 kэ 
1 

xo+h 
1- Yo+ka k. 

1 

Х1 =xo+h 1. Yl=YU+ k 
1 

1234. Составить таблицу значений функции у,определяемой 
уравнением у' = у-2х. при начальном условии у (О) ::;:= 1 в про

у 

межутке [О, 1]; шаг h= 0,2 (точное решение У= V 2х + 1). 

6 Найдем числа: 

( 
2.0) ~=h·f(x, у)=0,2. 1--1 =0,2; 

~=h'f(X+~ ,y+~)=0,2'f(0,1; 1,1)=0,2. (1,1-~:n=о,183Б; 
k:s=lt·f (x+~, у+ ~ )=0,2-1 (0,1;' 1,0918) =0,1817; 

k.=h·f (x+h, y+k.)=0,2.' (0,2; 1,1817)=0,1686. 

I ' 
АУ=е; (0,2+0,3672+0,3634+0,1686) =0,1832. 

Таким образом, Уl=I+0,1832=1,1832 при .%=0,2. Аиалогично находим 
у, и т. д. Процесс вычислений ведем по такой схеме: 
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v Ау 

1 О 1 1 0,2 

~ 0,1832 2 0,1 1 ,1 0,0918 0,1838 
3 0,1 1,0918 0,0908 0,1817 
4 0,2 1,1817 0,0843 0,1686 J 

1 0,2 1, \832 0,845\ 0,1690 
) 1,1584 2 0,3 1,2677 0.7944 0,1589 

3 0,3 1,2626 0,7874 0,1575 
4 0,4 1,3407 0,7440 0,1488 } 

t 
2 

0,4 1,3416 0,7453 0,1491 

3 
4 
1 

Замeтиv, что все пять знаков чисел Уl=I,1832 и YI=I,3416 верны, если 
сронить с точным решением у,;= у 2%+ 1. А 

1235. Методом Рунге-'- Кутта проинтегрировать уравнение 
xl !l-xg=l при начальном условии g(l)=O впромежутке [1, 2]; 
шаг h = 0,2 [точное решение g = (х2 -1 )/(2х)]. 

D.. Здесь f (%, у) = JL +~. Найдем числа: 
% х 

k1 =h·f (%, у) =0,2. ( ~ +-is ) =0,2; 

kt=h·f (х+ ~ ,у+ ~ ) =0,2. (~:~ +1,111) =0,'8: 

ka=h·f (%+ ~, и+ ~ )=0,2. (°1',°.9 +& )=0,18; 

k,=h·f(%+h, V+ k.)=O,2. (~',~+ 1,'21 )=0,17. 

Следовательно, 

Аналогичным образом находим 

(
0,18 1) k1 =h·f(%, у) =0,2 u+т,F =0,,17; 

k h f ( + h + ki ) (0,26 1) .=. х 2' у 2' =0,2 , 1,3 +-т;зz _ 0,15; 

ka=h·f (х + ~ , у+ ~ ) =0,2 (Ol',~ + I ,~~ ) =0,15; 

(
0,33 1) k.=h·f (x+h, V+k.) =.0,2 V+J;4Г =0,14; 



с.,едовательно; 

1 
l\Yl=6" (k1 +2kz +2kз +k,J=О,15, т. е. УZ=Уl+l\Уl=О,18+0,15=О,3З 

и т. д. А 

1236. , Методом PYHre - Кутта проинтегрировать уравнение 
4у' = у2 + 4х2, У (О) = 1 в промежутке [О, 1] с шагом h = 0.1. Вы
числения вести с тремя верными знаками. 

1237. Методом PYHre- Кутта проинтегрировать уравнение 
у' =х/у+0,5у, у(О)= 1 в промежутке [О, ]] с шагом h=O,I. 
Вычисления вести с тремя верными знаками. 

3. МеТОА ААамса. Пусть требуется проинтегрировать уравнение у' = f (х, у)' 
у (хо) = Уо. Одним из· разностных методов приближенного решения этой задачи 
является А/еmод АдаА/са. 

Задавшись некоторым шагом изменения аргумента h, находят какнм-.пибо 
способом , исходя из начальных данных У (хо) = Уа, следующие три значения 
искомой функции у (х): 

Уl=У (Хl)=У (xo+h), Yz=Y (xo+2h), Уа=У (xo+3h) 

(эти три значения' можно получить любым методом, обеспечивающим нужную 
точность : с помощью разложения решения в степенной ряд, методом Pyнre
Кутта и т . Д. , но не методом Эii.лера ввиду его недостаточной точности). 
С помощью чисел хо, Хl' Xz, Хз И Уо, Уl. yz, Уз вычисляют величины 

qa=h.y~=h·f(xo, Уо). qi=h·f(Xi. Уl). 

Qz=h · f (Xz. Yz). Qз=h·f(Ха. Уз). 

Далее. составляют таблицу конечных разностей величин У и Q: 



а затем И.величину g~=Yв+&Y8' Зная теперь У4' вычнсляют q,=h·f(x" y~, 
после чего можно иаписать следующую косую СХРОКУ: 

&qэ=ч",-qэ, &Iq!j = !J.qэ-!J.q2' &3ql=A2q2-~ql' 
Новая косая строка позволяет вычислить' по формуле Адамса эначеlUlе 

153 
i\y,, = q'+2" !J.qЗ+12 &2q2+s i\Эql, 

а следовательно, y~ = y~ + &у", и т. д. 

1238. Используя метод Адамса, найти значение у (0,4) .с точ
ностью до 0,01 для дифференциального уравнения у' = х2 + у2; 
у(О)= ~ 1. 

. 6. Найдем первые четыре члена разложения решения данного уравненип 
в ряд Тейлора в окрестности точки х=о.: 

1 1 
. у (х) = у (о.) + у' (о.) • х +т у" (о.) . хl +6 g'. (о.) • ха + ... . 

Согласно условию, у (о.) = - 1: значения у' (0.), у. {о.) и у'. (о.) находим, после
довательно дифференцируя данное уравнение: 

lI'=xl +y2; у' (0.)=0.2+(_1)2= 1, 
!/=2х+2уу'; у" (0.)=0.+2.(-1).1 =-2, 

у'" =2+2у,2+2уу"; !I" (о.) =2+2.{-1)2+2.(-1)· (-2) =8. 

Таким образом, 

Вычисляем у (х) в точках хl = 0.,1, Х2 = 0.,2, хз = 0.,3 с одним запасным 
(третЬИМ) Щlаком У1 = - 0.,909, !/. = -;(),829, Уз = - О, 754. Составим таблицу 

1( I 
О. 
О, I 
0.,2 
0.,3 
0.,4 

Тогда 

у 

-1 
-0,909 
-0.,829 
-0.,754 

Ау q I lJ.q 

0.,091 0.,1 -0,0..17 0.,0.83 0.,0.80. 0.,0.72 -о.,о.l! 
0.,0.75 0.,065 -0.,007 

+
1 А + 5 2 +.3 з &уз=qs 2"l.lQ2 12i\ql 8&Qo= 

lJ.'q 

0.,006 
0.,004 

J 5 3 
=0.,065+2 (-0,007)+12·0.,004+8' (-0,002)=0.,062. 

Следовательно, y,=ys+i\Ys ~-O,754+o.,o.62=-o.,692~-O,69. А 

lJ.'q 

-0,002 

1239. Используя метод Адамса, найти значение у(0,5) для 
дифференциального уравнения у' = х + у, у (О) = 1; шаг h = 0,1. 
Вычисления вести с точностью до 0,001, оставить в результате 
два знака. 
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1240. Испо.tIьзуя метод Адамса, найти значение у (0,4) для 
дифференциального уравнения у' = х2 + у2, У (О) = О; шаг h = 0,1. 
Вычисления вести с тем же числом знаков, что и в предыдущем 
примере. 

§ 7. МЕТОД ПИКАРА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ
ЛРИБЛИЖЕН",Й 

Одним из аналитических методов приближеиного решения диффереициаль
НbIX уравнений является метод Пикара nсследооаmельньtX nриближенuЙ. При. 
менительно к ди~ренциальному уравнению первого порядка 

у' = f (х, у) (1) 

с иачальным условием у (хо) = Уо ОН заключается в том, ЧТО строится искомое 
решеи'ие у = у (х) для х ~ хо (или х";;;; хо). Интегрируя правую и левую части 
уравнения (1) в пределах от хо до х, получаем 

х 

у (х)-у (хо) = ~ f (t, у) d/, 
х. 

ми 

х 

у (Х)=Уо + ~ f(t, y)dt. (2) 
х. 

Предполагается, что в иекотороА окрестиости точки (Хо; Уо) уравнение (1) 
удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности. (теоремы 

Коши), т. е. что f (х, у)-непрерывная функция своих аргументов и I ~~ I < к. 
Для нахождения последовательных приближений заменим в рцвенстве (2) 

неизвестиую фуикцию У данным значением Уо; получим первое приближеиие 

х 

Уl =Уо +~. f (t, Уо) dt. 
х. 

Далее, подставиз в равенство (2) вместо неизвестноА функции У найденную 
функцию Уl, получим второе приближение 

х 

У2=УО + ~ f (t, Уl) dt. 
х. 

Все дальнейшие приближения строятся по формуле 

х 

Уn=Уо+ ~ f(t, Yn_l)dt (n=l, 2, ... ). 
х. 

Таким образом, 
х 

У (х) ~ уn (х) = Уа + ~ f (t, Уn-l) dt. 
х. 

Можно доказать, что lim Уn (х) = у (х). 
n-+оо 
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Погрешность оценивается неравенством 

М (кс)n 
Iy(x)-yn(x) 10;;;;; К.n! 

где 11(х, у) 10;;;;; М, Ix-xol<ao;;;;;oo, Iy-yol<b<oo, c=min(a, Ь/М). , 
Пикаровские приближения дают последовательность н и ж н и х функциli, 

т. е. Уо < !/i < У2 < .. , < Уn < У (х), 

если : > о и f (х, Уо) > о, и последовательность в ер х н и х функциА, т. е. 
Уо > Yi > У\\ > ... > Уn > У (х), 

дf' д! 
если -д > О и f (Х, Уо) < О. Таким образом, при -д > О пикаровские приб-

У У 
Jlижения образуют односmoроннюю nоследователtн.ссmь приближений, а при 

. ~~ < О-двусmoроннюю noследовательность. . 

1241. Найти приближенное решение уравнения у' =х+у'. 
удовлетворяющее начальному условию у (О) = 1. 

6 в качесце иачмьного приближения возьмем Уо = У (О) = 1. Тогда пер
вое приближение 

х 

Уl (х) = 1 + 5 (1 + 1) dt = 1 +х+ ~ xl
• 

О 

Аналогичио получим второе приближение 
. х 

YI(x)=1 + 5 [t+( I+t+ ~ tS У] dt= 
, о 

3 2 1 1 
= I +Х+2 xl +'3 ХЗ+Т х4+ 20 х5, 

•••••• о. о о 0.0.0 о о о О ... 

1242. Какой последовательностью пикаровских приближений 
выражается решение уравнения у' = х+ у. удовлетворяющее на
qальному условию у (О) = О при х ~ О? 

Ь. 3а иачЗJIЪНое приближение возьмем Уо = У (О) = о. Тогда 
х х 

Yi=Yo + 5 (t+yo) dt = 5 1 dt= ~ xll
, 

О О 
х 

У2 = 5 ( t + ~ tll
) dt = ~ х2 + ~ хз = ~~ +; I 

О 
Х 

g.= 5 (t+ ~~ + ~; ) dt= ;; +~-+~ , 
о 



д! 
Здесь f (х, Уо) = х+ Уо ~ о и ду = I > о. Следовательно, пикаровские 

приближення образуют последовательность нижних функций. 
Истинное аналитическое выражение у (х) в данном случае имеет вид 

. (х2 хз х" +1 ) у(х)= Нт уn(х)= 1Jm 2Г+зг+···+( +1)1 = 
n-+со n-+оо n 

( 
Х х2 х3 xn +1 

) 
= n~': 1+1Г+2Г+"ЗГ+···+(n+I)1 -(х+I), 

или 

у (х) =еХ -x-I .... 

1243. Найти три последовательных приближенных решения 
уравнения у' = ~ + у2, удовлетворяющих начальному условию 
у (О) = О, взяв за начальное приближение у = о. 

1244. Найти приближенное решение уравнения у' + ych Х= О, 
удовлетворяющее начальному условию у (О) = 1. 

1245. Найти приближенное решение и определить характер 
пикаровских приближений уравнения у' = Х-у; начальное усло
вие у(О)= 1, x~o. 

1246. Найти приближенное решение и определить характер 
пикаровских приближений уравнения у' = у cos х; начальное усло
вие у(О)= 1, -2 < х < 2. 

1247. Найти приБЛиженное решение уравнения у' = 2ху cos (х2), 
удовлетворяющее начальному условию у(О)=I, о<х< 1, 0< у<2. 
Определить характер пикаровских приближений. 

§ 8. ПРОСТЕАШИЕ СПОСОБЫ ОБРАБОТКИ 
ОПЫТНЫХ ДАННЫХ 

1. Графический способ. Пусть данные опыта представлены таблицей. Через 
точки, определяемые этой таблицей или блнзкие к ним, проводим график и по 
виду графика подбираем вид эмпирической формулы. Простейшим случаем 
считается тот, для которого данные опыта приводят к точкам, расПOJraгаю

щимся приблизительно на прямой y=oO+alX или на КРИВЫХ, уравиения: ко
торых S = Ata и S = Ае at пре06разуются заменой переменныx к линейиой 
функции. Решая эту задачу графическим способом, наносим точки на- коорди
натную сетку (с равномерной или логарифмической шкалой) и проводим пря
мую приблизнтельно через этн точки так, чтобы она лежала З0ЗМОЖНО ближе 
к/каждой нз нанесенных точек, а затем берем две произвольные точки на 
этой прямой (возможно дальше одна от другой) и подставляем их координаты 
в соотношение у = аз + аlХ. Из полученных таким образом двух уравнениА 
найдем ао и аl. 

1248. Стационарное распределение температуры в теплоизоли
рованном тонком стержне описывается линейной функцией и = 
=-: ао + a1x. Определить постоянные ао и а1 , если дана таблица 
измеренных температур в соответствующих точках стержня: 

х I о I 2 6 8 10 14 16 20 

и I 32 I 29,2 23,3 19,9 17,2 11,3 7,8 2 
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6. Iloc1!p<nus- точки, отвечающие даниоА таблице, ВИДИМ, что ПРЯlllая проходит 
через точки ~; 32) 11' (:2t)j 2). Подставn-яя их коордииаты в уравнеиие и = 
= а. + аl.%, JIМeOI . 

{ ао +0'Оl =32, йо=32, al=-I,5. 
а.+2Оаl =2; 

Отсюда получаем искомое соотношение u = 32 - 1,5х. 
Насколько хорошо эта формула oTBoNaeT табличным даниым, можно судить 

по DeJlИЧИне суммы уклонений 6 и суммы квадратов уклоиений 61 значений 
функции, вычиcnенных по формуле, от табличных значений. В данном примере 
6=-I,5x+32-u. Следовательно, ~=-I,5.0+32-32=0; ~=-1,5.2+ 
+32-29,2=-0,2; 6з=-1,5.6+32-23,3=-0,3; 6,,=-1,5·8+32-19,9=0,1; 
6I =-I,5·IO+32-17,2=-O,2; 6е =-I,5·14+32-II,3=-О,3;.б;=-I,5·16+ 

8 8 

+32-7,8=0,2; 68=-1,5·20+32-2=0; ~ бj=-0,7; ~ 6~=O,31.A 
'= 1 '=1 

1249. Табличные данные 

2 3 4 5 6 7 

s 2,31 2,58 2,77· 2,93 3,05 3,16 3,26 

отвечают lформуле S = Ata;. Найти значения А и а. 
6. Логарифмируя равенство s= Ata;, получим Jg s= Ig A+a.lg t; полагая 

IgS=y, Igt=x, IgA=ao, а=аl, имеем у·=ао+ОlХ' Графиком полученного 
линейного уравнения cnужнт прямая, параметры уравнеиия которой иайдем, 
взяв две точки иа это/i: прямой, например (lg 1; Ig2,31) и (Ig 7; Ig3,26). Под-
ставив коордииаты этих точек в уравнеиие у = Ig А + ах, получим . 

{ 
Ig2,31=lgA+algl, {lgА=О,З64, \ 
Ig3,2б=lgА+аlg7, или JgА+о,845а=О,5IЗ. 

ОТсЮ;lI.а Ig А =0,364; А =2;312; a=.Q,149jO,845=O,17U. Следовательно, S = 
= 2,31.2 tO,178. А 

1250. Табличные данные 

х 19,1 25,0 I 30,1 I 36,0 40,0 45,1 50,0 

у 76,30 77,80 -I 79,75 I 80,80 82,35 83,90 85,10 

отвечают формуле у = ао + а1х. Найти ао и а1 • 
1251. Табличные данные 

t 2 3 4 5 6 7 8 

S 15,3 20,5 27,4 36,6 49,1 65,6 87,8 117,6 

отвечаюг формуле S = АеШ. Найти А и а. 
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2. Способ ереАRИХ. Сnoсоб средни% основывается на допущении, что наи
более подходящей линией служит та, для которой алгебраическая сумма yx.nо
неиий равна нулю. Для того чтобы найти этим способом неизвестные постоян
ные в эмпирической формуле, сначала подстаВJIяем в эту формулу все пар .. 
иаблюдавшихся или замерениых значений % и У и получаем СТOJIько уклоиений, 
СКOJIько пар значений (%; у) В таблице (уклонения-веРТИК3JIьные расстояния 
от данных точек до графика функции). Затем распределяем эти yx.nонения 
по группам, состаВJIЯЯ столько групп, сколько неизвестных параметров эмпи

рической формулы надо найти. Наконец, приравнивая нуmo сумму yx.nонеииЙ 
по каждой группе, ПOJlучим систему линейных уравнений относительно пара
метров. 

1252. liайти способом средних формулу вида S=At~. отве-

чающую таблице 

1273128з1 288 293 313 333 I З5З 373 

S 129;41зз,з1 35,2 37,2 45,8 55,2 ' I 65,6 77,3 

6. Здесь уклонения имеют вид б=Аt~-8. ПОДСТ8ВJIЯII значеИИII t и 8. 
взптые из таблицы, и приравнивая уклонения нулю, ПOJlучим СИСтему урав
неннА относительно параметров А 11 ct, решен не которой затрудНительио. Без 
большоА потери в точности можно приравнять нулю СУММУ уклонений лога
рифма 8, Т.е. б'=lgА+ctlg/-lg8. 

Тогда уклонения выразятся формулами 

~=lg А+2,4362ct-1,468З, б~= Ig А+2,4955 ct-I,6609. 
~=Jg A+2,4518 ct-l,5224, б;= Ig А+2,5224 ct-I,7419. 
~=Ig А+2,4594 ct-1,5465, б;=lg А +2,5478 ct-I,8169. 
б~ = Ig А+ 2,4669 ct-I,5705, б; =Ig А + 2,5717 ct-I,8882. 

Прнравняв нулю сумму УКJIоненнй по этим двум группам, пOJlУЧИМ си
стему уравнений для определения параметров А и ct: 

{ 
41gA+ 9,8143ct=6,1077, 
41g А+ 10,1374 ct=7,1079. 

Решение этой системы ct=3,096, Jg А =7,9345; отсюда А=8,5.10-7• Таким 
образом, 8=8,6·10-7/з,096. А 

1253. Дана таблица 

% 87,б 84,0 77,8 '1 63,7 46,7 36,9 

и 292 283 270 1 235 197 181 

Найти параметры ао. ai. tlj формулы y=aO+a1x+a.xi • отвечаю
щей этой таблице. 
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J254. Дана таблиuа 

t 53.92 26,36 14,00 6,99 4,28 2,75 1,85 

\ 

I s 6,86 14,70 28,83 60,40 \01,9 163,3 250,3 

отвечающая формуле S = Ata . Найти А и а. 

3. Подбор параметро!! способом наименьших квадратов. 1) На практике 
часто приходится решать тас<ую задачу. Пусть для двух функционально свп, 
занных величин х и У известны n пар соответствующих значений (Хl; Yl)' 
(Xz; .tI2) • •••• (Хn • Уn). Требуется в наперед заданной формуле у= f (х. ах. 
а2, ...• ат) определить m параметров а1. а2. "', ат (т < n) так. ЧТОGЫ 
в эту фор~!улу наилучшим образом «укладывалисы) бы известные n пар зна· 
чениЙ Х и у. 

Считается (исходя из принципов теории вероятностей). что наилучшими 
являются те значения а1. az, ... , ат • которые обращают в минимум сумму 

k=n 

~ [! (Xk. а!, az. • .. , ат) -Yk)2 
k= 1 

(т . е. сумму квадратов отклонений зиачений У •. вычисленных по формуле. от 
заданных). поэтому сам способ и получил название способа н.аимен.ьших квад
раmoв. 

Это условие дае'!' систему m уравнениi!. из которых определяются аl, 
(Х2 •••• , аm : 

k=n 

L [! (Xk. al. az, "', о (1) 

"= 1 
(j=I, 2, ... ,т). 

На практике заданную формулу у = f (х. ai. az. "', ат) иногда Прихо. 
дится (в ущерб строгости полученного решения) преобразовываТh к такому 
виду, чтобы систему (1) было. проще решать (см. ниже подбор параметров в 
формулах у= АесХ и у= AxQ). 

Частные случаи. а) У=аоХт+аlХт-l+ . ... +ат(m+l параметров 
ао, аl, .•.• am ~ n > т+ 1). 

Система (1) принимает следующий внд: 

r 

k=n k=n k=n 

ао ~ x~+a1 ~ xr-1+ ... +nam = ~ Yk, 
/I:.! k=1 k=1 
k=" k=11 k:.n k=n 

йо ~ xr+1+ a1 ~xr+ ... +ат ~ Х/I= ).: XkYk, 
k= I k= I k= 1 k= I 
k=n k=i1 k<=11 k=n 

ао ~ xf+Z +аl ~ xr+1 + ... +ат ~ xZ т= ~ X~Yk' 
k= 1 k= 1 /1= 1 k= 1 

(2) 

/I=n k=n k=n k=n 
'\., zm ~ 2m-l ,., т ,., т 

йо ~ Xk +аl ~ Xk + .•• +аm ~Xk = ~ XkY/e· 
k= I k = I k= 1 k= I 

Эта системаnt+ 1 уравнений с т+ I неизвестными всегда имеет единст
венное решение, так ' как ее определитель отличен от нуля. 
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Для определения коэффициентов системы (2) удобно составить вспомога· 
тельную таБЛицу вида 

I x~ 8 
Xi Хl .. , xF Yi X1!Il X~i ... x'?Yt 

2 Х! ~ X~ ... х:т Уе XzY2 
2 

Х2У! 
т . .. Х2У! ... . .. .. , . .. .. , ... ... ... . .. ... '" ... . ,. ... . .. ... ... ... ... . .. . .. . .. 

n хn 
2 

Хn 
8 

ХN ... 2т 
ХN Уn ХпУn X~Yn ., . xJ:lyn 

~I 
в последней строке записываюг .суммы элементов каждого столБЦа, которые 
и являются коэффнциентами системы (2). 

Систему (2) обычно решают методом Гаусса. 
б) y=A~". " 
Для упрощения системы (1) эту формулу, связывающую Х и У, предвари

тельно логарнфмируют и заменяют формулоА 

Igy=lg A+c.lge.x. 

Система (1) примет в этом случае следующий вид: 

{ 

c.lg/~n xk+n,lg А= "~n IgY/e, 
"=I "= 1 

~.Ige ,,~n x%+lg A,/e~n Х/е= "~ x/e,lgY/e. 
k=1 k=1 "=I 

Вспомогательная таблица имеет вид 

k 

I xi 
z 

хl 

2 Хе 
Z 

Х2 .. , .. 
n хn X~ 

Из системы (3) определяют с и Ig А. 
в) у=М. 

IgYi 
Igyz .. 
Ig"yn 

(3) 

xl,lgYi 

X2· lg У! 
.. 

xn·lgyn 

Эту формулу также предварительно логарифмируют и заменяют следующей: 

Igy=lg A+q.lgx~ 
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Система (1) теперь примет вид 

{ 

k=n k=n 

q ~ Jg х" + n Jg А = ~ Ig Yk. 
k=1 k=1 

q k~n Ig2 Х,,+ Ig А. k~n Ig Xk= k~n Ig Xk·lg Yk' 
k=1 k=1 k=l 

(4) 

Соответствующим образом изменяется и вспомогательная таблица. 
2) Часто бывает . иеобходимо заменить наилучшим образом некото~ю за· 

даиную функцию У = t (Х) на отрезке [а, Ь] многочленом т-й степени: У ~ аох"' + + аlх",-I+ ... +а",. Прнменение способа наименьших квадратов в этом случае 
приводит .к отысканию коэффициентов ао, аl, " " а", из условия минимума 
интегра.1а 

Ь Ь 

~ [tp(x)-/(x)]3dx= ~ [aoX"'+alx",-I+ ..• +а",-! (х)]2Ц. 
а а 

Необходимые условия минимума этого интеграла приводят к снстеме m+ 1 
уравнений с т+ 1 неизве:::тными ао. аl, а2, ... , а",. из которых ОПРЕ:Деляют 
все эти коэффициенты: 

1255. 

( Ь , 

) [aoX"'+alx",-I+ ... +аm-! (х)] х"' dx=O. 
а 

Ь 

) [aoX"'+alX",-l+ ... +аm-/ (х)] х",-1 dx=O, 
а 

Ь 

) [аох'" +аlх",-I+ ... +аm-! (х)] dx=O. 
а 

Способом наименьших квадратов подобрать для 

(5) 

задан-

мых значений х. и у квадратичную функцию qJ (х) = aoX~ + а1х + а.: 

х 1 8 9 '10 ~ 11 12 I 13 

У 7,4 8,4 9~ 1 9,4 I 9,5 9,5 I 9,4 

/). Составим таблицу 

k I х" х: х: х: У" х"У" Х:У" 

1 1 49 343 2401 7,4 51,8 362,6 
2 8 64 512 4196 8,4 67,2 537,6 
3 9 81 729 6561 9 , 1 81,9 737 ,1 
4 10 100 1000 10000 9,4 94,0 940,0 
5 11 121 1331 14641 9,5 104,5 1149,5 
6 12 144 1728 20736 9,5 114,0 1368,0 
7 13 169 2197 28561 9,4 122,2 1588,6 

~ J 70 728 7840/ 87096 / 62,7/ 635,6 6683,4 
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Отсюда имеем систему уравиеиий 

{ 

728 00 + 70а1 + 7а. =62,7, 
7840ао + 728а1 + 70а! = 635,6, 

8709600 + 1840аl + 728а! = 6683,4. 

Решая Э'l'у систему, получим 00=-0,04, al= 1,10, ag=2,\2. Таким об· 
разом, искомая квадратична я функцня имеет вид 'р (х) = -O,04XS+ 1,1 Ох+2; 12. А 

J 256. Способом наименьших квадратов подобрать степенную 
функцию S = Atq по следующим табличным данным: 

2 3 

s 7,1 21,8 62,1 

/:::, Составим таблнцу 

1 0.0000 0,0000 0,8513 
2 0,3010 0,0906 1,4440 
3 0,4711 0,2276 1,793\ 
4 0,6021 0,3625 2,0414 
5 0,6990 0,4886 2,2068 

~ 1" 2,0192 "1,\693 8,ЗЗ6б 

Такнм образом, ПО.1учаем систему уравнений 

{ 
2,0792q + 5 Ig А = 8,3366, 

1,I69Зq+2,07921g А =4,0631. 

4 5 

110 161 

0,0000 
0,4345 
0,8555 
1,2291 
1,5425 

4,0631 

Отсюда q=I,958, \gA=O,8532, т. е. А=7,IЗ2. Следовательно, искома!! сте. 
пенная функция имеет вид S=7,IЗ2t1.8~8. А 

J 257~ Способом наименьших квадратов подобрать показатenь
ную функцию S = Aect по следУlOщим табличным данным: 

t о 2 4 10 12 

s 1280 635 324 43 19 
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6. Составим таблицу 

k 11 y=lgS (у 

1 О О 3.1072 0.0000 
2 2 4 2.8028 5.6056 
3 4 16 2.5105 10.0420 
4 6 з6 2.2095 13.2570 
5 8 64 1.8808 15.0464 
6 10 \00 1.6335 J6.3350 
7 12 144 1.2787 15.3441 

~I 42 з64 15,4230 75,6304 

Получаеы систему уравнеиий 

{ 
42c.lg е+ 71g А = 15,4230, 

364c·lge+42Ig А = 75,63J4, 

т.е. c:lge=-O,I509, Ig А=3,1087. Следовательно, А= 1284 и с=-О,347. Та
ким образом, искомая показательная функцня имеет вид S = 1284е- о •ци. А-

В следующих задачах способом наименьших квадратов подо
брать функции заданного вида по приведенным табличным данным. 

1258. Найти линейную функцию: 

2) х 1 I 4 I 9 1 16 I 25 

У 10,1 1 3 18,1 114,9123'9 

х I о I 0,1 I 0,2 I 0,3 1 0,4 1 0,5 0,6 1 
~ ----~--+---~--~----~----~----~~--~----

у 1З,0212,81 12,57 12,391 2,18 1 1,99 1,81 11,85 

0,7 

1259. Найти квадратичную функцию: 

xl 7 
1 

8 I 9 110 111 112113 х, 10.7811,5612.341З,121З,81 
1) 

у 1З,114,915,З15,816,116,415,9 
2) 

у 12,50 11,20 Il,1212.~2514,28 

х 1 
-з -2 -1 О 2 3 

~ 

1 
11 -0,71 -0,01 0,51 0,82 0,88 0,81 0,49 
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1260. Найти степенную функnию S = A·tQ: 

2 3 4 5 

s 7,1 15,2 48,1 96,3 150,1 

1261. Найти показательную функцию S = Aect : 

1) 
t /2'2/2'7/з.5 4.1 

S /67/60 / 53 / 50 

2) t / / 3/ 5 / 7 / 91 11 

s / 0 ,7511.81 15.34/1O , 8~124 , 52159.00 

1262. Н айти наилучшее приближение функции f (х) = sin (лх/2) 
в интервале О ~ х ~ 1 многочленом третьей степени. 

l\ Для нахождения коэффициентов функции ер (х) = IloХЗ+ а1х2+ а2Х+ аз 
соста8.llяем систему уравнений вида (5): 

1 

S ( Iljjr+а1х2+а2х+аз-sln ~) r dx=O, 
о 

1 

5 (аor+а1х2 +а,х+аэ -SIП ~) x2dx=O, 
о 

1 

S ( Iljjr+аlх2 +а2Х+аз- sln ~x) xdx=O. 
о 

1 

S (aor+a1xl+a,x+aa-sln~) dx=O. 
l о 

Иитегрируя, получим 

( 1 1 1 I 12 96 
ylljj+1f ai+5" аа+4 аз=n;- n.· 

1 

~ Iljj+~ ai+~ aa+~ аа= 82_1~, 
6 5 4 ' 3 n n 
1 1 1 1 4 

51ljj+"4 ai+"3 аа+"2 аЗ=n8 ' 
1 1 1 2 l "4 ао +"3 ai+2" а, +аа=-л. 

Решая последнюю систему, найдем Iljj = -0.40, а1 = -0,24, а!! = 1,64. 
аз = -0,05. Следовательно, . 

'р (х) =-0,4хЗ-'О,42х2+ 1,85х-О,05. 

Проверка : если х= 1/3, то f (1/3) =0,50, 'р (1/З) =0,51. А 
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1.263. Найти наилучшее приближение функции f (х) = ln (4 + х) 
многочленом второй степени при О ~ x~I. 

1264. Найти наилучшее приближение функции f (х) = 1 I( 1 + х) 
многочленом третьей степени при О < х < 1. 

4. ИнтерПОЛЯЦНII функцнй С помощью прнближення сплаЙнами. В основе 
нового метода, получившего название сплайновой интерполяции, лежит поня
тие сплайна (sрliпе-от англ. «планка») или ломаной лииии, звеньями которой 
служат отрезки кривых, заданиых многочленами. . 

а) Л и не й н ы е с пл а й и ы. Пусть на отрезке [а, Ь] задаиа фуикци;я 
аналитически [в виде 9=! (Х)}. таблично или графически. Для замеиы этой 
функции сплайном разобьем отрезок [а, Ь] на n частей и составим таблицу 

Х Xi 

9 90 Yi У" 

Здесь Хо=а, х,,=Ь, а 9k-значения функции '(Х) при X=Xk (k=O, 1, 
2, ..• , n). Если функция задана таблично, то значения Xk выбираем из таб
лицы; при этом чем больше n, тем лучше аппрсжснмапия. На каждом из эле
ментарных отрезков [Xk, Xk+lJ заменим функцию y=f(xj отрезком прямой: 

х. Х-Х: (! (Xk+l) - f (xkH+f (Xk). 
'1+1- k 

(1) 

Таким образом, кривая на отрезке [а, ыl заменяется ломаной, а функция 
у=Цх) аппроксимируется просте1iшиы Jlине1iнblМ спl\afшом S \х). 

б) l(усочио-кубические сплаЙиы. При рассмотрении изгиба уп-

ругого стержня, уравнение упругого равновесия которого имеет вид cplV ~)=O, 
изогнутость стержня приходится предс:тавлять кривой третьего порядка. 

В этОм случае часто I1рименяют кусочно-кубические сплаЙн-функnии. когда 
функция f (Х) интерполируется- на каждом элементарном отрезке кубическим 
многочленом. 

На отрезке [а, ыl оси Ох зсщадим равномерную сетку с шагом h= (Ь-а)/n; 
в узлах Х = X/t (k = о, \, 2, ••. , n) заданы значе\Н~я. Y.k ФУНil.ll.ии. У= Нх), оп
ределеиной на отрезке [а, Ь). 

Внутри кажд.ого элементарного отрезка [Xk_i, Xk} заменим функцию f (х) 
функцией ер (х), удовлетворяющей следующим условиям: 

1) ер (х) непрерывна на [а, Ь] вместе со своими производиыми первого и 
второго порядка. 

2) ер (х) на каждом отрезке rXk-i, XkJ является кубическим многочленом: 

3 

epk (Х) = ~ йj (Xk-X;) (k =0, 1, 2, ... , n). (2) 
е=1 ' 

3) в узлах сетки {Xk} выполняется равенство ер (xJJ = Yk (k = О, 1, 2, ••• , n). 
4) ер" (х) удовлетворяет граничным условиям ер" (а) = ер" (Ь) = о. 
Можно показать, что задача нахождения кусочно-кубической сплайн-функ

ЦИИ ер (х) имеет единственное решение. 
Так как вторая производная ср" (х) непрерывна и линейна на каждом от

резке [Xk-l, XkJ, то для XE[Xk-l, XkJ можно записать 

(3) 



где mk=rp" (Xk)' Проинтегрировав дважды обе ч'асти равенства (3), получим' 

( ) _ ,(Х/l-Х)З + (X-Хk_l)З +А Xk- X+ B X-Xk_i (4) 
rp Х - mk-l 6h mk6h k h k' h ' 

где А Тг и B/l- произвольные постоянные интегрирования. Они находятся из 
условий rp (X/l) =Yk' Подставляя в равенство (4) x=xk_l и X=X~, получим 

hZ hZ 

Ak=Yk-i-mk-lТ' Bk=Yk-mkТ' 
Таким образом, на отрезке [Xk-l, X/l] имеем 

(ч-х)3 + (Х-Х,~_])З+( _ h2 ) Xk- X+ 
rp(x)=mk_l 6h mk 6h Yk-l-mk-lТ -h-

( 
h2 ) x-xk_i + Yk-mkТ h • (5) 

Для определения КОЭффИl~иентов mk и mk_i воспользуемся условием не
пр~рывР.ости rp' (Х) в точках Xl, Х2, ••• , xn-l: 

h 2 h 1 . 
lrmk-l+зhmk+lrmk+l=7! (Yk+i- 2Уk+Уk-l)' (6) 

Выражение (6) получается в Fезультате сравнения односторонних пределов 
первой производной 

'( ) (Xk- x)2 + (X-Хk_l)S + Yk-Yk-f 
rp Х =:= -mk-l 2h mk 2h h 

а именно: 

Дополняя эти условия равенствами rp (Xk) = Yk и rp" (Хо) '= rp" (Хn) =0, по
лучим систему уравнений для определения mk и m"+l' '. 

1265. Аппроксимировать функцию у---'4" на отрезке [-1, 1] 
линейным сплаЙном. \ 

l-,Разобhем отрезок [-1, 1] на четыре равные части <iJl=[-I'; -0,5], 
<iJ2=[-0,5; О], <iJЭ=[О; 0,5], <iJ4=[0,5; 1] (рис. 89) и на каждом отрезке <iJ/C 
(k = 1, 2, З, 4) проведем линейную интерполяцию. В узлах интерполящfИ зна
чения функции определяются следующей таблицей: 

Х -1 -0,5 О 0,5 

У 9,25 0,5 2 4 

Применяя на каждом из отрезков <iJk формулу (1), получим 

{ 

у=О,5х+0,75 при xE[-I; -0,5], 
У=Х+ 1 при xE[-О,5; О], 

S (Х)= у=2х+ 1 при ХЕ[О; 0,5], 
у=4х при хЕ[0,5; 1]. 

Воспользуемся полученным линейным сплайном для вычисления значения 
функции у=4" в точке x=0,125. Эта точка принадлежит отрезку <iJз=[О; 0,5], 
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\ 
на котором у = ~ + 1. Следовательно, 40,12& ~ S (0,125) = 1,25, а с помощью 
таблиц находим 40,11& ~ 1,19 .... 

1266. Кривая зависимости скорости v роспуска отцепа на сор
тировочной горке от длины 1 отцепа лриведена на рис. 90. 3а-

I r у 

I I 1, 

I Ы, I ы: 
I I 
I I 
I I 
I I 

Рис. 89 

V,H/C 

2 

Х 

г-
I ~ I ы, Ы2 I 

2'0 ,1( 

Рис. 90 

писать аналитически уравнение этой кривой, лрименив интерпо
ляцию линейным сплаЙном. 

l:\ Разобьем отрезок [15, 250] на две неравные части 6>i=[15, 75] R 
fDa = [75, 250] и заменим кривую лннеАным сплаАном. Составим таблИЦУ 

15 75 250 

tI 4,2 4,0 2,7 

-Воспользовавшись формулой (1), получим 

4-4,2 2,7-4 
tl1=75_15 (/-15)+4,2, tl2=25O_75 (1-75>+4, 

или 

tli = -0,0033/ + 4,25, tl2 = -О,ОО7М + 4,5571. 
Итак, 

tI (1) ~ s (1) _ { -0,0033/ + 4,25 при 1 Е [15, 75], 
~ - -O,0074l+4,5571 при IE[75, 250] .... 

t 267. Найти приближение функции у = sin х на отрезке [- п, пJ 
кубическим сплаЙном. 

D. Разобьем отрезок [-п, п] на четыре равные часТli <I>]:=[-П, -11/21, 
fDa=[-п/2, 01, ООз=[О, п/21, 004=[п/2, 11]. Здесь h=1I/2. Значения ФУИКЦИИ 
sln х в узлах интерпо.1ЯЦИИ запишем в таблицу: 

-n: -n/2 О 11/2 

у о -1 О о 

ЭЗI 



иnи 

lkкомая фунюiiiя ИМееТ вид 

r 
11>1 (х) 

tp. (х) = ' 11>2 (х) 

l ll>3 (х)\ 
lI>e (х) 

при 

при 

при 

при 

xEf-л, -л/2J, 
хЕ [- л;f2, О), 

хЕ(О; л/2), 
х~[л/2, л]. 

(х+л)' ( л2 ) х+л 
ерl (х) = тl 3л - 1 + тl 24 л/2' 

так как t1IO = 11>- (Хо) = О. 
ИЗ равенства (6) получаем 

л л л 2 4 48 
i2f1!о+зтi+12та=n(О-2(-I))=л, H.~H т2 =-4тi+ л2 ' 

С друго!! стороны, из равенства (3) нмеем 

-~-O _ 2 о+л 

ms=1I> (О)=то л/2 +mi 1tj2"=2mi-mo, пnи m2= 2mi. 

Следовательно, 2тl=-4тi+48/лS, тl=8/лZ• Тогда 

8 (х+ л)3 8 х+л л2 х+л 8 
lI>i (х) = л.~-л' ~ т- , Л/2 'ИЛИ lI>i (х) = Зл3 х. (л +х) (2л+х). 

2) На!!дем 11>1 (х); fIJS = [- л/2, О], k = 2. Из равенства (5) имеем 

8хВ 8х (х+ ~ У (x+~)~ ' 
11>* (х) = - Зл3 +зл-+ та зл та 12 • 

Найдем т. нз равенства (6) и (3): 

л л л 2 8 ' 
12т1+з т. + 12 т, =n (1-2.0-1), та=-4т,,--л2 ' 

с друго!! стороны, 

;( л) 0-л/2+ л/2- (-л./2) 
т. = 11> "2 = тl ----;tj2 ms . л/2 

Следоватenьно, т. = О. Тогда 
8 

ЧJ .. (х)=зwх(л+х) (л-х). 

З) Найдем 11>1 (х), юа = [О, л./2], k = 3. Из равенства (5) нмеем 
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Д . 16 4 48 .... -
ля нахождения тз используем равенство, ): т~ = - та ~Лi' .-а.к как 

• () 2 4 48 2 . 8 Т· т.=ч> n = тз, то - тз-.= тз, .тэ=--,. огда n n 

8 
tpэ (х) = Зn3 х (n +х) (n- х). 

4) Найдем (jJ4(X), 0)4 = [n12, n], k=4 . Имеем 

. (n-х)З (х-л/2)З ( n2
) n-х ( n2

) х-n/2 
«Р4 (х)=тззn+ т4 3л + I-тз 24 n/2 + 0- т4 24 Л[2' 

Так как тз=-8/л2 , а m,=tp" (л) =0, то 

8 
(jJ4 (х) = ЗлЗ х (n-х) (2n-x). 

Итак, кусочно-кубическая _ сплаi!н-фу.нкцня ер (х) на отрезке [-n, л] 
имеет вид 

8 
ЗлЗ х (л+х) (231+Х) при х Er - л, -:- 31/2], 

8 ( . хЕ[- 31/2, 01, злзх 31+Х) (л-х) при 

ер (х) = 8 .. 
Зл3 Х (л+ х) (n-x) при хЕ[О, 31/2], 

8 . 
хЕ[31/2, л]. -Х(31-Х) (2л-х) при 

·~злз .. 

Orметим, что в общем случае деление заданного отрезка на равные части не 
. является обязательным. В данном <;лучае это было сделано для упрощения 
вычислений ... 

1268. Построить линейную сплайн-функцию ДЛЯ функции 
У= tgx, заданной таблично на отрезке (-п/4, п/4]: 

х I -т,r./4 -л/8 О л/8 л/4--

У I -1 ~O,4145 О 0,4146 

1269. Построить линейную сплаЙн-функцию . для функции 
у=(4+Х)1/2, заданной таблично Щl отрезке [-1, 1]: 

х -1 -0,5 

у ! .7320 l,R708 2,2361 



1270. Построить линейную сплайн-функцию ДЛЯ функции 
y=chx, заданной таблично на отрезке [-1, 1]: 

х -1 -0,5 о 0,5 

у I,M31 1,1276 1,1276 1,5431 

1271. Построить кубическую сплайн-функцию ДЛЯ функции 
у = 2", заданной таблично на отрезке [-1, 1]: 

х -1 -0,5 О 0,5 

У 0,5 0,7071 1,4142 2 

1272. Построить кубическую сп.лаЙн-функцию для функции 
у=1п(2+х), заданной таблично на отрезке [-1, 1]: 

х -1 -0,5 О 0,5 

у О 0,4054 0,6931 0,9163 1,0986 



ГЛАВА. х 

ОСНОВЫ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

§ 1. ПОНЯТИЕ о ФУНКЦИOffAJIЕ 

Вариационное исчисление занимается задачей отыскания наибольших и 
наименьших значений функционалов, определенных на множествах линий или 
поверхностей. 

Понятие функционала является расширением понятия функции на случай, 
когда область определения Е есть множеllТВО объектов произвольной. природы. 
Если каждому элементу f из Е по некоторому правилу ставится в соответствие 
действи~ьное число J. то говорят. что на множестве Е определен ФУНКЦUO
нал J = J (f). Функционалы обычно задаюrся с помощью некоторых определен
ных интегралов. Функции из оБJJасти определения Едаиного функциона J 
будеf>l называть фун,кциями сравн,ен,uя(или допустимыми Фун,кциями). 

В дальнейшем в качестве классов С функций сравнения · используются 
следующие множества функций, заданных на отрезке [хо. Х1]: С [хо. Х1]-класс 
непрерывных функций; ( 1) [Хо. Х1]-класс гладких (т. е. имеющих непрерывные 
первые лроизводные) функц·нЙ. 

Обобщением этих дВух классов является множество С<т) [Хо. Х1]-класс' 
функций. имеющих непрерывные т-е производные (т = О. 1. 2 •... ). 

В каждом из указанных классов можно ввести понятие расстояния. Именно. 
рш:стоян,ueм н,умвого порядка между любыми двумя функци ями У = Yi (х) и 
g = У2 (х), при надлежащими· С [ха, Х1], называется число 

РО = Ро (Yi, gz) = тах I Yi (х) - У! (х) I 
х. '" х '" Х, 

Рш:стоян,ueм первого порядка между функциями Уl (х) И У2 (х) из класса 
СЩ [хо, хl] называется число 

Pi=Pi(Yi, У2)= тах IYl(X)-У2(Х)I+ тах ly~(x)-y~(x)l· 
. х.<х<х, х • ..;;х<х, 

Аиалогично можно ввести понятие расстояния Р", (Yi. yz) между любыми 
JUlумя функциями Yi (х) в Yz (х) из класса ат) [хо. XIJ. 

Пусть у(х) Ес(m) (Хо. хI) и 8-ПРОИЗВОЛЬНое сколь угодно малое ПОJJОЖИТель
ное число. Множество всех функций У (х) из класса С\т) (хо. Х1] таких. что 

Рт (У. У) < 8, иазывается е-окрестностью функции у (х) в заданном классе 
функций. 

1 

1273. Вычислить функционал J (у (х» = ~ [у (x)]S dx, если Yi (х)=х, 
О 

Yi(x)=eX
, Ya(x)=Vl +х2• 

! 
D. Здесь функционал задан как определенный интеграл J (У (х» = ~ [У (х)]2 dx. 

О 
Подставляя в это соотношение данные функции, получим числовые значения 
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функционала. Имеем 

t 

при !li (х) =Х: !{ (х)= S x2 dx= ~ ~ 
о 

t 

при Yz (х) =е-": 1 z (х) = S (eX)~ dx= ~ (e2-1,~ 
О 

I 

при Уз (х)= Yl+xZ: J ii (Yl+xZ) = S (Yl+x2)lIdx=:. А 
, о ' 

1274. Найти расстояние между функциями у=х'" и у=>: 
В классе С [О, 1]. 

6. По определению Ро= тах: Ix2-xl. На концам отрезка [О, 1] функ-
О":;:х"; [ 

ция У= х2-х принимает значения, равные нулю. Исследуем ее на экстремум 
в интервале JO, 1[. Имеем у' = 2х-1; у' =0 при х= 1/2. Так как!I' (112)=2>0, 
то в точке х= 1/2 исследуема!J: функция достигает минимума, равного -1/4. 
Поэтому I х3-х I принимает в точке х= 1/2 наибольшее на отрезке [О, 1] зна
чение, равное 1/4. Значит, расстояние между функциями у=х.1 И у=х. в 
классе С [О, l! есть РО = 1/4 .... 

1275. Найти расстояние Ро меЖдУ функциями Yi (х) = хе-х и 
Yi = О на отрезке [О, 2]. 

1276. Найти расстояние Pt между функциями Yl (Х) =Х И 
Yz(x)=lnx на отрезке [е-1:, е]. 

§ 2. ПОНЯТИЕ О ВАРИАЦИИ фУНlЩИОНАЛА 

Xi 

Пусть функционал J (у (х» = S F (х, У. у') dx, где F (х, у, у') -некоторая 
х. 

известная функция трех переменных, определен' в классе С. Разность 

бу(х)=у(х)-у(х), у (х), у(х)ЕС, 

называется nрuраЩl!ltue:.! (или вариацией) аргУI.tеltта У функцнонала 1 (у). 
Разность 

М=М (бу)=J (у+бу)-! (у) 

называется tiрuращеНl/f'М Функцuсltала J (У), соответствующим приращению бу 
аргумента. 

Пусть функция F (х, У, У') непрерывна и имеет непрерывные частные про
изводные по всем переменным до второго порядка включительно. Тогда в при
ращении Функшюнала /11 (бу) можно выделить главную часть, .1ИнеЙную отно
сительно вариации apryw.eHTa, которая называется варuаЦUi!Й фУНКЦUQнала 
J (у) и обозначается через БJ. " 

3 

1277. Найти ПрИрaIЦение функционала J(Jj (х)) = ~ y'l.y' dx, если 
о . 



6, Здесь П)'шращсние аргумента функuиона.1а бу (х) = Yi (х) - У (х) =.r-XS( 
а соопi-=тствующе:с ему приращение Функц!юнаJlа 

М = 1 (у (х) + бу (х) -I_(y (х) = 1 (Yi (х» -1 (у (х» = 
3 3 

= ~ х6.Зх2dХ-~ .~·2_"dx=6З18'. А 
с с 

Xi 

1278. Наiiтп вариацию функционала J (у (х» = ~ уу' dx, если 

у (х) и б (у (Х» Е СШ [хо, x1J. 
6. По определению ПрlIращения функци::>на.lа 

.'У1 Х1 

М =1 (у (х)+бу (x»-J (у (х» = ~ (у+бу) (у' +lIу') dx-S уу' dx= . ~. ~ . 
Х1 .%1 

. = ~ (у' бу+ у бу') dx-!-- ~ бу бу' ш. 
Х. 

откуда IJскомая вариация 

Х; 

/jJ (у (х» = ~ (у"бу+уllу') dx. А 

Сравнить при ращение и вариацию следующих ФункдионаЛОВI 
е 

1279. J (у (х» = S (уу' + xy,z) ш, если у = lп х, бу = а ~~~ 1) • 
1 
;1t 

1280. J (у (х» = ~ у,а sin х dx, если у = sin х, бу = сх. cos х. 
о 

§ 3. ПОНЯТИЕ ОБ ЭI(СТРЕМУМЕ ФУНI(ЦИОНАЛА. 
ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ УР-А8НЕНИЯ ЭЙЛЕРА 

Пусть Е-класс функций сравнения функuионала J. Говорят, что функ
ционал J имеет в этом классе а6СОАЮlЩtЫU ,мtши."УА& (макси,му,и), реализуемый 
функцией у (х) ЕЕ, если для moбоА функции 11 (х) ЕЕ выполияется неравенство 

J (у (х» ~ J (у (х» [J (у (х» Е;; J (у (х))), (1) 

т. е. приращ~иие функциоиа.'Iа f1J = J (у (x»-J <У(х» неотрицателъно (нenо-
ложнтельно). ' , 

Говорят, что функциона.'1 J имеет в классе Е относительный .мtШи,му.м 

(,макси,му,м) , реализуемый функцией у (х), если найдется такая e'OKpecTHOCT~ 
функции у(х) , что для любой фуикции 11 (х) ЕЕ из этой окрестности JЩПол
няется иеравенство (1). 

Очевидно, абсолютный экстремум JlВJJяетси и подавно отиосительнЬПI эк
стремумом. Обратное. вообще говори, неверно. 

Пусть функционал . 

6f 

J (у (х» = ~ F (х. у. у,) Ц. (2) 
«. 
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определен в классе · Ct1), а подынтегральная функция непрерывна вместе со 
своими частными производными до BToporo порядка включительно. 

Т е о р е м а. Если функция У = У (х) Е C,l) удовлеmвcряет гра/tичнШ4 усло
виям У (хо) = уо, У (хl) = Yl 11 реализует экстремум фУН1Сцuoнала (1), mo она 
является решением уравнения Эйлера 

d 
Ру- dxFy,=O. (3) 

или в развернутой записи 

У"РУ'У' + у'Руу'+Рхи'-Ру=О. (4) 

Уравнецие (3) представляет собой ДИфференциальное уравнение второго 
порядка относительно нензвестно~ функции У (х). Общее решение этого 'урав

. нения содержит две произвольные постоянные Ci и C1, которые должны опре
делиться из граничных условиi\- У (ха) == УО и У (хl) = Yi. Интегральные кривые 
уравнения Эйлера называются экстремалями. Для того чтобы экстремаль про
ходила через две точки М (хо; Уо) и N (Xl; Yl)' следует выбрать постоянные 
Ci и С2 так, чтобы <р (хо, Ci, С2) = Уо и <р (Xi. Ci. Сз) = Yl' где У= <р (Х. Ci, С.)
общее. решение уравнения Эйлера. 

В общем случае уравнение Эйлера ' не разрешнмо в квадратурах. Рассмот
рим частные случаи этого уравнения. 

Случай 1. Функция F не з~висит от у', т. е. Р=Р(х, у). Тогда урав
дР 

нение Эйлера принимает вид д = О. Это уравнение не является дифферен-
у . 

циальным относительно неизвестной функции У (Х), так как оно не содержит 
у' . Оно определяет одну илн несколько функций, которые, вообще говоря, не 
удовлетворl'ЮТ граничным условиям у (хо) = Уо и у (Xl) = Yl' Следовательно. 
решение рассматриваемой вариационной задачи в общем случае не существует. 
Лишь в специальных случаях найдется кривая У = У (х), проходящая через 
точки М (Хо, Уо) и N (Xl. Yl) И являющаяся решением функционального урав-

дР ' 
нения ду =0. 

1281. Найти экстремаль функцщшала 
1 

J(y(x»= ~ (xsiny+cosy)dx; у(О)=О. y(1)=n/4. 
о 

, дР 
6 Здесь р=х sln y+cos У, ду =х cos y-sln у и уравнение Эйлера имеет 

вид xcos y-s/n у=О, откуда y=arotg х. Это решение удовлетворяет заданным 
граничным условиям и, следовате",ьно, полученная кривая является экстре-
малью. А . 

1282. Найти экстремаль функционала 
е 

J (у (х» = ~, (хеУ - уеХ) dx; у (1) = 1, у (е) = 1. 
1 

дР 6 Здесь F = хеУ - уе", -д = хеУ - е", и уравнение Эйлера эапнсыва-
у . 

ется в виде хеУ -е" = О, откуда у = x-In х. Полученное решение ие удов
летворяет данным граничным условиям и найденная крнвая не является 
экстремалью .... 

С л у чай 2. Функция F линейно зависит от у', т. е. F = Р (х, у) + 
дР дQ + y'Q (х, у). Тогда уравнение Эйлера имеет вид а--д =0. Это уравнение 

. g х 

не является диффереНЦl:lальным относительно неизвестной функции у (х) и, 
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r.oобще говоря, не имеет решений" удовлетворяющих заданным граничным 
. дР aQ 

УСJJОВИЯМ. Если же -д !!!9 -д ,то подынтегральное выражение F (х, у, у') dx= , у х 

=(P+y'Q)dx=Pdx+Qdy есть полный дифференциал некоторой фуикции 
двух переменных. В этом случае значение функционала не зависит от пути 
интегрирования. Следоватt>льно, функционал J постоянен на всех допустимых 
кривых и вариационная задача теряет смысл. 

1283. Найти экстремаль функционала 
IJ 

J (у (х» = ~ [(ху' + 1) еУ + хи_у2у'] ш; У (а) = а, у (~) =Ь. 
а. 

6. Здесь F лннейно зависит от у': 

F=(xy' + l)eY +x2-у2у' = (x2 +eY)+(xeY-у2) у', 

т. е. Р (х, у) =х'+еУ, Q (х, у) =хеУ -у' и дар = a
a
Q 

. Выражение (х2+еУ) dx+ 
у х + (хеУ - уа) dy есть полный дифференциал, и, следовательно, интеграл не за

висит от пути интегрнровання: 

. (IJ; Ь) (IJ; Ь) 

J (у (х» = 5 (хl +еУ) dx+ (хеУ _уИ) dy= S d ( хеУ - ~ уЗ+ ~ хз) = 
~;~ ~;~ 

( 1 1) /1/1; Ь) . ~З_аЗ аЗ-ЬЗ = xeY-з у8+зхЗ (а.: а)=~ь-ша+-з-+-з-, 

Значение функциоиала J постоянно для всех кривых у (х), проходящих через 
точки (а; а) и (~; Ь), и вариационная задача не имеет смысла .• 

С л у ч а А 3. Функция F завнсит лишь от у', т. е. F = F (у'). Тогда ур'ав
иение Эйлера имеет вид . у' F у'у' = О. Если F у'у' 'i= О (в противном случае тре
буется дополнительное исследование), то получаем уравнение yN = О. Его общее 
решение у=С1х+С., т. е. экстремалями являются прямые. 

1284. Найти экстремаль . функционала 
1 

J(y(x))=~(Y'·+y'+l)dx; у(О)=l, y(1)=2. 
о 

6. Здесь F == у'. + у' + 1, FjI' = 2у' + 1, F у'у' = 2. Уравнение Эйлера имеет 
вид 2~=0, откуда у=С1х+С •. Значения Ci н .Са найдем нз условня про
хождения экстремали через точки М (О; 1) и N О; 2): Си = 1, Ci+C.=2, т. е. 
Ci=C.=I. Таюw образом, 9кстремалью является прямая у=х+l .• 

Случай 4. Ф~нкция F зависит лишь от х и у','т.е. F=F(x, у'). Так 

как в этом случае ~ =0, то уравнеиие Эйлера имеет вид :х (~:) =0, отку-
б'F (х у') 

да сразу находим ду: Ci. Разрешая это уравнение относительно y~ 

в интегрируя, получим .общее решение уравнения Эйлера. 

1285. Найти экстремаль функционала 

, 
J(У(Х))=~(ху,I-2у')dх; y(l)=l, у(е)=2. 

1 
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J дР, , , , 
l'!. Здесь Р=ху' -2у', ду,=2ху -2, Т.е. 2ху -2=Ci. Отсюда у = 

С ' +2 1 =-12-' Интегрируя, находнм У=-2 (Ci+2)lnx+Cz. Используя граннчные 
х I 

1 
ус.'1свия, получаем Ct=l, '2Ci+C,+1=2, Т.е. С1 =0, Cz=l. Экстремалью 

является крнвая y=lnx+l. ~ 
С л у чай 5. Функция F зависит лишь от у и yf, т. е. F = F (у, у'). 

Уравненне ЭЙJIера, имеющее в этом случае вид у" F 11'11' + у' F 1111' - F у = О, сво

Рис. 91 

дится к дифференциальному уравнению первого по

рядка F-у'FII.=С1 , где Сi-произвольная постоян· 
ная. 

1286 (З а Д а ч а О н а и м е н ь шей 
площади по'верхности вращения). 
Среди всех плоских гладких кривых, соеди
няющих точки А (хо ; Уо) и в (х1 ; Уд, найти 
ту, которая при вращения вокруг оси Ох 
образует поверхиость наимеиьшей площади. 

6. ПЛощадь поверхности вращения является Функционалом, определенным' 
в пространстве C(l) [хо, хl]: 

х, 

J (у (х» =2л ~ у v 1 +у,! dx. 
х. 

Здесь F = у v 1 + y'J, поэтому уравнение Эйлера С'водится к rравнению 

!I V l+y,J_ уу'. Ci, или Ч=С1 V l.+y'z. 
, V l+y'& 

Полагая у' =sh t, находим у=С!. сЬ t. Отсюда 

dX_-уdУ, __ C1

S

s
h
h tt dt Cidt, т. е. x=C1t+CII • 

х-С! Следовательно, искомой кривой явл'яется цепная линия y=Ci Ch"""'Ci' Про-

xo-Cz 
навальные постоянные С1 и С! определяlOТСЯ из граничных условий: Ch----c,:--= 

= ~:' ch Х1 С1 C2=~7' А 
1287 (Задача о брахистохроне). Среди всех .IIИНИЙ, 

соединяющих точки А и В, найти ту, по' которой материальная 
точка, двигаясь под действием силы тяжести из А без нача.IIЬНОЙ 
скорости, достигнет точки В за кратчайшее время. 

6~ ПРОЕедем через точки А (О; О) и В (Xt; Yt) вертика.1ЬН.ую п,'10СКОСТЬ 
(рис. 91) и возьмем ПРОИЗВО.'1ьную ЛIIНИЮ y=f(x), О";;;;;Х";;;;;Хl, где f-непре
рывно дифференцируемая функция, прнчем f (О) =0 и f (Xt) = Yi.. 

ДЛЯ ПрОIIЗ80ЛЬНОЙ ТОЧКII М на основании закона сохранения кинетическоi( 
энергии получим mu2/2=тgy, где т-масса точки, а и-ее скорость. Отсюда 

ds V 1 +у,! dx 
и= Y2gy, С другой стороны, C:=dТ= dt (d.>-элемент дуги линии). 
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Отсюда 

~Г~ 1 SX' VI+ ,2 
dt= У т ([х, Т.е. J(y)=---=-' у ([х. 

2g у У 2g о У и ' 
Уравнение Эiiлера в данном случае ПР1\ВОДНТ к с.'1едующе~IУ днфференци

а.'1ЬНОЫУ уравнению первого порядка: 

t I 
Положим !I=ctg"2: тогда U=--2 (I-cost), а 

2C1 

щ= ([у = __ SI_П..:,t_d_t_ . , 
у' 2С} ctg-

2 

I t t -
- sln2 -dt =- (l-cos ') dtJ 
ci 2 2C~ 

мы получим парамеТРllческие уравнения циклоиды: 

{ 

х= ~(t-Slnt). 
2С1 

t 
у=-. (I-cos f). 

2С1 

т. е. линией наискорейшего ската (6рахистохроноii) является Щlкдаида. По. 
стоянная си=о (так как х=о при t=O), а постоянная Ci опреде.1яется 113 ус
ловия, что кривая npoxoДlIT через точку В (хl; Уl)' А 

Сл у ,ч а А 6. Функция F зависит только от У. т. е. р=р 1,1/). Б этом 

- Э· дР О 
случае уравнение илера иыеет вид ду = . 

1288, Найти экстремалъ функционала 

I 

J (у (х» = ~ (2eY-у2) dx; У (О) = 1. y(l) =е. 
о 

. дР 
6. Здесь Р=2еУ_у3, -д' =2eJl -2у, 2eJl -2у=О. Т.е. у=еJl• Последнее 

у . 
~равнение не нмеет даже ЧИCJJовых решений. А. 

С л у '1 а А 7. Функция F нмеет вид F (х, у, у') = р (х) у'. +q (х) уl + + 2у! (х), где р (х) > О, р' (х), q (х) ~ о, f (х) непрерывlШ на отрезке {Ха. xJ. 
В эток CJJучае зкстреЫaJIЬ у =!I (х) ' фУНКЦИОНaJIа 

х. 

J (у (х)) = ~ (р (х) у'. + q (х) уl + 2/ (х) у) dx, 
х. 
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np<жодящая через две заданные точки (ло. Уо) и (Xi, yl), удовлетворяет сле-' 
d 

дующему уравнению Эйлера: dx (py')-Qу-f=О. 

1289. Найти экстремаль функ!(ионала 
1п 2 

J (у (х» = ~ (у'l + 2y~ + 2у) е-Х dx; у (О) = У (ln 2) = О. 
о 

6 Здесь F=(!I,I+2y1+2y)e-Х , р(х)=е-Х, ч(х)=2е-Х, '(х)=е-Х• 
Уравнение Эйлера примет вид 

d 
dx (е- х у')-2е-Х y-е-х=О, или у"-у' -2у= 1. 

откуда y=C1e2X +C~-X-l/2. Используя граничные условия. получим Ci + 
+C2 =1/2, 4C1 +(lf2)Ca=I/2. Т. е . C1 =1/14, Ca=3(l. Итак, 3КСТРeJ4ЗJ1ЬЮ 
является кривая у = (lj 14) е2х + (З(l) е-х -1/2. А. 

Найти экстремали задзнныx функционалов: 
1 

1290. J (у) = ~ (ysh x-y~chx) dx; у(О) = 1, у (1) =; 1. 
о 

х. 

1291. J(y)=~eY(I+xy')dx; У(Хо)=Уо, y(X1)=Yi' 
х. 

1 

1292. J(y)=~ y,l dx ; у(О)=О, у(I)=I. 
о 
1 

1293. J (у) = ~ (ху' - у") dx; у (О) = 1, у (1) = 1/4. 
о 

1294. J(y)= S V~ dx; у(-I)=I, ~(2)=4. 
-( 

х, 

1295. J (у) = ~ (у2+ 1) dx; у (хо) = у (x1) = О. 
х. 

Зл/2 

1296. J(y)= ~ (y~-2y'~)e-Xdx; у(О)=О, у(3п/2)=еЗЛ;f. 
о 

2 

1297. J(y)=~(xiy'I+12y2)dx; y(l)=I, у(2)=8. 
1 
8 

1298'.1 J (у) = ~(x-4y)!dx; у(4)= 1, у(8)=2. 
. 4 ' 

1299. Найти кривую у=у(х), по которой материальная точ
ка перемещается из точки М (О; 1) в точку N(I; 2) со скоростью 
v=x за минимальное время. 

392 



§ 4. ФVНКЦJfОНАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ производных 
ВЫСШИХ поРядков 

Рассмотрим случай, когда интеграл содержит производные искомой функ
ции У = У (х) выше первого пор ядка: 

к, 

J (у (х» = ~ F (х, у, у'. . ... y<nl) dx. (1) 

х. 

При этом искомая функция У (х) ЕС<nl [хо, Хl)' и удовлетворяет 2n гранич
ным условиям: 

У (Хо)=Уо; y'(Xo)=Y~; ... ; y<n-ll(xo)=y~n-l); 

Y(XV=Yl; y'(Xl)=Y~, ••. , y<n-l)(xl)=y~n-l), 
(2) 

а подынтегральиая функция F (х, у, у', "', y<nl) дифференцируема n + 2 раза 
по всем своим аргументам. 

Тогда функция у=у(х), реализующая экстремум функционала (1)-(2), 
должна удовлетвор ять УРй8ненuю Эйлера - П уассона: . 

d tP dn 
Fy - dx FII,+ dx'A F"и- ... + (-I)"dXn Fy(n) =0. 

1300. Среди всех функций класса С(Э) [О, n1. удовлетворяющ~х 
граничным условиям у (О) = У (л) = О, у' (О) = у' (л) = 1, найти та
кую, которая реализует экстремум функционала J (у (Х» = 

11 

= ~ (16yll-J/1 +Х2) dx. 
О 

ь.. Для данной задачи уравнение Эйлера-Пуассона имеет внд 

tP 
32y+(-I)1 dxll (-2y")=;=0, или y<lVI_16y=0. 

Его общее решение таково: 

у=С1е2Х +C~-I!X +Са cos 2Х+С4 51л 2х. 

Используя граничные условия, получим Ci=C\I=Ca=O, с,=0,5. Итак, 
у=О.5 sш 2х-искомая функция. А 

Найти экстремали заданных функционалов: 
х, 

1301. J(y)= ~S y"l dx; " Y(XO)=y(x1)=0, у' (Хо) = У' (X1) =0. 
Х. 

I 

1302. J (у) = s (у'" + 2у'I + у2) dx; у (О) = У (1) = О, у' (О) = 1, 
о 

у' (1) = - sh 1. 
n/2 

.1303. J (у) = S (у"I- y~ +х2) dx; У (0)= 1, у' (0)=0, У (n/2) = О, 
о 

у' (л/2) = -1. 
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§ 5. ФУНКЦИОНА~Ы. ЗАВИСЯЩИЕ от ДВУХ ФУНКЦИЙ 
ОДНОЙ НЕ3АвисимоА ПЕРЕМЕнноА 

Рассмотрим функциовм 

х, 

J (у, г) = ~ F (х, У. ~, у' ,г') dx, 

х. 

(1) 

эзвисящий ОТ двух функций у. ZEC(l) [хо. Х1]. 
в этой вариационной задаче необходимо найти кривые у=у (х), г=г (х), 

У,J,ОВ.1етворяющие граничным условиям 

у (хо) = Уо, У (xJ = Yi, z (хо) = го, Z (Х1) = Zi. (2) 

Искомые экстремали являются решением системы дифференциа.'1ЬНЫХ урав
нений BToporo порядка (системы уравнений Эйлера) 

{ 

F Ii - :х F У' = О, 
F8 -fxFz'=О. 

Эта система уравнений относитеJlЬНО искомых функии!!: У (х) и f: (х) играет в ' 
поставленной задаче (1)-(2) ту же РОЛЬ, что и уравнение ЭЙJlера для одной 
lIеизвесТlIOЙ функции У (х). 

1304. Найти экстремали функционала 
n 

J = ~ (у,2 _ 2у2 + 2уг-г'l) dx; у (О) = г (О) = О, У (п) = г (п) = 1. 
О 

6. Система дифференциальныIx уравнений для данного функционала имеет 
ВIIД y"+2y-г=0, г" +у=О. Исключая г, ПОJlУЧИМ - уравнение y<lVI+2y"+ + у = О, общее решеиие которого 

У= С1 cos Х+С2 sln х+х (Са cos х+С. sIn х). 

В силу граничных условий С1 =О, Са =-1/11., Т.е. y=Czslnx+C,xslnx
- (х/lI.) cos х. Далее , имеем 

1 
г=С2 sInx+C, (2 cos x+xsInx)+- (2sln x-xcos х). 

11. 

Постоянные С2 и С4 находим, используя граничные условия ДЛЯ ': С.=О, 
С2 - произвольно. Следовательно, г=С! sIn х+ (1/11.)·(2 sIn х-х cos х). Итак, 
семейство экстремалей имеет вид у= с. sln х-(х/lI.) cos х, г=С. sln х+(1/lI.)Х 
Х (2 sln х-х cos х). А 

Найти семейства экстремалей заданных функционалов: 
I 

1305. J (у, г) = ~ (у'. - 2хуг') d.x; у (0,5) =2, z(O,5)= 15, 
0,5 

y(l)=z(l)=l. 
2 

1306. J(y, z)=~(z'·-хУ'х)dx; y(l)=z(l);;; 1, у(2)=~1/б; 
l' 

2 (2) = 1/2. 



I 

1~01.; J(y, z)= 5(; Z"_ y"+ 2xy )dx; у(-1)=2, у(l)=О, 
-с 

z(-l)=-I, z(l)=l. 
,. n /2 

1308, J(y, z)= ~ (y'2+ Z"_2yz)dx; у(О)=О, у (п/2) = 1, 
о 

z (О) = О, z (п/2) :::а 1. 

§ 6. ФУНКЦИОНАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ФУНКЦИЙ 
ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Рассмотрим функционал 

J = S S F (х, у, г, ~: ' ~;) dx аи. 
D 

дг дг ' 
Обозначим дх =Р, ду =q. Пусть F (х, У, г, Р, q)-функция, непрерыв-

ная вместе со своими производными до второго порядка включительно в неко

торой пространствениой области R зиачений переменных х, У, г при всех ко
нечных р н q. Далее, пусть r -замкнутая простраиствениая кривая, проекция 
которой на плоскость хОу есть простой замкнутый коитур С, ограничивающий 
область D. Уравнение поверхности S, расположеиной в области R и ПРОХОДЯ
щей через кривую Г, имеет вид z = f (х, у), где функцня f (х, у) непрерывна 

. д! д! 
вместе со своими частными производнЬDIВ дх И ду • 

Поставим задачу отыскания поверхности г=/(х, у), ДЛЯ которой интеграл 
имеет наименьшее значение по сравнению с интегралами, взятыми по близким 
допустимым поверхностям. 

Если такаll поверхность существует, то ее уравнение z = / (х, у) является 
решением уравнения ЭйМра-Осmроградского: 

!f..._2... (!f...) _2... (!f...) =0. 
дг дх др ду aq 

1309 (3 ад а q а П л а т о). Найти поверхность с наименьшей 
площадью, прохо,дящую через данную кривую Г в пространстве. 

6.. Задача сводится к нахождению минимума интеграла 

J = S S у"l+( ~: у +( :; у dxdy. 
. D 

Здесь F = У 1 + р~+qЗ • УраВ!lеиие ЭАлера-Остроградского для этого случая 
принимает вид 

Раскрывая это выражение, найдем 

• д2г д2г д'lz 
Г (1 + q2) + t (1 + Р") - 2pqs = О, r де г = дх2 ' S = дхду' t = ду' • 

это уравнение в частных производных определяет минимальные поверхиости, 
для которых сумма главных раднусов КРIIВИ3НЫ в каждой точке поверхности 
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равна нулю, т . е. 

R + R = (l +q2) г+(l +р2) 1-2pqs УI +pS+q'=O. ~ 
1 2 rt-53 -

Записать уравнение Эйлера-Оетроградского для функциона
лов: 

1310. J == ~ ~ [( ~: У - ( ~; У] dx dy. 
D 

131'1. J = S S [ ( ~; )2 + ( ~; у + 2z <р (х, у)] dx dy. 
D 

§ 7. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ФОРМА ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 

Рассмотрим функционал 

t, 

J = J с = ~ F (х, у, Х, у) dt, (1) 
t. 

где; и у - пронэводные от х (!) и у (!) по параметру 1, а 10 и ti-значения t 
на концах кривой х= х (t), У = У (t). Если F (х, у, kx. ky) = kF (х, у, К, у)' где 
,~> О, то функции х и) и у (t), реализующие экстремум функционала J, при 
любом выборе параметра t должны удовлетворять системе уравнений ЭАlIера: 

d d 
F~-dt(Fх)=О' РI/- dt (Fg) =0. 

Эти два уравнения можно свести к одному: 

F1 (х, у, х; у) (xi/-yx) +F . - F . = О, 
ху ух 

гле 

F.. F.. F .. F .-F. 
Р1 (х, у, Х. у) =....ц.=~=-!f..!!-, или 

у2 -ху х2 

ху ух 

R 
(2) ' 

(R- радиус КРИI1ИЗНЫ 'экстремали). 

1312. Найти экстремали функционала 
1, 

J = ~ [V ;2+ у2+а2 (ху-ух)] dt, 
1. 

где а-некоторое положительное число. 

6. Здесь F=V.iI+YI+a'(xY-уХ)-положитеllьная однородна" функ. 
F •. 

цИЯ первой степени от х и у. Имеем FXY =а
В, F IIХ =-а'. Fi= --Ц =-

1/' 
I 

-. . 3/3 • поэтому уравнение (2) принимает вид I/R=2al • Таким об-
(хl +уl) 

разом, экстремалями служат дуги окружностей с радиусом 1/(2a') . .. 
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Найти экстремали функционалов: 

(1; 2) 

1313. Jc = S 
(О; О) 

(п/2; 2) 

1314. Jc = 5 
(О; О) 

х 

§ 8. ПОНЯТИI~ О ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
ЭI(СТРЕМУМА ФУНI<'цИОНАЛА 

до сих пор при рассмотрении задачи об экстремальном значении функцио
Х, 

нала J = ~ F (х, у, у') dx мы ограничивались нахождением лишь необходимых 
Х. 

условий экстремума. 
Одним из типов достаточных условий Эl{стремума являются усuленные yc~ 

ловuя Лежандра : если на экстремали У= у (х) ВЫПОЛllяеТСII неравенство F 11 ' 11 ' > 
> о (F 11'11' < О), то в совокупности с некоторыми другими условиями это усло
ине обеспечивает слабый минимум (слабый максимум) данного функционала. 
Ес)!\( же F У'У' ~ О (F 11'11' ".;;; О) при произв:мьны:< Зllачениях у', то данная экстре
маль реализует сильный минимум (сильный максимум). 

1315. Исследовать на экстремум функционал 

X

S
' VI +у'! 

J (у (х» = у- ах; у (О) = О, У (х1) = Yl' 
О У 

6. в задаче 1287 было пОказано. что экстремаЛЯМIl являются циклоиды х = 
=C1 (t-SllJt)+Сs , У=С1 (1-cos t) . Пучок ЦИI{ЛОИД x=C1 (t-slnt), у= 
= С1 (1- cos t) с центром в начале координат образует uентральное поле, 
ИКJIючающее экстремаль х=а(t-Slпt), y=a(l-cost), где параметр а опре
деляется нз условия прохождения циклонды 'Iерез вторую граничную точку 
В (Xl; Yl), Если Xl < 2ла, то 

у' 1 
F y ' = , FII'II' = > О. 

у у v 1 + у' у у (1 + y'Z) 3/2 

при любых у'. Следовательно, пр-и Хl < 2ла на циклоиде реаЛIIЗУется сильный 
минимум. А. 

Используя достаточные условия экстремума, исследовать на 
9КСТремум следующие Функционалы : 

2 

1316. J (у) = ~ у" dx; у (0)=0, у (2) = 3. 
D 
п/4 

1317. J(y)= ~ (4y2_y'I+ 8y)dx; y(O)=-l, у(л/4)=О. 
D 
'! 

1318. J(y)=~(x2y/a+12y2)dx; y(l)=l, у(2)=8. 
I 
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OTB~TЫ 

r.laaa I 

8 
6. (е-1) (e:t-l). 7. 5. 8. 244;21. 10. л,з2j2. 11. 112 105' 12. 5 (21л 2-1)/8. 

о 2 yТ+jj 

13. (:t+ 1-2Y"2),'-l. 14. -432i I69. 15. 1. 16. 26. 17. ~ dg ~ /(х. 1/) dx+ 
-1 -2V!+ii 

8 2-у J t 2 Y2x-.~' 

+ ~ dy ~ / (х, у) dx. 18. ~ dy ~ / (х. у) dx. J 9. ~ dx ~ f (х, 1/) dy. 

о -2Yl+ii о еУ 1 2 -.-': 

I I 1/2 VI-u' 1 VI-u. 

20. ~ ау ~ f (х. 1/) d.t. 21. ~ ау ~ f (.t. у) dx+ ~ dy ~ f {х. y}dx. 
о !J О У1-2у 1/2 О 

J R-arсsш 11 3 4;&/3 5 V 25-х' 

22. ~ dll ~ / (х. у) dx. 2З. ~ dx ~ / (х. у) d1/+ ~ dx ~ / (х. у) dy. 
о arсsш 11 О О 3 о 

3/4 « 2 у"+2 

24. ~ dx ~ / (х, 1/) dy. 25. ~ dy ~ f (х. у) dx. ЗО. 2л'. ЗI. О,5л In 2. 32. 3ла'J2. 
о «1 О у' 

ЗЗ. 3л. 34. 14ла8/З. 35. 1/2. 36. О,51п 3. 41. 1/6 кв. ц. 42. 64/3 кв. ед. 
4з.2Jt-16/3кв.ед. 44. 5 кв. ед. 45. 125;18кв.ед. 46. Ij2xв.eA. 47. 27/2кв.ед. 
48. 4/3 кв. ед. 49. 8-л кв. ед. 50. 5л кв. ед. 51. 2Jt-8/З кв. ед. 

55. 8л-32У"2/З куб. ед. 56. 17/5 куб. ед. 57. '1[/4 куб. ед. 58. 88/105 куб. ед. 
59. 40/3 куб. ед. 60. 32/9 куб. ед. 61. 90 куб. ед. 62. 12 куб. ед. 6З. 79/60 куб. ед. 
64.4 куб. ед. 65. а2Ь/3. 70. л (5 Y5-1)/24 кв. ед.71. 16Jt.'з кв. ед. 72. 2Jty"2 кв. eJt. 

7З. 5jб+(У2/4) lп (3+2У"2) кв. ед. 74. л кв. ед. 75.32 кв. ед. 76. 2ОУ2/3 кв. ед-
81. С (45/28; 279Р0). 82. х = (5/6) а. у = О. 83. х = (3/5) а, у = (3/8) а. 84. х = у = 
= 128а/(105л). 85. X=Y=9j20. 86. х=(6/5)р, У=О. 87. %=1, У=4/(3л). 
88. 2,4. 89. 8jЗ. 90. 4096/105. 91. 'ЛQb3/4. 92. (2/3) af.k, тде k-коэффидиент 
пропорциональности. 93. 2Jtr3l1. 94. аЬ3/12. 101. аЬс (a2 +b2 +c!)j3. 102. 1/48. 
103. 1/364. 104. аЬ2 (10Ь-За)/12. 105. 4л. 106. 4. 107. 3Лj2. 108. (1/5) naЪх 
Х(18УЗ-97/6).109. 16л/3.110. 4w3/3.111. 8л(2У2-1)/9.114. :t/6куб.ед. 
115. 8 (3:t-4)J9 куб. ед. 116. 3а4/2. 117. %=у=2/5, ;=7/30. 118. %=у=з. 
Z=45/32. 119. (6/5; 12/5; 8/5). 120. 2а5/3. 128. (лj2) 1п (А+ у 1 + А2). 
129. (л/2) 1n (А+ Уl + AZ). 130. (n/2) In (1 + л). lЗI. па. lЗ2.)п (~/a). 
133. (л/2)lп(l+А) . 134. )n(A+l)/{J!+I). ]З5. y;t(Yi-уа). 
136. л(Уl-ЛS-I). 145. 1,1645. 146. -4,5781. 147. 2,4240. 148. 15y;t/8. 
149. 0,1225. 150. 0,8934. 151. 00. 152. -2JtУЗ/7. 15З. лУЗ/5. 154. -4лУ2. 
155. 4лУ"2/5. 162. 1/24. 16З. 3лjl6. 164. 8;'105. 165 • . 9л/4096· 

.. r-:;: • Г a
1

) 5n r ,. (211-1) I! n 211+2 
166. • 167. а 168. -. 

а r (2..+ 2.. 2 (2.11 + 2) 11 256 
2 а 
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169. n . 170. 1tjsln ал. 171. 2л/УЗ. -172. 5,,/32. 173. п. 174. 1/364. 
Ь эln (ал/Ь) 

r (!:.).г (т) _ 
)75 k 176.1t!,r2.177.. ~ , .178.л/(2У 2). 179.л!(2Slnnл). 

• ( n )' r n sш n/n} k·r т+m 
r(n+21) 

Jr 1i 
180. -2-' r ( n t 2) . 

Гllава JI 

186. 61/6. 187. 136/3. 188. 2152;45., 189. 4. 190. 12. 191. 17,5 . .!92. 11:. 

193.6(35. 194.2. ' 195. х=(3 In 2-1);3, У=(161п2+15),24. 196. х=2/5, 
у= -1/5, г= 1;2. 197. 2а2• ,198. (Уа'+Ь2/аЬ) arctg (2лЬ;а). 
199. У2(1tVl+4л2+0,5Iп(2л:+Vl+4л~)]. 200.1;6. 206. U=е%+У+ 
+ sln (x-у)+2у+С. 207. U =X-еХ-У +sin x+sin и+С. 208. И =(li3) хз-
_ х2уа+зх+о/з) у3+3у+С. 209. U =xz+y2-(3/2) х3у3+2ху+С. 
210. U=сЬх+хсЬу+у+С. 211. U=хагсsiпх-уагс5iпу+Vl-х2 -
_ у 1- yS-(li2) х2 1п у+С. 212. х2 sln у+и sln х+х2 +С05 у_уЗ=С. 
213. yeX'+xlny+eY=C. 214. па (ВО всех случаях). 215. О (В обоих случаях). 

218. 55 2~з(~;) dxdy. 219. 8. 2'l2. 1,'3 кв. ед. 223. :УаЬ. 224. 45/2 кв. ед; 

225. ~/6кв.eд. 226.6лг2 • 232. х=у=О, z=(307-15Y"S)!310. 

233. 41t(1+6V3)/15. 234. (125У5-1)!420. 251. О. 252. 12ла3/5. 253. О. 
254. 4паЬс. 255. 6ла2!1. 256. О,lлR 2h (3R2+2h 2). 257. 1/2. 258. 6n. 259. лRZh. 
260. 1. 261. 2зt. 262. лаЬ. 263. 3u. 264. x+y+z. 265. (z-y) i+(x- z) J+(Y-x) k. 
266. 2 0- k). ' 

Глава 111 

1,23 4 II 1 
294. П-ГI02-+-~ОО3+10004+"" 295. п+тm+mm+I1l11111 + 

+ ..•• 296. 1. 297. 1. 298. 1;'12. 299. m. 801. Расходится. 302. Схо~ится. 
303. Сходится. 304. Расходится. 305. Сходится. 306. Расходится. 307. Схо
дится. З08. РаСХО.!ШТСfl. 309. СХОДIIТСЯ. 310. РаСХОДIIТСfl. 311. Расходится. 
312. Расходится. 313. СХОДИТСfl YC~10BHO. 314. Сходится а6СО.1ЮТНО. 315. Рас
ходится. 316. Расходится. 317. РаСХОДИТСfl. 318. Сходится. 319. Сходится 
условно. 320.СХОДIIТСЯ условно. 321. СХОДIПСЯ абсо.1ЮТНО. 322. Расходится. 
323. Расходится (сравнить с РЯJ;.ом предыдущего ПРЮlера). 324. СХОДIIТСЯ. 
325. Ра::ходи:rся. 326. Сходитс?. 327. СХОДI[Т~~. 328. РаСХОДIIТСЯ. 329. Схо
ДИТ::fI . 330. Сходится абсолюп~о. 331. Расходится. 332. Сходится аБСО.1ЮПЮ. 
333. Расходится. 334. СХОДlПся абсолютно: 335. СХОДIIТСЯ YC~10BHO. 336. 1 + 

1 1 1, 4 42 43 -
+9+81+729-:-- .. ·• 337. 1- 1Т+2f-зт+ .. •• 345. В точках х=1 н 

х= 2 расходится, в точке х= 3 сходится. 346. В точке х= I расходится, 
в точке Х= 2 сходнтся. 347. О < х < + со. 348. 1 < х < + со. 349. -со < х < +со. 
353. Сходится j:aBHOMcrHO. 354. Да. 355. Да. 356. Нет, ряд расходктся при 
любом значеиии х. 368. - 00 < х < + 00 . 369. 3 ~ Х < 5. 370. 1 < х < 3. 
371. Ряд ::ходится только в 'точке х = О. 372. Ряд схо:щтся при любом зна
чеиииХ. 373. -1 < х < \.374. -2<х < 2. 375. -3 < х < 3. 376. -1 < х < 3. 
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377. -1~x~l. 37В. а/(а-х)2. 379. аlпа/(а-х)-х. 380.2а/(а-х)3. 
. х2 'п2 2 х3 Iп З 3 

381. -2х/(l +х2)2. 390. 1 +х lп 3+-2-1-+-3-1 -+ ... (-00 < х < + (0). 

2х 4х2 8х8 2 28 
391. l-lТ+Т!-зг+ ... (-00 < х < +(0). ,392 .. 1-2Тх2+4Гх4-

26 . 2 2& 25 27 
-6Гх6+ ... (-00 <х<+оо). 393. Т!х2+4Тх4+6Гх6+вгхВ+ ... 

х ха хЗ х4 
394. Ina+---2 2+-3 3--4 4+'" (-а< x~a). 

а а а · а 
(-00 < х < + (0). 

.r-[ х х2 1·3·x3 1·3·5·x4 "] 
395. r aI+ 2a (2а)2.21+(2а)3.31 (2а)4.41 + ... . t- а <х.:;;;;а).396.I+ 

2 23 25 27 
+Т!.х4+4Т .хВ+6Г.х12+вт·х16+ ... (-00 '< х < +(0). 397. [(х, у) = 

= 12+ 15,(х-2)+6 (х-2)2+3 (х-2) (y-I)- 6 (y_I)2 + (х-2)3_2 (у _ 1)8. 
39В. [(х, у)=-4+ 13 (x-I)+5 (у+ 1)+11 (x-I)2+2(x-l) (у+ 1)-(у+I)2t 
+4(x-I)3. 399. {(х, y)=4+8(x-I)-15(у+I)+5(х-I)2+9(у+I). 
400. f (х, y)=-I+(x+ IH(y-I)-(х+l) (y-I)- (y_I)2+(1/3) (x+l) (y_I)2+ 
+ (у_I)З +..... . . 401. f (х, у) = 1 +(х-1)-у-

-(х-l)у+(IJ2)у2+.... 402. [(х, y)=-I+(x+1)+ 
+у2:-(х+ 1) у2 +....." 415: 2,71828. 416. 0,60653. 
417.0,1564. 418. 1,0453. 4111. 1,0196. 420. 5,196. 421. -0,0202. 422. 0,0953. 
423. 1,0986. 424. 2,3026. 425. 0,4636. 426. 3,142. 432. 1/3. 433. 1. 434. 0,1996. 
435. 0,102. 436. 0,015. 445. 2, -2, 2У 2, -'Л/4. 446. z= 13 (cos.l57"23' + + islл 157°23'). 447. i. 44В. 1. 449. 2cos 10° (cos 100+is!л 10~. 450. -46+9i. 
451. (249/1025)-(68/1025) i. 452. (5/169)+ (12/169) i. 453. 5,831 [со:; (-30°58')+ 
+islл(-'-30058')]. 454. Y2(cos 1350 +isiл 135°); 455. (Y2/2)+(Y2/2)i. 
456. cos (-150°)+i sln (-1500)=-(УЗ/2)-;- (1/2) i. 457. cos 22°30'+i siл 2~30'= 
= 0,9239 +O,3827i; cos 112°30' + i slл 112030' = -0,3827 +О,92З9i; cos 202°30' + 
+ i sin 202°30' = -0,9239-0,38271; cos 292030' +i sin 292°30' = 0,3827 -0,92З9i. 
458. ШО = 2 (cos 15°+ i sln 15°) = 1,9318+0,517.6i; Wi =. 2 (cos 135°+ i sin 135~ = 

=-У2+iУ2; w2=2<'cos 255°+istn 255°)=-0,5176-1,9318i. 459. cos4f= 
= cos4 <р-6 cos2 ер sin2 ер+ sln4 ер, sln 4ч> = 4 cos3 ер sln ер-4 со!> ер s!л ер. 
461. Окружность радиуса R с центром в точке Z=C. 462. 1) Множество точек 
круга, ограниченного окружностью I z-c I = R; 2) множество точек плоскости, 
расположенных вне окружности I z-c I = R. 463. 1) Множество точек полу
плоскости, расположенной справа от мнимой ос!!; 2) множество точек полу
плоскости, расположенной под действительной осью . 469. S'= (1/4) - i. 
470. Сходится. 471.Расходится. 473. Ряд сходится на всей П.~ОСКОСТИ. 474. Ряд 

сходится только в точке z=l+i. 479.2i!'1/6. 480. е- Л1/2 • 481. -1. 
483. (3/4) slлх-(1/4) s!л3х. 484. i{=e-л/2+2kЛ (kEZ).. 489. '(х)= 

ею '" 

=-2 L. (_1)01 sin:x . 490. f (х)= ; - :2 L: co~~~т+~p пх . 491. f (х) = 
т",1 m=О 

0:::; Sh1t{ ;+:fl ~2~~ (соsтх-тSiптх)]. 492. '(X)='~1 (-I)mx 

( 
12 2п2)" ~ 

Х т& ---;n sin тх. 

sln2mx 
т 

IX) 

8 " cos (2т+ 1) х 
493. 1) f (Х)=л: ~ (2m + 1)2 

m=О 

2) f (х) = 



(
cos ~+cos3x+cos5x+ )+(~_Sln2x+Sin 3х _ ... ) . 496. f (х) == 

Х 12 32 52 . . . 1 2 3 
_ ($lnX sin 2х sln 3х ) _ 8 (Sin х+siл 3x+Sln 5х+ ... ). 497.~-
- 2" -1---2-+-3--'" -л р 33 53 4 

'" '" _~ ~ СО3 (2т+ 1) х+ ~ (_I)m.SinmX. 
П . ~ (2т + 1)2 ~ m 

4 [ s!nx +3sin 3х+ 
4·98. --Л . 22-1 22_32 

m=О m= \ 

'" 5 sin 5х ] + 22 . 52+'" . 
499. ~ ~. (_оm+l sin тnх 

n ..:... m 
m=l 

cos (2т+ 1) пх 
(2т + 1)2 

I 4 
504. F (z) = ./- . -1 4 2 cos nz. 

r 2п - z 

2i ze-sinz-zcosz 
= -У-2-" • --e-(071'+-z"'2)--

= cos (z/2) - cos z • .. /' 2 • 
z r n 

Глава IV 

506. f с (z) 
s!n z-sin (z;2) 

z 

505. F (z) = 

fs (z) = 

515. y=arccoseCx • 516.2e-У (у+I)=х2 +1. 511. (1+eX)3fgy=8. 
518. 21пlsinуl=е(Х-J)z-l. 519. УЗ/3+"/4=агсtgех . 520.1nltgYI= 

. ±l /(24/~+1) 
= 4 (1-соs х). 521. 2Х -2У = 3/32.522. у=е у . 523.2 (x-2)=ln2 у. 
524. Уl +х2+ Уl +у'=С. 525. (1- У1-х2) (1-У 1. у2)=Сху. 526. 2sin х+ + In I tg (у/2) I=C. 527. x2 +ysin у+соз у=С. 52S. y=ln tg (еХ +n/4- !). 
529. y=lntg(chx+C). 530. y=asln(arcsin(xla)+C); ответ можно записать 

также в виде yYa2-х2-хУа2_ у2=Сi. 531. tx+y+21nx-lny=2. 

532. 3 arct~x2+2arctg уЗ = n12. 533. х+ y-2Ух+2Уу+21п I(Yx+ I)X 
X(YY-1JI=C. 534. У2 sin x+sin у-соз у=О. 535. tg (у/2)=С [tg (у/2)+ОХ 
X[l-tg (xI2»). 536. (3/2) lп (у2+4) +arctg (у/2) = У х2+4х+ 13-1п (х+2 + 
+ У х2+4х+ 13) +С. 537. tg х tg У= 1. 538. У= arQtg С (l-еХ)5. 539. y=Clx. 
540. At = Aoe- kt• 541. 1) ~ 56,5 г; 2) ~ 7,84 ч. 542. ~ 18,4 мин. 543. t = 
=2n tg2 a (H 5 / 2 _h5/

2)/(5crroY 2g); Т=2п tg2 ан5/2/(5аro У 2g)~844 c~ 14,1 мин. 
544. ~ 4,6'мин. 550. Сх=еСО5 (УМ. 551. y2=Cxe-и/х• 552. lпх=(у/х)х 
Х [1п (у/х)-I)+С. 553. у2=4х2 lл Сх. 554. у =х агсзin х. 555. 1 +slл (у/х) = 
=Схсоз (у/х). 556. arc,tg (О,5у/х)-21п I х I =n/4. 557. у2=х2 1пСх2. 

558. arctg (у/х)=1п СУх2 +у2. 559. y=-xlnll-Inxl. 560. (yjx).arctg(y/x)= 
=lnCYx2 +y2. 561. xЬ+!Ory2+5xy4=I. 562. 1 '6xy=(y+4x-Сх2)Z. 
563. ln I у /-cos (3х/у)=С. 564 . . у= ± xVC2x2-1. 565. у-I =С (x-I). 
568. 3х+2у-4+2)п I x+y-II=O. 569. х2 +ху_ у2_х+3у=С. 570. х2 + 
+2ху_у2_4х+8у=С. 571.' х2_у2+2ху-4х+8у-6=О. 575. (lf2)х2+ 
+ х з1п у-соз у=С. 576. ху+еХ slл у=С. 577. (1/2) х2у+х зin у=С. 
578. (3) хЗ+ху2+ху+еУ = 1. 579. уех2 +х ln у= 1. 580. (1 +х) stn У + 
+ (l-у)slnх=С. 581. х2 Iпу+2у(х+l)=С. 582. х3+3у+3х"inу=С. 
583. уеХ +- (1/2) у2=С. 584. х2+ у2+2ех slл у=С. 585. х In у+у2 cos 5х=е2 . 
586. хагсslл х+ Уl-х2+х2у+у arctg y-(1/2) In (1 +у2)+у=С. 587. ХЗу
-соsх-sinу=С. 588. ех+У+х3+у&=l. 589. xfgy+yctgx=C. 
590. агсtg(х/у)-ху+еу=С. 591. y=Cx-Iпх-l; 11=I/x2• 592. у= 
=x(C-sinх); ~=ljxz. 593. х=у(С+у); ~=lly2. 594. xy-Уl-у2=С; 
~=1/Уl-у2. 603. у '=х(slлх+С) . 604. у=е-хl (х2/2+С). 
605. cosx(x+C)/(l+sinx). 606. y=a(i-l)jxn • 607. y=arctgx-l+ 
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+ Ce-ar.ctg ». 608. y=e-arс.ld,Х+~гosln х-l. 609. g=tg (xj2) [(1/2) х+ 
+ (1/4)-sШ2х+СJ. 610. у=(1/2)х2 1пх. 611. Y=-CQsх. 612. х=Су+у2. 
613. у=соз 3х [l-(2/З)соs 3х). 614. х=Су2- I/y. 615. х=Су3+ у4/2. 
616. y-l/Э=Сх2/ 3 _(З/7)r. 617. у=(х-l)/(С-х). 618. y-l/2_tgХ= 
= (lncosx+C)/x. 619 . . y-4=хЗ(еХ +С). 620. у=е-Х [(li2) еХ+О\!. 621. у= 
=secx/(r+I). 622. х=I/[у(у+СН. 623. y=sec'Jx/(tgx-х+С). 624. ХЭ+ 
+ у2=е-U• 628. х=р sln р, у= (P2_1) sln р+р cos р+С. 629. х=еР+С, 
у=еР (Р-l), или у=(х-С) [In (х-С)-I). 630. x=2(lnp-p), и=2р_р2+С. 
631. х=lп~(Уl+f2-1)/р]+Р/Уl+р2+С, у=р/Уl+рll. 632. х=2р+ + эра, у=2рЗ+р +С. 633. Х=Р'(I+еР), у=О,5р2+(р2_р+ 1) еР+С. 
634. х=е2р (2р2_2р+ 1), у=е2р (2p3-Зр2+Зр-l,5)+С. 635. х=О,51п2 р + 
+ 'п р+С, у=р In р. 638. Общеерешепие у=Сх+ УЬ2+ а2С2; особое реше· 

{ 
х=- а2р/УЬ2 +а2р2, х2 \1 ' 

ине .г 'или _+1L=I. 639. Общее решение у= 
у=Ь2/ r Ь2 +а2р2, а2 Ь 2 

{ 
x~ 1 'р2 = Cx-I/C; особое решение --2~' или у2=-4х. 640. Общее решение 

. у=- /р, 

у=Сх+С (l-C); особое решение { x=2~...,..I, или у= 41 (х+ 1)2. 641. Об· 
, у=р, " 

. { х=-2р x~ 
щее решение у=Сх+СII+I; особое решение 1'. нли y=1--4' 

у= -р', 

{ 
х=С (Р+ 1) (х-С)II 

642. Общее решение у=Ср2/2, 'или у=---х-; особые решенил у=О, 

у=-:-2х. 644. y=(1/48) х4+(I/8)х\l+ЩЗ2) соз2х. 645. у=хсоsх-Зsшх+ 
+ х2 +2х. 646. у= 'П sln х+С1х2 +С2х+Сз• 647. у=(l/З) slnЗ Х+С1Х+С\I' 
648. у=-(х+э) е-Х +(Э/2) х2 +Э. ' 651. у=(Эх4-4х3-З6х2 +72х+8)j24. 
652. y=(arcsln X)2+Ci arcsln x+C~. 653. у=± 4 [(С1х+а2)5/2+С2х+Сз]/(15СП. 
654. у=(1 + Cl~) In (I+C1x)-С1 1х+С,. 655.· у=(ХЗ-Зх\l+6х+4)/6. 
659. 0,5 In (2у+З)=С1х+С2 • 660. у=е2х • 661. ± (х+С2) = 
=а In [(y+Ci+ У (у+ C1)2- a2)/a ].IIЛИ y+Ci = ± асЬ (х+С2)/а. ·662. 1п у= 
=Сlе~+С2е-х. 663. у=е(Х+С')/(Х+С'),. 664. 1п[Сi(у+l)-lj=Сi(Х+С2). 
665. х= уу -0.5C1 /n (2 уу +С1)+Са• 668. у=С2еС'Х. 669. yV у2+ С: + 
+ ct 'п (у +V y2+ci) = ± (- у2+2сiх+зс2). 670. у=С2х+С, ± 
± 4(Сlх+аZ)Б/2/(15С~). 671. y=-Inll-·xl. 672. у'=± Yk(y2~1)/(2y). 

• 2 t 
6~3. y=-alncos(x/a). 674. y=I+lnsecx. 675. s=";}(e-kl

/ tn _l)+m: • 

678. y=Cs+(Ci-С2Х)СtgХ. 679. y=(1/2)xln2 x+C1xli1X+C2 X. 680. у=. 
~,Ci sln Х+С2 sin2 Х. 683. Да . 684. Да. 685. Нет. 686. Да. 687. Да. 688. Нет. 
696. y=Cle2X+C2e-х. 697. y=Ci cos 5Х+С2 sш 5х. ' tfVв. Y=C1 +C2BX • 

699. y=(Cf+C2X) е2Х . 700. у=Сi+С2х+Сзех+С4Хе-.... 701. У= (C1e-"0 у' '2!2 + 
+ C2e~xaY2 /2) cos (ха У2!2 )+(сзе-"О У'2!2 +С4е-ха }''2/2) sln (ха У2/2). 
702. У=СiСОSХ+С2slnх+Сзсоs2Х+С4sln2х. 703. у=4е-зх -зе- 2 .... 

704. у=хебх • 705. y=-(I/З)еХсоsЗх. 706. у=2sin(х/З). 707.y=(5-2е- 3Х)iЗ. 

708. у=У2slnЗх. 709. у=slnх+(I/УЗ)соsх. 710. X=Cicos~t+ 
+C2Sin~t, или x=Asin(qJo+~t), ~=Ya/m. 721.у=(t!БХ+22еЗХ+е;<)/8~ 
722. у = О,5х (х+ 2) eU :723. у=е3Х (Ci cos 4х+ C2 1>ln 4х) + (1~ cos х+5 sin х)/102. 
724. У= - (11/8) cos Х+4 sin х- (1/8) cos Зх. 725. у= Cle~x + С2е2Х + 
+ (24х2 +52Х:+41) , 64. 726. y=4ff'l2_ X-4. 727. y=(1/8) sln 2х-
- (1 /4) (х cos 2x-I). 728. У = С1 + С2е4Х - (1 /6). (2 сЬ 2X+5h 2х). 729. !J = 
= (1/16) (4х-л) sln 2х. 730. y=C1e2x +С2е- ЬХ + (1/144) (1-12x) е-2Х . 
731. у=С1е=+С2еllх +x(ae(.tx-ЬеВхНt;G-~). 732. У= С1еХ + Сzг"" - (1 . 2) х
- (1/10) х соз 2х+ (2. 25) sln 2х. 733. У= C1e5x +С2е4х - (х3, З+хЗ +2х) еЦ. 
734. y=xch х. 735, У= C1ez·\'+C:le- gХ + (l i4) х sh 2х. 736, у = 
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= 1" СО' I!'"[Ci COS (,,, sln ((')+С2 sln {х sln q;)J+COS х. 737. у=еХ (С! COS Х+С2 sln х)
-О,5хе" cos х. 738. У = (I/~) cos х- (1/8) СОБ 3х - (1/6) х sl.п 3х+ (n/12) sln 3.". 
739. y=e2X(5cos2x-siп2х+6Slпх-5соsх). 742. тХ'+ах= 
= Asmoot, Х=СIСоS~t+С2SIn~t+[А/(а-m<o2)}.slnооt, ec.'I1I oo;i:~= 

=уа,m, и Х=СIСоs~t+С2sln~t-[Аt/(2~m)].соs~t. ec.11l oo=~=Yalm' 
743. y=Ci cos Х+С2 SInX+( I/У2) cosx lп / cos х+ У 'Сов2 Х-l !2/ + 
+ (1 /У2) sln х arcsin (У2 sln х). 744. iJ = С1е- 2:< + С2г3:< + + (1/2) е- 2" lл (1 +e2x )_e- Zx +е- З" arctg е". 745. У=С1 cos 2х+С2 sln 2х + + (1/4) sln 2xln tg 2."t. 746. у=С! СОБ (х/2)+С2 sin (x/2)+2isin (х/2) + 
+4cos(x/2)lncos(x'2) . 747. t=(з/yg)ln(17+12Y2)c . 751. у= 
= х (С! cos Jn Х+С2 sln In х). 752. У= C1x+Cz.r+(I/9)· (9 lп2 х+24 Iп х+26). 
753. У=С1 cos In х+С. sin In x-(ljЗ) sin 21пх. 754. у= (In2 х+21п Х+2)/)Х). 

. ( ха х4 X;I 
755. y=(1/2),r-[1/(ln2)]x2 lnx. 757. у=Со l-т+2 . 4 -z:т.б+'" .... 

.., 
. ' . ~(_1)n(2x)п = Сое- Х /2 (решение существу~ на всей ЧIIСЛОВОЙ оси). 758. у= ~ 4~nl 

. n=а 

= ~ е- 2х - ~ +; (решение существует на в::еА чис.10ВОЙ оси). 759. У = 
'" (_1)п х2... со (~1)п х2n +1 

.= СО L 2.4.6 ••• 2n +С! L 1.3.5 ••• (2n+ 1) (решение существует на в-сей 
п=о п=о . 

. .'" х2... .. х2n + 1 

ЧИCJIовол ОСII). 760. у=со L 1.3 ... (2n_1)+Ci L 2.4 .. . 2n (решение 
п=О п=l 

.. (_1)IJ х4nН 
существует на всей чнс.'lовоЙ оси). 761. У= L 4.5.8.9 ... 4n (4n+ 1) (реше. 

• n=О 
х 3х2 17хЗ 

ине существует на в:еА ЧИCJIовой оси). 764. У= 1 +1Т+2Т+зг+ ... 
х2 12хЬ ' х r 4.t4, 

765. У='2!+5!+'" • 766. g=I+IТ+зТ+4Г' .... 767. У= 

=4(1-~+~;-1Т+~- ... )+2(Х-l)=4е-"+2(Х-l). 7М. у=l+ 
3х' S.r З4г 1 1 5 1 ь 

+x+zr+"F+~+"" 719. Y=X-'2х2-6'ХЗ+24х4-24Х - ... 
(последовательные производные при х = О связаны рекуррентным соотношением 
(IJт2) (n) 2 <11-1) 77 J ) х ( х2 + х:6 ) 773 1/0 =--Уо + nуо ). .2. l(Х ="2 1-2.4 2.4.4.6-'" .•. у= 

. 2 [С 3/2(1 х' + х4 )+С -'/2( + х2 х4 + )] = 3 Ух' lх -2.5 2.4.5.7-'" аХ 1 Г\-f.4':! ... . 

( 
х )2/3 ~ (-I)/I·xl/l ( Х )- 2/~ ~ (_I)/I. xu 

774.y=Ci· 2' .~ (2 )+Са. '2 .~ (2 ' )' 
. k=oklf з+k+1 k=Oklf з+k+1 

778. x=2e*'-et , у=2езt+еt . 779. Х=С1 +C~?t-(3/49) t (7t+2) , N=-(2/3)Ct+ + (1/2) Cae7t +(1/49) (1411 -3t-l). 780. x=C1et +C,e-t + (IJ~ e~, 1/= - C1ef+ 
+ C~-t+(5/8) e3t • 781. 1/=С1 cos x+Czsln x+sh х, Z=Ci slnx-C. сез x+shx. 
782. х= (1/4) (3et+5e-f)t (1/2) tef -l, У= (5/4) (ef-e- t) + (1/2) tef-t. 783. х = 
= (1/3) (+2, у= (2/3) '+ .784. x=(C1+C2t) et+(1/2) соз t, у= [С. (I-t)-Ci1 х 
Xet -2 соз 1-(1/2) sln t. 785. x=Clest+CZe-st, У=ЗСlе'J.~-Сае-U. 786. х= 
= '/3+ C'J./13, y=Clet-t/3-2С'J./t3. 787. Х=- [(1 +Сд t+C.J-l, 9 = 
= -Ci[(1 +С1) t+C:]-l. 788, x=C1e-et+е2t -{3/7) et, y=Cae-t -(4/5) х 
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х С1г6t + (9/14) et. 789. x=e 1m •Y "2/i [Ci cos (tm У2/2 )+С2 sln (tmY2/2)] + 
+ е-1т У2/2 [СЗ cos (tm У2/2 )+С4 sln (tm У2/2)], y'=e1m Yi/a Х 
Х [Ci sin(fmY2/2)-С2 соs(tm У2/2)} +'e- tmУ2/, [C4 cos(tm У2/2)
-Сз sln (tm У2/2 )]. 790. x~ =С: (2t+C1)/(1 +С:+ C~), у' = 
= С: (2t+Cl)/(I+C~+ С;), Z2=C= (2t+C1)/(1 +С:+ С:). 796. "i=C1eat + 
+ Cae- at , X9=C2e-аt-Сlеаt. 797. "i=2Сlеэt-4С2е-эt, Х2=Сlезt+С2е-3t. 
798. Xi= C1e- t + C2e2t + Сэг 2t, "2 = С1гt +Cae2t-cae-st, хз,d,:-С1е- t +2Cae1t• 
799. Хl=Сlеt+Сае2t+Сзгt, X2=C1et -3Сзе- t, ХЗ=Сlеt+Саеst-5Сэе-t. 
800. xl=e12t (Ci соз 5t+Cg sln 5t), Ха=еl2t (-С1 51п 5t+C2 cos 5t). 801. Х} ~ 
= 2Ci соз t +2С2 sln t, х, = (Ci -G:a) cos (+ (С1 + Са) 51n t. 802. "1 = 2С1е- + 
+ 2 (4Сз+Сs) cos (-2 (4С2 -Сз) 51п t, Х2 = -2С1е- t +з (5С2 +3Сз) соз t + 
+3(5Сз -3С2) 5ln (, Хз=С1г t + (7Са + 11Сз) cos t+(7Сз-11С2) 51п t. 8ОЗ. Х= 
=eat (C1t+Ca), y=eat(Clt+C2-Сl). 804. x=-2еt(СI 5Iп2t-Сzсоs2t), 
y=et (C1 c052t+C2 sin2t). 805. x=et(C1t+CZ)' y=et (Cl -2Сz -2С1t). 

Глава V 

811. Р(А)=О (событие невозможно). 812. 1/4. 813. 1) 1; 2) 1/5; 3) 3/Б. 
8J4. 499/1998. 815. 1/406. 819. (r/R)2 . 820. (3 УЗ)/(4n) ~ 0,41. 821. О,Б. 
830. 1) а/(а+Ь+с); 2) Ь/(а+Ь+с); 3) с/(а+Ь+с); 4) (а+Ь)/(а+Ь+с); 
5) (а+с)/(а+Ь+с); 6) (Ь+с)/(а+Ь+с) . 831. bd (a+b)-1 (c+d)-1.~832. Р1 +Р2-
-2РIР2' 833. 1-3а. 834. 1/3. 835. ~ 0,88. 836. 1) 22/145; 2) 51/145; 
3) 72/145. 837. 0,7. 838. 0,375. 843. 7/64. 844. 21/32. 845. 4/9. 846. 27/128. 
850. 15. 852. Нет, задача всегда имеет решение, так как (то +q)/p
-(mo-p)/p=(p+q)/p=l/p> 1.853. Первый-114 изделий, второй-1I2 из-

делий. 

867. 

854. 60. 859. 1/3. 

Xi 1 ~ I 4 I 5 1 6 1 7 

р; 1 1/61 1/61 1/3 11/6 I 1/6 

Х; 1 О 1 1 1 2 I 3 

866':Рllо,34зI0,44110,18910,027' 

.868.1) а=1/n; 2) Р(а/2<Х<а)=1/3. 

{
Опри х < О, 

869. Р(л<Х<со)=1/4 . 870. а=5; F(x)= O,5(I-t05x) при О ОО;;ХО;;;;; Л, 
1 при Х> n. 

{ Опри Х < О х' 1 О 1 1 I 2 I 3 I 4 1 5 
871. F (х) = 5/6 при О..;; х'..;;;; 1, 874. ' 

1 при Х> 1. Р; 10,01010,07710,230/0,34610,259 0,078 

м (Х)=3,ОО; D(X)=I,20. 875. 1.,=1/4; M(X)=16j15; (J'x=Y44/225 =o,44. 
878. М =20. 879. а=О,75; М ~1-I-=3. 882. Р (3 < Х < 5) =(5-3)·(1/6)= 1/3. 
883. 2/5. 886. 0,000055. 887. М (Х.)=т/n=р; D (X)=pq/n. 898. м (Х)=0,4, 
D(X)=O,16, (J'(X) =o,4. 899. Р(0,15<Х<О,6)=0,3349. 900. м (Х)=4. 
901. Р (0,3 < Т < 00) =г1,5 ~ 0,2231. 902. а) F (24) =o,3812; б) R (24) =o,6188. 
903. R (1000) =e~2 ~ 0,1359. 906. 4,4%; полученный результат не зависит от 
числового значения т. 907.0,34; 0,14; 0,02.909.0,424.910.0,'9876.911.0,7328. 
915.0,018. 916. 0,156. 919. щ=4; а2=20; аз= 116,8; a~=752; Jll=O; Jl2=4; 
Jl8=4,8; 1-1-4=35,2; Sk=O,6; Е.., =-0,8. 920. аl=l; а,2=7/6; аз=3/2; 
а.=31/15; 1-1-1=0; 1-1-2= 1/6; 1-1з=0; 1-1-4= 1/15; Sk=O; Ех =-0,6. 921. 1.,= 1/2; 

Ех =;3. 926. р(llо~-i-/<о,ОI)~;~. 927. р(I~-i-/< ~)~~. 
928.3/4.931.0,954.932,61. 940.1) 1.=1/20; 2) тх =22, ту =41; 3) (J'~=56, 
o~=259; 4) 'ху=О,56. 941. 1) а=24; 2) fnх =ту =2/5; 3) (J':=O'~= 1/25; 
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4) Гху =":-2/3. 942. 1) а=У2/n; 2) тx=~y=O; 3) а~=а~=I/(зу2it); 
4) 'ху=О. 945. 'ху =О,664; yx=3,64x-O,15; xl,=O,12y+I,24. 946. Гху =О,321; 
УХ= 1,2Ix-2,45; Xy=~,085y+ 10,58. 953. х= 10,005; D (X)=O,OI0475; 
a(X)=O,1023. 954. y=IO,64; D(у)=З4,97. 958. al=6,32; а2=44,64; 
аз=340,16; а4 = 2743,68; ~ll~O; fl2=4,6976; flз=-I,3425; fl4 = 56,422; 
s,,(X) .;=-О,132; Е (Х)=-О,442. 960. M(X)=4,13; D(X)=9,07; '(х)= 

{
Опри х < -1,09, 

= 0,096 при -1,09,,;;;;;x";;;;;9,35, 962. М(Х) =5,06; D(X)=5,OI . 964. М(Х)= 
О при х > 9,35 . " 

=8,02, D(X)=8,23, о(Х)::::2,87, !(х)=1/(2,87У2л)е-(х-в.О2)'/(и.В7'). 

Глава VI 

976. z = ху+ qJ (х) + 'р (у) . 977. z = XqJl (х) + qJ2 (у) + YQJs (х) + qJ4 (х). 

981. tg (z/2)=tg (х/2).'Р (~g у//; ) . 982. г2=х2 +'Р(у2_ х2). 983. Параболоид вра-
, g х I 

д2г д2г дг 
щеиня г=х2 +у2. 91!7. (Г2=0. 6=Ylх, 1'] =у. 988. "'(ff(j""- дt=О, 6=Х+У, ., "'., '" . 

д2г д2~ I (1 дг 1 дг) 2 2 
Т]=3х+у. 989. д62 + д1']2 +2 'Гд~+rj"дr] =0, ~=y , 1']=х. 
993. и = х (1- 1). 994. и = (cos х slл at)/a. 995. и = - slл х. 999. и (х, ') = 

00 

= - (О,9/n2). ~ (1jk 2) ·sln (2лk/3). sln (k:tх/З). cos (knat/3). ]000. и = (96h/n5) Х 
"= 1 

'" х ~ 1/[(2k+ 1)5] соs (2k+ 1) лаt·siп (2k+ 1) nх. 1001. U (х, t) = 
"=0 

00 

_ 4Ы2 ~ 1. 51п (лk/2) cos (kлh/l) I (k /l). ln (k. '/!) 
- n2а ~ ""k2 [2 ~ k2/! 2 S n лх s па . 

k= 1 . 
1005. и (х, t) = 

= ; [( 1+: ) Ф( ;~~ )-2'; . Ф (2 ;т )- (1-:) ф (; y~ )] + ++ у ~ [e-(х+I)I/(41)_2е- ХI/(41)+е-(Х-I)'/(41»). 1006. и(х, t)= ~o х 
<D 

х r ф (2:~Г )-ф (2:Y!t )]. 
8с ~ 1 

1007. Il (х, t)=nз ~ (2n+ 1)3 Х 
n=1 

- (zn + 1)' n'a"/l' 1 (2n + 1) nх 
Х е '5 n 1 • 1009. и = иа + (иь -иа)· [ln (г/а): In (Ь/а)]. 

1011. и(г, 8)=(8/3)sh(lnr).SIn6. 

Глава va 
1018. 1) w=i; 2)'w=-en ; 3) w=ei. .1019. (1+/)/2, {. (3-2/)/13. 

1021. (l/2)ln2+(2kn-n/4)i, kEZ. 1023. z=±iln(2+Y3). 
1024. i In (1 ± У'2). 1025. 1,1752i. 1026. 0,772+ 1.0I8i. 1027. 1) еС081 Х 
Х [соз ~вln 1) + i зln (зln 1)]; 2) сов е+ i sln е. 1083. Нет. 1034.! (г) = 3zl • 

1035. f (г)=совг. 1036 .. q>(y)=ay+Ci, 'P(x)=-ах+С2 • '(г)=Аг+С, 
A=-ai, С=С1+СI' 1037. л=-I, f(z)=-iz. 1038. а=О. 1039. !(z)=2z +C. 
1040. '(г)=-созг+С. 1047. u=4-v2 /16. u=v2/4-1. 1048. v=(u2 -1)/2. 
1049. u=l. и=О. 1050. u=x.cosqJ-уslnqJ; v=xslnq>+YCOSqJ-пре06разо
вание координат при повороте осей. 1051. u = (v/2)2/З - (и/2) 4/8 • 1053. а.= -n/2, 
k=6. 1054. а=О. k=1/4. 1055. а=О, k=e. 1056.lzl=I/2. 1057.}Z- 11=1/2. 
1058. Rez=O. 1059. argz=-n/2. 1067. l+i. 1068. -(l+l) 3. 1069. О. 
1070. О. 1071. 21ti. 1072. 2лi (а+Ь). 1081. 06ластьсходимости 1 < 1 z 1 < 2. 
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1082. Ряд рас-ходится во всех точках плоскости. 1083. 1) / (z) = - z2_zЗ _ 
1 1 1 1 Zl Zl 

_Z4_ ••• ; 2) /(z)=z+I+z-+-z2+ .... 1084. з!zz+5Т+7Г+9Т+···· 
1085. ± 1-полюсы первого ПОрjlДка; ± i - по.пюсы второго пор-ядка. 
1086. / (z) = 1-(z-l) +(Z_I)2_(Z_I)3+ ••• ; область сходимости 1 z-11 < 1. 

1 Z2 z4 
1087. f (z) =-- -4 +-6' - ... ; ряд сходится на всей п.'Iоскостп. 1088. t (z) = 

21 1 . 
IX) 

L. (Iп 2)n 2л I -= __ (zn+z-n). 1098. 2i. 1099. 1; -1.1100. -1.1101.1.1102. а. 
n! 

rl=1 
1103. 2лi. 1104. О. 110Б. 2л/(З- i). 1106. Зл/8. 

Глава VIH 

- 2 - р (р2+2р+З) -
1112. '(Р) р(р2+4)' 1113. /(Р) (P-l) (р2-2р+5) • 1114. '(p)~ 
р - а (р2_ а2_Ь2) -

=р2_Ь2 ' 1115. f(P)=p[(p-а)2+Ь2J[(р+а)2+Ь2J' 1116. /(р)= 
Ь (р2+ а2_Ь2) - р (p2'_al +b2) 

"'" [(p-а)2+Ь2] [(p+a)2+b2J' 1117. f (р)= [(p-а)2+Ь'] [(р+а)2+Ь2] • 

- 2рЬ 
1118. f (р) (р2_Ь2)2' 1124. f (!) = 1/4-(1/3) cos t+(lJl2) cos 2t. 1125. / (!) = 

=-(1/3) et+(1/4) e2t + (12) e- 2t . 1126. /(!)= 1-2еt +еЗt . 1127. /(t)=1/4,-
- t~ a~. t2Я а2Я • tзя : 

- (1/3) ch t + (1/12) ::11 2t. 1128. / (1) =7iГ- (2k)! +(Зk)Г-.... 1132. 1-

t 

1133. f (!) = S cos (1 -.) cos '{ d. = f • 1 р 1 
-cos ~""i' 2-1-1 =---'-(р-:::2"""'+--=1"""') • 

р Р. Р 
о 

1 - -= "2(Sin t+t cos t). 1134. (1-2р).у (р). 113,Б. (р~-р2+2р-2)·у(Р)-р-l. 

1136. у(р) .(р2_- 1). 1143. y=e2t. 1144. y=sh t. 1145. у=О. 1146. y=(1/3) tet-
р 

-(7/9)et -(2j9)e- 2t. 1147. lI=_(5/2)et+4e2t_(3/2)e3t. 1148. x=(5/2)e2t -
_( I {2)е- 2: ,lI=(5/2)e2t-( 1/2)e- 2 t. 1149. х=(бj5) e,t-(lf5)e- ~t ,lI=(3/5)~t+(2/5)e- 6t. 
1150. y(t)=I. l1Бl. y(/)=t. 1154. 2et -4t-3. 1155. -1{б+(l/2) et-(1/2) e2t+ 
+ (1/6) e3t• 1156. (1/8) (2/2-6/+3) et - (1/24) e- t + (2;3) sin (t уз 12+л/6). 
1161. и (х, t) = А cos (nлаt/ l) CO~ (nл:r:/l). 1162. 11 (х, t) = В sin (nлаtil) sin (nnx/l). 
1163. и (х. t) = А Erf (ах/(2 УТ). 

ГJШва IX 

1169. ]0, 1[, ]2, 3[, ]6, 7[. 1170. ]-4, -3[, JO, 1[. ]3, 4[. 1171. 1,94. 
1172._ 2,09. 1173. 0,33; 1,30. 1174. -1,15. 1175. l,ll. 1176. 0,42. 1177: 3,62 . 

• 1178. -0.56. 1179. 1,27. 1185. ~= 1,70997. 1186. ~= 1.23429. 1189. 2,214. 
1190. 1,37973. Н91. -1.4142. 1194. y=-t2r-15х9+25Х-9)/3. 
119Б. у = 0,2 (Х' - 13х2 + 69х - 92). 1196. у = 2х - 1. 

х I 6,5 I 6,6 I 6,7 I 6,8 I 6,9 I 7,0 
1199. I I I I ' 1200. 39,0625. 

Ig х 0,8129 0,8195 0,8261 0,8325/0,8388 10,8451 

1~01. f (x)=~+x2+x+ 1. 1206. 0,5000. 1207. 1,16912; бs =-О,ОООО04; тоqяое 
значение интеграла есть 4(Y2-1)-21п[(2У2+1)iЗ]~1.16912 .... , 
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1208. I бт I ~ (112)12). (Ь-й) . ,'vIi ;:= 0,007 (Mi- навБОЛЬШf€ значение I {" (х) I нз 
IIHTepBa.1e интеГРllрования). Пqэтому выЧ1н:.lение надо Бt<:'ГII с тремя знаками 
после запятой (чтобы получить два верных ЗНЗI{а): 1:::;:' 1,35. 1209. 0,69. 
1210. 0,24. 1211. 0,75. 1212. 0,67. 1218. 183; 552. 1224. Точное значение 
1=62,572; 1) 1=62,673; б=(1,]2%; 2) /=62,730; б=0,О3(~о; 3) /=66,509' 
б=5,99%. 1225. Точное значеНlIе 1=0,747; 1) 1=0,746; б=0,13% ; 

2) 

1230. 

1232. 

1=0,800; 

х 10,11 0,2 1 0,3 I 0,4 

У 1 о 10,0'01 1 0,0051 0,0]4 о 

х 1 о 10,21 0,41 0,61 0,811 ,о 11,2 

yllI1,III,lвjI,2411,2711,2711,24 • 

1229. 

1231. 

xlolo,ll 0,210,з 

у 11 1 1,2 11,45 1 1,78 

х j 212,1 12,21 2,3 1 2,4 

vl '415,819,44118,78154,86 • 

t 1 1 1 1,2J 1,411,611,812,0 

1233. х 1I 1 1 11 ,071 1, 171 1,30 11 ,45 • 

у1111,411,812,2112,6зlз,06 

х 1 о 0,1 1 0,2 1 0,3 1 0,4 

У 1 -1 1-0,9751-0,9491-0,921 1-0,888 
1236. -

х 1 0,5 I 0,6 1 0,7 I 0,8 1 0,9 1 1,0 • 

У 1-0,8421-0,802/-0,7441-°,6751-0,593/-0.495 

xlol. 0,11 0,210,з 1.0,4 10,5 1 0,610,710,8 10,9/1,0 
1237. ~-+--~--~----7---~--~----7----Т--~----7----

yl11 1,0511,121 1.20 11,2911,3911,50 11,62/1,7511,8912,03 • 

1239. 1,78. 1240.0,02. 1243. Уl=(l!3)ХЗ, У2=(]/3) х3+(l/631 х7 , уз=(1/3)Х~+ 

+ [/63) х1 +(2/2079) х11 +(1/59535) Xl~. 1244. y=e-shx
• 1245. Уn.= l-х+2Х 

хl хз хn ] хn+;!, 
Х 2Г-зг+ ... +(-I)n·nг +{_I)n+l. (n+1)! (n=3, 4,5, ... ); двусто-

n 
~ slnm х 

ронняя ПOCJIедовате.1ЬНОСТЬ. 1246, Уn (х) = ~ --, -; истинное решение 
т. 

m=О 
n 

In ~ slnm (XS) 
у (х) = е! Х; ПOCJIедовательность нижних функции. 1247. Ул (х) = ~ т1 ~ 

т=О 

·истинное решение у (х) = еS/П (X
1
); ПOCJIедовательность нижних ФункuнЙ. 

1250. у=О,279х+71,14. 1251. S=11,58еО.2В98t • )253. y=1l1,7+1,663x+ + 0,0О437х2 • 1254. S=ЗЗ,02tl.ов~. 1258. 1) y=3,023x-l,08; 2) y=O,992x-О,9091 
З) у=;=-1,802х+2.958. 1259. 1) у=-О,145х2 +3,324х-12,794; 2) y=I,009xl -

-,4,043у+5,045; 3] y=-О,102х2 +О,200х+О,806. 1260. 3=5,7t1,81. 

1261. 1) S=92e-O,l t; 2) 3=О,49еО,щ. 1263. 'р (х)=-О,2723х2+ О,5ОО3х + + 1,3424. 1264. 'р (x)=0,670x3-0,728х2 -О,350х+О,943. . 

{ 

1 ,4907х+О, 1708. Xi [-л/4, -л/81i . 
1268 <р(х)= 1,0558х, Х . [-л/8, О]; 

• 1,0558%, х - [о, л/8]; 
1,4907х-О, 1708, х - [л/8, л/4J. 
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1269. 'Р(х)= О,2584х+2, х . [-0,5; OJ; (
'0'2776Х+2'0О96' х 1[-1; -0,5J; 

О,2426х+2, х . [О; 0,5]; 
О,2296х+2,0065, х ' [0,5; 1]. 

1270 ер (х)= -Q,2552x+ 1, х ' [-0,5; О]; 
{ 

-0,4155х+О,7131, х ~ [-1; -0,5}; 

• 0,2552х+ 1, х [О; 0,5]; 
0,83IОх+0,7121, х Е [0,5; 1]. 

'1271 m()- 0,1160 (х+0,5) -О,IЗ7Зх3+0,59!!х+О,9810, х [-0,5; О}; {
О'IЗ7З(Х+1)3tО'З799Х+О'8799' х If-I; -О,5}; 

• 'у х - 0,0145 (1-2хlЗ+О,1901х3+0,7З99х+О,9855. х ' [О; 0,5]; 
0,1901 (l-х) +I,2191х+О,7809, ' х . (0,5; 11. 

1272 ер( )_ O,0711x3-0,1290х2 +О,49З2х+О,6926. Х . [-0,5; О]; 
, {-1'1571 (х+ 1)3+0,8501(x+ 1), XI[-I; -0,5]; 

· х - О,ОЗ9ЗхЗ-О,I290х2+О,5012х+О,69ЗО, х [О; 0,5]; 
-0,0467 (l-х)Ч-1,844З(I-х)+ 2,1972(х-0,5), х '[0,5; 1]. 

Г.пава Х 

1275. e-I. 1276. 2. 1279. Ы=За:+еа:Zj(е-I). бl=За:. 1280. Ы=4а:2jЗ, 
бl==О. 1290. Нет решения. 1291. Нет решения. 1292. у=х. 1293. y=(lJ4)x2 --

-x+l. 1294. y=Y8+6x-х2 • 1296. у=О. 1296. y=Y2ff/l sln (xj2). 
1297. у=ХЗ. 1298. y=xj4. 1299. Окружность x2 +<Y-2)1= 1. 1301. у(х) ==0. 
1302. y=(I-x)shx. 1303. у=созх. 1306. y=ljx, z=2jХЗ-l. 
1306. у=4j(ЗХЗ)-ljЗ, Z= l/х.1307. у=- (х3+5х-6)jб, z=x. 1308. у=slл х, 

a2z a2z a2z a2z 
z=slлх. 1310. -д 2--д 2=0. 1311. -д 2+-д2=q>(X, у). 1313. у=2х. . х у у у . 
1314. y=2s1nx. 1316. у=(Зj2)х реализует слабый минимум. 1317. у=sIл2х-l 
реализует сильный максимум. 1318. у=хЗ реализует сильный минимум. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

Таблица 

3 н а ч е R и 11 Г а м м а-ф у н к Ц и и r (р) (при 1,,;;;;. р,.;;;; 2) 

р I г (р) 11 р I г (р) 11 р I г (р) р 1 г (р) 

1,00 1,0000 1,25 0,9064 1,50 0,8862 1,75 0,9191 

1,01 0,9943 1,26 9044 1,51 8866 1,76 9214 

1,02 9888 1,27 9025 1,52 8870 1,77 9238 

1,03 9835 1,28 9007 1,53 8876 1,78 9262 

1,04 9784 1,29 8990 1,54 8882 1,79 9288 

] ,05 9735 1,30 8975 ] ,55 ВВВ9 1,80 9314 

1,06 9б87 1,31 8960 1,56 8896 1,81 9341 

1,07 9642 1,32 8946 1,57 8905 1,82 9368 

1,08 9597 1,33 8934 1,58 8914 1,83 9397 

1,09 9555 1,34 8922 1,59 8924 1,84 9426 

1,10 9514 1,35 8912 1,60 8935 1,85 9456 

1,11 9474 1,36 8902 1,61 8947 1,86 9487 

1,12 9436 1,37 8893 1,62 8959 1,87 9518 

1,13 9399 1,38 ВВВ5 1,63 8972 1,88 9551 

1,14 9364 1,39 8879 1,64 8986 1,89 9584 

1,15 9330 1,40 8873 1,65 9001 1,90 9618 

1,16 9298 1,41 8868 1,66 9017 1,91 9652 

1,17 9267 1,42 8864 1,67 9033 1,92 9688 

1,18 9237 1,43 8860 1,68 9050 1,93 9724 

1,19 9209 1,44 8858 1,69 9068 1,94 9761 

1,20 9182 1,45 8857 1,70 9086 1,95 9799 

1,21 9156 . 1,46 8856 1,71 9106 1,96 9837 

1,22 9131 1,47 8856 1,72 9126 1,97 9877 

1,23 9108 ],48 8857 1,73 9147 1,98 99]7 

1,24 9085 1,49 8859 1,74 9168 1,-99 9958 

2,00 1,0000 
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Таблица 11 
З!I а ч е н 11 Я Ф У н к Ц 11 И е- Х 

Х е- Х 11 Х гХ 
I1 х гХ 

11 Х е-Х 11 Х е-Х 

1: 1 i 1 I 1 
0,00 1,0000 ' 0,31 0,7334 1 0,61 0,5433 : 0,91 0,4025 1,21 0,2982 

01 0,9900 ; 32 7261 ' 62 5379 i 92 3985 22 2952 
02 9802 33 7189 1 63 5326 ' 93 3346 23 2923 
03 9704 i 34 7118 ' 64 5~73 ' 94 3306 24 2894 
04 9608 35 7047 65 5221 ! 95 3867 25 2865 
05 9512 : i , 

1 I , 

li 
,1 

0,5166 I1 0,96 
:1 

0,06 0,941811 0,36 0,6977 !i 0,66 0,3829 1,26 0,2836 
07 93241 37 6907 [ 67 5117 1I 97 3791 27 2808 
08 9231 38 6839 I 68 5066 il 98 3753 28 2780 
09 9139 з9 6777 69 5016' 99 3716 29 2753 
10 9048, 40 6703 1 70 4966 1,00 3679 зо 2725 

.1 
" 
1 ~ I I1 1, 

0,11 0,8958 11 0,41 I 0,4916111,01 0,3642 1,31 0,2692 0,6636 I 0,71 
12 8860 11 42 6571 I 72 4868' 02 3606 32 2671 
13 8781 I 43 6505 73 4819 i 03 3570 33 2645 
14 8694 44 64401, 74 4771' е4 3534 34 2618 
)5 

860'1! 45 6376!1 75 4724 05 3499 35 2592 

li 
" 

:1 ij 
1, 

0,16 0,8521 I 0,46 0,6313 0,76 0 •• 6771,·06 0,3465 1,36 0,2567 
17 8437 I 47 6250 77 4630, 07 3430 'л 2541 
18 8353 I 48 6188 78 4584 i 08 3396 эв 2516 
19 8270 49 6126 79 4538 09 3362 39 2491 
20 8187 I 50 6065 80 

4493 \1 
10 3329 40 2466 

I! 

1 li 
0,21 0,8106 I 0,51 0,6005 0,81 0,4449 11,11 0,3296 1,41 0,2441 

22 8025 52 5945 82 4404 , 12 3263 42 2417 
23 7945 53 5886 83 4361 I 13 32ЗО 43 2393 
24 7866 54 5827 84 4317 14 3198 44 2369 
25 7781 55 5769 в5 42741 15 3166 45 2346 

I 1 

0,26 0,7711 0,56 0,5712 0,86 0,4232 11,16 0,3135 1,46 0,2322 
27 7634 57 5655 87 4189 17 3104 47 2299 
28 7558 58 5599 88 4148 18 3073 48 2276 
29 7483 59 5543 89 4107 19 3042 49 2254 
30 7408 60 5486 90 4066 20 3012 1,50 0,2231 
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Таблица 111 
Значения функциii 

х х 

Ф (х) = erf(x) = ~;: ) e- t2dt и Ф (х) = v~л J e-"j2dt 

о о 

х I ф (х) I ф (х) Ii х 1 ф (х) / ф (х) 11 х I ф (х) I ф (х) 1/ х I ф (х) I ф (х) 

0,00 0,0000 0,0000 0,60 0,6039 0,2257 1,20 0,9103 0,3849 I,ВО 0,9891 0,4641 
02 0226 0080 62 6194 2324 22 9155 3888 82 9899 4656 
04 0451 0160 64 6346 2389 24 9205 3925 84 9907 4671 
06 0676 0239 66 6494 2454 26 9252 3962 86 9915 4686 
08 0901 0319 68 6б38 2517 28 9297 3997 88 9922 4699 

0,10 1125 0398 0,70 6778 2580 1,30 9340 4032 1,90 9928 4713 
12 1348 0478 72 6914 2642 32 9381 4066 92 9934 4726 
14 1569 0557 74 7047 2703 34 9419 4099 94 9939 4738 
16 1790 0636 76 7175 2764 36 9456 4131 . 96 9944- 4750 
18 2009 0714 78 7300 2823 38 9490 4162 98 9949 4761 

0,20 2227 0793 0,80 7421 2881 1,40 9523 4192 2,00 9953 4772 
22 2443 0871 82 7538 2939 42 9554- 4222 05 9963 4798 
24 2657 0948 84 7651 2995 44 9583 4251 10 9970 4821 
26 2869 1026 86 7761 3051 46 96!0 4279 15 9976 4842 
28 3079 1103 88 7867 3106 48 5636 4306 20 9981 4860 

i 
! 

0,30 3286 1179 0,90 7969 3159 1,50 9661 4332 2,25 9985 4877 
32 3491 1255 92 8068 3212 52 9684 4357 30 9988 4892 
34 3694 1331 94 8163 3264 54 9706 4382 35 9991 4906 
36 3893 1406 96 8254 3315 56 9726 4406 40 9993 49!8 
38 4090 1480 98 8342 3365 58 9745 4429 45 9995 4928 

0,40 4284 1554 1,00 8427 3413 1,60 9763 4452 2,50 9996 4938 
42 4475 1628 02 8508 3461 62 9780 4474- 60 9998 4953 
44 4662 1700 04 8586 3508 64 9756 4495 70 9999 4965 
46 4847 1772 06 8661 3554 66 9811 4515 80 9999 4974 
48 5027 1844 08 8733 35991 68 9825 45351 2,90 0,9999 4981 

!I 
0,50 5205 1915 1, !о 8802 3643 1,70 9838 4554 3,00 1,0000 4986 

52 5379 19851 12 8868 3686 72 9850 4573 20 1,0000 4993 
54 5549 2054 14- 8931 3729 74- 9861 4591 40 1,0000 4996 
56 5716 2123 16- 8991 3770 76 9872 4608 60 1,0000 4998 

0,58 0,5879 0'21901 1,18 0,9048 0,3810 1,78 О, 988210' 4625 3,80 1,0000 0,4999 
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0,0 0,3989 
0,1 3970 
0 , 2 3910 
0,3 3814 
0,4 3683 
0,5 3521 

0,6 3332 
0,7 3123 
0,8 2897 
0,9 2661 
1,0 2420 

1,1 2179 
1,2 1942 
1,3 1714 
1,4 1497 
1,5 1295 

1,6 1109 
1,7 0940 
1,8 0790 
1,9 0656 
2,0 0540 

2,1 0440 
2,2 0355 
2 ,3 0283 
2,4 0224 
2,5 0175 

2,6 0136 
2,7 0104 
2,8 0079 
2,9 0060 
3,0' 0,0044 

412 

Та 6л и ц а 'У 

1 
3 н а ч е н и я Ф у н к ц и и Za = , /"_ е-ul/2 

r 2n 

I 2 ' \ 3 \ 4 \ 5 I б I 7 I 8 I 9 

3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 
3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 
3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 ЗВ36 ЗВ25 
3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697 
3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538 
3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352 

3312 3292 3271 3251 32ЗО 3209 3187 3166 3144 
3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 
2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685 
2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 
2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203 

2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965 
1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736 
1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518 
1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 
1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127 

1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957 
0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 . 0818 Ч804 
0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 
0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 
0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 

0431 0422 0413 0404 0395 0387 0379 ОЗ71 ' ОЗ63 
0347 0339 0332 0325 0317 0310 озоз 0297 0290 
0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 
0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180 
0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 

0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107 
0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 ~i 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 
0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 
0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 ' 0035 0034 



1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 

16 
17 
18 
19 
20 

21 

22 

23 
24 

2Б 

26 

27 
28 

29 
3D 

Таб.nица V 

3 на ч е н и я в е р о я т н о с т е й д.n я к р и т е р и я ха 

2 3 б 6 7 8 

0,3173 0,6065 0,8013 0,9098 0,9626 0,9856 0,9948 0,9982 
1574 3679 5724 7358 8491 9197 9598 9810 
0833 2231 3916 5578 7000 ва88 8850 9344 
0455 135З 2615 4060 5494 6767 7798 8571 
0254 0821 1718 2873 4159 5438 6600 7576 

0143 0498 1116 1991 3062 4232 5398 6472 
0081 0302 0719 1359 2206 3208 4289 5366 
0047 0183 0460 0916 1562 2381 3326 4335 
0027 0111 0293 0611 1091 1736 2527 3423 
0016 0067 0186 0404 0752 1247 1886 2650 

0009 0041 0117 0266 0514 0884 1386 2017 
0005 · 0025 0074 0174 0348 0620 1006 1512 
0003 0015 0046 0113 0234 04з0 0721 1119 
0002 0009 0029 0073 0156 0296 0512 0818 
0001 0006 0018 0047 0104 0203 0360 0591 

0001 0003 0011 0030 0068 0138 0251 0424 
0000 0002 0007 0019 0045 0093 0174 0301 

0001 0004 0012 0029 0062 0120 0212 
0001 0003 0008 0019 0042 0082 0149 
0000 0002 0005 0013 0028 0056 0103 

0001 0003 0008 0018 0038 0071 

0001 0002 0005 0012 0025 0049 

0000. 0001 0003 0008 0017 0034 

0001 0002 0005 0011 0023 

0001 0001 0003 0008 0016 

0000 0001 0002 0005 0010 

0001 0001 0003 0007 

0000 0001 0002 0005 

0001 0001 0003 

0000 0001 0002 
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ПродСЛЖС'Н!lе mJбл. V 

10 11 ]~ 

J 0,9994 0,9998 0,9899 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 

2 9915 9963 9985 9994 9998 9999 1,0000 1,0000 

3 9643 9814 9907 9955 9979 9991 0,9896 0,9998 

4 9114 9473 9699 9834 9912 9955 9977 9989 

5 8343 8913 9312 9580 9752 9858 9921 9958 

6 7399 8153 8734 9]61 9462 9665 9797 9881 

7 6371 7254 7991 8576 9022 9347 9576 9733 

8 5341 6288 7133 7851 8436 8893 9238 9489 

9 4373 5321 6219 7029 7729 8311 8775 9134 

10 3505 4405 5304 6160 6939 7622 8197 8666 

11 2757 3575 4433 5289 6108 6860 7526 8095 

12 2133 2851 3626 4457 5276 6063 6790 7440 

J3 1626 2237 2933 3690 4478 5265 6023 6728 

14 1223 1730 2330 3007 3738 4497 5255 5987 

15 0909 1321 1825 2414 3074 3782 4514 5246 

16 0669 0996 1411 1912 2491 3134 3821 4530 

17 0487 0744 1079 1496 1993 2562 3189 3856 

18 0352 0550 0816 1157 1575 2068 2627 3239 

19 0252 0403 0611 0885 1231 1649 2137 2687 

20 0179 0293 0453 0671 0952 1301 1719 2202 

21 0126 0211 0334 0504 0729 1016 1368 1785 

22 0089 0151 0244 0375 0554 0786 1078 1432 

23 0062 0107 0177 0277 0417 0603 0841 Jl37 

24 0043 0076 0127 0203 0311 0458 0651 0895 

25 0030 0053 0091 0148 0231 0346 0499 0698 

26 0020 0037 0065 0107 0170 0259 0380 0540 

27 0014 0026 0046 0077 0154 0193 0287 0415 

28 0010 0018 0032 0055 0090 0142 0216 0316 

29 0006 0012 0023 0039 0065 0104 0161 0239 

30 0004 0009 0016 0028 0047 0076 0119 0180 

14 



Таблица УI 

." 

Значения функции Р(л)=I-~ (-1) fe- 2jt,.t 

j=-", 

л I Р<Л) 

11 

л РЩ л I р <л) 1\ 

А. I РЩ 

0,00 1,0000 0,45 0,9874 0,90 0,3927 1,70 0,0062 
0,05 1,0000 0,50 9639 0,95 3275 1,80 0032 
0,10 1,0000 0,55 9228 1,00 2700 1,90 0015 
0,15 1,0000 0,60 8643 1,10 1777 2,00 0007 
0,20 1,0000 0,65 7920 1,20 1122 2,10 0003 
0,25 1,0000 0,70 7112 1,30 0681 2,20 0001 
0,30 1,0000 0,75 6272 1,40 0397 2,30 0,0001 
0,35 0,9997 0 ,80 5441 1,50 0222 2,40 0,0000 
0, 40 0,9972 0,85 4653 l,БО 0120 2,50 0,0000 

1 

Т абли ц а VII 

Значения случайных чисел 

8574 9005 1894 3523 3393 5407 9659 5868 
4575 4518 7032 7293 9108 0469 7435 2574 
4999 3186 1426 1027 7891 7805 8928 6291 
7621 7982 4865 2229 9085 7294 7239 7866 
4315 1114 2339 1882 2638 5480 6189 3150 

6987 9333 4247 2059 1313 1017 9391 7082 
0387 1998 2910 5626 3897 0858 0575 4977 
5581 1837 4781 8516 4380 8396 2414 0248 
6531 4216 6454 6476 1618 7813 4959 0228 
5735 3384 5146 5685 4858 2712 7675 7509 

6092 1047 8196 0206 5354 7141 7078 0361 
179 1 1900 0649 0517 0905 2418 2220 9142 
9746 1508 8704 6493 1420 5230 7110 1995 
0118 4493 2560 1798 3218 3517 9851 3834 
0986 3203 3476 8965 S697 0319 6272 5697 

8057 1656 1515 4534 0912 7526 0460 99()1! 
5161 6171 9125 5460 4636 5172 9737 362 l 
2961 3698 1913 9197 2515 2023 3619 7302 
1494 0692 2594 6917 5964 3632 0602 6722 
8153 2484 OS61 1558 7848 0761 3853 8582 

0703 9602 0190 1810 5192 7016 8483 7998 
6928 6521 8548 2737 8438 8805 БО29 9199 
696 1 3678 1935 8762 8166 2064 8760 6554 
2030 1683 7322 6906 6158 4213 2720 0777 
3503 2614 2532 4940 6061 0806 1913 3769 

115 
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