
§ Комплексные числа, функции и действия над ними 
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Глава 2. Преобразование Лапласа. 
Операторный метод решения дифференциальных уравнений 

 
§ Основные понятия и определения преобразования Лапласа 

 
Определение 
преобразования 
Лапласа 

Преобразованием (интегралом) Лапласа функции Rttf ∈),( , 
которая может принимать и комплексные значения, называется 
функция  комплексной переменной )(PF ωσ iP += , определяемая 
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Определение 
оригинала 

Если функция )()( Rttf ∈ удовлетворяет следующим условиям: 

,,,)(.3

;0,0)(.2
);,0()(.1

0
0 constconstMMetf

ttf
tмаинтегрируеtf

t ==≤

<∀=
∞∈∀

σσ

 

то функция )()( Rttf ∈ называется оригиналом, а интеграл Лапласа 

 сходится абсолютно и равномерно во всей 

полуплоскости 

dtetfPF pt∫
∞

−=
0

)()(

0Re σσ >≥P . 
 
Определение 
изображения по 
Лапласу 

Функцию )  называют изображением для оригинала 
. Обозначают соответствие между оригиналом и 

изображением одним из следующих способов: 
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§ Основные свойства преобразования Лапласа 
 

Пусть  функции ,  являются оригиналами, причём  
для 

,...,2,1),( nktf k = )()( PFtf kk →

kP σ>Re .  Тогда имеют место следующие свойства (теоремы): 
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2. Теорема 
подобия 

Для любой постоянной ω > 0  
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3. Теорема 
смещения 
в области 
оригиналов 

(запаздывания) 

Запаздыванию оригинала на τ соответствует умножение 
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4. Теорема 
смещения в 
области 

изображений 
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5.  Теорема 
дифференцирования 

оригинала 

Если  и её производные , являются 
оригиналами, то для любого n = 1, 2, … имеют место 
соответствия: 
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6. Теорема  

дифференцирования 
изображения 

Умножению оригинала  на множитель  соответствует 
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7. Теорема 
интегрирования 

оригинала 

Интегрирование оригинала )  по промежутку )  приводит к 
делению изображения подынтегральной функции )  на Р: 
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8. Теорема 
интегрирования 
изображения 

Если 
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9. Теорема об 
изображении 

периодического 
оригинала 
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10. 

Дифференцирование 
и интегрирование 
по параметру 
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11. Теоремы о 

связи начальных 
и конечных 
значений 

оригинала и 
изображения 
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§ Таблица основных изображений 
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§ Отыскание оригинала по изображению 

 
Первый способ. Разложение дроби, соответствующей изображению, на сумму простых 
дробей и использование свойств  оригиналов, изображений и таблицы основных 
изображений. 
 
Второй способ. По формулам обращения. 
Первая теорема 
разложения 

Если изображение )  является аналитической функцией в 
некоторой окрестности бесконечно удалённой точки, и её 

разложение в ряд по степеням   
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Вторая теорема 
разложения 

Если изображение является однозначной функцией  и имеет 
лишь конечное число изолированных особых точек , 
лежащих в конечной части плоскости, то имеет место формула 
обращения:   
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Замечание. Тип изолированной особой точки легко определить по степени  скобки 
в представлении знаменателя функции ) в виде произведения линейных 

сомножителей: если , то полюс − первого порядка (простой полюс),  
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§ Свёртка оригиналов. Интеграл Дюамеля 
 

Теорема 
умножения 
изображений 

(Бореля) 
(о свёртке 
оригиналов) 

Произведению изображений соответствует свёртка их оригиналов: 
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§ Применение операционного исчисления к решению линейных дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами 

1. Правые части ДУ − произвольного вида, начальные условия – нулевые: 
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2. Правые части ДУ – табличные, начальные условия − произвольные: 
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