
Дифференциальное исчисление  

функции нескольких переменных (ФНП) 
§ Предел и непрерывность ФНП 

 

Определение понятия ФНП 

Пусть множество D  Rn. Если каждой точке М(х1, х2, ..., хn)  D 

поставлено в соответствие   по некоторому правилу f  число z  R,  

то говорят, что на множестве D задана функция  п переменных. 

Обозначают функцию одним из следующих способов:  

u = f(M),     u = f(x1, x2, …, xn),     f : Rn R.  

 

 

Определение предела ФНП (по Коши) 

Пусть функция z = f(M) определена на множестве D ,  

 M(x1, x2,…,xn)  Rn,    M0(x10, x20,…,xn0). 

Число А называют пределом функции   z = f(M)   в точке М0   

(при M M0), если      такое, что MD, удовлетворяющей 

неравенству 0<(M,M0)<, выполняется неравенство   |f(M) – A|<. 
 

 

 

 

 

 

Определение непрерывной в точке ФНП 

Функция u = f(M) называется непрерывной в точке  М0, если  

1) f(M) определена в точке М0 и некоторой её окрестности; 

2) существует                                       ; 

 

3) .  

 

 

Определение точек разрыва ФНП 

Точки множества D, в которых нарушается хотя бы одно из трёх 

условий непрерывности ФНП, называются точками разрыва ФНП. 

 

Определение частных приращений ФНП 

Частным приращением функции u = f(M) в точке  М0 по аргументу 

xk называется приращение функции только по этому аргументу:  

 

 

 

 

Определение непрерывности по одному из аргументов ФНП 

Функция u = f(M) называется непрерывной в точке М0  

по аргументу xk, если .                         . 

 

 

 

Теорема о непрерывности ФНП по всем её аргументам 

Если функция u = f(x1, x2, …, xn), определена в окрестности точки 

M0(x10, x20,…,xn 0) и непрерывна в ней по совокупности аргументов, то 

она непрерывна в этой точке и по каждому аргументу. 
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Теоремы о свойствах непрерывных ФНП 

1. Об арифметических операциях над непрерывными функциями.  

2. О композиции непрерывных функций.   

3.Всякая элементарная функция ФНП непрерывна на множестве своего 

определения. 

 

 

§ Производная и дифференциал ФНП 
 

Определение частных производных ФНП 

Функция   

  

  

называется частной производной от функции  u=f(x1,x2,…,xn)   

по i-му аргументу   

и обозначается  символом               или  символом                    .  

 

 

Замечание. При вычислении частной производной ФНП по одному из 

её аргументов все остальные аргументы считаются константами.  

 

Определение полного приращения ФНП 

Приращение     u = f(M) – f(M0)              

 или  

 

называется полным приращением функции f(x1, x2, …,xn)  в точке M0. 

 

 

Определение непрерывной в точке ФНП (на языке приращений) 

Функция u = f(M) называется непрерывной в точке М0,  

если                                

                                                                          

 

 

 

 

Определение дифференцируемой в точке ФНП 

Функция u = f(x1, x2, …, xn)  называется дифференцируемой в точке 

M0(x10, x20,…,xn 0) , если её полное приращение в этой точке имеет вид 

                                                                                                , 

или 

  

  

где Аi , i=1,2,…,n   – числа,  о() – бесконечно малая функция  

более высокого порядка малости по сравнению с   при 0 .  

 

 

Определение дифференциала  

Линейная относительно приращений аргументов часть приращения  

 

функции                                 называется дифференциалом функции  

  

u = f(M) и обозначается символом d f(M).  
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Теорема (необходимое условие дифференцируемости) 

Если функция u = f(x1, x2, …, xn) дифференцируема в точке M0,  

то она непрерывна в этой точке. 

 

 

Теорема (необходимое условие дифференцируемости) 

Если функция   дифференцируема в точке M0, то в этой точке у неё 

существуют все частные производные, причём                      ,      ,   

i=1,…n. 

 

 

Теорема (достаточное условие дифференцируемости) 

Если функция  u = f(x1, x2, …, xn) имеет частные производные по всем 

аргументам в некоторой окрестности точки M0, причём эти 

производные непрерывны в точке M0, то функция u = f(x1, x2, …, xn) 

дифференцируема в точке M0. 

 

 

Следствие  

Если функция z = f (x, y) имеет непрерывные частные производные в 

точке M0, то она имеет полный дифференциал в этой точке, 

 и в некоторой окрестности точки M0  выполняется равенство 

 

 

 

Геометрический смысл  частных производных 

Пусть  z = f(x, y), (x, y)D. По определению частной производной 

имеем:  

 

т.е.                      есть  тангенс угла  наклона касательной к графику  

 

функции                      в точке (x0, y0, z0) ,   где z0 = f(x0, y0).  

 

 

Аналогично,                                                              есть тангенс угла  

 

   наклона     касательной    к    графику функции                                

в точке (x0, y0, z0) ,   где z0 = f(x0, y0). 

 

Физический смысл  частной производной 

Физический смысл частной производной                     состоит в том,  

 

что она определяет скорость изменения функции в точке M0  

в направлении оси  OXk. 

 

 

Теорема 1 

Если функции x = x(t)  и   y = y(t)  дифференцируемы в точке t0(, ), 

а функция z = f(x, y) дифференцируема в точке (x0,y0)D, где x0=x(t0), 

y0= y(t0), то сложная функция  z = f(x(t),y(t))  

дифференцируема в точке t0 , и в этой точке  
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Теорема 2 

Пусть функции  x = x(u, v)  и  y= y(u, v)  дифференцируемы  

в точке (u0, v0) и, следовательно, имеют в этой точке частные 

производные  xu , xv , yu , yv , а функция  z = f(x, y) дифференцируема в 

точке (x0,y0), где x0 = x(u0, v0),   y0 = y(u0, v0). Тогда в точке (u0, v0) 

существуют и частные производные      zu , zv    сложной   функции                

z = f(x(u, v), y(u, v)), и                                           ,                                          

. 

 

 

Теорема об инвариантности первого дифференциала 

Если функция z = f(x, y)  удовлетворяет условиям теоремы 2, то   

 

 

Т.е. форма записи полного дифференциала функции z = f(x, y) двух  

(и более) переменных не зависит  от того, являются ли  x и y  

независимыми переменными, или функциями других аргументов.  

 

 

Определение неявной функции 

Если  уравнение f(x, y) = 0 имеет единственное решение y = y(x), то 

говорят, что уравнение f(x, y) = 0 на множестве Х определяет неявную 

функцию y = y(x). 

 

 

 

Теорема (существования, единственности и дифференцируемости 

неявной функции одного аргумента) 

Пусть 

1) функция F(x, y) определена и непрерывна вместе со своими 

частными производными в некоторой окрестности точки M0 (x0, y0); 

2) F (x0, y0) = 0; 

3)  F y(x0, y0)  0. 

Тогда найдётся такая окрестность U(x0, )  точки x0, в пределах  

которой  существует  единственная  неявная функция y = f(x), 

определяемая уравнением F(x, y) = 0, такая, что 

а)  y0 = f(x0),; 

б) y = f(x)  - непрерывна вместе со своей производной,  

причём   

                                                      .                

 

 

 

§ Касательная плоскость и нормаль у поверхности 

 

Определение касательной плоскости 

Касательной плоскостью Т к поверхности S в точке M0 называется 

плоскость, содержащая касательные ко всевозможным кривым, 

принадлежащим поверхности S и проходящим через точку M0 . 

 

Определение нормали к поверхности 

Нормальной прямой N к поверхности S в точке M0 называется 

прямая, перпендикулярная касательной плоскости в точке M0 . 
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Геометрический смысл дифференциала 

Дифференциал функции  z = f (x, y) представляет собой приращение 

аппликаты касательной плоскости. 

 

 

 

§ Производная по направлению. Градиент скалярного поля 
 

Определение скалярного поля 

Если каждой точке М некоторой области G поставлено в соответствие 

число u, то говорят, что в области G задано скалярное поле u = u(M). 

 

Определение поверхности(линии уровня) скалярного поля 

Поверхность (линия), в точках которой поле     u = u(M)               

принимает постоянное значение, называется поверхностью (линией) 

уровня скалярного поля. 

 

Определение производной по направлению 

Производной скалярного поля u(M) в точке M0  по направлению       

называется число                       =                                                       . 

 

 

 

Теорема (о вычислении производной по направлению) 

Если                                       ,   u = u(M) дифференцируема в точке M0, то 

 

 

 

 

Физический смысл производной по направлению 

)(M
l

u




равна скорости изменения функции )(Mu   

в данном направлении l. 

 

Определение градиента скалярного поля 

Градиентом скалярного поля u = u(x, y, z) в точке M0 называется 

вектор    
 

 

 

Свойства градиента скалярного поля 

1. Градиент в данной точке M0 связан с производной по направлению 

формулой            . 

 

2. Градиент в данной точке M0 указывает направление наискорейшего 

изменения поля в этой точке, а                       – наибольшая скорость 

изменения поля в точке M0, если направление      совпадает  

с вектором                           . 

3. Градиент в точке M0 направлен по нормали к поверхности уровня, 

проходящей через точку M0. 

4. Производная по направлению вектора, касательного к поверхности 

уровня, равна нулю. 
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Определение частных производных высшего порядка 

Частная производная n-го  порядка есть первая производная от  

производной  (n - 1)-го  порядка.  

 

 

 

 

Теорема о равенстве смешанных частных производных 

Пусть у функции u = f(x1, x2,…, xn) существуют все смешанные 

производные до k-го порядка включительно, и они непрерывны. Тогда  

значения всех производных до k-го порядка включительно не зависят 

от того, в каком порядке производится их отыскание.  

 

 

 

Определение дифференциала второго порядка 

Вторым дифференциалом (полным дифференциалом второго порядка) 

функции z = f(x, y) в точке М(х, у) называется дифференциал от 

дифференциала 1-го порядка.  

 

                                                                              

 

 

 

Определение дифференциала высшего порядка 

Дифференциалом порядка n функции z=f(x, y) в точке М(х, у) 

называется дифференциал от дифференциала (n -1)-го порядка                                  

.  

 

Дифференциал порядка n также может быть записан с помощью 

оператора дифференциала порядка n в виде   zdy
y

dx
x

zd nn )(








                                                                             

 

 

 

 

Теорема (формула Тейлора) 

Если   функция  u=f(x1, x2, …xn)     n+1 раз  дифференцируема в 

некоторой окрестности точки M0(x10, x20, …,xn0), то для любой точки 

M(x1, x2, …,xn) из этой  окрестности справедливо равенство 

 

 

где Rn – остаточный член формулы Тейлора   

в  форме Лагранжа:                                                   и N [M0, M] ; 

 

в форме Пеано: Rn = o( 
n
), где  = (M0, M). 
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§ Экстремум ФНП 
 

Определение точки локального максимума 

Точка M0 называется точкой локального максимума функции 

 u = f(M), если существует такая окрестность точки M0, для всех точек 

которой, отличных от M0,   

выполняется неравенство 

 f(M0) > f(M), (рис.1). 

 

 

 

 

Определение точки локального минимума 

Аналогично определяется 

точка локального минимума,  

f(M0) < f(M), (рис.2). 

 

 

 

 

 

Определение точки локального экстремума 

Точки локального максимума и локального минимума называют 

точками локального экстремума. 

 

Теорема (необходимый признак локального экстремума) 

Если функция u = f(M) имеет экстремум в точке M0, причём в этой 

точке существует частная производная по xk , то эта производная равна 

нулю:                             . 

 

Точка M0, в которой все частные производные функции равны нулю, 

называется стационарной точкой функции.                                                                                

 

Теорема (необходимый признак локального экстремума для 

функции двух аргументов) 

Если функция f(x, y) имеет в точке М0(х0, у0)  экстремум и имеет в точке 

М0 частные производные первого порядка, то в этой точке частные 

производные первого порядка равны нулю, т. е. 

0),(),( 00

/

00

/  yxfyxf yx . 

 

Теорема (достаточные условия существования экстремума) 

Пусть ),(),(

),(),(

00

//

00

//

00

//

00

//

yxfyxf

yxfyxf

yyxy

xyxx


.  Тогда  

а) если   0, то в точке М0 функция имеет экстремум, причем  

при 0),( 00

// yxf xx  – локальный максимум,  

при 0),( 00

// yxf xx  – локальный минимум;  

б) если 0, то в точке М0  экстремума нет;  

в) если =0, то требуются дополнительные исследования. 
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Алгоритм нахождения наибольшего и наименьшего значений 

функции двух переменных в ограниченной замкнутой области 

1. Найти точки, принадлежащие области, в которых частные 

производные первого порядка равны нулю или не существуют. 

Вычислить значения функции в этих точках. 

2. Заменить одну из независимых переменных из уравнения границы 

области и найти наибольшее и наименьшее значения получившейся 

функции одного аргумента на отрезке изменения этого аргумента: 

вычислить значения функции в критических точках первого 

порядка и на концах отрезка. 

3. Из всех полученных значений функции выбрать наибольшее и 

наименьшее. 

 

 

 
 

 
 



 
 

 
 

 
 



 
 

 
 

 



 

 

 
 

 



 

 

 


