
ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
Соединения, определения вероятности 

  Названия, обозначения Пояснения Примеры 
1 Перестановки из n элементов  

Pn = n! = 1·2·…·(n-1)·n 
Соединения отличаются 

только порядком элементов. 
Число способов поменять 
местами 10 студентов, 
стоящих в шеренгу 

10! = 1·2·…·10 = 3628800  
2 Перестановки с повторениями  
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α+β+γ=n 

Соединения из n одинаковых 
элементов, распределенных по 

подгруппам из α, β, γ 
элементов, отличающиеся 
порядком элементов. 

Число способов разбить 
группу из 12 студентов на 

подгруппы по 3, 4, 5 человек  
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3 Размещения  
из n элементов по m (m ≤ n) 
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Соединения отличаются хотя 
бы одним элементом или 
порядком элементов. 

Число способов распределить 
3 различных обязанности  
между 10 студентами (по 

одной обязанности на одного 
студента) 

72089103
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4 Размещения с повторениями 
из n видов элементов по m 
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Соединения содержат любой 
элемент из n сколько угодно 

раз от 0 до m. 

Число способов распределить 
3 различные обязанности 
между 10 студентами, если 

один студент может 
выполнять любое число из них 
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5 Сочетания из n элементов по m 
(m ≤ n) 
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Соединения отличаются хотя 
бы одним элементом (порядок 
элементов не учитывается) 
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Число способов распределить 
3 студентов из 10 на три 
одинаковые должности 
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6 Сочетания из n элементов по m 
с повторениями 

(m может быть больше, чем  n) 
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Соединения состоят не только 
из m различных элементов, но 
и из m каких угодно и как 
угодно повторяющихся 

элементов. 

Число способов выбрать 6 
пирожных в кондитерской, 
если есть 4 разных сорта 

пирожных 
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1 Статистический подход  
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    В серии из nk  испытаний событие А появилось mk раз;  
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обладает свойством устойчивости. 
2 Классическое определение 
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n
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Пространство элементарных событий Ω дискретно и состоит из 
конечного числа n элементарных равновозможных 

несовместных событий ω i, называемых случаями. Вероятность 
P(A)  наступления события А равна числу случаев m, 

благоприятствующих наступлению события А, деленному на 
число всех возможных исходов n. 

3 Геометрическое определение 
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Пространством элементарных событий является некоторая 
область, мера которой  mes G, событию А соответствует область, 

мера которой . Gmesgmes ⊆
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4 Аксиоматическое определение 
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Свойства операций над событиями 
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Основные теоремы теории вероятностей 

)/()/()/()(
)(

121213121

21

−⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
=⋅⋅⋅

nn

n

AAAAPAAAPAAPAP
AAAAP  

Зависимые события – 
наступление одного из 
них изменяет 
вероятность наступления  
другого 
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Независимые события – 
наступление одного из 
них не изменяет 
вероятность наступления 
любого другого и всех 
возможных их 
пересечений 
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Совместные события 
содержат общие точки 
пространства 
элементарных событий Ω )()()()( ABPBPAPBAP −+=+  
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Несовместные события 
не содержат общих точек 
пространства 
элементарных событий Ω )()()( BPAPBAP +=+  

Формула полной 
вероятности 
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Гипотезы Нi 
образуют 
полную 
группу 
событий: 

∑
=

=

≠

=∩

n

i
i

ji

HP

ji

HH

1

1)(

,

,0

 

Формула Байеса 
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Формула Бернулли Формула Пуассона 
mnmm

nn ppCmP −−= )1()(  
Вероятность того, что событие А наступит m 

раз в серии из n испытаний 
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Локальная теорема Муавра-Лапласа 
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Интегральная теорема Муавра-Лапласа 

Схема 
испытаний 
Бернулли 
 
1 – событие 
А 
наступило; 
0– событие 
А не 
наступило; 

А 
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Законы распределения случайных величин ξ(ω)   (ω – случайные события) 

 Дискретные случайные величины  
ξ(ω): Ω → R 

Непрерывные случайные 
величины ξ(ω): Ω → R 

Свойства 

Функция распределения F(x) Функция распределения F(x) 
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Квантиль порядка p:  ηp Квантиль порядка p:  ηp 
2 pFpF pp >+≤− )0(,)0( ηη  pFpF pp >+≤− )0(,)0( ηη  

3 Медиана – квантиль порядка 0.5 Медиана – квантиль порядка 0.5 

ηp существуют для любых 
случайных величин, обладают 
свойством устойчивости, легко 
могут быть измерены. 

Ряд распределения Плотность распределения ρ(x) 
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Мода ξ Мода ξ 
5 mod ξ = x(max P) mod ξ = x(max ρ(x)) 

Унимодальные распределения имеют 
единственный максимум, 
полимодальные – два и более. 

Начальные моменты порядка к Начальные моменты порядка к 
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Математическое ожидание ξ: 
М(ξ) 

Математическое ожидание ξ: 
М(ξ) 
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Центральные моменты 
 порядка к: μк 

Центральные моменты  
порядка к: μк 
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Дисперсия ξ: D(ξ) Дисперсия ξ: D(ξ) 

9 
,...2,1

,))(()( 2
2

=

−== ∑
j

pMxD
j

jj ξμξ
∫
∞

∞−

−== dxxMxD )())(()( 2
2 ρξμξ

2

4
1

2
12

3
1

))(()()(

),,...2,1

),(

;
;36

;2

ξξξ

ξ
 

 
2

1

2
1

2
1

11

3144

2133

21

,(.,
,,...,

...)(

)...(
,0)(

4

3

);(,0

ξξ
αα

αξα

ξαξα

μ

μ

ξμμ

MMD

jin

D

mmm

m

n

−=

≠

=

−

jiнезав
const

D

D
constCCD
mmm

mmm

D

ji

n

n

nn

=−
−

++=

++
==

+−=

+−=

==∀

 

Характеристическая функция 
gх(t) 

Характеристическая функция 
gх(t) 

10 

1,...;2,1

)()(

=

== ∑
j

peeMtg j
itxitx

x
jj

()(

2 −=

= ∫
∞

∞−

i

etg itx
x ρ,

2 −=i
j  

1

)dxx
 

Кумулянтная функция φ(t) 
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Центральная предельная теорема и Закон больших чисел 
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Функция Лапласа:    dttx
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Вероятность попадания Х в интервал Центральная предельная теорема Распределение Бернулли, Пуассона 

Теорема Ляпунова Александра 
Михайловича (1857-1918).  
Если случайная величина Х 
представляет собой сумму очень 
большого числа взаимно независимых 
случайных величин, влияние каждой 
из которых на всю сумму ничтожно 
мало, то Х имеет распределение, 
близкое к нормальному  
(доказана в 1901 г.).  

Если − независимые 
случайные величины, имеющие один и тот 
же закон распределения с конечными 
математическим ожиданием m и 
дисперсией σ2, то при неограниченном 
увеличении n закон распределения 
случайной величины 
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Закон больших чисел 
Неравенство Чебышева Пафнутия Львовича (1821-1894) 

22
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ε
ε

ε XDXMXPилиXDXMXP −><−≤≥−  

Сходимость по вероятности Последовательность {Хn}сходится по вероятности к 
числу а, если для любых чисел ε > 0, δ > 0 найдется такое число N(ε, δ), зависящее от ε и 
δ, что для всех n > N выполняется неравенство δε −><− 1)( aXP n  

Теорема Чебышева П. Л. Теорема Бернулли Теорема Пуассона 

Если − последовательность попарно независимых случайных величин с 
конечными математическими ожиданиями M[Х1], M[Х2], …, M[Хn] и дисперсиями D[X1], 
D[X2], …, D[Xn], каждая из которых ограничена числом L, то последовательность 
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∑ == 1  сходится по вероятности к среднему арифметическому математических 

ожиданий  
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Пусть производится n независимых 
испытаний по схеме Бернулли, в каждом 
из которых может появиться с 
постоянной вероятностью p некоторое 
событие А. При неограниченном 
увеличении числа испытаний n 
относительная частота p* появления 
события А сходится по вероятности к  p. 

Если производится n независимых 
испытаний, и вероятность 
появления события А в k – м 
испытании pk, то при возрастании  
n относительная частота p* 
появления события А сходится по 
вероятности к  среднему 
арифметическому вероятностей  pk. 
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Некоторые дискретные распределения 

(M[X] – математическое ожидание, D[X] – дисперсия , A[X] – коэффициент асимметрии, E[X] – эксцесс, или коэффициент островершинности) 
№ Распределение Числовые характеристики 
 Название и пояснения Вероятность M[X] D[X] A[X] E[X]  

1 Биномиальное распределение. pqAPpAP −=== 1)(;)(  
m – число появлений события А в серии из n испытаний 
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2 Распределение Пуассона. 1,0;10; ≤≥== pntnpa λ  

λ − интенсивность пуассоновского потока, t − время 
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3 Геометрическое распределение. Испытания проводятся до 
первого появления события А  

pqP m
m

1−=  
p
1

 2p
q

 
 
? 

 
? 

4 Гипергеометрическое распределение. M элементов множества 
N обладают некоторым свойством. Нужно отобрать n 

элементов этого множества, среди которых m элементов 
обладали бы указанным свойством. 
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5 Мультимодальное (полимодальное) распределение. Х1 – число 
проданных единиц товара А, Х2 – число проданных единиц 

товара В, …, Хк – число проданных единиц товара К. 
X1+X2+…+Xk=n 
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Вспомогательные формулы для подсчета вероятностей в испытаниях по схеме Бернулли 

№ Число наступлений события А Вычисление вероятности 
1 Менее m раз )1(...)1()0( −+++ mPPP nnn  
2 Более m раз )(...)2()1( nPmPmP nnn +++++  
3 Не менее m раз )(...)1()( nPmPmP nnn ++++  
4 Не более m раз )(...)1()0( mPPP nnn +++  
5 Между m1  и  m2 раз )(...)1()( 211 mPmPmP nnn ++++  
6 Производящая функция. 

  ∑∏
==

=+=
n

m

m
ni

n

i
in ZmPZpqZ

01

)()()(ϕ

ip  − вероятность появления события А  в i-м опыте. 

Разложение производящей функции )(Znϕ по степеням Z дает в качестве коэффициентов при Zm 

вероятности . )(mPn
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Некоторые непрерывные распределения 

 Название Плотность распределения Функция распределения 
Матем. 
ожидан
ие 

Дисперсия Обратная функция для 
функции распределения Мода Медиана 

1 Равномерное ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
−=

),(,0

),,(,1
)(

bax

bax
abxρ  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤<
−
−

≤

=

bx

bxa
ab
ax

ax

xF

,1

,,

,,0

)(  2
ba +

 
12

)( 2ab −
 

  

2

5.0

ba +
=

=η
 

2 Распределение 
Релея ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
−

0,0

,0,)(
2

2

2
2

x

xex
x

x
σ

σρ  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
>−=

−

.0,0
,0,1)(

2

2

2

x
xexF

x
σ  

σ
π
2

 2)
2

2( σπ
−

 

)1ln(2 yx −−=σ  
 

mod=σ 
−5.0η  

 
-квантиль 
порядка 

2
1  

3 
Гамма-

распределение 
(Г – распределение) 

∫
∞

−−

−
−

=>>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥=

0

1

1

)(,0,0

0,0

,0,
)()(

dxexГ

x

xe
Г

x
x

x

x

α

λ
αα

αλα

α
λ

ρ
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥= ∫
0,0

,0,)()(
0

x

xdxxxF

x

ρ
 λ

α
 2λ

α
 

  
)( maxρx

 

−5.0η  

 
-квантиль 
порядка 

2
1  

4 
Показательное 
распределение 
(Г – распределение 

при α = 1) 

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

0,0
,0,

)(
x
xe

x
xλλ

ρ λ>0, 

⎩
⎨
⎧

≤
>−

=
−

.0,0
,0,1

)(
x

xe
xF

xλ

 λ
1

 2

1
λ

 )1ln(1 yx −−=
λ

 
 

)( maxρx
 

−5.0η  

 
-квантиль 
порядка 

2
1  

5 Распределение 
Коши 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
+⋅⋅

=

2

2)(1

1)(

b
axb

x
π

ρ  
2
11)( +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
b

axarctgxF
π

 

_ _ 
aytgbx +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=

2
1π

 

mod=a Med=а 

6 Закон 
арксинуса 

2

2)(1

1)(

b
axb

x
−

−⋅⋅

=

π
ρ  

2
1arcsin1)( +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅=
b

axxF
π

 а 
2

2b
 aybx +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=

2
1sin π  

 
mod=a 

а=5.0η  

7 Нормальное 
распределение 

,
2

1)( 2
2

2

)(

σ

πσ
ρ

ax

ex
−

−

=
 

dtexF
x at

∫
∞−

−
−

= 2
2

2

)(

2
1)( σ

πσ
 

а 2σ  
  

mod=a 
а=5.0η  
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Система двух случайных величин (СВ) 
Функция распределения 

Определение функции 
распределения  

Свойства функции распределения 

),(),( yYxXPyxF <<=  
 
 
 
 
 
 

.)/(),/(),/()(),();/()(),(.7
.)()(),(.6).,(),(),(),(),(.5

.),(.4).(),(lim);(),(lim.3

.1),(lim;0),(lim;0),(lim;0),(lim.2.1),(0.1

21

21122111222121

21

,,

нияраспределефункцииусловныеxyFyxFгдеyxFyFyxFxyFxFyxF
СВенезависимыYиXyFxFyxFyxFyxFyxFyxFyYyxXxP

второмномфиксированприаргументукаждомупофункцияянеубывающаyxFyFyxFxFyxF

yxFyxFyxFyxFyxF

xy

yxyxyx

−⋅=⋅=•
⇔⋅=•−−+=<≤<≤•

•==•

====•≤≤•

+∞→+∞→

+∞→+∞→−∞→−∞→−∞→−∞→

 
y 

(x, y) 

Дискретные случайные величины (ДСВ) Непрерывные случайные величины (НСВ) 
Матрица распределения 

вероятностей 
 системы Х, У 

 
X  

Y x1 x2 … xn 
y1 p11 p21 … pn1 
y2 p12 p22 … pn2 
… … … … … 
ym p1m p2m … pnm 

∑∑
= =

=
n

i

m

j
ijp

1 1
1                     

i – номер столбца,       
j – номер строки 

 
Матрица распределения вероятностей У 

Y y1 y2 … ym 
рj p1 p2 … Pm 

 
 

 
 

 
pj – сумма вероятностей  j– й строки матрицы 
распределения вероятностей системы Х, У 

 
 

 
Матрица распределения 

вероятностей Х 
Х x1 x2 … xn 
рi p1 p2 … pn 
pi – сумма вероятностей  
i – го столбца матрицы 

распределения вероятностей 
системы Х, У. 

Условные вероятности 

.
)(

),(
)/(

,
)(

),(
)/(

j

ij

j

ji
ji

i

ij

i

ji
ij

p
p

yYP
yYxXP

yYxXP

p
p

xXP
yYxXP

xXyYP

=
=

==
===

=
=

==
===

 

Плотность распределения вероятностей системы Х, У 

yx
yxFyx

∂∂
∂

=
),(),(

2

ρ  

Свойства плотности распределения вероятностей системы Х, У 

[ ]

{ }zyxyxDгде

F

P

zFzdxdyyxzyxPzZPzFYXZ

yxyyxxyxyxУиХзависимыхДля
x

yx
xy

y
yx

yxнияраспределеплотностиУсловные

yxyxнезависимыУиХ

dxyxydyyxxdydxyxy

dydxyxxFdxdyyxydxdyxyxF

dxdyyxDyxPтоDвнепрерывнаухЕсли

yxгдеyxyyYyxxXx

D

y

xx y
D

<=

=⇔=<=<=⇒=•

==

==•

=⇔•

==•=

=•=•=•

=∈•

Δ∈Δ∈ΔΔ=Δ+<≤Δ+<≤
тонепрерывнаухЕслиyx •≥•

∫∫

∫∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−
∞−

∞+

∞−

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−
∞− ∞−

),(:),(

),()(),()),(()()(),(.10

)./()(),();/()(),(:

.
)(

),(
)/(;

)(
),(

)/(.9

).()(),(.8

.),()(;),()(.7.;)),()(

;)),()(.6.1),(.5.),(),(.4

.),(),(,),(.3

.,,),(),(
.1

/

21

112

21

212

1

ϕ

ρρϕϕ

ρρρρρρ
ρ
ρ

ρ
ρ
ρ

ρ

ρρρ

ρρρρρ

ρρρ

ρρ

ηξηξρ
,),(.2.0),( ρρ

 

Математическое ожидание функции двух случайных аргументов Математическое ожидание функции двух случайных аргументов 
[ ] ∑=⇒=

ji
ijji pyxZMYXZ

,
),(),( ϕϕ  [ ] ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−
=⇒= .),(),(),( dxdyyxyxZMYXZ ρϕϕ  
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Характеристики связи двух случайных величин (СВ) 
Дискретные случайные величины (ДСВ) Непрерывные случайные величины (НСВ) 

Регрессия (условные математические ожидания) 

Функция регрессии Х на У:     [ ] ;/
1 j

ij
n

i
ij p

p
xyYXM ∑

=

==  

Функция регрессии У на Х:             [ ] ∑
=

==
m

j i

ij
ji p

p
yxXYM

1
/  

Функция регрессии Х на У:      [ ] ∫
+∞

∞−
=== dxyxxyyYXM )/()(/ ρψ

Функция регрессии У на Х:      [ ] ∫
+∞

∞−
=== dyxyyxxXYM )/()(/ ρϕ

Условные дисперсии (характеризуют степень отклонения экспериментальных точек от кривых регрессии) 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] dyxyxXYMyxXYD

dxyxyYXMxyYXD

)/()/(/

;)/()/(/

2

2

ρ

ρ

∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

=−==

=−==
 

[ ] [ ] iji

m

j
ji

ijj

n

i
ij

pxXYMyxXYD

pyYXMxyYXD

2

1

2

1

)/(/

;)/(/

=−==

=−==

∑

∑

=

=  

Ковариация случайных величин Х и У: [ ] [ ] yxyx mmYXMmYmXMYX = − − = ⋅ −))((),cov(  

Необходимое условие независимости Х и У: СВзависимыеУиХYXYXнезависимыУиX ⇒≠⇔=⇒ 0),cov(0),cov( . 
Обратное утверждение неверно (за исключением нормального распределения): .  ,

0),cov(
⎩
⎨
⎧

⇒=
СВминезависимыбытьмогутYиX
СВзависимымибытьмогутYиX

YX

∑∑∑∑
= == =

−=−−=
n

i

m

j
yxijjiijyjx

n

i

m

j
i mmpyxpmymxYX

1 11 1
))((),cov(  ∫ ∫∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−
−=−−= yxyx mmdxdyyxxydxdyyxmymxYX ),(),())((),cov( ρρ  

Коэффициент корреляции (мера линейной зависимости СВ) и прямые среднеквадратической регрессии: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−

−=−
==

.)(

,)(
.),cov(),cov( )

УнаХрегрессиипрямаяmyrmx

ХнаУрегрессиипрямаяmxrmy
YX

DD
YXr

y
y

x
xyx

x
x

y
xyy

yxyx
xy

σ
σ
σ
σ

σσ

                       
)0(

)0(

аннымикоррелировназываютУиXr

ованныминекоррелирназываютУиXr

xy

xy

⇒≠

⇒=  

Свойства математического ожидания   
Теорема 1. Если случайные величины Х и У имеют конечные математические ожидания, то [ ] [ ] [ ] константыигдеYMXMYXM βαβαβα ,+=+ . 

Теорема 2. Если случайные величины Х и У имеют конечные математические ожидания, то [ ] [ ] [ ] ),cov( YXYMXMYXM +⋅=⋅  
Свойства дисперсии   

[ ] [ ] [ ] константыигдеYXYDXDYXD βααββαβα ),,cov(222 ++=+ . Теорема 3. Если случайные величины Х и У имеют конечные дисперсии, то
Свойства коэффициента корреляции 

11 ≤≤− xyr .  Теорема 4. Если случайные величины Х и У имеют конечные дисперсии, то 

Теорема 5. Если случайные величины Х и У связаны линейной зависимостью  
⎩
⎨
⎧

<−
>

=+=
.0,1

,0,1
,,

аесли
аесли

rтоконстантыbиaгдеbaXY xy
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Интервальная оценка числовых характеристик 
 Оцениваемый 

параметр 
Статистика Плотность распределения Интегральное 

уравнение 
Решение интегрального 

уравнения 
Доверительный интервал 

1 Математическое 
ожидание 

а 
(дисперсия σ2 
известна) 

∑
=

=

−
=

=

n

i
ix

n
x

nax

aXG

1

1

,

),(

σ
 

Стандартное нормальное 
N(0,1) 

2

2x-

2
1)( ex
π

ρ =  

=

∫ ==

Φ
γ γρ

γ

t

dtt
0 2

)(

(t ) Таблица значений 
функции Лапласа 

σ
ε

γ
nt =  

γ – доверительная 
вероятность 

2ε – длина доверительного 
интервала 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

n
t

x
n
t

x γγ σσ
,  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−

n
tS

x
n
tS

x γγ
~

,
~

 
2 Математическое 

ожидание 
а 

(дисперсия σ2 
неизвестна) 

2

1

2 )(
1

1~

,~

),(

xx
n

S

n
S

ax

aXG

n

i
i −−

=

−
=

=

∑
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Распределение Стьюдента с k=n-1 
степенями свободы  

( )
( )

∫
∞

−−

−

−

=Γ

Γ−

Γ
=

−
+=

=

0

1

2
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dttex
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n
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ntS
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∫ =
γ γ
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dtntS
0 2

),(  

Таблица квантилей 
распределения Стьюдента

S
nnt ~),( εγγ =  
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1
1

2
2 γγ xq
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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1 2
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⎭
⎬
⎫
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⎟⎟
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2
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γγ x
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3 Дисперсия 
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∑
=

−=
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=

=
n

i
i xxSn

XG
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2
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2
2

2

)(1~1
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σσ

σ
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Распределение хи-квадрат 
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2
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2
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k
k
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k
exxP
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с k степенями свободы 
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Критерий Смирнова Критерий Вилкоксона ( 21 nn ≤ ) 

n, m – объёмы 
выборок 

Эмпирические функции 
распределения:  F1,n, и F2,m 

Расположить выборки в виде одного вариационного ряда (n1 – объём первой выборки, n2 – объём второй выборки);  
ωнабл. – сумма порядковых номеров первой выборки в образованном вариационном ряду 

Основная гипотеза )()(: 210 xFxFH =  Статистика 
критерия )()(max ,2,1 xFxF

D

mnx

nm

−=

=

∞<<∞−

 Альтернативные 
гипотезы 

2521 ≤≤ nn  2525 21 >∪> nn  Кр.Вилкоксона 

Наблюдаемое 
значение критерия

λнабл 

nmнабл D
mn

nm
+

=.λ  
)()(: 211 xFxFH ≠ -

–двусторонняя 
критическая 
область 

−= ),,
2

( 21... nnQткрн
αω из 

таблицы критических точек критерия 
Вилкоксона 

ткрнткрв nnn ..121... )1( ωϖ −++=
 

ткрнткрв

кр

кр

ткрн

nnn

Лапласафункцияz

nnnnznnn

..121..

.

2121
.

121

...

)1(

;
2

1)(

;
12

)1(
2

1)1(

ωω

α

ω

−++=

−
−

=Φ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
−

−++
=

=
 

Н0  
принимают, если 
ωн.кр.т. < ωнабл. <  

< ωв.кр.т. 

Критическая точка
λкр.распределения 
Колмогорова К(λ), 

α – уровень 
значимости 

α

λλ

λ −=−+=

==<
+

−
∞

=
∑ 1)1(21

)()(

222

1

..

крj

j

j

кркрnm

e

KD
mn

nmP )()(: 211 xFxFH > -
–левосторонняя 
критическая 
область 

−= ),,( 21... nnQткрн αω  из 
таблицы критических точек критерия 

Вилкоксона 

;
2
21)(

;
12

)1(
2

1)1(

.

2121
.

121

...

Лапласафункцияz

nnnnznnn

кр

кр

ткрн

−
−

=Φ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
−

−++
=

=

α

ω  Н0  
принимают, если ωнабл. > 

ωн.кр.т. 

принимаютН
крнабл

0

.. −< λλ  

Ги
по
те
за

 п
ро
ве
рк
и 
од
но
ро
дн
ос
ти

 д
ву
х 
вы

бо
ро
к 

 

 Гипотезы 
Смирнова 

)( FxF = )(: 210 xH
)()(: 211 xFxFH ≠ отвергаютН

крнабл

0

.. −≥ λλ  

)()(: 211 xFxFH < -–
правосторонняя 
критическая 
область 

−= ),,( 21... nnQткрн αω  из 
таблицы критических точек критерия 

Вилкоксона 
ткрнткрв nnn ..121... )1( ωϖ −++=  

ткрнткрв

кр

крткрн

nnn

Лапласафункцияz

nnnnznnn

..121..

.

2121
.

121
...

)1(

;
2
21)(

;
12

)1(
2

1)1(

ωω

α

ω

−++=

−
−

=Φ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
−

−++
= Н0  

принимают, если ωнабл. < 
ωв.кр.т. 

Критерий Кендалла Критерий Спирмена 
А 1 2 … n 
В y1 y2 … yn  

Rk – число рангов, 
больших yk 

А R1 R2 … Rn 

В S1 S2 … Sn  
R, S – ранги выборки по 

признакам А и В 
А 1 2 … n 
В T1 T2 … Tn  

Т – ранги выборки по признаку В 

Статистика критерия R=R1+R2+…+Rn-1 Статистика критерия SSDSRRDR iiii −=−= ;  Статистика критерия 
ii Tid −=  

Выборочный коэфф. 
ранговой корреляции 
Кендалла τв 

1
)1(

4
−

−
=

nn
R

вτ  
Выборочный коэфф. 
ранговой корреляции 

Спирмена rв
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2

в
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−
−

= ∑ ∑

∑
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i

n

i
ii

n

i
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в

DSDR

DSDR
r

1 1

22
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Выборочный коэфф. 
ранговой корреляции 
Спирмена ρв 

∑
=−

−=
n

i
в d

nn 1
2 )1(
61ρ i

2  

Критическая точка 
Ткр 

2
1)(

)1(9
)52(2

α−
=Φ

−
+

=

кр

кркр

z

nn
nzT  

Критическая точка 
)2,( −nt кр α  

)2,( −nt кр α – из таблицы 
распределения Стьюдента 
(двусторонняя критическая 

область) 

Критическая 
точка

2
1

)2,(
2

−
−

−=
n

ntT в
кркр

ρ
α  

)2,( −nt кр α  – из таблицы 
распределения Стьюдента 

(двусторонняя критическая область) 

Ги
по
те
за
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ав
ис
им

ос
ти
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-х

 п
ри
зн
ак
ов

 

Гипотезы Кендалла 

0:
;0:

1

0

≠
=

в

в

Н
H

τ
τ  

−< крв Tτ  
Н0 принимают, связь 
признаков незначимая 

Гипотезы Спирмена 

0:
;0:

1

0

≠
=

в

в

rН
rH  

−< крнабл tТ  
Н0 принимают, связь признаков 

незначимая 

Гипотезы Спирмена 

0:
;0:

1

0

≠
=

в

в

Н
H

ρ
ρ  

−< крв Tρ  
Н0 принимают, связь признаков незначимая 



Сравнение двух средних генеральных совокупностей. 
(независимые выборки) 

I                                                                                                                                                                                      I 
 
 H0: mx=my  

α – уровень значимости  
 
 
    Да        Нет 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

нет 

да нет нет 
да 

да 

нет 

 
n>30 

Нормальное 
распределение. 
Dx,Dy -известны 

Нет 
Смотри II 

 

y

y

x

x

набл

n
D

n
D

yxТ   

+

−
= Конкурирующая 

 гипотеза Н1 

Н1: mx≠ my Н1: mx> my Н1: mx< my 

   
α/2           α/2 
    -tкр  0     tкр 

двусторонняя 
критическая 
область 

Ф(tкр)=
2

1 α−
  

H0-отвергают, 
принимают Н1 

         α 
   0    tкр 

правосторонняя 
критическая 
область 

      α 
    – tкр 0 

левосторонняя 
критическая 
область 

Ф(tкр)=
2
21 α−

  

⏐Тнабл⏐<tкр Тнабл>─ tкр 

H0-принимается 

Тнабл<tкр 

H0-отвергают, 
принимают Н1 
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Сравнение двух средних генеральных совокупностей. 
(независимые выборки) 

II                                                                                                                                                                                II 
H0: mx=my  

α – уровень значимости  
 

да 

нет 

 

да 

нет нет 

нет 

⏐Тнабл⏐<tкр  Тнабл<tкр Тнабл>– tкр 

 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     двусторонняя              односторонняя       односторонняя

я я 
          

      критическая    критическа         критическа
         область        область             область 

 
 
 
 
    
 
 
 
 
 

 

данет 

да нет 

 
n>30 

Распределение 
Стьюдента. Dx,Dy 

-неизвестны 
Смотри I 

2

2

~
~

y

x

S
S

 Распределение 
Фишера-Снедекора 

Конкурирующая F набл =   гипотеза Н1D Н0D: Dx= Dy 

),max(~
yxx SSS =  

Н1D: Dx> Dy Fкр=F(α,k1,k2) Н1D: Dx≠ Dy 
 k1=nx–1, k2=ny–1 
 

k=nx+ny – 2 

Fкр=F(
2
α

,k1= nx–1,k2= ny–1) 

Fнабл<Fкр 

H0D-принимается 
Dx=Dy 

Tнабл=
yx

yxyx

yyxx
nn
nnnn

SnSn
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+

−+
⋅
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~)1(~)1( 22
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+

=

y
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x

n
n
S

n
n
S

n
S

n
S

k

H0D-отклоняется, 
принимается H1D 

 

tkr (α,  k) 
находят по распределению Стьюдента 

y

y

x

x

n
S

n
S

yx
22 ~~

+

−
Tнабл=  

Конкурирующая Н1 

Н1: mx≠ my 

двусторонняя критическая область 
Н1: mx> my 

односторонняя критическая область 
Н1: mx< my 

односторонняя критическая область 

Н0-принимается Н0-отвергается Н0-отвергается 

да
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Проверка гипотезы о равенстве вероятностей событий  
в испытаниях по схеме Бернулли 

Нулевая гипотеза ;     210 : ppH = ;;;
21

21

2

2
2

1

1
1 nn

mmw
n
mw

n
mw

+
+

===  

);(
1

11
11 n

qppNw →             );(
2

22
22 n

qppNw →      (n1, n2 100) ≥

Очевидно, что если испытания независимы в пределах каждой выборки и между 
выборками, то величины m1  и m2 независимы, тогда w1 и w2 также независимы.  
Поэтому 
        

);(
2

22

1

11
2121 n

qp
n
qpppNww +−→−                )1;0()()(

2

22

1

11

2121 N

n
qp

n
qp

ppww
→

+

−−−  

Следовательно, проверка нулевой гипотезы осуществляется при помощи критерия 
 

)11)(1(
;;;

21

21
.

21

21

2

2
2

1

1
1

nn
ww

wwu
nn
mmw

n
mw

n
mw набл

+−

−
=

+
+

===  

 
 Альтернативная гипотеза Критические 

точки 
Правило принятия решения:  
Н0 отклоняется, если 

а 211 : ppH ≠  
2

1)( α−
=Φ критu  

двустор

критнабл uu
2

; α
≥  

б 211 : ppH >  
2
21)( α−

=Φ критu  
правостор
критнабл uu α;≥  

в 211 : ppH <  
2
21)( α−

=Φ критu  
левостор
критнабл uu α;−≤  

 
Следствие. Проверка гипотезы о численном значении вероятности события  

в испытаниях по схеме Бернулли 
Нулевая гипотеза  00 : ppH =
 

n
pp

pw
u

n
mw набл 1)1(

;

00

0
.

−

−
==  

 
 
 Альтернативная гипотеза Критические 

точки 
Правило принятия решения:  
Н0 отклоняется, если 

а 011 : ppH ≠  
2

1)( α−
=Φ критu  

двустор

критнабл uu
2

; α
≥  

б 011 : ppH >  
2
21)( α−

=Φ критu  
правостор
критнабл uu α;≥  

в 011 : ppH <  
2
21)( α−

=Φ критu  
левостор
критнабл uu α;−≤  
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