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ТАБЛИЦА ПРОИЗВОДНЫХ  
1. ;0)( / =сonst  
степенные функции 
2. ;)( /1/ uunu nn ⋅⋅= −  

2a. ;1)( / =x  
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показательные функции 
3. ;ln)( // uaaa uu ⋅⋅=  

3a. ;)( // uee uu ⋅=  
логарифмические функции 
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⋅
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b
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тригонометрические функции 
5. ;cos)(sin // uuu ⋅=  
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cos

1)( /
2

/ u
u

utg ⋅=  

8. ;
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обратные тригонометрические функции 
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гиперболические функции 
13. ;)( // uuchush ⋅=   
14. ;)( // uushuch ⋅=  

15. ;1)( /
2
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uch

uth ⋅=  

16. ;1)( /
2

/ u
ush
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показательно – степенные функции 
 
17. .ln)( /1// uuvvuuu vvv ⋅⋅+⋅⋅= −  
модуль функции 
 
18. // sgn uuu ⋅= ,  )sgn( uuu ⋅= , 
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Правила дифференцирования 
1. ;)( // ucсu ⋅=  

1a. ;1)( // u
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u
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2. ;)( /// vuvu ±=±  
3. ;)( /// vuvuvu ⋅+⋅=⋅  

4. ;)( 2
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/

v
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5. сложная функция 
 

;))((( ///
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6. параметрически заданная функция 
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7. неявно заданная функция 

)(xyy = уравнением 
⇒= ;0),( yxF чтобы найти производную 

неявно заданной функции, нужно 
продифференцировать обе части 
уравнения ,0),( =yxF считая  y функцией 
от х и применяя правило 5 
дифференцирования сложной функции; 
8. логарифмическое дифференцирование 
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ТАБЛИЦА ИНТЕГРАЛОВ ))(( xuu =  
 
1. ∫ = ;0 cdu  
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показательные функции 
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дробные рациональные и 
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тригонометрические функции 
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гиперболические функции 
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Непосредственное интегрирование 
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основные свойства неопределенного 
интеграла 
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4. ;cudu +=∫  

 
замена переменной 

;)( / dtudutuu t=⇔=  
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интегрирование по частям 
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НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Метод непосредственного интегрирования 
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Метод интегрирования по частям 

∫ ∫−= ;vduuvudv  

№ 
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∫∫ mxdxemxdxe xx cos,sin αα  
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

=

dxedv

mx
mx

uили

dx
mx
mx

dv

eu

x

x

α

α

,
cos
sin

cos
sin
,  dxe xαα

m
mx
m

mx

sin

,cos
−  

Метод применяют 
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План интегрирования рациональных дробей 

dx
xQ
xP

m

n∫ )(
)( . 

Рn (x)=  a 0x 
n 

 +   a 1x 
n-1 + a2x 

n-2
  + …….+  a n, 

Qm(x)= b0xm +  b1xm-1 + b2xm-2  + ……. + bm. 
I. mn ≥  – дробь неправильная;         mn <  – дробь правильная   (степень Рn(x) меньше)  

       ⇓   (степень n Рn(x) больше или равна степени m Qm(x))                                                                        

 

 Рn (x)    Qm(x)                 ⇒          
)()(

)(
xQ

остатокчастьцелая
xQ
xP

mm

n +=  

……     целая часть 

rs(x) – остаток (s<m)                                                                        ⇓  

                                                                                                   
)(

)(
xQ

xr

m

s  – прав. дробь. 

II. Знаменатель Qm(x) разложить на множители линейные – (x-a)  и квадратичные – 
(x2+px+q). Правильную дробь разложить на сумму простых дробей в зависимости от 
множителей знаменателя.                                                                                                     
Вид множителя в 
знаменателе дроби 

Сколько 
дробей  

 
Сумма простых дробей, соответствующая множителю в 
знаменателе правильной рациональной дроби 

 
(x-a)k 

 
k ax

A
ax

A
ax

A k
kk −

++
−

+
− − ...

)()( 1
21  

 
(x2+px+q)w 

 
w qpxx

NxM
qpxx
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III. Найти неопределенные коэффициенты A, M, N, приведя сумму дробей к общему 
знаменателю и приравняв числители исходной правильной дроби и суммы дробей. 
IV. Проинтегрировать простые дроби: 
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dt – рекуррентная формула 

 
 
 

Интегрирование тригонометрических и гиперболических функций 
 
 

№ 
п/п Подынтегральная функция Подстановка Вспомогательные преобразования Итог 

1 

−)cos,(sin xxR рациональ
ная функция 
относительно  
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=
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=
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2
1cossin;
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=
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=
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=
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Интегрирование гиперболических функций аналогично интегрированию  
тригонометрических функций 
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Интегрирование иррациональностей 

 Подынтегральная функция Подстановка Итог 

1 

,...))(,)(,( 2

2

1

1

q
p

q
p

dcx
bax

dcx
baxxR

+
+

+
+  

R – рациональная функция, 
−,...,,, 2121 qqpp  целые числа 

 
kt

dcx
bax
=

+
+ ,  где k    ─  наименьшее общее кратное 

знаменателей показателей: 
 

,...),( 21 qqНОКk =  

Рацион
альная 
функц
ия t  

 
),( 22 xaxR −  

 

 

)sincos(
sincos

cossin

22222222 taxaилиtaxa
tdtadxилиtdtadx

taxилиtax

=−=−

−==
==

 

 
 

),( 22 xaxR +  
 

 

)
sincos

(

sincos

2

2
22

2

2
22

22

t
axaили

t
axa

t
adtdxили

t
adtdx

actgtxилиatgtx

=+=+

−
==

==

 

 

2 

 
),( 22 axxR −  

 

)(
sin

cos
cos

sin
sincos

22222222

22

tctgaaxилиttgaax

dt
t

tadxилиdt
t
tadx

t
axили

t
ax

=−=−

−
==

==

 

Рацион
альная 
функц
ия 

t
t

cos
,sin
 

p ─ целое 
число,  
m,n ─ 
дроби 

 

dtktdx
nmейзнаменателНОКktx

k

k

1

),(,
−=

==  

целое
n

m
−

+1

 
1

1
11 )(,

,

−

−
−− =+=

−=+

n

k
kpmpnmkn

kn

bnx
dtkttxdxbxaxdtktdxbnx

pдробиьзнаменателktbxa
     

3 

 
Дифференциальный 

бином 
 

pnm bxax )( +  
по теореме 

Пафнутия Львовича 
Чебышева 

интегрируется  
в элементарных 

функциях  
только 

 в трёх случаях: целое

p
n

m

−

−+
+1

 pдробиьзнаменателkxtbxa nkn −=+ ,  

a
btx

где
anx

dtktxtxdxbxax

dtktdxanxtbax

k
n

n

k
pnkmpnm

knkn

−
=

−
=+

=−=+

−

−−

−

−−−−

,)()(

,,

1

1

11

 

Рацион
альная 
функц
ия t  

4 
cbxaxnmx +++ 2)(

1  
nmx

t
+

=
1  

См. 
пункт 

5 

5 
cbxax

nmx
++

+
2

 c
a

batcbxax
a

bxt +−=+++=
4

,
2

2
22  

Два 
табл-х 
инт-ла 

При нахождении первообразной функции можно пользоваться следующим алгоритмом: 
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1. Попытаться найти первообразную непосредственным интегрированием или подведением подходящей 
функции под знак дифференциала. Если это не удается, то 

2. Определить класс подынтегральной функции (рац. дробь, тригонометрическая, иррациональная) и 
применить соответствующие подстановки, а если функция смешанных классов – интегрирование по частям. 

Несобственные интегралы (н.и.) 
 I рода  

(по бесконечному промежутку) 
II рода (от неограниченной  

на промежутке интегрирования функции) 
1 

∫∫ +∞→

+∞
=

b

aba
dxxfdxxf )(lim)(  ⇒∞=

→
)(lim xf

bx ∫∫
−

→
=

ε

ε

b

a

b

a
dxxfdxxf )(lim)(

0
 

2 
∫∫ −∞→∞−

=
b

aa

b
dxxfdxxf )(lim)(  ⇒∞=

→
)(lim xf

ax ∫∫ +→
=

b

a

b

a
dxxfdxxf

εε
)(lim)(

0
 

О
пр
ед
ел
ен
ие

 н
.и

. 

3 
∫∫∫ +∞→−∞→

+∞

∞−
+=

b

cb

c

aa
dxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)(

 

⇒∞=
→

)(lim xf
cx

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()(  

О
пр
ед
ел
ен
ие

 
сх
од
им

ос
ти

 н
.и

. Несобственный интеграл сходится, если существуют конечные пределы в  правых частях равенств, 
определяющих эти интегралы. 
Если эти пределы бесконечны или не существуют, то несобственный интеграл расходится. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
⎭
⎬
⎫

∃
∞

⇒−
=∫ .

;
)( расходитсяинтеграл

сходитсяинтегралчислоконечноеА
dxxf

b

a
 

[ )+∞∈∀ ,)(),( ахнепрерывныxfxϕ  [ )bахнепрерывныxfx ,)(),( ∈∀ϕ  

∞==
→→

)(lim)(lim xfx
bxbx

ϕ  

)()(0 xfx ≤≤ ϕ  

1 

 
 

∫
+∞

a
dxx)(ϕ    ∫

+∞

a
dxxf )(  

 
 

 
 

∫
b

a
dxx)(ϕ   ∫

b

a
dxxf )(  

 

[ )+∞∈∀>> ,,0)(,0)( ахxfxϕ  [ )bахнепрерывныxfx ,)(),( ∈∀ϕ  

∞==
→→

)(lim)(lim xfx
bxbx

ϕ  

∞<≠=∃
∞→

AA
x
xf

x
,0

)(
)(lim

ϕ
 ∞<≠=∃

→
AA

x
xf

bx
,0

)(
)(lim

ϕ
 

2 

Несобственные интегралы  от функций )()( xfиxϕ ведут себя одинаково:  
или оба сходятся, или оба расходятся 

П
ри
зн
ак
и 
сх
од
им

ос
ти

 н
.и

.  

3 

⎩
⎨
⎧

⇒

⇒

⇒ ∫∫
+∞+∞

.
;

)()(

расходится
условносходится

расходится

абсолютносходитсясходится

dxxfdxxf
aa

  

 
⎩
⎨
⎧

⇒

⇒

⇒ ∫∫

.
;

)()(

расходится
условносходится

расходится

абсолютносходитсясходится

dxxfdxxf
b

a

b

a

 

Э
та
ло
нн
ы
е 
н.
и.

 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤−∞+

>−
−=
+−

∞+

>
∫

.1,

,1,
1

1

0 kеслирасходится

kеслисходится
k
a

x
dx

k

a
k  ⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−∞

<−
+−

−
=

−

+−

∫
.1,

,1,
1

)(

)(

1

kеслирасходится

kеслисходится
k
ab

xb
dx

kb

a
k

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−∞

<−
+−

−
=

−

+−

∫
.1,

,1,
1

)(

)(

1

kеслирасходится

kеслисходится
k
ab

ax
dx

k
b

a
k

 

Сходимость Сходимость 

Расходимость Расходимость 
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ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

 
Теорема.  Если величина Q обладает на [a,b] 
1. свойством аддитивности, а именно, если  a = x0  ≤ x1 ≤ x2 ≤…≤ xn = b,  
то Q=ΔQ1+ΔQ2+…+ΔQn, где ΔQi  –  значение Q на [xi-1,xi], i=1,2,…n; 
2. свойством  линейности Q в малом: ΔQ ≈ f(x)Δx, где f(x) – интегрируемая на [a,b] функция, 
 то величину Q можно найти интегралом от её элемента dQ = f(x)dx  по промежутку [a,b]: 

∫=
b

a

dxxfQ )(  

Q № Чертеж Система координат и пояснения Формула Q 

1 

 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
)()( 12 xfyxf

bxa
D  

Одна кривая границы области D 
не выше другой. 

 

∫ −=
b

a

dxxfxfS ))()(( 21
 

2 

 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
)()( 12 yfxyf

dyc
D  

Одна кривая границы области D 
не левее другой. 

 

∫ −=
d

c

dyyfyfS ))()(( 21
 

3 

 

Д. С. К. 
α ≤ t ≤ β 

x(α)=a, x(β)=b 
( y(t)≥0, ∀ t∈ [α,β ] ) 

Верхняя граница области задана 
параметрически 

 

∫=
β

α

dtxtyS t
/)(  

S, 
п 
л 
о
щ 
а 
д 
ь 
 
п 
л 
о 
с 
к 
о 
й 
 
ф 
и 
г 
у 
р 
ы  
 

D 4 

 

П. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

=
)()( 12 ϕρρϕρ

βϕα
D  

 

∫ −=
β

α

ϕϕρϕρ dS ))()((
2
1 2

2
2
1

 

S, 
п 
л 
о 
щ 
а 
д 
ь 
 
п 
л 
о 
с 
к 
о 
й 
 
ф 
и 
г 
у 
р 
ы  
 

D 

1 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
≤≤

=
)(xfy
bxa

L  
 

dxyl
b

a
x∫ += 2/ )(1  

2 

 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
≤≤

=
)(yfx
dyc

L  
 

dyxl
d

c
t∫ += 2/ )(1  

3 

 

Д. С. К. 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==
==

≤≤
=

bxax
tyytxx

t
L

)(,)(
)(),(

βα

βα
 

Линия L задана параметрически 

 

dtyxl tt∫ +=
β

α

2/2/ )()(  

 
l , 
д 
л 
и 
н 
а 
 
к 
р 
и 
в 
о 
й  
 

L 
4 

 

П. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
≤≤

=
)(ϕρρ
βϕα

L  

 

∫ +=
β

α

ϕρρ dl 2/2 )(  

l , 
д 
л 
и 
н 
а 
 
к 
р 
и 
в 
о 
й 
 

L 

 

α β 

ρ1(φ) ρ2(φ) 

ρ(φ) 

β 
α 
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ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 
Q № Чертеж Система координат и пояснения Формула Q 

1 

 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⊥
≤≤

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⊥
≤≤

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⊥
≤≤

=

ZzS
fze

T

YyS
dyc

T

XxS
bxa

T

0)(

0)(

0)(

3

2

1

 

∫

∫

∫

=

=

=

f

e

b

a

b

a

dzzSV

dyySV

dxxSV

)(

)(

)(

3

2

1

 
V, 
о 
б 
ъ 
е 
м 
 
т 
е 
л 
а 
 
Т 

2 

 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⊥=
=≤≤

=
XxSy

xfybxa
T

0)(
)(,

2π
 

Тело Т образовано вращением кривой 
у=f(х) вокруг оси 0Х 

 

∫=
b

a

dxxyV )(2π  

V, 
о 
б 
ъ 
е 
м 
 
т 
е 
л 
а 
 
Т 

Д. С. К. 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Δ=Δ
=

≤≤
=

lxy
xfy
bxa

x

)(2
)(

πσ
ω  

Поверхность ϖ образована вращением 
кривой у=f(х) вокруг оси 0Х 

 
 

dxyxy
b

a
xx ∫ += 2/ )(1)(2πσ  

σ, 
п 
л 
о
щ 
а 
д 
ь 
 
п 
о 
в 
е 
р 
х 
н. 
ω 

1 

 
 

 

Д. С. К. 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Δ=Δ
==

≤≤
=

lty
txxtyy

t

x

)(2
)(),(

πσ

βα
ω  

Поверхность ϖ образована вращением 
кривой у=f(х (t)), заданной 

параметрически,  вокруг оси 0Х 

 
 

dtyxty xtx ∫ +=
β

α

πσ 2/2/ )()()(2

 

σ, 
п 
л 
о 
щ 
а 
д 
ь 
 
п 
о 
в 
е 
р 
х 
н. 
ω 

S, 
п 
у 
т 
ь 

1 

 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
≤≤

=
)(
21

tVV
ttt

V  

V – скорость прямолинейного движения 
тела на промежутке времени [t1,t2] 

 

∫=
2

1

)(
t

t

dttVs  
S, 
п 
у 
т 
ь 

А, 
р 
а 
б 
о 
т 
а 

1 

 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
≤≤

=
)(xFF
bxa

F  

Сила F направлена параллельно оси 0Х 
на промежутке [a,b] 

  

∫=
b

a

dxxFA )(  

А, 
р 
а 
б 
о 
т 
а 

Р,
д 
а 
в 
л 
 

1 

 

Д. С. К. 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=Δ
≤≤
≤≤

=
))()()((

)()(

21

12

xfxfxgxP
xfyxf

bxa
D

μ

 

μ – плотность жидкости, давящей на 
пластину D 

 
 

∫ −=
b

a

dxxfxfxxgP ))()()(( 21μ

 

Р, 
д 
а 
в 
л. 
 

m,
м 
а 
с 
с 
а 

1 

 

Д. С. К. 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Δ=Δ
=≤≤

=
lxm

xfybxa
L

)(
)(,

μ
 

μ – линейная плотность кривой L 

 

dxyxm
b

a
x∫ += 2/ )(1)(μ  

m,
м 
а 
с 
с 
а 

Статические моменты относительно координатных осей Sx, Sy,,  моменты инерции Мх,, Му, координаты центра 
тяжести хс, ус плоской кривой  
 

m
S

y
m
S

xdlxxMdlyxMxdlxSydlxS

ddtyxdxydlbxaxfy

x
c

y
c

b

a

b

a
yx

b

a
yx

ttx

======

+=+=+=≤≤=

∫∫∫∫ 22

2/22/2/2/

)()()()(

)()()()(1,),(

μμμμ

ϕρρ ϕ

  


