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ПРЕДИСЛОВИЕ 

При написании книги «Высшая математика в упражнениях и 
задачах» авторы стремились раскрыть содержание основных по

нятий И теорем курса на специально подобранных упражнениях и 
задачах . 

В каждом параграфе приводятся необходимые теоретические 
сведения, состоящие из определений и основных математических 

понятий данного раздела. При этом наиболее трудные вопросы 
теории для лучшего усвоения сопровождаются раскрытием этих 

понятий (без доказательств). 
В пособие включены типовые задачи, для наглядности сопро

вождаемые иллюстрациями, и подробно рассматриваются методы 

их решения. На все задачи для самостоятельной работы даны от
веты. В приложении приводятся таблицы, необходимые при реше
нии некоторых задач . 

В книге используются следующие обозначения : начало и ко
нец решения задачи отмечаются соответственно знаками tJ. и А, а 
вместо слова «Указание» употребляется знак •. 

При создании настоящего пособия авторы . использовали неко
торые методические приемы и задачи из книг: Фихтенгольц Г. М. 
«Курс дифференциального и интегрального исчисления» , т. 1 - 1 1 1; 
Курант Р. « Курс дифференциального и интегрального исчисле
ния», т. 1, 11; Гюнтер Н. М., Кузьмин Р. О. «Сборник задач по 
высшей математике» , т . 1-111; Демидович Б. П . и др. «Сборник 
задач и упражнений по математическому анализу» ; Фролов С. В., 
Шостак Р. Я . « Курс высшей математики» . 

Авторы считают своим приятным долгом выразить искреннюю 
признательность студентам и преподавателям высших учебных 

заведений, рецензентам всех изданий книги, чьи поправки, крити

ческие замечания и предложения способствовали улучшению дан

ного пособия. 

Авторы 



ГЛАВА 1 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ 

§ t. ПРЯМОУ!"ОЛЬНЫЕ И ПОЛЯРНЫЕ КООРДИНАТЫ 

1. Координаты на прямой. Деление отрезка в данном отношении. Точку М 
координатной оси Ох, имеющую абсциссу х, принято обозначать через М (х) . 

Расстояние d между точками М 1 (Хl) и М2 (Xt) оси при любом раСПО.10жении 
точек на оси определяется формулой 

d=\XZ-Хll. (1) 

Пусть на произвольной прююй задан отрезок А В (А - иача.,о отрезка, В
его конец); тогда всякая третья точка С этой прямой делит отрезок АВ в неке
тором отношеиии л, где /,= ± \ АС 1:1 СВ 1. Если отрезки АС Ii СВ напраВ.1ены 
в одну стороиу, то л приписывают Зllак «+»; если же отрезки АС и СВ направ
.!JeHbl в противоположные СТОрОIiЫ, то Л приписывают знак "-». Иными словаыи, 
л положительно, если точка С лежит меж.J.У ТО'Jками А и В и отрицательно, 
если точка С лежит на прямой вие отрезка АВ. _ 

Если точки А и В лежат на оси Ох, то координата точки С (Х), делящей 
отрезок между точками А (Хl) и В (x~) в отношении Л, определяется по формуле 

- Х, +ЛХ2 
x=~. (2) 

в частности, при л= 1 получается формула для координаты середины отрезка: 

(3) 

1. Построить на прямой точки А (3), В (-2), С (О), D(V2'), 
Е (-3,5). 

2. Отрезок АВ четырьмя точками разделен на пять равных 
частей. Определить координату ближайшей к А точки деления, 
если А (-3), В (7). 

6. Пусть С Й-искомая точка; тогда ~,= I АС \:1 СВI = 1/4. Следовательно; 
по формуле (2) находим 

- Х1 +ЛХ2 -3+(1/4) 7 
Х= I+J, 1+1/4 -1, т. е. С (-1) .... 

3. Известны точки А (1), В (5)-концы отрезка АВ; вне этого 
отрезка расположена точка С, причем. ее расстояние от точки А 
в три раза больше расстояния от точки В. Определить координату 
точки ' С. 

6. Нетрущtо видеть, что л=-IАСI:IВСI=-3 (рекомендуем сделать чер
'Iеж). Таким образом, 

- 1-3·5 
х=-т=з=7, т. е . С (7) .... 

4. Определить расстояние между точками: 1) М (3) и N (-5); 
2) Р (-11/2) и Q (-5;2). 
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5. Найти координаты середины отрезка, если известны его КQНЦЫ: 
1) А (-6) и В (7); 2) С(-5) и D(1 /2) . 

6. Найти точку М, симметричную точке N (-3) относительно 
точки Р (2). 

7. Отрезок АВ двумя точками разделен на' три равные части. 
Определить координаты точек деления, если А (-1), В (5). 

8. Даны точки А (-7), В (-3). Вне отрезка АВ расположены 
точки С и D, причем ICAI=IBDI=0,5IABI. Определить коорди
наты точек С и D. 

2. Примоугольиые координаты на плоскости. Простеiiшие задачи. Если на 
плоскости задана прямоугольная декартова система координат хОу, то точку М 
этой ПЛОСКОСТII, имеющую координаты х н у, обозначают М (х; у). 

Расстояние d между точками М1 (Хl; Уl) и М2 (Xz; У2) определяется по фор
муле 

(1) 

В частности, расстояние d точки М (х; у) от начала координат определяется 
по формуле 

d=:Yx2+y2 • (2) 

Координаты точки С (х; У), делящей отрезок между точками А (x l ; yJ и 
В (Хз; У2) в заданном отношении л (см. п. 1), определяются по формулам 

- Хi+ Лх2 - Yl+"Y2 (3) 
x=~; Y=~' 

В частности, при л= 1 получаются формулы для координат середины отрезка: 

- ~+~ - ~+~ (4) Z=-2-; У=-2-' 

Площадь треугольника с вершинами А (Xl; 'Yl)' В (Хз; Уз), С (хз; Уз) опреде
ляется по формуле 

s={-I хl (Уз-Уз) +Х2 (Уз-Уд +хз (Yi-Y2) 1= 
1 =2"' (ХЗ- Хl) (УЗ-Уl) - (ХЗ-Хl) (Уз -Уд 1· (5) 

Формулу для площади треугольника можно записать в виде 

1 s=2" I tJ./; 

где 

1

1 1 1 I tJ. = Хl x~ Хз 
У! Уз Уз 

(понятие об определителе третьего порядка дано в § 5 этой главы). 

(6) 

9. Построить на координатной плоскости точки А (4; 3), В (-2;5), 
С (5; -2), D (-4; -3), Е (-6; О), F (О; 4). 

10. Определить расстояние между точками А (3; 8) и В (-5; 14). 

6. Воспользовавшись формулой (1), получим 

d= У (-5-3)2+ (14-8)2= У64+36= 10. А 
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t t. Показать, что треугольник с вершинами А (-3; -3), В ~-1; 3). 
C(ll; -1)-прямоугольныЙ. 

D. Найдем ДЛИИы сторон треугольиика: 

I АВ 1= У(-1 +3)2+(3+3}2= У 40, 
I ВС /= У(11 + 1)2+(-1_3)2= У160. 

/ АС I = У (11 +3)2+ (-1 +3)2= У200. 

Так как IAB1 2 =40, tBc12=160, /ACI 2 =200, то IABI2+IBCI2=IACI~. 
Таким образом, сумма квадратов длин двух сторои треугольника , равна квадрату 
длины третьей стороны. Отсюда заключаем, что треуго.%ник АВС прямоуго.~ь
ный и сторона АС является его гипотенузой . ... 

12. Известны точки А (-2; 5), В (4; 17) - концы отрезка АВ. 
На этом отрезке находится точка С, расстояние которой от А в два 
раза больше расстояния от В. Определить координаты точки С. 

/~ Так как IACI=2ICB/, то Л=IАСI:/СВI=2. Здесь xl=-2, Yl=5, 
Ха =4, Уа = J 7; следовательно, 

- -2+2·4 - 5+2.17 
Х= 1+2 2, У 1+2 13, т. е. С(2; 13) .... 

13. Точка С (2; 3) служит серединой отрезка АВ. Определить 
координаты точки А, если В (7; 5). 

6. Здесь х=2, у=3, Х2=7, У2=5, откуда 2=(Xl+7)/2, 3=(Yl+5)/2. Сле
довательно, Хl = -3, Уl = 1, т. е. А (-3; 1) .... 

14. Даны вершины треугольника АВС:А (х1 ; Yl)' В (Ха; Уа). 
С (хз ; Уз)' Определить координаты точки пересец:~ния медиан треу
гольника. 

6. Находим координаТbI точки D-сереДИНbI отрезка АВ; имеем XD=(Xl+X2)/2, 
YD=(Yl+Y2)/2. Точка М, в которой пересекаются медианы, делиг отрезок CD 
в отнс.шенин 2: !, считая от точки С. Следовательно, координаты точки М опре
деляются по формулам 

- хз+ 2ХD - уз+ 2УD 
Х= 1+2 ,у= '+2 ; 

т. е. 

- хз+2(Хl+Х2)/2 - уз+ 2 (Уl+У2)/2 
Х 3 ' у= 3 • 

Окончательно получаем 

- Xl +Х2+ Хз - Yl+Y2+ УЗ ... 
Х 3 ' у= з . -

15. Определить площадь треугольника с вершинами А (-2; -4), 
8(2; 8) и C(lO; 2). 

6. Используя формулу (5), получаем 

s= ~ 1(2+2) (2+4)-(10+2) (8+4) '=} 124-1441 =60 ' кв. ед.) .... 

16. Определить расстояние между точками: 1) А (2; 3) и В (-10; 
-2); 2) C(V2; -V7) и D(2V2; О). 
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17. Покаэать, что треугольник с вершинами А (4; 3), В (7; 6) и 
С (2; 11)-прямоугольныЙ. 

18. Показать, что треугольник с вершинами А (2; -1), В (4; 2) 
и С (5; 1) - равнобедренный. 

19. Даны веРШИНЬI треугольника: А (-1 ;-1), В (О; -б) и 
С (-10; -2). Найти длину медианы, проведенной из вершины А. 

20. Даны концы отрезка АВ: А (-3; 7) и В (5; 11). Этот отре:юк 
rремя точками разделен на четыре равные части. Определить ко
ординаты точек деления. 

21. Найти площадь треугольника с вершинами А (1; 5), В (2; 7), 
С(4; 11). 

22. Даны три последовательные вершины параллелограмма: 
А(11; 4), В(-I; -1), С(5; 7). Определить координаты четвертой 
вершины. 

23'. Даны две вершины треугольника А (3; 8) и В (10; 2) и точка 
пересечения медиан М (1; 1). Найти координаты третьей вершины 
треугольника. 

24. Даны вершины треугольника: А (7; 2), В (1; 9) и С'( -8; -11). 
Найти расстояния точки пересечения медиан от вершин треуголь
ника. 

'25. Точки L (О; О), М (3; О) и N (О; 4) являются серединами 
сторон треугольника. Вычислить п,тющадь треуго.l'JЬника. 

3. Поnярные координаты. В полярной системе координат положение точки М 
на плоскости определяется ее расстоянием 10М I=p от полюса О (p-ntJлярныl1 
радUУС-8еICnWР точки) и углом е, образованным отрезком ОМ с пол'ярной осью Ох 
(fJ-nолярный угол точки) . Угол 6 С'IИтается положительным при отсчете от по
лярной оси против часовой стрелки. 

Если точка М имеет полярные координаты р > о и о..; е < 2л, то ей же 
отвечает и бесчисленное множество пар полярных координат (р; (}+2kл), где 
kEZ. ' 

Если начало декартовой прямоугольной системы координат совместить с по
люсом. а ось Ох направить по полярной оси, то прямоугольные КООРДИllаты х и у 
точки М и ее полярные координаты р и () связаны следующими формулами: 

x=pcosB. y=psln6; 

р= у х2 +у2, tg в=у/х. 

(1 ) 

(2) 

26. Построить точки, заданные полярными координатами: 
А (4; л/4) , В (2; 4л/3) , С (3; -л/б), D (-3; л/З), Е (О; а), 
F (-1; -Зл/4). 

27. Найти полярные координаты точки М (1; -V'З) , если полюс 
совпадает с началом координат, а полярная ocb-с положительным 

направлением оси абсцисс. 

6. На основании равенств (2) находим р= VI 2+(_Y з)2=2; tg о=-У3. 
Очевидно, что точка М лежит в IV четверти и, следовательно, () = 5л/3. 
Итак, М (2; 5л/3) .... 

28. Найти прямоугольные координаты точки А (2J!2; Зл/4). 
если полюс совпадает с началом координат, а полярная ось направ

лена по оси абсцисс. 
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/.':,. Используя формулы (1), имеем х = 2 у"2 cos (331/4) = - 2, У = 
= 2У2 sln (331/4) =2. 'Итак, А (-2; 2) ... 

29. Найти полярные координаты точек: А (2VЗ; 2), В (О; -3), 
С(-4; 4), D(V2, -V2), Е (-V2; --V6), Р(-7; О). 

30. Найти прямоугольные координаты точек: А (10; л/2),. В (2; 5n/4). 
С(О; лJlО) , D(I; -л/4), E(-l; n/4), Р(-1; -n/4). 

31. Определить расстояние между точками М1 (Р1; (1) и М2 (Р2; (2)' 

• Применить к треугольнику OM1M2 теорему косинусов. 

32. Определить расстояние между точками М (3; л/4) и N (4; Зл/4). 
33. Найти полярные координаты точки, симметричной точке 

М (р; 8) относительно полярной оси. 
34. Найти полярные координаты точки, симметричной точке 

М (р; 8) относительно полюса. 
35. Найти полярные координаты точек, симметричных точкам 

(3; л/б), (5; 2л/3) и (2; -л/б): 1) относительно полюса; 2) относи
тельно полярной оси. 

36. Найти полярные координаты точки, симметричной точке 
М (р; 8) относительно прямой, проходящей через полюс перпенди
кулярно полярной оси. 

4. Уравнение линии. Пусть некоторой линии на плоскости хОу, рассматри
ваемой как множество точек, соответствует уравнение, связывающее координаты 
любой точки М (х; у) (<<текущей точки»), лежащей на этой линии. Такое уравне
ние называется уравнение"l данной линии. 

Ес.~и в уравнение данной линии подставить координаты любой точки, лежа
щей на · этрй линии, то уравнение обращается в тождество. Если · же в уравнение 
линии подстаnИТh координаты любой точки, не ПРlIнадлежащей этой линии, то 
уравнение не удовлетворяется. 

37. Один конец отрезка перемещается по оси абсцисс, а другой
по оси ординат. Найти уравнение линии, описываемой серединой 
этого отреЗI<а, если длина отрезка равна с. 

6. Пусть м (х; у)-середина отрезка. Длина отрезка ом (длина медианы) 

равна половине гипотенузы, т. е. 10М I =с/2. Сдругой стороны, 10М I = V х2+у2 
(расстояние точки М от начала координат). . 

Таким образом, приходим к уравнению 

V х2 +у2=с/2, или х2 +у2=с2/4. 

Это и есть уравнение искомой линии. Геометрически очевидно, что этоl\линией 
является ькружность радиуса с/2 с центром 1\ начале координат. А 

38. Составить уравнение линии, расстояние каждой точки кото
рой ОТ точки F (О; 1/4) равно расстоянию этой же точки от прямой 
У= -1/4. 

6. Возьмем на иско~юй линии произвольную точку М (х; у). Расстояние 
точки М от точки F опреде.lllТСЯ по формуле расстояни)! между двумя точками: 
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Расстояние точки М от прямой у=-1/4 найдется из простых геометриче. 
ских соображений (рис. 1): 

1 
IMNI=I MKI+IKNI=Y+T 

Так как по условию равенство I мр 1=1 MN I выполняется длялю60й точки м, 
лежащей на искомой лннии, то уравнение ЭТОЙ ,nинии можно записать в виде 

УХ2+(У- ~ у=у+ 1, 
или 

т. е. у=х2 • 
Линия, определ-яемая уравнением у=х2 , называется параболой . .. 

39. Составить уравнение множества точек, произведение расстоя
ний которых от точек F 1 (а; О) и Р2 (-а; О) есть ПОСТЩlНная вели
чина, равная a~. 

6. Возьмем на искомой кривой произвольную точку М (х; у). Ее расстояния 
от точек Fi (аl; О) и р, (- а; О) составляют '1 = У (х-=-а)2+ у2, '2= у (х+а)2+у2. 
Из условия задачи следует, что '1'а=а2 . Та· 
ким образом, искомая кривая имеет уравнение - !I 

У(х_а)2+у2. У(х+а)2+у2=а2 • 

Приведем это уравнение к рацнональному ВИДУj 

(х2+а2 +у2_2IlХ) (x2 +aZ+y2+2ax) =а4; 

т. е. 

или, наконец, 

(х2 +у2)2 = 2а2 (х2_у2). 

Найденная кривая назьmается Ае.А4ltискатоЙ • .. 

Рис. 1 

40. Составить уравнение лемнискаты в полярных координатах 
и построить кривую. 

6. В уравнении (х2 +у2)2=2а2 (х2_у2) (см. предыдущую задачу) переходим 
к поляриым координатам по формулам х= р cos в, у= р sln в. Тогда получим 

. (р2 cos2 е + р2 sln2 8)2 = 2а2 (р2 cos2 6- р' sin2 6), или р2 = 2а2 cos 26. 

Это-уравнение лемиискаты в поляриых координатах. 
Построим кривую. Разрешив уравнение относительнор , находим р = ± а V 2 cos 2в . 

Из тoro, что в правой части равенства стоит двойной знак «±», а также из того, 
что уравнение не меняется при замене 6 на - 6, заключаем, ЧТО лемниската рас
положена симметрично относительно осей Ох и Оу. Исследуем форму лемнискаты 
для 1 четверти, т. е. для случая р ~ О, О ~ 6 < '1t/2. Для этих значений р и 6 
имеем р=а У2' V cos 26. Нетрудно видеть, что EI может изменяться только 
в промежутке от О до '1t/4. Таким образом, соответствующая часть кривой за-

ключена между полярной осью н лучом 6='1t/4. Если 6=0, то р=а У"2. с ВОЗ-
растаннем 6 от О до п/4 величина р убывает до значения р = о. , 

Приняв во внимание соображения симметрии, мы можем построить лемни
скату (рис. 2). А 
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41. Составить уравнецие множества точек, .. равноудаленны.хо,Т 
точек A(l; 1) и 8(3; 3). 

f:.. Пусть точка М принадлежит · искомому множеству; тогда 1 МА 1 = 1 МВ 1. 
По формуле расстояиия между двумя точками находим . 

1 МА 1= y(x-l)2+(y- 1)2, 1 МВ 1= У(х-З)2+(у-З)' 
и уравнение линии может быть записано в виде 

у (х - 1)2 + (у- 1)2 = У (:-х~3",)2~+~(:-у~з;;;;)g. 
Возведя обе часtи посдеднего равенства в квадрат, получим 

х2_2х+ 1 +у2_2у+ 1 =х2-6х+9+и2-6у+9, 

откуда после приведеиия ·подобных членов окоичательно приходим к 'уравнению 
х+ у-4 = О. Итак, искомым множеством является прямая, которая, как известно, 
служит серединным перпендикуляром к отрезку АВ. А. 

42. Точка М равномерно перемещается по лучу, враЩ<fющемуся 
равномерно около полюса. Составить уравнение линии, описанной 

9 

Рис . 2 Рис. 3 

точкой М, если в начальный момент .вращающиЙся луч совпадает 
с полярной осью, а точка М - (; полюсом; при повороте же луча 
на угол е = 1 (один радиан) точка М удалилась от полюса на рас-
стоя~ие а. . 

. .~ Поскольку в начальный момеит величины р и 6 равны нулю, а затем 
обе возрастают пропорционально времени, нетрудно установить, что они связаны 
прямой пропорциональной зависимостью: p/6=const . Но. р=а при 6=1; следо- · 
.вательно, p/6=a/ J, Т . е. р=а6. Кривая р=а6 называется спиралью Архимеда. А. 

" 

43. Окружность' диаметра а катится без скольжения по внешней 
стороне другой окружности такого же диаметра. Составить в по
лярных координатах уравнение линии, описанной некоторой фикси

'рованной точкой катящейся окружности. 

t::. На рис . 3: С1 -первоначально.е по.ло.жение центра катящеllся окружноети; 
А -первоначальное положение точки, описывающей искомую линию (точка А 
диаметрально противоположна точке В, где в начальныА момент соприкасаются 
окружноеТ .. Н) ; С2 -центр непо.движной окружности; Сз-центр 'катящеllся окруж
ности в новом по.ло.жении; М -ново.е положение точки А; описываioщей искомую 
линню. (После перемещения ' о.кружности Ci в положение Са точка Р~ймет по-
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Jlожение Q. Точка В займет положение D, причем, поскольку качеаие происхо· 
"'-""" '-' ............... / ....... 

дит без скольжения, BQ =DQ, QC2B =QСзD.) 
На чертеже показано положение полюса О и полярной оси Ох. Требуется 

составить уравнение, которому удовлетворяют координаты любой точки М (р; 8) 
искомой линии. 

".,-... "" Легко установить, что МСзQ = OC2Q, в силу чего четырехугольник ОС2СэМ 
является равнобедренной трапецией с меньшим основанием I С2Сз l =а; CzC; и 
СзС~-перп~ндикуляры, опущенные из точек С2 и Са на прямую ОМ. Итак, 

p=loc~ 1+lс~с;I+IСзмl= ~ соз8+а+ ~ соз8=а(1+соз8). 

Таким образом, уравнение искомой лииии в полярных координатах имеет вид 
р = а (1 + С05 8); эта кривая называется кардиоидой. 

Поскольку при замене е на - е уравнение кардиоиды не меняется, кардиоида 
расположена симметрично относительно полярной оси. Если е изменяется от О 
до n, то р убывает от 2а до О .... 

44. Найти уравнение множества точек, равноудаленных от точек 
А(2; О) и В (О; 1). 

45. Какая линия определяется уравнением х = у? 
46. Какая лини я определяется уравнением х = - у? 
47. Составить уравнение множества точек, сумма квадратов рас

стояний которых от точек А(2; О) и В (О; 2) равна квадрату рас-
стояния между точками А и В. ' 

48. Составить уравнение множества точек, сумма расстояний 
которых от точек А (1; О) и В (О; 1) равна 2. 
, 49. В по,nярной системе координат составить уравнение окруж
ности с центром в полюсе. 

,50. В полярной системе координат составить уравнение полу
прямой, проходящей через полюс и образующей с полярной осью 
угол а. 

51. В полярной системе координат составить уравнение окруж
ности диаметра а, если полюс лежит на окружности, а полярная 

ось проходит через центр окружности. 

5. Параметрические уравнения линии. При отыскании уравнения множества 
точек иногда оказывается более удобным выразить коордииаты х и у произволь· 
ной точки этого множества через некоторую вспомогательную величину t (ее на
вывают napй.AleтpOM) , т. е. рассматривать систему уравнений х = rp (t), У = Ф (t). 
Такое представление , искомой линии называется параметрическим, а уравнения 
системы - nаРй.Aleтрическuми УРf18нениями данной ли нии. 
, Исключение параметра ( из системы (если оно возможно) приводит куравНе. 
' нию, связывающему х и у, т. е. к обычному уравнению линии вида f (х, у) =0. 

52. Составить параметрические уравнения окружности. 
6. Рассмотрим окружность радиуса а с центром в начале координат (рис. 4). 

Воэьмем на ней произвольную точку М (х; у). Примем за параметр f угол, обра· 
зованный с осью абсцисс радиусом ОМ. Из треугольника ОМ N следует, что 
x=acosf, y=aslnt. Таким образом, уравнення 

х =а соз (, у=а sln t 
являются параметрическими уравнениями окружности . 

ИСКЛlPчив .из этих уравнений параметр t, получим обычное уравнение окруж, 
ности, В ' данном , случае для исключения параметр-а достаточно каждое из ураа· 
нений возвести в квадрат и получеиные уравиеиия сложить:' х2 +уl=аl С053 t + 
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+ а2 sIn 2 [, т. е. х2 +у2 = а2 . Последнее уравнение является уравнением окруж
ности радиуса а с центром в нача.~е координат .• 

53. Составить параметрич~кие уравнения кривой, описанной 
фиксированной точкой окружности, катящейся без скольжения по 
неподвижной прямой. 

6 Пусть окружность радиуса а катится без скольжения вправо по горизон
тальной ПРЯ~lOй (рис. 5) .. Примем эту прямую за ось Ох, поместив начал,о коор
динат в некоторой точке О оси . За фиксированную точку окружности (перемеще
ние:vt которой образуется искомая кривая) примем ту ее точку, которая совпадает 
с точкой О при с.о.ответствующем положении окружности. За паР8метр t примем 
уг.ол п.овор.ота радиуса .окружности, прох.одящег.о через фиксированную точку. 

у 

у 

Рис. 4 Рис. 5 

Пусть в некоторый момент времени окружность касается оси в точке А. 
ФИКСИРОl!анная точка окружности займет положение М (х; у), соответствующее 

/'-

углу t пово рота радиуса СМ (' = АСМ). Так как качение происходит без CKOJ/b-

жения, то 1 ОА 1 = 1\.1:4 = at. Используя это, выразим координаты точки М через (: 
'-" 

х=1 ON 1 =1 ОА 1-1 NA 1= МА-I NA I=ai-asin t=a(t-sln t)i 
у=1 NM 1 =1 АР 1=1 АС 1-1 РС I=a-acos t=a (l-cos t). 

Таким образом, параметрические уравнения искомой линии имеют вид 

х=а (t-sJл t), y=a(l-cost). 

Эта линия называется Ц/lклоидой; она изображена на рис. 5 .• 

54. Какая линия определяется параметрическими уравнениями 
Х= [2, У= t2? 

t\ Исключая параметр " прнходим К уравнению у= х. В силу параметри
ческих уравнений х ~ О, У ~ О. Следовательно, даиные параметрические уравне
ния определяют ЛУЧ-биссектрису 1 координатиого угла .• 

55. Какая линия определяется параметрическими уравнениями 
Х = cos t., У = cos2 t? 

6. Подстаl!ИВ х вместо cos t во второе уравнение, получаем уравнение пара
болы у=х2 . Из параметрических уравнений следует Ixl";;;;;l, O,,;;;;;y.o;;l. Таким 
образом, параметрические уравнения определяют дугу АОВ парабо.1Ы Y=XZ, где 
A(-I; I);B(I; 1) .• 

56. Какая линия определяется уравнениями х = sin t, !J=cos~ t? 

6. Так как у= l/sin 1, то, исключив (, получаем уравнение у= I/x, выра
жающее обратиую пропорциональную зависимость. величин х и у. Учитывая, что 
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I х I-S;;; 1, I у I ~ 1, заключаем, что ЛИНИЯ, ззданная па раметрическими уравнениями 
x=sJn t, y=cosec t, имеет вид, изображенный на рис. 6 .... 

57. Какая линия определяется уравнениями x=2t, y=4t? 
58. Кривая задана параметрическими уравнениями х = а cos t, 

У = ь sin t. Найти ее уравнение в прямоугольной СlIстеме координат . 
• Разделить первое уравнен не на а, второе-на Ь, а затем исключить [. 

59. Кривая задана параметрическими уравнениями х = а sec [, 
У = ь tg '. Найти ее уравнение в прямоугольной системе координат. 

60. Какая линия определяется уравнениями 
х = cos2 t, У = sin2 t? 

61. Кривая, определяемая параметрическими 
уравнениями х = а cos3 t, У = а sin3 t, называет
ся астРОllдоЙ. Исключив t, найти уравнение 
астрОIIДЫ в прямоугольной системе координат. 

62. На KPYrf, описанный из центра О радиу
сом а, навернута по часовой стрелке нить; пусть 
конец нити находится в точке А (а; О). Станем 
развертывать нить (против часовой стрелки), 
сматывая ее с I<pyra 11 все время натягивая за 

конец. Составить параметрические уравнения кри
вой, описываемой концом нити, если за параметр 

о 

-1 

") 
Рис. 6 

t взять угол между радиусом ОА и радиусом ОБ, проведенным 
в точ[{у касания окружности с натянутой нитью в произвольном 
положении последней. 

§ 2. ПРЯМАЯ 

1. Общее уравнение прямоА. Всякое урав~ение первой степени относительно 
х и у, т. е. уравнение Вllда 

(1) 

(где А, 8 и С-постоянные коэффициенты, ПРIlче~1 А2+В2::/: О) определяет на 
П.'lоскости некоторую прямую. Это уравнение называется оБЩllAt уравнение},! nРЯАюЙ. 

Ч а с т н ы е с л у ч а и. 1. С = О; А :j: О; В :j: О. Прямая, определяемая урав, 
неНllе~1 Ах+Ву=О, проходит через начало Jюординат. 

2. А=О; 8:f. О; C:j: О. Прямая, опреде.'Iяемая уравнением Ву+С=О (и.1И 
у=Ь. где Ь=-.С/8). парал.~ельна оси Ох. 

З. 8=0; A:j: О; C:j: О. Прямая, определяе~lая уравнением Ах+С=О (или 
х=а, где а=- С/А), парал.'1ельна оси Оу. 

4. 8=С=0; A:j: О. Прямая, определяемая уравнением Ах=О (или х=О. 
поскольку А :;i:: О), совпадает с осью Оу. 

5. А =С=О; 8:;i:: О. Прямая, опреде.'1яемая уравнением Ву=О (или у=О. 
ПОСКОJlЬКУ 8 :;i:: О), совпадает с осью Ох. 

2. Уравнение прямоА с угловым коэффициентом. I:сли в общем уравнении 
прямой 8 :;i:: О, то, разрешив его ОТНОСlIтельно у, по.'lучим уравнение вида 

y=kx+ Ь (2) 

(здесь k=-A/B; Ь=- С/В). Его называют уравнением nРЯАlOй с угловЫАt коэф
фUЦllеНnWАt, поскольку k,--, tg а. где а-угол, образованный прямой с ПО.'lожи
тельным направлением оси Ох. Свободный член уравнения Ь равен ординате точки 
перес~чеНflЯ прямой с осью Оу. 
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3. Уравпепиепря.моi в отрезках. ЕCJJИ в общем уравнении прямой С ;i::0, ТО, 
разделив все его члены на - С, получим уравнение вида 

х у -+-=1 а ь 
(3) 

(здесь а=-С/А, Ь=-С/В) . Ero называют уравнением прямой в отрезках; в нем 
а ,шляется абсциссой точки пересечения прямой с осью Ох, а Ь-ординатой точки 
пересечения прямой с осью Оу. Поэтому а и Ь называют отрезками прямой на 
осях координат. 

4. Нормальное уравнение прямой. Если обе частн общего уравнения прямой 
Ах+Ву+С=О умножить на ЧИCJJо ~= \/(± У А2+В2) (которое называется нор
мuрующим множиmеАеМ) , причем знак перед радикалом выбрать так, чтобы вы
полнялось УCJJовие f.tC < О, то получится уравнение 

xcos «p+ysin «p-р=О. (4) 

Это уравнение называется нормальным уравнением прямой. Здесь р-длина пер
пендикуляра, опущенного из начала координат на прямую, а q>- угол, образо
ванный этим перпендикуляром с положительным направлением оси Ох. 

63. Составить уравнение прямой, отсекающей на оси ординат 
отрезок Ь= -3 и образующей с положительным направлением оси 
абсцисс угол а = 'Л/б. 

Л Находим угловой коэффициент: k= tg (л/6) = \/уз. Воспользовавшись 
уравнением (2) прямо~ с угловым коэффициентом, получаем у= (J/УЗ) х-3; 
освобождаясь от знаменателя и перенося все члены в левую tjacTb, получаем 

общее уравнение прямой х- уЗу-3 УЗ=О . ... 
64. Составить уравнение прямой, отсекающей на осях коорди

нат отрезки а = 2/5, Ь = -1!1 о. 
~ Воспользовавшись уравнением (3) прямой в отрезках, имеем 

х + у 
2/5 (_1/10)=1. 

Это уравнение можно переписать в виде (5/2)x-IОу=l, или 5х-20у-2==О 
(общее уравненне прямой) .... 

65. Дано общее уравнение прямой 12х-5у-65 = О. Написать: 
1) уравнение с угловым коэффициентом; 2) уравнение в отрезках; 
3) нормальное уравнение. ' 
~ 1) Разрешив уравнение относительно у, получаем уравнение прямой с угло

вым коэффициентом: 

у=(l2/5) x-13. 
Здесь k= 12/5, b=-13. 

2) Перенесем свободный член общего уравнения в правую часть и разделим 
обе части на 65; имеем (12/65) х- (5/65) у = 1. Переписав последнее уравнение 
в виде 

х у 

--+---=1, 
65/12 (-65/5) 

получим уравнение данной прямой в отрезках~ Здесь а=.65/12, b.,-65/5=-13. 
3) Находим НОР!dЦРУЮЩИЙ множитель ~I= I/YI22 +(-5)2='1/13. Умножив' 

обе части общего уравнения на этот мцожитель, получаем нормальное уравнение 
прямой 

(12/13) х-(5/13) у-5=О. 

Здесь cos ер = 12/13, вщ «р = ....... 5/13, р= 5 .... 
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66. Построить прямые: 1) х-2у+5=0; 2)' 2х+3у=О; 3) 5х
-2=0; 4) 2у+7=0. 

6. 1) Полагая в уравнении х=о, получаем у=5/2. Следовательно, прямая 
пересекается с осью ординат в точке В (о; 5/2). Полагая у = о, получаем х = -5, 
т. е. прямая пересекается с осью абсцисс в точке А (-5; о) . Остается провести 
прямую через точки А и В (рис. 7). . __ 

2) Прямая 2х+Зу=О проходит через начало координат, так как в ее урав
нении отсутствует свободный член . Дадим х в уравнении прямой какое-нибудь 
значение . Пусть, например, х=3 , тогда 6+3у=О, т. е. у=-2; получим точку 
М (3; -2). Остается через начало координат н 
точку М провестн прямую. _ 

3) Разрешив уравнение прямой относительно 
х, получим х=2/5. Эта прямая параллельна оси 
ординат и отсекает на оси абсцисс отрезок, рав
ный 2/5. 

4) Аналогично получаем уравнение у=-7/2; 
эта прямая параллельна ос!! абсц!!сс ... 

у 

о 

67. Уравнение прямой задано в виде Рис. 1 
(х+ 2 V'S)/4 + (у-2 V-5)/2 = О. Написать: 
1) общее уравнение этой прямой; 2) уравнение с угловым коэqфи
циентом; 3) уравнение в отрезках; 4) нормальное уравнение. 

68. Какой угол образует с положительным направлением .оси 
абсцисс прямая 2х+2у-5=0?' 

69. Определить площадь треугольника, 09разованного прямой' 
4х+ 3у-36 = О с осями координат. 

70. Можно ли уравнение прямой 20х +- 2ly = О записать в отрез
ках? 

71. Построить прямые: 1) 4х-5у+15=0; 2) 2х-у=0; 3) 7х
- 10 =0; 4) 2у+3 = О. 

72. Составить уравнение прямой, отсекающей на оси ординат 
отрезок Ь = 1 и образующей с положительным направлением оси 
абсцисс угол а = 2л/3. 

73. Прямая отсекает на осях координат равные положительные 
отрезки. Составить уравнение прямой, если площадь треугольника, 
образованного прямой с осями координат, равна 8 кв. ед. 

74. Составить уравнение прямой, проходящей через начало коор
динат и точку А (-2; -3). 

75. Составить уравнение прямой, проходящей через точку А (2; 5) 
и. отсекающей на оси ординат отрезок Ь = 7. 

76. Составить уравнения прямых, проходящих через точку 
М (-3; -4) и параллельных осям координат. 

77. Составить уравнение прямой, отсекающей на осях координат 
равные отрезки, если длина отрезка прямой, заключенного между 

осями координат, равна 5 V2'. 
5. Угол между прямымн. Уравненне JlI7RМОЙ, проходящеА через две точки . 

Острый угол /rU!жду nрямы.мu y=k1x+b1 JII y=k2x+bz определяется-по формуле 

tg а=/ t+kt7J (1.) 

у слооие nараллельностu прямых иыеет вид k1 = !/'2' 
Условие tJi!оneндUКЧАЯf)носmц прямых имеет аид ki.=-I/kf.' 
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Уравненце nРЯАtOй, имеющей угловой коэффuциент k /l проходя щей череэ mOllКY 
М (х1 ; Yl), записывается в виде 

Y-Yf=k (Х-Хl)' (2) 
Уравнение прямой, проходя щей через точкц Mi (Xi; Уl) и М2 (Х2; У2), записы

вается в виде 

Y-Yi = X-:-Xi, 
У2-Уl Х2- Хl 

(3) 

И угловой коэффициент этой прямой находится по формуле 

k=Y2-Уi. (4) 
Х2-Хl 

Если Хl =Х2' то уравнение прямой, проходящей через точки Mi и М2 , имеет 
вид Х=Хl ' 

Если Уl = У2, то урав'нение прямой, проходящей через точки М! и М2 , имеет 
вид Y=Yi. 

6. Пересеченне прямых. Расстояние ' от точки до прямой. Пучок прямых. 
Если A1/ А 2 1= 81/82' то координаты точки пересечения прямых А1х+81У+С1 =0 
И А2х+ 82у+ С2 = о находятся путем СОIJместного решения уравнений этих прямых. 

Расстояние от точки М (хо; Уо) до прямой Ах+8у+С= о находится по формуле 

d= I Axo+8Yo+CI • (1) 
УА2+82 

Биссектрисы углов ~Iежду прямыми A1x+8IY+Ci=0 и А2х+82у+С2 =0 
имеют уравнения 

A1x+8t y+ С! ± А 2х+82у+ С2 О. 

VAi+8: VA~+8~ 
(2) 

Если пересекающиеся прямые заданы уравнениями A1x+8IY+Ci=0 и 
А2х+82У+С2=О, то уравн~ние 

Аlх+81У+Сi+ЧА2х+82U+С2) =0, (3) 

где л-числовой множитель, определяет прямую Лl/НИЮ, проходящую через точку 
пересечения заданных прямых. Давая в последнем уравнении'},. различные значе· 
ния, будем получать раЗЛИЧljые прямые, принад.~ежащие ПУЧКУ nРЯАIЫХ, центр 
которого есть точка пересечения 'Заданных прямых. 

78. Определить острый угол между прямыми у = -3х+ 7 и 
у=2х+ 1. 

6. Полагая k1 =-3, k2 =2 в формуле (1) п . 5, получим 

I 2-(-3) I n ... 
tgrp = 1-(-3).2 =1, т. е. <"р='4'-

79. Показать, что прямые 4x-6у+7=О и 20x-30у-ll=О 
параллельны. 

(\. Приведя уравнение каждой прямой к виду с угловым коэффициентом, 
получаем 

у=(2/3)х+7/6 и у=(2/3)х-11/30. 

Угловьiе коэффициенты этих прямых равны: ki = k2 = 2/3, т. е. прямые парал
леЛЬНbl. А 

8с. Показать, что прямые 3x-5у+7=О и 10х+6у-3=О пер
пендикулярны. 
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~ После приведения уравненнй к виду с угловым козфрициентом получаем 

у=(3/5}х+7/5 и у=(-5/3)х+1/2 .. 

Здесь ki=3/5, kz=-5/3. Так как ki.=-I/k2 , то прямые перпендикулярны ... 

81. Составить уравнение прямой, проходящей через точки М (-1; 3) 
и N (2; 5). 

~ Полагая Xl = -"1; Yi = 3, Ха = 2, Уа = 5 в уравненин (3) 11; 5; получаем 

у-3 х+1 у-3 х+1 
5-3=2+ 1 j или -2-=-3-' 

Итак, искомое уравнение имеет вид 2х-3у+ 11 =0. 
Полезно проверить, что уравнение составлеио верно. Для этого достаточно 

показать, что координаты точек М и N удовлетворяют уравнению прямой. Дей
ствительно, равенства 2(-1)-3.3+11=0, 2.2-3.5+11=0 выполняются тож
дественно. А 

82. Составить уравнение прямой, проходящей черезточки А (-2; 4) 
и В (-2; -1). 

6. Так как xi=xz=-2, то прямая имеет уравнение х=-2 (параллельна 
осн ординат). А 

83. Показать, что прямые 3х-2у+1 =0 и 2х+5у-12=0 пе
ресекаются, и найти координаты точки пересечения. 

~ Так как 3/2 t= (-2)/5, то прямые пересекаются. Решив систему уравнений 

{ 
3х-2у+l =0, 
2х+5у-12=О, 

находим х'= 1, у= 2, т. е. прямые пересекаются в точке (1; 2). А 

84. Определить расстояние от точки М (хо ; Уо) до прямой Ах + 
+ Ву+С=О, не пользуясь нормальным уравнением прямой. 

6. Задача сводится к определению расстояния между точками М (Хо: Уо) и 
N, Где N -основание перпендикуляра, опущенного из точки М на данную -пря
мую. Составим уравнение прямой MN. Так как углов:>А коэффициент заданной 
прямой равен -А/В, то угловой коэффициеит примой MN равен В/А (из условия 
перпендикулярности) и уравнение последней имеет вид y--!/о=(В/А) (х-хо). эте 
уравнение может быть перепнсано в виде (Х-Хо)/А=(у-уо)/В. . 

Для определения координат точки N решим систему уравнений 

Ах+Ву+С=О, (х-хо)/А=(у-уо)/В. 

Введем вс~омогательную неизвестиую t: 

(х-хо}/А = (у-уо)/В = е. 
Тогда x=xo+At, у=уо+ве. Подставив эти выражения в уравнение данной пря
мой, получим А (Xo+Af)+B (Yo+Bf)+C=O, откуда 

t=- (Ахо +Вуо+С)/(А2+В2). 

Подставив теперь зиачение t в уравнения х=хо+ А' и У= yo+Bt, определим 
координаты точки N: 

19 



Остаекя определить расстояние между точками М и N: 

d= у (х-хо)2+(у_уо)2= 

= ' /( А Ахо+Вуо+С )2+(8 Ахо+Вуо+С)2 = I Ахо+8Уо+СI ... v А2+8 2 А2+В2 У А2+В3 

85. Определить расстояние от точки М (1; 2) до прямой 20х
-21у-58=0. 

6. d- 120·1-21 ·2-581 
- -'--, ~уr=4О==:ОО===+==;::44;=1----'-

120-42-581 
29 

1-801 _222 ... 
29 - 29'· 

86. дана прямая [:4х-3у-7=О. Какие из точек А (5/2; 1). 
В (3; 2), С (1; -1), D (О; -2). Е (4; 3). F (5; 2) лежат на этой прямой? 

6. Если точка лежит на прямой, то ее координаты должны У.1рвлетворять 
уравнению прямой. Имеем: АЕ!, так как 4(5/2)-3·1-7=0; Bft!, так как 
4·3-3·2-7 :F О; С Е {, так как 4·1-3 (-1)-7 =0; D ~!, так как 4·0-3 (-2)
,-7:f- О; ЕЕ/, так как 4.4-3.3-7=0; F ~l, так как 4·5-3·2-7 т= О ... 

87. Составить уравнение прямой. проходящей через точку 
М (-2; -5) и параллельной прямой 3х+ 4у+ 2 = О. 

6. Разрешив последнее уравнение относительно' у, получим у=-(З/4) X-I/2. 
Следовательно, в силу условия параллельности угловой коэффициент искомой 
прямой равен -3/4. Воспользовавшнсь уравнениеи (2) п. 5, получаем 

у-(-5) =(-3/4) [х-(-2)], т. е. 3х+4у+26=0.6, 

88. Даны вершины треугольника: А (2; 2). В (-2; -8) и 
С (-6 ;-2). Составить уравнения медиан треугольника. 

6. Находим координаты середин сторон ВС, АС и АВ: 
х'=(-2-б)/2=-4, у'.=(-8-2)/2=-5; A l (-4; -5); 

х"=(2-6)/2=-2, у"=(2-2)/2=О; 81 (~2; О); 

х'''=(2-2)/2=0; у"'=(2-8)/2=-3; С1 (0; -3). 
Уравнения медиан находим с помощью уравнения прямой, проходящей через 

две данные точки. Уравнение медианы AA 1 : 

(у-2) /(-5-2) = (х-2)/(-4-2), или (у-2)/7=(х-2)/6, т. е. 7х-6у-2=0. 

Находим уравнение медианы В8 1 ; поскольку точки В (-2; -8) и 81 (-2; О) 
имеют одинаковые абсциссы, медиана ВВ1 параллельна оси ординат. Ее уравне
нне х+2=О. 

Уравнение медианы СС.!: (у+2)/(-3+2)=(х+6)/(О+6), или х+6у+ 18=0.6, 

89. Даны вершины треугольника: А (О; 1); В (6; 5) и С(12; -1). 
Составить уравнение высоты треугольника, проведенной из вершины С. 

6 По формуле (4) п. 5 найдем угловой коэффициент cTopoHы А8; имеем 
k=(5-1) /(6-0)=4/б=2/3 . В силу условия перпендикулярности угловоА коэф
фициент высоты, проведенной из вершины С, равен -3/2. Уравнение этоА высоты 
имеет вид 

у+' =(-3/2) (x-12), или 3х+2у-34=0." 

90. даны стороны треугольника: х+3у-7=0(АВ). 4х-у
-2=0(ВС). 6х+8у-35=О (АС). Найти длину высоты. проведен
ной из вершины В. 
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.6, Определим координаты точки 8. Решая систему ура,!неН;l,iЙ х+Зу-7 = О 
и 4х-у-2=0, получим x=l, у=2" т. е. 8(1; 2). Находим длину высоты 88i 
как расстояние от точки 8 до прямой АС: 

18811= /6·1 +8.2-351 1,3 . .6. 

У62 +8а -

91. Определить расстояние между параллельными прямыми 3х + 
+у-ЗVI0=О и 6x+2y+5VI'O=O. 

6 Задача сводится к определенню расстояния от произвольной точки одной 
прямой до другой прямой. Полагая, например, в уравнении первой прямой х=о, 

получае1>l y=3YIO. Таким образом, М(О; 3УIО)-точка, лежащая на первой 
прямой. Определим расстояние точки М до второй прямой: 

d
-- 16.0+2.3 уТО+5 yiOl 11 уТО 

У36+4 2 YIO 
5,5 .• 

92. Составить уравнения биссектрис углов между прямыми 
х+у-5=О и 7х-у-19=О (рис. 8). 

6. Решим сначала эту задачу в общем виде. Биссектрисы углов, образован
ных двумя прямыми, являются, как известно, множеством точек, равноудаленных 

от этих прямых. Если уравнения заданных 
ПРЯ1>lЫХ А 1х+81У+С1 =0 И А 2х + 8 zy+ У 
+Cz=O (A1/Az:j: 81182, т. е. прямые не 
параллельны), то для всякой точки М (х; у), 
лежашей на одной из биссектрис, имеем (ис
пользуя фоРМУJIУ для определения расстояния 
от точки до прямой): __ .. 

I A1x+81y+C1 1 

VAt+8i 

I A2x+82y+Cz l 

V A;+B~ 

Поскодьку М (х; :У)-произвольная точка бис
сектрисы, ее можно обозначать просто через 

о 

М'{х, у). Учитывая, что выражения, стоящие Рис. 8 
в последнем равенстве '(юд знаком абсолютной 
в~личины, могут иметь разные знаки, получаем для одной из биссектрис уравне
ние 

A1x+B1y+Ci 

VAi+B; 

а для другой-уравнение 

А 1х+81у+С! 

VAi+Bl 

А 2Х+В2У+Са 
VA~+8~ I 

А 2х+82У+Са 

VA~+8~ 
Таким образом, уравнения обеих биссектрис можно записать в виде 

A1x+81y+C1 ± А 2х+82У+ С2=0. 

V Ai+Bi VA~+B~ 
Теперь решим поставленную конкретную задачу. Заменив Ai, 8}, Ci, Аи 
С2 их значениями из уравнений заданных прямых, получим 

х+у-:-5 ± 7x-y-19 . 
О, т. е. 5(х+у-5) ± (7х-у-19) =0. 

Уl+1 У49+1 
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Уравнение одной из , биссектрис записывается в виде 

5(x+y-5)+(7x-Y-19)=O, т. е. 3x+y-1I=OI 

, а уравнеиие другой - в виде 

5 (x+y-5)-(7x-y-19) =0, т. е. х-3у+3=0. А 

93. даны вершины треугольника: А (1 ; 1), В (10; 13), С (13; 6). 
Составить уравнение биссектрисы угла А. ' 

.6. Воспользуемся другим (по сравнеиию с решением, предыдущей задачи) спо· 
собом составления уравнения биссектрисы. 

Пусть D-точка пересечения биссектрнсы со стороной ВС. Из свойства бис· 
сектрисы внутреннего угла треугольника следует , что I BD 1: I DC 1=1 АВ 1: I АС 1. 
НО IABI=Y(IO-I)2+(I3-])2=]5, I ACI=Jf(l3-1)2+(6-1)2=13. Следо· 
вательно, 7.= I BD 1: I DC 1=15/ 13. Так как известно отношение, в котором точка 
D делит отрезок ВС, то координаты точки D определятся по форму.~ам 

10+(15/ 13) ]3 13+(15/ 13) 6 
х 1+15/13 ' У= 1+15/ 13 j 

или х=325/28, ч=259/28, т. е. D (325/28; 259/ 28). Задача сводится к составле· 
нию уравнения прямой, проходящей через точки А н D: 

у-I х-I 
259/28-1 325/28-1' т. е. 7x-9у+2=О. А 

94. даны уравнения высот треугольника АВС: х+ у-2 = О, 
9х-3у-4=0 и координаты вершины А (2; 2). Составить уравне
ния сторон треугольника. 

6 Легко убедиться в том, что вершина А не лежит ни на одной из задан
ных высот: ее координаты не удовлетворяют уравнениям этих высот. 

Пусть 9х-3у-4=О-уравнение высоты ВВ! И х+у-2=О-уравнение 
высоты CC l • Составим уравнение стороны АС, рассматривая ее как прямую, про-

ходs,uцую через точку А и перпендикулярную высоте 
у ВВх . Так к ак УГЛО!30Й коэффициент высоты ВВ1 равен 

3, то угловой коэффициент стороны АС равен -1 /3, 
т. е. kAc =-1 /3. Воспользовавшись уравнением пря· 
мой, проходящей через данную точку и имеющей 
данный угловой коэффициент, получим уравнение 
стороны АС: 

о 

Рис. 9 

у-2/3 

3-2/3 

у-2=(-1/3) (х-2), нли х+3у-8=О. 

Ана.'IОГИЧНО получаем kccx = -1, kAB = 1, и уравнение 
стороны АВ имеет, вид 

у-2=х-2, ' т. е. У=Х. 

Решив совместно уравнения прямых АВ и ВВХ ; 
а также прямых АС и CC l , на йдем координаты пер· 
шин треугольника : В (2/3; 2/3) и С (-1; З). Остается 
составить ура виение стороны ВС: 

х-2/3 
-1-2/3 ' т. е. 7х+5у-8=О. А 

95. Составить уравнения прямых, проходящих через точку 
М(5; 1) и образующих с прямой 2х+у-4=0 угол л/4 (рис. 9). 

6. Пусть УГ.'IовоЙ коэффициент одной из искомых прямых равеи k. Угло. 
вой коэффициент заданной прямой равен -2. Так как угол между этими пря-
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МЫМII равен 1tj4, то 

1t I k+2/ I k+2 r tg T = 1-2k l' т. е, 1= 1-2k ; 

откуда 

k+2 k+2 
1-2k=\ и 1_2k=-I. 

Рещая каждое из полученных уравнений, находи~ k=-I/З и k=3. Итак; 
уравнение одной ' из искомых прямых запишется в виде у-l = (-1/3) (х-5), т. е. 
х+3у-8=0, а уравнение другой прямой в виде у-I =3 (х-5), т. е. 3х-у
-14=0. А 

96. Найти' прямую, принадлежащую пучку 2х + 3у + 5 + л. (х + 
+ 8у + 6) = О и . проходящую через точку М (l; 1). 

6. Координаты точки М должны удовлетворять уравнению искомой прямой,. 
поэтому для определения л получаем уравнение 

2·\ +3·1 +5+л. (1 +8.\ +6) =0, или 10+ 15}, =0, 

т . е . л.=-2/З . Подставив значение л в уравнение пу чка, получим уравнение 
искомой прямой: 

2х+Зу+5-(2/З) (х+8у+6) =0, или 4х-7у+3=0. А 

97. НаЙТII прямую, проходящую через точ ку пересечения пря· 
мых 3x-4у+7=О и 5х+2у+3=О и параллельную оси ординат. 

6, Прямая принадлежит пучку 

3х-4у+ 7 +л (5х+2у+3) =0, т. е. (3+5л) х+ (-4+ 21.) у+(7 +3л) =0. 

Так как искомая параллельна оси ординат, то коэффициент при у должен быть 
равен нулю: ~+2л=О, т. е . Л=2. Остается подс,авить найденное значение л 
в уравнение пучка, откуда по,'учаем ИСКО~1Ое уравнение х + J = О .... 

98. даны стороны треугольника: х + 2у + 5 = О (АВ), 3х + у + 1 = 
= о (ВС) и х + у + 7 = О (АС). Составить уравнение высоты треуголь
ника, опущенной на сторону АС. 

6. Высота принадлежит пучку 
х+2у+5+Л(3х+у+J)=0, т. е. (1 +31.) х+(2+Л)у+(5+л.)=о . 

. 'Угловой коэффициент прямой пучка равеll- (1 + 3А)/(2+ л) ; так как угловой 
коэффицнент прямой АС равен-. l, то угловой КОЭффициеит искомой высоты ра
пен 1 и для определения л получаем уравнение-(l+З,_) /(2+Л)=J. Отсюда 
J +3л+2+л=0, т. е. Л=-З/4. Подста13ИВ найденное значение)" в уравнение 
пучка, получим искомое уравнение высоты: 

(\-~)X+(2-1)Y+(5-~)=O, Т.е. 5х-5у-17=0. А 
99. даны вершины треугольника АВС: А (О; 2), В (7; 3) и С (1; 6) . 

./". 

Определить ВАС = а. 
100. даны стороны треугольника: х + у - 6 = О, 3х - 5у + 14 = О 

и 5х-3у-14 = О. Составить уравнения его высот. 
101. Составить уравнения биссектрис углов между прямыми 

3х+4у.-20=О и 8х+6у-5=О. 
102. даны вершины треугольника: А (О; О), В (-1; -3) и С (-5; 

-1). Составить. уравнения прямых, проходящих через вершины 
треугольника и параллельных его ст?ронам. 
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, 103. С~тавить уравнения прямых, проходящих через точку 
М (2; 7) и образующих с прямой АВ, где А (-1; 7) и В (8; ---:2), 
VГЛЫ 450. 

. 104. Определить расстояние от точки М (2; -1) до прямой, от
секающей на осях . координат отрезки а = 8, Ь == 6. 

105. В треугольнике с вершинами А (3/2; 1), В(I; 5/3), С(3; 3) 
найти длину ВЫС01Ы, проведенной из вершины С. 

106. При каком значении т прямые 7х-2у-б = О, х+ 7у-8 = 
= О и mх + mу-.. 8 = О пересекаются в одной тоuю~') 

107. Даны середины сторон треугольника: А 1 (-1; -1), В1 (1; 9) 
и С1 (9; 1). Составить уравнения серединных перпендикуляров к 
сторонам треугольника. 

108. Найти острый угол, образованный с осью ординат прямой, 
проходящей через точки А (2; J;" З) и В (3; 2 VЗ). 

109. Точк!! А (1; 2) н С (3; б) являются противоположными вер
шинам~r квадрата. Определить координаты двух других вершин 
квадрата . 

11 0. На оси абсцисс найти точку, расстояние которой от прямой 
8х + 15у + 1 О = О равно 1. 

111. даны вершины треугольника: А (1; 1), В (4; 5) и С (13; -4). 
Составить уравнения медианы, проведенной из вершины В, и вы
соты, оп-ущенной из вершины С. Вычислить площадь треугольника. 

11 2. Найти прямые, принадлежащие пучку 2х+3у+6+Чх
-Sу- б) = О н перпендикулярные основным прямым пучка. 

113. Найти прямую, проходящую через точку пересечения пря
мых х+6у+5=О, 3х-2у+ 1 и , через точку М (-4/5; 1). 

114. Найти прямую, проходящую через точку пересечения пря
мых х+2у+3=О, 2х+3у+4=0 и параллеЛЬНУIЬ прямой 5х+ 
+8у= О. 

115. Найти прямую, проходящую через точку пересечения пря
мых 3х-у-l =0, х+3у+ 1 =0 и параллельную оси абсцисс. 

116. Найти прямую, проходящую через точку пересечения пря
MbL'{ 5x+ 3y+lO=0, x+y-15=O и через начало координат. 

117. Найти прямую, проходящую через точку пересечения пря
мых х + 2у+ 1 =0, 2х+у+2=0 и образующую угол 1350 с осью 
абсцисс. 

118. Составить уравнения прямых, проходящих через точку 
м (а; Ь) и образующих с прямой х+у+с=О угол 450. 

11 9. даны стороны треугольника: x-у=О (АВ), х+у-2=О 
(ВС) , у = О (АС). Составить уравнения медианы, проходящей через 
вершину В, и высоты, проходящей через вершину А. 

120. Показать, что треугольник со сторонами х + у Vз + 1 = О, 
х Vз + у+ 1 = О и x-у-lО = О равнобедренный. Найти угол при 
его вершине. 

121. даны последовательные вершины параллелcirрам~а: А (О; О), 
В (1; 3), С (7; 1) . Найти угол между его диагоналями и показать, 
что этот параллелограмм является прямоугольником. 

122. Даны стороны треугольника: x-у+2=0(АВ). х=2(ВС), 
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х + у-2 = О (АС). Составить уравнение прямой, проходящей через 
вершину В и через точку на стороне АС, делящую ее (считая от 
вершины А) в отношении 1: 3. 

123. Показать, что треугольник с вершинами А (1;1), В (2; 1 + 
+ VЗ), С (3; 1) равносторонний, и вычислить его площадь. 

J 24. Показать, что треугольник, стороны которого заданьi ура
внениями с целыми коэффициентами, не может быть равносторонним . 

125. Дана вершина треугольника А (3; 9) и уравнени я медиан : 
у-6=О и 3x-4у+9=О. Найти координаты двух других вершин . 

126. Составить уравнение гипотенузы прямоугольного треуголь 
ника, проходящей через точку М (2; 3), если катеты треугольника 
расположены на осях координат, а площадь треугольника равна 

12 кв . ед . 
127. Составить уравнения трех сторон квадрата, если известно , 

что четвертой стороной является отрезок . ПРЯМОЙ 4x+3y-12 =O. 
концы которого лежат на осях координат. 

§ З. КРИВЫ Е ВТОРОГО ПОР ЯДКА 

1. ОКРУЖIIОСТЬ. Окружность - это множество всех точек плоскости, равноуда

ленных от данной точка (центра). &ля r - радиус окружности, а точка С(а; Ь)-
ее центр, то уравнение окружности имеет вид . 

(х_а)2+ (у_Ь)2 = , 2• (1) 

В 'laСТНОСТИ, если центр окружности совпадает с нача.10М координат, ТО послед
нее уравнение примет вид 

Если в левой части уравнения (1) раскрыть скобки. то получится уравнение 
вида 

(2) 

rде 1=-2а. т.=-2Ь, n=а2 +Ь2_г2 • 
В общем сл/чае уравнение (2) определяет окружность, есл.и 12 +nz~ -4n > О. 
Если [2+ m -4n=О, то указанное уравнение определяет точку (-112; -т.j2). 

а если [2 + т. 2 -4n < О, то оно не имеет геометрического смысла. В этом ,случае 
говорят, что уравнение определяет мнимую окружность. 

Полезно помнить, что уравнение окружности содержит старшие члены х! и 
у2 С равными коэффициентами и в нем отсутствует Ч.~ен с произведением х на у. 

Взаимное расположение точки М (х\; YI) и окружности х2 +у2 = г2 опреде
ляется такими условиями: если xi + yi = г 2 , то точка М лежит на ОКР УЖНОСТII ; 
если x~ + у: > ,3, то точка М лежит вне окружности, и ест! x~ + y f < г 2 , то 
точка М лежит внутри окружности. 

128. Найти координаты центра и радиус окружности 2х2 + 2у2 -

-8х+5у-4=О. 

6. Разделив уравнение на 2 и сгруппировав члены уравнения, ПОЛУЧИМ 
x2 -4x+y2+(5j2) у=2. дОПОЛНИМ выражения х2-4х и у2+(5/2) у до полных 
I(вадратов, прибавив к первому двучлену 4 и ко второму (5/4)\1 (одновременно к 
правой части прибавляется сумма этих чисел): 

(х2-4х+4)+ (уа +~ У+ 25 ) = 2+ 4+ 25 
2 16 16' 
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или 

- (5)2 121 (х-2)2+ у+- =_. 
4 J6 

Таким образом, координаты центра окруЖf!ССТИ а = 2, Ь = -5/4, а радиус окр уж
ности , = 11/4. А 

12.9. Составить уравнение окружности, описанной около тре· 
угольника, стороны которого заданы уравнениями 9х-2у-41 =0, 
7х+4у+7 =0, х-3у+ 1 = 0. 

6. Найдем координаты вершин треугольника, решив совместно три системы 
уравнений: 

{ 
9х-2у-41 =0, { 9х-2у-41 =0, { 7х+4у+ 7=0; 
7х+4у+ 7=0; х-3у+ 1=0; х-3у+l=0. 

В результате получим А (3; -7), В (5; 2), С (-1; О). 
Пусть искомое уравнение окружности имеет вид (x_a)2+(y_b)z=,2. Для 

нахождения а, Ь и , напишем три равенства, подставив в искомое уравнение. 
вместо текущих координат координаты точек А, В I! С: 

(3-й)2+ (_7_0)2= ,2; (5-а)Ч-(2-Ь)2=,2; (_I_а)2+Ь2= ,2, 

Исключая ,2, приходим к системе уравнений 

{ 
(3_а)2+(_7_Ь)2=(5_а)2+(2_Ь)2, 
(3-а)2+(_7 _Ь)2= ( __ I_а)2+Ь2, и,1И { 

4а+ 18Ь=-29, 
8a-J4;=57. 

Отсюда a=3,J , 0=-2,3. Значение ,2 находим из уравненип (-I_a)2+b2 =,z, 
т. е. ,2 = 22, J. Итак, искомое уравнение записывается в виде (х-3, J)2+ (у+2,3)2= 
=22,J. А 

130. Составить уравнение окружности, проходящей через точки 
А (5; о) и В (1; 4), если ее центр лежит на прямой х+у-з=о. 

6 Найдем координаты точки М -середины хорды АВ; имеем ХА! = (5+ 1) /2=3; 
.IIm=(4 ·+-0)/2=2, т. е. М (3; 2). Центр окружности .1ежит на серединном пер
пендикуляре к отрезку АВ . Уравнение прямой АВ Юlеет внд 

(y-0) /(4-0)=(x-5) /(1-5), т. е. х+у-5=0. 

Так как угловой коэффиuиент этой прямой есть - 1, то углов()й коэффиuиент 
л~рпендикуляра к ней равен J, а уравнение этого перпендикуляра у- 2 = 1 Х 
х(х-3), т. е. х-у-I =0. 

Очевидно, что цен тр окружности С есть точка пересечения прямой АВ с ука
занным перпендикуляром , т. е . коорди наТbI иентра ОПfYeделяются путе~( решения 

СИСТбlЫ уравнений х+ у-5 = 0, х-у-I =0. Следовательно, .1:=2, У= 1, т. е. 

С (2; J). Радиус окружности ра вен длине отрезка СА, т. е.'= у (5-2)2+(1-0)2= 
= yiO. Итак, ис'комое уравнение имеет вид (x __ 2)Z+(y_J)2= 10. А 

131. Составить уравнение хорды окружности х2 +у2=49, деля
щейся в точке А (l; 2) пополам. 

6. Составим уравнение диаметра окружности , проходящего через точку А (J; 2) . 
Это уравнение имеет вид у = 2х. ИСКО~!аЯ хорда лерпендик улярна диаметру и 
проходит через точку А, т. е. ее уравнение у-2=(-1 /2) (х- J). И,1И х+2у
-5=0. А 

132. Найти уравнение окружности, симметричной с окруж
ностью xZ+y2=2x+4y-4 относительно лрямой х-у-з=о. 

/::, Приведеы уравнение данной окру_жности к каНQническо~(у виду (х - 1)2 + 
+ (!I-2)- = 1; центр окружности находится в точке С (1; 2) и ее радиус равен 1. 
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Найдем координаты центра С1 (ч; YI) симметричной окружности, для чего через 
точку С (1; 2) проведем прямую, перпендикулярную прямой Х-У-З = О; ее уравне
нне y-2=k (x-I), где 'k=-I/I =-1, откуда y-2=-x+l, или х+у-З=О. 

Решая совместно уравнения х--у-З=О и х+у-З=О, получим х=З,у=О, 
т. е. проек[tия точки С (1; 2) на данную прямую-·точка Р (3; О). Координаты же 
симметричной точки получим по фОРМУ'J'!ам координат с\!реДИНbI отрезка: 3 = 
=(1 +xl) /2, О=(2+ЦI)/2; таким обраэ~м, 1'1 =5, Цl =-2. Значит, точка C1 (5; -2)
центр симметричной 'окружности, а уравнение этой окружности имеет вид (х_52)+ 
+(у+2)2= 1 ... 

133. Найти множество середин хорд окружности х2+у2=4 (у+ 1), 
проведенных через начало координат. 

А Уравнен·не множества хорд имеет вид у=/гх. Выразим координаты точки 
пересечения xOfA с окружностью через k, для чего решим систему уравнений 
y=kx и х2 +у -4у"":"4 =0. По.'!учим квадратное уравнение х2 (k2+ 1)-4kx-4=0. 
Здесь Хl +Х2 =4k/(I +1:2). Но полусумма этих абсцисс дает абсциссу середины 
хорды, т. е. x=2k/(1 +k2), а ордината середины хорды y=2k2/(1 +k2). По
следние два 'равенства являются параметрическими уравненнями искомого 

множества точек. 
Исключив из этих равенств k (для чего достаточно в соотношении x=;:2k/(I +k2) 

положить k=y/x), получим х2 +у2_2у=0. Таким образом, искомым множеством 
также является окружносгь. .. ' 

134. Определить координаты центров и радиусы окружностей: 
1) х2 +у2_8х+6у=0; 2) х2 +у2+ IOx-4у+29=0; 3) х2 +у2_ 
-4х+ 14у+54=О. 

135. Найти угол между радиусами окружности х2 +у2+4х
- оу = О, проведенными в точки ее пересечения с осью Оу. 

136. Составить уравнение окружности, проходящей через точки 
А (1; 2), В (О; - 1) и С (-3; О). 

137. Составить уравнение окружности, проходящей через точки 
А (7; 7) 'и В (-2; 4), если ее центр лежит на прямой 2х-у-2=0. 

138. Составить уравнение общей хор
ды окружностей х2 +у2=16 и (х-5)2+ 
+у2=9. 

139. Составить уравнения касательных 
к окружности (х-З)2+ (у + 2)2 = 25, про
веденных в точках пересечения окруж

ности с прямой х-у+2=0. 
140. дана окружность х2 + уЗ = 4. Из 

ТОЧки А (- 2; О) проведена j хорда АВ, 
которая продолжена на расстояние I ЕМ 1= 
= I АВ 1. Найти множестВо точек М. 

!/ 

н 

I>ис. 10 

1. ЭМI8JC. Эллипсом назblВается множество всех точек плоскоcrи, сумма расстоя
ний которых до двух данных точек, называемых фокусаАtu, есть пеличина постоян
ная (ее обозначают через 2а), причем эта постоянная больше расстояния между 
~кусами. 

. Если оси координат расположены по отношенню к э.'!липсу так, как на рис. 10, 
а фокусы эллипса находятся на оси Ох на равных расстояниях от начала коор
динат в точках F 1 (с; О) И F 2 (- с; О), то получится nросmейщее (KaHOIiUI/ecKoe) 
уравнен.ие эллunса: 

( 1) 

27 



· Зд.~ср.а--:;-большаЯ"Ь-м~лая полуось эллипса, причем а, Ь и с (с-половина 
расстояния между фокусами) связаны соотношением a2'=b2 +Ci . ' " . 

Форма эллипса (мера его сжатия) характеризуется его эксцентриситетом' 
е=с/а (так как с < а, то е < 1). 

, Расстояния некоторой точки эллипса М от его фокусов называются Фокаль
Hb/.,l/U радиусами-вектора.ни этой ТОЧI{И. ИХ обычно обозначают ri и Г2 (в силу 
определения эллипса для любой его точки Гl+Г2=2а). 

В частном случае. когда а = Ь (с = О, е = О, фокусы сливаются в одной точ
ке-центре), эллипс превращается в окружность (с уравнением х2 +у2=а2). 

Взаимное расположение точки М (Xl; !Jl) н эллипса х2/а 2 + у2/Ь2 = 1 опреде

ляется условиями: если xila2+ у;/Ь2 = 1, то точка М лежит на эллипсе; если 
xi/a~+y;/b2 > 1, то точк а М лежит вне эллипса; если x~/a2+yi/b2 < 1, то 
точка М лежит внутри элmmса .. 

Фока.%ные радиусы-векторы выражаются через абсциссу точки эллипса по 
формулам rl =а-ех (правый фокадьный радиус-вектор) и Г2=а+ех (левый фо-
кальный радиус-вектор) . . 

141. Составить каноническое уравнение эллипса, проходящего 

через точки М (5/2; V6/4) и N (-2; VI5/5). 

6. Пусть ;,;2/а 2 + у2/Ь2 = I-искомое уравнение эллипса . Этому уравнению 
должны удовлетворять координаты данных точек. Следовательно, 

25 3 4 3 
4а2+ВЬ2=1, a~+5b2=1. 

Отсюда находим а%=10. bZ =I. Итак, уравнение эллипса имеет вид х2/10+ 
+у2= 1 ... 

142. На эллипсе x~/25 + у2/9 = 1 найти точку, разность фокаль
ных радиусов-векторов которой равна 6,4. 

143. Найти длину перпендикуляра, восставленного из фокуса 
эллипса х2/й 2 + у2;Ь2 = 1 к большой оси до пересечения с эллипсом. 

144. Составить уравнение прямой, проходящей через лёвый фокус 
и нижнюю вершину эллипса x2/25+y2J16= 1. 

145. Эллипс, отнесенный к осям, проходит через точку М (1; 1) 
и имеет эксцентриситет е = 3/5. Составить уравнение эллипса. 

146. Как расположены относительно эллипса х2/50 + у2/32 = 1 
точки М (7; 1). N (-5; -4), Р (4; 5)? 

147. Найти эксцентриситет эллипса, если фокальный отрезок 
виден из верхней вершины под углом а. 

148. На прямой х+ 5 = О найти точку, одинаково удаленную 
от левого фокуса и верхней вершины эллипса xZ/20 + у2/4 = 1. 

149. Пользуясь определением эллипса, составить его уравнение, 
если известно, что точки Р1 (О; О) И Fz(l; 1) являются фокусами 
эллипса, а длина большой оси равна 2. 

150. Составить уравнение множества точек, расстояния которых 
от точки А (О; 1) в два раза меньше расстояния до прямой у-4=0. 

151. Концы отрезка АВ постоянной длины а скользят по сто
ронам прямого угла. Найти уравнение кривой, описываемой точ- ' 
кой М, делящей этот отрезок в отношении 1: 2. 

3. Гиuербола. Гиперболой называется множество всех точеlC WIОСICОСТИ, абсоJПOТ
ная величина разности расстояний которых до двух даиных точек. называемых фо
кусами, есть величина постоя иная (ее обозначают через 20), причем эта постоян-



на!! меньше расстояния между фокусами. Если поместить фокусы гиперболы 
в точках F1 (с; О) И F2 (-с; О), то ПОЛУЧИТСII каноническое уравнение гиnерболbt 

(1) 

где b1 =ct _a2 . Гипербола состоит из двух ветвей и расположена симметрично 
относительно осей координат. Точки А] (а: О) и A z (- а: О) наэываЮТСII верши
HflМlI гиперболы. Отрезок А 1 А2 такой, что I А 1 А 2 1 = 2а, называеТСII действитель
ной осью гиперболы, а отрезок В1 В2 такой, что I В182 1 = 2Ь, -мнимой осью (рис. 11). 

Прпмаll называется асимптотой гиперболы, если расстояние точки М (х; у) 
гиперболы от этой прямой стремится к нулю при х _ + 00 или х _- 00. Гипер
бола имеет две асимптоты, уравнения 
которых и = ± (bja) х. у 

Для построения. асимптот гиперболы 
строят осевой прямоугольник гиперболы 

, со сторонами х=а, х=- а, у=Ь, 
у = - Ь. Прямые, проходящие через 

,противоположные вершины этого прямо

угольника, являются асимптотами ги

перболы. На рис. 1 I указано ,взаимное 
расположение гиперболы и ее асимптот. 
Отношен ие е = с/а> 1 называется эксцен
триситетом гиперболы. 

Фокальные радиусы-векторы правой 
ветви гипер60ЛЫ: '1 =ех-а (правый фа- Рис. 11 
кальный радиус-вектор), '2=ех+а (ле. 
вый фокальный радиус-вектор'). 

Фокальные радиусы-векторы левой ветви гиперболы: '1 = - ех+а (правый 
фокальныil радиус-вектор), '2 = - ех-а (левый фокальный радиус-вектор). 

Если а=Ь, то уравиеНllе гиперболы ПРИНlIмает вид 

х2_у2=а2 • 

Такая гипербола наЗЫRается равнобочноЙ. Ее асимптоты образутот прямой уго.'У. 
Если за осн коордннат принять асимптоты равнобочной гиперболы, то ее урав
нение примет вид ху = т (т = ± а2/2: при т > О гипербола расположена в 1 
и 1I 1 четвертях, при т < О-во 11 и IV четвертях). Так как уравнение ху = т 
можно переписать в виде у =.т! х, то равнобочнаll ги!!ербола является графиком 
обратиой пропорциональной зависимости между величинами х и у. 

Уравнение 

:: - t: = - 1 (или ;: - :: = I ) (2) 

также IIвляеТСII уравнением гиперболы, но действительной осью этоii гиперболы 
служит отрезок оси 0f, длины 2Ь. 

Две гиперболы х /а2_у2/Ь2 = I и х2 /а2 _ у2/Ь2 =_I имеют одни и те же 
полуоси и одни и те же асимптоты, но действительная ось одной служит мни
мой осью другой, и наоборот. Такие две гиперболы наЗЫl!ают соnряженнblМЦ. 

152. На правой ветви гиперболы x2Jl6- у2J9 = 1 найти точку, 
расстояние которой от правого фокуса Б ДБ~ раза меньше ее рас
стояния от левого фокуса. 

6. Для правой ветви гиперболы фокальные радиусы-векторы определяются 
по. формулам 'i=ex-a и '2=ех+а. Следовательно, имеем уравнение ех+а = 
= 2 (ех-а), откуда х=За/е; . эдесь а=4, e=c/a=Ya2+b2/a=Y16+9/4",-, 
= 5/4, т . е. х=9,6. 

Ординату находим из уравнеНИII гиперболы: 

y=±~ Yx2 16=± ~ y(~)a_16=± ~ущ. 



Таким образом,условию задачи удовлетворяют две точки: Mi (9,6; o,pyiТ§) 
п.Мz (9,6; :-0,6 Vi19) ... . 

153. Даны точки А (-1; О) и В (2; О). Точка М движется так, 

что в треугольнике ,АМВ угол)] остается вдвое больше угла А. 
Найти уравнение кривой, которую опишет точка М. 

6. Взяв точку М с координатами х и У, выразим tg В и tg А через коорди-
иаты точек А, В и М: . 

tgB=--У-=~. tgA=-У-. 
х-2 2-х' х+l 

Согласно условию, получаем уравиение tg B=tg 2А, т. е. tg B=2tg A/(I-tg2А). 
Подставив в это равенство н~йденные для tg В и tg А выражения, приходим 
к уравнению 

у 2у/(х+ J) • 
2-х 1':'-у2t(1+х)2' 

nOCJle сокращения на у (у:;!; О) и упрощения получаем x2 _ y2j3= 1. Иско~ая 
кривая - гипер60да ... 

154. Эксцентриситет гиперболы равен V"2. Составить просте.йшее 
уравнение гиперболы, проходящей через точку М (VЗ; V"2). 

6. Согдасно определению эксцентриситета, имеем cja=V2, или с2 =2а'. 
Но с2=а2+Ь2 ; следовательио, а2+Ь2 =2а2 , или а2 =Ь2 , т. е. гипер60ла равно-
60чная. 

Другое равенство получим из условия нахождения точки М на гиперболе, 

т. е. (V3)2ja2 _(V2)2jb2 =1, или 3ja2 -2/b2=1. Поскольку а2 =Ь2, получим 
3ja2 -2/a2 = 1, т. е. а2 = 1. 

Таким образом, уравнение искомой гцперболы иыеет вид х2_у2= 1 ... 

155. Составить уравнение гиперболы, проходящей через точку 
М (9; 8), если асимптоты гиперболы имеют уравнения У= 

= +(2V2/з)х. 
156. Найти уравнение гиперболы, вершины и фокусы которой 

находятся в соответствующих фокусах и вершинах эллипса х2/8 + 
+у'/5= 1. 

157. Через точку М (О; -1) и правую вершину гиперболы 
3х2 -4у2 = 12 проведена прямая~ Найти вторую точку пересечения 
прямой' с гиперболой. 

158. Дана гипербола х2-уа=8. Найти софокусный эллипс, про
ходящий через точку М (4; 6). 

159. Дан эллипс 9х2 + 25у2 = 1. Написать уравнение софокусноЙ. 
равнобочной гиперболы. 

160. Угол между асимптотами гиперболы равен 600. Вычислить 
эксцентриситет гиперболы. 

161. На левой ветви гиперболы х2/64- у2/36 = 1 найти точку, 
правый фокальный радиус-вектор которой равен 18. 

162. Составить уравнение гиперболы, если ее эксцентриситет 
равен 2 и фокусы совпадают с:: фокусами эллипса х2/25 + у2/9 = 1. 

30 



163. Найти фокальные радиусы-векторы гиперболы х2/16-!//9= 
= 1 в точках пересечения ее с окружностью х2 + у2 = 91. 

164. Доказать, что длина перпендикуляра, опущенного из фо
I\:уса на одну из асимптот гиперболы, равна мнимой полуоси . 

165. Доказать, что произведение расстояний от любой точки 
гиперболы х2_у2 = 1 до ее асимптот есть величина постоянная. 

166. Найти уравнение . множества точек, равноотстоящих от 
окружности х2 +4х+у2=0 И от точки М (2; О). 

4. Парабола. Параболой называется множество всех точе!( WlОClCости, равно уда
лениых от даивой тоЧПI, называемой фокусом, в даивой прямой, называемой 
дирекmpuсОЙ. Если диреприсой параболы является прямая Х- '-р/2, а фо"У-

сом - ТОЧ1С8. F(p/2; О), то уравнение параболы имеет вид у 

(1 ) 

Эта парабола расположена симметрично ОТНОСII
тельно оси абсцисс (рис. 12, где р > О). 

Уравнение 

(2) 

является.. у равнением параболы, симметричиой отно
сительно оси ординат. При р > О параболы (1) и 
(2) обращены в положительную сторону соответству-
ющей ОСII, а при р < О-в отрицате.~ьную сторо- Рис. 12 
ну. 

Длина фокального радиуса-вектора параболы у2 = 2рх оп'ределяется по фор
муле r=х+р/2 (р > О). 

167. Составить уравнение па раболы, симметричной относительно 
оси Ох, с вершиной в начале координат, если длина не которой 
хорды этой параболы, перпендикулярной оси Ох, равна 16, а рас
стояние этой хорды от вершины равно 6. 

6. Так как известны длина хорды и расстояние ее от вершины, то, следо· 
вательно, известны координаты конца этой хорды-точки М, лежащей на пара
боле. Уравнение параболы имеет вид у2 = 2рх; полагая в нем х = 6, f = 8, нахо
дим 82 =2р . 6, откуда 2р=32/З. Итак, уравнение искомой параболы у = 32х/3 . • 

168. Составить уравнение параболы с вершиной в начале коор
динат, lсимметричной относительно оси Оу и отсеl<ающей на бис-
сектрисе 1 и III координатных углов хорду длиной 8 V"2. 

6. Искомое уравнение параболы х2 = 2ру, уравнение биссектрисы УГ х. Таким 
образом, получаем точки пересечения параболы с биссектрисой: О (О; О) и 
М (2р; 2р). Длина хорды определяется как расстояние между двуыя точками: 

8 у2' = У 4р2+ 4р 3, откуда 2р = 8. Следовательно, искомое уравнение имеет внд 
х2 =8у. А 

169. Составить простейшее уравнение параболы, если известно, 
что ее фокус находится в точке пересечения прямой 4х-3у-4 = О 
с осью Ох. 

170. На параболе yZ= 8х найти точку, расстояние которой от 
директрисы равно 4. 

31 



171. Составить уравнение параболы с вершиной в начале коор
динат, симметричной относительно оси Ох и отсекающей от прямой 
у = х хорду длиной 4 v -![ 
. 172. Парабола у2 = 2х отсекает от прямой, проходящей через 
начало координат, хорду, длина которой равна 3/4. Составить урав
нение этой прямой. 

173. Составить простейшее уравнение параболы, если длина 
хорды, перпендикулярной оси симметрии и делящей пополам рас
стояние между фокусом и вершиной, равна 1. 

174. На параболе у2 = 32х найти точку, расстояние которой от 
прямой 4х + Зу + 1 О = О равно 2. 

у у' 

О, 

о 

Рис . !3 

н , 
I 
I 
r 

Рис. 14 

175. Состави-ть уравнение параболы с вершиной в начале ~oop
динат, симметричной относительно оси Ох и проходящей через точку 
М (4; 2); определить угол а между фокальным радиусом-вектором 
этой точки и осью Ох. 

§ 4. 11РЕОБРАЗОВАНИЕ КООРДИНАТ И УIlРОЩЕНИЕ УРАВНЕНИЙ 
КРИВЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

1. Преобразован'не координат. При переходе от системы коордииат хОу к ио
вой системе X'OlY' (направление осей каординат прежнее, за новое начало коор
динат принята точка 01 (а; Ь); рис. 13) связь между старыми и новыми коор
дината~1И некоторой точки М плоскости определяется следующими формулами: . 

х=х'+а, у=у'+Ь; (1) 
х' =х-а, у' =у-Ь. (2) 

С помощью формул (1) старые координаты ВbIражаются через новые, а с ·по
мощью формул (2)-иовые через старые. 

При повороте осей координат на угол а (начало координат прежиее, причем 
а отсчитывается против часовой стрелки; рис. 14) зависимость .между старыми 
координатами х, у и новыми х', у' определяется следующими формулами: 

х =х' .cos а-у' sin а, у = х' sin а+ у' cos а; 
х' =xcos a+ysin а, у' = -х sin а+у cos а. 

. (3) 
(4) 

176. Сделан параллельный ~перенос осей координат, причем но
вое начало расположено в 'точке 0i (3; -4). Известны старые коор
динаты точки М (7; 8). Определить новые координаты этой же точки. 

6. Здесь а=3, Ь=-4, х=7, у=8. По формулам (2) находим х'=7-3=4-; 
y'=8-(-4)=12. А 
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177. На плоскости хОу дана точка М (4; 3). Система координат 
повернута вокруг начала координат так, что новая ось прошла че· 

рез точку М. Определить старые координаты точки А, если известны 
ее новые координаты х' = 5, у' = 5. ' 

(:::.. Так как IOMI=Y4 2 +32 =5, то Sinct=3/5, cosct=4/5; тогда .формулы 
(3) преобразования координат дЛЯ ДС{lННОЙ задачи примут вид х = (4/5) х' -'- (3/5) у' , 
у=(3/5) х' +(4/5) у'. Полагая х' =у' =5, находим х= 1;.у=7 .• 

178. Система координат повернута на угол а = л/б. Определить 

новые координаты точки М (Vз; 3). 

t::.. Используя формулы (4), получим 

х' = VЗ cos (л/6) +3 slл (л/6) =3/2+3/2 =3, 

у' = - VЗ sln (л/6)+3 С05 (л/6) = - VЗ/2+3 VЗ/2= VЗ .• 

179. дана ТОЧI<а М (9/2; 11/2). За новые координатные оси при
няты прямые 2x-l=О (ось 01У')' 2у-5=О (ось.О1х'). · Найти 
I<оординаты точки М в новой системе координат. 

180. Дана точка М (4 V5; 2 V5). За новую ось абсцисс при
нята прямая у = 2х. а за новую ось ординат-прямая у = -О,5х, 
причем новые оси координат образуют с соответствующими старыми 
осями острые углы. Найти координаты точки М в новой системе. 

2. Парабола у= Ах2+ Вх + С" гипербола у= (kx + l)/(px+ ч). Уравне
ние вида 

у=Ах2+Вх+С 

преобразованием координат при параллельном переносе осей, т. е. по формула~1 
х=х'+а, у=у'+'Ь (а и Ь-координаты нового начала, х' и у'-новые коор
динаты), прео6разуется к каноничеСI{ОМУ виду уравнения параболы. 

Парабола, определяемая уравнением у=Ах2 +Вх+С, имеет ось симметрии, 
параллельную оси Оу (аналогнчно, уравнен не х=Ау2+Ву+С определяет пара-
болу с осью снмметрии, параJJлелыJйй оси Ох). . 

Дро6но-линейная функция 

y=(kx+'l)/(px+q) 

определяет равнобочную гиперболу, если kq-pl i= О. р i= (J; пре06разованием 
координат при параллельном переносе осей координат это уравнение преобрдзу
етея к каноническому виду уравнения равно60чной гнперболы ху = т, т. е. 
I{ уравнению равнобочной гиперболы, у которой оси координат являются асимп
тотами. При т > О ветви гиперболы расположены в 1 и 111 четверти, а при 
Jn < О-во 11 и IV четверти. 

18t. · Привести к каноническому виду уравнение па"раболы 
у=9х2-бх+2. 

(:::.. ЗамеlJИМ Х. на х' +а и у на у' + Ь: 
у' +Ь=9 (х' +а)2-6 (х' +а)+2, 

или 

у' = 9х,2 +6х' (3а-l) + (9а2-6а+ 2 -Ь). 

Найдем такие значения а и Ь, при которых коэффициент при х' и свободный 
член обратятся fI нуль: 3а-1=О, 9а2-6а+2-Ь=О, т. е. а=I/3, Ь=I. Сле
довательно, каноническое уравнение параболы имеет рид х,а = (1/9) у'. Вершина 
параБОJlЫ находится в точке 01 (1/3; 1) и Р = 1/18. 
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Другой способ решения таких задач заключается ' в том, что заданное урав' 
нение вида у=Ах2 +Вх+С (нли х=Ау2+Ву+С) приводится к В;JДУ (х-а)2 = 
= 2р \у-Ь) [соответственно (у-Ь)2=2р (х-а)]. Тогда точка 01 (а; Ь) служит 
вершиной параболы, а знак пара,метра р определит, в какую сторону-положи
тельную и,1И отрицательную соответствующей оси (Оу или OX)-lIаправлена па
рабола. 

Так, уравнение у=9х2-6х+2 преобразуется следующим образом: 

У=9(Х2 - ~ x+~ )-1+2; 

( 1)2 ( 1)2 1 у-I =9 х-з ; х-з =g,(y-I). 

OTCIQAa снопа получаем, что вершина параболы иаходится в точке 0i (1/3; 1), 
паРЗ\lетр р= 1/18, а ветвь парабоJtЫ направлена в положительную сторону 
оси~.. . . 

182. Привести уравнение гиперболы У = (4х+ 5)j(2x-l) к виду 
х' у' = k. Найти уравнения асимптот гиперболы относительно перво· 
Нqчальной системы координат. . , 

6. с помощью параллельного переноса осей координат. преобразуе~f данное 
уравнение к виду 

(у' +Ь) (2х' +2а-I) =4х' +4а+5, 
1f.1Н 

2х'у' +(2Ь-4) х' +(2а-1) у' =4a+b-2аЬ+5. 

Найдем а и Ь из условий 2Ь-4=0 и 2а-I =0, т. е. а=0,5, Ь=2. Тогда 
уравнение гиперболы в новой системе координат примет вид х'у' =3,5. Асимпто
таШI гиперболы служат новые оси 'координат, а поэтому их уравнения х' =0,5, 
у'=2. 

,Другой способ решения таких задач заключается в том, что уравнение вида 
y=(kx+l)/(px+q) преобразуется к виду (х-а) (у-Ь)=m; центр гиперболы на· 
ходится в точке 0i (а; Ь); ее асимптотами служат прямые х=а и у=Ь, знак т 
по·прежнему определяет, в каких углах между асимптотами находятся ветви ги

пербо.1Ь1. 
Так, уравнение y=(4x+5)/(2x-l) преобразуется следующим образом: 

2 ( х- {- ) у-4 (х- ; + ;) =0; 

(2х-1) у-(4х+ 5) =0; 2 (х'-':"'0,5) (у-2) =7. 

Значит, уравненне гиперболы пршзедено к виду (х-О,5) (у-2) =.3,5; центр 
гипербо.1Ы находится в точке 01 (0,5; 2), ветви' гиперболы расположены в 1 и III 
чеТЕертях между ее асимпто:гами х-О,5=0, у-2=0. А 

183. Привести к каноническому виду уравнения парабо.ц: 
1) У= 4х-2х2 ; 2) У= _х2 + 2х+2; 3) х= _4у2+ У; 4)х=у2 +4у+5. 

184. Преобразовать уравнения гипербол к виду х'у' =m: 
1) y=2xj(4x-I); 2) у=(2х+3)/(3х-2); 3) y=(IOx+2)/(5x+4); 
4) y=(4x+3)j(2x+ 1). 

3. Пятичленное уравненне крнвой второго ПОРIIАка •. Уравненне второй сте-
ПСНII вида 

(не содержащее '1ле.!а ХIj с произнедением координат) наЗblвается nяmuчленнbIМ 
i/paBHeHlIeJl крuвой. второго порядка. Оно опре.ll.eJIяет на плоскости хОу элл.ипс. 
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гиперболу или параболу (с возможными случаями распада и вырож;:tения этих 
кри-вых) с осями симметрии, параллельными осям координат, в зависимости от 
знака про изведения коэффициентов А и С. , 

1. Пусть АС > О; тогда определяемая этим уравнением кривая есть эллипс 
(Деiiсвительный, миямый или выродившийся В точку): при А =С ,mлипс превра
щается в окружность. 

2. Пусть АС < О; тогда соответствующая кривая является гипер60./Iоii, кото
рая может вырождаться в две пересекающиеся прямые, если левая часть урав

вения распадается на произведение двух линеАных множителей; 

Axl1 +Cy2+2Dx+2Ey+F= (аlХ+ ьш+сl) (azx+b,Y+C2)' 
3. Пусть АС=О (т. е. либо А=О, С;60, либо С=О, [А ;60); тогда уравне

яие определяет параболу, которая может вырождаться в две параллельные пря
мые (действительные различные, действительные сливwиеся или мнимые), ес.лн 
левая часть уравнения не содержит либо х, либо У (т. е. ес.ли уравнение имеет 
вид Axl +2D:t+F=O или Cyl+2Eg+F=0). 

Вид кривой и расположение ее на плоскости легко устаиавливаюТся преоб
разованием уравнения к виду А (Х-Хо)l1+ С (у_уо)2 = f (в случае А,С > О ИЛII 
АС < О); по виду получеиного уравнеиня обнаруживаются н случаи распада или 
вырождения эJIЛИПса и гипербоJlЫ. 

В случае невырождеиных кривых переносом начала координат в точку 
0i (хо; Уо) полученное уравнение э.лЛнпса или гипербоЛbl можно привести к кано
вическому виду. 

Случай АС=О подробно рассмотрен в предыдущем параграфе, поскодьку 
уравнение невы рожденной параболы здесь может быть записано в ви;tе 
y=alxl1+blX+C или х=ашl+ЬШ+Сi' 

185. Какую лииию определяет уравнение 4x\l+9y2_8x
-36у+4=О? 

6. Преобразуем данное уравнеuие следующим образом: 
4 (x l1 _2x)+9 (у!-4у) = -4; _ _ 

4 (х'-2х+ 1-1)+9 (у2-4у+4-4) = -4; 
4 (x-l)I+9 (y-2)1= -4+4+36; 4 (х-l)2+9 (у-2}2=36. 

Произведем параллельвый перепос осеА координат, приняв за новое начало 
координат точку О' (1; 2). _ Воспользуемся формулами преобразовання координат: 
х =х' + 1, у = у' +2. Относнте.llЬИО новых осеА уравнение кривой примет вид 

4х,2+9у,2=З6, или х,2/9+у,2/4= 1. 

Таким образом, заданная кривая является :mлипсоМ .• 

186. Какую линию определяет уравнение x l -9y'+2x+ 36у
-44=О? 

6. Преобраэуем данное уравнеиие так: 
(x l +2x+ 1-1)-9 (y1-4g+4-4) =44; 

(х+ 1)!-9 (у-2)I=44+ 1-36; (х:-+ 1)2-9 (у-2)' =9. 

Произведем параЛЛe-!JьныА перенос осей координат, приняв за новое начало 
точку 0'(-1; 2). Формулы преобразования коордннат имеют вид x=x'-I. 
у=у' +2. ПОсле преобразо~ания коордннат получим уравнение ' 

,r''1_9y l'=9, или x'z/9_y,z=l. 

Кривая является гиперболоii. Асимптотами этой гиперболы относительно новых 
осей служат прямые у' = ± (1/3) x r • А . . 

Установить, какие кривые определяются НИЖecJIедующими урав
нениями. Построить .чертежи. 

187. 36xt+36yt-36x~24y-23=O. 
188. 16х'+25у2-З2х+50у-359:=О. 



189.+x2-}y2-x+~ у-l =0. 

J 90. х2 + 4у"-4х-8у + 8 = О. 
J 9 J. х2 + 4у2 + 8у + 5 = О. 
J92. х2_у2_6х+ 10=0. 
193.2х2 -4х+2у-3=0. 
194. х2 -6х+8 = О. 
195. х2 +2х+5=0. 

4. Приведение к каноническому виду общего уравнения кривой второго по
рядка. Если кривая БТОРОГО порядка задана ураВllение~1 

Ах2 + 2Вху + Су2 +2Dx+ 2Еу + F = О, 

то, примеНИБ преобразование ПОБорота осей координат с ИСПО.~ьзованием формул 
х = х' cos а. - у' slп а., t,I = х' sln а. + у' cos а, . следует при на . ..,ежащем выборе сх 
освободиться Б уравнении от члена с произведением координат. 

Дальнейшие преобразования были· рассмотрены в предыдущем разделе. 
Случай распада кривой второго порядка на две прямые может быть легко 

установлен по исходному уравнению с.rreдующим образом: ~рассматривая уравне· 
Hlle как квадратное относительно у (предполагая, что ~оэффициент при .112 отли, 
чен от нуля), разрешают его относительно у; если при этом под корнем окажется 
точный ' квадрат некоторого двучлена ах+Ь," ТО корень ,!звлечется, и для у полу· 
'Iатся два значения: Yt=klx+bt ; Y2=k2x+b2 • Это И покажет, что кривая рас· 
падается на две прямые. 

Данное уравнение может быть ' разрешено и относительно .Х. Если в общем 
уравнении кривой БТОРОГО порядка А =с=о (естественно, что В #: о), то ука· 
занное уравнение определяет пару ПРЯМI>IХ тогда и только тогда, если B/D =2E/F. 
В этом случае левая часть уравнения раз.~агается на линейные множитеди. 

196. ПОI<аэать, что уравнение 9х2 + 24ху + 16y2 :-25 = О опреде-
ляет совокупность двух прямых. .-..... 

t:. Перепишем уравнение в виде (Зх+ 4.11)2_ 25 =0. Раздожив левую часть на 
~IНОЖИтели, получаем (Зх+4у+5) (Зх+4у-5) =0. Таким обраЗО~I, заданное 
уравнение определяет прямые Зх+4у+5=0 и Зх+4у-5=0 .• 

197. Покаэать, что уравнение 3x2 +8xy-3у2-14х-2у+8=О 
определяет совокупность двух прямых. 

t:. Перепишем уравнение в виде 3.112_2 (4x-l) у-'(3х2 -14х+8) =0. Разре· 
шим уравнение m:носительно .11. : 

4х-l ± У(4х-О2+(9х2 -42х+24) 4х-l ± (5х-5) 
.11= 3 ' И.1И .11= 3 • 

Получаем уравнения прямых у=Зх-2 и !I=(-х+4)/З. Эти уравнения 
ыожно записать Б виде Зх-у-2=О, х+3у-4=;=0 . .. 

198. Какая линия определяется уравнением ху+ 2х-4у -8 = О? 

6.. Запишем уравнение Б виде х(у+2)-4 (у+2)=О, ИЩI (х-4) (у+2) =0. , 
Таким образом, уравнение определяет две прямые х-4=0 Ii у+2=0, одна из 
которых параллельна оси Ох, а другая параллельиа оси 0.11 . .. 
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199. Привести к каноническому виду уравненпе 

5х2 + 4х у + 8у2 + 8х + 14у + 5 = (). 



6, 1. Пре06разуем это уравнение, ВОСПОЛЬЗОЩIВШИСЬ формулами (3) п. 1 
попорота oct!1i координат. Имеем 

5 (х' cos а-У"SIЛ а)2+4 (х' cos а-у' slл а) (х' slл а+у' С05 а)+ 
+8 (х' slл а+у' cos а)2+8 (x'cos а-у' slл а)+ 14 (х' slл а+у' С05 а) +5=0; 

или 

(5 С052 а+4 5lл а cos а+8 Slл' а) Х"+ (5 slл 2 а-4 slл а cos а+8 С053 ct) у,а+ 
+ [6 SIл а cos а+ 4 (cos2 а-slл2 а)] х'у' + (8 cos а+ 14 SIл а) х' + 

+ (14 С05 а-8 slл а) у' +5 = О. 
Накдем а из условия 4 (С052 а-slл2 а) +6 slл а cos а =0, т. е. приравняем 

нулю коэффициент при х'у'. Получаем уравнение 2tg 2 a-3tga-'-2=O. Отсюда 
tgal=2, tgaa=-1/2. 

Заметим, что эти значения tg"a соответствуют двум взаимно перпендикуляр
ным направлениям. Поэтому, в.3яв tg -а = 2 
вместо tg а=-1/2, мы только меняем ролями У 
ОСИ х' и у' (рис. 15). 

Пусть tg а=2, тогда slл а= ±2! У5. 
cos а = ± I/У5; ВОЗЬМем положительные зна
чения SIл а и cos а. Тогда уравнение принима
ет вид 

36 2 
9х,а+4у,а+ ys х'-У5 У' +5=0. 

или 

I 
I 
I 
Рос; 15 

9 (х'2+ :5 Х')+4 (у,а_ 2~5 у' )=--5. 
2. Выражения в скобках дополним до полных квадратов: 

( , 2)\\ (, 1)2 33 1 
9 х + У5 +4 у -4 ys =5+20-5. 

н., и 

9 ( х' + ;5 y~ 4 ( у' - 4 ~Б У = : ~ 

.... ... 

Приняв за новое начало точку О' (-2!УБ; 1/(4 у5)), применим формулы пре
образования координат х' =х" -2!У5, у' =if+ 1/(4 УБ); получим 9х"\\+4у"а = 

~ ~ . . 

=9/4, или 174+ 9/16 = 1 (уравнение эллипса) .• 

200. Привести к каноническому виду уравнение 
6ху+8у2-12х-26у+ 11 =0. 

~ 1. Преобразуем это уравнение, воспользовавшись формулами (3) п."1 
поворота осеli координат: 

или 

6 (х' cos а-у' slл а) (Х'SIл а+ у' cos а) +8 (х' slл а+у' cos а)2_ 
-12 (х' СО5 а-у' slл а) -26 (х' sln а+ у' cos а) + 11 = О, 

(6 slл а cos а+8 81пl а) x,II+(8 cosl! а-6 slл а cos а) у,2+ 
+ [16 81л а cos а+6 (С052 a-sln\\ а)] х' у' .-

- (12 С05 а+26 slл а) х' -(26 cos а-12 slл а) у' + 11 =0. 
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Прнравнивая нулю коэффициент при х'у', имеем 

16sшасоsа+6(соs2 а-sm2 Ct)=О, или зtg2 а-8tgа-З=0. 

Отсюда tgai=3, tgctz=-I/З; примем tga=3, тогда sma=±3/YI0, 
COSCt= ± l/YIO; возьмем положительные значения sm а и cos а. Тогда уравне
ние принимает вид 

или 

9 (х'2_ YIO х,}_(у,2_ YIO у')=-Il. 

2. Выражеиии в скобках дополним до полных квадратов: 

9(Х' _~10)2 _(у' _ ~10)2 = ~ ~ ~ _II~ 
или 

9(x'-У2iO)'-(у,- ~10)'=9. 
Приняв за новое нача.'10 точку о' (у 10/2; У 10/2), применим формулы преобра
эования координатх'=х"+УIО/2, y'=y"+YIO/2; получим 9х"2_у"2=9, или 
)(3 _!/,' f9 = 1 (уравнение гиперболы). А 

201 •. Привести к каноническому виду уравнение 

х2_2ху+ y'-10x-6U+ 25 =0. 

А 1. Преобразуем уравнеиие с помощью формул поворота осеА: 

(х' СО5 а-у' sln а)'-2 (х' соз а-у' sln а) (х' sm а+ у' cos а) + 
+ (х' sln а + у' cos а)I"7.1 О (х' cos а - у' sln а) -6 (х' sin а + у' cos а) + 25 = О, 

или 

(соз' а-2 sm ~ соз a+s!n2 а) х"+(в!n2 а+2 sm ct cos a+cosz <Х) у'!+ 
+2 (5!n! a-cos2 <Х) х'у' -(10 СО5 а+6 sm <Х) х' +(10 sln а-6 cos а) у' +25=0. 

Прнравннвая нулю коэффициент при произведении х'у', имеем (25m! a-cos' а)=О, 
откуда tg2a=I, т. е. tgal=I, tga2=-I. Возьмем tgCt=I, откуда а=л/4 и 
sln <Х= IIYf. соз а= I/Y2". Тогда уравнение принимает вид 

2y,2_8yf х' +2 У2 у' +25=0, или 2 (У,И+ yf у')-8 yf х' +25=0. 

2. Выражение -в скобках дополним Д) полного квадрата: 

2(у' + ~2)' =8 yf х'-24, или (у' + ~f)2 =4 У2 (х' -;2). 
Приняв за новое начало точку О' (3 /y.~; -у2/2), применим формулы преобра
зования координат х' =х"-зуf, у' =-=!I'+ У2/2; получим у"=4 У2 х" 
(уравнение параболы). А 

Показать, что нижеследующие уравнения определяют кривые, 
распадающиеся на пару прямых, и найти уравнения этих прямщс: 
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202. 25х' + 10xy + y'l-l = о. 
203. х2 +2ху+у2+2х+2у+ 1 =0. 
204 .. 8x'-18xy+9y'+2x-l=0. 



Привести к каноническому виду уравнения следующих l<РllВЫХ: 

205. 14xz+ 24xy+21 yz-4x+ 18у-139 = о. 
206. 4ху+3у2+ 16х+ 12y-36=O~ 
207. 9х2 -24ху+ 16у2-20х+ 110у-50 = о. 

§ 5. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКОВ 
И СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С ДВУМЯ 
И ТРЕМЯ НЕИЗВЕСТНЫМИ 

J. ОпределитеJJИ второго порядка и системы линейных уравнений. Оnреде,l/I

тель вmoрого порядка, соответствующий таБJJице ЭJJементов (:: ~:), определяется 
равенством 

'~~ ~~ l=a1bz-a2bi . 

Система двух линейных уравнений с двумя неизвестными 

{ 
alx+~]Y=Ci, 
а2Х + Ь2У = С2; 

'ai bi I если ее опредеJJитель D = I а2 Ь2 :;t:. О, имеет единственное решение, которое нахо-

дится по формулам Крамера 

(1) 

Ecmr оDpeделвте.ль D-O, то система JDIJUIeтc. либо весов"ествоl, либо веоп
редeлeВ8D1. В последне .. случае система СВОДВТС. J: одному ураввеввю (например, 

первому), второе же ураввевве JDIJUIeтc. CJJeдI::ТВие .. первого. 
Условие' несовместн'ости системы можно записать в виде Gi/Gz = bi/bz :;t:. Ci/C2; 

а условие неопределенности-в виде аl/а9 = Ь 1/ЬИ =Ci/Cz, 
Линейное уравнение называется однородlШМ, если свободный член этого урав

нения равен нулю. 

Рассмотрнм систему двух линейных однородных уравнений с тремя неиз
BecTHbIMIJ 

{ 
Glx+blY+ClZ=O; 
й2Х+ bzY+C2Z = О. 

1. Если ai/a2 = Ь 1 /Ь2 =Ci!C2' то система сводится к одному уравнению (напри
мер, первому), из которого одно из неизвестных выражается через два других, 
значения которых остаются произвольными. 

2. Еслн условие Gl/aa=b1/b 2 =Cl/CZ не выполнено, то 'решения системы нахо
дятся по формулам 

X='lb
b

2

i Cil. t ; y=_lai Ci/. t ., z=lai b1!.t, (2) 
Са az Са аа Ьа 

где t может принимать любые значения. Этн решения можно записать также 

в виде 

х у z t. 
J Ь! Сl/ _/йi С! I I аl Ь1 / 
ы� СI аи СI . а2 Ь• 



· При этой форме записи решений следует помнить, что если один НЗ ЗН~~lена
те.~еЙ обращается в нуль, то С.1едует приравнять иулю и соотвеТСТБУЮЩИ!1 ЧIlС
литель. 

208. Решить систему уравнений 

{ 
(а+ Ь) х-(а-Ь) у=4аЬ, 
(а-ь) х+ (а+ ь) у = 2 (а2 _Ь2). 

ь. Находнм определитель D системы и определители Dx. " Dy, входящие 
в Чllслители формул (1): 

D=I а+Ь ~ (а-Ь) 1=<a+b)2+<a-Ь)Z=2 (а2+Ь2) 
а-Ь а+Ь . , 

D -1 4аЬ -(a-b)l_ 2Ь 2 2аЗ_2 2Ь_ 
"'- 2(а2-Ь2) а+Ь -4а +4аЬ + Q 

-2аЬ 2 + 2Ь3 =2 (а3 +а2Ь+аЬ2+ЬЗ) =2 (а2 + Ь2) (а+ Ь), 

Dy=I:+: 2(a;~b2) 1==e2a3+2a2b-2аЬ2-2Ь3-
-4а2Ь+4аЬ2 =2 (аЗ_а2Ь +аЬ2- Ь3) =2 (а2 + Ь2) (а-Ь). 

Отсюда x=Dx/D=a+b, Y=Dy/D=a-ь. А 

209. Решить систему линейных однородных уравнений 

{ 
3x+4y+5z=O, 
x+2y-Зz=О. 

Ь. Используя форму.~ы (2), находим 

x=l~ _~I·t=~22t, y=:...I~_gl·t=14t, z=!~ ~1·t;,:,2t. 
где t можно придавать .'1юбые значеНlfЯ. А 

Решить системы уравнений: 

210. { 5х- 3у= 1, 
211. { 2х+у= 1/5. 

х+11у=6. 4х+2у= 1;3. 

212. { ax-Ьу=а2 +Ь2 , 213. { 3х+2у= 1/6, 
Ьх+ау=а2 +Ь 2 • 9х+6у= 1/2. 

214. { х-2у+ z= О, 
Зх-5у+2z=О. 

215. { xcosa-ysina=cos2a:. 
х sin а+у ФS а =sln 2а:. 

216. { a2x-2(а2 +Ь2)у+Ь2z=О. 
2x+2y-3z=О. 

М/lНОРОМ данного элемента определителя третьего порядка называется опре
делитель второго порядка, который получится, ес.~И в исходном опредмите.~е 
вычеркнуть СТРО!'У и столбец, содержащие данный элемент. АлгебраuчеСК/lМ до-
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llолненuе.1l данного элемента называется его мииор,. умноженный на (-=-I)/!, где 
k-сумма номеров (ТРОКII " сто.1бuа, содержащих данный элемент. 

ТаКЮI образом, знак, КQТОРЫЙ при этом ПРИПИСЫllается минору cooTBercr
вующего Э.1емента опреде.1J(те.1Я, опреде.1яется CJIедующей таблицей; 

1+ + +1·· +-+ 
в приве;tенном выше-равенстве, выражающем определитель третьего порядка, 

в правой часТII стоит сущш произведений э.~~ыентdв I-й строки опреде.'lIIтеля на 
1111: а.lJгебраические ДОПО.lиеНIIЯ. . 

т е О р е м а 1. Определитель третьего порядка равен сумме nРОUЗ8eдений 
элеАlенmов любой его строки IIли столбца на их алгебраические дополнения. 

Эта теорема ПОЗВО.lяет вычислять зиачение определителя, раскрывая его по 
элементам ЛlOбой его CTPOKft 11.111 столбца. 

т е о р е м а 2. СУМА/а проuзеедений элементов какой-либо строки (сmoлбца) 
onределител.ч на алгебраические дополнения элементов друmй строки (столбца) 
разна НУЛЮ. 

С в о Ji с т в а оп ред е.1 и т е л ей. 
1 о. Определитель не иЗАlенится, если строки определителя заменить сriuмб-

qllAlU, а столбцы-соответствующими строками: \ 
~. Общий АIНОЖllтель элементов кqкай-нибудь строки (или сmoлбца) .может 

быть 8tJIнесен за знак ОllределитеАЯ. 
30. Если элеАlенты одной строки (сmoлбца) определителя соотвеmcт'венно 

равны Эlli!жнтаj' другой строки (столбца), то определитель равен НУЛЮ. 
40, При nepecmaH08l\e двух строк (столбцов) опредеJШтель меняет знак на 

llротuвоположныЙ. . 
50. Определитель не IIЗ.,сеН//(I1СЯ, если к Эlli!ментам одной строки (сmoлбl{а) 

прибавить соответственные элементы друmй строки (столбца), умноженные на 
одно U то же 'ЧШ:ДО (теорема о '.'1инеЙноЙ комбинации · параЛ.IJельны;tl: рядов . опре
делитС.'!я) . 

Решение системы трех .~IIHeiiHblx уравнений с TpeMII неизвестными 

( alx +blY+ClZ =d1 , 

~ a2x + b2Y+C2Z=dz, 
t азх+Ьэу+сзz=d& 

нахо;щтся по фоРМУJJа~l Kpa~!epa 

x=J»;/D, y=Dy/D, z=Dz/D, (1) 
где 

"
При этом преДПО.'1агается, что D;c: О (если D =0, то исходная система JIНбо 

неопределенная, либо иесовыестная). 
Если система однородная, т. е. имеет вид 

{ 

аlХ+ b1Y+CIZ =0, 
а2Х+ b2!l+c~z=P, 
аэх+ ЬзУ+СзZ = о, 

11 ее опреде.'IIIтель ОТ.~нчен от НУJIЯ, то она имеет единственное решение х = О, 
у=О, г=·О. 

Если же определите.'1Ъ o':I.НO/)oДHoA системы равен нулю, то систе~!а сводится 
либо к двум незаВИСИ~!ЮI уравнениям (третье является нх следствием), либо к 
одному уравнению (осТа.'Iьные два являются его следствиями). Первый CJIучай 
имеет место тогда, когда среди миноров определителя однородной системы есть 
хотя бы один отmlчныli от Н)'.1Я, nторой-тогда, когда все миноры этого опреде· 
лите,fJя panHbl нулlO, 

/ 
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в обоих с.1У'lаях (01. П. 1) однородная снстеЩI Юlеет беСЧIlС.lенное ~1I!vжеСТЕО 
реше)IfIЙ. 

217. Вычислить определитель третьего порядка 

'
-~ ~ ~I· 

7 з 6 

218. Вычислить тот же определитель на основании Teope~lbI 
о линейной комбинации элементов строк (столбцов). 

6. К элементам I·Й строки прнбаnим соответствующие Э.lе'lенты 2·1"1 СТРСКII, 
умноженные на 5, а к элеыентам з·й СТРОКII-соотnетствующие Э.lе'lенты 2·Й стро, 
ки, умноженные на 7: 

1
_ ~ ; ~ 1 = 1-~ 1.; 2: 1-7 3 6 О 17 34 

Разложив определите,lЬ по эnе'lеНТЮI ) - го столбца, по.'rучае." 

I -~ I~ 2~1=0'11; з:1+1.1:; ~;1+0 ' 11; 2~1=IЗ,34-17,22=68.A 
О 17 34 
219. Решить систему уравнснпй 

6. По фор.\I)'ЩЩ (1) 

18 2 -ll 10 2 4 3 
Х= 

I~ 
2 

-il 2 3 

I~ 
8 
-il 10 

4 
У= 14 

1I 2 I~I 3 2 4 3 
г= 14 

( x+2Y-t-z =8 .. 
~ 3х-;2!1-;-г = 10, 
t ·4x-,-3y-2z=4. 

наХОДЮI 

81; 11_21]0 11+1./10 21 -2 4 -2 4 3 
1.12 ] 1_213 3 -2 4 11+1·/3 -2 4 ;1 
l'll~ 11_813 

-2 4 11+1·/3 -2 4 I~I 
]4 

1·1; 1~1-21~ 1~1+81: ;/ 
14 

]4 
14=1, 

28 
-<) 14 --, 

220. Решить СlIстему линейных однородных уравнений 

(4х+ У+ г=О, 
~ х-j-ЗУ+ г=О, 
l х+ у+2г=0. 



6. Здесь D = 1 ~ ; ~ 1· Для. вычислеиия этого определителя к элемеитам 
, I I 2 

I·Й строки прибаВИ~1 эдемеиты 3-й строки, умноженные на -4, а к элементам 2-й 
СТРОКII-Э.lементы Зой строки, умноженные на -1: 

D=I~ -~ -rl=I'I-~ =~1=17. 
Так как D =F о, то система имеет TOДЬK~ нулевое решение x=y=z=O. А 

221. Решить систему уравнений 

6. Iы1е~(( 
{
3Х+2У- z=O, 
x+2y+9z=O, 
х+ y+2z=0. 

D=11 ~ -il=ЗI~ ;1-21: ;I-l'n ~1=-15+14+1=0. 
с.lе,J:оватедьно, ~исте~(а И~lеет решения, отличные от Hym~BOГO. Решаеы систему 

первых ДВУХ уравнений (третье уравнение явmiется ИХ с.lедс·твне~l): 

{ЗХ+2У- z=O, 
x+2y+9z=0. 

ОТCJща по форму.lам (2) п. 1 получаем 

х = 1; - ~ 1· t = 20t, у = -1 ~ - ~ 1· t = - .28t, z = 1 ~ ; 1· t = 4t. А 

1з1 27 -211, 222. Вычислить определитель разложив его по эле-
2 3 -7 

менчш З-й СТРОI<И. 11 1 11 
223. Вычислить определитель 2 3 4, использовав теорему о 

4 9 16 
линеЙНО!I Iюмбинации строк (столбцов)_ 

224. Вычислить определитель 1; а~з b~41· 
2 с+3 d+4 

Решить системы уравнений: 

{
5Х- у- z=o, 

225. ,x+2y+3z= 14, 226. 
4x+3y+2z= 16. 
{-5х+ у+ z=o. 

227. ~ х-6у+ z=o. 228. 
l х+ y-7z=0. 

{

ax+bY+CZ =а-Ь. 
229. bx+cy+az=b-c. 230. 

cx+ay+bz=c-a. 
еСЛlf a+b+c.~ О. 



ГЛАВА II 

ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

§ 1. ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ I(ООРДИНАТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ 

Ес.1И В пространстве. задана прлмоуго.~ьнал деI< арТОЕ3 снетема КОnР:IJIнат О.'l:!l2/ 
то точка М пространства, имеющая координаты Х (аб~Шlсса), У (ор;щшна) 11 z (:!п. 
ПЛlIката), обозначается. М (х; у; г). 

Расстояние между двумя ТОЧЮJМИ А (Xi; У1; 21) и В (.'1:2; У2; г2) опреде.lяется по 
фоР~Iуле 

(1) 

в частности, расстояние точки 1\1 (х; У; г) от Н3ЧЭ.13 координат О опреДе.~я· 
ется по фОР~Iу.lе 

(2) 

Если отрезок , кониами которого служат точки А (XI; Yi; Zl) JI в (х2 : Yz: г2)' 
разделен точкой С (х; у; z) D отношении ]" (см. гл. 1, § '1), то координаты TO'!J(/( 
С определяются по формулам 

- Yi+ ЛУ2 
У= 1+]" ; (3) 

в частности, КООРДlIнаты середины отрезка оiJреде.1ЯЮТСЯ по фОР~lу.lам 

- Хl+Х2 - Yl+Yz - г1+ г2 (4) 
Х=--2-; У =-2-; г=-2-

231. даны ТОЧКИ М1 (2; 4; -2) и AJ 2 (-2; 4; 2). На пря~юй 
M 1M 2 найти ТОЧКУ М, делящую отреЗОJ{ lИ 1М2 в отношеЮIII Л=3. 

6. Воспо.lьзуемся формула~IИ деления отрезю! в даННО~,I ' отношеНIIII: 

-1, _!f..l+ Л!l2_ 4+3.4_4 
Ум- I.-j-}. - 1+3 - , 

Сле,lОвате.1ЬНО, ИСКО~Jая точка М (-1: 4; 1). • 

232. дан треугоJiьник: А (1; 1; 1), в (5; 1; --'-2), С (7; 9; 1). 
Найти координаты точки D пересечения бllссектрIIсыI уг.'1а А со 
стороной св. 

8. НаЙДОI длины сторон треугn.%ника, образующих YГO~l А: 

I АС I = У (ХС- ХА)2+(УС-УА)2+ (гГо- гА)2 = V (7 __ 1)2+(9_1)2+ (1_'1)2 = 10; 

I ABI = У (Хn-ХА)2+ШВ-УА)2+ (гв-г,.1)2= V (5-1)2+(1-1)2+<-2- 1)2=5. 
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Следовательно, I СО I:j ов 1= 10: 5 ==; 2, так как биссектриса делит сторону СВ 
на части, пропорциональные прилежащим сторонам. Таким образом, 

хс+л.хя 7+2 ·5 17 УС+ЛУ8 9+2.1_11 
ХD=-,+л. =I+2="3' YD = 1+л. "Т-F2-З' 

_ Zс+л.zв 1 +2 (-2) -1; 
zD- 1+1.. 1+2 

иск()мзlt точка D (17/3, 11/3, -1). А 

233. На оси Ох найти точку, равноудаленную от точек А (2; 
-4; 5) и В(-3; 2; 7). 

6. Пусть М -искомая точка. Длlt нее должно выполняться равенство I АМ 1= 
= I мв ,. Так как эта точка лежит на осн Ох, то ее координаты (х; О; О), а по· 
TO~IY имеем 

I АМ 1= у(х_2)2+(_4}2+52 , 1 МВ i= у(х+З)2+ 22+ 72. 

Отсюда после возведения в квадрат получаем 

(х_2)2+41=(х+3)2+53, или 10x=-17, Т. е . x=-1,7. 

Таю!М образом, искомаlt точка М (-1,7; О; О) . А 

234. даны точки А (3; 3; 3) и В (-1; 5; 7). Найти координаты 
точеl( С и D, делящих отрезок АВ на три равные части. 

235. дан треугольник: A(l; 2; 3), В(7; 10; 3), C(-I; 3; 1). 
ПОI{азать, что угол А -тупой. 

236. Найти координаты центра тяжести треугольника с верши
НЮШ А (2; 3; 4), В(3; 1; 2) и С(4; -1; 3). 

237. В каком отношении точка М, равноудаленная от точек 
А (3; 1; 4) и В (-4; 5; 3), разделит отрезок оси Оу от начала ко
ординат до точки С (О; 6; О)? 

238. На оси Ог найти точку, равноудаленную от точек M 1 (2; 
4; 1) и М2 (-3; 2; 5). 

239. На плоскости хОу найти точку, равноудаленную от точек 
A(l;-I; 5), В(3;-4; 4) и С(4; 6; 1). 

§ 2. ВЕКТОРЫ И ПРОСТЕflШИЕ ДЕflСТВИЯ НАД НИМИ 

Свободный вектор а (т. е. такой вектор, который без изм(.нениlt длины и- на· 
правлениlt может быть перенесен в любую точку пространства), заданный в коор- . 
ДII11ЗТНОМ пространстве Oxyz, может быть представлен в виде 

а=ах' + ayl+a"k. 
Такое лредстав.'1ение вектора а называется его раэлаженuеАf па аСЯАt координат, 
или раэАОжен~м по opтaAI. 

Здесь ах, ау, аz-проекции вектора а на соответствующие оси координат 
(их называют "оординатами вектора а), i, j, k-ОРТbI этих осей (единичные век· 
торы, направление каждого из которых совпадает с положительным направ.~ение~1 

соответствующей осн). 
Векторы a"I, ayJ и a"k, в виде суммы которых представлен вектор а, назы

ваютсlt составляющими (компонентами) вектора а по осям координат . 
Длина (модуль) вектора а обозначается а или I а 1 и определяется по формуле 

а = Va;+o~+a;. 
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Направ.lение вектора а ОПРС,J,е.1ЯСТСЯ yr.1,:1'1iI 7., ft I! у, оl5р"зоваННbJ~rп ЮI с 
ОСЯМИ коор;щнат Ох, Оу' И Oz. Косi:нусы ::'ТIIX уг.10n (так lIаЗЫl3аС~lые наllров.l.чю
щuе косинусы векmoро) опре,J,еляются по ФОр.\;у.lа~l: 

cos cx=~= ах ; cosB= О!/ ; 
а V0 2 +02 ~02 . а 

х у I Z • 

Oz 
COSY=-a' 

Направ.'1ЯЮЩllе косинусы вектора связаны СООТJlошеlJ!lС~I ' 

со;;2 а+со;;2 ~ +С052 '? = 1. 

Если векторы а и Ь за,J,аны их раЗ.10жеllllЮIИ по 0pTa~I, то их сушra " раз
ность опреде.1ЯЮТСЯ по ф<?рмула~1 

а+Ь=(ах+Ь.,,) i+(a,,+b,,) J+(az+bz) k, 
~-b= (ах-Ь .. ;) i+(a~-b~) Но. (Gz-bz) k. 

НаПО~IЮЩ, что сумма веКТОрОfl а и Ь, нача.1а которых СОЩlещены, IJзобра
жаетсявектором с тем Ж\! нача,10~1. совпа,J,аЮЩ\IШ с Дl1огонадыо пара.1.1е.l0граШlа, 

Рис. lJ PII~. 17 

СТОРОllаЩI которого ЯВ.1ЯЮТСЯ векторы а 11 Ь. Р<JЗi!()СТЬ а- Ь 9ТI1Х векторов изо
бражается вектором, совпцающю/ со второН ;tllагона.1hЮ того же napa.l.le.l0rpa~l
ма. причем начало этого вектора нахо;штся в коице вектора Ь. а конец-в 
коипе вектора а (РИС. 16). 

CY~lМa .1юбого ЧИС.lа векторов ~lOжеr быть наЙ.l~на по праВИ.1У МНОГОУГО.1Ь
ника (РIIС. 17). 

Произведеllне вектора а lIа ска.1ЯРНЫЙ ЩIOЖlпе.1Ь tn опре . .:tе.1Яется фор~/у.l0Й 

та = maxi +mo/JI +mazk. 

I-IаПОШIЮf, что векторы а и та пара.1.1е.l·!>НЫ (ка.1.11111еарны) и направ.1енЬ! 'в. 
одну и ту же сторону, ес:nи т > О, и в ПРОТНВОПО.lOЖliые стороны, сели т < О. 

в частности, если т = I/a, то вектор а/а Юlеет ,1.1 11 ну , равную е;щнице, 11 на
правлени~. , совпадающее С направлеНliе~1 n~KTopa а. Этот вектор. называют едultllЧ
Hы.At веКnWРОАI (ортом) вектора а н обозначают ао. НаХОЖ.J,СlIJiС еДIIН'nчного векто
ра того же напранления, что и данны/1 ВСКТОр а, называется HOp.JlI/poBoHlle.11 век
тора а. 

Таким образом, aQ=a,ta, или а.=оао. 
Вектор ОМ, начало которого находится в иача"е координат, а конец-в точ

ке М (х; у; z), называют радuусо.lt-ОекmорО.II точки М. И оБОiначают r (М) и,ш 
просто г. Так как его координаТbI совпа,J,ают с координатами точки М, то его 
разложение по ортам имеет ВИД 

r=xl-:-yj+zk. 

Вектор АВ, Юlеющиrf нача.10 в ~чке А (хl; Уl: ZI) 11 конец в точке В (х2 : 
92; 2'2). ~южет быть записан в виде АВ=Г2-Гl, r;re Г2-ра:tиус,вектор точки В, 
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а Гl-радиус-вектор точки А. Поэтому разложение цектора АВ по opTa~! Шlеет ВИД 

АВ=(Х2-Хl) i+(YZ-Уl) j+(Z2-Z1) k. 

Его длина совпадает с расстонние ~ 1 между точками А и В: 

I АВ I =d= V (XZ-Xl)2 + (Уз -Уl)Z+ (Z2- Z1)2. 

, В си,'у прнведенных выше фО[>ЫУЛ направление вектора АВ определнется направ, 
Л!JЮЩШ!II косинуса~!И: 

~-Xl' !/2-!/1· Z2- Zi 
с050:=-'--· С05 А =--' С05" =--. 

а' ~ а' I d 

240. В треУГОЛЬНlIке АВС сторона АВ точками М и N разделена 
на три равные частн: IAMI=!MNI=/NBI. Найти вектор СМ, 
если СА = а, СВ= Ь. 

6 Имее:- I АВ ='Ь-а. Сле.10nате ,l ЬНО, АМ = (Ь-а)/З. Так как СИ =СА +АМ, 

то CM=a+(b-а)/З=(2а+Ь)!3. А 

241. В треУГОЛЬНlше АВС прямая АМ является биссектрисой 

УГ.'1а ВАС, приче:-'l точка М .'IеЖI1Т на стороне ВС. Найти АМ, 
еСЛI! АВ = Ь, АС = с. . 

6. И~lеем BC=c-Ь. Изспойстnа биссектрнсы внутреннего угла треугольн ика 
с.1едует, что IBMI :IMCI=b :c, т. e.IBMI:IBCI=b:(b+c). Отсюда ПО.1учаем 

8М=-ь ~ (с-Ь). Так как АМ=АВ+ВМ, то i 
,с 

- Ь Ьс+сЬ 
АМ=Ь+ Ь+с (с-Ь)= Ь+с • А 

242. РаДl1усамн-веКТО'ра~ш вершин треугольника АВС являются 
f 1 • Г2 И ГЗ ' Найти радиус-вектор точки пересечения медиан треу
гольника. 

1'\ И~lее\1 BC = г'l-Г~; 80 = (ГЗ-Г2) .' 2 (О-середина стороны ВС); АВ = 
= г" -1'1; АО -= BD+ АВ = (r~ -r~) 12+r~ - гl = (Г2 + гз -2Гl)/2; АМ = (2/3) AD 
(Jl-тu<ша пересечеНШI r. lеДllЗIl), ПОЭТОillУ АМ=(Г2 + гз-2Гl)/З' Итак, 

Г= ОМ =Гl +А.\1 = (Г~ -т f~-2rl)/3+ri. ил и г = (Г1 +г2 +гз) /3. А 

243. Найш Д.'шну веюорз a=20i+30j-60k и его направляю-
Щllе кооiиусы. 

6 а=V20~ +З02+602=70; 'Cos ':1. = 20; 70 = 2/7, 
cos ~ = 30/70 = 3i7, cos l' = - 60/70 = - БП. А 

244. Найти вектор а -- АВ, е\,:ли А (1; 3; 2) и ~ (5; 8; -1). 

6. Проекция~1И вектора АВ на оси координат являются разности соответст, 
венных КООРДНН!::. точекВи А: ax =5-1=4, ау =8-3=5,аz =-1-2=-З. 
с.~еДО8ательно, AB = 4i+9]-Зk .• 

245. Нормировать вектор а =-= 3i + 4j -12k. 

6. НаЙ.:tе~1 Д,1ННУ P E'I(1() Гla '" 

I а I = J/ a;+a~ -: a~= У32 +4Ч- (_12)2 = 13. 
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.ИСКО~IЫЙ е.д.ИНIIЧНЫЙ вектор имеет вид 

а Зi+4j-J2k 
ао=тат= 13 

246. дан треугольни!< АВС. На стороне ВС расположена ТОЧI<а 

М так, что IВМI:IМСI=л. . Найти АМ, еслн АВ=Ь, Аё=с. 
247. дано АВ=а+2Ь, вё=-4а-Ь, CD=-5a-3b. дОl\а

за ть, что АВСD-трапеция. 
248. Найти проеIЩИИ вектора .а на ОСИ координат, eиrн а = 

= AB-f-CD, А (О; О; 1), В(3; 2; 1), С(4; 6; 5) н D(1; 6; -3). 
249. Найти длину вектора а = mi + (т + ]) j + т (т + 1) k. 
250. даны радиусы-векгоры вершин треугольника АВС: r А = 

= i+2j+3k. rB=3i+2j+k, rc =i+4j+k. Показать, что треу
гольник АВС равносторонний . 

251. Вычислить модуль вектора a=i+2j+k-(1 /5) (4i+8j+3k) 
и найти его направляющие косинусы. 

252. даны точки М 1 (1; 2; 3) н M z (3; -4; 6). НаЙТJl ДЛИНУ 

н направление вектора M j M2 • 

253. дан вектор a=4i-2j+3k. Найти Еектор Ь, еСЛIl Ь=а, 
Ьу = а,/ и ЬХ = О. 

254. Радиус-вектор ТОЧКИ М составляет с осью Оу )'ГО.1 60", 
а с осью Ог угол 45°, его длина r = 8. Найти координаты ТОЧI\И А1, 
если ее абсцисса отрицательна. 

255. Нормировать вектор a=i - 2j-2k. 

§ 3. СКАЛЯРНОЕ И ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ. 
СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ 

1. Скалярное произведение. Скалярньш nРОllзведеН llе,1/ двух векторов а IJ Ь 
называется число, равное проиэведению длин этих векторов на косинус УГ.lа (Р 

между flИМИ: 
а·Ь·=аЬ cos «р. 

Свойства скалярного пронзведения. 
10. а.а=а2 • или а2 =а2 . . 
20. а· Ь = О, если а = О, либо Ь = О, либо а -L Ь (opTOГOHa_~bHOCTЬ нену.lевых 

BeKTO~OB). 
З. а·Ь=Ь·а (переместите.1ЬНЫЙ закон). 
40. а.(Ь+с)=а.Ь+а.с (распределительный зако н). 
50. (та). Ь = а- (тЬ) = т (а· Ь) (сочетательный заl(ОIl по отношению к ска.1ЯРНЩIУ 

множителю). 
Скалярные произведения ортов осей коср;щнат: 

j2=P=k2 = 1., j.j= j.k=j · k=O. 

Пусть векторы а и Ь · зал.аны своими координатюНl: a=x1i+YIJ+z1k . Ь = 
= x2 i + Y2j+ Z2k . Тогда с!{ал~рное ПРОИЗВЕ'дение этих векторов находится по фор
муле 

а·Ь ~~XjX2+YIY2+Z1Z2 ' 

2. Векторное произведенис. Векторным nРОllЗ(JеденuеАt вектора а на вектор Ь 
наЗblвается третий вектор с, определяемый слеДУIOЩИ~1 образом (рис. 18): 

1) модуль вектора с равен площади параллелогра~I~lа. псстроенного на Еек· 
торах а и Ь (с = аЬ sln <р. где <р- угол между 'вектора ~ 1II а 11 Ь); 

2) вектор с перпендикулярен векторам а и Ь; 
3) веlПОРЫ а, Ь, с после прнг,едення к общему нача.1У ориеНТИРIJЫlflЫ по от· 
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ношенню друг к другу соответственно как орты 1,), k (в правоА системе коор, 
динат образуют так называемую правую тройку векторов). 

Векторное пронзведенне а на Ь 06озна'lается через ах Ь. 
С в о й с т в а в е к т о р н о г о пр о,н з В е Д е н и я. 
10. Ьха = - ахЬ, т. е. векторное произведение не обладает переместитеЛЬНЫ~,1 

своАством. 
, 20. ахЬ=О, если а=О,лнбоЬ=О,лиоо allb (коллинеариость ненулевых век· 

тopOB~. I , 
3 . (та) хЬ = ах(тЬ) =т (ахЬ) (сочетаТe.'Iьное свойство по отношению к ска· 

лярному МНОЖИтeJJю). 
40. ах(Ь+с)=ахЬ+ахс (распределительное свойство). 
Векторные произведения координатных ортов 1, j и k: 

IXI=JXj=kXk=O, 
IXJ=-jХi=k; JXk=-kХj=l; kXI=-IХk=j. 

Векторное произведение векторов а =Xll+YlJ+Zlk и Ь =Ха! +Уа) +zzk. удобнее 
всего находить по формуле 

I i ) k I 
ахЬ = Xi Yi 21 • ~ 

Ха У2 zз 

З. Смешан'ное произведение. Смешанным nРОUЗlJедеНllеAt векторов а, Ь и с на
З'>lвается скалярное произведение вектора "ХЬ на вектор с, т. е. (ахЬ)·с. 

Смешаниое произведение трех векторов а, Ь, с ПО ~!Одудю равно 06ъе:.iУ па· 
раллелепипеда, построенного на этих векторах. 

СвоАства смешанного произведеиия. 
10. Смешанное произведение т\>ех векторов равно ну.1Ю, если: 
а) хоть один нз перемножаемых векторов равен нулю; 
б) два из перемножаемых векторов коллинеарны; 
в) три ненулевых вектора параллеJ1ЬНЫ одной и той же плоскости (компла. 

нарность). 
~. Смешанное произведение не нзменяется, еслн в нем поменять MeCTa~1II 

знаки векторного (х) и ска.1ЯРНОГО (.) умножения, т. е. (ахЬ)'. с=а.(ЬХ с). 
В силу этого свойства смешанное произведение 
векторов а, Ь и с условимся записывать в виде ё с ах Б 
аЬс. . 

ЗО • Смешанное произведение не изменяется, ес
ли пер~авлять перемножаемые Be~T()pы в круго-

ВОМ порядке: . 

аЬс=Ьса=саЬ. 

40. При перестановке любых двух векторов 
CMeUIaHHoe произведение изменяет только знак: 

bac=-аЬс; cba=-a~c; acb=-аЬс. PIIC. 18 

Пусть векторы заданы их раэложениями по ортам: a=Xll+YlJ+zlk; Ь = 
= X2i +YZJ+zzk; с=хэl+!lэJ+zзk. Тогда 

аЬс = 1 ~~ ~~ ~~ 1· 
ХЗ Уз 2з 

Из свойств смешаниого произведения трех векторов вытекает следующее: 
неОбходимым и достаточным условием КОМllлана'рности трех векторов С;IУЖIIТ 

условие аЬс = О; , 
объем У! па раллелепипеда , построенного на векторах а Ь и с, и объем V~ 

образованной ими треугольной пирамиды находяТся 110 формулам 

I 
1 I ' 

Vi= аЬс 1. У2='6 У1='6 J аЬс 1. 
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256. Найти скалярное произведение векторов а = 3i + 4j + 7k и 
b=2i-5j+2k. ' 

\ 

6. Находим a.b=3.2+4(-5)+7.2=0. Так как а·Ь=О и а f= О, Ь f:. о, то 
al.b .• 

257. даны векторы а =mi + 3j + 4k и Ь = 4i +mj-7k. При ка-
1(0',1 значении т эти векторы перпеНДИКУЛЯРНbI? 

6. Находим скалярное ПРОИЗlJедение этих векторов: a.b=4m+3m-28; так 
I,ЗК a.ib, то а·I>=О. Отсюда 7m-28=О, т. е. m=4 .• 

258. Найти (5a+3b).(2a-Ь), если а=2, Ь=3, а 1.. Ь. 
[:; (5a+3b).(2a-Ь) = 10a2 -5а·Ь+6а·Ь-3Ь 2 = 10а2 -3Ь 2 =40-27= 13 .• 

259. Определить угол между векторами а = i + 2j + 3k и Ь =; 

= 6i -+ 4j -2k. ' , 
а·Ь ' 6. TaKT<lKa.b=abcos<p, то COS<P=di)' И~!ее~! а·Ь=I·6+2.4+З(-2)=S; 

а=У1+4+9=УТ4, Ь=УЗ6+16+4 =2VТ4. 
822 

с.lсдовате.'1ЬНО, cos <р= , /, .1' -7 И ер =aгocos -7 .• 
r 14.2 r 14 

2GO. Найти векторное произведение векторов а = 2i + 3j + 5k н 
Ь= i ~ 2j+ k. 

L\ l 'I\lee~! 

l
iJkl '1351 1251 1231 ахЬ= i~~ =121 -] 11 +k 12; 

т. е. a)<b=-71+3J+k .• 

261. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на век
торах a=6i+3j-2k и b=31-2j+6k. 

6. НаХОДИ~1 векторное ПРО!lзведение а на Ь: 

1

1 j k I :1 )<Ь= 3 _~ -g = il_~ -~I-jl~ -'~I+kl~ _~1=14i-42j-21k. 

Так как ~lOдуль векторного пранзведення двух векторов равен П.l0ща;JЛ 

построеН!lОГО на них пара.lлеJlогра~ща, то S = I ахЬ 1= У 142+422+ 212 = 
=49 (кв. e,:r.,) • • 

, / 

262. выIислитьь площадь треугольника с вершинами А (1; 1; 1), 
В (2; 3; 4), С (4; 3; 2). 

6 Находим векторы АВ и АС: 

АВ=(2-I) 1+(3-1) !+(4-1) k=i+2j'+3k, 

АС=(4-1) i+ (3- 1) J+ (2- J) k=31 +2j+k. 

Площадь треугольника АВС равна половине площади паРllллелограмма, 

построенного на векторах АВ и АС, поэтому находим векторное произведение 
эшх векторов: ' 

- - 1I jk/ [23] 1131 1121 АВхАС = 1 ~ f = i 2 1 - j '3 1 + k 3 2 =-41+8j-4k. 
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с.1едовате.'1ЬНО; 1,- -, ',г > ,г-s,ШС=2 АВ хАС =2 r 16+64+ 16= r 24 (КВ. ед.) ... 

263. Вычислить площадь параллелогра:vша, построенного на век
...-"'-

торах а+3Ь н 3а+Ь, если /al=/bl=l, (а, Ь)=З00 • 

6. И~!ее~1 
(а+3Ь) х (3а+ Ь) = 3а х а +а ХЬ+9Ь х а + 3Ь Х Ь + 

=3·0+ a x b-9а х Ь+З·0=- 8ахЬ 

(r1OcKo.lbI<Y а >< а=Ь х Ь=О, Ь ха= -ах Ь). Итак, 

S=81 а х Ь 1 =8·!·!·siл 300=4 (КВ. ед.) .... 

264. Найти смешанное произведение векторов а = 2i - j - k, 
b=i+3j-k, c=i+j+4k. 

6, abc=lf -~ =1[=2 [; -11+1·1; -11-1·1: II=26+5+2=33 .... 

265. Показать, что векторы a=2i+5j--i-7k, b=i+j-k, С= 
= i + 2j -т- 2k I<О~IПланарны. 

6, Нзходюr с~[еша[!IIсе произведение векторов; . 

abc=lf ! -Ы=21~ -~1-511-ЬI+7U ~1=8-!5+7=O. 
Так ,<ак аЬс = О, то заданные векторы КОМП.lаllарны .... 

266. НаЙТII объем треугольной ПИРЮШДLI с вершина:\ш А (2; 2; 2), 
В (4; 3; 3), С (4; 5; 4) и D (5; 5; 6). 

6, HaJ~CIc~[ векторы АВ-, АС н АD, СО[Jпцж;щие с ребраЩI пира~[И:I:Ы; 
СХОДЯЩIIМИСЯ в вершине А: A8=2i+j+k, AC=2i+3j+2k, АО=3i+ЗJ-i-4k. 
Находим смешанное произведение этих векторов: 

A8ACAo>=I; ~ ;1=21; ~1-l'l; ~1+l'l; ~1=2,6-1,2-1,3=7. 334 . 
Так КaI{ объе~1 пира~rиды равен 1/6 объе~..rа пара.1.1е.lепипеда, построенного на 

векторах АВ, АС и АО, то V=7/G (куб. ед.) .... 

267. Вычислить (а-Ь) (Ь-с) (с-а). 

6. Так как (а-Ь)+(Ь-с)+(с-а) =0, то эти векторы комплаиарны (рпс.19). 
с.lедовате.1ЬНО, их сыешанное произведеиие равно ну.1Ю: (а-Ь) (Ь-с) (с-а)= 
=0. А 

268. Найти скалярное произведение векторов За-2Ь и 5а-6Ь. 
если а = 4, Ь = 6 и угол между векторами а и Ь равен ·л/3. 

269. Определить угол между векторами а = 3i + 4j + 5k 11 Ь = 
= 4i+5j-3k. 

270. При каком значении т векторы a=mi+i и b=3i-3j+4k 
nерпендикулярны? 
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271. НаЙТII ска,'Iярное пронзведение векторов 2а + 3Ь + 4с и 
".......... ".......... ".......... 

5а + 6Ь + 7с, если а = 1, Ь = 2, с = 3, а (а, Ь) = (а, с) = (Ь, с) = :л/3. 
272. Найти работу силы F на перемещении s, если F = 2, 5 = 5, 

".......... 

q>=(F, s)=:л/6. 
273. Найти единичный вектор, перпендикулярный векторам 

а= i + j+2k и b=2i + 1+ k. 
274. Векторы а, Ь, с имеют равные длины и образуют попарно 

равные углы. Найти вектор с, если а = i + 1, Ь = 1 +k. 
275. Даны векторы a=2i+2j+k и b=6i+3j+2k. Найти ПраЬ 

и прьа. 

276. даны радиусы-векторы трех последовательных вершин па· 
раллелограмма ABCD: fA=i+J+k, fB=i+31+5k, fc=7i+91+11k. 

ё-а 

Рис. 19 

Определить радиус-вектор четвертой верши· 
ны D. 

277. Показать, что векторы а и Ь не 
могут быть перпендикулярными, если а· i > О, 
а'1>0, a·k>O, Ь·Й<О, b·j<O, b·k<O. 

278. Показать, что векторы а = i + J + mk, 
b=i+J+(m+l) k и c=i-j+mk ни при 
каком значении m не могут быть Iюмпла· 
нарными. 

279. Могут ли отличные от нуля числа x1 ' Х2 ' ХЗ ' Уl' У2' Уз, г1' 
г7,' га удовлетворять уравнениям 

1 

xi Yi ZII XIX2+IIIY2+ Z1Z2=O, 

Х2 У2 Z2 =0, ХIХЗ+УIУЗ+ZlZЗ=О, 
Хз Уз ZЗ Х2ХЗ+У2УЗ+Z2ZЗ=0? 

280. Найти векторное произведение векторов а = 2i + 5j -+-- k 
и b=i-+--2j-3k. 

281. Вычислить площадь треугольника с вершинами А (2; 2; 2), 
В (4; О; 3) и С (О; 1; О). 

282. Найти смешанное произведение векторов а = i - j + k, Ь = 
= i+j+k, c=2i+3j+4k. 

283. Показать, что векторы a=7i-3J+2k, b=3i-7j+8k, 
с = i - j + k компланарны. 

284. Вычислить объем треугольной пирамиды свершинюш 
А (О; О; 1), В (2; 3; 5), С (6; 2; 3) и D (3; 7; 2). Найти длину 
ВЫСОТЫ пирамиды, опущенной на грань BCD. 

285. Показать, ЧТО точки А (5; 7; -2), В (3; 1; -1), С (9; 4; -4) 
и D (1; 5; О) лежат в одной плоскости. 



ГЛАВА JII 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 1. ПЛОСКОСТЬ И ПРЯМДЯ 

1. Пло:кость. 1) Ypaвн.eн.lI~ плоскости в eeK1I1opHoi[ ФОfJ,lIе имеет вид 

г·п=р. 

Здесь г=хl+u]'+zk-радиус-вектор текущей точки М (х;у; 2) плоскоет!! ; n = 
= I cos CG+J cos ~+k cos у-единичный вектор, имеющий направление перi1еЮII
куляра, опущенного иа ПЛОСI(ОСТЬ из начала координат; а, ~, у-углы" образо
ваниые этим перпеНДИКУЛЯРО~1 с осями координат Ох, Оу, Oz; р-дмша этого 
перпендикуляра. 

При переходе к координатам это уравненне ПРИНfщает вид 

х cos CG+ycos ~+z cos y-р=О (1) 

(н.ор,ltaЛЬн.о~ уравнен.ие nложостll) 
2) Уравнение всякой П.10СКОСТИ ыожет быть записано также в виде 

Ax+By+Cz+D=O, (2) 

если А2+В2+С2 f= О '(общее уравн.ен.l1е). Здесь А, В, С можно рассматривать 
как координаты некоторого r.eKTopa N = АI +Bj + Ck, перпендикулярного П.10С
кости (н.ОРАшльного вектора плоскости). Для приведеНtlЯ общего уравнения П.10С
кости к нор~!альному виду надо все члены уравнения УМНОЖИТЬ на НОР~IIIРУЮ

щий множитель 

(3) 

где знак перед радикалом противоположен знаку свободного члена D в обще\\ 
уравнении плоскости. 

3). Частные случаи расположения плоскости, определяеыой общим уравнение\\ 
Ax+By+Cz+D=O: 

А = О; lIараллельна оси Ох; 
В=О; » » Оу; 
с-о· » » Oz' 
D:; О; проходит череэ нач~ло координат; 
А == В = О; перпендикулярна оси Oz (паралле.1ьна 
А = С = О; » » Оу ( » 
В=С=О; » » Ох ( » 
А = D = О проходит через ось Ох; 
B=D=O» »» Оу; 

плоскости хОу); 
» хОг); 
» уОг); 

C=D=O· » »» Oz; 
А = В = D = О; совпадает с плоскостью хОу (z = О); 
А =C=D=O; » » » xOz (у=О); 
B==C=D=O; » » » yOz (х=О) . 
Если в общем уравнении плоскости коэффициент D f= О, то, разделив Есе 

члены уравнения на -D, уравнение плоскости можно привести к виду 

~+JL+~=I 
а Ь с . (4) 

(здесь a=-D/A, Ь=-D/В, c=~D/C) . Это уравнение называется уравнение.!1 
плоскости в отрезках: в He~1 а, Ь и с-соответственно абсцисса, ордината и ап
пликата точек пересечения плоскости с осями Ох, Оу и Oz. 
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4) Угол !р шжду nлоско:тЯl>Ill A1x+B1.ti+C1z+Di=0 и + D2 = О определяется по формуле ' 

А1А2+ВIВ2+СIС2 
cos <р= v . 

Ai+Bi+ci V A~+B~+C~ 
д'С.1О8ие nараллельности плоскостей: 

А1/А2 = В1/В2 =С1/С2 • 

J 'СЛ06l1е nерnендuкулярносmll плоскостей: 

АIА2+В1В2+СIС2 =0. 

(5) 

{б) 

(7) 

5) Расстояние от точки Ма (ха; Уо; го) до n/Юскости, оп реде.lяещ::'1"( урав
ненне\! Ax+By+Cz+D =0, находится по формуле 

d . I Ахо+Вуо +Czo+D I (8) 
У А2+В2+С2 

Оно равно ВЗЯТО~(У по абсолютной веЛИ'lИне реЗУ.1ьтату подстаНОIJКИ координат 
точки в tlOрмальное уравнение плоскости; знак результата этой подстановки ха
рактеризует взаимное расположение точки и начала координат относите.1ЬНО дан

ной плоскости : « плюс» , если точка Мо и начало координат расположены по раз
ные стороны от плоскости, ' и "МИНУС» , если они расположены по одну сторону от 

плоскости. . 
6) Уравнение плоскости, nРQходящей через moчк.у Мо (хо; Уо; го) и ' nepneftau. 

кулярной вектору N=АI+Вj+Сk,имеет вид 

А (x-хо)+В (Y-Уо)+С (г-го) =0. (9) 

.при производьных значениях А" В и С ПОС,lеднее уравнение определяет некото-
4JУЮ плоскость, принаддежащую связке плоскостей, проходящих через точку МО • 
Его поэтому часто называют ypaвHeftUeM связки плоскостей. 

7) Уравнение 

А1х+В1у+С1z+Di+Л (A 2x+B2y+C2z+D2) =0 (10) 

при произво.'1ьном значении л опреде.1яет некоторую плоскость, проходящую 
через ПРЯ~I)'Ю пересечения плосксстей 

A 1x+B1y+C1z+D1 =0 (1) и A 2x+B2Y+ C2Z + D2=0, (п) 

т. е. некоторую пдоскость, принадлежащую пучку п.'10СКОСтеЙ, лроходящих через 
эту пря~!ую (в сиду чего такое уравнение часто называют ypaвfteHueM пучка 
плоскостей). Если плоскости, определяемые уравнениями (1) и(I 1), пара.'1лельны, 
то пучок п.l0СКОСтеЙ превращается в совокупность л.l0СКОСтеЙ, лара.l.1ельных 
ЭТI\~! П.10СКОСТЯ~!. 

8) YpaвHeHlle nлоскостu, проходящей через три задаftНble точки М! (ri). М2 (Г2). 
Iv.'з(гз) (з;J.есь fl=x11+Yli+z1k; f2=x21+Y2J+Z2k; гз=хзl+узJ+zзk). проще 
на:'ти из УС.lОВИЯ КОМП.1анарности векторов r-r1. Г2-Гl. fз-Гl, где г=х! + 
+ у.) +zk- радиус-вектор теl(ущей точки искомой плоскости М: 

(r-fl) (ГZ-Гl) (Гз-Гl) =0, 
и,1И D !-оординаТНОЙфОР~lе: 

I x:=;~ y~=~~ z:=~~ I =0. (11) 
хз-ч УЗ-Уl ZЗ-Zl 

286. Уравнение плоскости 2х+Зу-6z+21=О привести к нор-
мальному виду. , 

6. Находим нормирующий множитель (который берем со Знаком «минус", 

лоско.1ЬКУ D=21 > о): 1!=-1IY22 +32 +62=- 1/7. Итак, нормальное уравне
ние заданной ШIОСКОС1Я имеет вид - (2/7) х-(З/7) у+(БJ7) z-з=о. А 
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287. Определить расстояние от точки МО (3; 5; -8) до плос-
кости 6x-3y+2z-28=0. . 

6. Используя формулу (8) расстояния от точки до плоскости, находим 

d_16.З-З . 5+2.(-В)-2ВI ~ 

- Уб2+32+22 7 • 

Так как результат подстановки координат точки МО в нормальное уравнение 
плоскости отрицате.лен, то МО и начало координат лежат по одну сторону от 
задаtyJой плоскости ... 

288. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
М (2; 3; 5) и перпендикулярной вектору N = 4i + 3j + 2k; 

6,. Достаточно воспользоваться уравнением (9) плоскости, проходящей через 
данную точку и перпендикулярной данному вектору: 

4 (х~2)+З (у-3)+2 (г-5) =0, т. е. 4х+Зу+2z-27=0. А 

289. Найти уравнение плоскости, проходящей через точку М (2; 
3; -1) параллельно плоскости 5x-3y+2z-10 = О. 

1::. Запишем уравнение (9) связки плоскостей, проходящих через данную точку: 

А (х-2)+В(у-3)+С (z+ 1) =0. 

Нормальный вектор искомой плоскости совпадает с нормальным вектором n = 
= (5; -3; 2) данной плоскости; следовательно, А = 5, В = -3, С = 2 и уравне
ние и~комой плоскости примет вид 

5 (х-2)-3 (у-3)+2 (г+ 1) =0, или 5x-3y+2z+ 1 =0. А 

290. Из. точки р ' (2; 3; - 5) на координатные оси опущены 
перпендикуляры. Составить уравнение плоскост", проходящей через 
их основания. . 

6. Основаниями перпендикуляров, опущенных на координатные плоскости; 
служат следующие точки: М1 (2; 3; О), Ма (2; О; -5), Мз (О; 3; -5). Используя 

·соотношение (11), запишем уравнение плоскости, прохо.цящеЙ через точки Mi i 
М2 , Ма : 

. 1 x-~ и=~ -~I=o, или 15х+ 10у-6г-60=О . ... 
-2 0-5 

291. Составить уравнение плоскости, проходящей Через точку 
А (5; 4; 3) и отсекающей равные отрезки на осях координат. 

6. Используя уравнение (4) mIОСКОСТИ в отрезках, в котором а = Ь =с, имеем 
х/а+ у/а + г/а = 1. Координаты точки А УДQвлетворяют уравнению искомой плос· 
кости, поэтому выполняется равенство 5/а+4/а+3/а= 1, откуда а= 12. ИтаКi 
получаем уравнение x+U+z-12=0. .. . 

292. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию 
пересечения плоскостей x+y+5z-1 =0, 2x+3y-z+2;;::0 и че
рез точку М (3; 2; 1). 

6. Воспользуемся уравнением (10) пучка плоскостей: 
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Значение л определяем нз условия, что координаты точки М УДОв.'1етворяют этому 
уравнению: 3+2+5-1 +Ч6+6-1 +2) =9+ 137..=0, откуда 7..=-9/13. Та
ЮIМ образом, нскомое уравнение нмеет ВИД 

9 
х+у+5z-I- 1з (2х+Зу-z+2)=0, или 5х+ 14у-74Z+ЗI =0 ... 

293. Составить уравнение плоскости,' проходящей через линию 
пересечения плоскостей х+3у+5г-4=О и x-у-2г+7=0 и 
параллельной оси Оу. 

ь.. Воспользуемся уравнением пучка плоскостей: 

f х+Зу+5z-4+Чх-у-2Z+7) =0; 
(1 +iI-) х+(З-7..) у+(5-27..) г+(n-4)=О. 

Так как искомая плоскость параллельна оси ординат, то коэффициент 
при у должен быть равен нулю: з-~.=о, т. е. Л=З. Подставив найденное зна
чение л в уравиение ,пучка, ПOJlуqаем 4x-г+17=0 . .. 

294. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки 
А (2; -1; 4) и В (3; 2; -1) перпендикулярно плоскости х+у+2г
--:-3 = О. 

6.. В качестве нормального вектора N искомой ш:юскости можно взять век

тор, перпендикулярный вектору АВ = {I; 3; -5} и нормальному вектору "= 
= {l; 1; 2} данной плоскости. Поэтому за N примем векторное проиэведение 

. АВ 1{ п; 

N=ABx"=I: j -~I=II1-7j-2k. 
1 I 2 

Остается воспользоваться уравиением плоскости, проходящей через данную точку 
(например, А) перпеНДНКУЛЯрllО заданному вектору N ={ll; ~7; -2}: 

11 (х-2)-? (У+ 1)-2 (г-4) =0, или l1х·-7у-:-2г-21 =0 ... 

. . 295. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
М (3; -1; -5) и перпендикулярной плоскостям 3х--2у+2г+7= 
= О и 5x-4y+3z+ 1 =0. 

6. Очевидно, что в качестве нормального вектора N искомой плоскости можно 
взять векторное произведение нормальных векторов "1 = {З; -2; 2} и "2={5; -4: 3} 
данных плоскостей: . 

N = "1 Х"2 = I ; -~ ~ I = / 
5 -4 З 

=II=~ ;/+JI; ~I+k/~ =~1=21+j-2k. 
Теперь, используя уравнение плоскости, проходящей через данную точку М (3; 
-1; -5) перпендикулярно вектору N = {2; 1; -2}, получаем 

.2 (х-3)+(у+ 1)-2 (z+5)=0, нли 2x+y-2z-15=0 . .. 

296. Привести к нормальному виду уравнения следующих пло
СIЮСтей: 1) x+y-г-2~0; 2) 3x+5y-4г+7=О. 

297. Найти расстояние от точки МО (1; 3;-2) до плоскости 
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2х-3у-4г + 12.= О. Как расположена точка МО относи~льно пло-
скости? ' 

298. Найти длину перпендикуляра, опущенного из точки МО (2; 
3;-5) на шюскость 4х-2у+5г-12=О. 

299. Найти уравнение плоскости, проходящей: 1) через точку 
М (-2; 3; 4), если она отсекает на осях координат равные отрезки; 
2) через точку N (2; -1; 4), если она отсекает на оси Ог отрезО1С 
вдвое бо.'lЬШИЙ, чем на осях Ох и 'Оу. 

300. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки Р (2; 
0;-1) и Q(I; -1; 3) и перпендикулярной плоскости 3х+2у-г + 
+ 5=0. 

301. На плоскости 2x-5у+2г+5=0 найти такую точку М, 
чтобы прюшя ОМ составляла с осями координат равные углы. 

302. Найти уравнение плоскости, зная, что точка Р (4; ,-3; 12) 
служит основанием перпендикуляра, опущенного из начала коорди~ 

нат на эту плоскость. 

303. Найти уравнения плоскостей, проходящих через оси коор-
динат перпендикулярно плоскости 3х-4у+5г-12=О. . 

3Q4. liайти уравнение плоскости, ТОЧКИ которой одинаково уда
лены от точек P(l;-4; 2) и Q(7; J;-5). 

305. Найти уравнение- плоскости, проходящей через ТОЧКИ Р (О; 
2; О) и Q (2; О; О) и образующей угол 600 с плоскостью х --:- О. 

306. Вычислить уго.'l между ПЛОСКОСТЯМИ, ПРОХОДЯЩИМИ через 
точку 111 (1;-1;-1), одна из которых содержит ось Ох, а дру
гая-ось Ог. 

307. Найти уравнение плоскости, проходящей через нача.rю коор-
динат и через точки Р(4;-2; 1) и Q(2; 4;-3). ., .' 

308. Найти уравнение плоскости, проходящей через ТОЧI~У пере
сечения плоскостей ~x+2y+г-7=O, 2х-у+3г--3=О, 4х+5у
-2г-12=О и через ТОЧI<И М (О; 3; О) и N(l; 1; 1). 

309. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию 
пересечения шюскостей х+5у+9г-13=О, 3х-у-5г+ 1 =0 и 
через ТОЧIСУ М (О; 2; 1). . 

310. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию 
пересечеf!ИЯ плоскостей х+2у+3г-5=О и 3х-2у-г+l =0 и 
отсекающей равные отрезки на осях Ох и Ог. 

311. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию 

пересечения плоскостей (1 +J/ 2)x+2y+2z-4=0, х+у+г+ 1 =0 
l! образующей с координатной плоскостью хОу угол. 600. 

312. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию 
'пересечеНIIЯ плоскостей 2х-у-12г-3=О и 3х+у-7г-2=О и 
перпендикулярной шюскости х + 2у + 5г -1 = О. 

313. Составить уравнение плоскости, проходящей через линию 
пересечения плоскостей AIx+BIy+CIz+D1=0 и А 2х+В2у+С2г + 
+ D 2 = О и через начало координат. 

314. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
11-1 (О; 2; 1) и параллельной векторама= i + j + k и Ь= i + j-k. 

315. Какой угол образует с плоскостью х + у + 2г - 4 = О вектор 
а= i +2j+k? . 
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2. Прямая. 1) ПРЮlая ~южет быть задана уравнеНUЯ.I/U двух n .10скосmеЙ 

A\x+B 1y+C\z+D 1 =0, 
Azx+B2y+C2z+Dz =0, 

пересекающихся по этой прямой. 
2) ИСКЛЮЧИВ поочередно х и у из предыдущих уrавнений, получнм ~' рзвнеНIIЯ 

x=az+c, y=bz+d. Здесь прямая определена двУ},IЯ nлоскостллltl, прое ЦIIРУЮ
ЩIIМИ ее на плоскости хОг и уОг. . 

3) J/равнения прямой, проходящей через две точки М) (Х\; .111; ;;\) 11 .H~ (Xz; 
.112; г2), имеют вид 

Х-Х! у-у! Z-Zi 
---=---=---
XZ-Xl .112-.11\ 22- г1 

4) Так наЗЫIJае:-Iые КШIOНU'lескuе уравнения 

Х-Х 1 У-У! г-ч 
-z-=--т=-п-

(1 ) 

(2) 

определяют пряыую, проходящую через точку М (Х\; .111; 2\) н пара.l.lе.1ЬНУЮ 
вектору s = [i + т] + nk. В часпlOСТИ, э.тн уравнення ыогут быть записаны в IJи;.,е 

х-х\ I)-Yi 'г-ч 

cos а = cos ~ = cos у '.1 

где а; В и у-углы, образоваиные пршlOЙ с О~ЯШI коор;щиат. Направ.lяющне 
косинусы прямой находятся по формулзы 

cos а = 1 cos В = т cos у = n (3) 
у[2+т2+ п2' у 12+ m2+ n2 ' у [2+т~":"'n2' 

5) От канонических ураIJнений пря~юй, IJВОДЯ паРЗ :-lе тр t, lIетрудно переl'пн 
к паршnетрU'lЕСКЩI уравненuям: 

( X=lt+Xi; 
~ y=mi+Yi; 
tz=nt+zi. 

(4) 

6) J/гол .нежду дву.IlЯ ПРЯ'!IЫАШ, заJ\аI1НЬШИ их l(аНОllН'IССЮШИ уравнеНIIЮ111 

(x-Х !) I[i = (Y-Yl) !ml = (z-zl) /nl и (x-xz)/12 = (.11- yz),'mz = (Z-Z2)/ПZ, опре,J.е.1Я
етея по формуле 

условие lIараллельностu двух IIрЯМЫХ: 

[1 1[2 = ml l nzz = п 1 /1l2; 

условие neРni!ндикулярностu двух nРЯ},IЫХ: 

[1[2 + mlm2 + 111112 = О. 

(5) 

(6) 

(7) 

7) Необходимое н достаточное условие нахождення двух ПРЮIЫХ, зцанных 
их каноническими ураВl1ениями, в одной плоскости (условllе КО,JlIlлаНОР,.ЮСIllIl двух 
прямых): 

I 

x2-xi .112-.111 
[1 ml 
[2 та 

Z2 .:...z\ I 
ni =0. 
112 

(8) 

Если величины .fJ , ml' Пl не пропорциональны величинам [2' т2,' П2. то ука
занное соотношение ЯВ_1яегся необходимым и достаточным условие~[ пересечения 
двух ПРЯ~IЫХ в пространстве. 
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8) Угол между прямой (x-хl)/l=(У-Уl)!m=(Z-Zl)/n и плоскостью 
Ax+By+Cz+D=O определяется по формуле -

slnq> Al+Bm+Cn. (9) 
У АЗ+В2+С2. У12 +т2+n2 ' 

уr;ЛО8ue naраллельности nрямей и· плоскости: 

. Аl+Вт+Сn=О; (10) 

УСЛО8ие nерneндикулярности прямой и плоскости: 

A/l=B/m=C/n. (11) 

9) Для определения точки пересечения прямой (х-хо}/l = (у-уо)/т = 
= (z-zo)/n с плоскостью Ax+By+Cz+D=O нужно решить совместно их уравне
ния, для чего следует воспользоваться параметрическими уравнениями прямой 
х=и+хо, y=rrtt+yo, z=nt+zo: 

а) если Al+Bm+Cn;tO, то прямая пересекает плоскость; 
б) если AI+Bm+Cn=O и Axo+Byo+Czo+D;tO. то прямая параллельна 

плоскости; 

в) если AI+Bm+Cn=O и Axo+BYo+Czo+D=O. то прямая лежит в пло
скости. 

316. Уравнения прямых 2x-y+3z-1=O и 5x+4y-z-7= 
= О привести к каноничеСкому виду. 

/::. 1 способ. Исключив сначала у, а затем z, имеем 
- 13x+llz-11=0 и 17х+llу-22=0. 

ЕСЛII разрешить каждое из уравнений относительно х, то получим 

lI(y-2) I1(z -1) х у-2 z-1 
х _ 17 _ 13 ,т. е. _ 11 =--ГГ"""i'З' 

Il с посо б. Найдем вектор s=li+тj+nk,~параллельный искомой прямой. 
Так как он должен быть перпендикулярен нормальным векторам N1 = 21-1 +3k 
и N2 =5i+4j-k заданных плоскостей, то за 5 можно принять векторное произ
ведение векторов Ni и N.: 

S=NiXN2 =1; -~ ~1=-1li+17j+13k. 
5 4-1 

Таким образом, 1=-11; т= 17; n= 13. 
В качестве точки M1 (хl; Уl; ZI)' через которую..проходит искомая прямая, 

можно взять точку пересечения еес любой из координатных плоскостей, напри
мер с плоскостью yOz. Так как при этом Хi=ОгТО координаты Yl и ZI этой точки 
определятся из системы уравнений заданиых плоскостей, если в них положить 
х=О: 

{ -у+3Z-I=~, 4y-z-7=O. 

Решая эту систему, находим Уl = 2, ZI = 1. Итак, искомая прямая определяется 
уравнениями х/(- 11) = (y-2)/17 = (z-I)/13. А 

П {
2X+3Y.+3Z-9=O, 

317. остроить прямую· 4x+2y+z-8=O. 

/::. Искомую прямую можно построить как линию пересечения плоскостей. Для 
этого запишем уравнения этих плоскостей в отрезках на осях: x/4.,5+y/3+z/3 =. 
= 1, x/2+y/4+z/8= 1. Построив данные плоскости, получим искомую прямую 
(Р.ис. 20). А 
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318. Из начала координат опустить перпендикуляр на ПРЯМУIQ 
(х-2)/2:;:= (у-l)/3 = (г-3)/I. ' 

Ь,Используя условие (11) перпендикулярности прямой и плоскости и полагая 
А=[, В=т, С=n, D=O, составим уравнение плоскости, проходящей через 
начало координат и перпендикулярной заданной прямой.' Это уравнение имеет 
вид 2x+3y+z=0.' , 

Найдем точку пересечения этой плоскости и данной прямой. Параметрические 
, уравнения прямой запишутся так: x=2t+2,y=3t+J, z=t+3. Для определе

ния t имеем уравнение 2 (2t+2)+3 (3/+ 1)+ 
r +1+3=0, откуда t=- 517· Координаты точки 

пересечения х=417, у=-8/7, ' z~1617, т. е. 

Рис. 20 

М (417; - 817; 1617). 
Остается составить уравнения прямой, про

Х9дящей через начало координат и через точку 
М; используя соотношения (1), получнм 

-х/(4!7) = у/(- 8/7) = z/(16!7). или х/I =у/(-2)' = 
=z/4 .• 

319. В уравнениях прямой х/2 = 
=yj(- 3) = zjn определить параметр n так, 

,чтобы эта прямая п'ересеклась' ё ПРЯМОЙ 
(х+ 1)/3 = (y+5)/2=z/I, ц найти точку 
их пересечения. 

ь, Для: нахождения параметра n используем условие, (8) пересеч~ния двух 
прямых; полагая Х1=- " У1=-5, Z1=O, Х2=О, У2=О, Z2=O, [1=3' тl=2, 
nt=,I, '[2=2, т2=-3' II-t '=n, ' rю.лучим , 

" 11 , 5 01 " 3 '" 2 I=0;или2n+l0+3-15n=О,т:е.·n'=I . . 
2 -3 n 

, ' ЧтоБЫ 'найти координаты точки пересечения п'рямых x/2~y/(-3)=z/J и 
(Х'+О/З-"=(у+5)j2=z/l, выразим из первых уравнений х и iJ через Z: x=2z, 
у=--с- 3z. Цодстав.lIЯЯ эти значения в paBejicTBo (х+ 1)/3= (Y+~H2, имеем 

(2Z+ 1){3~(-Зz+5)/2. , откуда г=!. Зная z, находим х=2z~2"!I=;=-3Z = 
=-3. Следовательно, М (2; -3; 1) .• 

320. Составить уравнения ПрЯмой,проходящей через точку 
М (3; 2; ,-:- 1) и пересекающей ось Ох под прямым углом. 

ь, Так как прямая перпендикулярна оси Ох и пересекает ее, то 'она проходит 
через точку N (3; О; " О). Состави& уравнения прямой, проходящей через точки 
М и N, получаем (x-З)/0=(у-2)/(-2)=(z+I)!l .• 

321. Дана плоскость х+у-2г-6=О и вне ее точка М(I; 1; 1). 
Найти точку N, си~метричную точке М 01носительно данной пло
скости. 

Ь, Запишем уравнения любой прямой, проходящей через точку, М ; (x-l)/l = 
= (у- ')/т= (z_l)jn. Коо,рдинаты {1; т; n} направляющего вектор'В прямой, 
перпендикулярной плоскости, можно заменить координатами HopMa.'lЬHOГO вектора 
n = {!; 1; - 2} данной плоскости. Тогда уравнения этой прямой запишутся 
в виде (x-l)fl = (y-l)П = (z-l)/(- 2). 

Найдем проекцию точки М на 'данную плоскость, решив совместно уравнения 

х+у-2г-6=О, (x-!)jl = (у-I)/! = (z-l)/(- 2). 



Перепишеr уравнения прямой в виде х = t + 1 , !I = t + 1, Z = - 2! + 1. Подставляя 
эти выражения для х, у и Z в уравнение плоскости, найдем t = 1; откуда х = 2, 
у=2, г=-1. 

Координаты симметричной точки найдутся из формул х = (хм +xN)/2, У = 
= (YA1+U,N)/2, Z=(ZM+ZN)/2, т. е. 2=(1 +xjV)/2, 2=(1 +YN)/2, -1 =(1 +zN)/2, 
откуда xN=3, YN=3, ZN=- 3. Следовательно, N (3; 3; - 3) .• 

322. Дана прямая (x-l)/2=y/3=(z+1)/(-1) и вне ее точка 
М (1; 1; 1). Найти точку N. симметричную точке М относительно 
данной прямой. ' 

6. Уравнение плоскости, проецирующей точку М на данную прямую, имеет 
вид 

А (x-I)+B (y...,..I)+C (г-I) =0. 

Координаты нормального вектора {А; В; С} плоскостн, перпендикулярноil прямой, 
заменим координатами направляющего вектора {2; 3; - 1} данной прямой; тогда 
ПОЛУ1JИМ ' 

2(x-I)+3(y-I)-(z-I)=O, или 2х+3у-г-4=О. 

Найде~ проекцию точки М на прямую, для чего совместно решим систему урав
неrшй 

2х+3у-г-4=О, (x-I)/2=УI3=(z+I)/(-I). 

Параметрические уравнения данной прямой имеют вид x=2t+I, y=3t, г= 
=-t-1. Подставляя х, у и Z в уравнение плоскости, найдем t=I/14. Отсюда 
х=817, У=3/14, г=- 15/14. 

Тогда координаты симметричной точки можно найти, используя формулы для 
координС'Т середины отрезка, т. е. 8/7=(1+XN)/2, 3/14=(l+YN)/2, -15/14 = 
= (l+zN)/2, откуда XN=9f7, YN=-417, ZN=-22/7. Итак, N(9/7; -417; 
-2217) . .. 

323. Через прямую (х+ 1)/2 = (y-l)/(-l) = (z-2)/3 провести 
плоскость. параллельную прямой x/(-l) = (у+ 2)/2 = (z-3)/( -3), 

- • ! 

6. Запишем уравнения первой из заданных. прямых с помощью уравнений 
двух плоскостей, проецирующих, ее соответственно на плоскостн хОу и уОг: 

(x+1)/2=(y-I)/(-I), И)lИ x+2y-I=0; 
(y-1)/(-1)=(z-2)/3, или 3у+г-5=О. 

Уравнение пучка плоскостей, проходящих через эту прямую, имеет вид 

х+2у-I +1.. (3у+г-5) =0, или х+ (2+ 31..) у+лz-(l +5Л.) =0. 

Используя условие параллельности прямой и плоскости, определим л так, 
чтобы соответствующая плоскость пучка была паралле.'1ьна второй из заданных 
прямых. Имеем -1.1+2(2+3Л)-3л.=о, или 3л+3=О, откуда 1..=-1. Такиы 
06РilЗОМ, искомая плоскость определяется уравi\ением x-у-г+4=0 .• 

324. Найти уравнения проеlЩliИ прямой (x-l)jl = (У+ 1)/2 = z/3 
на плоскость x+y+2z-5=O. 

6. Запишем уравнения заданной прямой в виде уравнений двух плоскостей, 

проецирующих ее соответственно на плоскости хОу и хОг: 

(х- ])/1 = (у+ 1)/2, или 2х-у-3 = о; 
(x-I)/I = г/3, или 3х-г-3 = о. 

Уравнение пучка плоскостей, проходящнх через данную прямую, запишется 
в виде 

2х-у-3+Ч3х-z-3) =0, И.'1И (2+3л) х-у-лz-3 (1 +л) =0. 

бl 



Используя условие перпендикулярности плоскостей; выберем из этого пучка 
плоскость, проецирующую данную прямую на заданную плоскость. Имеем 1·(2 + 
+зл.) + 1 (-I)+2(-л)=О, или л+ 1=0, откуда Л=-l. Итак, уравненнепроеци
рующей плоскости имеет вид 

2x-Y-3+<-I)'(3x-z-3)=O, нли x+y-z=О. 

Искомую лроекцию можно определить как линию пересечения двух плоскос, 
тей-заданной и проецирующей: 

{
X-+;Y+2Z-5=0; 
X-fy-2=0. 

Приведя эти уравнения прямой к каноническому виду, окончательно получим 
.х/! = (у-5/3)/( -1) = (2-5/3)/0 .• 

325. Составить уравнения прямой, проходящейчерез точку 
М (5; 3; 4) и параллельной вектору s = 2i + 5j-8k. 

6, Воспользуемся каноническими уравнениями прямой. Полагая в равенствах 

(2) Е=2, m=5, n=--8, .. ч=5, Yi=3," 21=4, получаем (х-5)/2=(у-3)/5 = 
= (г-4)/(-8) .• 

326. Составить уравнения прямой, проходящей через точку 
МО; 1: 1) и перпендикулярной векторам S1=21+3j+k и s2=31+ 
+ j+2k. 

6, Прямая параллельна вектору SlXS2=5i-J-7k, поэтому она определяет
ся уравнениями (х-1)/5= (у-1)/(-1) = (г-1)/(-7). А 

327. Найти уравнения проекций прямой 

{Х+2У+32-26=0; 3x+y+4г-1~=O 

на координатные плоскости. 

328. Привести к каноническому виду уравнения прямой 

{2х+зу-,-16Z-7=О, 3х+ y-17z= О. 

329. Вычислить углы, образованные с-осями координат прямоn 

{х-2У-5=0. Х-32+8=0. 

330. Найти уравнения прямой, проходящей через точку М О; 
-2; З) и образующей с осями Ох и Оу углы 450 н 600. 

331. Найти уравнения прямой, проходящей через точку N (5; 
-1; ~3) и параллельной прямой 

{2х+зу+г-6=О. 4x-5у-г+2=0. 

332. Найтн точку пересечения прямых (x-l)/( -1) = (y~2)/5= 
=(z+4)/2 н (x-2)/2=(y-5)/(-2)=(z-1)/3. 

333. Даны три последовательные вершнны параллелограмма: 

А (3; О; -1), В (1; 2; -4) н С (О; 7; -2). Найтн уравнения сторон 
АDи CD. 

334. Найти параметрические уравнения прямой, проходящей че-
рез точки М(2; -5; 1) н N(Jl; 1; 2). 
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335. Вычислить расстояние между параллельными ПРЯМblМИ 

ХЛ = (у-3)/2 = (г-2)Л и (x-3)/1 =(у+ 1)/2=(г-2)/1. 
336. даны точки А (-1; 2; 3) и В (2; -3; 1). Составить урав

нения прямой, проходящей через точку М (3; -}; 2) и параллель
ной вектору АВ. 

337. Найти угол между прямыми 

{
4X-Y-Z+ 12=0, {3Х-2У+ 16=01 
y-z-2=0 и 3x-г=0. 

338. В плоскости уОг найти прямую, проходЯщую через начало 

KoopdHHaT н перпендикул~рную прямой {;+2~~=-2. 
339. Даны две вершины параллелограмма ABCD: С (-2; 3; -5) 

и D (О; 4; '-7) и т'очка пересечения диагоналей М (1; 2; -3,5). 
Найти уравнения стороны АВ. 

340. Треугольник АВС образован пересечением плоскости 
х + 2у + 4г - 8 = О с координатными -осями. Найти уравнения сред
ней линии треугольника, параллельной плоскости хОу. 

341. даны точки A(l; 1; 1), В(2; 3; 3) и С(З; 3; 2). Составить 
уравнеНIIЯ прямой, проходящей через точку А и перпендикуляр
ной векторам АВ и АС. 

342. Составить уравнения прямой, проходящей через точку 
М (О; 2; 1) и образующей равные углы с векторами а = i + 2j + 2k, 
b=3j, c=3k. 

343. Найти уравнение плоскости, проходящей через прямую 
(х+ 1)/3=(y-2)/(~I)=z/4 и перпендикулярной плоскости 3х+у-

-z+2=О. 
344. Найти уравнения riроекции прямой х/2 = (у + 3)Л = 

=(z-2)/(-2) на плоскость 2x+3y-z-5=O. 

§ 2. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДI(А 

1. Сфера. В декартовой системе 'координат сфера, имеющая центр в точке 
С (а; Ь; с) 11 рциус (, определяется уравнением 

(х_а)2+(у_Ь)2+{г_с)2=г2 . (1) 

Ес.1II центр сферы находится в начале координат, то ее уравнение имеет вид 

x2+yZ+z2=г2. (2) 

345. Найти координаты центра и радиус сферы, заданной урав-
нением 

х2 +у2+ г2_х+2у+ 1 =0. 
А Прпведем уравнение сферы к каноническому виду (1), для чего дополним 

До полных квадратов члены, содержащие х, у, и Z, т. е. перепишем уравнение 

в следующем виде: 

(X2-x+t) - ~ + (у2+2у+ 1)-1 +Zl+ 1 =0, 

или ' 
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Следовательно, центр сферы-точка С (1/2;-1; О), а ее радиус ,=1/2. А 

346. Составить уравнение сферы, проходящей через точки А (1; 
2; -4), В (1; -3; 1) и С (2; 2; 3), если ее центр находится в плос
кости хОу. 

6. Так как точки А, В и С принадлежат сфере (x-а)2+(у_Ь)2+(z_с)Z=гZ, 
центр кото~ой находится в плоскости хОу (откуда с=О), то их координаты ' долж
ны 09ращать искомое уравнение в тождество; поэтому получаем уравнения 

(l-а)2+ (2_Ь)2+(_ 4)2=,2, (l-а)2+(- З-Ь)2+ 12= ,2. 
(2-а)2+ (2- Ь)2+З2 =,2. 

Отсюда 

или 

(l_a)2+(2_b)2+ H~= (l-a)2+(- 3-Ь)Ч-I, 
(l-а)2.+ (2-Ь)2+ 16 = (2-а)2 + (2-Ь)2+9, 

(2_b)Z_(_ З-Ь)2=- 15, Т.е. 10Ь= 10; 
(l-а)2-(2-а)2=-7, т. е. 2а=-4, 

Итак, а=-2, Ь=I. Следовательно, центр сферы-точка С (-2; 1; О). Далее, 
находим ,2= (I-a)2+(2-b)2+ 16= (1 +2)2+ (2_1)2+ 16 = 26. Таким образсм, 
искомое уравнение имеет вид (x+2)2+(y-l)2+ z2=26 _ А 

347. Найти координаты центра и радиу~ окружности 

{(х_З)2+(У+2)2+(Z_I)2= 100, 
2x-2y-z+9=0. 

6. Из центра сферы С (3; - 2; 1) опустим на плоскость 2x-2y-z+9= 'о 
перпендикуляр, уравнения KOToporo можно записать в виде 

(х-3)/2 = (у + 2)/(-2) = (z- 1)/(-1) 

(в качестве иаправляющего вектора этого перпендикуляра можно взять нормаль
ный нектор заданной п.чоскости). 

Теперь найдем координаты точки пересечения прямой (*) с плоскостью 
2x-2y-z+·9=0. Эта точка и есть центр окружности, являющейся сечением 
сферы данной плоскостью. 

;Записав уравнения lJРЯМОЙ в параметр.ическом виде х = 2t + З, У = - 21 -2, 
z = - t + 1 и подстШ!ив .Х, у, z в уравнение . плоскости, получим 

2(2t+3)-2(-21-2)-(-I+I)+9=O, т. е. 1=-2. 

Следовательно, х=2 (-2)+3=-:-1, У=- 2 (-2)-2=2, Z=- (-2)+ 1 =3, 
т. е. центр окружности находится в точке С (-1; 2; 3). . 

Найдем теперь расстояние d от центра сферы С (3; -2; 1) до плоскости 
2x-2y-z+9=0: 

d 2.3+2~2-1+9=6. 

У22 + 22 +1 
Радиус окружности, определится из равенства г Z =R2-d2 , где R-радиус сфе
ры; ТaI<ИМ образом, ,2= 100-36=64, т. е . ,=8. А 

348. Определить координаты центров и радиусы сфер, заданных 
уравнениями: 1) (х+ 1)2+(у+ 2)2 + г2=25; 2) х2 + у2 + г2-4х+ 6у + 
+ 2г-2=О; 3) 2х2 +2у2+2г2 1-4y-3z+2=0; 4) х2 +у2+ г2=2х; 
5) х2 +у2+ г2=4г-3. 

349. Как расположена точка М (1; ·-1; 3) относительно сфер: 
1) (х-l)2+(у+2)2+г2=19; 2) х2 +у2+г2_х+у=О; 3) х2 +у2+ 
+ г2-4х+ y-2г=О? 
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350. СостаВIIТЬ уравнение сферы, если ТОЧIШ 1\1 (4; - 1; - 3) 11 
N (О; 3; -1) являются концами одного из ее диаметров. 

351. СОС1'авнть уравнения окружности, образующейся в сечеНИIl 
сферы (x_I)2 + (y_1)2 + (г-3)2 = 25 координатной плоскостью z = О. 

352. Найти координаты центра и радиус окружности х2 + у2 + 
+ г2= 100, 2х+2у-г= 18. 

2. Цилиндрические поверхиости ' и конус BToporo порядка. Уравнение ви
да 'р (х, у) = о в пространстве опреде.1яет цилиндрическую поверхность, у 
которой образующие napa.l:le.'IbHbI оси Ог. Аналогично, уравнение F (х, г) =0 
определяет Ци.1Jиндрическую повер хность с образующюш, параллельнюlИ оси 
Оу, и F (у, г) =0-ци.1ИНДРII'Jескую поверхность с образующими, пара.мель
НЫ~IИ осн Ох. 

Кан6нические уравнения ЦИ.1индров второго порядка: 

х2 yZ 
Q2 + 7)2 = 1 -Э.lлunmuческuЙ u,ИАиндр; 

:\:,2 уЗ 
~ - -о. = J -г//neрбОЛll'lескuй u,llЛllltдр, 
а " I 

у2 = 2px-nарабо.luчеСКIIЙ цилиНдр . ... 

Образующие B~ex трех ЦII.ШIIДРОВ, определяемых этюrn уравнениями, пара.'!
ле.1ЬНЫ оси Oz, а направ.lяющеЙ С.1УЖИТ соответствующая кривая второго поряд
ка (эллипс, гипербо.1а, парабола), лежащая в плоскост'IIХОУ. 

Следует .ПОМЩIТЬ, что кривую В пространстве можно задать либо пара)lетрн
чески, либо в виде .1И.НИИ пересечения двух поверхностей. Например, уравнеНIIЯ 
направ.'1яющеЙ Э.'IJ1ИПТllческого ЦИ.1IIндра, т. е. уравнения ЭЛЛlllIса в пдоскости 
хОу, Юlеют ви;.{ 

хЗ уЗ 

Q2+7)2=I, 

г=О. 

Уравнение конуса вmорого порядка с вершиноГ, в начале коор~инат. осью кото

рого С.1ужит O~b O-z, записывается в виде 
х.'! у2 zЗ 
а2 +7)2 - с2 =0. 

Ана.l0ГИЧНО, уравнения 

х2 у2 г2 ---+-=0 Z2 Ь2 'с2 ' 

ЯВ.1ЯЮ1'СЯ уравнення~НI J(OHYCOB второго порядка с вершиной в Ha'la.'1e коорди
нат, ося~1Н которых с.lужат соответственно оси Оу 11 Ох. 

353. Какую пqверхность определяют' в пространстве уравнеНIIЯ: 
1) х2 =4у; 2) г2=хг? 

6 J) Уравнение х2 =4у опре.1е.lяет параболический uи.1ИНДР с образующими; 
параЛ.lе.1ЬНЫМИ оси Oz. Направ.lяющеЙ ци.1индрическоЙ поверхности яв.1Яется 
парабола х2 =4у, z=O, 

2) Уравнение Z2=XZ ~южет быть предстаВ.'1ено в виде % (г.-х) и распадается 
на два уравнения: %=0 и %=Х, т. е. оно Qпреде.1яет две П.10СkОСТII-ПЛОСкость хОу 
и биссектральную плоскость z = х, проходящую через ось Оу. А 

354. По какой ЛИНИИ пересекается конус х2 +у2_2г:! = О с пло
скостью У =2? 
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6. Исключив из системы уравнений у, получим х~+4-2z,2=Q" ИJЩ а1/2-
- х2/4 = 1. Следоuательно, искомой линией переСечения является гиriербола;'лежа
щая в плоскости у = 2; ее деЙствитеш.ная ось параллельна оси Oz, а мнимая
ОСИ Ох . .& 

355. Составить уравнение конической поверхности. вершиной 
KOтopofJ служит точка М (О; О; 1). а направляющей-эллипс x2J25 + 
+ y~j9 = 1, z = 3. 

\ 
/:':. Составим ' уравнение обраэу!Ощей AjI1, где А (хо : Уо: zo) -точка, лежащая 

на эллипсе. УравнеНИfl этой образующей имеют вид xjxo=yjyo = (z-I)j(zo-I). 
Так как точка А лежит на эллипсе, то ее координаты удовлетворяют уравнениям 
ЭIIлипса , т . е . X~J25+y~j9=1, Zo=3' 

Исключив теперь Хо' Уо и Zo нз системы 

x jxo=(z-I){(zo-I), yjYo=(z-I){(zо-l), х5/25+УБJ9=I, %0=3' 

получим ураВllение искомого конуса: x 2{25+y2j9-(z-I)2j4=0 . .& 
356. Установить. какие поверю'lOСТИ определяются следующими 

уравнениями. и построить эти поверхности: 1) х2+ у2 = 4; 2) x2j25 + 
+у2/16= 1; 3) х2_у2 = 1; 4) у2=2х; 5) Z2=.y; 6) г+х2 =0; 7) х2 + 
+у2 , 2у; 8) х2 +у2=0;: 9) х2 _г2 =0; 10) у2 =ху. . 

357. Составить уравнения линий пересечения конуса х2_у2 +г2 = 
=0 с плоскостями: l)у=З; 2) z=1; З} х=о. 

358. Составить уравнение конуса с вершиной в начале коорди
нат, направляющие которого заданы уравнениями: 1) х=а, у2+ г2 = 
= Ь2 ; 2) У= Ь, x~+ z2=a2

; 3) z = с, x2ja2 + y2Jb2 = 1. 

3. Поверхности вращеиия. Поверхности второго порядка. Если лежащая 
в плоскости yOz кривая F (У, г) =0, х==О вращается вокруг оси Oz, то уравнение 
образуемой ею поверхности вращения имеет вид 

F(,V х2 +у2 , z)=O. 

АнаЛОГИ1IНО, уравнение F (х, V y2+ Z2) =0 определяет ,поверхность, образо
санную вращением вокруг оси Ох кривой F(x, у)=О, z=O; уравнение F(VX2+z2 , 

у) = О-поверхность, обр'аЗ~:)8анную вращением тои же кривой /lOKpyr оси Оу. 
Приведем уравнения поверхностей вращения второго порядка, обраэуеыых 

вращением эллипса, гиперболы 'И параБО!lЫ rOKPYf IIХ осей симметрии. 
Эллипсоид вращения 

х2 +у2 г2 
-аZ:-+ ёil-=I; 

осью вращения служит о::ь OZ; эллипсоид сжат при а > с н удлинеи при а < с 
(при а=с он превращается в сферу) . 

ОдноnолосmНblU гиперболоид вращения 

х2 +у2 г2 
-а-2--ё2= 1; 

осью вращения является ось Oz (служащая мнимой осью гиперболы, вращением 
которой образована эта поверхность). ' 

двуnoлосmНblЙ гиперболоид вращения 

/ 

х2 +у2 гl 
-----=-1; 

а2 с2 

осью вращения является ось Oz (служащая деАствительной осью гиперболы, вра-
щеНllем которой образована эта поверхность). . 
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Параболоид вращения 
x'+yZ=2pz; 

ОСЬЮ вращения С.1УЖИТ. о::ь Oz. 
Поверхности вращеиия второго порядка являются частным случаем п.оверх

ностей второго порядка общего вида, канонические уравнення которых таковы: 
ЭЛЛUnCО:lд (трехосный) 

двуnолосmный гUl1Eрболоид 
х'!. у2 г2 . 
а2-+ Ь3 -cz=-I. , 

Эллиnтическuй nарабо;:оид 

х' у2 А ! -+-=:lZ (р > О, q> О). 
р q 

Кроме этих четырех поверхностей второго порядка, трех цилиндров второго 
порядка (:ылиптического, гиперболического и парабо.1ИЧеского) и конуса второго 
порядка, существует еще одна поверХJlОСТЬ второго порядка-гиneрболиЧJ!СКUU 
nарабо;:оuд, каноническое уравнение которого имеет вид 

х2 уЭ 
---=2г (р > О, q> О). 
р q 

Таким образом, всего существует девять различных поверхностей второго 
порядка. 

359. Найти уравнение поверхности, полученной при вращении 

прямой x+2!J=4, г=О вокруг оси ОХ. 
А Поверхностью вращеиия является конус с вершииой в точке М (4; О; О). 

Пусть произвольиая точка А искомой поверхности имеет координаты Х; У; Z; 
ей соответСтвует на данной прямой точка В (х; у; О). Точки А и В лежат водной 
п.10СКССТИ, перпендикулярно'й оси вращения Ох. Тогда Х =х, YZ+Z2=y.2. 

Подставляя выражения для х и у в уравнеиие данной прямой, получим урав-

,нения искомой поверхности вращения: Х +2 YYZ+Z2,= 4, или 4 (У' +Z2)_ 
- (Х _4)2 =0, т. е. 4yz+4Z2-(Х _4)2= О. А. 

360. Какую поверхность определяет уравнение х' = уг? 

6. Произве.J.~~1 поворот координатных о:ей вокруг о::и Ох на угол а=450 

(от оси Оу к оси Oz против часовой стрелки). Формулы преобразования координат: 
х=х', у=у' cos a-z' sln а, г=у' slna+2' cosa. Так как slna=cosa= Y'Z/2, 
то х=х', у=(у'212) (у'-г'), г=(у'212) (у'+г'). 

П l ' ,1 ,1 2 ,. '2 
o.l::TaB~B эти ~ыражения в уравнение поверхностн, получим х = у / -г I , 

И.1И x'Z_y' /2+2' /2=0 (конус с вершиной в начале коордииат, осью KOToporo 
ЯВ.lяется ось ординат). А. 

361. Найти уравнение поверхности, полученной при вращении 
прямой 2у+ z-2 = О, Х= О вокруг осиОz : 

362. Найти уравнения линий пересечения поверхности z = хэ_ у'!. 
ШIOскостями Z = 1, у = 1, х = 1, Z = - 1. 

363. Какие поверхности определяются уравнениями: 1) z = ху, 
2) г2= ХУ? 

• ПроизвеСТII поворот вокруг оси Ог иа угол 450. 
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364. Найти уравнение эллиптического параболоида, имеющего 
вершину в начале координат, осью которого является ось OZ, если 
на его поверхности заданы две точки М (-1; ~2; 2) и' N(1; 1; 1). 

365. Составить уравнение эллипсоида, осями симметрии которого 
служат оси координат, если на его поверхности заданы три точки 

А (3; О; О), В (-2; 5/3; О) и С (о; -1; 2/V-S). . 
366. Найти уравнения линии пересечения поверхностей z = 2 '

- ха- у! И Z = х2 + у2. 
367. Исследовать, какие поверхности определяет уравнение z' + 

+ха =m(г2+ у2) при: 1) m=О; 2) О<m<1; 3) m>1; 4) m<О; 
5) m= 1. 

4. Общее уравнение поверхности второго порядка. Общее уравнение второА 
степени относительно х, у и z имеет вид 

Ax2+By2+Cz2 +2Dyz+2Exz+2Fxy+20x+2Hy+2Kz+L=0. 
Это уравнение может определять сферу, эллипсоид, однополостныА .или двупо
лостный гиперболоид, эллиптический или гиперБOJlический парабо.10ИД, ЦИЛl!Идри, 
ческую или коническую поверхность второго порядка. Оно может такжерпреде, 
JlЯТЬ. СQВОКУПНОСТЬ двух плоскостей, точку, прямую илн даже не иметь геометр«' 
чес кого смысла (определять «мнимую» поверхность). 

При D = о, Е = о, F = О общее уравнение принимает вид 

Ax2 +By2+CZ2+20x+2Hy+2Kz+L =0. 

В этом случае уравнение легко упрощается с помощью параллельного переноса 
осей координат, что позволяет сразу установить его геометрнческнй смысл. 

368. Каков геометрический смысл уравнения 

x2 +4yz+9z2 + 12yz+6xz+ 4xy-4х-8у-12z+3=О? 
~ Данное уравнение можно записать в виде 

(х+2у+Зz)2_4 (х+2у+Зz)+3=О. 

Разложим на множители левую часть уравнения; (х+2у+Зz-l)(х+2у+Зz-З)= 
= о. ТаКIIМ образом, уравнение определяет совокупность двух п.1ОСКостеЙ х+2у+ 
+зz-l =0, х+2у+Зz-З=0 .• 

,или 

369. Каков геометрический смысл уравнения 

х2 + у2 + г2 - уг - хг - ху = О? 
~ Умножая на 2, перепишем уравнение в виде 

_ 2х2 +2у2+2г2-2уг-2хг-2ху=О, 

(х_у)2 + (y_z)z+(x~Z)2 =0. 

Этому уравнению удовлетворяют координаты только тех точек, дли которых 
.выполняются равенства х=у, y=z, x=z. Таким образом, уравнеиие определяет 
прямую х=у=г . ... 

370. Каков геометрический смысл уравнения 

х2 + у2 + 4z2-2xy-8z + 5 = О? 
~ Перепишем уравнение в виде (х-у)'+4 (z-I)t=-l. это урарнение 

не имеет геометрического смысла, так как его левая часть не может быть отрица
тель'ной Н1I при какнх действительных значениях х. у и z. А 
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371. Привест!! К ' каноническому виду уравнение 

4хЗ + 9yZ+ 36z2 -8x-18y-72z -+- 13 =0. 

6 , Сгруппируем Ч.lены с одинаковыми координатами: 
4 (х2 -2х) +9 (yZ_2y) +36 (z2-2z) =- ]3. 

Допо.1ННВ ,10 ПО.1НЫХ квадратов выражения n скобках, ПО,1уtlИ~. 

4 (х2 -2.:(+ ])+9 (у2_2у+ 1)+36 (z2-2z+]) =- ]3+4+9+35; 

11.111 - 4 (х- ])2+9 (y-1)2+36 (z- ]1)2=36. 

ЛРОllзпеде\l пара.1.1ельныЙ перенос осей координат, приняв за новое наЧ8.10 
коор,:щнат точку О' (]; ]: ]). Форму.1Ы прео6разовання координат Юlеют вад 
х =х' + 1, у = у' + 1, z = z' + ]. Тогда уравнение поверхности запишется так: 

4х'· + 9у'· + зеz'Z = 3б, ИД!! х,I/9 + у,а /4 + Z,2 = 1. 
\ 

Это уравнеllие определяет 3.1.lнпсоид; его центр находится в HOBO~I Н11'1:lле 
коорДllllат, а ПО.,уо:и соответственно равны ,3, 2 и ]. А. . 

372. Привести к каноническо:vIУ вилу уравнение 
х2_у2_4х+8у-2г =0. 

f':... СГРУППllруе~1 ч,'1ены, содержащие х и у: (xZ -4х) -(уZ...;..8у) = 2z. Допол· 
няе~1 до полных квадратов выражения в скобках: 

(х2_4х+4)_(у2_8у+ 16) =2z+4-16, или (X-2)2_(y-4)z=2 (z-6). 

, Проиэведем парал.'1ельныil перено: осей координат, приняв за новое начало 
точку 0" (2; 4; 6). Тогда х=х' +2, у=у' +4, z=z' +6. В результате получае'.1 
уравненне х,а_у,! = 2z', опреде.lяющее гипер60.'IИческиЙ параболоид. А. 

373. Какая поверхность определяется уравнением 

4х2-у2 + 4zZ-8х+ 4у + 8z + 4 = О? 

6 ВЫПО.1НИВ соответствующие прео6разования, по.'1У'lим 

4 (х2 -2х)_(у2_4у)+4 (z2+2z) =- 4; 

4 (.t 2-2x+ 1)-(у2-4у+4) +4 (z2+2z+ 1) = - 4+4...;.4+4; 
4 (x_I)2_(y_2)2+4 (z+ 1)2=0. 

Прi'JIIзведе~1 парал.leJ1ЬНЫЙ перенос осей координат, приняв ЭЗ, новое начало 
ТОЧК'; 0'(1; 2; -1). Формулы преобразованllя коор;\.инат х=х'+1'2у =у', +2, 

'z=i'-]. Тогда данное уравнение примет вид 4х,а_у,2+ 4г , =0, НЛII 
,ж,а _ у/а /4 + z'Z = О. Это уравнеllие конической повсрхно:ти. А. ' 

Выяснить, l<aKIIe поверхно~ти определяются следующими уравне-
НШI:>,Ш: 

374. xZ-ху-хz+уz=О. 375. х2 +г2-4х-4г+4=0. 

376. х2 +2у2+г2_2ху-2уг=0. 377. X2 +y2-z2_2g+2z=О. 

378. x2 +2y2+2z2-4y+ 4z + 4 = о. 
379. 4х2 + y2- z2_24x-4y+ 2z +35 =0. 
380. х2 + у2_ г2_2х-2у +- 2z + 2 = о. 

381. х2 +у2_6х+6у-4г+ 18=0. 
382. 9x2-z2 -18x-18y-6z = О. 
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ГЛАВА IV 

ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И МАТРИЦЫ 

§ 1. ПОНЯТИЕ ОБ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕ n-ГО ПОРЯДКА 

(~:r;~дел::м:~:)·~::л.:::я::~~:и",.ующ •• 

031 032 ОЗ3 а., 

а41 a4~ 04З аи 

'I~i -ai2' 'Озi 

а41 

таблице элемеитов 

С помощью определителей четвертого порядка ' можно аналогично ввести понятие 
определителя lIЯ!ООГО порядка и т. д. 

ДJl1Iопределителей .любых ООРЯдКОВ ,остаются всвле -определения минора н 
алге6раиq~кOlЮ »nолtreИия JleKGtOpor.o элемеита и ебе теоремы об алгебраических 
дополнениях, сформулированные для определителей третьего порядка. 

Таким 06разом;обоЗН1lqag , через M,jk МВНЩ>, :а ч~еэ А[1е -,Юlг.dSраическое 
дополнение ЭJlемента 0ik определителя n-го порядка (т. е. элемента, иаходящегося 
в i-A строке и k-M сroлбll.е этоro опреДeШIlfеля), имеем 

Ai't=(_l),tHM,*. 

Пусть D-определитель 'n~1'O порядка. Раскрывая ero сначала по элементам 
i-A: строки, а затем по элементам k-ro столбца, в силу теоремы 1 (см. с. 4J) 
получим 

D=ailAil+ a/2 A/2+'" +a;nAin; 
п =oaJ,kAl.k +~A21t + ... +OnkAnk' 

С другой CТ~POHЫ, при i t= i и k f:: 1 'в силу теоремы 2 (см. с. 41) имееем 

ajlAi~ + aj.2A[2 + . " +ajnAin=O, 
a1k AJl+a2k A2l+ ' " +ankA"t=O. 

Свойства определителей D'J'OPOTO и треТьего порЯдка, сформулироганные на 
с. 41, Cnраведлнвы и для определителей любого порядка. 

Решение системы линеАных уравнений 

определитель которой 
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{

' ,аllХl +й12%2+ ••• + аlnХ,.='b:i; 

, ~lXl+a22~ + ... +~"x,,=ы�' 
............... 

anlXJ.+an2~+·· .+апnхn=Ьп , 

Qit aiz ... аln 

D= а21 оп "0 о,,. ,:р. О, 

ап/. аn, ... аnn 



находится по фоР~lулам 

xl=D1/D; x2=D2 /D; ... ; xn=Dn/D. 

В этих фcIР~lудах D-определите.1Ь системы, а D" (k= 1, 2, ... > n)-оnреllели
те.1Ь, по.lученныЙ из определителя си:темы заменой /г-го столбца (т . е. СТО.1бца 
кuэффнцнентов при определяемом неизвестном) стодбцом свободных Ч.lенов: 

383. 

й~i й12 ••• Йl,II-i b1 Gi, k+l .•• йln 

D/;= а21 а22 ••• а2, /;-1 Ь2 а2, k+l ••• а2n 
.. 

ani аn 2 ••• an,k-l Qn аn , k+i ... апn 

ВЫЧИСЛИТЬ определитель 

3 5 '1 2 
1 2 3 4 

-2 -3 3 2 
1 З 5 4 

. 1:\ Пронзведем следующие действия: 1) из элементов 1-й строки вычтем 
утроенные Э.lе~lенты 2-Й строки; 2) к элементам з·й строки прибавим удвоенные 
Э.lеш'нты 2-11 строки; З) из элементов 4-й строки вычтем элементы 2-Й строки. 
Тогда исходныJi опреде.1итель преобразуется к виду 

0-1 -2 -10 
1 2 3 4 D= О 1 9 10 
012 О 

Раз.l0ЖЮI этот определитель по эдементам I-ro столбца: 

1

-1 -2 -101 
D=- 1 9 10. 

120 

Прибавляя к ЭJ1ементам 1-1\ строки элементы Зой строки и вычитая из эле
~leHTOB 2-й строки эдементы З-й строки, получим 

1

0 о -101 D= - 07 10. 
1 2 О 

Раз.l0ЖЮ/ определитель по элементам ]·го стол6ttа: 

D=-I~ -:81=-70 .• 
384. Вычислить определитель 

1 2 О О О 
З 2 З О о 
О 4 З 4 О 
О О 545 
О О О 6 5 

6. Вынесе! за знак определителя общие множители 2, 4 и 5-го СТО.lбцов; 

1 1 О О О 
З 1 З О О 

D=2·2·5· О 23 2 О 
О О 5 2 1 
О О О 3 1 
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BbI'ITeM нз элемеllТОВ 2-го сто.lбца элементы [-го столбца 11 раз:rОЖllМ ПО.'1)'· 

чеl(ИЫi'I опреде.'1ите,1Ь по э:rементам [-й строки: 

" r о о о о 
3 -2 3 О О 

D=200 2320=20 
О 052 1 
О О О 3 1 

~2 3 О О 
232 О 
О 52 1 
О О 3 1 

ПРll1аВЮI к Э.'1ементам 2-й строки э.lе~fенты� J·Й CTPOI<JI, выиеСС~1 -2 (nбщнli 
МIIOЖlIте.1Ь э.1емеитов 1-го столбца) за знак опре.lе.lнте.1Я, а зате~1 раз.l0ЖЮI по· 
.1УченныЙ определитель по Э.lе~lентам J"-ro Сто.lбца: 

[ 3 О О 
0620 16201 D = - 40 О 5 .2 1 = - 40 5 2 1 • 
0031 031 

Вычтем IIЗ элементов 2-Й' строки Э.'1е~lенты 3-й строки, BЫHece~1 2 (общшi ми(), 
ЖlПелl. Э,'1ементов 1-" строки) за знак опреде.нпе.1Я 11 раЗ.lОЖЮI по.lуч~ныi\ (юре
де.'111те;, ь по Э.1емеитаы 3-го стодбца: 

D=-801~ -1 ~1=-80Ig _11=640 .• 
385. Найти у из системы уравнеНIIЙ 

{ 

x+2y+3z=[4, 
u+ .2z+3t =20, 
z+2t+3x= 14, 
'+2х+3у= 12. 

6. Запишем систему' D внде 

HaCfДe~( 

{ 

х+ 2у+ 3z+0.t = 14, 
О·х+ у+ 2:+ 3t=20, 
3х+О·и+" z+ 2/=14, 
2х+ 3y+O·z+ t=12. 

1 2 3 О 
о 1 2 3 
3 о 1 2 
2 3 9 1 

Из Э.'1емеНТ08 ·2-ro сто.lбца вычтем удвоенные Э.1ементы 1-ro сто.,бца; 113 ::.ле. 
Ы~HTOB 3-го сто.'1бца Bbl'ITeM утроенные Э.'Iе~lенты I-ro сто.1бца: 

1 О О О I 1 231 " 112 31 
D= ~ _~ ~~ ~ = -6 -8 2 =(-2)·(-1) 34-1 . 

2 -1 -6 1 -1 -6 1 1 6 -1 

ИЗ элементов 2-го сто.'1бца пычтем удвоенные Э.lе)lеиты " I-ro сто.1бца; 113 ::'.1емен, 
ТОВ 3-(";) сто.~бца вычте~1 утроенные Э.'Iементы 1-го сто.lбца: 

Нахо.:щм 
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1 14 3 О 
О 20 23 
3 14 1 2 = 2 
2 12 О 1 

1 730 
О 10 2 3 
3 7 I 2 • 
2 6 О I 



Из э.'fементОв 3·Й строки вычтем утроенные элементы I-Й строки; из элемеlПOВ 4-. 
строки вычтем удвоенные элементы I-й строки: . 

1 7 3 О ~ 

О 10 2 3 '!О 2 31 1;) 1 31 Dy =2 о -14 -8 2 =2 -14 -8 2 =2·2·2 -7 -42 • 
О -8 -б 1 -8 -6 1 -4 -3 1 

Из Э.'Iементоп 1-й строки вычтем утроенные 'элементы З-й строки; из элементов 
2-и строки вычтем удвоенные эд~менты 3-й строкн: 

1

17 1001 117 101 Dy =8 1 2 О =8 1 2 = 192. 
-4 -31 . 

Отсюда y=Dy /D=192/96=2. А 

386. Вычислить определитель 
1 1 1 1 

V а Ь с d 
= а2 Ь2 с2 tP 

аз Ь3 dI ,fI 

6. Вычтем из 2-й строки I-ю, умноженную на а; из 3-й строки 2-ю, YMHG
женную на а; из 4-й строкн 3-ю, умно~енную на а: 

1 1 1 1 

О Ь-а с-а d-a l' 1 1 1 у= о Ь2 Ь 2 .е. d =(Ь-а) (с-а) (d-a)· Ь с d . 
-а с -ас. u--а' Ь2 с2 dZ 

О b3 -aIJ2 dI-ас2 dЗ_adS 

Вычтем нз 2-й строки I-ю, умноженную на Ь; из 3-й строки 2-ю,. умножен
ную на Ь: 

у = (Ь-а) (с -а) (d-a) О с-Ь d-b = 
1

1 1 1 1 

О dl- Ьс d2-db 

=(Ь-а) (с-а) (d-a) (с-Ь) (d-b) 11 11= 
с (t 

=(Ь-а) (с-а) (d-a) (с-Ь) (d-b) (d-c). 

Нетрудно видеть, что рассматриваемый определитель равен нулю тогда 
тогда, когда среди чисел а, Ь, с, d имеются равные. А 

Вычислит!;> определители: 

1 -2 3 4 
2 1 -4 3 

387. 3 ~4 -\ -2 
4 3 2-\ 
102000 
12 \0 2 О О 

389. о 12 10 2 О. 
О О '2 10 2 
О О О 12 10 

Решить системы уравнений: 

391 х-2z+зt=~4, 
{ 

у-Зz+4t=-5, 

• 3х+2у-Ы= 12, 
4x+3y-5z= 5. 

388. 

390. 

-1-1 -1 -1 
-\ -2 -4 -8 
-\ -3 -9 -27 . 
-\ -4 -\6 -64 

\+а 
\ 
] 

1 

I 

'-а 
\ 
1 

1 
\ 

I+Ь 
1 

1 
\ 
1 

l-Ь 

392. 
{ 

x-3y+5z-7t= 12, 
3x-5y+7z- t= О, 
5x~7!1+ z-3t= 4, 
7х- u+Зz-5t = 16. 

и только 



{ 

х+ 2у= 5, 
3у+ . 4z = 18, 

393. 5z+ 6и=39, 
7и+ 8u=68. 

. 9u + 1 Ох = 55. 
{ 

2x+3y-3z+4t = 7, 
394 2х+ у- z+2t= 5, 

• 6х+2у+ z = 4, 
2x+3y-5t =-11 • 

§ 2. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРА30ВАНИЯ И МАТРИЦЫ 

С ПОМОЩЬЮ равенств 

х=аllХ' +aI2y'j 
!J = а21Х ' + а22У' 

значения переменных х и 1/ можно выразить линейно через значеиия пеР~~lенных 
х' и у'. Эти равенства принято называть лuнейным nреобразоваНllе,11 пере~lенных 
х' и у'. Их можно рассматривать также как линейное преобразование координат 
ТО'l/<И (или вектора) на плоскости; 

ТаБЛIIU.а 

называется .матрицей рассмаТРlIlJае~IOГО линейного nреобразоеанuя, а опрe.:tе.lнте.lЬ 

D А = 1 ан а121 
ан а22 

- определителем линейного nреобразованuя. В дальнеiiше:ll будем преДпс.1агать, 
';то D A :j:: О. 

м.uжно также раСС~lатривать линейное преобразование трех переменных (т. е. 
Д,lЯ пространства) * 

где 

х=аllХ' +аиу' +а1ЗZ" 
у = а21Х' + а22У' + а2ЗZ" 
z=аЗ1Х' +аЗ2У' +аззz', 

- соответственно матрица и опреде.lитель этого пре::Jбразования. 
МаТРИllа А назыоается невырожденной (неособой). еС.1И D А i= О. · Ес.1И же 

D,\ ~O. то матрица назыоается вырожденной (особой). 
/llатрицы 

( аl1 а12 ) и ('::: :~: :~:) 
ан а22 

аЗl аЗ2 азз 

называются KBaapamHb/,l/1l Аtатрuца.11Il соответственно второ,о и третtего Ilорядков. 
Д.1Я большей общности ря:( опре:tе.lениЙ БУ.lет дан .мя ~laTpHu третьего по

РЯ.l/(а; ПРЮlенение их к маТРИUЗ\1 второго поря;tка не вызывает затруднений . 

. * Часто лннеl1ньщ преобразоваllllе~1 называют равенства бо.lее общего ВИ.1а 

х =Пl1х"+012У' +013Z' +Ь1 • 
У =а21Х ' +OZ2Y' -+- Q2ЗZ' +Ь2 , 
Z=ОЗ1Х ' +ОзШ' +аззz' +ьз . 

Здесь рассматривается .1инеЙllOе преобразование •. 1.1Я которого Ь1 = Ь2 = Ьз = о. 
в курсах Функциона.lЬНОГО ана.1нза Tal(Oe .1ИнеЙное преобразоваНllе называют 
ЛlIнеUНbtАt омраторо,н. 
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Ес.1И Э.1е~Jенты квадратной матрицы УДов.1етворяlOТ ус.'IOвию аmn =аnm , то 
матрица называется сиАI.ttетрической. 

Две ~Iатрицы 

считаются равными (А = В) тогда и только тогда, когда равны их соответствен
Ilые э.1е~lенты, т. е. когда am~ =Ьmn (т, 11 = 1, 2, З). 

CYAIMOi1. двух матриц А и В называется матрица, определяемая равенством 

(ан а12 а13) (bl1 b12 b13 ) (a11+bll a12+ b12 а1З+Ь1З) 
\ а21 а22 а23 + b21 Ь22 Ь2З = а21 +Ь21 а22+ Ь22 ~З+Ь23 • 
\аЗl a~2 азз ЬЗ1 ЬЗ2 Ьзз аЗl+ ЬЗl аЗ2+ ЬЗ2 азз+Ьзз 

Произведением числа т на Аютрицу А называется матрица, определяе~lаlf 
равенством 

(а11 а12 а13) (rna1i таи та1з) 
т ан а22 а2 з = та21 та22 mа23 . 

аЗl аЗ2 азз таЗl таЗ2 тазз 

П роизведенue двух .матриц А и В обозначается символом АВ и олреде.'lяеТСIf 
равенством 

(а1! а12 а1З) (b ll 

АВ = а21 ,022 а2З Ь21 
аЗl аЗil азз Ь31 

3 3 

~ alJbJ1 ~ alJbJ2 
J= 1 j= 1 

3 :J 

= ~ a2jbJi ~ a 2JbJ2 
)=1 j=1 

:J 3 

~ аЗJЬр: ~ аЗj Ьj2 
\J=1 J=1 

Ь12 Ь1З) 
Ь22 Ь2З = 
ЬЗ2 Ьзз 

3 

~ UJjЬjЗ 
j= 1 

3 

~ а2JЬjз , 
j= 1 

3 

2: азjЬjз 
j = 1 I 

т. е. ЭАеАll!нт матрицы-nро//зведен//я, стоящuй в l-lI строке и k-.It столбце, ра
еен CYAIMe nроизнеденuй coornвemcтвeHHЫX эле,1tенmО8 i-u строки .матрицы А и k-го 
столбца ,матрицы В. 

По отношению к лроизведению двух матриц переместительный закuн, вообще 
говоря, не выполняется: АВ r" ВА. 

Определитель nРОUЗ8едения двух Atampuq равен nроuзведенuю определителей 
этих Atampuq. 

Нулевой .маmnшJP.Ц называется матрнца, Р.се элементы которой равны ну.1Ю: 

(
000\ 
О О О \=0. 

\0 о 0/ 

Сумма этой матрИIЩ и .1JЮбо/! матрицы А дает матрицу А: А + О = А. 
Единичной А!атрицей называется Аlатрица 

'1 00\ 
Е=( о I О ). 

, О О 1) 

При vмножении этой матрицы сдева или справа на матрицу А получается 
матрица .4: ЕА = АЕ = А. Е.:{НииqиоЙ матрице OTlJeQaeT· ТОЖ,J,ественное .1инеЙное 
лреобразование : х = х', у = у', Z. = z' . 
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1,lагрица В называется обратнЬй по отношеНIIЮ K~laTpHUC А, еС.1И nРОIIзве
денвя АВ 11 ВА равны еJ ННIIЧНОЙ матрице: АВ =ВА = Е. 

ДЛЯ матрицы, обратной по отношению к ~Iатрице А, прннято обозначеНllе 
А-l, т. е. В=А-l. 

Всякая невырожденная квадратная матрица А H:\IeeT обратную матр"цу. об
ратная ~laTp"ua находится по формуле 

(

A 11 /D A 

A-I= А 12 /О А 
Al~/OA 

A21 /D А 
А 22,ID А 
А 2з/ D rI 

Г.1е A'TnIl-аolгебраllческое дополнение элемента маТРШLЫ ат" в ее опре.1е.1Ifте .,е; 
т. е . ПРОIIзве;lенве ЩlflOра второго порядка, ПОЛУ'lеннаfО вычеркивание" т·Й строки 
11 п-го сто.lбца в опре .1С.l11те.lе матрицы А, на (-I)m+". 

Маillрнцей-столБЦОJI наЗывается матрица 

lJjJUlJзве."\еllне АХ опреде.1яется раnеНСТВЩI 

(
аl1 

АХ= ан 
аЗl 

\"'HCTe~la уравнениii 

f аиХI +a12x2+at~x~=bf, 
'1 а21Х! + а22Х2 + a2~X~ = Ь2 , 
t а31Хl+а32.t2+а~зхз=Ьз 

может быть заmiсана в виде 'АХ = В, где' 

(011 а12 , а 1З) (XI,\ /Ь1) 
А = ~ а21 а22 а2 з , Х = Х2 )' В = ( Ь2 • 

\ аЗ1 а32 азз \ХЗ \ 1;з 

Решение этоli системы имеет вид Х = А -1 В (ес.1И D А ;Z::: О). 
Х apaK!I!ep//cmU'JeCKII.1I уравнением матрнцы 

называется уравнение 

(:~: :~: :~:) 
а31 (7З2 азз 

1

011-1. °i2 
021 а22-л. 
Озi а32 

Корнн этого уравнения ~-t, л.~ , Аз называются хар.1КmерllсmЦ'lескЦ.11/I '1lIсдаАIIl 
~laTpHU"' ; OllH всеГ.1а .1еЙствите.1ЬНЫ, если нсхо;щая маТРlща ЯВ.1Яется сишiстр"чес
кой. 

Систе~Iа ypaBHeHHii 

r (all - 1.) ~! + a12~2 + 01~;З = О, 
" a21~1 + (а22-"-) ;?+02~~3=O, 
\ аЗ~;I+аЗ2;2+(аэз-А) §~'=O. 

в котороА J" ЮIеет оДно IIЗ значениii J.i. л..2. Л~ И опре.1е.1ите.1Ь которой в с"ду 
этого равен ну.1Ю ., опреде.1яет тройку чнсе" (;1; ;2; ;з),сuотпеТСТDУIOЩУIO дан
ному характеРlIстическому чис.1У. 
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Эта совокупность тре" чнсел (~i; ~t; ~э) С точностью до постоянного множи
тели оliред.еляет ненулевоli вектор r = ~ll + ~2! + sзk, называем·ыЙ собственным 
векторо'" МатрlЩЫ. . 

395. дано Jlинейное преобразование х = х' + у' + г', у = х' + у', 
г=х' и даны точки в системе координат х', у', г'; (1; -1; 1), 
(3; -2; -1),' (-1; -2; -3). Определить координаты этих точек в 
системе х, у. г. 

6 По}{стаВНD координаты точек в paReHCTBa, определяющие данное линейное 
преобразоВание, ПOJlучае~I ; ес.1И х' = 1, у' =-1. г' = 1. то х= 1. у=О. z = 1. т. е. 
(1; 0.1); если х'=з, у' =-2.2'=-1, то х=О. y=l, г=3, т . е. (О; 1; 3); еслн 
х'=-I. 1/'=-2, 2'=-3, то х=-6, у=--З, 2=-1, т. е. (-6; -3; -1). А 

396. Написать линейное пре06разование предыдущей задачи для 
. , I I 

перехода от координат х, у, z к координатам х , у , z . 
D. Имеем х' =г (нз третьего равенства); у' =у-г (вычитаем из второго ра

венства третье); г' =X-J/ (вычитаем из лервоrо равенства второе). А 

397. дано линейное преобразование х = х' + 2у', у = 3х'+ 4у'. 
У каких точек оно не меняет координат? 

D. НУЖ/Ю нзАтн Х Н !I. если х=х'. у=у'. т. е. х=х+2!1, у=3х+4у. Сле
довательно, х=х' =0, у=у' =0 .• 

398. У каких точек линейное преобразование х = 3х' -2у', у = 
.... 5х' -4у' не меняет координат? 

t;... Имеем х=Зх-2g, у=5х-4у. Следовательно, х=у=х' =у', т. е. линей
ное преобраэование не меняет координат у точек (t; t) с одииаковыми координа
тами •• 

399. Найти сумму матриц 

А =( 2 -1. О В= 2 3 -2 • 
/3 5 7) (1 2 4) 
\4 3 2 • -1 О 1 

(3 + 1 5 + 2 7 + 4) (4 7 11) t:::. А+8=\ 2+2 -1+3 0-2 = 4 2 -2 . • 
\4-1 3+0 2+1 3 3 3 

400. Найти матрицу 2А + 5В, 
А = О f), 

6 2A=(g Ig). 58=Cg ~:g), 

если 

B=(~_~). 
2A+58=(1g~). А 

401. Найти произведения матриц АВ и ВА, если 

! 1 3 1) (2 1 0\ 
А = ( 2 О 4, В = 1 -1 2 1. 

,123 3 2 1) 

(
1.2+3.1+1.3 1·1+3(-1)+1·2 1.0+3.2+1.1) (8 О 7) 

/.). АВ = 2.2+0·1 +4·3 2·1 +0(-1)+4·2 2·0+0.2+4·1 = 16 \о 4 • 
1 .. 2+2.1+3·3 1·1+2(-1)+3·2 1·0+2·2+3·1 13 5 7 

. (/2'1+1.2+0'1 2.3+1·0+0.2 2.1+1·4+0.3\ (4 66) 
ВА= 1·1-1·2+2·1 1·3-1.0+2·2 1.1-1.4+2.3)=[ 1 7 3 . А 

. 3·1+2·2+1·1 3·3+2.0+1·2 3·1+2·4+1·3 \8 11 14, 
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402. Найти АЗ, если А = (f ~). 
6 A2=(f~) (f ~)=(~+~ ~+I~)=(Ч ~:), 
АЗ=А2·А= С} :~) (~ ~) = (~~+:: i~+~) = O~ ~). А 
403'. Найти' значение матричного' многочлена 2А·2 + ЗА + 5Е IlрН 

(

1 12\ 
А = ~. ~ :), если Е -единичная матрица третьего порядка. 

~ А2=(: j i)(: j i)=(I~ 1~ ~), 2АЙ=(~ ~~ :g), 
,,4 1 1" 4 1 1 . 9 8 10 18 16 20' 

( 
3 3 6\ (1 О о) . (5 О О) 

ЗА = 3 9 З), 5Е =5 \0 1 О = О 5 О • 
12 3 З , о о 1 О О 5 

(
28 15 lfi) 

2А2+3А+5Е= 19 36 15 . Ji. 
зо 19 28 

404. Даны два линейных п~образования x=ai~X' +alsY', у == 
= а?IХ' + а22У' и х' = Ь1lх" + Ь1 а..Ц • у' = Ь21х" + bt 2Y'" Подставляя х' и 

. у" из второго преобразования в первое,. пол.учим линейное преоора
зование, выражающее Х и у через х" и у'!. Покааать, что' матрица 
полученного.· пре06рааования; равнапроизведению матриц первого и 
второго преобразований. 

1\ Имеем 
х=аl1 (Ь11х," +Ь·iи.'/) +а12 (b2Ix" + ЬиУ") = (а,:lЬН: +a12bU) х" +(allbis:+oUb21) у", 
У =~l (!;11х" + Ь1llу') +022 (Ь21х" + Ь.2У") = (а81ыl + OsаЬ21) х" + (lZtl bl2 +аиЬ~ у". 

~taтрица полученного линеАного преобраэования имеет вид 

( аllЬ11 +аI2Ь2! aI1.b11 +аllЬ22 \, 
IZtlbl1 +anb.t atlbll + IZtsb22 1 

т. е. она является произведеннем ма;риц (а11 а12 ) и (:li :12). А 
405. д ••• "'~ИЩ А ~ (\, \ ~J :.:и d5~a:';' "'~HЦ~. 
6 Вычисляем определитель матрицы А: 

DA=I~ ~ il=27+2-24=5. 
5 3 4 

liаходнм алгебраи~еские дополиеиия элемеитов этого определителя: 

Ali=l~ ~1=9, Aal=-I~ ~1=-2, АЭi=l~ ~1=-4, 
А1э =-IА ~1=1. A22=1~ ~1=2. АЭ2=-I~ n=-I, 
Аlз=IА.~I=-12. А2з=-I~ ~1=I, Аэз=lf ~1=7. 

Следовательно, ' - . 

( 

9/5 -2/5 -4/5) 
А-l= 1/5 2/5 -1/5 . А 

-12/5 1/5 7/5, 



408. Решить систе:-.fУ уравнений' 

f 2х+3у+2г=9, 
~ х +'2у-3г = 14, 
t 3х+4у+ г= 1б, 

п~едставнп ее в виде маТРIlЧНОГО уравнения. 

6. ПереПllше~1 СИСТбlУ в еиде АХ = 8, r;te 

' 2 3 2' 
A=/ 1 2 -3 \ 

\ 3 4 1 j' 

Решение .матри'lНОГО урапнения Юlеет вид Х =А -18. Найде~1 А -t. И:-Iее\l 

D,1,=It-~ -~1=28-30-4=-6. 
3 4 I 

Вычис.'1ИМ алгебраические дополнеиия элементов этого опредеЛИТС.1Я: 

All=l~ -~. 1=14, A21=-I~ il=5, АзJ=lg _~I=-13, 
A12=-lj -~I=-10, A22=1~ i!=-4, А з2 =--'-li _ZI=8, 

А1з =lj ~1=-2, А2з =-15 ~I=), Аэз=li ~1=1. 
ТаКЮI образом, 

отку.1а 

1 ( 14 5 -13\ 
A-l=_-,- -10 -4 8), 

6 -2 1 1/ 

1 ( 14 5 '"-13)( 9) 1 ( 12r,+~~-20R) 1 (-12) ( 2) 
Х = -- -10-4 8 14 =- -;- - QO-J.J+128 =- --;- -18 =( 3. 

G -2 1 I 1G (j ,-18+14+16 6 12 \-2 

с.lедователь,но, х=2, у=3, г=-2 . .. 

407. дана матрица O~). Найти ее хараI<Теристические Чllсла и 
собственные векторы. 

6.. Состаlмяем хаvактеРlIстическое уравнение 

15'41.. 3-=1..1=0,11.111 (5-1,) (3-л')-8=О, .,. . е. 1.2-81.+7=0; 

хараlпериr.Тllческие числа Лl = 1, Л2 = 7. Собственный Еектор, соотвеТСТВУЮЩllЙ 
первому характеристичеСКО:llУ ЧIIС.1У, находим из систе:llЫ уравиений 

{ 
(5-л'1) ~;+2~; = O, 
4;~+(3-1'1) ~;=o; 

так как 1'1 = 1. то ~; 11 ~~ связаны заПИС lI:llOСТЫО 2~; +~; = О. 
Полагая ~; = а. (а. :r= 0- произвольиое число). ПО.1учае\l. ~; = -2(1; И собствен

иый lJeKTOp. соответствующий характеРIfСТИllеСКО~IУ ЧИС.1У Лl = 1, есть f1 = ai -2(;(j. 
Наlще:ll второй собственный пектор. И .\lее~1 

{ 
(5- л'2) ;~ + 2s; = о, 
41;~ -1-(3-1'2) ~; =0. 
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, Подставив значение Л2 = 7. приходим к СО.ОТJlошеНjlЮ ~; - 6; = О, т. : е.· ;; = 
= ;; = 8 1'= О. Собственным BeKTopo~l. соответствуюШJIМ второму характеристиче
скому числу, С.1УЖИТ r2 = ~I + ~j. А 

408. Найти характеристические числа и собственные векторы 

( з -11) 
матрицы -1 5 -1 . 

\ 1 -1 3 

6. Состав.'1Яем характеристическое уравнение 

I з-л -1 1/ 
-15-л -1 =0. 

1 -13-л 
1I.1И 

(з -л) [(5-,Л) (з -л)-I] + (-3+ л+ 1) + (1-5+ л) = о. 

После элементарных преобраЗ:Jваний уравнение ПРИВОДIIТСЯ к виду (3-л) (Ла _ 
-8Л+I2)=0. откуда Лl=2. л.=3. Л,=6. 

Находим собственный вектор. соответствующий характеристическому числу 
Лl = 2. Из системы уравнений 

{ 
~;- ~;+ ,~=o. 

-6~ +З6~-6~=0. 
61- ;2+6з=0 

(одно из уравиений этой системы есть следствие двух друтих и может быть от

брошено). получим ;;=0. ~=-~;. Полагаем ;;=а. тогда 6;=0. ;~=-a н 
tl=al-ak. 

Находим собственный вектор. соответствующий значению Л2 = 6. Получаем 
снстему уравнений 

{ 
-;;+ ~ =0. 

-~~+26;-~=0. 
~;-6;=0 

(одно из этих уравнениЙ.-следствие двух других). Orcюда ,; = ,; = 6; = ~ и r2 = 
='~I+~j+~k. 

Нахрдим собственный вектор. соответствующий значению ЛЗ = 6. Составляем 
систему уравнений , {-З6~" -;;" + ~~" =0. 

-~~" ~~~" - ~"=O, 
,;" -,;" -3~;" =0 

(снова одио из .уравиеииЙ-следствие двух других). Решая эту систему, нахdдим 
~:' =1'. 6;"=-21'. ~"=Y н га=уl-2УI+уk. 

Итак, собственные векторы заданной матрицы имеют вид rl = а (1-k); rl = 
=~(i+j+k); гэ=у(i-2j'-:k). где а. ~. Y-ЛРОИЗВОЛЬRые отличные от нуля 
числа. А 

409. Дан'ы два линейных прео6разования х = аl1х' + а12у' + а1эz', 
у = ~lX' + az2Y' + аsзz' , z = ~IX' + аа2У' + аазz'; х' = Ь11х" + Ь12у" + ыэ'',, 
у' = Ь21х" + Ь22У" + Ь2эz", z' = Ьэ1х" + ЬзаУ" + Ьзэz". Подставляя х', у' и 
z' из второго пре06разования в первое, получим линейное преобра
эование. выражающее х, у, z через х", у", Z". Покаэать, что мат
рица полученного преобразования равна произведению матриц пер
вого и второго преобраэованиЙ. 
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410. дано линейное Пj>е06разоваНllе х = 6х' -+- у'-2г', У= -18х' + 
+ 2у' -;- 6г'. z = 2х' + 2у. Координаты каКIIХ точеl{ удваllваЮТСII в 
резу.'1ьтате Э1ОГО пре06разования? , 

411. даны два линейных преобразоваНIIЯ: х=х'+у'+2г', У= 
= х' + 2у' + 6z', z = 2х' + Зу'; х = 2х' + 2z', у = х' + Зу' + 4z',· 1 = 
= . х' -+- Зу' + 2z'. Найти ТОЧКИ. для которых J<аждое IIЗ ЭТIIХ преоб
разований дает один и тот же результат. 

412. Найти точки, координаты которых не "еняюiCЯ пр" при
менеНJlИ линейного пре06разования х = х' cosa-y' sina, у' = х' sina+ 
+ у' cosa. 

413. Найти множество точек, координаты ,\Оторых меняются ~Je
СТЮIll при прнменении линейного преобразованиях = х' cosa
- у' sin а, . у = х' sin а + у' cosa. 

' 5 8 4\ 
414. Дана матрица А = \ ~ ~ g.:- Какую MaTpJJUY, В нужно ПРIJ-

баВIIТЬ к матр"це А. чтобы получить еДIIНIIЧНУЮ ~Jатр"цу? 
(2 J 1\ I . 

4,15. дана матрица А=\' 2 1. НаЙТIIСУШJ\"'lаТРllцА~-LА+Е. 
1 1 2 I - ' 

/10 20 -ЗО) 
416. дана матрица А = .\ о 10 20. НаЙТII обратную !.lаТРIШУ. 

О О 10 
417" Решить систему УРо~lНеНIIЙ ' 

{ Зх+4у= 11, 
~ 5у -t- бz = ,28, 
\ х т 2z = 7, 

nредстаВIIВ ее в Вllде матри.1JНОГО уравнения. 

1 418. НаЙПI характеРНСТllчесlше числа JI IIОРЩlрованные собст-

венные векторы матрицы (~~). 
419. Найти характеристические числа 11 собственные векторы 

(

1 J .3\ 
матрицы J 5 I \. 

з 1 1/ 

§ З. ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ ОБЩИХ УРАВНЕНИЙ 
КРИВЫХ И ПОВЕРХНОСТЕА ВТОРОГО ПОРЯДКА 

Выражения вида 

11 

allx2+lI2~Y~ +аз,z:% + Za"xy+ 2al3xz + 2a~~yz 
lIазымются KfloiJpomll'lНblA/II ФОр.IЮ,IЩ coorneТCTBCH11O от ;щ~ х 11 трех nepe~leHHblX. 

" 

СЮI:uеТРllческне ~lаТРIЩ'" 

А I!I . (011 012) 2 = . где lI21 = ·01? 
а:!1 а:,!! 

(

Oli 012 013'\ 

A~3) = l.'2t a~2 a~~ • г:,е a2t·=al~. 031 = ')11 !I ОЗ2 =он, 
аЗl. 032 Озз) 

называютс!! JIOmpUIfQJlII ЭТШI фоР~I. 
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КвадраТИЧllые фоР~IЫ с помощью .~инеЙного преобраЗQваllИЯ nepe~leHHblX "'ОЖli;) 
пре06разовзть к BII;IY, не содержащему ПРОlIзведеllИЙ IIOBblX лере~lенных (npll
вестн, как говорят, к а.,гебраиче~коЙ сумме KBa.:rpaToB); иными с.l0ВЗ:l.!И, ,(Оа;,ра
тичная форма двух леременных ~lOжет быть приведеllа J( ви.\у ~'lX'-+ '. 2у'-, а 
квадратичная форма трех лере~lеllНЫХ - к виду Лlх,2 + "2у'2 + Лзz,2. 

Для того Чтобы коэффициенты при х7 БЫ_1И характеРНСТlfчеСКЮIИ ЧIIС.1а\llI, 
лннейное преобразование ДО.1ЖНО быт ... ПроНЗо~;tеН(1 С.1едуIOЩИМ обраЗ(J\I: опре:!е
ляют тройку (для квадратичиойформы ДB~'X пере~!енных-пару) НОР~1ИРОВiJННЫ.'( 
попарно ортогональных собственных векторов. соответствующих характеРНСТllчес
ким числам "1, А2' Аз: 

el=ali+~lJ+Ylk. 
~=a2i+~2!+Y2k. 
ез =азl +~зJ+'I'зk. 

в силу НОРМllро.ваииостн н ортогональности векторов ei. е2 • ез ДО.,жны ВЫПО.1-
няться тождества: 

a~+r,'+yl=J (i=J. 2. 3); aiaj+~i~j+YiYi=O (1. j=l. 2. 3. i:F J). 

Тогда маТРИ1tа пре06разования переменных имеет вид 

иными словами. надо положить 

х=а,х' +а2У' +азz'. 
у = ~,x ' + "'2У" + ~зz'. 
z = 'I'lХ' + 'I'2У' + I'зz' 

(для случая двух переменнЬ!х все ФОРМУЛЫ ~OOTBeTCTBeHHO упрощаются). TaKf)e 
преобразоваllие леремеиных носит назваиие лшreйноzо орmО,'ОНQльного преоброзо
юния: в этом случае определитель матрицы S равен ±1: Ds =±I. 

Линейное ортогональное преоtSразование используется для приве.\ения к ка
ноническому виду общего уравнения криР.оЙ или поверхности второго ПОРЯJка, 
причем если хотят сохранить взаи),fИУЮ ориентацию новых коордииатных осеА, 10 
иалагают на мат'рицу преобраЗ:JUЗНИЯ S допол'ннтельное условие; Ds = 1. 

Преобразование уравнения кривой или поверхности второго порядка к Kallo
ническому ВИДУ производят сле"ующим образа~!: 

а) находят то линейное ортоmна.%ное преобрэзованне координат. которое 
приводит квадрати'!Н),ю форму старшнх '!де вов уравнения кривой И.1И nOl!epXHO
сти к сумме ква.'1ратов, и выполняют в уравнении соответствующую за~,ену. 

В результате этого преобраЗОDания из уравнення исчезают Ч.1ены с ПРОllзяеде
ииями координат; 

б) производ.я по~ле этого пара,1.1е,lЬНЫЙ перенос новых осей КООР.\Иllат (В про
странстве иногда приходltТся, кроме того, делать допо.ll1ите.%ныЙ поворот ,1ВУХ 
осей в одной из' координатных п.l0скостеЙ), ПРИВОДЯТ YP~BHeHlie к требуе~lO~IУ 
каноннческом у виду. '. 

420. Привести к каноническому виду уравнение кривой 

5х2 + 4ху + 8у2_32х-56у + 80 = о. 

11 В данном случае матрица старших членов имеет внд А = (~~). Состав
ляем . характеристическое уравнение матрицы; 



Находим характеристические числа Лt=4, Лt.=9. Полагая. ?-1=.4, для опре
деления соответствующего собственного вектора получаем систему уравнениА 

{ 
61 +2~2=O, 
2~1+462=0. 

Отсюда 61=-262; полагая 61=-а, находнм 61=2а и rl=a(2i-j). Нормируя 
вектор гl, имеем С!1=(2/У5) '-(l/У§"") J. 

Полагая Лs = 9, для определення второго собственного вектора получаем си
стему уравнений 

{ 
-4'11+2tb=О, 

2Т)! - 'Ib = О. 

Отсюда 1k=2Т)1 И r2=~ (1+2). Нормируя, определяем C!s=(I/Y5) 1 + 
+ (2/y5j j. Легк() проверить,что скалярное произведенне С!1' е:. = О, т. е, век· 
торы еl и c!t ортогональны. 

Используем собственные нормированные ортогональные векторы для построе
ния матрицы преобразования координат 

Отсюда 

S=( 2/Y~ '/Y~); Ds= 1. 
-1/у5 2/УБ . 

НаАденные для х и у выражения подставим в уравнение кривоА: 

5 ( ;5 х' + ~5 у' У +4 ( :5 r + ;5 у') ( - ~§"" х' + ;5 у')+ 
+В( - ;5 х'+ ;§"" У'У-З2 ( ;5 х'+ ~5 у' )-56 (- ;5 r+ 

+ ;5 у' )+80=0, 
откуда после раскрытия скобок и прнведения подобных членов ПОЛУЧИМ 

4х'2+9у'1- ~5 х'- ~~ у'+80=О. 
Заметим, что в преобразоuанном уравнении КОэффИllиентами прн х,1 и у" 

оказались (как и следовало ожидать) характеристические числа А1 и~. Перепи
шем уравнение в виде 

4(Х'3_ ~5 Х')+9(у'I- ;5 У')+80=О. 
Выражения в скобках дополним до полных квадратов: 

4 (х,а_ ~5 х'+; - ; )+9 (y'%~ :~ у'+ ~-~4)+80=O, 
илн 

или окончательно 

4(Х'- ;5 У+9(У'- :5 У=З6. 
Произведем параллельныА переное оеей координат, полагая Х- =х' -l/VS: 

у"=у' -8/YS; пмучаем V Z+9y"3=36. или Х-В/9+у"'/4= 1 (каноническое 
уравнение эллипса), А 
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42J. Привести к каноническому виду уравнение кривоА 
9х2 +24ху+ lбу'-230х+ 110у-225=О. 

д Характеристическое уравнение имеет внд 

1 9 -;;л. 1612 л 1=0, или 1..'-251..=0, т. е. 1..1=0, ",=25. 

При л"" О получаем систему 

{ 
9~1 + 12~a =0, 
12~1 + 16~ =0. 

Каждое из этих уравнениil сводится к уравнению ~1/4 = ~!/(-З) . Следовательно, 
собственным вектором матрицы служит вектор r=et(41-ЗJ) , а при аао 

= I/У42 +(-З)2=1/5 находим собствеиный нормированныА вектор еl=(4/5) 1-
- (3/5) j. 

При ~,=25 получаем систеМУ 

{ 
-16'11 + 121}s =0, 

12111- 9чt =0. 

Из этой системы аналогичным образом находнм второй собственный нормнрован· 
ный вектор cs = (3/5) 1+ (4/5) J (el'Cs = 0). 

Матрнца преобраэоаания коордннат нмеет вид 

s= (~~~ ~~~) (DS=I); 

формулы преобразоваиия х = (4/5) х' + (3/5) у, 11 =;= (-3;5) х' + (4/5) у'. 
Переписав уравиение крнвой в виде 

(Зх+4g)S-230х+ 1 IOg-225 =0, 

переАдем к новым' координатам: 

25/1'1-230 (~X'+~ у' )+110( -~ x'+~ х') -225=0 

Поеле приведения подобных членов и сокращення на 25 приходнм куравне· 
пию 

y'I-IОх' -2у'-9=0. 

Последнее yp&unt:HHe можно перепнсать в виде (y'-I)'=IО(х'+.) . ПРОНЗ&едSl 
параллельныА переное. осей, примем за новое иачало координат точку О' (-1, 1). 
В итоге приходим К каноиическому уравнеиию заданноА кривоА rI" = 'ОКО (пара· 
боJ1а).. . 

422. Привести к каноническому виду уравнение поверхности 
3х~+5у2+Зzt-2ху+2хz -2yz -12x-IO=O. 

Ь. Здесь матрица старших членов уравнения поверхиостн имеет вид 

( 

3 -1 1\ 
-1 5 -1): 

1 -1 3 

характеристические числа матрицы определяются из уравнения 

1 3=~ 5=i -~I=o, 
I -1 3-1.. 

которое цриводится к виду (3-1..) (1..2-81..+ 12) =0; отсюда находим 1..1 =2, ""=3, 
1..,=6. 
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При л, = 2 по"учае\l систему 

(U\-U2+UЗ =0, 
~ -и\ +3U2-UЗ=0, 
~UI-U2+UЗ=0. 

УказаННО~IУ значению л, соответствует собственный вектор (а; O~ -а). После 

НЬР~lИроваllИЯ ПРИХО.'lЮI к вектору еl = (l/y2") 1-(I/y2") k. 
При л=3 по.1учаем систему 

( -t'2+t'2 =0, 
~ ~иl +2U2.-t'з =0, 
t t'l-UZ=O. 

Отсюда наХО,1ЮI второй собственный нормированный вектор ez=(I/Y.f) 1 + 
+(1/УЗ)J+(I/УЗ)k. Векторы еl и е! ортогонаJIЪНЫ: еl·е2=0. 

При Л,=6 по.1У'lаем систему 

{

-3Wi -W2+ Wз=О, 
- WI-WZ- wз=О, 

WI-WZ- 3WЗ=0. 
Соответствующим собственuм нормированным вектором (третьим) служ.гг вектор 

еэ = (1/ У6) 1-(2/У6) J + (1 /У6) k, который .0ртогонаJIен вектораы еl и ez: 
еl·ез=О, еz·ез=О. Находим матрицу преобразования координат: 

( 

l/y2" I/УЗ I/Y6\) 
s= О I/УЗ -2/У6 . 

-1/Y2 I/УЗ I/.Y6 J 
Отсюда по.1учае\l формулы преобразования коордииат: 

х= (l/у-2") х' +(I/Y3) у' + (IГУ6)z', У= (ljУЗ) у' -(2ГУ6) г'; 
г= (-1/ у2) х' +(1 /УЗ) У' +(1 /У6) г'. 

Подставив выражения для х, У и z в у равнение поверхностн, после упрощениА 
пuлучим 

2х'!+Зу'2+6z'Z-6У2х' -4УЗ у' -2у6 г' -10=0. 

К:оэффициеита~ш при х'2, у'2, г'2, как и должно быть, явдяютсн соответствен· 
но чиела Аl, л'2, Аз. Перепишем уравнение в виде 

2 (x'Z-/2"х' )+з(у'Z_;з у' )+6(Z'2-:62')==IO, 
что после дополнения выражений в скобках до полных квадратов дает 

( 3)2 ( 2)2 ( 1)2 . 
2 Х'-У2 +3 У'-уз +6 г'-У6 =.24. 

Произведя параллельный перенос осей координат по форму лам х' = х' + з/У2, 
у' = у" +2/УЗ, г' = г" + I/У6, и разделив уравиение на 24, прихо,"щМ к канони, 
ческому уравнению ЭЮlИпсоида x"Z/12+y"2/8 + гН2/4= 1. А 

Привести к каноническому виду уравнения КРИВЫХ: 

423. 5х2 + 6ху+ 5у2 --'- 16х - 16у - 16 = О. 
424. 7x~+ 16ху-23у2-14х-16у-218=0. 
425. х2 +2ху + у? -8х+ 4=0. 
Привести к каноническому виду уравнения поверхностей! 

426 •. х2 + 5y2+ Z2+2xy+6xz+2yz - 6=0. 
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У- I"r\ У-' 8 ФОРМУДЫ преобразоваНIIЯ координат: x=(I/ 3)x'+(I / J- G,y'+(l ! 2)z, 

{/ = - (I/JlJ) х' +(2; JlG) у', z = (\ / VЗ)х' +(I / У6) у' -(I / Y"2) z' . 
427. 2х2 + y2+2z2 

- 2ху -2yz+x- 4у - Зz+ 2 =0. 
8 Фор~tУЛЫ преобразования координат: Х = -(I/V6) х' -(\/VZ) у' + 

+ (I/У3) z' , х' =х"; У= -(2/ У6) х' -(I/УЗ) z', у' =у" + I/V2; z= 
= -(l/yii)x' + (I/y2) у' + о/Vз) z', z' =1"+ I/УЗ. 

§ 4. РАНГ МАТРИЦЫ. ЭI\ВИВАЛЕНТНЫЕ МАТРИЦЫ 

Дана прямоуго.lьная матрица 

(аl1 
А= а21 , . . 

\ат1 

Выделим в этой матрице k произволы/ых строк и k ПРОНЗВО.1ЬНЫХ столбцов 
(k..;;;; т, k ~ n). Опреде.щте.~ь k·ro порядка, составленный из эдементов матрицы 
А, расположенных на лересечении I!ыделенных строк и столбцов, называется 

, минором k·ro порядка матрицы А. Матрица А имеет C~ . C~ миноров k·ro порядка. 
Рассмотрим всевозможные миноры MIITPHll'" А, отличные от нуля. PaHгo~1 

матрицы А называется иаибольший порядок минора этой матрицы, отличного от 
нуля. Если все элемент", матрицы равны ну.1Ю, 10 ранг этой матрицы принимают 
равиым нулю . 

ВсякиА отличиы~ от нул" минор маТРИllЫ, порядок которого равен рангу этой 
матрицы, называется базUСНbl..4I .,IIUНОРОAl матрицы. 

Ранг матрицы А будем обозначать через r (А). Если r (А) = r (8), то матрицы 
А н В называются ЭК8l1ваЛl!нтнЬtAfU. В этом случае пишут А ~ 8. 

Ранг матрнцы не изменится от э.~ементаРI1ЫХ преОбразованиЙ. Под ЭЛl!Аlентар-
tШ.JtU nреобраэованuЯltlIl rонимают: 

1) замену строк столбцаМlf, а столбцов-соответствующи~1И строками; 
2) перестановку строк матрицы; 
3) вычеркнвание строки, все элементы КОТОJ10Й равны ну.,ю; 
4) умноженне какой,либо строки на число, отличное от нуля; 
5} приБЗ,Вление к элементам одной стр.жи соответствующих элементов другой 

строки. 

428. Определить ранг матрицы (~ : 
3 
6 
9 

4 \ 
8 ). 12 

6. Все миноры второго и третьего порядков данной матрицы равны иу:тю, 
так как элементы , строк этих миноров пропорuиоиа.1ЬНЫ . Миноры же первого по
рядка (сами элементы матрицы) отдичны от ну.1Я. с.,едовате.1ЬНО, ранг матрицы 

равен 1. А 

429. Определить ранг матрицы (°21 °0° ~O O~ ~) 11 . 
ь. Вычеркнув НЗ этой матрицы 2·ю строку, а затем 2, 3 и 4-li СТО.1бцы, 

получаем матрицу (; ~ 1)' эквива.1ентную заданной. Так KaKI; ~ 11 = 1 ;z:O, то 
ранг данной матриuы равен 2. А 

430. Определить ранг матрицы А = (: 
5 
2 
3 



.6- с.,ожнм соответствующие Э.1е~lеIlТЫ I·Й J! З· Й ст;р:<ж .. ' а затем разделим 
на 4 Э.,е~lенты I-ii строки: 

А= ( : 
5 

~)~ (: 
8 12) / 1 ~- ~). 2 2 3 - \ 1 

3 3 5 1 
ИЗ Э.lе'lеНТОD 1-11 строки вычте~, соответствующие ' Э.lе'lенты 2-й строки, 

ПОС.1е чего вычеркнем I-ю строку: 

(
'1 2 З) ('0 О 0\ (1 2 З, 
1 2 3 ~ 1 2 З ) ~ 1 3 5/~ 
1 3 5 ,1 3 5 

, " 1121 О Ранг П,ос.1едне,", ~JаТРИIIЫ равен 2, так как, напрю'ер, ' 1 '3 i: . СЩJ,ова· 
тельно, н ранг данной матрицы равен 2. 6 

431. Определить ранг матрицы А = (8 з 2 2) 
2 1 1 
О 3 3 . 

t::. Вычтем из Э.~емеllТ08 4-го сто.,бца ЭJ1е"енты 3-го СТО:lбца', а, зате" вычерк-
нем 4-й сто.16ец : " 

(4 3 2 2\ (4 3 2 О) (4 
А= О 2 1 ')~ О 2 1 О ~ О 

О 033 О О 3 О О 

Так как I ~ ~ ~1 =24i:0, то ранг матрицы равен З . 6 
О О 3 

3 ?) 
2 1 . 
О 3 ' 

432. Определить ранг и найти базисные 1\IИНОРЫ , матрицы 

t::. Имее" 
,. I О 2 О 

101 О 2 
\2 О 4 О 

(
1 О 2 О ' О) 

А=01020. 
,2 О 4 О О 

0\ (1 О 2 О) (' 1 О 2 О) (1 о) ~ о 1 о ' 2 ~ О 1 О 2 - 0_ 
0/ 2 О 4 0/ '1 О 2 О ' О 

~ (6 ~ 6 g); г(А)=2. 
Базисньщи ~IИНОРЮIJI ЯI!.lЯЮТСЯ миноры второго порядка этой матрицы, 'отличные 
от НУ.1Я: 

16 n 1 6 ~ 1 1 ~ Н 1'6 n I ~ Н I g Н I ~ Н /~ 51-
Так/щ обраЗО'I , ,laTpllua А Юlеет 8 6ази~ных миноров , '6 
433. Сколько ;\шноров второго ПОРflдка имеет ыатJJнца 

(

Ol i а12 0 13\ 

А = ан 0 22 а2,3 I? 
0з i а з~ азз / 

BbInllcaTb все эти ;\IНHOpы. 

t::. .ЧаТРllца Юlеет с; ' с; = З , 3 = 9 щ,норов вто рого ПОРП.1l\ а; 
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434. Определить ранг матрицы А = ( 2~ 
-Л, 

435. Определить ранг матрицы (~ 5 ~ ~). 
3 1 2 6 

436. Определить ранг матрицы А = I 1 О О 4 и найти ее 'базис-
"0 2 О о) 

\0 о 3 О 
ные миноры. 

437. Определить ранг матрицы А = (1 ~ ~ ~ ~) и найти ее 
1 2 1 3 4 

базисные миноры. 

§ 5. ИССЛЕДОВАНИЕ СИСТЕМЫ т ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С n НЕИЗ
ВЕСТНЫМИ 

Дана система т .~ннеЙных уравненнй с n неизвестными 

{ 

al1x1 + а12Х2 + ... + 01nХ" = Ь1 , 

~21.X1.~ a~3~2 :. ' '. ' :-. a~n~" :=.Ь2: 
ат 1Х1 +ат2Х2+'" +атnх,. =Ьто 

(1) 

РешеНиЕМ зтой системы называеТся совокупность n чисел (Х1; Х2; ••• ; i,;), кото· 
рые, будучи подставлены вместо неиэвестных в уравнения, обращают эти уравне
ния в тождества. Система уравнений называется совместной, если она имеет 

хотя бы одно решение (Х";; Х";; ... ; хп) ' Если же система не имеет НII одного 
решения, то О/fЗ называется несовместноЙ. , 

Совместная система называестя определенной, есднона имеет TO.'IbKO одно решение, 
инеоnределенной, еС.1И она имеет больше одного решення. 

J\'iатрицы 

(
ан 012 

А= ~l а22 

ат 1 ат2 

аln ) (011 012 
• O~" • И А 1 = a~1. ~2: . 
атn ат 1 ат2 

а1n bi ) 
а2n Ь2 

ат" ьт ' 
называются соответственно MampUljeu н расширенной ",атрицей системы (1). 

Для совместности системы (1) необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы 
этой системы был равен рангу ее расширенной матрицы (т е о р е м а К р о не· 
кера-Капелли). Итак, система (1) совместна тогда и только тогда, . когда 
r (А)=г(А1)=г. В этом случае число, называется рангом системы (1). 

Если Ь1 =Ь2 = ... = Ьт = О, то система линейных уравнений (1) называется 
однородной. Однородная система уравнений всегда совместна. 

Ее.'!и· ранг совместной системы равен числу неизвестиых (т. е. г=n), то сис
тема является определенной. 

Если же ранг совместной системы меньше числа неизвестных, то система - неопре
деленная. Остановимся на последнем случае. Итак, предположим', : что система 
(1) совместна, причем, < n. Рассмотрим какой-нибудь базисный минор матрицы А. 
Выделим в этом миноре произвольную строку. Элементы этой строки являются 
КО9ффициентами при r неизвестных в одном из уравнений системы (1). Эти r 
неизвестных назовем базисными неизвестнымu рассматриваемой снетемы уравнений. 
Остальные n-г нензвестных системы (1) назовем свободными неизвестными. 

Выделим из системы (1) снстему , уравнений, среди коэффициентов которых 
содержатся Э.II.еменТbI базисного мино{>а. Базисные неизвестные .в выделенной 
системе оставим в левых частях. уравнений, а члены, ' содержащие своБОдные 
неизвестные, перенесем вправо. Из полученной системы уравненнй выразим 



базисиые неизвестные через свободные неизвестные (например, по формулам 
Крамера). .. 

Таким образом, придавая свободным неизвестным произвольные . значення, 
можно найти соответствующие значеиия базисных неизвестных. Следовательно 
(06 этом уже сказано выше), система (1) имеет бесчнсленное множество решений. 

438. Исследовать систему уравнений 
( Хl+3Х2+5хз+7Х4+9х~=I, 
~ Xl-2Х2+3хз-4Х4+5Хб=2, 
t 2х1 + 11Х2+ 12хз +25х4 +22х5 =4. 

ь. Определим ранги матрицы н расширенной матрицы системы. Выпишем 
расширенную матрицу 

(

1 3 
A1 = 1 -2 

2 11 

5 7 911) 3 -4 5 2 . 
12 25 22 4 

Вl!ртикальноА чертой мы отде:IНЛИ элементы матрицы системы (матрицы А) от 
свободных членов системы . 

При6авим к элементам 2-й строки соответствующие элементы 3-й строки, а 
затем разделим все элементы 2-й строки . на 3: 

А1 - (~ ~ 1~ 2Т 2~J~) - (~ ~ ~ ~ ~ 1 ~). 
2 11 12 25 22 4 2 11 12 25 22 4 

Вычтем из Э.'1ементов 2·Й строки соответствующие элементы I·Й строки: 

(1 3 5 7 911 \ (1 3 5 7 9) .( 1.3 5 7 9) 
Ai"" \ О О О О О 1 \; А - О О· О о О - 2 11 12 25 22 . 

\2111225224) 211122522 

Нетрудно видеть, что r (А) = 2, r (AJ =3, т. е. r (А) ::/= r (А1); следовательно, сис
тема несовместна .• 

439. Исследовать систему уравнений 

{ 

Хl + 2х2 +3Хэ = 14, 
3х! +2Х2+ ХЗ = 10, 
Х1 + Х2+ хз =6, 

2Хl +ЗХ2- ХЗ =5, 
Хl+ Х2=З' 

Ь. Расширенная матрица системы имеет вид 

1'1 2 . 3 14) 
, (3 2 1 10 

A1 = 1 1 1 6 • 23-1 5 
1 1 О 3 

ПР/lбавим эле~енты 2-й строки к соответствующим элементам 1-й и 4-й строк 
а затем разделим элементы 1-й строки на 4, а элемен.ты 4-ЙСТРОКlI на 5: 

/,4 4 4 24) (1 1 1 6) 3 2 1 10 3 2 1 10 А1 "';' (1 1 1 6 - 1 1 1 6 . 
5 5 О 15 1 1 О 3 
1 1 б. 3 I 1 1 .0 3 

Uцчтем нз элементов з·й строкн СООТilеТСТВУЮЩlfе элемеljты l-й строки, а из 
sЛer,tентов 5-й сТроки вычтем элементы4-й строки; после этого вычеркнем З,ю н 



5-ю строки; 

(
111 6) " 3 2 1 10 1 1 11 6 \ 

Al ~ . Q О О О ~ (3 2 1 11 О ,; 
1103 1103) (1 1 1) 

A~ 321 • 
1 1 О 

О О О О 

Найдем опреде.l"Те"!ь последией матрицы: 

1

1 1 11 1 о О 11 . 3 2 1 = 3 2 1 = 1 ;z!: О. 
1 1 О 1 1 О 

Сlедовательио, r (А) =3. Ранг расширенной матрицы также равен 3, так как 
найденный определитель является минором матрицы A1. 

Итак, система совместна. Для ее решения возьмем, например, первое, третье 
и пятое уравнения: 

440. Исследовать систему уравнений 

/\ Злееь 

( Хl+5Х2+4хз+3х~=I. 
~ 2Xl- Х2+2хз- Х4=0. 
l 5Хl+ЗХt+8хз+ x~=I. 

' 1 5 4 -'3/1) А 1 = (2 - 1 2 - 1 О • 
5 3 8 1 1 

Вычтем из 3~Й'с1<р'оки 1-ю: 

'/1 '5 
А 1 ~\2 -1 

4 -2 
4 3/1) 2 -] О • 
4 -2 О 

РаздеЛЮI э.,ементы Зой строки на 2 и вычтем из пuлученной 3-й строки 2-ю; 
зате~1 вычеркнем 3-ю строку: 

Al~(~-f ~ -~/b"\ Al~U~~ ~-~16)' О о О о о). 

Нетрудно видеТЬ;ЧТQ/(А) = r (A 1) = 2. Следовател\,ио, :lIстема СОЮlестиа. 
ВОЗЫlе~1 nep\loe 'H . 'Второе ура внени я задаllНОЙ системы: 

{ 
Х! +5X2+4X~+3X~ = 1, 

2Xl- Х2+2хз- X~ =0, 

За бзэи: ные неизвестные примем Хl И Х2 • ЭТО можно сде.1ЗТЬ, так как опре

делитель J ь _ ~ I из КОэффfщиентов при этих неизве:тных отличен от ну.1Я. 
Свободны~1И неизвестными служат Ха и X~. Переписав систему в виде 

{ 
Хl +5Х2 = 1-4хз-ЗХ~, 
2Х1-ХЙ=- 2хэ+х~. 



выразнм Хl и Ха через хэ н х,: 

1

1-4XS - 3X4 

-2хз+ Х, б 8 . 1 
- П Хз :- П х, - тf J 

Полагая: Хз=U, Х4=и, получим решение системы в виде 

б 8 1 б 7 2 
Хl=-П u+пv-Тf' хs=-пu+пv+п, Хз=U, х,=и. 

Придаваll u и v раЗJIичиые чнсловые зиачеНИII, будем п~уqаrь различные реше
ЩlII дааной систеин уравнений. А 

Исследовать системы уравнений: 

{ 
3Хl + 2хl =4, 
Хl-4х,=-I; 

441. 7Хl + 1 Ох, = 12, 
5x1 +6Xs=8, 
3Xl-1БXs=-5. 

{ хl +БXs +4ха = 1. 
442. 2х1 + I0Xs + 8Ха =3. 

Зх1+ 15х,+ 12хэ =5. · 

443. { 
Х1-3х,+2хэ =-1, 
Xl +9Xs +6хз =3, 
хl +Зхz +4ха = 1. 

t 6. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ ГАУССА 

Числениое решение линейных алгебраических уравиений с помощью опреде
.nителеА удобио прокзводить для систем двух н трех уравнений. В ёлучае же 
систем большего числа уравненнй гораздо выгоднее пользоваться меmодоАС r agcca, 
которыА заключается в последовательном исключении неизвестных . ПОIIСНИМ смысл 
этого метода на системе четырех уравненнй с четырьмя иензвестными: 

{ 

аIJХ + аl2У + a13z + а14и = а15' 
Iltlx+alzY+aUZ+~4U =~5. 
I1зlХ + азl.Ч+ азэz + a3fU = а85' 

, a41x+a4zY+a43z+aj4U =а4б· 

(а) 

(6) 
(В) 

(г) 

допустим, что all: :/= О (еслн аll =0, то нзменим поря:док уравнений, выбрав 
первым такое уравненне, в котором коэффнцнент при х не равен нулю). 

. 1 ша r ; делим уравненне (а) на аll' умножаем полученное уравнение на Ilti 
и вычнтаем из (6); затем умножаем на аЗl н вычитаем нз (в); наконец, умножаем 
на а41 и вычитаем из (г). В результате 1 шага приходнм к снстеме 

{ 

X+blzY+bI8Z+bHU =ы1, ' (д) 
ЬZZУ+Ь28Z+Ь24U=Ь2Б, (е) 

~+~+~=~ ~ 
Ь.2У + Ь,зz +Ь44и =ЬjБ , (з) 

причем bi/ получаются из Qij последующим формулам: 

b1j =alj/all и=2, 3, 4, 5); 
bij=alj-aj1b1 j (i=2, З, 4; J=2, З, 4, 5). 

{)I 



II JU а г: ппступае\l с уравнеНИЯШI (е), (ж), Р) точно так же, как с уравне. 
IН'Л~IИ (а), (б), (В), (г) 11 Т.Д. В IIтоге IIсходная систеча преобразуетсл к так на· 
зывае~IO)IУ ступt:нчаТО.\lУ виду: 

{ 

х+ы�у+ьIзz++ Ьцll =ЬШ 
У+ С2ЗZ + C2~1l =Сzз, 

Z + dзjll = dз .;, 
u=e j ,. 

ИЗ пре06ра~ованноrl CIICTe)lbI псе неllЗl~естные опреде.1ЯЮТСЯ ПОС.н'довате.1ЬНО беэ 
ТРУ;tз. 

444. РеШIIТЬ систему уравнений 

{ 

36,47х + 5,28у + 6,34г = 12,26, 
7,33х + 28,74у + 5,86г = 13,15, 
4 ,63х + 6,31у + 26, 17г = 25,22. 

t:.. Раце,111В уравнение (а) на 36,47, ПОЛУЧИМ 

х + о, 1447у+ о, 1738г = 0,3361. 

У~IНОЖIЩ уравнение ("') на 7,33 и результат вычtе~1 IIЗ (6); ПОЛУЧIIМ 

27,б793у+4,586г= 12,6864; 

теперь У~1II0ЖИМ уравнеНllе (i<) на 4,63 и результат вычте~1 нз (в); ПО,'УЧIIМ 

5,64У+,25,3653г= 23,6639. 

ТаКЮI о6разml, приходим к системе уравнений 

{
' 27,6793у+4,586г= 12,6864; 
5,64у+ 25,3653г~ 2З,66з.~. 

Разделив уравнение (г) на 27,68 имеем 

у + О, J 657г.-=. 0,4583. 

(а) 

(6) 
(В) 

(г) 

(д) 

(Н) 

УШlOжая уравнение С, «) на 5,64 и вычитая из (.1), ПО.1УЧИ\1 24 ,4ЗОl1z = 21 ,0791. 
Следовательно, z = 0,8628. Тогда 

У= 0,4583-0,1657·0,8628 = 0,3153, 
Х= 0,3361-0,1447· 0,3153 - 0,173B·O,862'!= 0,1405. 

Таким образоч, x=0,1405, у=0,3153, г=0,8628. 
Практически удuбнее ПРИlюдить к ступенчатому виду не СЮIУ CIICTe~jY урап

IIСIШЙ, а матрицу из кОЭффициентов при неизвестных н свободных ".leHoB: 

7,33 211,74 5,86 15,15 . ( 36,47 5,28 6'34[12'26) 

\ 4,63 6,31 26,17 25,22, 

Введе)1 5-й, так Н3Зblвае\lЫЙ контрольный сто.16щ, каЖ.J.bJ-~1 э.lе"еНТЩI КОТО
рога ЯВ.lяется CY~I'Ma четырех элемеllТОВ даННОIJ CTPOKII: 

(:36,47 5,28 6,З4112,26[60,35\ 

\ 
7,33 28,74 5,86 15.15 57,08 ). 
4,63 6,З1 26,17 25,22 62,33, . 

При Лl1неiillh1Х преобразованиях эле~lентов матрицы такому же преобразованню 
ДО.1ЖНЫ ПО.-щергнуться 11 элемеllТЫ КОIIТРОЛЬНОГО стп.lбuа. Нетрудно видеть, что 
каждыi, Э.lемеllТ КОНТРО.1ЬНОГО столбца преобразованной ~laTpllllbJ равен СУЩlе 
элементов соответствующей СТj10КИ. Переход от одной ~lаТРIЩЫ к другой будеAl 
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эапнсыватъ с по~ющью знака эквивалентиости: 

(

3(3.47 5.28 
7,.33 28 .74 
4,63 6,31 

6,.341 1?,2§I GO ,35) (1 0,1447 0'17381 · 0'3,3611 · !.6547) 
5,tl6 1:>,1;:> 57,08 .... 7,33 28,74 5,86 15,15 5',08 ...... 

2б,17 25,22 62,33 4,63 6,31 26,17 25,22 62,33 

(1 0,1447 0,17381 0,3361 11'6547) 
~! 00 27.6793 4,586 12,6864 44,9516 ...... 

\ 5,64 25,3653 23,6639 54,6688, 

(

1 0,1447 0,17381 0,336111,6547) 
-о 1 0.1657 0,4583 1,6240 .... 

О 5,64 25,3653 23,6639 . 54,6688 

(1 0,1447 
, •• ,' О , 

\0 О 

0.173810,,136111,6547) (1 0,1447 0'173810'3361/1'6547). 
О. t-б5i 0.4583 1,6240 .... О 1 0,1657 0,4583 1,6240 . 

24;4308 21,0791 45,5094 О О 1 0,8628 1,8629, 

Испо.1ЬЗ~'Я ПО.1У'lенную ~I:НРНЦУ, выписываем преобразоваНII)'Ю CIICTe~IY н на~ш· 
ДIШ решеНllе: 

z=O,8628, 
у = 0,4iJ83-0,1б57 ·0.8628 =0,3153, , '''; 
х "" 0,3361-0,1738·0,8328-0,1447·0,3153 =0'140:> .... 

F.C.llf Сliсте~IЗ 1I~leeT е.1l1нственное решение, то ступенчатая снсте~l-а УРЗВllений 
прнпе.:tется к mре!lго.1Ы~ОЙ, в которой 'последнее урзвненне· СО.lержнт одно не· 
IIзвестное. В С.l)'чае неопреде.lенноЙ , системы, т. е. такой, в которой ЧИС.10 неиз
пестных 6o.~bIue ЧIIС.lа .~инеЙно неэависнмых уравнений, доп·ускающеЙ поэтому 
бесЧllс.1еНllое множество решений, треугольной системы не получается, так как 
ПОС.1еднее уравненне СО.lеРЖltт более одного неизвестного. 

Ес.'ш же clICTeMa уравнений несовместна, то после приве.з.еНIIЯ к ступеllча· 
тому BIf.1Y она СО.1еРЖIIТ хотя бы одно урзонеНllе внда · О ';7'I, т. е. УРЗRнеНllе, 
в котором все неl1зпесТНi>lе Шlеют нулевые КОЭФФIlЦllенты, а правая часть ОТ.1llчна 

' от ну.~я: ТЗI{ЭЯ Сllсте~щ не Шlеет решений. 

445. РеШIПЬ CIICTe~IY у,равнений 
( 3x+2y+z=5, 
~ x+y-z= О, 
t 4x-у+5z=Э. 

6. Преобр<!зуе~1 матрнцу в ЭКВIIВ<I.'1ентную: 

1 i -1 О 1 - 3 2 ( 3 2 1)5[11) (1 1 
~4 -1 5 3 11 , 4-1 

-1/011\ 1 5 Н I 
5 3 11/ 

(.I.'1Я упрощеНIIЯ пыч 11 С.lе" 11 l! ~fbI поменя.'III местами перзое и второе уравиеНIIЯ). 
ВЫЧlIтзе~1 113 ocra.lbHblX ДВУХ строк I·ю строку, умноженную на 3 JI на 4: 

(б -1 -~r~r~). 
\0 -5 9 3 7 

, ИЗ~lеНIIВ знак!! во 2·П строке и умножив ее на 5, ПРllбав.,яе~1 к 3·ii: 

-1[ О/ 1\ 11 1 -11 01 1) -4 -5 -8)'-1 О 1 -4 -5 -8 
-11 -22 -33 \0 О· 1 2 3 · 

(~JbI раэдеmr,111 на -11 пос.1ЦНlОЮ строку). 
Сllстема ураuнеНIIЙ пр"ня.lа треугольный внд: 

{

x+y-z=o. 
y-4z= -5, 

z=2. 
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Она имеет единственное решение. Из пос"еднего уравнения имеем z= 2; под· 
ставляя это значение во второе ураВJlение, получаем У= 3 и, наконец, IIЗ лерва· 
го уравнеиия находим Х = -1 .... 

Решить СИСТ~МIJ уравнений. 

f 2х1 + Xt- Ха=5, 
446. t ХI-2%2+ 3ХЭ- -3, 

7Хl+ Хи- хз=;=IО. 

{ 

3Хl- X2+X~+2X5 = 18; 
. 2х.-5ХИ+Х4+ хъ=-7; 
448. :, Xl:-' Х4+ 2хn=R, 

2х2 +Хз+ Х4- xs= 10; 
Хl +X2-":3X~+ х.= 1, 

f 
450.\ 

O,04x-О,О8у+ 4z=20, 
4x+O,24y~O,08z·=8, 

О,09х+ 3y-O,15z=9. 

447. 

449. { 

4Хi+2Х2+3Хз=-2; 
2Xl+8x~- хз=8, 
9Xl+ Хt+ 8хз=О, 

{ 

3,2Ix+O,7Iy+O,34z=6,12; 
451. O,43x+4,lly+O,22z=5,71; 

O,17x+O,16y+4,73z=7,06. 

§ 7. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ЖОРДАНА-ГА)'ССА К РЕШЕНИЮ 
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ- )'РАВНЕНИЙ 

При решении системы линейных уравнений методом Гаусса бы .. , рассмотрен 
матричный метод с . контрольным столбцом, в результате чего данная систеуа 
уравненнй СВОДlfлась' 'к треугольной снстеме (СУ. с. 92). для последующего изло
жения важно познакомиться ~ .модuфUt4UРй!JaНIШ.It жпwдo.1t Жордана-Гаусса/. 
позволяющим находить иепосредственно значения неизвестных. 

ПУСТЬ дана система линеАных уравнений 

{ 

011 Xl +012 Х?+ ,,:. +GJ'nxn = bi; 
021 Хl +022 Х2+'" +а2nХn = Ь2 , 

(,:: .' , .............. . 
:-- . amlXl+amzX2+ .. ·+0mnxn=bm' 

(1) 

в матриuе А этой системы выберем отличный от ну.1Я элемент a'lp' Этот Э.lемент 
называется раэрешщощuм sлеАtгнтО,lI, р·й столбец матрицы A-разрешаЮЩll.1t 
столбцом, а q-я CTPQka-разрешающей строкой. 

Рассмотрнм " НОВУЮ ' систему уравнений 

{ 

a;lXl +а;2Х2 + ... +a;nxn=b~, 
a~l~l .+.a;.2X~ ~:.: :~;n.x~~b~, (2)' 

a~llXl+a';'2x2+'" +a~lnx,,=b';' 
с матрицей А'; коэффициенты 11 свободные члены этой систе:llЫ опре;хеJ1ЯЮТСЯ по 
ФОРМУ,lа~1 

',.'/.', , .J ' aiPaQj } 
ot! = ао---

aqp • , 
. _h ,ес.1И t 'F- q. 

, а, 1"''' 
Ь; =bj--

Oqp 

, в частности, Йiр=О, еС.1И ё;':: q. Если же i=q, то ПРИНlI~Jаем a~j=aqJI 
bQ=b". Таким образом, q-e уравнения в системах (1) 11 (2) одинаковы, а коэф· 
фиnиеиты при Хр ' 80, 8сех уравнеНIIЯХ систе)dЫ (2). кроме q-ro, равны НУ,lЮ. 

Следует иметь 8 виду, что системы (1) и (2) одновременно совместны Н.Ш не· 
совместны. В с.1У'lэе' совместностн эти снсте~IЫ.равносильны (их решения совладают). 
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д;,я опреде.lеlfИЯ 3.1е~,епта a;i ~,aTp"цы А' ПО.lезно ю,еть , в ВНА)' так назы· 
вае\lое f,правн.Ю прямоуго.,ьника» . 

'РаСС~IOТРIIМ 4 Э.1емеита ~,aTpHЦЫ А: Dij (э.lе .\lент, подлежащий прео6раЗQва· 
"ию), ~qp (разрешающий элемент) 11 эле~fенты aip и aqj. Д.1Я нахождения эле· 
мента aij С.lедует из Э.lемента aij вычесть ·произве.1ение Э.lементов Qip и aqj' ра.спо
.~оженных D ПРОТIIВОПОЛОЖНЫХ вершинах ПРЯМОУГОJ1ьника, де.тенное на разрешаю. 
щий Э.lе~fент GiJP: 

G i j i ... , .................. (" р 
l1q / .. ··· .. ·· .......... · .. !aqp 

AHa.lor'J1iHbIM образом можно лреобразовать систему (2), ' приияв за разрешаю
Щlli! Э.1емент маТР"IIЫ А' Э.lемент a~- ;<: о, причем ' 5;<: q. r ;<: р. nос.1е этo.r.о пре
образовани!! все коэффициенты при Хг , Kpo~le asr , обратятся в нуль. ПО_l~'чеНllая 
CIICTeM,!! MOi!(eT быть снова преобразована и т . д . Е~J'И '=n (ранг системы равен 
ЧIIСЛУ неllзвестных), то ПОС,1е ряда преобразоваНИlI придем к CHcTe~le уравнений 
вида 

k1).'1 =/1' 
k2X2 =(2, .. . . . . 
knx;, = /n. 

нэ которой находятся значения неllзвестных. Описанный метод решения, основан
ный на после.:r.овате.1ЬНСМ ИСК,lючеННII неизвестных, называется мето.:r..щ Жордана -
Гаусса. ' 

,452. Дана матрица системы линейных уравнений, 

'А=(;, : ~ -i _~) 
-5 5 -4 3 

При решении этой системы' методом Жордана-Гаусса за разрешаю
щий элемент принятl Q2З = 3. Найти элементы a;~. а;э. а;1 преобр'З
зованной ыатриuы. 

1\ Так как ан-элемент разрешающей строки, TOla;4=a2~=2. Э.lемент а13 
пр.,нцлеЖIIТ разрешающему сто.lбцу; ПО:;ТО)f), а~з ,=О. Элемент a~j опреде.lяем 
по прав!! .'), лряыоуго.1ЬНIIка: 

5 4 6 -1 7 

А = (8 1 ~ 1''': 2 о) 
о ?: 3 -1 I 

7 -65· .. ·! -4 3 
, DHDl3 2·5 1 ~ 
аН=йН----=-4--=-7-. _ 

а23 3 ,3 

453. Решить систему уравнений 

{ 
~l-!- Х2- 3хз+ 2х4=6. 
Лl-2Х2 - Х4=-6; 

, ).'2+ ХЗ+ 3Х4=16, 
2ХI-3Х2+2).'з =6. 

6. 3аПl:шеч КОЭФФllЦllенты. свободные Ч.lенЬ! и суммы КОЭф4НIЦнентов и сво
бо.:r.ных Ч.lенов (~-KOHTpo.'1bHЫй сто.16ец) n с.1е,iуIOЩУЮ таб.l!!UУ: , 
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Xl Ха Ха , X~ Ь ~' 

1] I -3 , 2 б 7 

-2 .0 I -1 -6 -8 

О 

" 

3 16 21 

2 -3 2 , О 6 7 

Мы взяли за разрешающий элемент коэффициент при Xl в nepBO:li уравнении. 
Перепишем без изменения строку таблицы, содержащую этот Э,lемент (разрешаю-
щую строку), а все элементы 1-ro столбца, кроме разрешаюшего, заменим НУ,lЯМИ. 
ПримеНИ8 правило прямоугольника, заполняем оста.lьные К.1еТJШ таблицы (это 
же правило применяем и к столбцу I): 

Xi , Xz , Хз, Х4 

I 
Ь ~ 

I 
, -3 2 , б 7 

О I -3 I 3 --3 
I 

-12 -15 

О , 
I 

3 , 16 21 

О , -5 , 8 --4 
I 

-6 -7 

Отметим, что в контрольном столбце ПО.'1учаются суммы эдементов соответст-
вующих строк. Разделив на -3 элементы 2-й строки, пО.1учаем таблнцу: 

Xi Ха ХЗ X~ Ь L 

-3 2 б 7 

О [1 -1 4 5 

О 3 16 21 

О -5 8 -4 -6 -7 
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ПРlIмем за разрешающий 2-й элемент 2-й строки. 1-й столбец перепишем без 
Jlзменения, элементы 2-го столбца, кроме разрешающего, заменим нулям". 2-ю (раэ-

'решающую) строку перепишем без изменения, элементы оста.IЬНЫ)( клеток таб.1ИЦЫ 
преобразуем по правилу прямоугольника: 

Xi I %, %3 Х4 Ь ~ 

I о -2 2 2 

О I -1 4 5 

О I о 2 2 ]2 16 

О ] О 3 14 18 

РаЗ;J.е.1ИМ элементы з..й строки на 2: ' 

Xi , %. ХЗ Х4 Ь I ~ 

о -2 2 I 2 

О -1 4 
1 

5 

О О 111 6 I 8 

О О а 14 
.1 

18 

Преобразуем таблицу, приияв за разрешающий 3-й элемент 3-го столбца: 

, xt. I xt I х, %- Ь ~ 

" 
О I О з 14 18 

О , , О 2 10 13 

О ~ О 
1. 

б 8 

.() I о I О -2 -4 -6 

ЭТ . 



Разделим элементы 4-" строки на-2: 

Xf Xs I .1'3 ~ Х" Ь :~ I 

О 
1 

о ' 1 3 14 I 18 

О 

1 
о 

1 
2 10 I 13 

О О 

·1 1 
6 I в 

о о 

1 
о 

1 
111 2 

I 
3 

Пре06рззуем таблиuу. приняв за раэрешающиА 4-А элемент 4 й строки: 

.1'1 .1'2 Ха х. Ь I 

О ·0 О 8 9 

О О О 6 7 

О О О 4 5 

О .() С 2 3 . 
В результате получим систему уравнений 

{ I .Х, +6.х, +6·х,+6 .• , ~8, 
0'.1'1 + 1-Х2+0-хз+О.х~ =6, 
0-.1'1 +0-.1'2+ l·хз+О.х~ =4, 
0'.1'1 +0'.1'1+0'.1'з+ I·x~ =2, 

т. е . .1'1=8, %2=6 • .1'з=4, x~=2. А 
454. Решить систему уравнений 

{ Х.+ x.-2х.+х.~I, 
Х1-3Хи+ хз+х~=О, 

4.1'1- .1'2- .1'з-.1'4= 1, 

/\ Составим таблиuу 
4.1'1 +3Х2-4хз-х~ =2. 

l' 1 
-2 I 2 

-з 
# I о о 

4 -1 -1 -1 
I 

2 

4 3 -4 -1 
I 

2 4 

9.8 



1-/1: ~eмeAT I-го.столбца-разрешающиЙ: 

1 1 1 1 -2 I 1 I 1 I 2 

О I --4 I 3 / о I -1 I -2 

О I -5' I 7 / -5 I -3 I -6 

О I -1 / 4 1 , -5 ~ -2 1-4 
ИзмеНIIМ знаки в 4-й строке: 

1 1 , 1 1 -2 1 1 I l' I 2 

О I -4 1 3 ' I о I -1 I -2 

О 1 -5 1 7 1 -5 I -3 I -6 

О I /I/ I -4 I 5 I 2 I 4 

, 4-й элемен1' 2-то столбца-разрешающиli: 

1 j о I 2 I -4 I -1 I -2 

О f о 1 -13 I 20 I 7 1 14 

О 1 о l ' -13 1 20 1 7 I 14 

О 1 1 ~ -4 I 5 I 2,1 4 

Вычтем из 3-й строки 2-ю и вычеркнем 3-ю строку: 

1 I ' о I 2 1 -4 1 -1 , -2 

О I о I -13 I ~I 7 I 1'4 

О " 1-, I -4' I 5 I 2 1 4 
t . . -- - . 



4-й элемент 2-й строки - разрешающий: 

О -0,6 О 0,4 I 
0,8 

О О -13 20 7 I 14 

О -0,75 О 0,25 I 0,5 

Матрица имеет ранг, равный 3, следовательно, система содержит три базисных 
неизвестных Хl, Х2 и Х4 И одно свободное неизвестно'е Ха- Получаем систему урав-
нений ' 

Отсюда 

{ 

1-Хl +0-Х2-0,6Хз+0-Х4 =0,4, 
О-Х1+0-Х2-13хз +20Х4 =7, 
О-Х1 + I-Х2-0,75хз+О-Х4=О,25_ 

Хi=О,4+0,6хз, Х2=О,25+0,75хз, x~=O,35+0,€5x~. 

Итак, решение системы имеет вид 

Хl=О,4+0,611, Х2=О,25+0,75и, Хз=U, х4 =О,35+0,65u, 
где u-проиэвольное число_ А 

455. Решить систему уравнений 
{ &- ",+7,+8I~З. 
3Х+ l1у+2г+4! =6, 
3Х-+- 2y+3z+4t= 1, 
Х+ у+ z =0_ 

.6. Составим таблицу: 

6 -5 7 8 3 

3 11 2 4 6 

3 2 3 4 

111 о о 

4-й элемент 1 ~гo столбца - разрешающий: 

О -11 
I 1]] 8 3 

I 
О 8 

I 
-1 4 6 J 

О -1 I О 4 
I 

I О о j 
100 

19 

26 

13 

3 

17 

4 

3 



I-й элемент 3-го столбца;- разрешающий: 

О -11 111 8 3 

О -з О 12 9 

О -1 О 4 

12 О -8 -3 

Изменим знаки элементов З-йстроки на противоположные: 

О -11 I 8 

О -з I о 12 

О 111 
t 

о -4. 

12 I О -8 

З-й элемент 2-го столбца - разрешающий: 

О О I -36 

О О I о о 

О 11 1 I о -4 

О I о 40 

в результате приходим к системе 

{ 

O-х+О.у+1·z-36t=-8, 
O·x+O.y+O·z+O,t =6, 
о.х+ l·y+O·z-4.t=-I, 
l·x+O.y+O.z+40t=9. 

3 

9 

-1 

-3 

-8 

6 

-1 

9 

18 

4 

2 

18 

-4 

2 

-43 

6 

-4 

50 

Легко видеть, что второму уравнению не удовлетворяют никакие значения х, 
у, z и '. Таким " образом, полученная система уравнений и заданная систeJd8 
несовместны. • 

456. Применить метод Жордана-Гаусса к определению ранга 
матрицы 

(
7 -1 3 5) 
1 3 5 7 

А= 4 1 4 б • 

3 -2 -1 -1 
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6. Составим таблицу 

7 I -1 3 5 14 

1Т[ I 
з .5 7 16 

4 

I 

.4 .~ 15 

3 -2 -1 _1 -1 

В последнем (Кdlnpn.вышм), с~бц1!· DRШ!IIИЫ. CYlIIIbl злемеК'I'OВ соответствую-
щих СТРОК,2'.й элемент 1. го сто.'iбnа - разрешающltA: 

о ...".22 

I 

-~2 I -44 ...... 98 

1 ;3 5 I 7 16 

О -11 I -J6 I .. -.22 -49 

О --11 
I 

-16 I -.22 --.49 

Разделим элементы 1·-Й строки 
Вeтc"l'В~ющих элемеllТOВ 4·/1 и ;З:Й 

на-2, вычТем .элементы 1-/1 стро"и ИЗ соот· 
строк и '.вычеркнем З·ю и 4-ю строки. Тогда 

получим 

О 1 11 1 16 ·1 . 22 49 

.1 3 ·1 
.5 1 7 16 

Любой определнтель ВТОРOIIО· порядка полученной матрицы отличен от нуля. 
Следовательно, ,(А) =2 А. 



ГЛАВА V 

основы ЛИНЕЙJlОЙ АЛГЕБРЫ 

§ 1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАнствА 

1. Основные 'пон_тн •• PaCCMOTpH~1 Ta~oc ~IНОЖество R эле~lеНТОD 1[, У, r, ... , 
в котором для любых двух элеJllентов х Е R н у Е R onpe.J.e.~el!a СУJIl'мй х+ уе R н 
.. мя .,ю60го элемента ;кЕ R н любого деikгвнте.1ЬНОГО ЧIIС.lа 1.. определено nроuзee. 
денuе j..xE R. ' 

Ес.,и сложение элементов множества R 11 У~lножение элемента этого множества 
на деliствите.льное чис.10 удовлетворяет следующи"l условиям: 

1°. х+у=у+х; 
2°. (x+y)+z=x+(y+z); 
30 . существует такоlI элемент ОЕ R (ну.lь·элемент), что х+О=х ДЛЯ любого 

xER: 
40. для каждого элемента xER существуе'l' элемен..- YER таК'ОЙ что х+у=О 

' (В Дз.н.неllшем будем писать у=- х, т. е. x+(-х)=Ь); 
51>. l.х=х; 
6°. 1.. (J.Lx) = (1..1.1-) х; 
70 . (1..+1.1-) x=t..x+J.LX: 
80. ). (х+у) =Лх+l..у, 

то множество R называетси .Auнei1Нb1.11 (или векnwра..м) nространст8OJll, а элемен
ты х, у, Z, ••• этого пространства -векторами. 

Например, множество I!cex геометрических векторов явлавтся линеАным про
страНСТIIО,м, так как для элемеНТОII 'З'JIOго множeensa определеlflll , дddТВИlI ' сложення 
!I умножеНRII на число, УДО8JIеnОРЯlDЩult сФОРМУJUlРО ••• КЫII УСАОIНМ 

Разностью даух векторов х и у ЛRнениGrO nppc'f'JI8R~U H.1III8~ Т1Iкой 
вектор v этого простр"нства, что у + v = х. Разность векторов х И , у o6aIиачslOТ 
через х-у, т. е. х-у=у. Легко доказывается, что х-у=х+(- У). 

Справе.ll.JlКВЫ также слеАующие тебремы: ' 
1. В каждо,М .АинеЙно'м nростраж:Г1IiJe существует mОЛflКО oihllf НУIffl.<ЭAUleнт. 
2. для каждого sлвJlllнта лuнеU.,о;;о nfJOOf1Ч'tJнсmвa сg~ею только одиn 

Jtротll60nO/lОЖНblU SAI!JIlIHm. 
З. дАЯ каждоiО SAeJU!Hma х Е R ШnО/lН1fеmcя pQ6eHCmeO О. х = О. 
4. дАЯ Аю60ю дейtmвumeльнOiО числа 1.. и OE"R (JbInолняется , POllМcmeo ),·0=0. 
5. Из рО«НСmiЮ t..x = О с.Аедgem одно из двух раеенеm.: 1.. = О, u.mx=O. 
6. ЭлеJU!нm (- 1)'Х Я8Аuтся nротlЮОnОАOfIt1НbU1 дМ 'Э.Ае.-нma х ' 

461. Имеется множество всевозможных систем, деЙСТВИТeilЬНЫХ 
чисел (Sl; ~; ... ; ~,,), ('11; '11: .. . ; '1,,), ' (~1; ~I; . . . ; ~), .... GYM-
ма ДВУХ люБЫХ элементов рпределяется равенством (~I; ~.; ... ; S,,) + 
+ ('11; '12; .•. ; '1,,) = (~1 + Т)1: ~I + '12: ... ; s" + '1,,), а произведение 
любого элемента на любое число-равенством л (~1; ~.; ... ; 6,,) = 
= (/.61; Ца; ... ; Л~,,). Доказать, что это множество является линей
ным лростраНСТ80М. 

~ ОбозиаЧИИХ=(~I: ~: ; ••• ; 6,,), У=('11; 1'12; ••• ; '1n~, Z=(~I; ~2; ••• ; ~n)' .... 
Проверим выполнение сформулнрованных выше условиА 10-8°. 

10,x+Y=(61+'11;_62+'1Z; ... ; 6,,+'1,,), Y+X=(ljl+~I; '11+62; ... ; т:,,+6 .. ). 
т. е . х+у=у+х. 

20. х+у = (~1 +1')1; ~1+'12 ; . . . ; ~,,+ '1n)' y+z= (111 + 61; 1').+~; ... ; '111+ 6,,). 
(:t+Y)+Z=(61 +1Jl+~I; 6,+1Ъ+ С2 : ••. ; 6,,+1J,,+Ц, x+(y+z) = (61 +'11+61: 
tt+'1Z+62; .•. ; 6 .. +'1 .. +6,,)· Таким образом . (x+Y)+Z=x+(y+z). 
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30. Нуль-элементом является 0=(0, О "" О). Действительно, X+O=(~i+O; 
62+0; ... ; 6n+ 0)=х. 

40. Элемент (-61;-62; , .• ;-6,,) является противоположным элементу (61; 
~3; ... ; 6,,), так как (61; 62; .. . ; 6n)+(-;1;-;2; "';-6,,)=(0; О; ••• ; 0)=0. 

50. l·x=(1·61 ; 1-62; ..• ; l ·Gn)x. 
60. л (jlx) = л (Jl61; fL62;"'; f1Gn) = (Лf!S1; ЛI1~2; •.. ; ЛI1~,,) = (Лf1) х. 
70. (л+ f-L) х= «л,+ jl) ~l; (л+ f1) 63; , ... ; (л+ I1Hn) = (Л61 + 1161; л,s,+ 11;2: ... : 

ЛSn + I1Sn) = (ЛS1 ; Л6з ; ' • . ; лGn) + (1161; f162; •.. ;jl6n) = л (~1; 62; ... ; 6n) + /-& (61; 62; '''; 
~=b+~ - . 

80. л (Х+У)=Л(SI+fJ1; S2+fJ2: ... ; 6n+1Jn)=(л'SI+ЛfJl: л'6t+л'ТJz; .. ·; л'Sn+ 
+лчn)=щl; ЛS2; .. ·;Л5n)+(ЛТJl; ЛТJ2;'''; Л1]n)=Л(51; 52; . .. ; sn)+л'{'11; '1.; ... ; 
Т}n)=лх+лу .... 

462. Доказать, что множество всех комплексных чисел является 
линейным пространством . 

463. Является ли линейным пространством множество систем че
тырех действительных чисел (~l; ~2; О; О), ('111; '11.; О; О), (~I;~I; О; О), 
где ~1> ~2' '111> '119' ~1' ~2-всевозможные действительные числа? Сло
жение элементов и умножение на действительное число определены 
так же, как и в задаче 461. -

464. Образует ли линейное пространство _ множество элементов 
(~1; ~%; 1; 1), ('l'Jl; '112; 1; 1), (~l; ~I; 1; 1)? 

465. Является ли линейным пространством множество всевозмож
ных многочленов второй степени cxot2 + cx1t +сх., ~otl+ ~lt + ~I' Y8t2 + 
+Y1t +Y2' ... ? 

466. Образует ли линейнее пространство множество всех много
членов не выше третьей степени? 

467. Даны функции 11. (t), ti (t), 1з (t), . ''- . Является ли ~ЦlOжество 
этих функций .11инеЙнlIIМ пространством. если эти функции образую")': 
1) совокупнОСть всех непрерывных функций на отрезке [а, Ь]; 2) со
вокупность всех дифференцируемых функций на отрезке Та, bJ; _3) со; 
вокупность всех элементарных функций; 4) совокупность всех неэле-
ментарныхфункций? . 

468. Дано множество всевозможных пар положительных чисел: 
X=(~I; ~2)' У=('I11; '11,), Z=(~l; ~%), .- •• Является ли это множество 
линейным пространством, если сложение двух элементов определяет
ся равенством х+у= (61t"Jl; 6zt}z) , а умножение на действительное 
число-равенством ЛХ=(6f; ~~')? 

469. Может ли линейное пространство состоять: 1) из одного веК
тора; 2) из двух различных векторов? 

470. Из линейного пространства исключен векторх. Может ли 
полученное после этого исключения множесrво векторов оста")'ься ли

нейным пространством? 
471. Из линейного пространства исклю~ено бесчисленное множе

ство векторов. Может ли полученное после этого исключения мно
жество векторов быть линейным пространством? 

472. В резерв ПРОВОДНИКQВ вагонов для выдачи им ежедневно по
ступают со склада: 1) сахар; 2) чай; 3) печенье; 4) сухари; 5) дре
весный уголь. Пусть ~i' ~i' 6з, 6., ~5 -соответственно приращения за 
день количества (в кг) этих поступлений. Если ~, > О, тосоответст
вующего продукта или угля поступило больше, чем выдац:о в этот 
день, а если SJ < О, то их выдано больше, чем поступило со склада. 
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Является ли совокупность систем чисел (~I; ~z; ~3; Gt~ ~ъ) линей
ным пространствqм? Что означает вектор (-100; 5; 0;-200; 3)? 

473. Образует ли линейное пространство совокупность троек целых 
чисел (~1; ~2; 5з)? 

474. В парк вагонного депо ежедневно прибывают вагоны разных 
типов: багажные, почтовые, жесткоплацкартные, купированные И мяг
кие, из KOТOPЫ~ ежедневно формируются и отправляются пассажир

ские и скорые поезда. Пусть ~l' ~2' 6з, 64' Gs -приращения за сутки 
числа соответствующих вагонов. Является ли совокупность чисел 
(~1; 62; 6з; 64; 5ъ) линейным пространством? 

475. Образуют ли линейное пространство все геометрические век
торы, имеющие общее начало в начале координат и расположенные 
в 1 октанте? 

476. доказать, что множество всех решений системы линейных 

однородных уравнениЙ {alX++bblY++ClZ:00, образует линейное прост-
ааХ 2У C2Z-

ранство . 

• ' Доказать, что ес,ш (Хl; !ll; Zl) и (Xz; У2; Zz)-решения этой системы, то 
(Xl+X2; Yl+Y2; Zl+Z2) и (ЛХl; ЛУI; ЛZд при любом л также являются решениями 
системы. 

477. доказать, что все функции Уl (х), у, (х), Уз (х), .•. , удовлет
воряющие диффереJlЦИ~ЬНОМУ Уравнению Аоу<П) + A1y<n-l) + Апу = О 
(Ао, Ар •.• t Ап -функции от х) образуют линейное пространство. 

2. Линейно незавиtнмые векторы. Пусть х, у; 'Z; ••• , u~какие-нибудь векто
ры лииейноro пространства R,. Вектор, определяемый равенством 

v=Ctx+~y+yz+ .•. +ЛU, 
где а, ~,y, ... , л-де'йствителЫIы'е, Ч'исла, также принадлежат линейному прост
ранству R,. Этот ве'ктор называется линейной комбинацией , векторо!! Х, у, Z, ••• , U. 

Пусть линейная комбинация векторов х, у, Z, ••• , U является нуль-вектором; т. е. 

,Ctx+~y+I'Z+'" +ЛU=О. (1) 

Векторы х, у, Z, ., .. i ,U называются 'линейно незat/ucuм/)/ми, если равенство (1) 
выполняется лишь при Ct ,=i'~=I'= ... =л=о. Если же равенство (1) может вы· 
полняться и В том слу'чае, ' когда не 'все числа а, ~,I', ... , л равны нулю, то говорят, 

'что векторы Х, у, Z, ••• , U линеЙf4IJ ЗlJ8ucuмbt. 
Легко доказывается; что векторы х, у, Z, ••• , U линейно зависимы тогда и только 

тогда, когда одии ИЗ этих векторов может быть представлен в виде линейной ком
бинации ,<><?тальных векторов. 

478. Показать, что если среди векторов Х, у, Z, ••• , u имеется 
нуль-вектор, то рассматриваемые векторы линейно зависимы· 

6. Пустьх =0. Так как равенство ах+ ~y+i'Z+ ... +ЛU =0 может выпол
ияться при ct i= О, ~='I'=". =л=О, то векторы лииейно зависимы. А 

479. Элементами линейного пространства являются системы упо
рядоченных ,действительных' чисел Х/ = (~1/' ~2/' ••• , 6п ,) (i = 1, 2, 
З, ... ). Какому условию должны удовлетворять числа 6,,, (i = 1, 
2, ... t n; k = 1, 2, ... , n) для того чтобы векторы Х 1 • Х2 , ••• " ХП были 
линейно не~ависимы, если сумма векторов и произ~ед~ние BeKT~pa H~ , 

число определяются равенствами Х/ + X/I = (~ll + '=<1/1' 621 + 62'" ••• , 
~n' + ~nk)' АХ/ = (Л611; Л~tl; •.• ; Л6n /)? 
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6. Расс\IOТРИМ равенство CtlXl + Ct2ХЗ + ... + ((",Х n = О. Оно равносильно CIIC
теме уравнений 

{ 

CtlSll+CtzS12+···+CtnSI/2=O, 

((.I S~1 : ~2.S2~'~ ... '. -+: Ct:JS~n ~ .0: 
alSnl +a2~n2+ ... +anSnn = О. 

в с.1учае .1инеЙноlJ незаВИСИМОСТJI веКТОРОIJ Хl, Х2' ..• , "n эта сщ:тема должна 
ШJеть единственное решение аl = ((2 = ... = ((n = О, т. е. 

Sli S12 61" 
621 S22 62n -:F О • 

• ' •• I 

Snl Sn2 ~nn 

Н 'Jастности, векторы (6~1; S21) и (1;12; ~22) линейно иезависимы тогда и только 
тогда, ког.,\а 611622-S12621 i:- О. • ' 

48n. Рассматривается линейное пространство многочленов не выше 
второй степени. До!{азать, что векторы Р1 = 1 + 2t + 3t2, Р2 = 2 + зt + 
+ 4t 2 Il РЗ = 3 + 5t + 7t 2 ЛlIнейно заВIJСИ~Ы. 

!\ в :(aHHO~ случае ~lOжно сразу за~Jетить, что Р З = \'Р 1 + 1 .Р2 ; следоватедьно, 
векторы P1 , Р:!' и РЗ .1IIНеltно З3ВИСИ~IЫ. JJ.. ' 

481. В каком СЛУЧ2е векторы х --::- (~l; G2) и у = (111; 112)' определен
ные в УСЛОIiIИИ задачи 468, линейно заВИСIIМЫ? 

f\ Из равенства Х=ЛУ С.1е.1)'ет, что (SI; 6!)=Л('11; '1%), или (~I; S2)=('1~; ~~). 
Т. е. SI ='!1~, S2 = Т]~. Отсюда заключаем, что \п Sl ·In '12 = \п '11'\n S2' .. 

482. Доказать, что три компланарныx вектора а, Ь и с линейно 
заВIIСИМЫ . 

• Привести векторы к общему началу и разложить О;JИН из векторов на со
ставляющие, соответственно 1{0.1линеарные двум другим векторам. 

483. Доказать, что три некомпланарных вектора а, Ь, и с линейно 
независнмы. 

484. Доказать, что любые четыре вектора а, Ь, с и d линейно 
зависимы. 

t;.. Если три из четырех векторов компланарны, то задача решается просто. 
Предпо.10ЖИМ, что эти векторы некомпланарны. Приведе~1 все четыре вектора к 
общему началу О. Построим параллелепипед, диагональю которого является вектор 
d с ребрами на прямых, содержаЩIIХ а, Ь и с. Нетрудно видеть, что d=aa+pb + 
+I'С' • 

485. Доказать, что если n векторов линеt'.;юго пространства х, у. 
Z, ... , u линейно завиcllМЫ, то n + 1 векторов ~TOГO пространства 
Х, у, Z, ... , U, V также линейно Зз8ИСЮ.IЫ. 

3. Размерность и базис линеАноrо пространства. ЕСдН в линейном простран
стве R имеется n линейно независимых векторов, но любые n + \ векторов этого 
пространства линейно зависимы, то пространство R называют n·~epHЫM. Принято 
также говорить, что размерность пространства R равна n, и писать d (R) =n. Про
странство, в котором можно найти сколь угодно ыного линеАно независнмых век
торов, называется бесконечн.ожрнЬUl. Если R-бесконечномерное пространство, то 
d (R) = 00. 
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Савакупнесть n '.'1инеiiIiО неЗ]I!ПСЮI;'П . ве:пороз n-~jерного.,инеЙного простран
.ства iНЭзьшаетоя ба3UСQ.:I. Справе.ыива сле.:rующая те о·р е м а: каждый вeKmO{fr ,111-
нейНОёО п-.меРНОёО пространства .1I0жет 6blmb eaUHcmвe/t.Itb/:A/ , обfЮ3(Jl,1 предСПШВ,1е/t. 
8 виде линейной .ко.Aiбинаllии векторов . базиса. Так. еС.аи еl. ~2 ••• • • e,,-баЗIIС 

'л-мерного .Лlfнеillfоrо пространства R. ' то ';::,обойвекторх:С Rможет 'быть единст
EeHHЫ~ образом 'пре;,crаЗ,'lен в :Вllде 

х= ~lel +~2e2+ ' " +;"еn . 

ТаКI!М образом. вектор х в базисе el. е.2. "'. е" опреде,1яется единственным образом с 'помощью чиее.l ~1. ;~2' • ~ '. ' §,р '-9711 числа называются коардuнатаАЩ 
вектора х в данном базпсе. 

iEcлп)Х ~.~tel+~~:rf- .. ·+·%nеn. ' .у = 11 t.et+'11te:rf- .. . -+11nеn. то 
X+Y==;~r+m1}it!1+ ~+1l2)'~+ .... + (~" +tln)'~n. Лх-=Цt.eгt-rЛ~2~+ ... + Л~nеn· 

для определения ,размернссти 'линейного пространства полезно использовать 
с.1едующую т е о р е м у: если любой векmoр Лllнейного пространства R .может быть 
представлен в Sllae линейной ко.llбuнациu Лllнейно незавиСUАlbtX векторов еl. ~ •...• 
еn • то Id{R) =п '(а следовательно. векторы еl. е2. "', е" образуют базис в про· 
tтраш:тве :R). 

486. ]i{aHO . линейное .пространство всевозможных пар упорядочен
ных действительных чисел ~Хl =1(611;~2i), "'2-='(612; 62'!)' "3 = (~з; ~2З)' ... , 
причем сложение векторов Iи 'умножение вектора на действительное 

число оцредедены ,равенс'EШlМИ 1IXг!- ;"-t ='(;.1! +Stk; S,1+;~2k); ЛХ/ = 
.= (J~ll; л.6t,)··ДоказаLЬ, -что векторы el-=I~l; 2) ;И ~2-= ' (3; 4.) образуют 
базис данного линейного пространства. НаЙ1)И координз1'Ы вектора 
Х= (7; 10) в этом базисе. 

t\ Векторы ~1=(l; 2) 11 е2 =(З; - 4)ЛlIнейно независимы (см . задачу А79). Рас
смотрим'какdй-нибудь 'вектор y=(111: 112)' Покажем,'ЧТО Д.'1я любых 111 И 112 ~IOЖНО 
определи1Ъ ЧИсла .}, н /.t уак. -чтобы выполнялQCЬ равенство ,у = I.er+ /.te2, и.ш 
('11; 112) = (л.+;w; ..2J.+4/.t). 

Нетрудно видеть, что существует единственная пара значений . р.; /.t), Д.1Я ко· 
торой вьmО,lНЯе1:С?, .это раliенство . .эть .с.'1едует ·.из Toro, ЧТО .систе~lа уравненшi 

является ·оп~еделенноЙ. 

{ 
Л+З/.t=Т;i. 
2л.+4'1=11~ 

Итак. веКТОJlЬ!,еlше2 образуют ' базис . Опреде:!И~I ·КООР.1Иlfаты Еектора х = (7; 10) 
в этом базисе. Задача СВО:'IIТСЯ к определению л 11 ' /.t IIЗ систе~IЫ уравнеНlIiI 

J л.+3~1=7, 
~ .21.+411-= 10. 

Отсюда ·находим· Л= 1, 11=.2, -т. ·е. х=еl +2е2','" 

487. Показа:rь, -что .лmюЙное ЦрОС1!рансТВо, :Dne~ентами которого 
являI<YtC-Я :ВOКТDPbl !х = (~1; ~2; ... ; 6n) ;(см. задап-у 47:9). имеет своим 
базисом совокупность векторов е1 = (l; О; О; ... ; О), ez = (О; 1; О; ... ; О), 
е. = (О; О; 1; ... ; О), ... ,.е,! = (О; О; О; ... , 1). 

ь. НетРУ,1.но видеть, что 

X=Si(l;O;O: "';0)+6~(O; 1;0; .•. ;0)+ ... +6n(О;0;0; ... ; 1); 

т. е. X=~iei+S2~+". +Snen. Таким образом, .,юбой вектор может быть пред
ставлен в виде линейной комбинаЦИII векторов ej. ez, ... , еn • Векторы еl, е2 •... , ' 
е,. линейно незаВIIСИМЫ, так как определитель, составленный из ' координат 
этих векторов, равен 1, т. е. ОТ.1flчен от ну.1Я. Ита1<, эти векторы образуют ба
зис, а пространство R является п,меРНЮ1 .... 

.107 



488. Из какнх элементов состоит лtlнейное пространство с бази
сом 1, t, t2 , ••• , t 11-1, t n, если сложение элементов и умножение 

элемента на действительное число понимать в обычном смы~ле?, 
489. Покzзать, что множество всех матриц вroрого порядка яв

ляется линейным пространством четвертого измерения. 

( 1 О) (О 2 ' ' О О) 490. Показать, что матрицы е1 = . О О ,е2 = О о) ,ез = (з О t 

( О О) . 
С4 = О 4 образуют базис линейного пространства, рассмотренного 

в задаче 489. 
491. Показать, что элементы е1 =(I; 10) и е2 =(10; 1) линейного 

пространства, рассмотренного в задаче 468, являются базисными. 
Найти координаты вектора х = (2; 3) в этом баз:исе. 

6. Так как In 1·ln I-In 10.ln 10 :;i: О, то веl<ТОры еl н е2 линейно независимы 
(см. задачу 481). Пусть Л/обой вектор у = (1]1; 1]2) представлен в виде динейной 
комбинации векторов еl и е2 ' Покажем, что существует такая пара чисм О.; '"'), 
для которой выполняется равенство у = л.еi. + f.l.e2, или (111; 1)2) = (lA .101t; юА.I/1). 
Следовательно, "" = Ig 1)1. л. = Ig 1)2' В частности, х = ei Jg 3 + е2 Ig 2. ТаКЮl образом, 
(Jg3; Jg2)-координаты вектора х в базисе el, е2' А 

492. Показать, что за базис n-мерного пространства, рассмотрен
ного в задаче 479, могут быть приняты векторы е1 =(I; 1; 1; ... ,1; 
1), е2 =(0; 1; 1; . . . ; 1; 1), ез=(О; О; 1; .... ; 1; 1), о •• , en_1=(0; О; 
О; .. 0; 1; 1), ell=(O; О; О; ... ; О; 1) . 

• РаСС~lOтреть. векторы e~=ei-e2, еi=е2 -ез; ... , e~_1=en-i-e",e~=eno 

4. Изоморфизм линейных пространств. Рассмотрим два линейных пространст
ва R и R'. Элементы пространства R будем обозначать через х, у, z, "', а 9.1Je
менты пространства R' - через х', у', z', ... . 

Пространства R н R' называют UЗOАtoрфНЫЮ.i, если между их элементами . х, 
у, х', у' можно установнть такое взаимно однозначное соответствие х ~ х'; y~y", 
при ,{отором x+y~x'+y', л.х~лх' (л-любое действительное число). Следует 
отмстить важную т е о р е м у, с помощью которой легко устанавливается изомор
фИЗ~1 конечномерных линейных пространств: для того чтобы два конеЧНО.llерных 
пространства R и R' были UЗО,IIQрфНЫАIU, необходимо и aocmamOlIHo, Чrnобы их 
p~fepHocmu были одинаковшlUо 

493. даны два линейных пространства R и R'. Элеме.нтаМII про
странства R являются всевозможные дифференцируемые функции 
аргумента t, обращающиеся в нуль при t = О. Элементами же про
странства R' ~вляются nроизводные функций, принадлежащих аро
странству R. доказать, что пространства R и R' изоморфны. 

6. Пусть fi (t), 12 (t), Iз (t), ..• -функции пространства R, а 'I'i (t), '1'2 (t)j 
Ч'з (t), ... -функции пространства R'. Из того, что эти функции снабжены индек
сами, не следует делать заключение, что R и R' -счеrные множества. 

t 

Пусть Ч'; (t) = '; (t); тогда f; (t) = \ Ч'; (t) dt. Таким образом, между элемента
о 

ШI JlИнейных пространств R и R' (доказательство их линейности предоставляем 
выполнить самостояте,lЬНО) установлено взаимно однозначное соответствие. 
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С помощью равенств ' , 
'Р; (t) + IJ>k (/) = [f i и) +! k (/)]'. '; (t) + ',. (/) = ~ [<р; (t) +lJ>k и») dt, 

о 

t 

I..lJ>i(/)=[l.fi(/»)', Л{I(/)= S лrpi(t)dt 
о 

установлены ВЗ\lИМНО однозначные соответствия: '; (t) + fk (t) Н 'Р; (f) +'Pk (1). 
Лfl (t) +-t лrp; (t). Итак. R и R' -:-изоморфные пространства ... 

494. Доказать, что множества всех геометрических векторов и 
многочленов не выше второй степени-изоморфные линейные про
странства. 

495. Даны изоморфные линейные пространства R и R'. Между 
элементами этих п ространств установлены взаимно однозначные со

ответствия Х нх', уну', .... Доказать, что ctх+~У+I'Z+-+ctХ'+ 
+ ~y' + I'Z' при любых действительных ct, ~ и 1'. 

496. Пусть R и R'-изоморфные линейные пространства, причем 
ХНХ'. Доказать, что (-x)+-t(-x'). 

497. Даны изоморфные пространства R и R', причем О и 0'
нуль-элементы этих пространств. Доказать, что О н О' независимо 
от того, как установлены взаимно однозначные соответствия между 

другими элемент~ми этих пространств. 

498. Даны всевозможные пары действительных чисел: (~1; 1')1). 
(~3; 1')2)' (Sз; 1Ъ), . .. . Построены два линейных пространства: про
странство R с элементами Х 1 = (Sl; 111)' Х2 = (S2; 112)' Х3 = (S~; 11з), ..• , 
в котором С.l0жение векторов и умножение вектора на число опре

делены равенствами x1 + Х2 = (Sl + S2; 111 + 112)' ЛХ1 = (ЛS1 ; 1.,111)' и про
странство R', состоящее из векторов х; = (е-;'; е-'1.), x~ = (е-"; e- ТJ,). 
X~ = (е-;з; e- ТJ,), ••• , в котором соответствующие действия опреде
лены равенствами x~ + x~ = (e-~' -G'; e-тt,-тt.). лх~ = (е-Ц '; e-~'1.). Дока-
зать, что пространства R и R' изоморфны. ' 

499. Изоморфщх ли линейные пространства R и R'; ес.'IИ эле
ментами R являются веIПОРЫ х, у, Z ••.. , з элементами R' -векторы 
2х, 2у, 2z, ... ? Покззать, что пространства R и R' состоят ИЗ 
одних и тех , же элементов. 

§ 2. ПР~()БРД30ВАНИЕ I(ООРДИНАТ ПРИ ПЕРЕХОДЕ 
1( НОВОМУ БА3И~У , 

'Пусть в n·мерном линейном пространстве Rn имеются два базиса: et. еэ. е, •. _ 
(старый) , и , е;; e~. е; •... : (новый); Даны зависимости. выражающие каждый BeКI'Op 
нового базиса через векторы старого базиса: 

e~ =.аllеl +a21~+." +aI11en; 

e~ =a12el +a22~ + ... +аn2ет 
• ~ • • . ' • • . а ; • • • • • • 
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Матрицу 

(
ан Р12 а1n) 

А = а21 аИ2 а2n 

аnl аn2 ••• аnn 

называют матрицей fU!pexoaa от старого базиса к новому. 
I;Iозьмем какой-нибудь векто,р х. Пусть (~1; ~2; •.. ; 6n)-коорДIIнаThI этого 

вектора в старом баЗllсе, а (6~; 6~; ... ; ~~)-eгo координаты в новом базисе., Прll 
этом старые координаты вектора х выражаются через новые координаты ' этого 

вектора по формулам 

61 =aI16~ +a126~+'" +aln6~; 
62 =a216~ +a226~ + ... +a2n6~; 
................ 
611 =an16~ +an2~+'" +ann6~, 

которые называются формулаАIU nреобразованuя коордlllшт. 
HeTPYД/fO видеть, что столбцы маТрllЦЫ А являются' КООРДIIнатами в фарму

.'!ах перехода от старого баЗllса к новому, а СТРОКII этой матрицы-координапiмн 
в формулах преобразования старых координат через новые. 

, 500. Дан вектор х = e1 + e:i + еа + e~. Разложить этот вектор по 
новому базису e~, e~, e~, e~, если e~ = еи + еа + е4 • ~ = е1 + е.а + e~, 
e~ =е1 +е2 +e~, e~ ~ е1 +еи +ез • 

6. 1 с п о с о б. Выпишем матрицу перехода от старого базнса к новому: 

. А=(: t i ~). 
1 1 1 О 

Строки этой матрицы являются 'коэффициеНТ.ами в формулах преоС!разования 
координат: 

61=~+6~+6~, 62=~~+6;+6~' 63=6~+~+:6~, ~=~+~+~. 
Так как 61 = 62 = 6з = 64 = 1, то, решнв систему уравнений, находим 6~ = 6~ = 6а= 
= 6~ = 1/3 и х=(l/З) (e~ +e~+~+e~. 

П с n о с о б.' Исключив еl' , еа, ев, е4 из системы уравнений 

получаем 

х =еl +еz+еэ+е4' 

{ 

e~ =О·еl +еа+еа +е4; 
e~, =el +О·е2+ез+е~, 

ев =еl+ez+О · ез+ е«, 

е; =еl +еа+еа+О.е, 

х 1 1 1 
е; О 1 1 1 

е; 1 О 1 1 =0. 
е; 1 1 О 1 

e~ 1 1 1 О 

Остается раскрыть этот определитель по элемента:о.с l-го столбца и выразить х ч~ 
рез e~, e~, e~ и e~. 



JII способ. Тек !{ак е;+е~+е;-I-е~=3еl+3е2+3ез+3е4' то еl+е2+ез+ 
+ е4 = (1 ;3) (e~ +e~+e~+e~). Отсюда х = (1 /3) (e~ + e~ + e;+e~) . А 

501. дан вектор х = 8е l + 6е2 + 4ез -18е~. Разложить эtот вектор 
по новому базису. связанному . со старым базисом уравнеНИНМII 
е; = -31\ + е2 + ~з + e~. е; = 2e\-4e~+e~ + у 
+е4 • e~ = е1 + 3е2 -5ез + е4 • e~ = е1 -1- е2 + 
+4ез -6е4 • 

502. дан веК1'ОР х = 2 (е\ + е2+ .. . +е,,). 
Р,азложнть ',вектор х ПО,базису е;. ~;, ...• 
е,., если e\=el +e2• е:=е2 +ез • ез =е'I -t
+ е4 •... , e~_i==e",_1 +еn • e~ = е", + е., 

,У' 

503. Система координат хОу повернута х 
вокруг начала координат на угQ.Л«. (рис. 21). Рис. 2\ 
Выразить координаты вектора а = xi + 
+ yj Б новой системе через его координаты в старой системе. 

/;:,. Разложим 'векторы j' и j' по ортам 1 и j: 

l' =1 СО5 а+] 5ina, 

J' ~ i (;05 ( ; +а ) +j sin (~ +а) . 
Запишем матрицу перехода от старого базиса i , j к новому базису i'. j': 

A=(c~sa -sina). 
sша cosa ' 

Отсюда получаем 

х- х' СО$ "~!/ siп 0:. 11 = х' sin 0:+ у' cos а, 
т. е. 

х' =х cos q+ у siп а, у'= - х 5ii1 а+ у СО5 а . .6. 

504. даны Зависliмости е;=схе2 • е~=~ез. е;=уе4 . е~=бег,. e~=Eel' 
Написать ФОРМУJlЫ, связываlOщне старые координаты (S!> S2; (;з; (;,\; 
SБ) вектьра х с новыми координа'f'ами (~;; s~; s;; s~; s~) 5ТОГО же 
вектора. 

505. Возможны ли зависимости е;=е2 -ез • e~ =e~-el' е;= е\-ез 
между C'i'apbIM бnз~ом e1 , е2 , ев и новым бззйсьм e~, e~, e~? 

§, 3. ПОДПРОСТРЛНСТВЛ 

'. Подпространство лннейного пространства. Лцне/tltlt)e простраt<ство R; назы
вается nодnространством ЛliнейlЮ["О IIреСТ~flПОО R, ecJlH эле.мент<o'I'ЫИ простран-
ства R' явлЯЮтся только 'Элем~нты пространства R . , 

Например, множества всех вектарав, параллельных одной и тай же плос
касти, ЯDJI'Ireтt:1I I1QДПРО;::ТptlМСТВОМ B~X Г('('}меТР",ЧёC1tИХ BeI{TOpOB пространстоа. 

Если х, у, Z, ...• ' u-к;акие-Нlroуль вектарыI Л"lIей\(ого проетранств.а R, то 
'все DeKTopbl ax+~y+ ... тf-лu, где а, ~, "', Л~ВСIШQэм().жные деikтвнтельные 
числа, образуют rюдпространство np'0c'tpat!cтna R. МножеСТDО f\cex линейных КОМ
бинаций векторов ax+~y+ ... +л.u назы�аетсяя линейной оболочкой вектаров Х, 
у. . ..• u и обозначается через L (х, у, . " ., u). 

Если R1-ПОДПРОСТJ)Знства ЛI-\нейlfOГО пространства R, то d (R1) ~ d (R). 
Пусть в линейном пространстве R имеются два подпространства R\ и R2 • 

Пересеченuе/d подпространств R1 и R2 ,называется множество R з IJcex эледtеНТQВ, 
одновремен,но лринадлежащих R1 и R2 • Запись Rз = R! n R2 означает, что R з 
является Л i:!ресеченнем подлространств R1 и R2 • СУЛIМОЙ падпрастраНСТD R1 н R2 
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называется ~Iножество R~ всех элементов вида Х+У. где xER1• а yER~. Запись 
R4 = R1 + R~ означает. что множество R. ЯВЩlется суммой подпространств R1 и R2 • 

Доказы!taется . что пересечение Rз и сумма R4 являются I10дпространствами 
пространства R. Следует иметь в виду, что d(R1)+d(R2)=d(Rз)+d(RJ. 

506. Может ли подпространство линейного пространства R 
состоять из одного элемента? 

507. дано линейное пространство R. элементами которого явля
ют~я всевозможные системы действительных чисел: х = (~1; ~2; 68; 
S§). Y=('I11; '112; '11з; '11.). Z=(~I; ~2; ~8; ~4)' .... Сложение двух эле
ментов и умножение элемента на число определены равенствами 

х + у = (~l + '111; ~3 + '112; Sз + '11з; ~ + '11.), л.х = (~1; ~i; л.;з; л.~.). 

доказать. что " множество R'i элементов Х1 = (О; ~2; ~3; ~.), Уl = 
= (О; '112; '11з; '11.), Zl = (О; ~2; ~3; ~c) •.•• и множество Rz элементов 
Х2 = (;1; О; ~3; ;.), У. = ('11\; О; 1)з; '11.), Zz = (~l; О; ~з; ~c) •.. " являются 
подпространствами линейного пространства R. 

508. Для линейного пространства R. рассмотренного в задаче 507, 
найти пересечение Rз и сумму R. подпространств R1 и Ri" 

509. Показать. что для подпространств задач 504 и 505 выпOJl
няется равенство d(Rд+d(R2)=d(Rз)+d(Rс). 

510. дано линейное пространство, состоящее из всех геометри
ческих векторов. Является ли подпространством этого пространства 
множество векторов с началом в начале координат и раСПOJlожен

ных в 1 октанте? 
51 t. дано линейное пространство R; элементами которого являются 

координаты точек Р = (х; у; г) 1 октанта, не лежащих на коорди
натных плоскостях. Сложение двух каких-нибудь элементов Р1 = 
= (х1 ; У1; 21) и Р2=(Х2 ; Уа; 22) определено равенством Рl+ Ра= 
= (х 1х2 ; YIY2; г122)' а умножение элемента Р = (х; У; 2) на действи
тельное число л.- равенством . л.р = (хл ; УЛ; г~). Доказа~, что мно
жество R1 точек этого пространства, расположенных на плоскости 
z = 1. является подпространством пространства R. 

512. Дано линейное пространство R многочленов не ВЫШе ш\Той 
степени. Доказать, что множество R 1 многочленов вида йot + а1 и 
множество R 2 многочленов bot 4 + Ь1 t 2 + Ь2 являются подпростj>анствами 
пространства R, если сложение элементов · и умножение элемента на 
число понимать в обычном смысле. 

513. Найти подпространства R, == Ri nR. и R. = R1 + R i по условию 
предыдущей задачи. 

514. Рассматриваются два подпространства пространстваR всех 
геометрических векторов; Ri-,-множество векторов, параллельных 
координатной плоскостн ХОУ, и RJ-множество векторов, парал
лельных плоскости хО2. Найти Rэ=R'inRz и R.=R1 +R2 • 

515. Пусть R1 и R2-подпространства линейного пространства R. 
а R~ и R~-подпространства линейного пространства R'. Известно, 
что подпространства R i и R~, а также Ra Ji R; изоморфны .. Дока
зать, что изоморфны� подпростран<;тва R 3 " R; n R2 и R~ .. R~ n R;. 
а также Rc =R1 +R2 и R~=R~+R;. 
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516. Дано множество функций f (х), непрерывных и положительных 
на 01'резке [-а, а]. Доказать, что это, множество является линейным 
пространств'ОМ, если за сумму векторов принять произведение соот

ветствующих функций, а за произведение вектора на действительнОе 
число л.- результат возведения в степень л. соответствующей функции. 
Явv']яется ли подпространством множество всех четных функций этого 
пространства? Множество всех нечетных функций этого пространства? 

.' 5 t 7. Рассматривается линейное пространство геометрических век
торов. Образует ли подпространство этого пространства множество 
всех векторов а = Xi + Yj + Zk, где Х, у и Z - рациональные числа? 

, 2. Подпространства, образованные решениями однородной линейной системы 
уравнений. Рассмотрим однородную лннейную систему уравненнй 

{ 

аllХl +a12XZ + ... +аlnХ,. = о, 

.a2.1X~ :~22~2. -::.: ~a.21l~1I.=.0, 
amlXl +аm2Х2 + .. , +аnlllх,. = О. 

( 1) 

Пусть Xi = I..{, Х2 = 1..2' .. " Х'n = ",n-какое-нибудь решение системы. Запишем это 
решение в виде вектора f = ("'1; "'2; • • . "'n)' Совокупность линейно независимых 

' решен"й fi, f 2 , •• • , fn системы УР'авнений (1) называется фунда",енmа'лЫlдl[ cl/C/ne
А/ОЙ решений, если любое решеиие системы уравнений (1) может быть представлено 
в ВИ.1е линейной комбинации векторов f!. f2 •••.• fn. . 

Теорема о существовании фундаментальной системы ре
ш е н и й. Если ранг матрицы 

(
ан Щ2 ••• aIn) 
а2! а22 ••• а2n 
....... . 
аm! аm2 ••• аmn 

,Нi!Ньше n, то система (1) llMeem ненулевые решенuя. Число веюnоров. определя
ющих Ф!lнда,uентальную систему решений, находится по формуле k = n'- г, где 
г-ранг матрицы. 

Таким образом, если рассматри вается линейное пространство Rn, векторами 
которого являются всевозможные системы n действительиых чисел, то СОВОI<УПНОСТЬ 
всех решений системы (1) является подпространством пространства Rn. Размерность 
этого подпространства равна k. 

518. Найти базис и размерность подпространства решений 
mJнейной однородной системы уравнений 

{ 

Хl + 2Х2 + 3хз + 4Х4 = о, 
. (1/2)x1+ Х2+(3/2)хз+ 2Х4=О, 

(1/3) Х:! +(2/3) Х2 + Хз+ (4/3) Х4 =0, 
(l/4)Х1+(1/2)Х2+(3/4)хз+ Х4=0. 

6. Ранг матрицы 

( 1~2 ~ 3~2 :) 
1/3 2/3 1 4/3 

I 1/41/23/4(1 

равен 1, поскольку все миноры матрицы, кроме миноров первого порядка, равны 
нулю. Число неизвестных ' равно 4; поэтому размерность подпространства решений 
k=n-r=4-1 =3, т. е. это подпространство является трехмерным. Так как г= 1, 
то ИЗ этой системы ДОС'таточно взять какое-нибудь одно уравнение. 
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Возьмем 11('рвое ура/lнение системы и запишем его в виде Х l = - 2Х2 -Зхз-4х 
Если xl=l, ХЗ=О, х.=о, то xl=-2; если Х2=0, хз=l, xJ=O' то ' xl=-3; 
если Х2=О, Хз='О, Х4= 1. то Хl=-4. Итак, мы получили линейно неэаВИСИJ.lые 
вектрры 11=(-2; 1; О; О), 12=(-3; О; 1; О), f,=(-4; О; О; 1), которые, обра
зуют базис TpexMepHoro подпространства решений р.анноЙ системы_ А 

519. Показать, что веl<ТОр f={1-2f2+fa удовлетворяет системе 
ур-авнений задачи 518. . 

520. Найти базис и размерность подпространства решений системы 
уравнений 

6 PaHr матрицы 

( 1 -2 1) 
2 -1 -1 

~2 , 4 -2 
равен 2, так как опре,1еJlите.IIЬ третьего, порядка, образованный эл('меllтаМII I-Iат
рнцы, равен нулю, а среди миноров второго порядка имеются 'Отличные от ну.Н!. 

Размерность подпространства решений k=n-,=З-2= 1. Так как ,=2. тодоста
точно взять два уравиения из заданных трех_ Отбросим третье ypaBHeHlle. ПОСКО,lЬКУ 
его коэффициеиты ЛРОПОРЦИОИJi.'1ЬНЫ соответствующим коэффициентаы� nepnoro 
уравнения. ' 

В системе 

{ 
Хl-2Х2=-Ха. 
2Хl- Ха= Ха 

полагае~1 Хэ= 1, тогда решение CIICTeMbl 

{ 
xl-2xa=,-I, 

2х1- Х2= 1 
есть Xi = 1, Хn = 1. 

Итак, по:\пространство решениli опреде.'lЯется ' одним ба3ИСНЫ~f векторо" 
1=(1; 1; 1). • DI 

521. Найти размерность и базис 
системы уравнений 

подпрсстранства р(шеНIIЙ 

{ 

Хl +X2-ХЯ+Хj=О, 
XI-Xt+Хз-Х.=О. 

3Х1 +Х2-ХЭ+Х4=О. 
3XI-Х.+Ха-К.=О • 

. ~ Олреде.1яем ранг матрицы 

А =(: -: -: -:) , З 1 -1 l' 
3 -1 '1 -1 

Вычитаем из Зой строки 2-ю, а нз 4-й строки J-ю: ' 

А-(: -~ -: -:) · 2 2 -2 2' 
2 -22 -2 

Так как элементы 3-й строю[ пропорциональны соответстnующнм Э.'Iементам 
l-й строки, а элементы 4-й сrроки лропорциоиальны элементаr.1 2-" строк" то 

, ' 
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з-ю и 4-ю строки можно вычеркнуть: 

A~C -1 -~ -~). 
Таким образом, ранг матрицы А равен 2 и k=n-r=4-2=2. 

Итак, размерность noдnpocTpaHcTBa решений равна 2. Так как г=2, то из 
четыреХ'уравненнй возьмем два: 

или { 
Xl+X2-ХЗ+Х~=О, {Х1+Х2= хз-х 

ХI-Х2+ХЗ-Х~=0, ХI-Х2=-ХЗ+ ХС' 

, {X1+XZ= l,с о 
Полагая ХЗ = 1, %4 = О, получим ' систему 1 ледовательна, Xi = , . ~-~=-. 

Х2 = 1 и f1 =(0; 1; 1; О). . 
. { xl+%2=-I, Т 06 О Полагая теперь Х3 = О, X~ = 1, имеем 1 аким разом, %i = , 

Хl-%2= . 
Х2 = -1 и f2 = (О; -1; О; 1). За бззисные векторы подпространсТltа могут быть 
прннятывекторы f1 =(0; 1; 1; О), f2 =(0; -1; О; 1). Общее решение системы урав
нений определяется вектором f = Clfl +czf2, т. е . f = (О; CI-CZ; Сl; С2)' • 

522. Определить размерность подпространства решений, базис 
и общее решение системы уравнений 

{Хl +2Х2+Х3+Х4+Х.=0' 
ХI-2Х2+ХЗ+Х4-Х~=0' 

§ 4. ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

1. Основные пон"тня. Будем говорить, что в .1IинеЙном простраНСТl?е R зада
но nре06разованue А, ' ecnи каждому вектору хЕ R по некоторому правилу постав
лен в соответствие вектор Ах Е R. П реобразование А назынается лuнейНbUl, ес.1lИ 
Д.1я .1Iюбых векторов х и у. и д.1Iя .1Iюбого деЙСТВИтeJJьноrо ЧНC.1Iа л выпол'ВЯЮТCJI 
равенства 

А (х+у)=Ах+Ау, А (лх)='" Ах. 

Линейное пре06разование называет::я тождесmвeнНblМ, ес.1lи оно пре06разует 
любой вектор х в самого себя. Тождественное линейное IJреобраэованнеобознача
ется через Е. Таким образом, Ех=х. 

523. Показать, что преобразование Ах = ах, где а-действитeJIЬ
ное число, является линейным. 

6. Имеем А (х+у)=а.(х+у)=а.х+а.у=Ах+Ау, А(Лх)=а.(Лх)="'(а.х) = =,., Ах. Итак, оба условия, определяющие линеt\ное iIреобразование, выполнены. 
Рассмотрен нее .преобраЗО2ание А называется nре06разованueм nодо6uя.А 

524. Преобразование А в линейном пространстве R определено 
равенством Ах = х + ХО • rдe ХО Е R - фиксированный ненулевой век
тор." Является ли преобразование А линейным? 

f::.. Из ра2енств Ах=х+Хо, Ау=у+Хо. А (х+у) =Х+У+Хо, А (1(+ у) = 
= Ах+Ау заключаем, что X+Y+Xo=(X+Xo)+(y+Xt;). Отсюда следует, что 
XQ = О, но это протнворечнт условию. Следовательно, преобраэование А не JIВJIJI
ется линейным. А 

525. Дано линейное пространство геометрических векторов. Пре
образование А состоит в замене каждого вектора его состзмяющеА 
по оси Ох. Является ли это преобразование линейным? 
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6. Пусть a=Xil+Y1J+Z1k и b=X21+Y2J+Zzk-произвольные векторы, 
а л-произвольное действительное число. Так как 

а+Ь=(Хl+Х2) 1+(Y1 + У2) J+(ZI+Z2) k, ла=ЛХll+ЛУIJ+ЛZlk, 
то 

А (а+ Ь) =(Х1 +Х2) 1= X 11+X21=Aa+Ab. А (ла) =АХ1 1 =ЛАа. 
Итак. А-линейное прео6разование .• 

526. Является ли линейным преобразованием замена каждого 
геометрического вектора его зеркальным отображением относительно 
'координатной плоскости хОу? 

527. Является ли линейным пре06разованием умножение каждого 
геометрического вектора на его длину? 

528. В каком случае преобразование А является линейным, если 
Ах=хо , где хо-произвольный вектор линейного пространства R, 
а Ха-фиксированный вектор? 

529. Дано линейнее пространство векторов Х = 61еl + 6~2 + 6зез + + 6.е •• где 61' 62' 68' 6.-всевозможные действительные числа. 
Пусть а-фиксированное действительное число. Является ли линей
ным преобразование А, определяемое равенством Ах = 6le l + 62е. + 
+ 6эез + 6.е.? 

530. Дано линейное пространство векторов Х = 61еl + 6se2 + 6эе. + 
+ 6.е •. Преобразование А состоит в том. что у каждого вектора 
меняются местами вторая Ц третья координаты, т. е. Ax~ 61еl + 
+ 6ае, + 62ез + 64е4. Является ли преобразование А линейным? 

531. Пусть А-линейное преобразование. Доказать, что преQб~ 
разование В, определяемое равенством Bx=Ax-2х, является 
линейным. 

2. МатрицалннеАноrо преобразования. Пусть в n-мерном лннейном пространстве 
R. базис KOтopOrO е!. е2. " ..• еn • задано линейное преобразование А. Так как де1. 
A~, .. '. Аеn - векторы пространства R, то каждый нз них можно разложить 
единственным способом по векторам базиса: 

Матрица 

Ае! =аllеl +lZtle2+'" +аnlеn, 
Ае2 = й12еl + Q22еи + . , . + аn2еn. 

А =(~:::: :::) 
ani аn2 аnn 

называется .матрицей линейного nреобра:юванuя А в базисе ei. et, " .• еn . Столбцы 
этой матрицы составл~ны из коэффициентов в формулах преобразования базисных 
векroров. Возьмем в ' пространстве R какой-нибудь вектор x=Xlel+X.es+ .... 
Xnf!!,.. Так как АхЕ R. то и вектор Ах можно раэ.nожнть по векторам базиса: 

Ax=x~el+X;ez+ ' .'. +X~ "е,.. . 
~оординаты (Х; ;X~; •. , ; x~) вектора Ах выражаются через координаты (Хl; %1;'" 

"'; Х,.) вектора х по формулам 

Н6 

х{ = аl1Хl + aj2XZ + ' , . + aJnXn. 

x~=a!1X1+a22X2+'.' +а2nХ'" 
~ . .. .. .. .. . . . . . . . . . 



Эти n равенств можно назвать .1JlIнеi1иым преобразованием А в базнсе ei, ez, ..• 
" ., еn . Коэффициенты в формулах этого линейного преобрвзования являются 
Э.,ементами строк матрицы А. 

532. Найти матрицу тождественного преобразования Е в /Hlep-
ном пространстве. . 

6. Тождественное лрео6разование не меняет базисных веl<ТОров : e~ = ei. 

e~=e2' е~=еЗt .. _, e~ =еп , Т . е. 

e~ = I·el +0·е2+'" +O.e~, 
е; ~O . el + ,.~+ ... +О·ет 

e~=O · el +0.е2 + ... + '·еn • 

Сlе;ювате.1ЬНО, ~Iатрнцей линейного· преобразования служит е;ЩНlIчная ~Jатрица 

( ~ ~ ~ ~\ 
Е= : . : О .~/ А 

533. Найти матрицу преобразования подобия Ах = ах в n-Mep
ном пространстве. 

534. В четырехмерном линейном пространстве рассматрнвается 
линейное преобразование А. Записать это преобразование в КООРДИ
натной форме, если Ае1 = ез + е4 , Ае2 = е1 + е4 , Аез = е4 + е2 , Ае4 = 
:= еz+ез · 

6. Матрица лреобразоваНIIЯ А имеет вид 

A~(; ~ ~ I) 
Следовательно. преобразование А в координатной форме записывается так: х; = 
=хz+хэ, Х;=ХЭ+Х4. X~=~1+X4' X~=Xl+X2' .. 

535. Линейное преобразование совокупности всех векторов на 
плоскости хОу заключается в повороте каждого вектора против ча-

совой стрелки на угол а (рис. 22). Найти 1/ у 
матрицу этого линейного преобразования 
в координатной форме. 

1::\ Так как Ai = 1 cos а+ jslл а, А) = -1 slл а+ 
+J cos а. то 

A=(cosa -Sina). 
sln. а cos а 

Таким образом. рассматриваемое линейное пре· I 

образование имеет вnд 

[ 

Рис. 22 

х' =х cos а-у sln а; у' =х sln а+у С05 а. А 

536. Рассматривается линейное пространство векторов х = x1e1 + ' 
+ х2е2 +хзез +х4е4 • где Х1 • Х2 • Хз • Х4 -всевозможные действительные 
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числа. Доказать, что преобразование А, определяемое равенством 
АХ=Х2е1+хзе2+Х4еЗ+Х1е~, является линейным, и найти его мат
рицу. 

З. Деliствиil на.ц Jlинеliными преобразованиSlМИ. В приведенных ниже опреде
лениях примем следующие обозначения: А и В~произвольные линейные преоб· 
разовання в линейном пространстве R, л-проиэвольное действительное число. 
xER-лю60й элемент. I 

СУAUIOtlлинеtllШХ nреобразований А и В называется преобразование Ci, 
определяемое равенством С1х = Ах + Вх. Обозначение: С1 = А + В. 

Проuзeeденue.41 линейного nреобраэованuя А на число л называется преобразо
ванне Са. определяемое равенством С2х == ЛАх. ОБОзначение: С! =ЛА. 

П роuзeeденue.41 линейного nреобраэования А на линейное nреобраэованue В 
называется пре06разование Са, определяемое равенством Сзх = АВх. Обозначение: 
Сз=АВ. 

Преобразования Ci, Са и Са являются линейными. МаТРИЦbl линейных преоб
разоваииА С1 , С2 и Сз определяются из равенств С1 =А+В, С2 =лА, Сз=АВ. 

Прн cnожении линейных преобразований выполняется переместительный закон; 
произведение же АВ, вообще говоря, отличается от произведения ВА. 

Перечиcnим некоторые свойства операций над линейными преобразоваииями 
в пространстве R: 

А (ВС)=(АВ) С; АЕ =J2A=A; (А+В) С=АС+ВС; С (А+В)=СА+СВ. 

Еcnи для линейного преобраэования А найдутся такие линейные преобразо
вания В и С, что ВА=Е, АС=Е, то В=С. В этом cnучаеобозначают 
8= С=А-1, а линейное преобразование А -1 называют ,обраmlШ.4I линеЙны.41 nре
образованue.tt по отношению к линейному преобразованию А. Таким образом, 
A-1А=АА-l=Е. , 

ЛинеАное пре06раэование А в конечномерном пространстве называют невырож
дeHНblM, ecnи определите.'1Ь матрицы этого преобразования ОТ.1ичен от нуля. Сле
дует иметь в виду, что каждое невырожденное линейное преобразование А имеет 
обратное прео6разование А -1 И притом только одио. 

Еcnн невырожденное лннейное преобразованне А в координатноА форме опре
деляе~я равенствамн 

х' = аllХ +а12У + ... +а1"и, 
У' =а21х+а22У+ ... +йZ"и. . .. . . . . . . , , . . . 
и' = 'Q"lx+an2U+'" +а""и# 

'1'0 обратное .'1инеfiное преобразовани~ А -1 имеет вид 

А11 '+ A!i '+ + Ani , Х=щХ JAJ U .,. ЩII J 

А12 '+ А22 '+ + АП2 
, Y=jAТX ЩУ ... ТАТ Il , 

Здесь AIj-алгебраическое ДОПО.1нение Э.'1емента йj} матрицы А, J А I-опредe.rrи· 
Те..1ь матрицы А. 

Матрнца лннейного преобразования А -1 ЯВ.1яется обратной по отношению к 
матрице .А и опреде.1яется равенством ' 

(

Ali А2! • •• Ani) 
A-1=_I_ А12 А22 , '" АП2 
, f А I .,..... 

, A1n А"2 ,.. Апп 
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537. Преобразование А заключается в повороте каждого вектора 
плоскости хОу на угол а = л/4. Найти в координатной форме пре
образование А + Е. 

6. И~еем 
AI = i .соз (n/4) + J 51п (n/4) = (У2/2) I + (У2/2) '; 
А) = 1 СО5 (3л/4) + j зln (3n/4) = -( У2/2) I + (У2/2) J. ' 

С.1едовате.'IЬНО. 

А =(Y~!2 -Y~/2). 
У 2/2 У 2/2 

Tak как Е = (~~), то. 
А +Е = (rr~/2+ 1 

,. 2/2 
-У2/2 ) 
у1/2+1 . 

Такнм образом, лннеАное преобраэование А +Е можно записать с помощью 

равенств' х' =(y2j2+ 1) х- (У2/2) 11, 11' = (У2/2) x+(y2j2+ 1) у .• 

538. Даны два линейных преобразования: 
х'=. x+211+3Z, х'= х+ 3y+4,5z, 
11' =4x+5y+6z, (А) и у' = 6х+ 7х+ 9z, (В) 
2' =7х+8у+9% 2'=IO,5х+1211+ 132. 

Найти 3А-2В. 
539. Даны линейные преобразования: 

х' =х+у, х' =У+2, 

11; =У+%, (А) и' 11' =Х+2, (В) 
2' =2 +х i' =х+у. 

, Найти преобразования АВ н ВА. 

f). Матрицы даниых преобраэований имеют вид 

(1 1 О) (01 1) 
А= 011. В= 101. 

101 11,0 

НаАдем проиэведеиия этих матриц: 

(
1 1 2) 

АВ= ,211 , 
121 ' 

(1 12) 
ВА = 2 1 I • 

I 2 1 

в данном случае АВ=ВА, поэтому линеАиые преобраэоваиия АВ и ВА сов
пцают. Координаtная форма преобраэования АВ записывается следующим образом: 
х' =x+u+2z. 11' =2%+У+2, г' =x+2g+z. А 

540. Пусть над совокупностью векторов u = xl + у] на плоско
bttt хОу пронзводятся два линейных преобразования: А-замена 
вектора его составляющей по оси Ох; В -зеркальное отображение 
вектора относительно биссектрисы 1 и 111 координатных углов. 
Найти преобразования АВ иВА. 
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L, Сог.1аСIЮ УСЛОЗIIЮ, Au=xi, Bu=xj+yi. ТаКlШ образа):, Ai=i, Aj=O, 
Вi=j, Bj=i, т. е. 

A=(~~), B=(~ ~);AB=(~~), BA=(~~). 
Итак. преобраЗOlJанне АВ определяется равенствами х' = у, у' = О, а преобра. 

зованне ВА-равенствами х' =0, у' =Х. Рекомеидуем по,'учить эти paBeHCTlJa 113 

геометричеСКIIХ соображений. А 

541. Преобрэзование А заключается в повороте каждого вектора 
ПJЮСКОСТИ хОу на угол а. Найти матрицу преобразоваНIIЯ А2 (т. е. А · А). 

/:;. Так как Ai = i cos а+ j slл а, Aj = - i slл а+ j cos Ц, то 

А _ (COS а - sin а) 
- . sln CG. cos а . 

с,1е;щвате.'1ЬНО, 

A~ = ( cos2 Cf.-sln2 а -2 sln а cosa) =(С05 ~a -sln 27.) 
2 sln а cos а cos2 'a - sln2 а sln 2а cos 27. . 

Таким образом, fТреобразование АЗ в координатной форме опре.:tе.~яется ра· 
BeHcTBa~11I х' = х cos 2а -у sln 2а, у' = х sln 2а+ у cos 2а. Эти резу.1ьтаты ~:OI'YT 
быть по.'1)'чены 11 IIЗ чисто геометрических соображений. А . 

542. Линейное преобразование А заключается в повороте на 
угол л/4 каждого вектора плоскости хОу. Найти матрицу Лllнейного 

преобразовани я В = А2 + V2' А + Е. 
f:.. А =" (V~/2 -У,3/ 2) =У2/2 (1 -1) А2 = (О -! \. 

у 2/2 У 2/2 1 l' , 1 О J ' 

В = (~ -ь)+(: -: )+(ь ~)=(~ -~)=2 (: -:) . А 
543. дано пространство геом~трических векторов. Пусть линей

ное преобрэзоваНllе А - поворот пространства вокруг оси Ог на 
угол rr/4, а линейное преобразование В-поворот пространства во
круг ос({ Ох на тот же угол. Найти матрицу линейного преобра
зовання АВ. 

6. Имеем Ai=i cos (;r/4>+1 sln (n/4)=(У2/2) i + (у"2/2) J. Aj=-I sln (;'[/4) + 
+J (0$ (лi4) =- (У2/2) '+ (у"2/2) J, Ak =k; 81= " BJ=(Y2/2) 1+ (Y"2/2)k. 
Ok=- (у-"2/2) j +(у'2/2) k. СлеДОlJательно, 

А = (' ~~~~ - ~~~~ ~), В ~ (~ y~/2 - y~/2)' I 

О О 1 О У 2/2 У 2/2 

АВ, = (У"2/2 112 -1/2 . А . 
I у'2/2 -1/2 112) 

\0 у'2/2 У2/2 
544. дано mlНейное преобразование А: х' = - 0,5 (у + г), у' = 

= -0,5 (х + г), ,'= - 0,5 (х + у). Найти матрицу обратного ЛlIнеЙ
ного преобразоваНIfЯ. 
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545. Рассматривается совокупность всех геометричеСких векто
ров. Линейное преобразование А--'зеркальное отображение' этих 
векторов относительно плоскости Р. Найти А -1. 

546.\ В линейном пространстве с базисом e1 , е2 дано линейное 
преобразование А. Найти матрицу обратного преобразования, если 
Ае1 = е., Ае, = ер 

547. Линейное преобразование А заключается в пщюроте каж
дого вектора плоскости хОу на угол tZ. Найти матрицу В ---l А + А -1. 

,548. дано линейноепреобразование А: х' = х + у, у' = 2 (х + у). 
Найти обратное линейное преобразование. 

549. Линейное преобразование А заключается в повороте каж
дого вектора плоскости хОу на угол nj4. Найти матрицу А -:2. 

550. При каком значении').. линейное преобразование х' = - 2х+ 
+y+z, y'=x-2y+z, z'=x+y+')..z не имеет обратного? 

4. Характернстнчес~ие числа и roбственные векторы линеАного преобразова
НИII. Пусть R -заданное ~-MepHoe линейиое пространство. Неиулевой" вектор х Е R 
называется собствгнНbl.Al векmoром линейного преобразоваиия А, если найдется 
такое число 1, что выполня'ется равенство Ах = Ах. Само число 1 называется 
характеристическU.Jl числом линейного преобрззования А, соответствующим век· 
тору х. 1 

Если лииейное преобрааованне ~ в базисе el, е2, "" еn имеет матрицу 

(

'a1i ан ,,' а1n) 
А = ~2i, а.22, ':,', ~z~ , 

, а...l аn2 ." аnn 

то характеристическltМи чис.'1ам'и линейного преобразования А служат действи
тельные корни "'1" Лz, ••• , ЛN уравнения n-Й степени, КОТ9Рое мо)Кно записать 
в оиде 

ан ~л (1'12 ' •• ain 
a2L С22-Л ••• Gzn =0 • 

••• аnn-л 

Оно иазывается характеристическим уравненШ!м, ,а ero левая часть-характери
стическШl .Alногоч.леном линейного преобразования А. Собственным Еектором х,., 
соответствующим характеристическому ,числу 1,., является любой вектор Slel '+ 
+. 6zes+ ... +. 6nеn, Jtоордииаты которого удовлетворяют системе линейиых одно-
родИhVt уравнениЙ . 

{ 

(ali-1,.) 61 + ai262 + ... +ain6n =0. 
a21S1 + (а22-"''') 62+'" +а2n6,. =0, . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
a",16i + а.n262 + ... + (аnn-Л,.) 6n =0. 

Отметим следующие важные т е о р е м ы. 
Характеристический многоч.лен. лине(1ного nреобразования не зависит от вы

бора базиса. 
Еслu .матрица А линейного nреобразования А является СU.AlAleтрической, то 

все корни характеристического уравнения I A-лЕ I =О-дейсmвителыше числа. 

551. Найти характеристические числа и собственные векторы 
линейного преобразования А, определяемого уравнениями x'==5x~ 
+ 4у, у' =8х+9у. 
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л Матрица преобразования запишется 'так: А = (~ ~) . Характеристическое 
уравнение имеет вид 

15-;1. 9~:I.I=o, иди 1.2 -14Л+13=0; 
хара~теристические ·числа Л1 = 1, 1.2 = 13. 

Для определения координат собственных векторов получаем две системы ли
нейных уравненнй: 

{ 
(5-Л.) 61 +4;2=0, {(5-I..2) 61 +462=0, 
861+(9-1.1) 62=0; 8;1+(9-1.2) 62=0. 

Так как 1.1 = 1, то первую систему можно записать С..1едующим образом: 

{ 
4;1+4;и=О, 
861+8;2~0. 

Таким образом, значения ;i и 62 должиы удовлетворять уравненню 61 + 62=0, 
или 62=-61 ' Следовательно, решен не этой системы 'имеет вид ;1=Сl' ;а=-С" 
где Сl-произвольная величииа . Поэтому характеристическому числу 1.= 1 соот
ветствует семейство со6ственн'ых векторов U =Сlеl-Сlеа, т. е. U =Сl (еl-еа). 

Значение л.s= 13 приводит к системе уравнений 

{ 
-861+4;2=0, 
8;1-4~,=O, 

т. е. ;2 = 2;i. Полагая 61 =Са, получаем ;2 = 2с2 . Следовательно, характеРИСТII
ческому числу 1. = 13 соответствует семейсТl!О собствениых векторов v =С2 (еl + 2е2) ' 

Итак, придавая в равенствах а=СI (еl-е2), v=c! .(el+2es) величинам С1 " 

Са всевозможные числовые значения, будем получать всевозможные собственные 
векторы линейного преобразования А ... 

552. дано линейное преобразовщше с матрицей А = (~ ~) . НайТII 
характеристические числа и собственные векторы этого пре06раЗQ
вания. 

553. Найти характеристические числа и собственные векторы 

линейного преобразования с матрицей А = (: ~) . 
554. Найти характеристические числа и собственные векторы 

u еоб • А (а -Ь) линеиного пр разования с матрицеи = Ь а' 

555. Определить характеристические числа и собственные век-

торы линейного преобразовання с матрицей А = (-~ -~ -:). 
о о 1 

ь. Составим характеристическое уравнение: 

1 2=~ 2-~ -: 1=0, 
о о I-л. 

т. е. 

(1-1.)[(2-Л)2-1) =0, (1--Л)I(3-Л)=О, Лi,s=I, лз=з. 

Если л= 1, то для определення коорд.инат собственного вектора получаеы· 
систему уравнений 
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Таким образом, характеРi!стнчеСКО~IУ ЧИС.-1у 
собственных векторов u =С1 (е1 + е2)' 

1. = 1 соответствует се~lейство 

Если '.=3, то Д.'1Я опре.:<е.lения коордииат собственного вектора по,,),чi.JfМ 
с"стему уравнений 

{ 

- ~1-~2+~З=О, 
- 61-~2+6з=О, 

~з=О. 

Семейство е06ственных векторов, соответствующих этому характеристическому 
числу, опреде.1Яется равенством Y=C2(el- е2)' А . 

556. Определить характеристические числа и собственные век-

о (1 1 3) 
торы линейного преобразования А с матрицей А= 1 5 1 • 

. 3 1 1 

(

01i 012 а13) 
557. Доказать, что ес.'1И a21~! 023 - симметрическая матрица, 

I u. З l а32 азз 

а действительные числа <х, ~ и 'v отличны от нуля, то все корни 
характеристического уравнения матрицы 

(

Oli a12a/~ 
А = 021~/a а2! 

аЗIУ /'Х аЗ2У/~ 

являются действительными числами. 

6. в базисе еl' es, ез раССМОТРИ~1 линейное преобразование А с матрицей А, 
Тогда 

де! =01le1 + (а21р/а) е2 + (а31у/а) ез, 
де2 = (a12a/~) el +а22е2 + (аЗ2У/~) ез, 
Аез = (а13'Х/У) еl +(а2з~iу) е2+ аззез 

А ('Xel) = al1'Xel +а21ре2 +а31уез, 
д (~e2) =а12аеl +022Ре2+азz·уез, 
Д (уез) =Оlзаеl +а2ЗР~2 + аззуе э· 

Полагая aei = е;, ре2 = е;, 1'ез = ез, имеем 

де; =Ol1e~ +021е;+ОЭlе;, 
де; = a12e~ +a22e~ +032e~, 
Ae~ =аlзе~ +02зе; +аззе;. 

Таким образом, МЗТРJluей .1инеЙного преобраэования А в базисе е;, e~, .е; с.'Iужит 
симметрическая матрица 

(а11 ан а13) 
А' = a2i а22 023 • 

0зi аЗ2 азз 

. . 

Следовательно, характеристическое уравнение .'JIIнеЙного преобраЭОЕаНИЯ А 

в базисе e~, e~, е; имеет ТО.1ЬКО действительные корни . Так как при переХОде 
к ·базису ei, ев, ез ' характеристические ЧИС.1З не меияются, то те же корни имеет 
и характеристическое уравнение матрицы А. А 

___ 558. Линейное преобразование А заключается в повороте про
странства на угол 'Л/3 вокруг оси Ог. Найти характеристические 
числа и собственны~ векторы этого преОбразования. 
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• Показать, что матрица этого линейного преобразования имеет вид 

( 
1/2 -VЗi2 О) 

А = V 3/2 1/2 О • 
О О 1 

559. Зная характеристические числа линейного преобразования А, 
найти характеристические числа обратного линейного преобразова
ния А-l . 

• Показать, что из уравнения IA-l-ЛЕI=Оt;:JIедует 'А-(I/Л)ЕI=О. 

лии:::~г:а~:,~:::о::~::т:ч~:::р::::а А
И 

С(Тfп)и~е векторы 
1 О О О 

56]. Найти характеристические числа и собственные векторы 

линейного преобразования с матрицей А = (~ ~ ~) ... 
~ l' Gt 

§ 5. ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО 

Линейное пространство R называется евклuдoвbU!, если имеется правило, кото
рое позволяет для каждых двух векторов х и . у И~ R построить ДеЙСТВИтельное 
число, называемое скалярным nроuзведенueм 'вектОров х и у и оООзиачаeuое (К, у), 
причем это правило удовлетворяет следую[Цим' условиям: 

1°. (х, у)=(у, х); 
2". (х, y+z)=(x, у}+(х,ж); 
3°. (Ах, у) = л (х, у) для любого действительного числа >..; 
40. (х, х) > О, если х :j: О. 
Из условий 1°-4° следует, что: 
а) (у+ж, х}=(у, К)+(Ж, х); 
б) (К, лу) = Л(х, у); 
в) (О, х) = О для любого вектора х. 
Скалярное произведение любого вектора xER на себя называется CIIiJJIярlШJ4 

квадратом вектора к. . 
Длиной вектора Х в евклидовом пространстве называеroя квадратный корень 

из скалярного квадрат;! этого вектора, т. е. 'Х I = V (К, К). 
Если л-любое действительное число, а J!-Любой вектор евклидова про

странства, то I лх' = 1;1..1·' х ,. 
Вектор, длина которого равна единице,называется HOPMиpoвaIiНblM. Если 

'хЕ R-ненулевой BeKtop, то нетрудно вид~ь, что .~. х ( можно обозначить 

,хх, ) является нормированным вектором. 
Для любых двух векторов х и у в евклидовом пространстве выполняется 

неравенство (х, y)los;;;;; (х, х) (у, у), называемое нepQ8eнcmBOM Кошu-Бgняковского, 
Равенство (К, у)2 = (х, х) (у, у) имеет место тогда и только .тогда, когда век

торы К и у лннейно зависимы. 

Из нераве1lCтва Коши-Буняковского следует, что -1 <; I ~Ki. n I ....: 1. Уголср, 

определяемый равенством cos ер '~~"IY~ k и принадлежащий отрезку [О, ~]. на
зывается углом между векmoрам.и х и У.. ели К и у-ненулевые векторы, а 'P=~/2, 
то (К, у) = О. В этом случае rоворят, что векторы х н у opmOгOHaAbНbl, и пишут 
x..Ly. 
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Дляпроизвольных векторов х и у евклидова пространства имеют место сле
дующие важные соотношения: 

1./x+YI.;;;;;lxl+lyl (неравенство треугольника). 
2. Пусть ер - угол между векторами х и у; тогда 1 х - у 11 = 1 х 11 + 1 у 11 -

-2/хНуlсоsер (теорема косннусов). Если х1-У, то получается равен· 
ство Ix-УI2=lх/2 +/УI Z • Заменяя в последнем равенстве у на -у, получаем 
/x+YIZ=lxIZ+lyll (теорема Пифагора). 

562. дано линейное пространство, рассмотренное в задаче 461. 
Можно ли скалярное произведение ДВУХ ПРОИ3ВОЛЬНЫХ векторов 
х = (61; 6z; ... ; 6n) и у = (1Ъ; fJz . . . ; '1n) определить равенством (х, у)= 
= 61fJl + ~2fJ2 + ... + 6nfJn (для того чтобы это пространство стало 
евклидовым)? . 

6. Проверим выполнение условий \°--'-4°. 
\0. Так как (у. х) =1]161 +1]262+ ... +1]nSno то (х, у) = (у, х). 
20. Пусть Ж=(~1; ~2; ... ; ~n)' Тогда У+Ж=;(1]1+~1; rtl+~Z; ••• ; l)n+Сn) и 

(х, у+ж) = SI1]l + ~11]1 + SS1]2 + S2~2+ ..• + Sn1]n+Sn~n = 
= (611]1 + 6.21]2 + .•. + 6n1]n) + (61~1 + S2~2+ ..• +6n~n)={X, у)+(х, ж). 

зо . (л'х, у) = ;"6]1]1 +1..621]2 + ... I..Sn1]n == л (SI1]\ + ,621]2 + ... + Sn1]n) =1.. (х, у). 

40. (х, х) = sf + 6~ + ... + 6~ i= О, если хотя бы одно из чисел SI, 61 ••. , ~" 
отлично ОТ нуля. 

Значит, в за.з.анноы пространстве с помощью указанного равенства можно 
определнть ска.1!ярное произведение. А 

563. )Хано евклидово пространство, рассмотренное в задаче 562. 
Пусть 61> 62' ... , 6n - количество n видов изделий, выпускаемых 
ежедневно заводом, а fJJ' ТJ2""" 'I1n -соответственно цены ЭТИХ 

изделий. Как можно истолковать скалярное произведение векторов 
х = (61; 62; ... ; s~) и у = (fJl; fJz; .•. ; fJn)? 

564. )Хано линейное пространство, веКТdрами которого. являются 
всевозможные системы, состоящие из n положительных чисел: х = 

= (61; 62; ... ; Sn)' у = (fJt; fJ2; ... ; fJn), Z= (~2; ~a; ... , ~n)' •.•• 
Сложение векторов и умножение вектора на число определены равен-' 
ствами 'х + у ~ (SlfJl,6!fJz" •. , 6n'1n) , АХ = (М, М, "" S~). МоЖно ли 
еделатьэто пространство евклидовым, определив скалярное произ· 

ведение равенством (Х, у) .' ln 61 1п Т]1 + lп 6,1п fJ!'+ ••• + ln 6n lп fJn? 

. 1\. Проверим I;ыпл~ениеe условий 10_40. 
. \О.{х, у) = IПSlIП1]I+IП~2IП1]2+'" +In;n IпТJn, (у, х) =1П1]11П'1+ 
.+ lп 1]2 'П ~2 + ... + 'П 1]n1n ~n, т. е. (х, у) = (у, х) • 
. . ~; Так как У+Ж=(1]1~1; 1]2~2; ... ; Т)n~n), то 

(х, у + ж) = In SI 'П (1]16д + In ~2 In (1]2~2) + •.• + 'п 6n 'п (ТJn~n) = 
= In 61 'П Т)1 + ln ~2 'П 1]2 + ... + 'П ~,. ln "" +In ~l 1п 61 + 

+In 621n ~2+'" +ln Sn 'п 6n={x, у)+{х, ж). 

з; T~~ как АХ == (~t; 6}; ... , ~~); то 
(I..Х, у) = 10 ~t lп fJi + lп S} lп Т)! + ... + lп ~ lп "" = 

= 1.. (1п SI lп Т)1 + lп ~I lп 1]z + .•. + lп 5" lп т)n) = 1.. (х, у). 
40, (х, х) =In' ~i+ln2 ~z.+'" +1п2 ~n~O. . 
Следовательно, рассматриваемое пространство является , евклидовым. ~ 

565: РассматриваетсSJ линейное пространство непрерblВНЫХ в про
межутке [а, ы1 функций x=x(t), y=y(t), z=z(t), .... МОЖНОJ1И 
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сделать это пространство линейным, определив скалярное произве
ь 

дение двух любых векторов х и у равенством (х, у) = ~ х (t) У (t) dt? 
а 

566. Является ли множество всех геометрических векторов 
. евклидовым пространством, если скалярное произведение двух 

векторов определить как прОИЗЕедение их длин? 
567. Образует ли множество Есех геометрических векторов евкли

дово пространство, если определить скалярное произведенне двух 

произвольных векторов а и ' Ь как произведение длины вектора а и 
утроенной проекций вектора Ь на ' направление вектора а? . 

568. Задано линейное пространство, рассмотренное в задаче 562, 
при n = 4. Определить угол между векторами х = (4; 1; 2; 2) и 
y=(l; 3; 3; -9). 

6.lxl=Y(x, x)=YI6+1+4+4=5; IYI=Y(Y, y)=Yl+9+9+81 =10; 
. (х, У) . -5 

~x, y)=4+3+6-18=-5; cos<p Ixl'lyl=5 . !O=-0,1; ~=larcx:os(-O,l)= 
;:= 174°15'." . 

569. Задано евклидово пространство, рассмотренное в задаче 562. 
Определить угол между векторами х=(l; Vз; V5; ... ; V2n 1) 
и у=(I; О; О; ... ; О) . 

. 570. Рассматривается евклидово пространство непрерывных функ
ций х (t), .у (4), z (t), ... на отрезке [-1, 1]. Скалярное произведе-

1 , , 

ние определено равенством (х, у)= ~ х(t)у(t)dt.НаЙтиуголмежду 
-L 

векторамих= 3t2 -1, у = 3t-5tз • 

I 

Ь. .имеем (х, у) = ~ (3t2-1) (3t -5t3) dt. Нетрудно видеть\ что (х, у) = Р, так 
-1 

как подынтегральная ФУНКЦИЯ является нечетной. СледоватеЛIiНО, векторы х и у 
ортогональны ... 

571. Задано евклидово пространство, рассмотренное в задаче 562, 
при n = б. Проверить справедливость теоремы Пифагора для орто
гональных векторов х = (1; О; 2; О; 2; О) и У = (О; е; О; 3; О; 2). 

6. Имеем 
I х I = У-:-I +-:-0""+-:-4-:-+-:-0:0-+-:-4-:-+-:-:0 = 3, I у ! = уо + 36 + О + 9 + О +~ = 7; 

x+y=(I; 6; 2; 3; 2; 2); !x+yl=Yl+36+4+9+4+4=Y58. 

Итак, IXI2+IYI2=lx+y!2 .• 

572. В евклидовом пространстве непрерывных функций, соответст
вующих условию задачи 565, рассматриваются два вектора: х= [2+ 1, 
У = ·'),.t l + 1. Найти значение '),., при котором векторы хи у ортого
нальны на 'отрезке [.0, 1], и проверить справедливость теоремы 
Пифагора для этих BeKTopO!;J. 
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ь,. СОСТ:З'В'Им ска"ярно'е произведение 

I 

' (х, у) = ~ (12+ 1) (л1 2 + 1) dt=л/5+(?,+ 1)13+ 1. 
() , 

Из услOВlИЯ (х, y);z о 
л= -5/2. , 

Найлем теперь дJ1ИНЫ 
= - (3/2) 12+ 2: 

опreДell1lем л; имеем л/5+(i,,+ 1)/3+ 1 =0, откуда 

векторов x==t~+I; y=-(5/2)t2+1 и х+у.= 

... / r r 1 2 ... /28 
Ixl= V J (t 4 +2t2 + l)dt= у "5+'3+1= V 15' 

о 

Таким образом, IxI2=28/15, lyI2=7/12, Ix+YI2=49/20, Т. е. IxI2+IYI2= 
= , I х+у 12 •• 

573. Рассматривается множество всевозможных УПОРЯДDченных 
систем геометрических векторов а*== (а[; а2 ; ... ; all), ь· = (b1 ; Ь2 ; ... 
. . . ; ь n)' •••• Является ли это множество евклидовым пространст
вом, если сложение элементов, умножение элемента на число и 

скалярное произведение определить равенствами а* + Ь* = (а[ + Ь 1 ; 
82 + Ь2 ; ••• ; аn + Ьn), л.а* = (ла 1 ; ла2 ; ... ; лап), (а*, Ь*) = а) Ь 1 +а2 Ь 2+ .. . 
. . . + аnЬ n (правая часть последнего равенства представляет собой 
сумму скалярных произведений геометрических векторов)? 

574. доказать справедливость неравенств: 

V (61 + 1]1)2 +(~2 + 112)2 + .. ·1 + (6 n + 1]11)2 ~ 
~ v 6~ + 6~ + ... + 6~ + V 1]~ + ч~ + ... + 1]~; 
(6~+6~+.·. +6~) (1)~+1~+ ... +1]~) ~ (611][ + 621]2+'" +6111]1/)2, 

где 61' 62' ... , 6п, 1]1' 112' ... , 1]n~действитеJIьные числа. 
I 

• ВОСl1oJit.З6f!ia't'IIC :я Ж!j;>-aвен-t'fвами треугсмьника и кош«~ БУНЯКОDСКotо для 
евклидова пространства, paCCMO"t'peH.Horo в задаче 562. 

575. Рассматриваются всевозможные непрерывные на отрезке 
[О, 1] ФУltkЦАИ Х и). у (t), z (t), .•. Доказать справедливость не
равенств: 

{ ~ (х + у)2 dt ~ { ~ x2dt + { ~ y2dt • 
о о о . ( I )2' I \ ~ (у2/х2) dt ~ ~ydt I( ~ x2dt ), если х (0),* О. 

о о о I , 
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§ 6. ОРТОГОНАльныА БАЗИС И ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ, 

1. Ортогональный базис. Базис ei, ~, ... , е" евклидова пространства назы
вается орmогональнbI.М, если (е;, ek) = О при i =F k. 

Справедлива следующая т е о р е м а: во всяком евклuдовом npccmpaнcmвe uжеmся 
орmогоналышй базис. Если ортогональный базис состоит из нормированных век

торов, то этот -базис называетсJl opmoНOPMUP08t1ННЫJ,4.' дrиl. opтoвoptoOlpoвaвнoro 

базиса el, е2, ... , еn ВЫUOЛИJllOТСJl равенства 

{ Опри i =F k, 
(е/. ek) = 1 при i =k. 

Если в 'n-мерном евклидовом пространстве известен какой-нибудь базис fj; 

12. "', ' n • то в этом пространстве всегда можнq найти и ортонормнрованный базис 
еl, eez, ... , еnо 

Любой вектор х евклидова пространства. заданный в ОРТОНОРМliрованном ба
зисе, определяется равенством 

х= ~lel +~2~+'" +6пеп, 

itлина вектора х находится по формуле 

'Х f=V~~+~~+ "'+6~' 
Два вектора х = ~ е! + 6zez + ... + 6пеп и у = '111 е! + 112е2 + ... + fJnen линейно 
независимы (коллинеарны, пропорциональны) тогда и только тогда. когда 

~l/fJl = 62/112 = ... = ~n/f)n· 
iVсловие ортогональности векторов х и у имеет вид 

~lfJi+ ~2112+'" + ~-пf)п=О. 
iVгол между двумя вектораыи х и у находится по формуле 

~fJl + ~2'1]2+'" +6п11п 
cosq>= V V . 

~ + ~~ + ... + ~~. 11~ + t)~ + ... + 1JJ 
в Следующих задачах ортонорми'рованный базис ,'n-мерного еВКJlидова прост

ранства обозначается через еl. ~, .•.• еп. 

576. Найти длину вектора х = 4е1 -2ев + 2ез -e~. 
577. Нормировать вектор х =-e t , + 2 V'2 е2 + 3 Vз ез + 8е. + SVSe6 • 

578. дана матрица А = \ 6/7 ~/7 3/7 перехода от ортонор-
3/7 6/7 -2/1 

, ( -2/7 3/7 6/7) 

мированного базиса e1, е2 , ез к базису е;, е,;, e~. Докаэатр, что ба
зис e~, е;, е~-ортонормированныЙ. 

579. Нормировать вектор Х= e1 siп
З а+ев siп' а cos а+ез sin а cosa+ 

+ e4 cosa. 
580. Определить угол между векторами Х = е1 V7 + е! v5 + 

+ ез Vз + е4 и У , е1 v7 + е2 V5. 
581. Найти нормированный вектор, ортогональный векторам Х= 

= 3ес-еz-ез-е4' у=еl -3еz +ез +е4 , z=е1 +е2 -3ез +е •. 
582. При каком значении л векторы Х = Ле1 + Леа-ез-Ле. и 

y=e1-е2'+Лез-е4 имеют одинаковые длины? 
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583. В четырехмерном пространстве дан базис 'i' fi. fs ' ' •. 
С помощью векторов этого базиса построить ортонормированный 
базис того же пространства . 

. 6, Сlfачала построим в заданном пространстве какой-нибудь ортогональный 
базнс fl. g2. gэ. g4-

Положим gl =f1• 'В =f2 +agi. Подберем действительное число о; так. чтобы 
выполнялось условие '2.1 gl' Умножив скалярно на '1 обе части последнего ра
венства, получим 

(gi, g2)=(gl, f2)+0;(gi, gl). 

Так как ('i, '2)=О' то o;=-(gi. f2)/(gl' '1)' 
Далее. в равенстве gэ "'" fз + ~lg1 + ~2g2 подберем ~! и ~2 так, чтобы выпол

иялись :tсловия gз -L '1, gз -L '2' Из равенств 
(gi. gз) = (gi. fз) + ~i ('i, '1)+ ~2 (gi, '2); 
(g2,gз)"=(gz, fЭ)+~1 (gi, gZ)+1!2 (g2. gz) 

получим ~i=-(gI. fз)!(gi, '1). 1!2=-(g2' fз)/(g2. '2)' 
Наконец, из равенства !!'4=f. +l'lg1 +1'2g2+1'зgз находим 'и = -(gI. fJ/(gf; 1I't>; 

"/1 = -(gl. f.)/(g2. gz). 1'3= -(gз. f~)/(gэ. gз) . 
.. Итак. при сделанном выборе 0;. ~1. ~2' Yi. 1'2. '1з век'fOРЫ '1. g2 •. gз. g. по

парно ортогональны. Значит, векторы ei=gl/1 '11, e2=gg/1 '21. еэ=gэ/I gз 1, e,=g,lIg.1 
образуют ортонормированныl1 базис .... 

584. Рассматривается евклидово пространство многочленов не 
выше второй степени. Скалярное произведение двух произвольных 
многочл~нов х = х (t) и У = У (t) определено равенством _ (х, у) = 

1 

=~x(t)y(t)dt. Использовав базис 'l=t2, f2 =t, fз =1 и применив 
о 

метод решения, рассмотренный в задаче 583, построить для этого 
пространства ортонормированный базис. 

6. Сначала построим ортогональный базис gi. g2. gз. Положим '1 = fi, т. е. 
'i=t2, g2=fz+agl=t+at2. Тогда 

1 1 I 

.~ g2t2 dt ==; ~ t3 dt +0; ~ t' dt~ 
о о о 

В силу ортогональности векторов gi ,и !!,и.левая часть последнего равенства обра
щается в нуль. Таким образом. 0;= --5/4 и gz=t-5tzJ4-

Найдем теперь -!!'3- В равенстве '8 = 1 + I!1t2 + ~2 (t -5tll /4) значения I!I и I!z 
определяем из условий ор'!'Огоиальности' 

1 1 

Jgэt2dt=О и ~ !!,з(t-: (')dt=O. 

Таким образом, 

1 1. I I 

0= s t2 dt + ~! S е4 dt и О = S (t -: /2) dt + ~2 S ( t :- ~ t?) dt. 
о о о . о 

Отсюда I!i= -5/3. I!g= -4, gз=1-5t2J3-4 (t~5l2'4-), т. е. gз=1~4t+lоt2/3. 
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,rr:;- ,/1 . 
Igзl= V 5 (1-4t+ 1зОt2 Уdt ~ V S (1_8t+~t2_~tз+l~t') dt = ~. 

о о 

Таким образом, ВСКТОРЫ еl =!!'tJI gi 1= YS (2, ~ =g2J/ ga 1= уз (4-5tl ); 

1:з= gзJ I gз 1 = з -12/ + 10t2 .. образуют ортонормированныЙ · баЗIJС . А. 

585. При каком значении л. базис, обрдзованный векторами 
gi = Леi+еа+ез+е4' g2 =еi+Леz+ез +е4 , gз =e1 +еа+Леа+е., g, = 
= e1 + е2 + ез + ле4 , является ортогональным? Нормировать этот базис. 

6'ИЗ условия (ej, ek) =0 (при i:f:: k) получаем уравнение 1,+;"+ 1 + 1 =0. 
Следовательно, ;..= -1 и gl = -el +еz+ез+е4' g2=el-e2+ea+e., ga = 
= еi+еа-ез+е~, g4 =еi+еа+ез-е4, 1 gi 1 = У1 + 1 + 1 + 1 =2. 

Таким образом, векторы e~ =0,5 (- el+ еа+ез +е4), e~ =0,5 (еi-es+ез+е.). 
е;=0,5 (еi+еа-l:з+е4), e~=0,5 (еl+~+ез-е4) образуют ортонормированнЬ!Й 
базис. А. . 

, \ 
586. При каких значениях а И ~ базис, образованный векторами 

, а + 1-а + А • 1-а. А + а • А а + е1 =зеi -з-еа .... еа , е2 = -з-еi+ .... еi зеа, ез =,...е1 + зеа 
1-а + -3- ез , является ортонормированным? 

6 Из условий I e~ 1= 1, (е;, ek) =0 (при.l :f:: k) получнм систему урапнениА 

{ 
a2+O-a)2+9~2=9, 

а (l-а) +3 О-а) ~+За.~ =0. 

Из последнего уравнения находим ~= -а (а-I)JЗ. Подставив это значение 
~ в первое уравнение, имеем 

а.2 + (l-а)а+а2 (1-a.2)2 = 9; 1-2 (l-a.) а.+а2 (l-а)2 =9; (I-а.+а.2)2 =9. 

Так как l-а+а2 > О при деikтвитеш,ных значениях а, то 1-а+а2 =З. т. е. 
а.2 -а-2=0. Следовательно, al=-l , аа=2, ~1=-2/З, ~z=2/З. 

Итак, получаем два ортонормироваиных базиса: 

12222 1 
ei1J = -з е1+зеz-з ев, е~lJ=з еi-з.еа-з ез; 

212 
e~H= -зеi-зеz+з ез, 

о 2 1. 2 1 2 2 2 2 1 
еi·J=з еi-з ~+зез, е~2J=-зеl'+зе2+зез, е&2J=з еi+зе2-з еа." 

2. Ортогональные преобразовання. Лнне~ное преобразование А евклидова прq· 
странства называется орmогонаЛЬНЫА!, ссли оно сохраняет скалярное произведе

нне Jlюбых двух векторов х и у этого пространства, т. е. (Ах, Ау) = (х, у). Длина 
вектора х при этом не изменяется, т. е. I Ах 1 = 1 х 1. Таким образом, 

(х, у) (Ах, Ау) 

I х 1·1y. / = 1 Ах 1·1 Ау 1 • 
Из последнего равенства следует, что ортогональное преобразование А не изме· 
няет угла между любыми двумя векторами х и у. 
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Ортогональное преобраэование переводит nюбоА ортонормированиыН базис 
в ортонормированныЙ . Наоборот. если линейное преобраэовавие переводит какой· 
нибудь ортонормированный базис, в ортонормированный, то оно является орто
гональным. 

587. Является ли ортогональным преобразование, переводящее 
каждый геометрический вектор в ,вектор, симметричный относительно 
некоторой фиксированной плоскости? 

588. Является ли ортогональным преобразование, заключающееся 
в Поворо're любого вектора, лежащего в плоскости хОу, на фикси
рованный угол а? 

589. При каких значениях i.. преобразование А, определяемое 
равенством Ах = лх, является ортогональным? 

590. Является Лй , ортогональным пре06разование А. определяе
мое в каком-нибудь ортонормированном базисе ei' ej, е. матрицей 

A=(~~':: ::). , если аilаli+аJlа,i+аЗlазi=О; аilаlэ+аjlа23 + 
аэi а32 азэ 

+ ааlаэз =0. а1iаiз +а22а2э + а8isаЭ8 =0, a~l + Щl +а:l = 1, afa+ Щ2 + 
+ ~2= 1, а~8+а:з+а~э= l? , 

591. Является ли ортогональным преобразование Ах = - 61el + 
+ ~Ie! + ~8ез + ~4e" где х = ~lei + ~Iei + ~8ез + ~.e4 -произвольный 
вектор. а е1 , е., е8 , е4 -ортонормировакный базис? 

592. Пусть ei, е2 , ез , е4 , е6 , e6 -ортонормированныЙбазис. дока
зать, что А -ортонормированное преобразование, если Ae1 --:- ei' 
Ае! = -е2 , Аез =еэ соsа+е,siпа, Ае4 = -еа sina+'e, cos<t, Ае. = 
..:.... e6cos~+e8sin~, Ае8 = -e5sin~+e8cos~. , 

§ 7. I(ВАДРАТИЧНЫЕ ФОРМЫ 

Квадратичной фоР.AWt1 деliствитеnьных переменных Xi, Ха, ••• , хn н~зывается 
многочлен второй степеии относите.пьно этих переменных, не содержащий сво
бодного члена и членов первой степени . 

Если! (Xi. Ха • ••• , хn)-квадратнчная 'форма переменных Xi. Ха • .... ХNO а 
л-какое·нибудь действительное число, то / (Axl. '.х2, ., ., Ахn) =').2/ (Хl. Ха, ., '. х,,). 

Если n=2.'- то 

Если f,!=3. то 

f (Xi. Х2. Хз) =ailX~ +q22х~+а8~+2ЩZХIХ2+2аisXlхз+2а2sX2ХЗ' 
в дальнейшем все необходимые формуnировки и определения приведем для 

квадратичной формы трех переменных. 
Матрица 

(
ан йi; aiS) 

А= а.! а2Х а28 , 
aai аЗ2 аза 

у которой alk =ам. называется А/атрицей квадратичной - фор.мbl f (Xi. Х2. Ха). а 
соответствующий оп ределитель "-оnределиt1li!лем. этоil квадратичной ФОрМbl. 

Так как А-симметрическая матрица, то корни ').1, 'ла и 'лз характеристиче
ского уравнеиия 

I 
аii-Л aiz 
azi а22-'). 
аз~ ага 

являются действительными числами. 
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Пусть 

е; = biief+b21eZ + Ьз1ез , 

e~ = Ь12е! + Ь22е2 + Ьз2ез, 

e~ = Ь1зеj: + Ь2зе2 + Ьзsез 

- нормированные собственные векторы, соответствующие характеристическим 
числам Аl, А2 . Аз в ортонормированном базисе jei, е •• еэ . В свою очередь, вех
торы e~, e~. e~ образуют ортонормированный базис. Матрица 

В = (:~: :~: :~:) 
Ьзi ЬВ! Ьаа 

является матрицей перехода от базиса ei, ев, ев к базису е;. е;. е;. 

Формулы преобразования координат при переходе х новому ортонормирован
мому базнсу имеют вид 

Хl = bilX; + b12X~ + bisX;; 

Ха =Ь21Х; +b22X~ +b2sX;, 

Ха = balX~ + b32X~ + basX;. 

Преобразовав с помощью этих формул " квадратичную форму f (Xi. Х2, Ха). полу
чаем квадратичную форму 

'( ' , ') , ,1+, ,!+, ,1 
Х1 , Ха' Ха ="'IХl II.2Х2 II.sX~, 

не содержащую членов с 'Произведениями х; х;. х; x~. X~ X~. 
Принято говорить. что квадратичная форма f (Хl. Xz, Ха) приведена 1с кано

нuчеСIWAtУ виду с помощью ортогонального преобразования В. Рассуждения про
водились в предположении, что характеристические числа ;'i. ;. •• А, различиы. 
При решении задач будет показано, как следует поступать, если среди характе
ристических чисел имеются одинаковы •. 

593. Привести к каноническому виду квадратичную форму 
f = 27х~-lOхlх2 + 3х:. 

6. Здесь а11=27. аI2=-5. а22=З' Составим характеристическое уравнение 

1

27-'}.. -51_0 '2 зо' -о -5 З·-'}.. - , или 11. - 11.+56- , 

т. е. характеристические числа Лl = 2. Л2 = 28. 
Определяем собственные векторы. Если '}..=2. то получаем систему,),равнени!i 

{ 
25~1-5'2=0. 

-5Е1 + ~2=0. 
" Таким образом, ~2=5~i' Полагая Sl=C, имеем 62=5с,:.т. е. собственныА вектор 

u=c (еl +5е2) . 
Если ;'=28, то приходим к системе 

{ 
-Sl- 5~2=O. 

-5~1-2562=0. 

В этом случае получаем собственныА вектор v =С (-5ех+еа). 
Для того чтобы пронормировать векторы u и v. следует принять С = 

= I/YP+51 = I/Y26. Итак. мы нашли нормированные собственные BeKтopы 
е; = (е!+ 5ее)/У26. e~ = (-5ех +e2)IY26. 

Матрица перехода от ОРТОНОРМЩJOванного базиса" ех, е. к ортоиормирован
ному базису е;, e~ " имеет вид 

В- --" . 
_( I/Y26 -5/У26) 

5/У26 1/Y26 
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Orcюда получаем формулы преобразования координат: xl=(I/Y26) x~-(5/y26) х;, 
хи=(5/У26) x~+(l/y26) x~. Таким образом, 

1=27 (~26X~ - :26X~ Y-IO( ~26X~ - :26 x~ ) (:26X~ + .)26 х; )+ 
+3 (/26 x~ + ~26 х; )В =2x~2+28x~a. 

Этот результат можно было получить:~разу, так как f=Лlх~а+~х~J. А 

594. Привести к каноническому виду квадратичную форму 
t = 2x~ + 8х1х. + 8x~. 

6. Здесь Йii=2, ЙI2=4, ~2=8. Решаем характеристическое уравнение; 

1
2-1.. 4 I . 

4 8-1.. =<1, 1..1=0, Лz=10. 

Определяем собственные векторы. При 1..=0 получаем систему 

{ 
2~i.+4~2=0, 

4~1 +8~8=0, 
которая имеет решение 6i=2c, 6и=--'С, т. е. U=C(2ei-'еz). 

При л= 10 имеем 

{ 
-861+468=0, 

461-2~2 =0, 

откуда 6i=C, 6и=2с, т. е. у=с (е!+ 2еи) • . 
Приняв с = 1/ У 22 + 111 = 1/ У5, находИr.t нормированные сооственныевек

торы e~=(2ei-e2)/Y5, e;=(ei+ 2e2)/Y-S· 
Матрица перехода к новому базису (матрица ОРТОГОJlального преобразования) 

имеет вид .. 

( 
2/У5 I/У5) 

. В= -1/Уб 2/У5 • 

Формулы преобразования· координат запишутся так: Xi = (2/у5) X~ + 
+ (I/УБ)х;, Хи= -(I/У5) x~+ (2/У5) х;. Следовательно, 

1 2 ( 
1 ., + 1 ,)2+8 (2 '+ 1 , ) ( 1 '+ 2 х')+ = У5 Х1 У5 ХИ ' YSx1 У5 ХИ -уК Х1 ys а 

+8 ( 
1 '+' 2 , )11 -10 " -У5Х1 у5 Хи - Хи ' 

эту задачу можно решить проще. Заметим, что f = 2 (Х! + 2х2)2; поэтому 
можно принять X~=(Xi+2x2)IYl+4=(xi+2x2)/Y5, X~=(2xl":"X2)/y5 (вто

' рое равенство написано с учетом ортогоиальности преобразования). Так как 

zl+2x.=Y5' х;, то l=lOx~· • ... 

595. , Привести к 'каноническому виду квадратичную форму 
I = 3~ + 2Са + х: + 4X1Xi + 4XIIXa' 

6. Здесь aii = 3, а22 = 2, аза = 1, ai2 = 2, aia = О, ai3 = 2. · Составляем харак-
теристическое уравнение 

2 2-1.. 2 =0; (3-1..)(2-'_)(1-1..)-4(1-1..)+4(3-;")=0; 
1

3-1.. ' 2 0'1 ' 

о 2 1-;" 
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(3-л) (2-"-) (1-"-)-8 (2-л) =0; 2-л) (лZ -4л+3-8) =0), 
(2-л) ("-2-4л-5) =0; ~=2, ~=-I, Аз=5. 

Опредмяем собственные векторы, соответствующие найденным характеристнче
ским числам. Для опредмения координат собственных векторов получаем три 
системы линейных уравнений: 

1) л=2, 2) 1.=-1, 3) л=5, 

2~1+2sз=О, ~ 26i+3~z+268=0, ~ 26i-36,+263=0, { 

;1+2~2=0, ( 4;1 +2;2=0, ' ( -2~i+2~z=О, 

2~2-~З=0; t ' 26z+2~з=О, t 2~,-4~з=0; 
6i=2c, 62= -с, 6з= -2с; ;i=C, 62= -2с, 6З=2с, 6i=2c, 6э=2с, ~=C, 

u =С (2еi-~-2ез), v=c (еi-2ez+2еэ), w =с (2et+2ez+ea), 
1 1 1 

e~ =3 (2ei-~-2e8); е; =3 (еi-2еz+2ез); e~ =3 (2ei+2ez+e.). 

~атрица ортогонального преобразования имеет вид 

( 

2/3 1/3 2/3) 
В= -1/3 -2/3 2/3 . 

-2/3 2/3 1/3 
Формулы преобразования координат таковы: Xi = (2/3) X~ +(1 /3) X~ + (2/3) х;, 
Х2= -(1/3) x~ -(2/3) х;+ (2/3) х;,~Хз = -(2/3) X~ + (2/3) x~ + (1/3) r,._Следоватмьно, 
f=2х~Z-х;Z+5ХЗ'· • -

596. Привести к каноническому виду квадратичную форму 

f = 6x~ + 3~ + 3х; + 4х1хз + 4х1хз -8хzXз. 

6. Здесь ай=6, IZjz=3, аsз=3, aiz=2, аiз=2; Qzз=--4. Решив характе
ристическое уравнение 

I 
б2"Л 3-':Л -J -1 =0, 

2 -4 з-л 

находим характеристические ЧИCJIа Лi = ''2 = 7, Аз = -2. 
При л=7 приходим к системе 

( -Gi+2Gz+2~з=О, 
~ 26i-462-4~з=0; 
t 26i- 4€z-46З=О, 

которая сводится к одному уравнению 6i=262+26з. Решение этоА системы можно 
записать в виде 6i=2a+2b, 6а=а, 6з=Ь.-Б результате получаем семейство соб
ственных векторов u =2 (а+Ь) ei+aez+ Ьез. зависящее от JJJ3yx параметров а и Ь. 

При л=-2 получаем систему 

( 86i+ 262+ 26З=О, 
~ 2~i+562-46Э=О, 
l26i-46z+ 56з=0. 

Решив, напри,,!ер, два последних уравнения, имеем 61/9 = 62/( -18) = 6з/(-18), 
или 61=""":' .62/2=-6з/2; Ji=C, ~2=-2c, 6з=-2с. Таким 06разом, получим ' 
одиопараметрическое семеиство собственных векторов v=c (ei-2e,'-2ea). 

Из семейства собственных векторов u=2(a+b)ei+aeZ+be8 выдмим два 
каких-нибудь ортогональных вектора. Полагая, иапример, а=О, Ь= 1, получим 
собственный вектор иl =2еi+еэ. Подберем параметры а и Ь так, чтобы выполня
лось равенство (о, Оl)=О. Тогда получим уравнение 2.2(а+Ь)+Ь=О, т. е. 
4а+5Ь=0. Теперь можно принять а=5, Ь=-4; отсюда находим другой собст
венный вектор рассмотренного семейства: и2 =2ei + 5е2 -4ез. 

Итак, мы получили три попарно' ортогональных вектора: Ui =2ei,+ea, 
Uа=2еl+5ez-4ез, v=еi-2еz-2ез. Собственные векторы Ul и и2 соответсТвуют 
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характеристическому ЧIfСЛУ 1..= 7, а собственный вектор v-характернстическому 
числу 1..== - 2 при с = 1. 

Пронормировав ЭТIf векторы, получим новый ортонормнрованныА базис, при" 
чем матрица перехода к новому базису имеет вид 

(
2/У5 2/(3 У5) 1/3) 

i В= О Y"S/3 -2/3. 

I/Y"S -4/(3 У5) -2/3 

Применив форму;iы преобразования координат'Хi = (2/ у51 x~+(2/(3 У5» x~+ 
+ (1/3) х;, Х2 = (У5 /3)"х;-(2/З) х;, Ха = (1/~5) x~:(4/(~ У5» х;-(2/3) x~ 
к заданной квадрати~ной форме, получаем f = 7x~ + 7х; -2x~ . А 

597. Привести к каноническому виду уравнение линии . 17х2 + 
+ 12ху+ 8y~-80 = о. 

6. Группа старших членов уравнения образует квадратичную форму 

17х'+ I 2ху+8у' с матрицей А = (1 ~ ~). Составим характеристическое ураВ!lение 

1
17-1.. 6 1=0, или 1..2-251..+ 100=0, 

6 8-1.. 

т. е. характеристические числа Лi=5, ~-2=ZO. Следовательно, квадратичная форма 
17x'+12xy+8y2 преобразуется к каноническому виду 5х'%+20у",а данное урав" 
нение-к виду 

т. е. заданная линия является эллипсом. 

Найдем базис, в котором уравнение эллнпса принимает канонический вид, 
для чего определим собственные векторы. 

{ 
12~i+6~2=O' 

При 1..=5 имеем систему уравнений 6;i+ З;2=0, откуда ~2=-2;i. По" 

лагая 6i=C, получим ;z=-2c, т. е. собственный вектор u=c(ei- 2e2)' 

{ 
-3;1+ 662=0, 

При 1..=20 имеем систему откуда ;i=2;2' т. е. собствен" 
6;i -12;2 =0, 

ныА вектор v = с (2е! + е2)· 
Приняв c=I/Y12+22 =I/y5, находим нормированные собственные векторы 

е; = (ei-2e2)/Y5 и е; = (2ei+e2)/ У5. 
~атрица ортогонального преобразования имеет B~Д 

( 
I/YS 2/У5) 

В= -2/У5 l/YS . 

Формулы преобразования координат запишутся так: х= (! /у5)х' + (2/УБ)у'. 
у=-(2/У5) х'+(l/У5)у'. Следовательно, 

17 
17xZ+12xy+8y2-80=s (х' +2у')2+ 

+~ (х' +2у') (-2х' +У')+! (-2х' +у')2_80=5х,2+20у'2_80. 5 5 

Этот же результат можно было ·получить сразу, как только были найдеиы 
"1 и Лz: Лlх,2+t..zу'Z-80=0. А 

Привести к каноническому виду уравнения линий: 
598. 6x2 +2VS ху+2у2-21 =0. 599. 4ху+3у2+ 16=0. 

600. 5x2 +4V6 ху+7уЗ-44=0. 



ГЛАВА VI 

ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 

§ 1. АБСОЛЮТНАЯ И ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ПОГРЕШНОСТИ 

Пусть а-приближенное число, заменяющее собоli в ВЫЧИС.'IеНIIЯХ точное 
число А. 

Абсолютгiой nuгрешностыо приближенного числа а называется абсолютная 
величиlta раЗIIОСТИ между ним и соответствующим точным числом: 1 А -а 1· 

Предельной абсолютной nогрешностью называется возможно 'меньшее число /1, 
удовлетворяющее неравенству I А-а 1..;;;; А. 

Точное число А находится в границах a-t...;;;;А~а+t., или А=а ± t.. 
Относительной nогрешностью приБJlиженного' числа а назыnается отношение 

абсолютной погрешности этого числа к соответствующему тачному числу: 

'А-а '/А. 
П редельнМ. относительной nогреlllносmью называется возможно меньшее 

число О, УДОВJIетnоряющее неравенству I А -а I/A;;;;;; о. 
Так как практически А r:>:J а, то за предельную отиосительную погрешность 

ПРlIнимают число о=ма (выражаемое 09ЫЧНО в процентах). 
Справедлнво неравенство а (1-0)";;;; А..;;;; а (1 +6). 
Говорят, что ПОЛОЖИтeJIьное приближенное число а, записанное в виде деся

тичного раЗJIожения, имеет n верных знаков (цифр), если аБСОJlютная погрешность 
этого числа не препышает половиньi единицы n-го раЗJi1яда. 

При n > 1 за предельную относительную погрешность приближенного числа а 

с первой значащей цифрой k можно принять ЧИС.'Iо 6= 21k (1~) n -1. 

Если известно, что 

1 ( 1 )"-~ 
6..;;;; 2 (k + 1) 10 • 

(1) 

то число а имеет n верных знаков_ 
Предельная абсолютная ПОг'решность алгебраической суммы нескольких чисел 

рюша сумме предельных аБСОJlЮТНЫХ погрешностей слагаемых. 
Относительная погрешность суммы положительиых слагаемых не превышает 

наибольшей И3 относительных. погрешностей этих слагаемых. 
Предельная относительная погрешность произведеIiИЯ и частного приближен< 

ных· чисел равна сумме предельных относительиых погрешностей этих чисел. 
Предельная относительная погрешность степени приближенного Чliсла равна 

произведеннlO преде.1ЬНОЙ относительной погрешности этого чнсла 'на ЛОКllзатель 
степенн. 

601. Угол, измеренный теодолитом, оказался равным 22020'ЗО"± 
±ЗО". Какова относительная погрешность измерения? 

6. Абсолютная погрешность t. = 30". Тогда относительная погрешность 

602. Определи~ь число верных знаков и дать СQьтветствующую 
запись приближенной величины ускорения силы тяжести g = 9;806 .•• 
при относительной погрешности 0,5%.. . 
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ь. Так как первая значащая цифра есть 9, ТО, DОСПОДЬ30вавшись неравенст

вом,(I) , получим 0,005.;;; 2.110 (/oy-t, т. е. n =2. 3uачнт, н=9,8 . .А 

. 603. Известно, что предельная относительная погрешность числа 
V 19 равна 0.,1 %. CKOJIbKO верных знаков содержится в этом числе? 

6. Здесь первая значащая цифра есть 4, предельная относительная погреш

насть <'1=0,001 = 10-3. на основанин неравенства (1) имеем 0,00i ~ 2~5' (Го )11-1 
откуда n =3. СледователЬ!lО, У 19 =4,36 (iщ четырехзначным таблицамУ19 = 
:,,;. 4,3589) • .А - . 

604. Сколько верных знаков содержит. число А =3,75б3,если 
относительная погрешность равна 1 %? 

_ .t; Первая _верная цифра есть' 3, поэтому 0,01"';2\' C~)II-l, откуда n=2. 

ЧИ<:ЛО А следует запИсать так: А = 3,8 . .А , " 
605. Площадь квадрата равна 25,16 см' (с точностыQ дО О,О! см'). 

С какой относительной погрешн'~тью и со сколькими-, верными ' зна
ками можно определить сторону ~aдpaTa? 

f':.. Искомая стороиа х=У25,16. ОТносителЬН8Я' погреmность 6'Орои'ы' J(sадраrз 
11=0/2).(0,01./25,16) , где O,Ot-абсолюtная погрешность П.iющади,Т. е. <'1=0,0002. 
Первая значащая цифра числа, и;змеряющеro сторону квадрата-, еёть 5: Решив иера
венство (1) при k =5, получим {5+ 1) ·0,0002 ~ 1/1011-1, или 1,2·10-3,,;;;; 1/10n - t • 
Отсюда n=з . .А - ' , -

606. со сколькими верными знаками можно определить ' радиус 
круга, если известно, что его площадь равна 124,35 см' (сточн6стью 
до 0.,0.1 см')? 

607. Найти предельную отноСительнуюпогрешность при вычисле
нии полной поверхности усеченного конуса, если радиусы его основа
ний R = 23,64 ± 0.,0.1 (см), r ~: 17,31 ± 0.,01 (см), образующая l = 
= 10.,21 ±о.,ОI (СМ) ; число n=3,14. 

608., Число g = 9,80.66 является приближенным значением уско
рения силы тяжести (для широты 45") с пятью вериыми зна~ами. 
Найти его относитеJIЬНую погрешность. 

609. ВЫчисЛить площадь прямоугольника, стороны которого 92,73± 
± 0.,0.1 (м) и 94,5 ± 0,01 (м). Определить относительную погрешность 
результата ·и число верных знаков. 

§ 2. ' ФУitкция одноА НЕ3АВИСИМОRПЕРЕМЕнноА 

дейсmвumeлышмu (или еещес/1lQeнны.м)) числами иазываются рациональные и 
иррациональные чщ:ла. Множество ,всех действителЬНЫХ чисел обозначается бук
вой R. Каждое деliствнтельное число может быть изображено точкой на числовоА 
прямой. 

Пусть даны два непуcтыx множества -.х, н У. Если каждому элементу х из 
множества Х по определенному правилу ставится D соответствие один и только 
один элемент !I нз У, то говорят, что на множестве Х задана фуНlСЦUЯ (или оmoб-, . . . f 
ражеНlJe) со множеством в.начениЙ У. это можно записать так; хЕХ , Х ->- у или 
{: Х -.. У, где множество Х ПЗЗЫlщется , QБAi1CIТlЬЮ оnределеif.UЛ функцни. а мно-
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жество У, состоящее из всех чисел вида у = t (х), -М/южесmвом значений функц!tи. 
Если у является функцией от\ х, ТО пншут также у = t (х) или у = q> (х). Буквы f 
цли q> характеризуют 'ТО правило, по которому получается значение у, соответст
вующее заданному аргументу х. Область определения функции t обозначается че
рез D и), а множество значений-через Е (1). Значение функции t (х) при х=а, 

. где aED (f), называется Чi1CтlШМ энаЧf-нием функцни и обозначается t (а). 
область определения функции в простейших случаях представляет собоli: ин

тервал (оmкрьmшu nрожжуmoк), Та, bJ, т. е. совокупность значений х, удовлетво
ряющих условию а < х < Ь; сегжнт (отрезок или замкнутый nрожжуmoк) [а, Ь], 
т. е. совокупность значений х, удовлетворяющих условию а ~ х ~ Ь; полуинтервал 
la, Ь] (т. е. а < x~b) или [а, Ь! (·Г. е. а...;;;;х < Ь); бесконечlШU интервал 
Та,+ 001 (т. е. а < х < +(0) или {-оо, Ь' (т. е . -00 < х < Ь) или (-00, +(0) 
(т. е. - 00 < х < + со); совокупность нескольких интервалов или сегмеитов и т. п. 

ocH08Hыиu IJлежнmaРlШми функциями называются следующие функции: 
1) степенная функция y=XC1-, где aER; 
2) IWказательная функция у=аХ , где а-любое положительное число, отличное 

от единицы: а > О, а i= 1; 
3) логарифмическая функция У= loga х, где а-любое по.~ожителj,ное число, 

отличное от единицы: а > О, а i= 1; 
4) тршоножтрические функции y=sIn х, y=cos х, y=.tg х, y=ctg х, y=sec х, 

y=cosecx; 
5) рбратн.ые тригонометрические функци/l у = aгcsin х, у = arccos х, у =arctg х, 

y=arcctg х. 
ЭлежнmaР1ШМи ФУНКЦ/lями называются фУJiкции, получающиеся из основных 

элементарных функций с помощью четырех арифметических действий и суперпо
зиций (т. е. формирования CJЮжных функций), примененных конечное число раз. 

Примером неэлементарной функции может служить аб~олютная величина (мо
дуль) действительного числа х: 

\ I { 
х при х ~ О, 

У = х = _ х при Х < О. 

Геометрически I х I равен расстоянию на числовqй прямой от точки с координатой 
х до' начала . отсчета. В общем 'случае I х-а I есть расстояние между точками С' 
координатами х и а. 

Графиком функции у=! (х) называется множество точек плоскости хОу с коор-
дина'tами (х; f (х» , где xED (f) . 

Функция f (х), область определения которой симметрична относительно нуля, 
называется четной (нечетной) , если дли любого значения х Е D (f) f (- х) = f (х) 
[соответственно f (- х) = - '(х)]. График четной функции симметричен {)тносительно 
оси ординат, гуафик нечетной функции- относительно начала координат. . 

ФyJIПI.)П [(х) называетс. nеpuо(Juческой, если существ~ет Ta.r:0e чис:ло т,.,о, что 
ДЛJI ЛюБЫх хEJЛJ), х- TED(f), х+ TeD(f) вьmОЛВJIЮТс. paвeHcrвa Лх)~Лх- 1')= 
. =ЛХ+Т). Oi:нo«nым nеpuодом «II~ называетс. наименьшее положительное чис
jЮ-т, облаДаЮшсе Уl:азаивым свойством . 

. 610. Найти' (bt=: (а) , если f (х) = х2 • 

6. Найдем значения данной функции при х=а н х=Ь: f (а) =а2 , {(Ь)=Ь9• 
Тогда получим 

f(b)-t(a) Ь 2_а2 =а+Ь." 
Ь-а Ь-а 

х-2 
611. Найти область определения функции f (х) = 2х-1 • 
6. Данная функция определена, если 2х-I i= О, т. е. если х =1= 1/2. Таким 

образо~, областью определения функции является объединение двух ннтервалов: 
D (/)= ( - 00, I f2)U(l /2, + 00). .. 

. )п (1 +х) 
612. Найти область оп ределения функции f (х) = х -1 . 



6. Функция опреде.лена, если х-I :;i:: О и I +х > о, т. е. если x:;i:: I их> -1. 
Область определенця функции есть объединение двух интервалов; D, (f) = 
=(-1, l)U(l, +со). : • 

613. Найти область определения функции 

{(Х)=У 1-2х+3аrСSiп 3Х 2 1 • 

6. Первое слагаемое принимает действительные значения при 1-2x~.o, а 
второе-при -1 ~ (Зх-l)j2 ~ 1. Таким образом, для нахождения области опре
де.ления заданной функции необходимо решить систему неравенств: 1-2х:;" О, 
(Зх-1)j2~ 1; (3Х-l)/2:;"-I. В результате получаем x~ 1/2, x~ 1, X:;"-lj3. 
Следовате.льно, область определения функции есть отрезок (-1/3, 1/2]. ,. 

614. Найти множества значений функций: 

1) f(x)=x2 -6x+5; 2) f(x)=2+3sinx. 

6. (1) Выделяя из квадратного трехчлена полиый квадрат, получим f (х) = 
=хl -6х+9-4=(х-З)I_4. Первое СЛl!гаемое при всех х является неотрица~ 
тельным числом, поэтому фуикция принимает значения, не менt.wие-4. Итак,'МНО
жество значениА функции-бесконечный промежуток [-4, +00)., ' , 

2) Так как синус принимает значения, не превосходящиепо ""модулю едииицы, 
то получаем неравенство I sin х 1..; 1, или -1"'; sfn х.;;;; 1. Умиожив все части этого 
двойного неравенства на 3 и при6авляя к ним по 2, имеем -':3..; 3 sfn х.;;;;; 3; 
-I.о;;;;;2+ЗSfnх..;;;;5. Следовательно, Е (/)=[-1,5] .• 

615. Найти OClfoBHble периоды функций: 

1) f(x)=cos8x; 2) f(x)=sin6x+tg4x. 

6. 1) Так ~aK основной период функции cos х есть 2л, то основноА период 
функции 1 (х) = cos 8х равен 2лj8, т. е. nj4. ' 

2) Здесь для первого слагаемого основной период равеи 2n/6 = n/З, а ДЛЯ 
второго он равен nj4. Очевидно, что основной период данной функцин есть наи
меньшее общее кратное чисе.лnj3 и n/4, т. е. n .• 

616. Установить четность или нечетность функций: 
1) f(x)=x 2 Vx+2sinx; 2) {(x)=2X +2-Х ; 3) f(x)=lxj-5ex' ; 

х+З 
4) f (х) = xz+ 5х; 5) f (х) = 19 х-3' 

6. В рассматриваемых примерах область опреде.ления каждой из функций 
симметрична относительно нуля; в первых четырех примерах D (f)= (-,00, + 00). 
а в последнем примере D (f) = (- 00, - З)U(З. + 00). ' 

1) Замевяях на -х, получим f (- х) =(-Х)' V ('-x)+2sln (-х)=-х'Vх
- 2 sln х, т. е. 1 (- х) =- f (х). Значит, данная функция ЯВЛЯется нечетной. 

2) Имеем '(-х)=2-Х +2-<-Х)=2-Х +2Х , т.е, f(-х)=/(х). Итак, данная 
функция - четная. 

3) Здесь f (- х) = 1 х 1-'-5e<-x)2 = I х 1_5eX2
, т. е. 1 (- х) =! (х). Следовательно" 

1 (х) - четная функция. 
4) Имеем ,(-х)=(-х)2+5(-х)=х:!-5х. Таким образом, (-X):;i:: I(х).и 

f (- х) i= -1 (х), т. е. заданная функция не ,является ни четнои, ни, ,нечетнои. 
5) Находим 

, -х+з х-з (X+3)-1 х+З 
1(-х)=lg_х_з=lgх+з=lg х-З =-Ig х_з , 

Т. е. 1 (- х) = ~ f (х), Й, следовательно. данная функция-нечетная .• 
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617. Найти областц определения функций: 

1) [(х)= V4-x~+;; 2) [(x)=arccos(~ -1); 
3) [(х)=_1 ; 4) [(х)= Х-2; 5) [(х)= 2~+3 ; 

. ХеХ cos 2х х- х2 -4 

6) [(х)= Ig (3x-l)+2Ig(x+ 1); 7) [(х)= У/ х -V sin.x. 

618. Найти множества значений функций: 

1) [(x)-:-Ixl+l: 2) [(x)=5jx; З) [(х)=Vlб-х2 ; 
4) {(х),=-х'+8х-13; 5) [(х)= 1-3cosx; 6) '(х)=4-хl • 
619. Установить четность или нечетность функций: 

V-
1) f(x)=x4sin7x; 2) f(х)=5Iхl---'З х2 ; 3) '(х)=х4-3х2 +х; 
4) f (х) = 1 х I + 2; 5) f (х) = 1 х + 21; 6) f (х) = Ig cosx; 

7) f(x) = 16~x. 1 • 

620. Найти основные периоды . функций· 

1) f (х) = sin 5х; ~) f (х) = :- 2-cos (ХjЗ) + 1; 
3) f(x) = 19 cos 2х; , 4) 1 (х) = tg 3х + cos4x. 

§ з. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИI\ОВ функций 
При построении графиков функций применяются следующие приемы: построе

ние «по точкам»; действия с графиками (сложение, вычитание, умножение графи
ков); преобразования графиков (сдвиг, растяжение). 

Исходя из графика функции у = f (х), можно построить графики функций: 
1) у=! (х-а)-первоначальный график, сдвинутый вдоль оси Ох lIa вели

чину а; 

2) y=!(x)+b-тот же график, сдвинутыА вдоль оси Оу на величину Ь; 
3) у = Аf (х) - исходный график, 

и '" r I I , I I J I I растянутый в А раз вдоль оси Оу .. 
I I 1 I 1 I 1 " .1 " 4) y=f(kx)-WT же график, рас-
1 1 1 I 1 " тянутый в l/k раз вдоль оси Ох. 
f f I I 1 1 1 1 f Таким образом, можно по . графи-
I I r 1 I I J 1 ку функции У = f (х) . построить график 
I I 1 , r 1 t функции видаУ=Af[k(х-а)]+Ь • 

. , , , , ( l У 

I 1 1 ( I r 
I 1 1 111j=COS:: 
I I 1 I 
I I I 1 

456 ос 

Рис. 23 Рис. 24 

621. Построить график функции у=2х+ 1 +cosx. 
6. . График данной функции можно построить сложением графиков двух фуик

ций: у = 2х+ I и У = соз х. График первой функции есть прямая, ее можно по
строить по двум точкам, график второй функции-косинусоида (рис. 23). А 
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622. Построить график фу~кции 

{2-Х при x~ 3. 
У= 0,lx9 при х>3. 

D. При х < 3 графиком является луч, а при х~З-ветвь параболы. Иско· 
мыА график изображен на рис. 24. А 

623. Построить график функции y=2sin(2x-l). 

6. Преобразуем данную функцию к виду y=2sln2 (х-l/2). Здесь А=2, 
k = 2, а = 1/2. В качестве исходного возьмем график у = sln х. Затем строим гра
фик функции y=SIn 2х сжатием вдоль оси абсцисс в два раза. После этого стро
им график функции y=sln 2 (х-l/2) сдвигом на 1/2 вправо и, наконец, растяже· 
нием в два раза вд.оль оси ординат последнего графика получаем искомый график 
функции y=2sln (2x-l) (рис. 25). ... . 

Рис. 25 

Построить графики функций; 

ХЗ-х 
624. у=-з- на отрезке [-4, 4]. 

625. y=x2(2-x)~ на отрезке [-3, 3]. 
626: у= Vx+ V4-x в области определения. 
627. у=0,5х+2-Х на отрезке [О, 5]. 
628. y=2(x-l)3, исходя ИЗ функции у=ХЗ. 

629 - 1 3 _ х9 + I . у- х2+4' 6 О. у--х-. 

631. y=sin(3x-2)+1. 632. y=-2cos(2x+l). 
633. у = arcsin (х - 2). 
634. у=х+ 1 +sin(x-l). 

{
_Х2 

63.6 . . у= .· Зх 
при х < О, 
при x~O. 

635. y=.sinx+cosx. 

{
4-Х при 

637. у= 5 при 

х2 +5 при 

x<-l, 
-l~х:;;;;;О. 
х>О. 



§ 4. ПРЕДЕЛЫ 

Число а называется пределом nоследова11U!льносmu Xi. Х2 • ••• , хno ••• , если 
для всякого сколь угодно малого положительного числа е наАр;ется такое поло
жительное чнсло N, что I ХN - а I < е при n > N. В этом случае )y~T lim хn = а. 

n ... "" 
Число А называется пределом фующuu f (Х) при Х -+ а, если Д;lIЯ любого 

сколь угодио малого е> О найдется таl,юе б> О, что I f (х)-А 1< 1: при 0< 1 х
- а I < 6. Эro записывают так: 11ш f (х) = А. 

X-+lJ 

Аналогично llmf(x)=A. если If(x)-AI < е при ,Х' > N. 
Х ..... '" 

Условно записывают Нш f (х) = OQ. если I f (х) 1 > м при О < r х-а 1 < б, где 
X-+lJ 

М - произвольное положительное число. 
В этом СЛу.чае функция f (х) называется бесконечно большой при х -+ а. 
Если lim ct (х) = О, то функция ct (х) называется бескьнечно малой при х -+ а. 

х"'а 

Есл~ х < а и х -+ а, то употребляют запись х __ а:....-О: , еслих > а и х -+ а 
-запись x-+а+О. Числа/(а-О) ... ит '(х) и {(а+О)= 11т f(.~)иазываЮТСII 

Х-+4-Ь . x-+а+О 
соответствеиио AeIIf)IМ И nрагшt nределсм Функции f (х) в точке а. . 

дllll существования предела функции f (х) при х, ~ а необходимо и достаточ
но, чтобы /(a-О)=/{а+О). 

Практическое вычисление пределов основывается на следующих теоремах. 
Если существуют 11т f (х) и Ит g (х), то 

х-+-а х-+а 

1) Iim [! (х) + g (х)] =Нт / (х) + иш g (x)~ 
Х-+-а x~ .%-+а 

2) Iiт [! (х)·е (х)] = Ifm f (х). 11щ g ~x); 
х-+а . %--+а X~ 

llт! (х) 

3) Jlm f (х) = X~ (при lim g (х) i:~). 
х ..... а е{х) lim е(х) 

х ..... а х ..... а 

Используются также следующие npeдeJlы: 

11т sln Х = 1 (первый 8(ureча11U!ЛЬНbtй предел); 
Х ..... о х 

х_оо ох IX-+О 
lim (1+1.)% = Iiт {1+Ct)I/~=e=2,71828 ... (второй замеча11U!ЛЬНЫЙ предел). 
Логарифм числа х по основанию е называется натуральНbtМ логарифмом и 

обозначается Jn Х'. 
При решеиии примеров IIOДе3но иметь в ВИДУ следующие равенства; 

li IпО+х) 1 11 а"-l J l' {I+х)m-l m i m ---= n а, 1т т • 
.% ..... 0 х %-+0 Х X-I>O Х 

1 1 
638. Показать, что при n -+ 00 последовательность 3, 2"2' 23", 

имеет пределом число 2. 

6, Здесь n-А член последовательности есть хn =2+1/n. Следовательно, Хn -
- 2 = l/n. Зададим заранее подожительное чисдо е. Выберем n настодько бод&
шим, что будет выполнеио неравенство I/n < 8. Для этого достаточно принять 
n > 1/8. При таком выборе n получим I хn - 21 < е. Значит, 11т хn = 2 . .А. 

639. Покззать, что при n - 00 последовательность 7/3, 10/5, 
1317 • ••. (3n+4)/(2n+ 1), ... имеет пределом число 3/2. 

6, Здесь хn~З/2=(3n+4)/(2n+ 1)-3/2=5/[2 (2n+ 1)). Определим, при ка
ком значении n ВЫПОIlНЯется неравенство 5/[2(2n+ 1)] < 8; так как 2 (2n+ 1) > 
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> 5/в, то n > 5/(4 В) -1/2. Итак, если n > 5/(4 В) -1/2, то / ХN -3/21< е. Т.е. 
11т х=3/2. 
n-+СХ> 

Полагая 8=0,1, заключаем, что неравенство /хn -3/2\ < 0,1 выполняется 
при n> 12 (например, при n = 13), Аналогично, неравенство I хn -З/21 < 0,01 
выполняется при n > 124,5 (например, при n = 125), анеравенство \ хn -З/2/ < 
< О,ООI-при n > 1249,5 (например, при n = 1250). ... . 

Найти следующие пределы: 

l' 5х+2 
640. ,.1т 2 +3' 

.1'-+4 х 

6 Так как .~_4, то числитель дроби стремится к числу 5.4+2=22, а зна

менатель-к числу 2.4+3= 11. Следовательно, 11т 5х + 2 · ...;",.~=2. А-
.1'-74 2х+3 11 

. Зх+5 
641. 11т 2 +7' 

Х-+СХ> х 

6. Числитель и знаменатель дроби неограниченно возрастают прих -+ 00. 

в таком случае ГОВОРЯТ, что • имеет место неопределенность вида 00/00. Разделив 
на х числитель н знаменатель дроби, получаем 

11т Зх+ 5 == Iim з+ 5/х =~ , 
х-+оо2х+7 х-+со2+7/х 2 .- . 

так как при х --+ 00 каждая из дробей 5/х и 7/х стремится к нулю." 

4 1
· х2-9 

6 2. 1m2-Эх' 
х-+з х ,-

/:::, Здесь числитель и знамеиатель дроби при х -+ 3 стремятся. к нулю (не
определеJiНОСТЬ J:lида О/О). Имеем 

х2-9 (х-3) (х+3) х+З 
х2 -3х= х(х-З) =-х-; 

если х i= 3, то 11т х2 -9 = Нт х+З. Но при 
х ...... з х2 -Эх .1' ...... 3 х 

х_3 дробь х+3 стремится к 
х 

числу 3+З =2. Итак, lJm ~2_9 =2. А-
З .1' ...... 3 Х -3х 

. ХЗ-х2-х+ 1 
643. 11т З+ 2 1 . 

х х -х-

/:::, Здесь имеет место неопределенность вида О/О. Разложим на множители 
' числитель и знаменатель дроби: 

11т ХЗ-х2-х+ I lim х2 (x-l)-(x-I) 
.1'->1 х3 +х2_х-I х-+! х2 (x+1)-(x+l) 

_ lim (x_I)2 (х+ 1) Нт х-1 =~=O. А-
- н.1 (х-l) (х+ 1)2 н·! х+ 1 2 

хз_ 1000 
644. Вт хЗ-20х2+ 100x 

.1'-+ 1 О 

6 Это-т~кже неепределе 'I НОСТЬ nида О/О. Имеем 

lim.r-lОООНm (~-lО)(х2+10х+lОО)= Нт 
x ...... l.ox2-20x2 +100x х--+10 х(х-;-10)2 .1'" ... 10 

х2 + 10x+lOO 
x(x--'lО) 
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ЧИCJJительдроби стремится к 300, з знаменатель стремится к 'нулю, т. е. яв
JlЯется бесконечно малой величиной, CJJедовательно, рассматриваемая дробь-бес-

конечно большая величина и Нт х3-1000 .. 00. А 
x-+IO xI-20.1"+ 100.1' 

645. liт Ух:+4-2 • 
",-+0 х 

t::. Умножим ЧИCJJитeJlь и знаменатель дроби на сумму у х+4+2: 
1Jm (yx:t=4-2) (VX+4+2) 11т х+4-4 11т 1 
н-О Х(У.1'+4+2) х",Ох(Ух+4+2) ",-+0 Ух+4+2 

II~ 
646. Нт у (1 +.1')" -1 • 

", ... 0 .1' 

t::. Положим l+x=1/; тогда у-l при х_ О. Зна'IНТ, 

1 
·А 

4 

V--
11т (1+х)8-1 llтУ'-I= 11т у2+ и+1 
Х-+О Х у-+I yb-1 у-+I У«+УЗ+U~+U+l 

3 ' 
5' А 

647. lim 'slnmx • 
"' .... 0 · Х 

t::. ИСПОJlЬЗУЯ первый замечательный предел, имеем 
11т sln mx = lim т sln mx т 11т sin mx =т. А 
х-+О х ",-+0 тх ",-+0 тх 

4 1· l-cos 5х 6 8. 1Пl I • 
н-О Х 

6. Имеем 
Ит l-соз~ 
х-+.О х' 

Ит 2 81n2 (5х/2) 
",-+0 , 'хl 

211т (81П (5х/2»)2 =2.(!)2 =~~. А 
", ... 0 Х 2 2 

.Здесь мы ВОСПОJlьзовались результатом предыдущего примера, приняв 
т=5/2. А 

~ Это-неопредenеиность вида 00100. РЗЭделим числитель и знамена.тель дро-
би иа старшую Степень Х, т. е. на ХЗ: • 
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11т х8+2хl+3х+4 lim 1 +2/х+3/х2 +4/х3 1. А 
",-+00 {х3+Зха+2х+l ",-+oo4+3/x+2/x2+1/~ 4 

650. Нт у 3Х'-2 . 
х-+оо х8+'3х+4 

\ 

t::. Рзздenим IJИCJJитель и знаменатель на х·: 
Jlm 3xt-2 Ит 3-2/х· 
х-+оо ух8+3х+4 "' ..... 00 Yl+3/x7+4/~ 

651. liт (Vх2+8х+З~Vхl+4х+3). ' 
х-+ае 

3 
1 

3. А 



6. Здесь имеет место неопределенность вида оа - оа. Умножим и разделим 
данное выраженне на у х2 +8х +3+ У х2+4х+3: 

Jlm <Ух2+8х+з-ух2 +4х+3)= 
х ....... 

6. Делением числите.'1Я дроби на знаменатель выделим целую часть: 

8х-3 
l+х2_3х+7· 

Таким образом, при х -+ оа данная функция представляет собоА степень; 
основание котороА стремится к едннице, а показатель-к бесконечности (неопре
деленность вида 100). Преобразуя функцию так, чтобы использовать второА заме-
чательныii предел, получим -

11 (Х2 +5Х+4)Х -11 (1+ 8х-3 )Х-.:. 
x~oo х2-Зх+ 7 - x ..... ~ х2-Зх+ 7 -

[ 

ХI-ЗХ+7] X(~X-3) 

= lIт 1+ ' = ( 8Х-3) 8х-3 х"-ЗХ+-? 

х ..... '" , х2 -3х+7 

i [ Х1 _ЗХ+7] 8-3/х 
= 11т J + " . : ( 8х-3) 8х-3 '-3/х+7/х' 

х .... оо ' х2 -3х+7 

х"-3х+7 

Ыт (1 + 8х-3 ) 8х-3 =е. 
х-+оо х2 -.:Зх+ 7 

Учитывая, что 11т 1 8-3х' 2 8, находим lim (x:+~xt~)X =е8 . А 
х ..... '" -3/х+ 7/х Х......... х - х 

. , ' 1 
653. Найти левый и лравый пределы функции f (х) = ' I/(x 3) 

х+2 -
при x~3. 

6. Если х-+ з-о, то 1/(х-3)_ -оа и 2'/(х-3) - О. Следовательно, 
11т /(x)=1/3. Если же х_3+0, то 1/(Х-З)_+оа, 2 1/(х-3)_+0о и 

%-+3-0 
Ыт / (х) =0. А 

.. -+3+0 

654. Найти . левый и правый пределы функции f (х) = e1j(x-a) при 
х-+а. 



/::; Если х---+а-О, то 1/(х-а)---+-оо и 11т l(х)=О. ЕСЛ!I же x---+а+О, 
, Х ..... а-О 

то 1/(х-а)---+ +00 и Нт '(х)==+оо. А ' 
.f ..... a+O 

655. Показать, что при ,n ---+ 00 последовательность 1/2, 5/3, 
9/4, ... , (4n-3)j(n+ 1), ... имеет предел, равный 4, 

656. Показать, что при n -+00 последовательность 1, 1/3, 1/5, ... 
"" 1 j (2n -1 ), '.. явл яется бесконечно малой, 
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Найти следующие пределы: 

657 )1' х2-6х+8 658 l' YI+x+x2-УI-х+х2 

· m 2 8 + 12 • • 1т 2 Х ..... 2 х - х Х->О х -х 

5 )' х2-5х+6 )' х3-6хl+ Ilx-6 
6 9. 1т 2 9 660. 1т 2 З +2 • 

х-+З х -., х->1 Х - Х 

661. liт Sln(a+2h)-2~~n(a+h)+slna. 662. liт tgmx. 
Ь->О Х->О 5ln пх 

663. liт tgx-tgxo • '664. liт 5lnX-Соsх. 
Х->Х. х-хо х'->П/4 ~-4x 

665. liт cosx. 666)' 2х'+Зх2+5х-6 
2х • 1т 3+З 2+7 -1 • Х-+11/2 ~- Х->а>, Х Х Х 

• Положить ~/2-x=a, 

667 :liт (2х3 +4х+5) (х2 +х+ 1) 668 l' х2 -7%+ 10 
• ~ ..... a> (х+2) (х'+2х3 +7х2+х-l) , • X~ х2 -8х+ 12' 

669. liт У4+х+х2-2. 670. lim Yl+X:lnX-l 
Х ..... -1 х+l Х->О х 

671. liт 3 х , 672. Jim YI+.t+x2;-У7Х+2х-х2 • 
Х->О V 1 +х-l х->2 х -2х 

673. Jim I-cos 5х, 674. liт tg X~5ln х • 
Х-+О l-cos ЗХ Х->О Х 

675. Нт lп (1 +mx). 676. liт 2: +3 . 
Х->О х Х ..... ±оо 2 -3 

в77. liт (Vx2 +ax+b-Vx2 + cx+d). 
Х->-а> 

678. Нт (sin V х+ l-sin V'X), 
Х-+а> 

679. liт (V' х+ l-V'X), 680. liт 11-5;. 
Х-+С» X-+(J:) -е 

, 8Х - 7" ,'Sln 2х 
681. 11т 6"_5",682. 11т 1 (1+ )' 

х-+а> Х-+О n х 
4/-

)' Б" -1 V х 1 683, 1т --. 684. Нт _-=-, 
Х->-О Х х ..... 1 х-I 

6'85 1" 51п х 
· 1т -\,-\ '. х_±О Х 

• Положить x=t'. 

686 )" t+51лt , . 1т -t -, -t . 
1->0, -Slfi 

687. liт sin 3Х-51П х • 
х ..... о In(x+l) 

688. liт )О1/(Х-I). 
"' ..... 5-0 



689. Нт sin х. 690. Нт х5 -1 
Х-+ОО Х ..... I r -1 • 

691. Найти 1imt(Va-l) (где t>O). 
t ..... .,. 

• ПOJIожить x=l/t, где %-0. 

692. 11т (Х' t 1 )X1
+ 1 . 

х-+CII Х 
693. lim (1 + ~)Jt. 

Х-+оо Х 

694. Нт ( 1 3 - 26 9)' 
x-+~ х х 

695 1· 5х-4Х 
• lт -Т--+ • 

• Привести дроби к общему зиаменателю. 

696.liт ХХ- 1 • 697.Нт In(l-3x) 
х-+I х]п х х ..... о Х 

• Учесть, что х",_,Хlпх, 

х-+О х х 

61}8. Цт x'.+5.cI+1 • 699. Нт 1" (%+2)-rn 2 • 
х ..... '" 2.1Ii.+~+1 х ..... о х 

700. Нт (Х+:)"'. 701.1im(2-'-cosa)wsec'cx. 
х ..... "" Х а .... О 

. (х+а)х+с . ( х )1/(X-I) 702. Найти 11т .+ ь ! • 703 •. 11т -2 • 
...... '10 х. х .... 2 

§ 5~ СРАВНЕНИЕ БЕС,<ОНЕЧНО МАЛых . 

Пусть а (х) и ~ (х) -бесконечно малые при к",-+- а. 
1. Если lIт (а/Р> = О, то говорят, что а ЯВJIяется бесконечно жиoll 81tCU1ei!O. 

х .... а 
порядка по сравнению С р. В этом случае пишут а=о (р). 

2. Еслн lim (a/~) =т, где т-число, отличное от нуля, то говорят, чro а и 
Х-+-а . 

~ -бесконечно .AШJlbte oдНOгiJ и moго же порядка. В частности, если 11m (a/~) = 1, 
х .... а 

то бесконечно малые а и Р называются ~вШJaAl!нтНbUlU. Запнсь а,..., Р означает, 
что а и Р-эквнвалентные бесконечно малые. 

Если а/Р --+ 00, то зто означает, что lIm (Р/а) =0. Таким обуазом, " имяет
ся бесконечно малой высшего порядка по сравнению с а, т. е. IS =0 (а). 

3. Если а'! и Р -бесконечно малые одного и того же порядка, причеиk > О, 
то говорят, что бесконечно малая " имеет порядо" k по сравнению с а. 

Отметим некоторые свойства бесконечно малых: 
.1 о. П роuзвeденue двух бесконечно АЮАbIX есть беск.онечно JtaAQЯ iJbICtШZO пopнiJ.. 

ка . по сравнению с соJtНОЖUtneAЯJtU, т. е. если у=аР, то 1'=0 (а) и ,\,"-0 (1'). 
2". Бесконечно JtIJAbIe а u Р 8К8иваАенmны moгда и moАЬКО тozдa, к.огда их 

разность а-Р=у Я8AJU!mcя бесконечно Jtалой 8blCШI!го порядка 110 сравнению с а 
и ~, т. е. если 1'= о (а), 1'=0 (р>, то а"'" р. 

30. Если отношение двук бесконечно маAbIX u.иeeт предел, mo вmoт nредеА 
не изJileНится при зaJteне каждой из бесконечно AЮAbIX ВК8UlJiLШ1тноt1 ей 6eaaJ. 
неЧ1Ю JtaJlой, Т. е. если Ит (а/Р)=т, а....., а1, ~ "" ~t, то Нш (al/~l)=т. 

x~a x~a 

Полезно иметь в виду эквивалентность следующих бесконечно малых: если 
К_О, то 

sln Х ""'Х, tg х...., к, аrсsJп х....., х, arctg х,..., к. In (1 +х),.., х. 
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704. Пусть t -бесконечно малая. Сравнить бесконечно малые 
~ = 5t 2 + 2t S и ~ = 3t 2 + 2t з • 

а ,5/2+2/5 5+2t3 5 
1':::. Имеем !~~ 1f=}~3/2+2t3 tl!..~ 3+2/ =3' Так как предел отноше-

ния а и ~ есть число, отличное от нуля, то а и ~-бескоиечно малые одного и 
того же порядка. А 

705. Сравнить бесконечно малые ~ = t sin2 t и ~ = 2/ sin / при / -+-0. 

6. Здесь lim ~=l!m2t/s~2tt=2Ilimslnt=O, т. е. а=оф). & 
t .... o l' t ... o sm t .... o 

706. Сравнить бесконечно малые ~ = t In (1 + t), ~ = t sin t при 
(-+О. 

h,. Находим 
In (1 +1) 

1· а l' t In O+t) l' tn (1 +/) l' ./ 1 
1т р;- = 1т = 1т = 1т = , 

' ..... о l' 1 ..... 0 t sln t t ..... o sln t ' ..... о 51п t -t-
т. е, a~~. & 

707. Найти l' In(1 +3xslnX) 
x~~ tg х2 

/':, Заменим числитель и знаменатель дроби эквивалентными бесконечными 
малыми: Iп(l+Зхslnх)~3хslпх, tgx2~x2, Тогда получим 

Нт 1п (1 +3х sln х) l! 3х sln х 31' 51n х 3 & 
" ... 0 tg х2 x~o ----хг-= x~"c] -х-= , 

708. Определить порядок бесконечно малой у = их по сравнению 
с бесконечно малой х. 

709. Определить порядок бесконечно малой у = v 1 + Х sin x-l 
по сравнению' с бесконечно малой х. 

710. Определить порядок бесконечно малой у = v sin 2х по срав
нению с х при х -+- О . 

. 711. Сравнить бесконечно малые ~ = [2 sin2 t и ~ = t tg {, если t -+- О. 
712. Сравнить бесконечно малые ~=(l +X)I/I-I и ~=mx, если 

х -+ о и m- рациональное положительное число. 
713. Сравнить бесконечно малые ~ = аХ - 1 и ~ = х In а, если Х --+ О. 

Найти следующие пределы; 

1· У1 +2х-I . 51п2 3х 
714. 1т t 3 . 715. 11т 12(1+2)' 

х-+о g х " ..... 0 n х 

• Заменить числитель 
и знаменатель эквивалентными бесконечно малыми. 

• Представить COS Х в виде 
J-O-cosx). 
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V--
720. Нт (~+X)3-1 • 

нО (l+Х)V(1+х)З-l 

722. Нт 4V~-2 
х-О V lб+5х-' 2 

721. lim (5а -l) (4a
-l) • 

а-+ О (за -1) (ба -1) 

• Разделl\ТЬ на 2 числитель и знаменатель. 

§ в. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ 

Функцня f (х) называется неnреРЬЮItОЙ в rnoчке а, если: 1) эта ' Функцня оп-, 
ределена в иекоторой окрестности точки а; 2) существует предел 11т f (х); З) этот 

х-+д 

предел равен значению функции в точке а, т. е. lim f (х) = f (а). 
х-+а 

Обозначая x-а=Ах (прнращение аргумента) . и f(x)-.f(а)='l\У(l1риращение 
функцни), условие непрерывности .можно , заrшсать так: lim l\y =й, t; ' ·е. функция 

, Лх-+О ' ," 
t (х) неnреРbl8НG в rnoчке а rnoгда и rnoЛЬКО rnoгда, когда в этой mo<цre ,бесконечно 
IШлому приращению аргумента соответствует бесконечно малое , nрujJa'r,цeH//e ' 
функции. '" ' 

Если функция непрерывна в каждой tочке некоioрой облас'i'й' : (интервала, 
сегмента и т. п.), то она называется неnрерьюной' в этой облоitiiu. 

Точка а, принадлежащая области определения функции илп: " яв,ляющаяся 
граничной для этой области," наз'ывается moчкой раэрьюа, есnц ,: вэтоii' 10'IКе 
нарушается условие непрерывности функции. 

Если существуют конечные пределы 11т f (х) = f (а-О) н 11т f (x)=f(a+O), 
,х-+а-О x-+а+О 

причем не все три числа f (а), f (а-О), f (а+ О) равны между собой, то а назы-
вается moЧICоll раэРblва 1 рода. ' ' " , :" , . " 

Точки разрыва I рода подразделяются, в свою очередь, на mO'(Kjl устрани
моео разрbl8а (когда f (a~O):= f (а+О) :/= f (а), т. е, . когда левый и , праliый . пре
делы функции в точке а равны' между' собой, но не равны значеНJii6f1 фунkцин в 
этой точке) и иа mDЧ1Cи скачка (когда f (а-О) :/= f (а+О), т. е.когда : ~евыЙ ' и 
правый пределы фунJtции в точке а , различны); в послеДНеtd СЛУ'Ji"! разность 
f (a+O)-! (а-О) называется скачКом функции в точке а. Точки разрыва, не яв
ляющнеся точками разрыва 1 рода, называются moчками раэРШJa П рода. В 'точ
ках разрыва 11 Р9да не существует хотя бы один из ОДНQCторонних, пределов. 

Сумма и произведение конечного числа непрерывных функций есТь функция 
непрерывная. Частное от деления двух непрерывных функций есть фущщия не
прерывная во всех точкаJ,l , где делнтель не равен нулю. 

х 
723. Показать, что при х = 4 функция У = х ' 4 имеет рззрыв. 

6. Находим lim ~4=-00, lim ~4=+00. Таким образом, .функция при 
х .... 4-0 х- х ..... I+О Х- , ' , 

х _ 4 не имеет ни левого, ни правого конечного предела. Следовательно, х = 4 
является точкой разрыва 11 рода (рнс. 26). А 

724. Покззать, что при х= 4' функция у = arctg X~4 имеет рззрьrs. 

6. Еслих_4-0,то '/(х-4) -+-00 и 11т у=-п/2. Если же х-+4+0, 
x~4~0 ' 

то 1/(х-4) -++ 00 и 11т у=п/2. Итак, при х -+ 4 функция имеет как ,левый, 
Х_4+0 

так и правый конечный предел, причем эти пределы различны. Следовательно, 
х = 4 является точкой разрыва 1 рода -точкой скачка. ' Скачок , функции, в : этой 
точке равен п/2-(-п/2) =п (рис: 27). А 



%2-25 
725. Показать, что ПрИ х = 5 ФУНКЦИЯ у = --5- имеет разрыв. 

%-

6. в точке х=5 функuия не определена, так: как, выполнив подстановку; 
получаем неопределенность О/О. Вдругих точках дробь можно сократить на 
.ж-5, так каК %-'-5:f:. О. Следовательно, 9=.ж+5 при % Р. 5. Легко видerь, что 
им g= liт У= 10. 

&'-+5-0 ж-+5+ О 

Таким обраЗОII. при %=5 фуmщИЯ имеет устранимый разрыв. он б,/АеТ 
устранен, еслн условиться. что у= 10 при х=5. 

____ : ____ L 1 4~ 
Q I ~IJ~L-~~I~~~~~~ 

,l " ............... ; 
f .. :П. ~ 
1 2 
1 

Рис. 26 Рвс.'Л 

Итак, можно считать, что фуВJ[ЦИЯ y=(xl -25)/(x-5) непрерывна при все:к 
авачеnц х, если считать. что равеиC11lO (~-25)/(x-5) =х+5 спраlltWlиво при 
JICU значениях Х. не lICJUIючая н х=5. В ЗТOII ,CJlучае график фуНКЦИИ ecn. 
ПР.МВJl у=х+5. А 

. 21/(Ж-I) _1 
726. Найти ТОЧКИ разрьma ФУНКЦИИ У= 21/(Х-.'+1 • 

- 1 
727. Найти точки разрьma функции У= (%-1) (Х-5)' 

1 
728. КаКОВ характер разрьma фуикции У= '-е1-З& В точке х= 11 

SШ% О 729. Каков xapaкrep разрнва фуикции 9 = -;- в точке х = "1 
1 

tg х arctg ж=з 
730. НаЙТИ ТОЧКИ раэрьma фувкцвв !/= x(z-5) • 

-1'-&.+ 11%-6 
731. Найти точк~ разрьma фуикции !/ х2-&+2" 

x+1 
732. Найти точки раэрьma функции !/=r+6x'+lIx+6' 

733. Найти точки разрыва функции U %' +~+ 1 . 

734. Исследовать иа непрерьmвocтt: ФУнкцию У= (X-I:(X-6) на 
отрезке: 1) [2, 5J; 2) [4, 10]; 3) [О. 7]. 

1 
735. Исследовать на непрерывность ФУНКЦИЮ у xC-2&'+25 на 

отрезке; 1) [6. 10]; 2) L -2. 2]; 3) L -6. 6]. 



ГЛАВА VII 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 
ОДНОЙ НЕ3АВИСИМОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

§ 1. ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

1. Дифференцироваиие явных фуикциЙ. Пусть Xi IJ хz-значения аргумента, 
а !ll = f (Х1) IJ Уа =1 (х.)-соответствующие значения функции У= f (х). Разность 
dx=Xa-Хi называется приращением аргумента, а разность l!.Y=YZ-Уi=f (Х2)
- f (Хд-nриращенueм функции на отрезке [Xi, Х2]' 

Проuэводноu ОТ функции у=! (х) по аргументу х называется конечный пре~ 
дел отношения приращения функции к приращению аргумента, когда последнее 
стремится к нулю: 

У' = lJm l!.y, или " (Х) = lim f (x+i\x)-f (х) 
6х .... О l!.x 6Х-+ О l!.x 

( п роизводная обозначается также :~), 
Геометрически производная представляет собой угловой коэффии.иент каса-

тельной к графику функции У=! (х) в точке х, т. е. У' =tg а. 
Производная есть CKOPOCf7lb изменения функции в точке х, 
Отыскание пронзводной называется дифференцированием функuии. 
Формулы дифференцирования основных функций 

1. (хт)' = mxт -1, 

11. (уХ)' = .~_, 
2 r х 

( 1 )' I Ш. х =-Xi" 
IV. (еХ)' =еХ • 
V. (аХ)' =аХ Ina, 

VI. (In х)' = J... 
)(. 

УН. (Ioga х)' =-11-, 
х па 

VIП. (s!n ~)' = cos х. 

IX. «(os х)' =- sin х. 

Х . (tg х)' = sec2 х. 

XI. (ctg х)' = - cosec2 х. 

ХН. (arcs!nx)'=y 1 • 
. l-х2 

I 
XIII. (arccos х)' =- ,Г 

r ,-х2 

1 
XIV. (arc~g х)' = 1 +)(.2 • 

( )' - 1 ХУ. arcctg х =- I +х2 • 

XVI. (ShХ)'=(ех ..... 2г
х )' =chx. 

( еХ + е-Х \' 
XVH. (chx)' = 2) =shx. 

ХVШ . (thx)' = (~~:)' = Ch~X ' 

XIX. (cthx)'= (~~:)' =- Sh~X' 

О с н о в R bI е пр а в и л а .. Д и Ф Ф е р е н ц и Р о в а н и я 
Пусть С-'-постоянная, и=и (х), v=v (х)-функции, имеющие производные. 

Тогда: 

1) С'=О; 2) x'=I; З) (и ± и)'=и' ± и'; 4) (Си)'=Си'; 

( и)' и'и-ии' 
5) (uи)'=u'и+ии'; 6) - == ·1 ; 

и ,и 
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7) е<:ли у= f (и); и = и (х), т. е. у= Нц (х)], где функции Ни) и.и (ж) имеют 
производн~е, то 

y~=y~.u; 
(правило дн<l>фeреццировании CJlожноА функции). 

736. Исходя нз определения производной (не пользуясь форму· 
лам и дифференцирования). найти производную функции и = 2х.' + 
+5x:l.-7x-4. 

f::.. Дадим х при ращение &х, тогда у лолучит приращение Лу: 
у+ Лу = 2 (х+&х)а+5 (x+&x)1-7 (x+Ax)-4. 

Найдем приращение функции: 

!J.y= [2 (х+Лх)а+5 (х+&х)3-7 (x+tJ.x)-4J-(2r+5х1-7х-4)=" 
. = 6хl ы+ 6х !J.xt+2!J.x3 + 1 Ох tJ.X + 5&x1 - 7!J.Jc. 

Находим отношение приращенИJl функцни к приращению аргумента: 

~ =6x'+6xtJ.x+2!J.Jcz+l0x+5tJ.x-7. 
: ' 

, НiiЛД~ ' предел этого отношении при tJ.X ---+ О: 

' llm -~ .. llm (6x2+6x~+2!J.Jc1+ !Ox+5!J.Jc-7)=6it+ 10х-7. 
Ь.;е .... О ...... Ах .... О 

Следовательно, по~'пределению производноА у' =6xI + 10х-7. ~ 
737. Исходя из определения производной. найm производную 

функции и = Vx . . 
ь. Находим приращ~ние функции: !J.g=y х+ Ах- ух. On:юда 

!J.g УХ'+АХ-ух 11 !J.g 1J уХ+АХ-ух 
tJ.X = tJ.X и .u ~ о &х --: 4z ~ о лх · . 

Таким, 06разом. . .. . . 
у' = Ilm (yxtЬ-ух> (y~+ УХ> == 

ЛJe .... О лх(у x+!J.Jc+ v х) . 

= llm 'x+Ax-х ' = Iim 1 _1_. 
6.t .... о !J.x (у х+ Ах+ Ух) , Ь.;е .... О У х+ Ах+ V х 2Ух 

Итак, у' == ~~_. ~ 
. 2, х 

738. , Исходя из определения производной. найти производную 
функции y=-ctgx-~. 

Ь. Находим 

t::.y = - ctg (х+ &х) - (х+Лх) +ctg х+х= ctg x-ctg (x+!J.Jc) -М. 
, slл (IJ-а) 

ИСПQJJЬ9УЯ формулу ctg a-ctg IJ = ' . I IJ ,получим 
sшаs D 

tJ. = slл (х+ ~-:-x) i.x sln !J.JC !J.JC 
у slnхslл (х+Ах) " Slлхslл (х+Ах) • 

откуда 

Зln !J.JC 
Ау ~' 

!J.Jc , slл х sln (х + ЛХ) 
1.52 



в, следовательно, 

SJn Ах 
А.. -~ . 

llш _'-"tf_ = 11т 
Ах .... о Ах Ах·. о SJn Х sln (х+Ах) 

1 ' , ' 
Итак, у'=-ш! -1=сtg1 х·А 

5 х 

1 
1=---1. 

~JnIX 

Исходя из определения производной, наАти ПРОИ3ВОДШ;lе функций: 

739. Y=~. 740. У= V'xl
• 741. у=5s1ПХ+3С~SХ. - х . ' 

, I 
742.' y=5(tgx-x). 743. У= еХ+l • 744. y=2~~ 

I Применяя формулы и правила дифферендирования, найти произ
водные СJJедующих функций: , 

745. у=2х'-5х'+?х+4 . .. ' 
6. g' =,(2,tЗ)' -(5х2)' + (7х)' +(4)' =2(r)' -5 (xl ) , +7х; +4' = 

, =2.3.it~5.2x+7.1+0:;'6.ts:'::;'10x+7. А 

746. y=x'lif'. 

6. g' =х' (еХ)' +~~(x')' =х'еХ +~eX:=;,~ (x+2)~ А 

747. У ~ ха arctg х. 

6 у'=х' (arctgx)'+arctgx·(x3)' =х' I'~XI +:h1arctgx::i:: 

= l:f' +3X1
arc'tgx. А 

748. y=xVx(31nx~2). 
6. Перепишем заданную ФУНКЦИЮ в виде у=х3/1 (3]п х-2). Тотда ,1/ = 

3 + 3 1 . 9 '··. 'З.. 9 .г- .А. = ха/а 'х 2 х1/1 (3 п·х-2) = 3хl/1 +2 ~1/~ 10 Х-'-.н.1/' Т"2 f . х]п Х. _ 

749 _ агезJn х . у- Х • 

6. у' =Х. (агсslnх)'-;-агсsJnх,(х)' 
)с 

750. = вln х-соз х . 
. У sJnX+COSX 

1 
x:. -агсsJn-х 

yТ::XS . , " 
)CI , 

, x-~~arcslr! х • А 
x'Yl-хl ' 

, " (ЗlnХ+СОЗХ) (frisх+sшх)-,-(sInХ-СОSХ) (cosx-slnx), 
6 у (slп х+ соз х)' 

(slпх+соsх)'+(s!nх-СQSх)1 2 • 
(smx+c-оsх)I .. . (slnx+COSX)1 • 

751. У = (2хЗ + 5)&. 
6. Обозначим 2xJ +5=u, тогда у=u'. ПО пра~ИJlУ диффереНЦИРОВ8ИИЯСЛОЖ-

ной функции имеем . ' 
у',= (u~)~.(W+ o)~=4u~ (6х2) =24Х.а (2.х3+5)3 .• 
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752. У = tg 6 х. 

6. у' =6 tg5 х· (tg х)' =6 tg5 х sec2 х. А 

753. у=сщ,2 х. 

6. у' =2cos х (cosx)' =- 2 cos х sln х=- sln 2х. А. 

754. У = sin (2х + 3). 

6. у' =cos (2х+З). (2х+З)' = 2 cos (2х+3). А. 

755. У= tg lnx. 

6. у' =sec2 ln х·(lп х)' =.l.sec2 In х. А 
х 

756. У= siпЗ ~ • 

6. у' = 3 sln3 ~ • ( sln ~ У =3 Sln2 ." ~ cos ~ ( i У =s1n2 
; .cos ~ . А. 

757. У = ln (хз + 5). 

л у' __ I_.(x2+5)"- 2х .А. 
U - х2 + 5 - х2+ 5 • -

758. У . ]п tg ; • 

1 1 
6. у' = tg (xj2) . (tg (xj2»' = tg (xj2) ·sec2 (xj2). (xj2)' = 

1 1 1 
2 tg (xj2) cos2 (xj2) 2 sin (xj2) cos (х/2) sin х • А. 

759. У = ln (х + V х3 + 1) . 

6. у' = .1 • ( ,Г::г;-о\' _ I ( 1 + 2х ) = 
х+Ух2+1 x+r x-+IJ -х+Ух2+! 2Ух2+! 

1 YX2+I+x ! 

- х+ У х2+ 1 У х2+ 1 У х2+ 1 • А. 
760. У= ln (V2sinx+ 1 + V2sinx-I). 

6. у' = у 1 У (Y2Sinx+l+Y2Sinx-l)' = 
2slnx+l+ 2slnx-! 

1 (2 cos х + 2 i:os Х )_ 

У2slnх+I+У2sшх-1 2Y2s1nx+l 2y2slnx-! -
_ 1 соsх(У2s!лх+l+У2Siпх-l) 

- У2s!лх+l+У2slnх-l Y4Sln2x-1 
= COSX • А. 
у 4sln2 x-l 



. 2х2 

762.у=аrсs1П 1 + х4.' /x/<l. 

1 ( 2х2 
)' 1 

6.. у' = .. /1- ( 2ха . ) ~. 1 +:х4. = .. /1-(~) 2 Х 
V 1+х4. У '+х' 

X(l+x').4x-2x3 .4x3 1 4x(I-х') 

(l+x')Z YI-2х'+Х& 1+х' 

763 
. Inx 

• у = arc tg -з-. 

л' 1 1 3 
u. У ~1+(ln2x)/9'3x x(9+ln2x)·. 

764. у=~.аrсtg~-lпVI+еz.x. 

6.. Записав Д~нную функцию в виде 
1 

y=exarotg еХ -'2 'п (1 +e2XJj 

4х 
l+x' .• 

получим 

, х 1 t 1 1 
у. = е '1+ z.x ·еХ+еХагс gex--2 --е2

Х·2= 
е l+е2х 

eU е2Х ' 
= 1 +eu +еХ arotg еХ - 1 +е2х =еХ arctg еХ •• 

765. = sin х + ln I +sln х • 
у соз2 х СОБХ 

6.. Преqбразуем данную функцию~ 
sin х 

У=--а - + ln (1 +sln х)-1п cos х. 
СОБ Х 

Тогда 

, cosaxCosx-slпх.2соsх(-SIDХ)+ I . 1 ( ln) 
У = соз4 х 1+5inxcosx-cosx -5 х, 

или 

1, = cos' х+2 sln2 x + соз Х (l-sln х) + sln х cos% x+2sln 2 x + I-sln х + 
у соsЗ х 1-sln3 Х COS Х . соз3 Х СОЗ Х 

slnx 
+ созх coszx+2slnzx _1_=_2_=2sесЗ х. 

соsЗ х .+ ~оз х cos1l Х • 

766. У = ~tga ух + lп cos V:X. 

6..у'=tgУХ.sес2 JГХ ,~_+ у (-SlnуХ) .~_= 
2 у х cos х 2 ух· 

I .г- ( .г- ) 1 . .г-= ,г- tg у х sec2 у х-I = .г- tg~ у . х .• 
2 у х 2 у х . 
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767. У= 5 sh3 1~ + 3 sh6 1Х5. 
~ Находим 

у' = 15 sh
l ;5 сЬ ;5' rs+ 15 sh4 t5 сЬ ;5' :5 =sh2 ~ ch ;5 ( 1.+sh2 ;5)' 

откуда, ИСПОJIЬЗУЯ соотиошение ch2 x-sh2 х = 1, окончательно получаем у' = 
_ Ь' Х сЬ8 Х ~ 
- s 15 15'-

768. У=хХ'. 

6. Здесь основание и показатель степени зависят от Х, Логарифмируя, по
лучим lпу=х2 1пх, Продифференцируем обе ·части последнего равенства по х, 
Так как ,/ является функцией от х, то 1п у есть сложная функция х и (1п у)' = 

1 = -, у' , Следовательно, 
у . 

у' 1 у' 
-=.х·.-+2хlпх, -=х(1+21пх), 
у . х . у 
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781. у=VхагсsiпVх+Vl-х. 

782. у '= (sin~ -cos ~)2. 783. у=соsЗ(х/Э). 
2х+l 1 ,/I+slnx 

784. y=ln tg-4-· 785. У= n V l-slnx' 
2 1 

786. У = tg 2х+ з tg
З 2x+s tg B 2х. 

1 V- 2 V- 1 V-787. у=зsiп3 x-s sin5 x+ 7 sin7 х. . 

( V--) х V-_ · а' х 788. y=ln 3x~+ 9х4 +1. 789. У="2 a2-x2+ 2 arcsin a , 

790. y=ln' У~tgх+I-2УtgX. 791. y=-ctg2 2Х -21пsш 2Х ' 
y4tgx+l+2ytgx 

792. y=arctgV4x2---":'1. 793. y=arctg y
X 

• 
а2-хl 

I_YI_x2 5 . 2ХЗ I 794. У = arctg --х--' 79 . У = агсsш 1 +х6 ' если х I < 1. 
9_х2 , 

796. y=arccos 9+х2 • 797. y=e-x-sine-xcose-". 

" , / I-x 1 (х-I) (х-З)3 
798. y=arctg V l+х' 799. У= П(Х_2)3(Х_4)' 

21п2 sln х+З 800. у = l_e5fn' 3х cos2 Эх. 801. У = ln ' .' 2 ]n2 sln х-З 
802. y=ln(secx+tgx). 803. y=-In(cosecx+ctgx). 

y-(v-) i х5 
804. у=е 2х 2х-l. 805. ,ti=lпх5+2 • 

806. У = ( sl" х )2 807. У = агсзiп sln х • 
I+cosx . У 1+Sln2 x 

808. У = - cosec2 (х/2). 809. У = sin (In х) . cos (In х) -In (l/x). 
810. у = (х5 + 3) [In (ХБ + 3)-1]. 811. У = агсзiп VI-0,2x1 • 

812. y=O,5[(x+a.).VX2+2a.x+~+ 
+ ф-а.2) ln (х+а.+ V xl+2ax+~)]. 

813. у = arcsin еХ + arcsin V l_e2X
• 

814. у=т V x2+2a.x+~+ (n-та.) In (~+a.+ V х'+2ах+М. 
х . 

815. у= У . 816. у=Х2 +2хsшхсоsх+соs2 х. _ ,-тх2 

817. у= ctg xcosec х+ In (ctg x+cosec х). 818. у= 1 +~~:ln х . 

Yl+xa-l 819. у= 3х siпЗ х+3 cosx-соsЗ х. 820. У = In у . 
l+х2+1 

821. У =eX-siпеХ cos3 eX-siп3 еХ cose"'. 
х+l 

822. у = arctg (х+ 1) + х2 +2х+2 . 

823. у=х(lп3 х-3Iп2 х+6Iпх-6). 
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824. У = ]п sin VX tg vx - ух. 825. У = arctg %Ж ~%-Ж • 

826. y=~ (tg' ~ -ctg' ~) + ~ (tgt ~ -ctg2 ~) +fln tg;. 

821. У = lп tg : + cos х + ~ cos3 х. ~28. У == - sln (%~2~~ ~X~~~ (%/2) • 

829. У= ~ fg'sinx+]ncossinx. 830. У=]п(1- ~)+ ~. 
Ухl+2х 831·0=]П х+l .832. у=2хtg2х+Jпсоs2х-2х'. 

833. У= arccos (2eIX-I). 834. у= lп lп х(1п lп Inx-l). 
x-еZX xlnx-l 

835. o=~. 836. у=]п х In'x+l • 

3х-х8 г2 sln '" 
837. y=arctg'I_3x3 ' 838. о=1п tg-4-. 

· Й. Ь а+Ь 
839. у = "2 sш3 Х + 2СОЗ· х --4- cos 2х. , 

840. О = tgз tg х + 3 tg tg х. 841. У = arotg % lп у % .• 
. х l+х2 

'Inx 1 У--
842. У=7+5%6' 843. У= 2x+l[ln(2x+1)-2]. 

844. О = ~ec х (1 + lп cos х). 845. У = еХ V l-е'" - а~сsiпех. 
еХ .25Х 846. 0= 2"0" х-з со. х. 847. У =~. 

х+' -ln-2.. 1 
848. у=-х--е х+1. 849. y=xsinxcosx+ 2 cos3 x. 

~~ хх 
850. У= х'+I' 851. о=ln tg 2 -SiI1'X' 

( У- . }I::\ 1 х-а 1 х 
852. 0=2 tg x~ XJ. 853. 0= 4а Iп х+а + 2а arctg а' 

Ух'+1-х' ' 854. У = ln . 855'0 = еО ,5 tg
l х соэ Х. 

Yx4+I ,+x3 

2х4 I 
856. У= arctg т=xs. 857. Y=X?~ lп Х. 

858. У = arccos Vf="2X. 859. У = logx' 2. 

860. у=-т}l -xB+2ax+~+(тa+n) arcsin ;-а . - a+~ 

861. У= log, siп'х. 862. У = log.. (х+}I х' +9). 

(Х-1)' . 863. У = xarcsln х. 864. У.= х+ 1 • 

865. У= 2X(X~1)a • 866. U=IП(..!..+'/' 1, + 1). 
(X-I)I 2х+ 1 х r.t 

%"..+1 • 1 ] 
861. у= (m+l)*+n1 [(т+ l)соs(nlпх)+nsш(n пх) . 

868. у=(х tg х+ lncosx). tg (х tg x+}ncosx)+ 
+ lncos (х tg х+ 1п cosx). 
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869. У= (xcosx-siox) [10 (xcosx-sin x)-l]. 
870. у=3 sin (хех-ех)-siriз (хеХ -ех). 

871. y=arccos (2xVl-х2). 872. y=lxl (X=FO). 
873. y=lf(x)l. 874. y=j3x-51 . 

. 875. y=e1x1 • 876. y=j.xj+lx-21. 
877. у=хеХ (sin x-cos х) +еХ cosx. 

878. У = Jn r х sin х + cos х + V (~x-s-in-x-+-c-o-s x-')-"-z -+----:-1]. 
х" 

879. y=ex-(xlnx-x-l). 880. y=Jogcos xsinx. 

881. У = logel (хn + Vx2n + 1,). 882. У = lок" е. 
883. y=I0&t"x. 884. y=logx1x". 885. y=x J/ 1nx• 

886. у=х". 887. у=х-Х·2".х2 • 

888. У = x1n х. 889. У = x
2Yx=t=1 ' • . 

(x-l)З V 5x - 1 . 

890. Показать~ что (sec х)' = sec х tg х. 
891. Показать, что (cosec х)' = - cosec х ctg х. 
892. Показать, что ' (UV)' = VUV - 1 • и' + uV • v' lп и. · 
893. Вывести формулы дифференцирования arcsec х и arCCQsec х. 
894. Чему равно выражение u = у2 + у'2 + 4y2jy'2, если у = 2 cos х? 
895. Показать, что функция у = (х2 + 1) (еХ + с) обращаетурав-

нение у' - x~ 1 = еХ (х2 + 1) в тождество. 
2. Дифференцироваине неявных функцнА. Пусть ураВlIение F (х, у) = о опре

деляет у как неявную функцию от х. В дальнейшем будем считать эту функцию 
дифференцируемой. 

Продифференцировав по х обе части уравнения F (х, у) = О, получим уравне
ние первой степени относительно у'. Из этого уравнения легко находится у', т. е. 
проиэводная неявной функции для всех зиачений х и у, при которых множитель 
при у' в уравнении не обращается в нуль. 

896. Найти производную y~ из уравнения х2 + у2 = 4. 

6. Так как у является функцией от х, то будем рассматривать у2 как слож
ную функцию от х. Следовательно, (у2)' = 2уу'. Продифференцировав по х обе 
части данного уравнения, получим 2х+2уу' =0, т. е. у' =-х/у .• 

897. Найти произвоДную y~ из уравнения хЗ +lпу-х2еУ-;-0. 

6. Дифференцируя по х обе части уравнения, получаем 
у' (2хеУ -Зх2) у ... 

Зх2+_-х2еУу'-2хеУ =О, т . е. у' _ 
у '-х!уеУ • 

Найти производную y~ от неявных функций: 

898. x3 +/-f-3xy=0. 
899. Ах:Ч-2Вху+Су2+2Dх+2Еу+F=О. 
900. х4 _6х2у2+ 9у4_5х2 + 15у2-100=О. 
901. хУ_у" =0. 902. xsiny+ysinx=O. 
903. ~ +eY-2ХУ-l=О. 

904. sin (y-x2)-Jn (у-х2) + 2 Vу-х2-З = о. 
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3. Дифференцнрование функций, заданных параметрически. Ес.1П ФУНКЦIIЯ 
аргумента х задана парамеТРИ'ческими уравнениями X=qJ (t), у=ф (t), то 

dy 
dy dГ 

ИЮI dx== dx • 

dГ 

. 
, Yt 
Ух=-, , 

Xt 

6,. НRйдем ~; =3/2+3, ~~ =15/~+ 15/2. 

= 5/2. А 

9()9. Найти у' = ~~ , 
910. Найти Y'=~~, 
911 Н u . , dp 

. аити р = d8' 

если x=acost, y=asint. 

если x=e- t sil1t, y=.ctcost. 

если р= ( ~ Va+ 1) а, е = VaeY-U. 
912 Н · u , dy 

. зити У =dx' если x=cht, y=sht. 

4. Приложения производной к задачам геометрии If механики. Если кривая 
задана уравнением y=/(x), то l' (xo)=tgCG, где а.-УГО.1, образованный с 110.10-

жительным направлением оси Ох касате.1ЬНОЙ к КРИВОЙ в точке с аСсциссой хо. 
УраенеНllе касательной К КРИВОЙ У= f (х) в точке Мо (Ха; Уо) имеет вид 

У.:.- Уо = y~ (Х-Хо). 

где y~ есть значение·производноii у' при х=хо. 
НОРltШЛIJЮ К кривой называется ПРЩlая. перпен;щку.lярная касате.1ЬНО!"1 " 

проходящая через точку касания. 

у равнение НОРJ.ШЛII имеет вид 

Y-Yo=-J, (х-хо)· 
уо 

у гло},! между двумя KP1I6bl},1!! у = f 1 (х) И У = f 2 (х) В ТОЧI<е их пересечения 
Мо (х,,; Уо) называется угол между касате.1ЬНЫМИ к эпщ крнвьш В точке Мо . Этот 
угол находится по формуле 

t _ {~ (Ха) - 1; (Ха) 
g <р- , , • ] + 11 (Ха) 12 (хо) 

Если при прямолинейном движении точки· задан закон двнжения S=5 и). ТО 
скорость движения в момент /0 есть производная пути по времени: и= 5' (to). 

913. Какой угол образует с осью абсцисс касательная к кривой 
у = (2/3) Х· - (1 /9) ХЗ, проведенная в точке с абсциссой х = 1? 

t:::. Находим производную у'=(lО/З)х4 -(1/3)х2; при х=1 имеем у'=3. Т.е. 
tg CG =3, oТl<yдa ат= arc.tg 3 ~ 7l С34' .... 

914. Какой ,угол образует с ocь~ абсцисс касательная к пара
боле У= х2-3х+ 5, проведенная в точке М (2; 3)? Написать урав
нение этой l{асателЬноЙ. 



-915. Составить урав~ения касательной и нормали к кривой 
X'+2xyi+3y4=6 в точкеМ(I; -1). 

6. Из уравнения кривой найдем производную: 
, + з 

2x+2yi+4xyy'+12y3y'=O, Т.е. у'=- 2x:+Y6;~' 

'_ 1+(-1)1 1 
Следовательно, Уо-- 2.1 (-1>+6 (-1)~ 4 • 

Уравнение касательной 

1 
Y+1=t(x-I), или х-4у-5=О. 

Уравненне нормали 

y+l=-4(~-I), или 4х+у-3=О .. А 

916; Найти угол между параболами У , 8-х2 и у=х2 • 

6. Решив совместно уравнення парабол, нахЬдим точки их пересечения 
А (2; 4) и В (-2;.1). Продифференцируем уравнения парабол: у' =-2х, у' =2х. 
Найдем угловые коэффициенты касательных .. к параболам в ТO'lKe А (т. е. значе-

4+4 8 
ния проиэводных при х=2)": k1 =-4, k2= 4. Следовательно, tg q>l= 1-16-'-15' 

'Рl =arotg (-8/15). Так же определяется угол между кривыми в точке В: ер2 = 
= arctg (8/15). А ' 

917. Найти уравнение нормали к параболе yZ =2рх Б точке 
М (хо ; Уо)' 

918. Составить уравнение касательной к гиперболе х2/9-у2/8='I, 
проведенной в точке М (-9; -8). . 

919. Составить уравнения касательной И нормали к астроиде 

х = V2' cos3 t, у = V2' 5 iпЗ t, проведенных в тОчке, дл я которой t . rr./4. 
920. Составить уравнения касательной и нормали к циклоиде 

Х= t-sin " У= l-cost, проведенных в точке, для которой t=тr.j2. 
921. Составить уравнения касательной и нормали к полукуби

ческой параболе х = '2 , У = t 8
, проведенных в точке, для которой 

е=2. , . 
922. Показать, что уравненне касательной к эллипсу x2/ilZ + 

, + у2/Ь2 = 1 в точке М (хо ; Уо) имеет вид ххо/а2 + ууо/Ь2 = 1. 
923. Какой угол образует с осью абсцисс касательная к КРИВОЙ 

у = sh х, п роведенная в точке (О ; О)? 
924. Составить уравнения касательной и нормали к цепной ли

нии у=сЬ(х/2) в точке, где x=21n2. 
. 925. Составить уравнение касательной к равносторонней гипер-
БОJlе x=cht, y=sht в точке t=to' 

926. Найти угол между кривой y=x-r и ПQЯМо.И: у=5х. 
927. Найти'УГОЛ h1еждукривыми y=r и у= l/хЗ • 
928. Найти угол между линиями у = 1 + sin х, у = 1. 
929. Найти , YfO.7I между кри'выми х2 + !f = 5, уЗ = 4х. 
930. Найти угол между кривыми у = V'2 sin х, у = V2' cos х. 
931. Зависимость пути от времени при прямолинейном' движе

нии -точки задана уравнением s= '&/5+ (2/rr.) sin (nt/8) (t-B секундах, 
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S~B MeTpa~).- Определить скорость движения -в конце второй се
кунды. 

Ь. Находим производную пути по ~ремени: 

ds 1 1[,! 
dt"=t'+T cos 8' 

ds 1,г- . 
При '=2 имеем -dt = 16+8 r -2;:;,; 16,18. СледовilТедьио, и';:;,; 16,18 ы/с .... 

932. По параболе у = Х (8-х) движется ,_точка так, что ее абс
цисса изменяется в зависимости от времени t по зако~у Х = t Vt 
(t-B секундах, Х-В метрах). Какова скорость изменения орди
наты в точке М (1; 7)? 

. 6: Найдем закон изменения ординаты; заменив в уравнении параболы х на 
t yl, получим y=8t y-t~t3. Скорость изменения ординаты ест!>. производнаll 
от ординаты по времени: у/ = 12 y-t-3t3• Для точки-М (1; 7) значение t равно 1. 
Следовател~но, Yt=l = 9, т. е, скорость измерения' ордннаты равна 9 м/с. А 

933. Зависимость пути от времени задана уравнением S = 
= tlп u+ 1) (t-B секундах, S-B метрах). Найти скорость движения 
вконце второй· секунды. 

934. По кубической параболе у = х3 движется точка так, что ее 
ордината изменяется в зависимости от времени t по закону у = at 3

• 

Какова скорость изменения абсциссы в завиtимости от времени? 

5. Нахождение угла между радиусом-вектором и' линией. Пусть fРlQская линия 
задана в декартовых координатах уравнением У= f (х). Направление линии в дан
ной ТОЧКе М (х; у) определяется касательной iз этой точке, т, е. углом а между 
касательной и положщельным направлением оси Ох (отсчитываемым против часо
воА стрелки), причем tg а = у'. Углово~ коэффициент радиуса-вектора точки М 
составЛяет, tg ер == у/х, а угол между радиусом-вектором и касательной к линии 
в этой точке есть оо=а-ер. Следова~ьно, 

ttga-tgep 
goo=l.+ tgatgep 

" 'у 

у -х ху'-у х dy-y dx 
1 +y'.JL = х+уу,= xdx+y dy' 

х -
,Если линия задана в полярных координатах уравнением , =, (ср), то х = 

= ,cosep, у=,sшер, xdy-уdх=,Zdte, хdх+уdу=гd"откуда 

tgoo =,2 drp =~. ,'d, г 

935. Найти угол между параболой у = 4-х2 И радиусом-векто
ром точки М (1; 3) этой линии. 

6.. Находим 

i ' 
'tgoo=XY'-У х(-2х)-у -2x~-y 

х+уу' х+'у (-2х) х-2ху - • 
~2-3 11: 

В точке М(I; 3) получаем tgOO=--т=6=l, Т',е. оо=Т .... 

936. Найти угол между окружностью r =д и радиусом-вектором 
любой ее точки. ' ' 

ь. Имеем ,=0; знаЧf!Т, tgoo=,jr=ajO=,», т, е. оо=n/2 .... 
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937. Найти угол между равносторонней гиперболой x~-у2 = 36 
и радиусом-вектором точки М (10; 8) . 

.6. Так как 2x-2уу'=О, y'=xjy, то 

t х· (xjy) -у xz_ уЗ 36 18 
goo= x+y.(xjy) 2ху =2ху= ху • 

18 
а в точке М (10; 8) имеем tgw=IO .8=O,225, т. е. w=arctgO,225 . ., 

938. Найти угол между ка рдиоидо й r = а (1-cos 1jJ) и радиусом
вектором' точки М (Заj2; 2пjЗ). 

• ., a(l~cosm) 
6 Здесь r = а sln 'Р, tg w = -;' = -"----'У'-'-

Г а sln Ip 
лучаем tg w=tg (лjЗ), w=лjЗ. А 

tg.!.. В данной точке М по-
2 

939. Найти угол между параболой у2 = 8х и 'радиусом-вектором 
точки М (2; 4). I 

940. Найти угол между спиралью Архимеда r = aljJ и радиусом
вектором любой ее точки. 

941. Найти угол между окружностью r=cosljJ и радиусом-век
тором любой ее точки. 

942. Найти угол между окружностью (х-7Р + (у_5)2 = 2 и 
радиусом-вектором точки М (6; 6). 

943. Найти угол между спиралью r = аеп<Р и радиусом-вектором 
любой ее точки. 

944. Найти угол между эллипсом х2Л 00 + у2/36 = 1 и радиусом
вектором точки М (6; 4,8). 

6. DРОИЗВОАвые ВЫСШИХ ПОРЯАКОВ. Проuзводн.оЙ второго порядка (второй про
uэвoдной) функции у=! (х) наэыветсяя Пf,оиэводиая от ~ проиэводноЙ. Вторая 

производная обозначается так: у", или ~x;' или '" (х). 
Если s=! (t)-эакон прямолинейного движения точки, то вторая производ

d2s 
иая пути по времени dt~ есть УСIWренue этоro двUЖl!/ШЯ. 

Аналогично nроuзвoдlШЯ третьего порядка функции у =! (х) есть производная 
от пронзводной Bтoporo порядка: у'!'=(у")'. 

Вообще, nроuэвoдн.ой n·го порядка от функции у=! (х) называется производ
иая от производной (n-l)·го порядКа: !ln) = (jfn-1J)' • Обозначается n·я произ

dny 
водная так: у<n) ИЛИ dxn ' или {<n) (х). 

Производные высших порядков (вторая, 'третья и т. д.) ВЫЧИCJIяются после
довательным дифференцированием данной функции. 

Если функция задана 'параметрически: X=1p (t), Y='\J (t), то производные, 

y~, y~-;, ... , вычисляются по формулам 

• У! " (у;); '" (У;х); 
Ух=--; j Ухх =--, -, уххх =--,- И т. д. 

Xt Xt Xt 

. Uроизводиую второго ПQрядка можно вычислить также по ФОРМУJIе 

" Ytt Xt-Xtt Yt 
Ухх = (ха' • 



945. У=хЪ+2х<'-3ХЗ-х2 -О,5х+7. Найти у', у", у"' • ••• 

6. у'=5~+8хЗ-9хZ-2х-О,5, 
у" =20хЗ+24х2-18х-2, 

у'" = 60х2+ 48x-18, 
yIV~120x+48, yV=120, yVI=yVII= ... =O . • 

946. У = ln х. Найти у<n). 

I 6. у' =_=x- 1 , 
Х 

у"= _ ,·х- 2 , 

у"'=1 · 2х- З , 

ylv=-1·2·3x-'. 

(n-1)! 
y<n)=1.2.3 . .. (n-l) (_I)n-l. x-n.=(-l)n-l. хn .• 

947. х=2х . Найти у<n). 

6. у' = 2х Jn 2, 
у" = 2Х Jn2 2, 
у'" =2Х Jn3 2, 

у<n) = 2Х lnn 2. 

948. У = sin х. Найти у<n). 

6. y'=cosx=sln (x+~) , 

у"=- slnx=5ln (Х+2'-;:) , 

у'" =-со:> x=sln (Х+З.;) . 
. . . . . . . . . . . . . , . 

Y<n)=51n( х+n· ;) .• 

dy d2y 
949. Найти y'=dx' у" = dx2 ,если х=асоsзt, y=asinSt. 

л , dy (а 51n3 t); За 51п' t С05 t 
L:> У =-- - t,g t, dx - (аС053 t); - За С052 t 51п t 

y"=d2y= (- tg t); - sec2 t 1 •• 
dx2 (а созЗ .t); -За С082 t sln t за sln t соз4 t 

Найти производные второго порядка: 
22 I 

950. У=-х+5' 951. У=4'х2 (2Iпх-З). 

I v-- 2V--952. у = '3 х2 1- х2 + '3 1- x~ + х arcsin х. 

953. У=- ~ хsiпЗХ-2~СОS3Х, 



954. у=х ln (х+ V х2 + а2) -Vx2 +a2
• 

955 956 ' , {
X=a(t-Sint), {x=arccosVT 

. у=а (1-cos '). " у= Vt-t 2 • 

957. Показать, что функция у = sin lп х + cqs lп х удовлетворяет 
уравнению х2у" + ху' + у = О. . 

958. Показать, что функция у = х + sin 2х удовлетворяет урав
нению у" + 4у = 4х. 

959. При прямолинейном движении точки зависимость пути от 

времени задана уравнением S'= vr. Найти ускорение точки в конце 
4-й секунды. 

Найти производные 
х 

960.' у= 6 (x+l) • 

третьего порядка: 

961. у = ; lп2 х. 

962. у=(2х+3)ЗV2х+3. 963. y=sh2x . 

• Учесть, что sh2x=2shxchx. 

Найти производные n-го порядка: 

V- I 5 964. у=хn х. 965. y=2x+l' 966. у= -3COS2X~ 

967. y=2X +2-Х.968. y=:t~. 969. y=ekx • 

{ 
x=lnt, {x==at+b, 

970. y=cosx. 971. У= 1/t. 972. y=at2+~t+y. 
973. Показать, что ' функция у = еХ + 2е2Х удовлетворяет уравне

нию у'" -6у' + 11у' -6у = О. 
974. Показать, что функция у = хз удовлетворяет уравнению 

уУ + ylV +у'" +у" +у' +у=х3 +3х2+6х+6. 

8. ДнффереНЦИaJIЫ первого и высших ПОРЯДКОВ. дифференциалом (nервого 
noрядка) функции у = f (х) называется главная часть ее приращения, линеJiная 
относительно при ращения аргумента. Дифферен
циалом аргумента называется приращение аргу

мента: dx=ftJ.x. 
Дифференциал функции равен произведению 

ее производной на ДИфференциал аргумента: 

dy=y'dx. 

Геометрически дифференциал представляет 
собой приращение ординаты касательной к гра
фику функции в точке М (х; у) (рис. 28). 

Основные свойства диффере~ 
циала 

1°. dC=O, где C=const. 
20. d(Cu)=Cdu. 
30. d (и ± и) =dи ± flv. 
40. d(uv)=udv+vdu. 

50. d (~)=VdU-UdV 
v и2 

68. df (и) = f' (и) du. 

(и #- О}. 

9 
N -1П-i 

J ~i."" 
;: <31 

а. J~ L _J.:1 __ _ 
I 
1 
I 

Рис. 28 

165 



Если приращение 6х аргумента мало по абсолютной величине, то ~y ~ dy и 

f (х+6х) ~ f (x)+f' (х) 6х. 

Таким образом, дифФеренциал функции может применяться для приближен
ных вычислений. 

Дифференциалом второго nоряfJка функции у=! (х) называется дифференциал 
от дифференциала первого порядка : а2у=а(ау). 

Аналогично определяется дифференциал третьего порядка! dЗу = d (d'Zy).' 
Вообще, dny=d (dn-1y). 
Если у=! (х) и х-независимая переменная, то дифференциалы высших по

рядков вычИ\:ляются по формулам 

d2y= у" (dX)2, dЗу= у'" (dx)З, ••. , dny= у<n) (dx)n. 

975. Найти дифференциал функции у = arctg х. 

dx 
6. dy=(arctgx)'.dx= l+х2 • А 

976. Найти дифференциал функции s = et'. 

6. ds=еtЗ .3t 2 dt. А _ 

977. Найти дифференциалы первого, второго и третьего поряд
ков функции у = (2х - 3) 3 • 

6. dy=3 (2x-3)2·2dx=6 (2х-3)2 dx, 
d2y= 12 (2х-3) ·2dx2 =24 (2х-3) dx2 , 

tPу=24 . 2dxЗ =48dхЗ • А 

978. Найти дифференциалы первого и второго порядков функции 
V=&t. 

6. du=2e2tdt,d2u=4e2t.dtZ,. А 

979. 'Сравнить приращение и дифференциал функции у = 2ХЗ+5х'. 
6. Находим 
Ау=2(х+6х)3+5 (х+6х)2_2хЗ-5х'Z = {6х2+ 1 Ох) ~x+(6x+5) 6х' + 2АХЗ. 
dy=(6x2 + IOx) dx. 

Разность между приращением Ау и дифференциалом dy есть 6есконечномалая 
высшего порядка по сравнению с 6х, равная (6х+5) Ах2 +2АХЗ. А 

980. Вычислить приближенное значение arc~in 0,51. 

6. Рассмотрим функцию y=aroslnx. Полагая х=О,5, Ах=О,Оl н применяя 
формулу arcsln (х+ 6х) ~ arcsln x+(arcsln х)' Ах, получаем 

arasin 0,51 ~ arcsin 0,5+ у. 1 .0,O1:;=:~ +0,011 =0,513. А 
. '1- (0,5)2 

981. Вычислить приближенное значение площади круга, радиус 
которого равен 3,02 м. 

6. Воспользуемся формулой S=nR2. Полагая R=3, AR=O,02. имеем 

AS ~ dS=2nR·AR =2п.3.0,02=О,12п. 

Следовате.'lЬНО, приближенное значение площади Kpyra составляет 9n+O,12n= 
= 9,1211 ~ 28.{)6 (МЗ); А ~ 

1 -



Найти дифференциалы функций: 

982. y=~ V49-х2\+~аrсSiп; .983. x=~ln;+~. 
984. у = 21n ch (х/2). 985., у = arctg е2" , 

,986. Найтиdу, dZy, dЗу, если у=х(lпх-]). 

987. Найти d2у, - ес~и y=ln(x + Vx2 + 4). 
988. Сравнить приращение и дифференциал функции у= l /x, 

' 989. Вычислить t'1y и dy для функции у = х2-2х при х = 3 и 
Ax=O,Ol. 

990. Найти приближенное знаЧЩlИе объема шара радиуса 2,01 м. 
99J. Найти приближенное значение х из уравнения 13s in х-.:.. ' 

-15cosx=0. 
Найти приближенное значеlше: 

992: arctg 1,05. ,993. tg 460. 

994. lntg47°15'. ' 995. V15,8. 

§ 2. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИfl 

1'. Теоремы Ралли, Лаграижа, Коши и формула Тейлора. 
, т е о р е м а Р о л л я, Если функция f (х) неnреРbl8nа на отрезке [а, Ь], 

дифФеренцируема в интервале ]а, Ь[ и f (а) = ! (Ь), та 8 интервале ]а, Ь[ нш1. 
деmся хотя бw одНО ВНй'/ение х = 5, при котаром {' (5) = о. 

Если, в частности, f (а) = О, f (Ь) = О, то теорема РО.1!ля означает, чтО между 
двумя корняыи функции содержится хотя 'бы один корень ее ПРОlfэводноА. ' 

Т е о р е м а Л а r р а н ж а (о к о н е ч н о м при р а Щ е н и и). Если функция 
f (х) неnреРbl8на наотрезке [а, Ь] и дифференцируема 8 , интервале ]а, Ь[, то 
в этам интервале, найдется хотя бbl одно з/Щчение x= ~, при котором выfl(JЛНЯ-
ется равен,ство " 

f(b)-f(a)=(b-a)/' (6). 

Эти теоремы имеют такой геометрическиii смысл: на дуге АВ непрерывной 
кривойу= f (х), имеющей в ' каждой внутренней точке определенную 'касательную 
(не параллельную оси Оу), найдется хотя бы одна внутренняя' точка, в которой 
касательная параллельна -хорде АВ . (Для теоремы Ролля и хорда АВ, II каса
тельная параллельны оси Ох,) 

т е о р е м а К о ш и. Если i функции f (х) и «р (х) ' неnреРbl8/Ш на отрезке [а, Ь] 
и дuфферен.цируе~ в интерваЛf! ]а, Ь[, причем <р' (х) f::. О, mO в этом uнтервале 
Шlйдется хотя ,бbl одНО вначение х = 5, при котаром 

.... f(b)-f(a) l' Ш ' 
«р (Ь)-ф (а) <р' (5) , где а < 6 < Ь. 

, Фор м у л аТ е й л о р а. Функция 1 (х), дифференцuруемая , n + 1 раз е неко
тором ин.тервале, содержащем (1IOчку а, может быть представлена 8 виде r:YM.IIbl 
.fIi!огочлена n-й qтeneHIl и осmатачного члена R,n:' -

' ! (х) =;(a)+f'l(~) (х-а) + {"2;а) (х-а)2+ • . , +f(n~~a) (х-а)" +R, n; 

'

(n + 1) (t) 
R, = '" (x_a)n+l 

n (n+l)I , ' 

где точка 6 лежит между точками а их, т. е. ~=a+e(x~a), причем О <8 < t; 
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прИ . а=О. получа~тся фо' рм у Л а Ма к.nо р ел а. 

f. (х)=/ (O)+f'I(~) x+Г';~) xz+ ... , + '(n~/O) х" + Ri.J 

R ='<"+1) (6х) х"+1 0<6 < 1. 
" . (n+ 1) 1 ' 

Приведем разложения некоторых функций по формуле Маклорена: 

х х2 1;3 хn . ев", 
е"'= 1 +ТГ+2Т+з! + ... + n! +R,,; Rn= (n+ 1)1 хn+!; ' 

х ' хЗ х$ . (_1)111+1 x 2111-1 / 

slл x=tt-зт+5Т-'" + (2m-I)! +R 2111 : 

x2m + 1 

R2m = (-I)'n COS 6х· (2т + 1)!: 

х2 л..,. х6 (-от х2т 

cosx=1-2Г+41-БГ+'''+ (2т)! +R2IIJ +i: 

х2т + 2 

R 2 /11+i = (_1)111+1 cos 6х· (2т+2)!; 

(1 + )/11 = 1 +~ +т (m-I) 2+т (т-I) (т-2) З+ I 
Х . J! х 2!.х 3! Х ••• 

+ m (m-l) ... [т-(n-I)] "+R' 
.,. n{ х п. 

R =m(т-1)~ .. (т-n) n+1 ('1+6 )I11-n-1-
n (n+1)! х х 

(ВСЮДУ о < е < 1). 

996. Выполняется ли теорема Ралля для функции 1 (х) ,=х' -
-6х+ 100, если а= 1, b~5? При каком значении ~? 

t:. Так как функция t (х) непрерывна. и диффер.енuируеlilа при ~ex значениях х 
и ее значения на концах отрезка [1, 5] равны: t (1) = f (5) = 95, то теорема Ролля 
на эТом отрезке выполняется. Значение ~ опредмяем ИЗ уравнения'f'(~ =2х-6 = 
=0, . т.е·6=3.,А . 

997. Выполняется ли теорема Ролля для функции I(х)= V8x-xt , 

если а = О, Ь = 8? При каком значении ~? . 

6. ФУНКЦИЯ t (х) = V 8х _хз ' непрерьmна при всех Значениях х и имеет про
ИЭI!ОДНУЮ " (х) = (8-2х)/(З V (8x~x3)2) при Х ;6 О, х;6 8, т. е. дифференцируема 
ВlllПepвaJlC (О, 8). Кроме, !Oro~J(0)=f(8)=O. TWIЫ образом,.теорема Рошва 
отрезке [О, 8] выполияется: действитeJiьно, {' (х) = О при х= ~ =4 .... 

998. дана фун~ция !(x)=V[x-В)2. Пусть а=О, Ь=16. Тогда 
! (О) = 1 (16) = 4. Однако производная l' (х) = 2/(3 V:i 8) не обра
щается в нуль ни в оДной' точке иiiтервала (О, 16). Протщ!оречит ли 
это теореме Ролля? -

6. Нет, так как в точке х=8 интервала (О, 16) производная не сущесmует, 
и условия теоремы Ролля нар.ушенЫ. 6,' 

999. llоказать, чтопроизводная многочлена f(х)=ХЗ-хZ-х+l 
имеет .деЙствительныЙ·корень в интервале (-1, 1):. 
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.~ Найдем корни д;нного многочлена; х3-х2-х+ ).=0 или (Х-с-О2(.1'+ 1) =0, 
Т. е . .1'l=~=I, .1'з=-I. Та!<- как 1(-1)=/(1) ==; 0, то по теореме Ролля "(х) 
имеет корень в интервале (-1, 1). Найд~м корни производной: l' (.1') =3.1'2 -2х
- 1 = О, т. е. Xj = - 1/3, .1'2 = 1. Таким образом; между корнями функции - 1 и i 
содержится корень производной, равный -1/3. А 

1000. На дуге АВ кривой у=2х-х2 найти точку М, в которой 
каса~льная пара.nлельна хорде АВ, если А О; 1) и В (3; -3). 

6. Функция у=2.1'-.1'2 непрерывна н дифференцируема при Bce~ эна'!ениях Х. 
ПО теореме Лагранжа между двумя значеннями а = 1 ![ Ь = 3 существует эначе
ние.1'=~, удовлетворяющее равенству y(b)-у(а) = (Ь-а)у'(;), где у' = 2-2х. 
Подставив соответству!Ощие значения, получим у (3) -'-у (1) = (3- I) у' (1;); 
(2.3-3'!)-'(2.1-1')=(~~ -1)·(2-26); -4 = 4(1-6). Оп:юда ~ = 2, у (2) =0. 
Таким образом, трчка М имеет координаты (2; О). А 

1001. На дуге АВ кривой, заданной параметрмческими уравне
ниями х= t2

, у .. = t9
, найти точку М, в которой касательная парал

лельна хорде АВ, еСШfточкам А и В соответствуют значения t ", , 1 
и t=3. 
~ Угловой коэффициент хорды АВ равен ~ ~~~=~ Ш ' а угловой коэффициеR1' 

у; (6) , 
касательной в точке М (при t =;) равен х; (~) , где .1'1 = 2l, у; = 3(1. 

Для определения 6 по теореме Коши получаем уравнение 
у(3)-у(l) У; (1;) 27-1 З~2 13 3 
х (3)-.1'(1) х; (~) , или ~=T=2f' или 4=2~' 

Т. е. ~ = 13/6. Найденное значение ~ удовлетворяет неравенству I < ~ < 3. 
Подставив значение t = ~ 13 параметрические уравнения I<РИБОЙ, получас .. 

х= 169/36, у=2197/216. Итак, искомая точка М (169/36; 2197/216). А 

V-1002. Представи1'Ь функцию f (х) = х в виде многочлена пятой 
степени относительно двучлена х -1. 

6. Вычислим значения фупкции f (х) =х1/Э я ее проиэводны.х до пятого 
порядка включительно при a=l: 1(1) '--1, !'(х)=(I /З)х- Z/3 , /'(1)=1 /3; f(x)= 

=_(2/9).1'-&/3, f"(I)=-2j9; {"'(x)=(iO/27)X- В / 3 , f'"(I)=[O/27; tIV(x)= 
=-(80/8l)х-l1/З, fIV (1)=-80/81; {У (.1') = (880/243)x- 1 4/3, {У (1) =880/213. 
Следовательно, по формуле Тейлора получим . 

i;/~= l+l. (Х-1) __ 2_(x~1)2+~(X_1)3_ 
3 . 9·21 . 27·31 

80( 4 880 ~R 
- 81.4! x-J) + 243.51 (.1'-5) + ., 

где R5 = [':/5) (x_l)8=_ i::~~! .1';-17/3 (.1' -I)В , 1 < G < х .• 

1003. Представить функцию f (х) = a-~ (а > О) в виде многочлена 
третьей степени относительно х. 

6.' Имеем 
f (.i) =аХ , 

f' (.1') =аХ 1п а, 
'" (.1') = аХ (,,2 а, 

1'" (Х) '=аХ In3 a, 
fIV (х) =аХ 'п4 а, 

f (О) = 1, 
{' (O) = Jna, 
1" (О) = !п2 а, 

1'" (О) = (пз а, 

[IY (6.1') = In"a.a0"'~ 
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По формуле Маклорена получаем 
, х2 InZ а х8 1п3 а 

аХ=I+хlпа+-2-r-+-3-1-+R:i. 

, х4 1п 4 а ' Ох 
где RЗ=-. 4-I-а , О < О < 1. А. 

1004. Вычислить с точностью ДО 10-3 ПРl:iближенное значение 

V29. 
6. ПредстаВIIМ заданный коре·нь . так: V 29= V 27+~=3 1 +2'7 ' . Вос-

пользуемся биномиальиым разложением 

3 ,'- ,~ /- ( 2 )1/3 

'(1+ )m=I+~ +m(m-I) 2+ +m(m-I) ... [m-n+I J n+R 
х 1 r х 21 х . . . nl Х n' 

Отсюда получаем приближенное равенство 

(1'+ )m~1+т ._т(т-I) 2+ +m(m-I) . ... (m-n+1) n 
Х ~ 11 Х, 21 Х , ... ' nl Х • 

погрешность которого 

R m(т-1) ... (т-n) n+l(I+" О )m-n-!, 
n(n+I)1 Х Х 

может быть сделана как угодно мало'й при 1 Х I < I н при достаточно большом n. 
Полагая x=2j27 и т= 1/3, получим 

V- ( 2 2·2 2·2·2·5 25·5 ) 
29=3 1+8t -81.81+~-\8I'i""+" .+Rn • 

Оценивая величины последовательных ошибок вычисления 31 Rn 1; ' находим 

,3·2·2 ~ 3.2 · 2·2·5 
31R1 1 < ""'8j2 < 0,002, J 1 R2 1 < 81 ц < 0,0003. 

Следовательно, для вычисления с заданной точностью , достаточно ЩJЯТЬ три 

члена, коТорые предшествуют остатку R2 , т. е. V 29 ~ 3 (1 +0,024-0,0006) = 
=7 3,072. ... ,'. 

1005. Вычислить vё с точностью, до 0,0001. 

6. Воспсльзуемся формулой Мзклорена для фуикции еХ : 
х х2 xn ' 

еХ = I +1Т+2Г+" ·+nг+ RnJ , , 

, еВХ , 
'где, R n =(n+1) r хn+l, О < О < 1. Полагая х=I/2, получаем 

- I 1 , I 1 
Уе =1+2-ТГ+22 .21+;,.3.3I+"'+2n .nl+ Rm 

, e~/2 1/2 
ТзккзкО<О<I, 2<е<3, тoR"<2n+l(n+1)I,Hoe <2, поэтому 

Rn .( 2
" 

(n
l+ 1) l' Требуется определить n Т<lК, чтобы' выпоJJнялось нерзвенство 

Rt,. < O;QOOI'~ 
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Если n=з, то Rз < 8 ,124; Rз < 1~2' 
1 1 

,. n=4,» R4 < 16.120; R4 '< 1920' 

1 
:t n=5,ъ RЬ <З2.720;R&<О,ОQ01. 

Для определения уё' с точностью до 0,0001 получаем приближенное 
равенство 

ПРОИЗl!едем суммирование, обратив все слагаемые в десЯТИ'lные дроби с одним 

лишним (запасным) знаком, В результате получим уё' ~ 1,6487 .• 

1006. дана функция f (х), непрерывная вместе со своими произ
водными до (n-l)-ro порядка включительно на отр~зке [а, Ь] и 
имеющая производную n-го ПQрядка в интервале Са. Ь), причем для 
этой функции выполняются равенства f (а) = f (X1) = f (Xg) = ... = 
= f (Xn _ 1) = f (Ь), где а < Xj < Х2 < . " < Хn_! < Ь. Доказать, что в 
интервале (а. Ь) найдется по крайней мере одна такая точка~, 
для которой ,(nУ (6) = О. 1, 

1007. Рассм'отреть частный случай предыдущей задачи, если 
'(x)=(x-l)(x~2)(x-3)(x-4), a=1,x1 =2, хз=З, Ь=4. Опре
делить S. 

1008. Представить в виде многочлена третьей степени относи
тельно Х-Хо (xo=f-=O) функцию 1jx. 

1009. В какой точке дуги АВ кривой у=х3 -3х касательная 
параллельна хорДе АВ, если А (О; О), В (3; 18)? 

Вычислить с точностью . до 1 O-~. 

1010. cos 410. 

1012. Ve-. 
1011. VТ2Т. 
1013. V129. 1014. sio 360. 

2. Правило Лопиталя раCllРЫТИЯ иеопределенностеi. Пусть в HeKoтopoi\ 
окрестности точки хо (кроме, быть может, самой точки хо) функции '(х) иер (х) 
дифференцируемы н ер' (х) ;j:. О. Если lim' (х) = lim ер (х) = О или 11т f (х) = 

, х-+хо х-+хо Х--+ХО 

= liт ер (х) = со, т. е. частное' (х)/ер (х) в ТO'lKe х =хо представляет собоА неоп-
х -+ХО 

ределен ность вида. О/О или 00 / 00, то 

lim f (х) = 11т "(х) 
ох ~ х. ер (х) х .... х. ер' (х) , 

если предел в правой части этого равенств/! существует. 
Если '1астное " (х)/ер' (х) в точке х = хо также есть неопределенность вида О/О 

или со/со и производные " (х) и ер' (х) удовлетворяют соответствующим условиям, 
то следует перейти к отношению вторых производиых и т. д. . 

в случае неопределеииости вида о· со или 00 - со следует алгебраически пре
образовать данную функцию так, чтобы привести ее к неопределенности вида О/О 
илн со/со и далее воспользоваТЬСЯ правилом Лопиталя. 

В случае неопределенности вида 00 или 000 или 100 следует прологарифмиро
вать данную функцию и найти предел ее логарифма. 
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Найти следующие пределы: 

1015. lim X2~1+lnx. 
х->- 1 &'-е 

6. Числитель и знаменатель стремится !( нулю при х -+ 1, а потому имеем 
неопределенность вида О/О. Воспользуемся правилом Лопиталя, т. е. рассмотрим 
предел отношення пронэводных заданных функций: 

11т х2-1+lпх Jim ~+I/x 3 
х-+ 1 еХ -е х-+ 1 е" 

1016. lim x-s!n х 
хз 

х ->- о 

6 Эrо-неопределенность вида О/О. Имеем 

lJm x-s!nx' 
х ..... о ~ 

Нт 1-cos х 
х ..... О 3х2 

е 

!. sin х 1 
1т --=-, 

х-+ О 6х 6 

так как Нт sin х = 1. Здесь правило Лопиталя применено дважды .• 
х-> О х. 

х,. 

1017. Iim ех' если n-целое положительное число. 
X~OO ' 

6 Это-неопределенность вида 00/00. Применим правило Лопиталя n раз: 

. х" nx,.-l , n (n _1) х,.-2 
11т - = 11т __ = 11т --'--:-:;''---

«--.. (1J еХ Х-+ ею еХ Х--+ 00 еХ 
... = lim n(n-I)(n-2) · .. ,=o. А-

х-+оо еХ 

1018. 

6 В данном случае также имеет место неопределенность вида ro/oo. Находим 

еХ/2 (' + х) l.eX/2 (2+":") 
. хеХ/2 • 1"2 11'т 2 2 11т ---= 11т 

II->-."x+ex х ..... ." l+еХ х ..... ." еХ 

х 

I 2+2 I =- 11т __ =_ Нт 
2 х ..... 00 еХ/2 2 х ..... ." 

1/2 
о .... 

(2)еХ/2 

1019. lim (х2 1п х). 
Х-+ О 

6. Здесь мы имеем неопределенность вида о· 00. Представим произведение 
Функuий в виде частного, а затем, получив неопределенность вида 00 / 00, приме
ним правило Лопиталя: 

Нт (х2 1пх)7' 11т Jnx = 11т ~=_~ 11т х2 =О. А-
Х-"О x ..... ol/x2 х ..... 0-2/х3 2 х ..... о 

1020. Jim (1. __ 1_) . 
х-+О х &'-1 

6. Это - неопределенность вида 00 - 00. ДJIЯ того чтобы найти предел ФУНК
ЦljИ. приведем дроби К общему знаменателю, а затем, получив неопределенность 
вида О/О, применим правило Лопиталя: 

11т eX-1-х 11т еХ_I 11т еХ I 
х ..... О х (еХ - 1) х ..... О еХ -1 + хеХ х ..... О еХ (2 + х) 2' А-

J}2 



10.21. liт (sin' х)к. 
х-о 

6. Это-неопределенность вида 00. Обозначим данную функцию через у, т. е. 
y=(s!n х)Х, и прологарифмируем ее : 

In s!n х 
Iny=x Iпs!nх=----пх-'. 

Вычнслим предел логарифма да иной функции, применяя праВИJIO Лопнталя (здесь 
имеем неоп ределенность вида 00 /00): 

li I 11 In s!n х 11т cos xjs!n х m пу= m ---= 
х-о х-+о l/х х-+о -1/х2 

=- 1т ---=- 1т x·cos Х·-- = . l ' х2 COS Х l' ( х ) О 
х .... О s!n х х-+ о s!n х 

Следовательно, Нт y=lfJ= 1 . .А 
х .... о 

1022. liт (tgх)2СОЗХ. 
Х ..... 1(/2 

6. Это-неопределенность вида 000. Положим (tg х)2 со. х =У и прологариф
мируем: 

, 2 Jn tg х 
Iny=2cosx.lntgx= 1/ . . cosx 

Применяя правило Лопиталя, получим 

11т In у=2 liт 1п tgx =2 11т sec2 
x/tg ~ = 

Х-+1(/2 х ..... 1(/2 secx х .... n/2 secxtgx 

=2 Нт secx=2 11т seextgx lim cosx=O, 
х -+ 1(/2 tg2 Х Х -+ n/2 2 tg х sec2 х х -+ n / 2 

т. е. lJm у=еО = 1 • .А 
Х-+ 1'1/2 

1023. Нт (1 +x)lnx. 
х .... О 

6. Это-неопределенность вида 1"". Логарифмируя и применяя правило Лопл
таля, получим 

lim lп У= Нт (1п х In (1 +х» = 11т 1п (1 +х) 
Х-+О х ..... о х-+о I/Inx, 

= IIm 1/(\ +х) _ 11т х 'п 2 х =~ Нт ~_ 
х ..... о -1/(xln2 x) х ..... 11 х+l х-+о 1+ l /х-

=_ lim (2 In х)/х 2 Нт ~=2 11т ~ =0. 
, х-+О -1/x2 Х-+-О Ijx х-+о -1/х2 

Таким образом, 11т У = еО = 1 . .А 
~-+ о 

Найти, пределы следующих функций: 
НеоnределеЮlOсmь вида 0/0. 
1024. Нт ХЗ-Зх2+2 1025. 

х -+ 1 x3 -4х2+З 
l' eX_e-Х 

х ~o I n (1 + х) • 

1026. liт 1t-~arctg х • 
х-+.. е Х_1 

1027. ). , 2-(eX+e-x)co~X' 
1т г . 

х-+О 

1028. liт езх -;-;:_ 1 
х -+ о s n ~x 

1029. l' s!nЗх-ЗхеХ +3х2 

x~ arctg x-s!n x-хЗ/6' 
00/00. , Н еоnределен.н.осmь вида 

1030. Нт In(x-a), 
Х-+ а In (ех - еа) • 

In х 
1031. lim -

Х-+ .. х,. 
(n > О). 
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1032. liт 1 ~~ .1' , 
Х-+ О + n slл Х 

.033. lim tg (лхj2) 
Х-+ 1 In (1-.1') 

1034. Нт In (х-1) • 
х ..... 1 ctg JtX 

Неопределеняость вида о· 00. 

1035. liт (х ctg пх) . 1036. 
х ..... о 

Нт (аrсsiл х· ctg х). 
.1' ..... 0 

1037. 'lim(l-cosx).ctgx. 
х ..... о 

н еоnределенносmь вида 00 - 00. 

1038. lт ----1· (1 1) 
х-+1 .1'-1 lnx • 

liт (~- ctg2 х) . 
х ..... О .1' 

1040. 

н еоnределенносmи вида 00, 
1041. Нт (n-2х)созх. 

х .... 1I/2 

1043. liт (х+2Х)1/Х. 
х ..... 00 

1039. Нт ,(-p---q-) 
х .... 1 l-хР 1-хQ • 

000, 100. 

1042. Нт (cos 2х)8/Х·. 
х ..... о 

1044. Нт (tg Х)I/Х'. 
х .... о .1' 

3. 80эрастаlfие и ~бываиие фуикции. Экстремум Фуикции. Функция f (.1') на. 
зывается возрастающеu в тачКi! Ха. если при любом достаточно ' малом h > О вы
полняется условие f (xo-h) < f (ха) < f (xo+h) (рис. 29). 

и 

./lТ 
!J 

1 
I I ' I 

I . I :r~~hJ 
I I 

I ff;t.-h} I f{t:.' I I I 
I I I , I I ,flr-h}, f&:c.' If(x,/hJ 

О .r.-h $0 iCo~h ;д О iX.-h ;со .-Pg+h .:с 

Рис. 29 Рис. зо 

Функция f (.1') называется уБЬ/8ающеi1 в точке ха. если при любом достаточно 
малом h > О выполняется условне f (xo-h) > f (ха) > /(.1'0 +h) (рис. 30). 

Функция f (.1') называетс.я 8Озрacmающей в интервале (а, Ь), если ДЛЯ mo6ых 
двух точек Xi и .1'2 ИЗ указанного интервала, удовлетворяющих неравенству Хl < .1'2' 
выполняется неравенство / (.1'1) < f (xt)· 

Функция f (.1') иазывается у6Ы8йющеt2 8 интервале (а. Ь) , если для любых 
точек .1'1 и х! из указанного интервала, удовлетВОRЯЮЩИХ неравенству .1'1 < xt; 
вьшолняется неравенство f (.1'1) > f (.1'2)' 

При з н а к и в о з р а с т а н и Я и у б ы в а н и я ' ф у и к Ц и и. 
1) ЕCJlи /' (ха) > О, та ФУНКЦиЯ f (.1') 8Озрасmaeт в тачке ха. 
2) Если " (ха) < О, та ФУIUЩUЯ f (.1') уБЬ/8ает в точке ха. 
Значение f (ха) называется JШКCuмуAlO1tl Функции / (.1'). если при любом доста

точно иалом h > О выполняются условия , (xo-h) < f (ха) и f (xo+h) < / (.1'0)' 
Точка хо называется в этом случае тачкой AUlICсШtУJlа функции f (.1') (рис. 31). 

Значение f (.1'0) называется JШН,ШtУМОJl функцни / (.1'). если при любом доста
точно ыалом h> О ВЫПОЛНlЩ>тся . УСЛОВИЯ f (xo-h) > f (.1'0) И t (xo+h) > f. (ха), 
Точка .1'0 называется в ЗТО~ 'clIyчаё тачкой JlиН,ШtуАШ функции f (х) (рис. 32). 

МаКСИА\УМ или МRнимуы фуикции называется fJкcmPeJlYJlOJl функции. Точка 
максимума, или If/iиимуиа ФУIIIЩИИ . иазывается точкой ее экстреJlУJlа. 

Необходимое условие Э ,кстремума./Jслu функчияf(,1I)втачне,.х" 
Шtеет 8КСniремум, то nроиэводнllя " (ха) обращается 8 н'уль или не . r;ущесmвуе.m, 
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То'Жа Хо. в которой {' (хо) =0. называется стационарной точкой. Точ!<и. 
D KOTOP\>IX 1', (х) = О или [' (х) не существует. называются критическими тачками. 
Не всякая критическая точка является точкой· экстремума. 

!/ 

~. 
I I I 

. 1 I I 
:f(X.hJ] {(х,,) :f(.r.,>h1 

о \l:.-!J Ха >ro+tz 

Рис. 31" Рис. 32 

Достаточные условия экстремума. 
Пр а в и л о 1. Если хо -критическая тo'tКa функции f (х) и при nроuзвольном 

достатачно маЛОАI · h > О выполняются нерarзeнства [' (Xa-/I) > О, {' (xu +h) < О. 
то функция f (х) в точке хо имеет максимум; если же {' (xo-h) < О, {' (ха +h) > О, 
то функция f (х) в точке хо имеет минимум. 

Если знаки {' (Хо -h) и " (хо + h) oдiLНaK06bt, та функция f (х) в точке хо 
экстремума не имеет. . 

Пр а в и л о 2. Если " (хо).= о, {" (хо ) ;i= О. та функция f (х) в точке Ха имеет 
экстремум. а именно · .иаксиМУJf. если {" (Ха) < О. и минимум. если {" (хо) > О. 

Правило 3. Пусть f'(хо)=О. r (хо) =0, ... • [(n-l) (хо) =0, {(II) (хо) ;i=0. 
В, этом случае функция f (х) имеет в .тачке Хо 9кстремум. если n - чеl71Jtое число. 
а U,If{!HHO, максимум при ,(n) (Ха) <О и минимум ' при [(n) (хо) > О. Если же n
нечетное число. то функция f (х) в точке Ха экстремума не имеет . 

Для наХОЖJ\ения наибольшего (наименьшего) значения ФУнкции f (Х) на отрезке 
[а, Ь] нужно ~З значений функции на границах отрезка и в критических точках, 
принадлежащи'х этому отрезку, выбрать наllбольшее (наименьшее). 

1045. даны точки х=3, х=l, x=-:l, х=О,5. В каких из пе
речисленных точек функция у = r - 3х2 возрастает? Убывает? 

6. Найдем произвоДную у' =3х2 -6х. Имеем: 
если х=3. то у' = 9> О - ФУНКЦИЯ возрастает; 

) Х= 1 »у'=-3 < О »убывает; 
» Х= -1 » у' =9 > 0- » возрастает; 
)t х=0.5 ·» у' =-2.25 < 0- » убывает .... 

1046. Найти интервалы возрастания и убывания функuии у = 

=х(l +V"X). 
6. На.ходим у' = 1 + (3/2) х1 f2. Так как производная положительна в про

межуtке [О, + (0) " то функция возрастает во всей области определения. А 

1047. Найти интервалы возрастания и убывания функции у = 
= x-2sinx, если О~х~2Л. 

6. Найдем производнуlO: у' = 1-2 cos х. Очевидно, что у' > О в интервале 
(n/3, 5n/3) . и у' < О в интервалах (О, n/3) и (5n/3, 2n). Таким образом, в иитер
Ba_~~ '(n(3, 5n/3) данная функция возрастает, а в интервалах (О, n/3) и (5тt/3, 2n)
убывает .... 

1048. Исследовать на экстремум функцию у =. (х-5) еХ • 

6 Находим производную: у' =(х-4) еХ • Приравниваем ее нулю и находим 
ctal!-ионарнуlO ТОЧКУ: eX{.~""-4 ·' ~O, ··:=t; y'(4-h)=-'--he4- h < О, у' (4+h)= 
=he4+ h > О . Согласно npd8i\.'1 l J З8i • .'Почаем, что в точке х=4 фУИКЦИЯ имеет 
минимум Ymln =- е4 • ... 



1049. Исс.1Jедовать на экстремум ФУНКЦИЮ у = xV 1 _х2 • 

6. Функция о~ределена при -1 ..;;;х";;; 1. Найдем производную: у' = 
=(1-2x2)/Y~; у'=О при 1-2x2 =0; ОТСЮЩI xl=-I/Y2, хэ=I/V"2 
(стационарные точки); у'=оо при х=± 1, т. е. на границах области определе
ния функции. 

Найдем вторую производную: у" = х (2х2-3)/О-х2)3/2 . Вычислим значения 
второй пронзв'одной в стационарных rочках. При Х= l/y"2 имеем 

у" (l/y"2)= 1·(1-3) < О; ' 
У 2(1-1/2)3/2 

следовательио , согласио правилу 2 заключаем, что в точке х= I/У2 функция 
имеет максимум УIDзх=(I/у"2)У1/2 =1/2. При x=-I/y"2 получим 

y"(-I/Y2)= 1·(1-3) >0, 
У 2 (1- 1/2) 3/2 

т. е. в точке x=,-I/Y2 функция имеет минимум Ymin=-1/2. 
В критических точках х= ± 1 экcrремума нет, так как по определению точ

ками экстремума могут быть лишь внутренние точки области определения: функ· 

ции." 

1 050. Исследовать на экстремум функцию у = (х - 1)4. 

6. Найдем производную: у'=4(;t-l)З; (х-I)З=О; х=l-стационар,ная 
точка. Вторая производная у"= 12 (Х--1)2 при х= 1 равна нулю. ' Третья проив· 
водная у'" =24 (х':"'l) при Х= 1 также обращается в нуль. Четвертая ' производ· 
ная ylV =24 > О. Следовательно, согласио правилу 3 заключаем, что в точке 
Х= 1 функция имеет минимум YIDin =0 ... 

1051. Исследовать на экстремум ФУНКЦИЮ у = 1 - (х - 2) 4/ &. 

Н ,4 / 4 . , 6. аходим у '=;--5 (X_2)-1 5 =- 5 / • Производная не обращается 
" 5 V х-2 

в нуль ни при :каких значениях Х 11 не существует лишь при Х = 2 (критическая 
точка). , 

Так как при достаточно малом h > О ВЫПОЛЩIЮТСЯ неравенства у' (2-h) > О 
и у' (2+h) < О, то согласно правилу 1· заключаем, что прА Х = 2 функция . имеет 
максимум' Ушах = 1 ... 

1052. ' Исследовать на экстремум ФУНКЦИЮ у:;= (х-2) 2/3 (2х+ 1). 

10 х-I 
6. Находим у' ="3' V . Критические точки Х = 1 (производная равна 

х-2 

нулю) н х=2 (производиая не существует). При достаточно малом h > О выпол, 
няются нерав!!нства у' (l-h) > О, У' (I +h) < О, ; у' (2-h) < О, у' (2+h) > О. 
Следовательно, в точке Х= 1 функция имеет максимум Уmах =3, а в точке 
х=2-мнвимум Ymln=O . .. 

1053. Найти наибольшее и наименьшее значения ФУНКЦИИ f (х) = 
= 3х-ХЗ на отрезке [-2, 3]. 

6. Находим производную: {' (х) =3-Зх2; 3-3,х2=О, т. е. Х= ± I-стацио
нзрпые Точк'и. Определяем значения функции в этих точках: 1 (1) = 2, f (-1)=.:....2. 
Вычисляем значения данной функцни на границах промежутка: 1(-2)=2, 
f (3) =-1~. Из полученных четырех значений выбираем наибольшее и наименьшее. 
Итак , наибольшее вначенне функции tja данном отрезке равно 2, а наименьш~ 
pabho-18. А ' 
., 



1054. Найти тако'й ЦИЛИНДР, который имел бы наибольший объем 
при данной полной поверхности S. 

6. Пусть радиус основания цилиндра равен х, а высота равна у. ТогАа 

а S-2nx2 
1 (S ) S=2nx +2nxy, т. е. у 2nx 2n -х- 2nx • 

Следовательно, объем цилиндра выразится так: 

у= у (х) =тw· 2~ ( ~ - 2nx ) ={ x-nxЗ • 
Задача сводится к исследоваиию функции У (х) на максимум при х > О. 

dY S 
Найдем производную dx =2-3nx2 и приравняем ее нулю,_ откуда Х = 

=YS/(6n). 
d2 y ,Г--

Найдем вторую произвоДную: dx2 =-6nx. Так как при х= r S/(6n) вы-
d 2 y 

полняется условие ш2 < О, то объем имеет наибольшее значение, причем 

S-2n·S/(6n) 2 'ГS/(6л) =2х,-
у= 2n YS/(6n) r 

т. е. осевое сечение цилиндра должно быть квадратом ... 

Найти интервальi возраСТаНИЯ и убывания функций: 

1055. у=2-3х+х3 • 1056. у=(х2 _1)З/2. 
1057. у=хе-х• 1058. у = (2-х) (х+ 1)2. 

Найти экстремумы функций: 

1059. у =х2 (l-хVх). 1060. у =х+ V3-x. 1061. У= ln (х2 + 1). 

1062. y=ch2 x. 1063. У=_! х • 1064. у=хе- х2/ 2 • 
пх 

1065. у = (x-l)8/7. 1066. У = (2x-l)V (х-3)2. 
1067. y=xl-4ХЗ+6~2_4х. 1068. y=x~2sin2x. 
1069. у=е1 • 6 slnx. 

1070. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
у=х4 -2х2 +3 на отрезке [-3, 2] . 

1071. На оси Оу найти точку, из которой отрезок АВ виден под 
наибольшим углом, если А (2; О), В (8; О). 

1072. Пункт В находится на расстоянии 60 км от железной до
роги. Расстояние по железной дороге от пункта А до ближайшей 
к пункту В точки С составляет 285 км. На каком расстоянии 
от точки С надо построить станцию, чтобы затрачивать наименьшее 
время на передвижение между пунктами А и В, если скорость дви
жения по железной дороге равна 52 км/ч, а скорость движения 
по шоссе равна 20 км/ч? 

1073. Найти стороны прямоугольника наибольшей площади, 
который можно вписать в эллипс x2J25 + у2/9 = 1. 

1-074. Проволока длиною 1 согнута в прЯМОУГОЛЬЮiК. Каковы 
размеры этого прямоугольника, если его площадь наибольщая? 
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1075. Найти наибольший объем конуса, образующая которого 
равна 1. 

1076. Найти наибольший объем цилиндра, у которого полная 
поверхность равна S. 

1077. Турист идет из пункта А, находящегося на шоссейной 
дороге, в пункт В, расположенный в 8 'км от шоссе. Расстояние 
от А до В по прямой составляет 17 КМ. В каком месте туристу 
следует свернуть с шоссе, чтобы в кратчайшее время прийти 
в пункт В, если скорость его по шоссе 5 кмjч, а по бездорожью 
3 км/ч? ' 

1078. Канал, ширина которого 27 м, под прямым углом впадает 
в другой канал шириною 64 м. Какова наибольшая длина бревен, 
которые можно сплавлять по этой системе каналов? 

1079. На какой высоте над центром круглого стола радиуса а 
следует поместить электрическую лампочку, чтобы освещенность 
края стола была наибольшей? 

• Яркость освещения выражается 'формулой 1 = (k sin r:p) jг З , где r:p - угол 
наклона лучей, г- расстояние источника света от освещаемой ПЛОЩЗДК.'f, k -сил а 
источника света. 

4. Выпуклость, вогнутость. Точка перегиба. График функции у = f (х). назы
lJается выnукл ь),,! в ннтервале (а, М ' если он расположен ниже касательнои, про-
веденной в любой т,очке этого и нтерва.~а (рис. 33). ' 

Рис. 33 Рнс . 34 

График функции у = f (х) называетс!! ВО2щ/тым в интервале (а, Ь), если он 
расположен выше касательной, Ilроведенной в любой точке этого интервала (рис, 34). 

Д о ста,точное условие выпуклости (вогнутостн) графика 
Ф у н к ц и и . Если r (х) < О в интервале '(а, Ь), то график фУNкции Я(J,7Reтся 

, выпуклым в этом интервале; если же {" (х) > О, то 
в интервале (а,Ь) график функции-вогнутый . 

ПреДПОЛШICИМ, что фувщияf(х) дифференцируема 
на IlllТeрвале (а. Ь) и ХоЕ(а. Ь), ТОЧJCа (xo;f(xo» графиц 

' фуlUЩllВ y=j(x) называ~я точкой neрегиба этого гра
фю(а, если существует такая OipecтHOCTh точки хо оси 
aбaurос, в пределах К:ОТОРОЙ график фУllЩИиj(х) слева 

Рис. 35 и справа ОТ ТОЧКИ хо имеет разные направления выпук:-
, лocпr (рис. 35). 

Если хо - абсцисса ТОЧКИ перегиба графип фymщв:и y=j(x), то вторая прои:)
iloдiwi равна НулЮ или не сУществует~ Точки, в К:OTOpьrx jW (х)=О или j" (х) не 
существует, называются критuческиМи точкамu 11 рода. 

Если хо-критическая точка" П рода и при произвольном достаточно малом 
1l > О выполняются неравенства r (хо -h) < О, {' (хо + h) > О (или , неравенст'!а 
f"(xo-h) > о, r(xo+h) < О), то точка кривой u=f(x) с абсциссой хо является 
точкой перегиба. , ' 

Если же '" (xo-h) и r (xu+h) имеют одинаковые знаки, то точка кривой 
у = f (х) с абсциссой хо точкой перегиGа не является , 

1080. Найти промежутки выпуклости и вогнутости графика функ
ции y=xb +5x-б. 
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6 Имеем у' = 5х4 + 5, у" = 20ХЗ. Если Х < О, .'1'0 у" < о и кривая выпукла; 
если же Х > О, то уН > О и кривая вогнута. Итак, кривая выпукла в ,промежутке 
(-со, О), и вогнута в ПJюмежутке (О, +со): ... 

1081. Найти экстремумы функции у= (х+ 1)2 (х-2) и точки пе-
региба ее графика. . 

• 6. Найдем первую проиэводную: у' =3 (х2 _1). Корни первой ПРОИ9ВОДЯОЙ: 
Xi=-I, Х2= 1. Найдем вторую производную : i/=6x. ВычиCJIИМ вначення DТO
рой производной В стационарных точках: у" (-1) =- 6 < О, т. е. Ушах =0; у" (1)= 
=6> О, т. е. Ymln=-4. 

Найдем точку перегиба; для чего вторую производную прираВИJ>ем 'иулю: 
&=0, ,. е. х=О. Слева от точки х=О имеем у. (O-h) < О-кривая ВЫПУКJIа, 
а справа от точки х=О имеем у" (O+h) > О-кривая вогнута; CJlедовательно, 
точка с абсциссоli х=О является точкой перегиба; Ут.пер=-2 .... 

1082. Найти точки перегиба кривой у == (х_5)6/3 + 2. 

, 6. Находим у' =-~- (х_5)2/8, у" 9V~0_5 . Вторая проиэводнаяне обра
щается в НУЛЬ ии при каюfх значениях х и не существует в точке х=5. Значе· 
ние х=5 ЯВЛl!ется абсцнссой точки перегиба, так как у" (5-h) < О, у" (5+h) > О. 
Таким " Образом, (5; 2)-точка перегиба. А . 

1083. Найти интерв~лы 'выпуклости и вогнутости кривой у= хеХ. 
1084. Найти точки перегиба кривой у=(х-4)6+4х+4. 
1085. Н'айти точкиперегиба кривой у = (x-l) V(x-l)8. 
1086. Найти точки перегиба кривой y=.x4-8x'+24xl

• 

5. Асимптоты. Прямая L называется асШtnmоnwtl кривой у=! (х), если рас
стояние точки М (х; у) кривой от прямой L стремится к НУЛЮ при неогравичеи
ном удалении этой точкн по 'кривой от начала коорДинат (т. е. при стреlLlIении . 
хотя бы одной из координат точки к бесконечности). 

Пjямая х=а является вертикальной ас.и.wnnwmоЙ кривой у=/(х), если 
lim (х) = + 01) или . Jlт t (х) = - 01) • 

• -+0 х-+о 

Прямая , у = Ь является горuэoнnшльной асШtnmоmой кривой g = f (х), если 
существует предел lim f (х) =Ь ИЛИ Jlт ! (х) =Ь. 

%-++00 Х-+-CIO 

Прямая y=kx+b является наклонной acuJCnmonwt2 , кривой у=!(х), если 
существуют пределы 

k'~ lim Нх), ь = 11т и (х) - kx] 
х ..... +со Х х ..... + .. 

или 

k-- l' Нх) 1М -, 
х .... - со Х 

Ь= lIт [f(x)-kx]. 
X-+-CJO 

.087. Найти асимптоты кривой, у = v x 3j(x - 2). 

6 Функция определена в интервалах , (-со, О) ' и ' (2, +со) : . Так как 
lIт , у х3/(х - 2) = + 01), то прямая х = 2 является вертнюwrЬноА' асимптотой 

х .... 2 + О 
кривой. 

Горизонтальных асимптот кривая не имеет, так как lim у r'j(x-2) и 
. , х .... + '<10 ., 

lim 'у ХЗ/(х-2) не являются конечными величинами. 
«--+ - QO 
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Определим, существуют ли наклонные 'асимптоты. Находим: 

1) k1 = lim '(х)= lim у хЗ/(х-2) = 11т ' / х = 
~-+-+(X) х х .... + со Х х_+оо V х-2 

= пт ,1 __ 1_-1 
х .... + .. v 1-2/x - , 

ы l = 11т [! (x) '-- k}x) = lim (-. / хЗ -х) == 
х-+-+"" х .... +со r х-2 
х (ух- ух=2) . х (х-х+2) 

Нт 11т , (./' . /' =---<i\ = 
Х-+-+ 00 ух-2 х -+-+ со ух-2 r х+ r х-2, 

lim 2 , 1. 

х .... +со Yl-~(I+Y1-~) 
Таким образом, существует правая наклонная асимптота у=х+ 1; 

2) k..,. = 11т f (х) = lim 
X~-(X) х х-+-со 

у хЗ/ (х-2) 
х 

11т 
х ........ -оо 

YXj(x-2) 
-1 

(разделили числитель и знаменатель на положительную I!~ИЧИНУ - х), т, е. 

k2=- 11т ,11 '2/ =-1, Х-+- о) V х 

Ь2 = 11т If (x)-k2 х) = liт (,1 ~2 +х)== х -+,-оо Х-+-ф V Х 
= liт (, f (-X) 3 +х) = liт -ху=Х+ху2=Х 

х-;.- (х) V 2-х х .... - 00 У2-х 
х(у -х-У2-х) . х(-х-2+х) 

Iiт - 11т ' -1. 
х-+-- 00 У2-х Х-+-- '" У2-х(у -х+У2-х) 

Итак, существует левая наклонная асимптота у=-х-l (рис. 36) ... 
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1088. Найти асимптоты кривой у =х+ 2 arctg х. 

!I 

Рис, 36 

, 6. Нетрудно видетЬ,что вертикальных и 
горизонтальных асимптот кривая не имеет. Ищем 
наклонные асимптоты: 

l
' х+2 arctg х 
1т 

х-++оо · х 

= liт (1+2arctgx)=1 , 
х .... +оо х 

Ь 1 = lim (х+2 arctgx-x)=2 (пj2)=п; 
х-+-+оо 

у=х+п-правая наклонная асимптота; 

2) kz = 11т х+2 arctg х 
х Х-+ - (J) 

= liт (1+2arctgX )=1. 
Х-+-Ф х 

Ь2 = Нт (x+2arctg х-х)=2(-Пj2)=-·п; 
х-+--сю 

у=х-п-леnая наклонная асимптота ... 



1089. Найти асимптоты кривой у = х2е-Х• 

f'::.. Очевидно, вертикальных асимптот нет. Если х ---+ 00, то у --+ О. Следова 
'reЛьно, ось Ох является горизонтальной асимптотой данной кривой. Опреде.~и/.i, 
существует ли наклонная асимптота : 

k= lim liт 
х .... со х х ~ 00 

Таким образом, имеется только горизонтальная асимптота у=О . ... 

х2 -2х+3 
1090. Найти асимптоты кривой у = х+2 

/':,. Если х--+-2, то У--+ОО, т. е . х= --2-вертикальная аСlI мптота. 
Найдем невертикальные асимптоты: 

k= 11т х2 -2х+3 1, Ь= ]im [Х2 -2х+3 х] =-4. 
х -+ со Х (х + 2) х -+ 00 х + 2 

Таким образом, наклонная асимптота имеет уравнение у=х-4 . ... 

Найти асимптоты кривых: 

1091. y=2x_cos x .1092. y=J:-t
2

х_ зх . 1093. y=Vx3 - 6х2 • 
х Х 

1094. y=O,5x+arctgx. 1095. y=-xarctgx. 

6. Построение графиков функций по характерным точкам. При пос.троении 
графика функции у=! (х) полезно выяснить его хаРЗl<терные особеНtlUСТИ . Д.~Я 
этого надо: 

1) найти область определения функции; 
2) исследовать функцию на четность инечетность; 
3) найти точки пересечения графика функции с осями координат; 
4) исследовать функцию на непрерывность; найти точки разрыва (если они 

существуют) и установить характер разрыва; найти аси~rnтоты кривой У=! (х) ; 
5) найти интервалы возрастания и убывания функции н ее экстремумы; 
6) найти интервалы выпуклости и вогнутости криrюй и ТО 'IКИ ее перегиба. 

х3 +4 1096. Построить график функции у = -хз-. 

6. 1) Область определения функции -вся ось Ох, за исключением точки х = О, 
т. е. D(y)= (-00, O)U(O, +00) . 

2) Функция не является четной или нечетной. 
хЗ +4,/ 3) Найдем точки пересечения графика с осью Ох, имеем хг=О; х=-у 4. 

4) Точка разрыва х =0. причем Вт у = 00; следовательно, х = О (ось ау) ЯВ
Х-+О 

ляетея верти/{альноii асимптотой графика. 
Найдем наклоцные асиыптоты: 

k= liт f (х) = Нт хЗ

хt
4 = 1; 

X-t-OO Х Х-+ОО 

Ь= Нт [{ (x)-kx] = Нт ( хЗt 4 -х) = lim 42 :==;0. 
Х-+ОО х_оо х Х-"ОО х 

Наклонная асимптота имеет уравнение у = х. 
5) Найдем экстремумы функции и Иl;lтервалы возрастания и убывания. Имеем 

у'=~_8/хЗ=(х3_8)/хЗ; у'=о при х=2; у'=оо при х=О (точка разрыва функ
ции). Точки х=о и х=2 разбивают числовую ось на промежутки (-00, О). 
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(0,2) и (2, + (0), причем у' > О в промежутках (- 00, О) и (2, + (0) (ФУНКЦИЯ 
!'Iозрастает) и у' < О в промежутке (0,2) (функция убывает). 

Далее, находим у"=24/х4 ; у"(2) > О, следовательно, х=2-точка минимума; 
Ymin=3' 

6) Найдем интервалы выпуклости и вогну
тости кривой и точки ее перегиба. Так как 

!J 

Рис. 37 Рис. 38 

у" > О, то график функции всюду вогнут. Точек перегиба кривая не имеет. 
Используя полученные данные, строим график функции (рис. 37) .• 

1097. Построить график функции У = V 1-.хз. 
6. !) Область определения - вся ось Ох, т. е. D (У)= (- 00, + (0) . 
2) Функция не является четной или нечетной. 
3) Точки пересечения с осями координат: если х=О, то У= 1;- если у=О. то 

х=!. 
4) Точек разрыва и вертикальных асимптот нет. Имеем: 

3/--
V l-хЗ 

k= lim =-1; 
.X~OO х 

Итак, наклонная асимптота у = - х. 

5) Находим у' = _х2! V (I-хЗ)2; у' = О при х = О; у' = со при х = 1. В окрест
ности критических точек проиэводная не меняет знака, экстремумов нет. Так как 
у' < О при всех х t= О, то функция убывает на всей числовой оси. 

6) Находим у"=-2х! V(l-хЗ)5; У"=О при х=О; у"=со при х=!; y"(-h) > О; 
у" (h) < О, у" (1- h) < О; у" (1 +h) > О. Следовательно, в промежутках (- 00, О) 
и (1, + (0) кривая вогнута, а в промежутке (О, 1) -выпукла. Точки перегнба 
имеют координаты (О; 1) и (1; О). 

Используя полученные данные, строим искомый график (рис. 38) .• 

Построить графики функций: 

1098. y=sin2 x. 1099. у=зVx-х. 
1100. y=lnx-ln(x-1). 1101. y=ln~l' 

х-

11 хз ]пх 
02. У = а-4' 1103. У = .г- . 

Х - r Х 

1104. У= 16х(х-l)З. 1105. У= (х-I) VX'. 



1106,·'У=х+е-Х • 1107. y-':lп(х+Vх2 +1). 

1108. у = e2X -х2 ., 1109 .. у = (X~2)2 • 

§ 3. I(РИВИЗНА ПЛОСl(оff ЛИНИИ 

'Углом смежности дуги АВ плоской линии называется угол q> между каса
тельными, проведенными в точках А и В этой линии (рис. 39). Отношение угла 
смежности к длине s дуг\{ АВ называется 
средней кривизной дуги АВ, т. е. kcp=rp/s. 

Кривuзной данной линии в точке А на
зывается предел средней кривизны дуги АВ 
при В-:"А, Т. е. k=Jim(q>/s) . 

5_0 
I(ривизна окружности koKp = J /а, где 

а-радиус окружности ; кривизна прямой 

равна НУЛЮ. . 

Если линяя задана уравнением у = f (х), 
то ее кривизна вычисляется по формуле 

Если линия задана параметрическими 
уращениями Х=чJ (t), y=1jJ (t), ТО . 

где 

k= 'ху-ухl 
(.~2 + у2) з/2 ' 

• dx • dy •• d2x •• d2y 
x=d[' Y=d[' Х=(П2' y=(jj2' 

Рис. 39' 

Если линия задана в полярных координатах уравнением р=! (8), то 

k I р2+2р'l_рр" I 
(РЧ~р'I)3/2 

dp w d2p 
где р = d8 j Р = d8' • 

Радиусом кривuзlШ называется величина, обратная кривизне: - R = 1/1 k [. 
Окружностью крuвuзlШ данной линии в ее точке А называется предельное 

положение окружности, проходящей через три точки А, В, С КРИВОЙ, · когда 
В_А и С_А. 

Радиус окружности ·кривизны равен радиусу КРИВIf1!НЫ. Центр окружности 
кривизны наЗывается ' Центром кривuзны и находится на нормали к линнн, про

веденной в точке А в стороиу вогиутости этой линии. 
Координаты , и Ч центра КРИВИЗIJЫ линии у= f (х) вычисляются по формулам 

, у' (I +у,l) 1 +у'l 
,=х- у" , Ч=У+----y;r-. 

Эволютой линии назы'вается множество ее центров кривизны. Формулы для 
координат центра кривизны можно рассматривать как параметрические уравнения . 

ЭВОЛЮТЫ (где параметромявляется абсцисса х исходной линии). 

1110. Найти кривизну линии у=-хз в точке с абсциссой Х= 1/2. 

6. Имеем у' = -3х', у" = -6х. При х = 1/2 эти производные riринимаю'l' зна-
чения у' =-3/4, yW=_3 и . 

k= I (1 +;:6)3/21= 12;/64' ;;~. А 
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11 11. Найти кривизну в любой точке циклоиды х = а (t -sin t), 
y=a(l-cost) . 

. 6. x=a(l-cost), x=aslnt, y=aslni, ij=acost, 
ху-ух"=а2 (cos t-cos2t-slnl>. t) =- а\\ (l-cos t), 

х2 +у2=а2 (1-2 cos t+cos! t+sln l () =2а! (l-cos t), k-I -а'(I-соst) I 1 . . А 
- 23/2 a3(I-cos i)З/2 2 3/2а (l-cos i)1 / 2 

11 t 2. Найти координаты центра кривизны линии х3 + !t = 2 
в точке М (l; 1). 

6. Продифференцируем уравнение данной линии дважды: 
3х2 +4у3у' =0 (*), 6х+ I 2у2у/2 + 4у3!/' = о (* ",). 

Так как х= 1, У= 1, то нз уравнения ("') находим у' =-3/4, а из уравнения (* *) 
подучаем 6+27/4+4!/'=О, т. е . !/,= - 51/16. Тогда 

1:=% (1 +Y'~Y' (1 +9/16)(-3/4) 43 
ь yh -51/16 68' 

l+у,2 1+9/16 26 
t]=Y+--ун-=I+ -51/16 51' 

т. е. С (43(68, 26/51). А 

1113. Составить уравнение эволюты параболы 2у2 = 2х+ 1. 

6. Продифференцируем дважды уравнение парабоды: 

1 " 1 4уу'=2, У'=-2 ; 4y'Z+4yy"=O, y"=-!L=--4 З' 
У У У 

Определяем координаты центра кривизны: 

(I+У'З).у' 1 (1+ 4~2) . 2~ 
6=Х- у" у2 -"2- _1/(4у3) ЗУ!, 

J+ 1 
l+у,2 4у' 

,,=и+--ун--=у+ -1/(4y3) у-4у3-у=-4у3. 

Получаем уравнение эволюты в параметрической ф:>рме: ~=ЗуZ, !l=-4y3. 
Исключив параметр У, найдем уравиение эволюты в явиом виде: t]l= 16~З/27. А 

1114. Найти радиус кривизны эллипса х2/25 + y'j9 = 1 в точке 
М (О; 3). 

1115. Найти радиус кривизны в любой точке кардиоиды р = 
=а(l +cos8) (а > О). 

1116. Найти кривизну линии х = et sin " У = et cos t в точке t = 1. 
1117. Найти координаты центра кривизны линии у = l/x в точке 

M(l;l). 
1118. Составить уравнение эволюты кривой х = t sin t + cos t, 

у= t sin t-sln t. 
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§ 4-.ПОРЯ:ЦОККАСАН'ИЯ ·ПЛОСКИХ КРИВЫХ 

Если кривые у=! (х) и Y=1fI (х) имеют о-бщую ТO'lKY М (Ха; Уо), т. е. , Уа = 
= f (Ха) = lfI (х,,) , и касательные- к у){азанным н;pHвым' .JЦJeв.t'Дeнa.ыe.в. mwщ..-М (Ха; 
Уо), не совпадают, то говорят! что кривые у=! (х) и Y=1fI (х) переq1каются в ,точке М. 
Условие пересечения этнх кривых в точке М (Хо; Уо) тако/Ю: 

f (хо) = !р (ха), " (ха) -1= !р' (ха)· , 
Если же эти кривые имеют общую точку М (Хо; Ув) и I(зсзтельные в этоА 

точке к обеим кривым совпадают, то говорят, что КРИ8ые касаются в точке -М. 
Условие касания кривых. в точке М (Ха; Уо) такова: 

. '(хо) =!р (хо) , "(Хо)=!Р' (хо)· 
Если, наконец, 

f (хо) = q> (Ха), " (хо) =!р' (Хо) , r (ха) =q>" (ха), ... , t<n) (хо) = qfn) (хо) , 

ио t<n+l) (Хо) -1=' !р(n+l) (хи), то принято говорить, что в точке М (x~; Уа) кривые 
у=! (х) и y=q> (х) имеют касание n-;х) порядка. 

Если n ~ 2, то кривые У =, (Х) и у =!р (х) в точке М (Ха; Уо) имеют не только 
общую касательную, но и одинаковую кривизну. 

1119. Какой порядок касания имеют кривые у=е-:-Х и ХУ= l/е 
в точке Х= 1? 

Ь, Пусть f (х) =е-Х , !р (х) = 1 /(ех). Найдем последовательные пронзводные 
этих функций: " (х) =_е-х , [" (х) =IГX, !Р' (х) =-I/(ехZ), !р" (х) = 2/(ех3) , .... 
Теперь вычнслим значеиня данных функций и их производных В точке х= 1; 
имеем' (1) = e- 1 , {' (1) = -e-1 , r (l)=e- 1 ; !р (l)=e-1 , !Р' (1) = _e-1 , 1fI", (1)=2e-1 • 

Таким образом, '(1) = q> (1), {' (1) =!Р' (1), но ,N (1) t= 1fI" (1). Следовательно, ука-
занные кривые имеют касание первого порядка. ... . 

1120: При каком выборе параметраакривая у=еах имеет в точке 
х = О касацие первого 110рядка с прямой у = 2х+ l? 

6. Пусть {(х)=еах и lfI(x)=2x+l. Для того чтобы указанные ЛИНИИ , ИМeJIII 
в точке х = О касание первого порядка, необходимо выполнение равенств '(О) =1fI (О) 
и [' (0)=!р((0),. т.е. еа· О =2.0+1 и аеО =2. Отсюда а=2. А .-

Определить порядок касания заданных кривых: 

1121. y=l+cosx и у=;:.2-ха в точке х=о. 
1122. y=sin2 x и оси Ох в точке х=о. 
1123. Цепной линии y=(eX+e-Х)/2 и параболы Y,=I+O,5xt 

' в точке х= о. 
1124. Окружностей х2 + у2=2у и x'+yZ =4y \з точ'ке х=о. 
1125. Параболы y=xI и оси Ох в ' точке х=о. 
H26~ У= 'П (1 +х) и параболы у=х-х2 в точке х=О. 

§ 5. ВЕКТОР~ФУНКЦИЯ СКАЛЯРНОГО АРГУМЕНТА 
И ЕЕ ПРОИ3ВОДНАЯ 

Пространственную кривую можно задать параметрическими уравнен~ями 
x=x(t), Y=II(t), z=z(t) или векторнымуравиеНl-\ем . 

r = х (t) 1+ У (l) j + z (l) k. 
, Последнее уравнение' определяет переменный вектор r как ве,кmoр-фующию 

скалярного аргумента t, т. е. r~ r (t). Кривая, зilДанная уравнениеr.t r=,r (t), на
зывается годографом перемеНIIОГО вектора r. 
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Проll3lJодной вектор-функции r= r (t) по скалярному аргументу t назы",ается 
новая вектор-функция, определяемая равенством 

,() ' dr li.1r r t .=-= т-. 
dt 61 .... 0 дt 

Производная вектор-функции может быть вычислена по формуле 

dr dx dy dz 
Тt=dil+di J + Тt k . 

П • й-роизводная dF есть вектор, направленны по касательнои к годографу век-

тора r в сторону возрастания параметра t. 
dr d2r 

Если t есть время, то Тt- вектор скорости конца вектора г, а dt
2 

- вектор 

ускорения. 

Основные правила дифференцирования вектор-функции скалярного аргумента: 

о d " dri+ drz dгз_ 
1 . тt (Г1+ Г2- ГЗ)=Ж d/ - d/ ' 

dc 
20. dt; где с-постоянный вектор; 
" d dr dл. 
30. Тt(л.г)=л.Тt+Гdi' где л.=л.(t)-скалярная функция от '; 

о d" dri . drz. 
4 . dt (Г1· Г2) = dt .Г'+Г1· dI' 
о d " dr{ dr.z 

5. тt (rlXrZ) = dt X Гa +Г1 XТt· 

Уравнения касаmeлыюй к пространственноА кривоА r=x(t) l+y(t)J+z(t)k 
в точке Мо (хо; Уо; zo) записываются в .виде 

(Х-Хо)/Хо = (У-Уо)/Уо = (z-zo)/z~; 

где хо = х ио). Уо= У (/0). Zo =z ио), ХО =х' (/)0' Уо = у' (/0) ' i o =z' ио1· 
Нормальной плоскостью называется плоскость. проходящая через точку каса

ния и перпендикулярная касательной . У равнение нормальной nлоскoctnu имеет вид 

хо (X-Хо)+.Уо W-Уо)+Z (z-zo) =0. 
ДuффереНI~U(lЛ дуга nростран.ственн.оЙ кривой вычисляется по формуле 

ds= VX2+Y2+i2dt. 

1127. Какая линия является годографом вектор-функции f = 
=аА cos t + aj sin t + ctk? 

ь. Эта линия имеет параметрические уравнения x=acos t, y=asln t, z= ct, 
опред~яющие винтовую линию .• 

Найти годографы вектор-функций: 

1128. r Icost+J+ksint . 1129. r=t(I+J+k)-
Н3(); r=i+j+tk. 1131. r=icht+j-sht. 
1132; Найти производную скалярного произведения векторов 

"r1 =3ti+2j+5k и r2 =2i-3tj+k. 

t:.. Имеем 
d (ri,rz)" " drz+ drj 

dJ ~1· d/ t 2 \ d/ = 
= (3tJ +2] + 5kH-3j) + (2i -3tJ+k)·31=-б+6 =0. 
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П~JЛученный результат объясняется тем, что скалярное произведение rl·r2 =5, 
т. е'. является постоянной величиной . ... 

1133. Показать, что векторы г = i cos t + j sin t + k и : перпен
дикулярны. 

dr . 1::. Имеем ([[=-1 sm t+J cos t. Находим скалярное произведение: 

dr 
r.([[=- 'eos t sln / +sln / cos t + 1· 0= О. 

'dr 
СледоватеЛi!ИО, r J.. Ж· ... 

1134. Найти производную вектор-функции г = i ch' t + j sh t ch t+ 
+ k shs t. 

1135. f= j sh t + j ch t +k l(chz t-3 s.hz t. Найти d~2). 
1136. fi=it+jt2 +ktз , fi=it2 +jtЗ +kt. Найти d(r~;r2). 
1137. Составить ура,внения касательной и нормальной плоскости 

к кривой x=asinZt, у=Ьsiпtсоst, z=ccosst в точке t=n/4. 

1::. Находим х=а sln 2е,у= ь cos 2/, г= - csln 2t. При t=nj4 имеем : xo=af2, 
!lо=Ь/2, zo=c/2, хо=а, уо=О, io=-c. 

Уравнения касательной : 

(x-aj2)/a = (y-b/'l)/O = (z-'-c/2)j(- с). 

Уравненне нормальной плоскости ~ 

а (х- ~) -с (z- ~ )=0. илн ax_cz~a2 2 с
2 =0 .... 

1138. Составить уравнения касательной и нормальной плоскости 
к винтовой линии r = i cos t + j siп t + Vз tk в точке t = п/2. 

1139. На кривой x=t+1, y=tZ-l, z=tз найти точку, к кото
рой касательная параллельна плоскости х+2у+г-l =0. 

1140. Какой угол образует с плоскостью хОу касательная в вин-
товой линии х = cos t, У = siп t, Z = 2 V'2 t в точке t --:- п/4? 

1141. Составить уравнения касательной и нормальной плоскости 
к кривой х= (I/V'2) etsint, у= 1, z=(l/V2)etcost в точке t=Q. 

1142. Составить уравнения касательной к кривой x=et (cos t + 
+ sin t), у = е! (sin t -cos t), z = et в точке t = О. 

1143. Составить уравнения касательной к кривой г = t2 j + t' j + 
+ttk в точке t=l. 

1144. Показать, что кривые г = (и + 1) j + u2j + (2u-l) k и г = 
==2рЧ + (3v...:2) j + v2k пересекаются, и определить угол между кри

, выми В точке их пересечения. 
1145. Составить уравнения винтовой линии, если радиус осно

вания цилиндра R = 4, щаг h ='6п, и найти дифференциал ее дуги. 

1::. Уравнения винтовой линии имеют вид х=4 cos t, у=4 sln t. z=3t. так 
как z=h при t=2n. Продифференцнруемэти ура!lнения: x=-4slnt, Y=4cost. 
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z = З. <:;;ледоI!a:rелы:lo' ~иqxpeреНL{иал дуги равен 

Ш= V X2 +y2+i2 dt= у 16 sm2 t+ 16 cos 2 '+,9 dt;'" 
= Y16(smZ t+cos2 't)+9dt=5dt. А 

1146. Найти дифференциал дуги кри ВОЙ х = а 'Cos2.f, У ~ 
= v а2 + b~ sin t Cos t, z = Ь sin2 t. 

1147. При каком шаге h длина дуги одного витка винтовой линии' 
х = cos t, У = sin t, z = ct равна 4n? 

• Воспользоваться тем, что при развертывании цилиндра на плоскость один 
виток винтовоii линии превращается в отрезок прямой. 

1148. Уравнение движения имеет вид г = 3i cos t + 3j sin t + 4tk, 
где t-время. Определить скорость и ускорение движения n пронз
вольный момент времени: 

1149. Уравнение движения имеет вид г = ti + t2 j + tЗk. Опреде
лить скорость и ускорение движения в момент t , 1. 

§ 6. сor1РОВОЖДАющИff IРЕХГРАННИК ПРОСТpiАНСТВЕННОЙ КРИВОЙ. 
КРИВИЗНА И КРУЧЕНИЕ 

Во всякой точке М (х; у;. z) пространственной кривой r ,= r(t) можно постро, 
ить три взаимно перпенднкулярных единичных вектора (рис. 40); единичный век
тор касателыщй (тангенциальныii единичный 
вектор) , .'jf 

dr dr/dt 
Т= ds = Idr/dt I : 
() 

Рис. 40 Рис. 41 

единичный вектор главной нормали 

",,= dT/ds 
I dT/ds I 

единичный вектор бинормали 

Соответствующие неединичные BeKТOp~ можно найти по формулам: 
dr 

т = dt (вектор касательной), 

dr d2r 
В = {[[ х dt 2 (вектор бинормали), 

'N = В Х т (вектор r лавной нормали). 
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Плоскость, содержащая векторы т и' 'У, называется СОn'РUlCl1Cающейся пдоско
стью; содержащая векторы v и jJ,- нормалыюй плоскостью; . содержащая. векторы 
jJ и T.~ спрямляющей плоскостью. 

Трехгранник с вершиной в точке М, образованный соприкасающейся, нор
мальной и спрямляющей плоскостями, называется СОnРOlJOЖдающuМ" трехгранни
КОМ пространственной кривой (рис. 41). 

Кривuзной лииии в точке М называется чиедо К = 11т :!. где !р- угол 
&s .... o us 

ПОIIорота касательной (угол смежности) на дуге MN, ~S-ДJlина этой дуги. 

. Если кривая задана уравнением r=r(s), то к=1 ~: 1. 
Если урапнение кривой имеет вид r = r (t), то 

Кручением кривой в точке М называется число а= &~~o :s ,где В-угол 
попорота бинормали (угол смежности второго рода) на дуге MN. 

Ееди r = r (5), то (J = =F 121 ' где знак «минус» берется в случае одинакового 
направления векторов .:!1!. и '1, знак «ПJ!ЮС»-В едучае их противоположного 

ds , 
направления . 

Если r=r(t), то 

1150. Найти тангенциальный вектор 't кривой r = t!i + t 8 j + t8k 
в точке t = 1. 

f:::" Имеем 

При t = I находим 

1151. Найти тангенциальный единичный вектор кривой r=5ti+ 
+12j cos t + 12k sin t в произвольной точке. 

1152. Найти тангенциальный единичный вектор кривой x=t siп '+ 
+cost, у=tсоst-siпt, z=t 2 Y2 в точке t=n/2. 

1153. Найти вектор 't винтовой линии Х = а cos " у = а siп t, 
г~ VЮ-а2t, R > а > О в произвольной точке . 

• г-- dr . • г--, t::. r=alcost+ajslni+ r R2_a2tk, ar=-.a/slпt+ajcosi4-r R2_a!k. 
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",: /=Vа3Slnlt+аIСОЗlt+R2-аS=R, 
_ dr/dt - аl Эln t+aj cos '+ y'R"C/.iik 

't-\dt/dtl R :::::11 

= _ as; t 1 + а c~s t J + У R~- а' k .... 

1154. Найти вектор р винтовой ЛИНИИ в проиэвольной точке. 

dr .г--- d2r /:::,. Имеем dГ=-. аISlnt+аJсоst+ r Ю-а2 k, dTI=-аlсоst-аJslnt. 

Найдем векторное прояэведенне этих векторов: 

dr d'r l k 
B=dГ X (ПI= -aslnl acost YR2_ a! = 

- а cos t -а sln t О 

=аУ R'-a2 sln t·l-a y~ cos t.j+a2k; 

,В 1=\: X~ I=Val (R'-al) sln1 t+a2 (R2_a2
) cos2t+a4 -аR. 

Следовательно, 

А В, ayRi=Qilslnt-аУ~Jсоst+а2k 
.. 18/- aR = 

YR'-as YR'- a' а R Эln 1·1 R cos t.j+1f k .... 

1155. Найти вектор 'у винтовой линии в произвольной точке. 

!1 Так как "=II Х '1, то 

1 J 
y~cost 

R 
YRi=ii'f sln t 

R 
а sln t 
-/Г 

acos t 
-R-

" а 

R 
YRCili 

R 
1156. Найти кривизну К .винтовой линии. 

=-1 соз t-J sln t . ... 

/:::,. В задачах 1153 в 1154 было найдено, что 1: I=R, I :~ Х :~/=aR; 
поэтому 

19() 

а 

RS' ... 

1157. Найти кручение а винтовой линии. 
!1 Имеем 

dr " ,г--
dТ~-аlsln" t+ajcost+, R~-al k, 

~~:::i:I~ alcos t-aJsfu t, : -аl sш t-аJ соз t. 



Найде~ смешанное произ~едение этих векторов: 

dr d2r dЗг - а sin t а cos t У R2_a2 

- acost ав' t О =a2 , r R2_a2. d[(fi2 dt З - - - m r 
а вln t - а cos t О 

в задаче 1154 было найдено, что I ~~ х ~;~ l=aR. Следовательно, 

I 
dr d2r \ 2 . . а2 у R2_a2 у R2_ a2 
dt Х dt2 =a2R2. Таким образом, (1= a2R2 R2' А 

1158. Составить уравнение соприкасающейся ПЛОСI<ОСТИ винтовой 
линии В произвольной точке. 

А Этаплоскость проходит через точку (а cos t; а sln 1; У R2_a2 t) и пер· 
у Ю-а2 sln t YR2-a2 cos t а· 

пендикулярна вектору бинормали ~= R i- R J+ R. k. 

Поэтому уравнение соприкасзющейся плоскости таково: 

УЮ-а2 
R sln t (Х - а cos t) 

Y 'R2 . a2 cos t а ( ---R (Y-aslnt)+ R Z-Y R2 __ a2 1)=0, 

или Х у R2_ a2 вln t-Y У Ю-а2 cos t+aZ-а У R.2- а2 ,=о. А 

, 1159. Составить уравнение спрямляющей плоскости винтовОЙ 
линии в произвольной точке. 

А Эта плоскость проходит через точку (а cos '; а sln t; YR2_ a2 t) перпеR
дикулярно вектору главной нормали V=- i cos t-j sln '. Поэтому искомое урав
нение имеет вид 

-(Х-асоst)соst-(У-аslл/)slпt=О, т. е. Xcost+YSint-а=О. А 

1160. Составить уравнение нормальной плоскости винтовой 
линии в произвольной точке. 

. . asln { 
.А Эта. плоскость перпендикулярна вектору касательноii "t=---R-1 +-
а cos t У Ю-а2 + --г J+ R. k и прqходит через точку (acost; aslnt; YR2_ aZ t). 

Поэтому искомое урэвнение имеет вид 

а sln t а сов I У R.2_ a2 ( ---
-]Г" (X-acos t)+~(У-аSlnt)+ R Z - YR.2_ a2 1)=0, 

или 

1161. Найти вектор т кривой х=бt, y=3t2
, z=t3 в точке t=l. 

t 162. Найти вектор ~ той же кривой при t = 1. 
t 163. Найти вектор v той · же кривой при t = 1. 
1164. Найти кривизну К той же кривой при t = 1. 
1165. Найти кручение а той же кривой при t = 1. 
1166. Составить уравнение соприкасающейся плоскости той же 

кривой при t = 1. 
1167. Составить уравнение спрямляющей плоскости тОй же кри

вой при t = 1. 
1168. Состави'ть уравнение нормальной плоскости той же кри

вой при t= 1. 



ГЛАВА уш ' / 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ - ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 
НЕСКОЛЬКИХ НЕ3АВИСИМЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§ 1. ОБЛАСТЬ ОПРЕДЕJIЕНИЯ функции. 
линии И ПОВЕРХНОСТИ УРОВНЯ 

Пусть даны два непустых множества D н U. Если каждой паре действитель
ных чисел (х; у)' принадлежащей множеству D, по определенному правилу ста
вится в соответствие один и только один элемент и из и, то говорят, что на 
множестве D задана функция f (или отображение) со множеством значений U. При 

f . 
этом пишут D -+ и, или f: D --+ и, или и 7= f (х, у). Множество D называется 
облаетЫ9 определения функции, а множество и, состоящее из всех чисел вида 
f (х, у), где (х; у) Е D.- множесtnБОМ значений функции. Значение функции 
и = f (х. у) в точке М (хо; Уо) называется частным 8наченueм функции и обозиа
чается J (хо, Уо) или f (М). 

Область определения функции и =1 (х. у) в простейших случаях представляет 
собой либо часть плоскости. ограничеиную замкнутой кривой. причем точки этой 
кривой (границы области) 'могут при надлежать или не принадлежать области 
определения, ли60 есю плоскость, либо. наконец, совокупность нескольких частей 
плоскости хОу. Геометрическим изображением функции u=f(x. у) в прямоуголь
ной системе координат Охуu (графиком функции) является некоторая поверхность. 

Аналогично определяется функция любого конечного числа независимых 
пер'еменных u=f(x, у. г , ... • /1. ·- .-

Линшuуровня функции и = f (х. у) называется линия f (х, у) = С на пло
скости хОу, в точках которой функция сохраняет постоянное значение u.= С. 

Поверхностью уровня ФУНКПИIf и = f (х, у, г) называется поверхность 
'(х. у, г)=С. в точках которой функция сохраняет постояниое значеиие u=С. 

1169. Найти область определения функции . И= Va2-хZ_у2~ 
6. Функция и принимает действительные значения при условии а2_х2_ у2 ~ О 

т. е. х2+ у2 ~ а2 . Областью определения данной функции является круг радиуса а 
с центром в начале координат. включая граннчную окружность. А . ' 

. 1170. Найти область опреде~ения функции u = arcsin (х/у2). 
6. Эта функция определена, если y-:j: О и -1.;;;,x/y2.;;;, 1, т. е. _у2о;;;;;.х.<.у2. 

Областью определения функции является часть плоскости. заключенная между 
двумя параболами у2=х и у2=_х. за исключением точки О (0;0). А 

1171. Найти область определения функции u=ln(2z2 -6x2 -

-Зу2_б). 

6. данная функция зависит от трех переменных и принимает действительные 
значения при 2z2 -6х2-Зу2_6 > О. т. е. ,,2/I+y2/2_z2/3 < -1. Областью опре
деления функции является чаСть пространства, заключенная внутри полостей 
двуполостного гиперболоида. А 

1172. Найти линии уровн.я функций U = х2 +у2. 

6. Уравнение семеАства линий уровня иМеет вид х2 +у2=С (С> О). Прида
вая С различные действительные значения, получим концентрические окружиОсти 
с Ц.ентром в начале координат. А 
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1173. Найти поверхности уровня функции u=x'+z'-y'. 

А УраВlfение семейства поверхностей уровня имеет вид х2 + Z2 - уа = с. Если 
с=о, то получаем X2 +Z2_y2 =0-кОНУС; ecJIи с> О, то X2+Z2_ y2=C
семейство однополостных гиперболоидов, если С <- О, то X2+Z2_ y2 =С -семей
ство двуполостных гиперболоидов .... 

Найти области определения функций: 

1174. и= VX'+y2-1. 

1176. u = arcsin (х + у). 
1178. u = ln (- х+ у). 
1180. u = V а2_Х2_у2_ г2. 
1182. u = ljlп (1_x2 _ y2_z2) . 
Найти линии уровня функций: 

1184. z=2x+y. 1185. z=x!y. 

1187. z=Vx/y. 1188. z=еЖ!I. 

1175. u=1/Vl-x2 - y2. 

1177. u = V cos (х2 + у2). 
1179. u=y+VX-. 
11~1. u = аrсsiп (г /V ха + уа). 
1183. u=Vx+y+z. 

1186. z = lп V у/х. 

Найти поверхности уровня функций: 

1189. u=x+y+3z. 1190. U=X2+y2+Z~. 1191. u=x2 _ ya_ z2. 

§ 2. ПРОИ3ВОДНЫЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ФУНКЦИЙ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

1. Частные ПРОНЗ80Анwе первого ПОрIlДI01. Частной nроuэsoдной от функции 
Z = f (х, у) по независимой переменной х называется конечный предел 

11т '(х+Ах, y)-f(x, у) 
4" .. 0 Ах 

ВblЧис.'1енныЙ при постоянном у. 

aZ 
дх 

t~ (х, у). 

Частной проиэводной по у называется конечный предел 

11т f(x,y+~y)-f(x,y) az ,'( ) 
411-0 ~y ay!l Х,у. 

в:"численный при постоянном х. 
для частных проиэводных справедливы обычные правила и формулы диф

ференцирования. 

. Н ди ди 
1192. u=x2 -3xy-4y2-x+2y+l. айти дх и ду' 

ди 6 Рассматривая у как постоянную величину, получим дх=2%-Зу-J. 

Рассматривая х как постояниую, наАдем дди=-ЗХ-8li+2 . .. 
у . 

11 I уа Н ' ai az 93. г=еХ +. айти дх и ду' 

л дZ_..хI+У'( '+ 1)'_n __ x'+V" .дz '".+ ... ( А+ 11\' 2ух'+'" ... 
Q дх -.,.~ . х У, .J"-~ • дjj=ff" ' Х· у IfI= е '._ 
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1194. р = и· c.ost ср. Найти :~ и ~. 
t::.. : =4IlaI;OSI!p, ::=u •. 2COSCJ><-sшCJ»=-u'SIn2q> ... · 

1195. Покзззть, что ФУНКЦИЯ z = У ln (х' - У') удовлетворяет 
l д~ la~ z 

уравнению х' дх +у" ду = у' • 

t::.. Находим 

l!!-=~; ~=In(x'-Y')-~. 
дх xl_y~ ду " х'_у' 

ПодстаВИN найденные выра~ення в левую часть уравнення: 

~ . х,2хуу• +~ [1п (хl-у') - х,2У' у' ] = х,2У у,-х' 2у у' +10 (х: - у') ЕВ -t •. 
Получаем тождество, т. е. функцня z УДОll./lетворяет данному уравнениЮ ... 

1196. Показать, что ФУНКЦИЯ z =у"/Х sin (у/х) удовлетворяет урав-
дz az 

нению х' дх + ху ду = YZ. 

6. Находии 

:~ =yV/x.ln У( _ ~ ) бln (~ )+yll/% СО, (~ ).( - ;. ), 

~= [y/f/X.ln Y (..!.:.)+.!L.yV/Ji-l] sln (.!L)+y"/x со, (.!L).-l. 
ду х х " х х J6 

I 

Подставнм найденные выраження в левую часть уравнения: 

-х' L.yY/x, ln У'бln (К) -хl.L.yV!хсоs (К) + 
~ х ~ х 

+ху.~.yV/Х-l.SIn ( ~ )+ху. ~ 'y"/Ji.lny.slц (~)+ 

+ху. ~ .y"/Ji cos ( ~ )=yy"/Ji sin ( ~) I!S yz. . 

Получаем ТQждество; следовательно, функция z удовлетвориет данному 
уравнению .. .. 

Н ди ди 
1197, u = х'+2у'-Зху-4х+2у+5. аlfти дх' да. 

1198 "' ,. • е Н й дг д, '. r = р S1П • 3 ти др' де • 

х' х дu дu 
1199. u=I"--' Найти -д '-д' 

У У х У 

1200. z=exg(x'+N'). Найти :~. ~;. 

1201. u=2у' VХ+ЗУ' VZI. Найти дд~' да да ... дy'Тz' 
1 2 I / Н ди ( да да 

20 • и =еХ "+e- z 
11. айти дх ~ ду' дZ' 



у dz dz 
1203. z =arctg 1 +XI • НаАти д%' ду' 

1204 'е(Х' + 11")' Н w dz dz • z = . аити дi' Ту' 

1205. и = (х-:- 11) (x-z) (g-z). Найти :: I :;, :: • 

Н ди ди 
1206. и = e8x"+lv'-I'II. аАти д'~ , -... ду' 

1207. u=еЖ//Z·siп ~ . Найти ~: • 
%1 J6 I I 

1208. Показать, что функция Z=2-+-2 +--- удовлетворяет 

·дz дz r 
уравнению х' дх' + у' ду = У . 

у % fJ 

д% д% 

12' 09. На'!!'ти" др д6 в' в n ду ду , если x=pcos , у=рsш • 
Трав 

2. ПOJПlwA АИффереВЦНaJI. ПОАНbUl nрuращениея ф~кции z=f(x, у) в точке 
М(%; у) называется разность Az=I(%+Ax, y+AY)-f(~, у), где Ах и Ау-про
НЗВOJlьные приращения аргумеитов. 

Функция z= f (%, 11) называется дuфференцuруеAЮil в точке (%; у), если взтой 
точке полное приращение мОЖНО прещ:тавить в виде 

ы=А Ах+В Ау+о (р), где p=y .. ru .. I+ ........... Agt-.. 
ПоАНliUl дuфференцши.оAt функции z = f (%, у) называется главная часть ПOJl· 

ного приращения ы, лйнейная относительно приращений аргументов Ах и Ау, 
т. е. ш=А Ах+В Ау. 

Дифференциалы незрвисимых' перемеliНЫХ совпадают с их приращеииями, т. е. 
и=Ах и dy=Ay. . . 

Полный дифференциал фуикции z = 1 (%, у) вычисляется по формуле 

дz дz 
dz= д% ш+ ду dy, 

Аналогиqно, полныА дифференциал функции Трех аргументов u = I~, 11, z) 
вычисляется по формуле 

du= ~; ш+~ dg+ :: ш. 
При достаТОЧНQ малом р = У' Ахl + Ау' для дифференцируемой функции 

z = f (%, у) справедливы приближенные равенства 

Az ~ dz; f (%+'Ах, у+Ау) ~ f (%, 1I)+ш. 

1210. z=arctg %+!/ , Найти ш. 
%-у 

l:::. Найдем частные производные: 
дz 1 -2у !/ дz 

дi= 1+(%+y)I'(%-у)1 - xI+yl' ду 
, %-у, 

I ~ х 

1+(%+y)l' (Х";"'II)1-r+Y" 
%-у , 
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1211. u=xy!z. Найти du. 

ди ди да 
Ь. Имеем dU=axdx+ay dY+az dz, где 

ди 2 % all !] 
-=У z.xY Z-l, -=,ХУ z. nx.2yz, 
дх ду 

Следовательно, 

du =y2ZXy%z-1 dx+2yz·xY!Z ·In х dy+y2xYZZ.]n х dz. А 

1212. Вычислить приближенно V sin2 1,55+ 8eCMlЪ , И~jфДН из 
значения функции z=Vsin2 x+8eY при х=л/2~ 1,571, у-,О. 

Ь. Искомое число есть наращенное значение ФУНКI(Ии z iфи ~x=0,021, 

tJ.y=0,015. Найдем значение z при х=л/2,У=О; имеем Z=YS!n1 (n/2) + 8е°=.З. 
Находим П.риращение функции: . 

• ~ d _ az. +az. _sln 2х ~x+8eY tJ.y_ 8.0,015_002 "z ~ z - - "х - "у - - -,. 
дх .ду 2 Ysin2x+8eY 6 

Следовательно, Уsin2 1,55+8еО,ОlБ ;::::3,02. А 

1213. Вычислить приближенно arctg (1,02/0,95), исходя. из зна
чения функции z = arctg (у/х) при х = 1, У = 1. 

!\ Значение функции z при x=l, у=1 есть z=агсtg(I/I)=n/4,;::::0,7-85. 
Найдем приращение функции tJ.z при tJ.x=-0,05, tJ.y=D-,02: 

"z",",dz=a! ."+az,, =_ уы + xtJ.y =xtJ.y-уtJ.x 1·0,02+1·0,05 0035 
" . - дх il.<. ду"У х2+у2 х2 +у2 х2 +у2 2 ,. 

Следовательно, arctg (1 ,02/0,95) =z+tJ.z ;:::: 0,785+0,035=0,82. А 

1214. z=ln(x3 +y2). Найти dz. 
1215. z=lntg(yjx). Найти dz. 
1216. z=sin(x2 +y2). Найти dz. 
1217. z = хУ. Н а йти dz. 
1218. u = ln (х + V'x2 + уЗ). Найти du. 
1219. z=eX(cosy+xsiny). Найти dz. 
1220. z = еХ+ У (х cos У + У sin х). Найти dz. 
1221. z = arctg 24(x+s~n у). Найти dz. 

-xsmy 
1222. u = e'(YZ. Найти du. 
1223. Вычислить приближенно 1,024,0&, исходя из значения ФУНj{

ции г=хУ при х= 1, у=4 и замеНЯЯ.ее приращение дифферен-
циалом. . 

1224. Вычислить приближенно In (0,093 + 0,993), исходя из зна. 
чения функции z = ln (х3 + у3) при Х = О, У = 1 . . 

1225. Вычислить приближенно V 1,022 + 0,052, исходя из значе
ния функции z=VX2 +y2 при х=l, у=О. 

1226. Вычислить приближенно V5eO'02 + 2,033, исходя из значе
ния функции z:=VSeX+y2 при х=о, у=2. 

1227. Вычислить приближенно V"I,-;;0C-:4-:-1 -:,g7"g-+-;-Jn--'-I,"0=2, исходя из зна-
чения функции u=VxY+Inz при х=l, у=2, z=l. 
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З. Частные ПРОНЭ80дные н Jl.ифференци8JIЫ высших ПОРIIJl.КОВ. Часmны;!/U: - про
uэводНbl,4lи второго порядка от функции z = f (к, у) называЮТС!l частные производ
ные от ее частных производных первого порядка . 

Обозначения частных производных второго порядка: 

д (aZ) a2z д (aZ) a2z . 
дх дх = д.х2 = [;х (х, у); ду ах = дх ду = . [;у (х, у); 
д (aZ) t)2z д (aZ) a2z 
дх ау = дудх = '~x (х,у); ау ду = ду2 =f;y (х, у). 

Аl1аJIOГИЧНО определяются и обозначаются частные производные TpeTl>erO и 
JlЫСШИХ порядков, иапример : 

д (a2Z) ёJЭz {~" ( ) д ( a2
z ) ёJЭz ['" ( ) 

дх дх2 = дх3 = ххх х, у; ду дх2 = дха ду = хху х, у и т. д. 

Так называемые «смешанные» производные, 9тличающиеся друг от друга лиш~ 
последовательностью дифференцирования, равнЬ! между собой, если они непре-

'. a2z a2z . 
рывны, например д-д =д-д • 

х у у х 

Дифференциалом второю , порядка от функции z = f (х, у) наЗblВ;lется диффе
ренциал от ее полного дифференциала, т. е . d~z = d (dz) . 

Аналогично определяются дифференциалы третьего и высших порядков: 
tf!z=d(d2z); вообще dnz=d(dn-1z). 

Если х и у- независимые переменные и функция f (х, у) имеет непрерывные 
частные производиые, то дифференциалы высших порядков вычисляются по фор

, uулам 

a2z a2z a2z 
d2z= дх2 tfx2+2axaydxdY+ay2 dy2; 

. дзz aзz aзz aзz 
~~. ;, axJ, dхЗ+3 дх2 ду щ2 du+3 .дх ду2 tfx dy2+ay3 dy3. 

Вообще, имеет место символическая формула 

которая формально раскрывается по биномиальному закону. 

a2z a2z a2z 
1228. z = у 1п х. Найти дх2' дх ду' ду?· 

az у az 
8, Найдем частные производные: дх =х; ду = 1п х. Дифференцируя пов-

,«>р I,J0 , получим ,; 

: ·'ддxa~ =адх ,( Ух ' ) ·' - x~" a?z д a
2
z д (у) I А • ay2==ay(lnx)=O; дхду=ду )i =х· 

u a2 z J229. z=]ntg(y/x). Наити дхду , 

az ') , ( у) у 2 
6 qx=fgWjX)' sec2~/X) . -хз ==- х2 ' sln(2yjx) , 

'a2z ) 2 У -2cos(2yjx)·(2/x) 
дх ду == - х2 ' sIn (2yjx) ха ' sIn2 (2у/х) 

' 2 ' 
= ха sInI (2yjx) , (2у cos (2у/х) -х sIn (2у/х». А 
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1230. z=sinxsin у. НаАти tftz. 

дz дz 
6 ax=cosxstny, ay=stnxcosy, 

a1z a1z a1z 
ax.=-sJnхstnу, axay=cosxcosy; ay.=-stnxs!ny, 

~=-~x~y~+2~x~y~~-~x~y~. А 

1231. z=XSy. Найти d'z . 

.. az aiz дlz az I a2z 
l:::. дх=2ху, дх' =2у, дхЗ =0, ду=Х, ду. =0, 

дlz aзz iPz 
ду'=О' ax'lay=2, дхду'=О; 
tPz=0.dx3+3·~ldy+3.0.~.dy·+0 . .d!l'=6dxldy .• 

д'u 1232. u=4r+3x2y+3xy'-уЗ. Найти дхду' 

. д·и 
1233. u=ху+sш(х+у). Найти дх" 

д2u 
1234. u = ln tg (х+ у). Найти дхду' 

5 t х + !I Н. a2z 123 . z=arc g 1 • аити д-д' 
-ху х у 

1236. z = x'ln (х + у). Найти д~:Y' 
asu 

1237. u=xsinxy+ycosxy. Найти -дх.' 

1238. u = sin (х + cos у). Найти д::~Y' 
1239. z=O,51n(x'+yl). Найти d2z. 
12~O, z =cos (х + у). Найти d2z. 

v aзz 
1241. z =cos (ах+еУ). Наити дхду'" 

1 42 x'-Вx!I' Н v аэu 
2 • u 2' аити -д I д • 

х- у х у 

1243 '3 П a5
l a5z . z=x у. роверить, что ax!ay'=a!l'ax'" 

1244. z=x'+y'-xy-2x+y+7. Найти d2z, 
1245. Показать, что функция z = ер (х) g (у) удовлетворяет урав-

a1z az az 
нению z дх ду = дх • ду' 

1246. Показать, что функция z = g (х) + yg' (х) удовлетворяет 
az az a2z 

уравнению дХ=д-+Уд-д ' 
11 ху 2 I 

1247. Показать, что функция u = уе" -у удовлетворяет 'уравнению 
~ • ди+ ~ • ди = ~ 
х дх У ду ,,1 . 

1248. Показзть, что функция и = ~t e-~I/(4а·t) удовnетворяет 
да ,д'и 

уравнению д' = а дх.' 
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1249. и~e'l1. Найти d'u. 1250. , и=ln(х+у). Найти d'u. 
1m. и=у/х. Найти еРи. 1252. и= X!JZ. Найти еРи. 
1253. u=xlny. Найти d'u. 1254. u=es+y. Найти еРи. 

4. ДwффереRЦl!JlO8аВRе rJЮ.RWX фупцнl. Пуегь-z=f (х, 1/), где х=Ч' (1), 
Y=~ (1) , R функции ~ f (х,у), 41' (/), 'ф (1) днффереИЦllруемы. Тогда производиая 
сложной фуикции г=! [41' (t), 'Ф (t») вычисляется по формуле 

dz дг dx дг dg 
dl=ax' dt+al/' dt' 

Если z = f (х, 11), где 11 = rp (х), то nОАНая , nроuзвoдная от z по х иаходится 
ПО формуле 

dz=az+дZ.dg. 
dx дх ду dx 

Если же z=f(x, 1/)1 где x=rp('. 11). I/=(~, f)). то [часmые производные 
выражаются так: 

дг дг дх дг ду дг дг дх дг ау 
д, = дх • ~ + ду • д, и от) = дх ' от) + ду , От)' 

1255, z=еж8+у8 , где x=acost, y=asint. Найти ~. 
6. ~eeM 

dz дг и+дг , dy 1+ I 2х I уа 
dt=ax'dt al/'dt=tx у . (-аs1n1)+еХ+ .2y(acosl)= 

=2aeX1+yl (yf'.os t-xs1o 1). 

Выраз~в х и у через' t. пdnучим 
dz 
dt =2ае,,1 (а s10 t соз е-а соз t s10 1) ,=0. А 

1256. z= 1п (xt_y') , где у=е". Найти ;;, :. 
дг 2х ' 

Ь. Имеем д-=-'--" Используя формулу полной производноА, находим 
х Х-I/ 

dz дг дг dy 2х 2y~ 2(x-yeX~ 
dx=ax+ay' и=ха_уа-х2 _у' xl_y" А. 

t 'и dz 
1257. z:- 2ln и' где и = tgt Х, V = ctg' х. Найти и' 

~-1I dz 
1258. z=x'+y' где у=3х+l. Найти dx' 

, Н azdz 
1259. z = х У, где у = cos х. айти дх и dx' 

х-У х' 11' , dz 1260. z = Jn у 1 где У = х cos а. . Най-rи ,,-" 
х+ х'-у' ' ..... 

, ' дz дZ 
126t. z=x'+y'. где x=~+", y=6-fJ· Найти д,' ar]' 

1262. u=ln(xI+y'), где X=6fJ, у= ~ . Найти~, ~. 
1263. Показать, что ФУНКЦИЯ и = Jn (1/ г), где r == 

V ~ ~ -= (х-а)'+ (у-Ь)'. удовлетворяет уравнению дх' + д1l' = О. 



Б. ПРОИЗВОАИ8Ji в Ааннщ.t направлении. г.рад.иевт ФувlЩ~И., Про.uзвООноl1 ФУНК
цИИ z=f (х,у) 'В точке М (х; у) в направлении вектора' I=MMi иазываетси 
предел " 

дz= lim f(M1)-f(М) 
дl I мм. 1-+ о 1 MMi 1 

Если функции f (х, у) 'дифреренцнруема, то производная в данном направ
~ении вычисляется по формуле 

дz дz дz 
ду. дх cos а+ау sln а, 

где а-угол, образованны/i вектором 1 с осью Ох. 
. В случае функции трех перемеииых и = f (х, у, z) производная в данном на

правлении определяетси аналоги'lНО. Соответствующая формула имеет вид 

ди дu дu дu 
дl = дх cos а+ ду cos ~+ дz cos у, 

где cos а, cas~, cos у-направляюшие КОСИНУСЫ вектора' 1. 
Градиентом функции z=f (х, у) в точке М (х; у) называется вектор С на

чал'о~ 'в тоЧ-ке М, имеющи/i своими координатами частные производиые функции z: 

дz дz 
grad Z=д-I+д- j. 

х 'у 

Градиент функции и производная в направлении вектора 1 связаны формуло~ 
дz 
дl =пр, grad z. 

Градиент указывает направление наибыстрейшего роста функции в данноil: 
дz ' 

точке. Производная дl в направленнн градиента имеет lIанбольшее зиачение, 

равное 

(~~)ваВб ==1 grad z 1= У (~~)3 + (:;у. 
, в случае функции и = f (х, у, z) градиент функции равен 

дu дu дu 
grad и= дх 1+ ду J+ дz k. 

1264. Найти производную функции z = xl_y" В точке М (1; 1) 
в направлении вектора 1, составляющем угол а. = БОа с положитель
ным направлением оси Ох. 

6. Найдем значення частных производных в точке М: а?= =2х, ддz = - 2g, . х у 

( дZ) (дZ) , .r-, ' дх м=2, ау м=т-2.Так как соsа=сos60О=I/2,slла=slл60О=r 3 2, то 

дz (1 УЗ) .r-дl'f"2 2'--2- == 1- r 3 ';:!, -{),7. А 

1265. Найти rIРОИ3ВОДНУЮ функции U =ху"г3 В точк-е М (3; 2; 1) 
в направлении вектора MN, где N (5; 4; 2). 

6. Найдем вектор MN и его направляющие.КОСИНУСЫ: MN=I=(5-3)1+ 
+ (4-2) J+ (2-1) k=21+2J+ k; ~os a=2/Y22 +2z+ 1'=2/3; cos ~=2/3; 

,200 



соз У'= 1/3. Вj,lЧИСЛНМ- 'SRачения частных ПРОIIЗВОДИЫХ в точке М: 

:;=у1zЭ; :;=2xuz3; ~~=3xy'Z'; (:;)м=4; (:;)м=12; (~~)м=З6· 
ди 2 2 1 2 

Следовательно, д' =4'з+12'з+36'з=22з, А 

1266. Найти производную функции z = ln (х' + уЗ) В точке М (3; 4) 
в направлении градиента ФУНКЦИИ z. 

ь. Эдесь вектор 1 совпадает с градиентом фУНКQИИ Z = In (х! + у2) В точке 
М (3; 4) и равен 

grad Z~(xl~yl)M 1+(X2~yl)M 1=;5 J+fsJ· 
Следовательно, 

:; = I grad z 1 = -v (:5) I + (~ ) 2 = ;. А 
1267. Найти величину и направление градиента функции ц:;::: 

=tgх-х+3siпу-siп3 у+z+сtgz в точке М (п/4; п/3; п/2). 

6. Найде", частные IIроизводные 
& & . & . 
дх =sec2 x-I, ду =3 соз у-3 slnl у соз у, az = I-cosecl 

Z 

И вычислим их значения в точке М (n/4; n/3; 1(/2): 

( дИ) =2-1=1, (~) =з . .l_з(уз)t . .l=~, (дИ) =1-1=0. . дх м ду м 2 2 2 8 az м . 
Следовательно, 

, 3 .r .r-(gradu)M=I+gJ; IgradulM=r 12 +(3/8)2=, 73/8; 

183 
.соза.=У73/В=У73; COS~=SIna.=Y73· А 

126В. Найти производную функции z = ха - ху + уl В точке 
M(l; 1) в направлении вектора 1=6i+8j. 

1269. Найти производную функции u = arcsin (z/V ха + уа) В точке 
М (1; 1; 1) в направлении вектора MN, где N (3; 2; 3). 

12.70. Найти производную' функции u = ln (х2 + у2 + i!) . В точке 
М (1; 2; 1) в направлении вектора r = 21 + 4j + 4k. 

1271. Найти величину и направление градиента функции и= l/г, 
где r = V х' + уЗ + zz, в точке М (хо ; уо; zo). 

1272. Найти величину и направление градиента функции u = xyz 
в точке М (2; 1; 1). 

1273 .. Найти производную функции u = xl2 + yl3 + z/6 в направ
лении '1 = 61 + 3j -6k в произвольной точке. 

6. ДиффереНцирование неявиых функций. Производная неявной функции 
Y=Y(f), заданиой с помощью уравнения Р(х, у)=О, где F(x, У)-J1ифференци, 
руемая функцця переменных х и у, мож~ быть вычислена по формуле 

,дР/дх . дР О 
11 = - дfiдi при условии дfj:f. • 
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Производные высших порядков неявноii функции можно наiiти последова
тельным дифференцированием указанно/{ фОРМУJ1Ы, рассматривая при этом У как 
функцию от х. 

Аналогично, частные производные неявио/!: функции двух переменных 
z=<p (х, у), заданной с помощью уравнения F (х, У, z) =0, где F (х, у, z)-диф
ференцируемая функция перемеииы)( х. у и z. могут быть ВЫЧИСJ1ены по формулам 

дz дР {дх az дР {ду дF 
дх'""" - дР /dz' ду = - дР /dz при условии дz f:. о. 

1274. cos(x+y)+y=O. Найти у'. 
dF dF 

6. Здесь F (х, у) =cos (х+у)+у. Найдем дх = -sш (х+у), ду = 
=-sln (X+Y)+l. Следовательно, 

, -sln(x+y) sln(x+y) 
у = -l-sln (х+у) l-sln (х+у)' • 

1275_ y-siny=x. Найти у' и у". 

dF dF У 6. Здесь F (х, y)=y-slny-x. Имеем ax=-l, ay=l-соsу=2SШ'-r' 
откуда 

,__ -1 -2.. 2.!L 
у - 2 sln2 (у/2) - 2 cosec 2 • 

Найдем вторую производную: 

I У( У у) 1, 1 У У у" = 2".2 cosec 2" - cosec 2" ctg 2" • 2" g = - '4 cosec-"2 ctg"2' • , 

Н о dz az 1276. zЗ -3хуг = аЗ. аити ах и ду ~ 

dF дР дР 6. Здесь F (х, у, z) =z3-Зхуz-аЗ • Находим ax=-3yz, ag=-Зхz, дi"=t 

= 3z2 - Зху. Тогда 
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dz -3yz yz dz -Зхz 
дх=-Зz2-Зху z2_ xy ; ду=-ЗzZ-Зху 

1277. xyz=x+y+z. Найти dz. 

xz 
zZ-ху' • 

6. Как известно, az dz dz дz 
dZ=-а dx+a- dy, поэтому найдем сначаJ1а -а и -д : 

х у х У 

az YZ-l dz п-l 
дХ=ХУ-l ' ду= - ху-l • 

СледоватeJJЬНО, 

dz=--'-I [(yz-I)dx+(xz-I)dy]. А 
ху-

1278. xS+y2+ln(x!+y2)=a2. Найти у'. 
1279. (у/х) + sin (у/х) = а. Найти у'. 
1280. (xy_(X)2+(xy-~)2=г2. Найти у', у". 

1281. r+2уЗ-2хуV2ху+ 1 =0. Найти у'. 
1282. Jn tg (у/х)-у/х=а. Найти у'. 
1283. (х' + у2_Ьх)2 = а' (х2 + у2). Найти у' в точке М (Ь; Ь). 

1284. 3siп(V"Х/у)-2соsV"Х/у+ 1 =0. Найти у'. 



1285. O,51n (х2 +.у2) -arctg (у/х) = О. Найти у'. 
1286~ x2 -х·211+1+4У-х+211 +2=О. Найти у'. 
1287. x+y-еНII=О. Найти у', у". 

1288. x+y+z=e'. Найти z~, z~. . 
1289. r+уз+zэ-зхуz=о. Найти Z~, Zy • 

1290. x=zln(z/y). Найти ш. 
1291. xsin·y+ysinx+zsi~x=a. Найти Zy. 

1292. xy+xz+yz=l. Найти dz. 
1293. xeU+уеЖ+zеЖ=а. Найти z~. 

1294. z =х+ arctg --.!L. Найти ддz • 
z-x :х 

§ З. КАСАТЕЛЬНАЯ ПЛОСКОСТЬ И НОРМАЛЬ К ПОВЕРХНОСТИ 

iVи:omeльrюй nAOсКоcmъю J( поверхности в ТОЧII:е М называете. ШlOCl:OCfЬ, Dpoхо
~ через ТОЧII:У М поверхности, если yiол МеЖДУ ЭТОЙ 11JЮCI:0000Ю И се&ущеl, 
прохо~.Й через ТОЧКУ М и .любую ТОЧКУ М! поверхности· стремвтс. J( нулю, II:OTдa 
М! crpeмвтc. J( М. . . . 

КасатсльВ8JI ШlOCl:OCТЬ J( поверхвости в ТОЧII:С М СОДepIИТ mcaтеЛЬИЫС 11:0 всем 

lI:pивыw, проведеllllЫМ на поверхвости через точку М. 

Нор";алью к поверхности в точке М называется прямая, проходящая через 
М перпендикулярно касательной плоскости в этой точке. ' 

Если поверхность заДjlна уравнением F (х, у, z) =0 и в точке М (хо; уо; zo) 

частные проиэводные (- ~~ )м. (: )м' (~)M конечны и не обращаютс!! 
в нуль одновременно, то уравнение касательноа nll.oc/(ocmu к поверхности в точке 
М (хо: Уо: zo) записывается" виде 

(~ )M{X-XO)+(~ )MW-UO)+(: )M(Z-ZO)=O, 
а уравнения HOPJ.lйllU к поверхности в этой же точке-в виде 

x-x~ У-Уо Z-Zg 

FaF (dF) =(dF)' \ ах ) м, ду . м dz м 

Если же уравнение поверхности задано явным образом : z = f (х, у)' где част

ные производные (~:) м и (:) м в точке М (хо: Уо: ZO) .конечны (и могут быть 
равны нулю одновременно), то' уравнение касательной плоскости в точке М запи· 
сывается в виде 

Z- Zo = (::) м (х-хо) + (~;) м (У-УО), 
а уравнения нормали-в виде · 

У-Уо z-Zo 

( ~) --=т-' 
ду м 

Равенство ~улю. напр"мер ( ;; ) м' означает, что касатель~ая плоскость пар ал· 
дельна оси Ох, а нормаль лежит в плоскости х =хо . . 

1295. Дана,поверхностьz=х2-2ху+у2_х+2Уr Составить урав
Нение касательной плоскости и уравнения нормали к поверхности 
в точке М (1; 1; 1). 
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6. Найдем частные производные :; =2х-2у-l и , ~~~' '-:"'2х+2у+2 и. их 

вна'lения в точке М (1; 1; 1): (~)M=-I, (~;)M=2. 
У равненне касательной ПЛОСIШСТН: 

z-I=-(x-I)+2(y-I), илн x-2у+z=О. 

Уравнения нормали: 

(x-I)j(-I) = (y-l)j2= (z- J)j(-J) ... 

1296. К поверхности х2 + 2у2 + Зz2 = 11 провести !<ас.ательные 
пло(;\{ости, параллельные плоскости х + у + z = 1. 

6, Здr:сь F (х, у, z) =x2+2y2+3z2-11. Найдем частные производные:· . 
aF aF дF 
ах=2х, Ту=4у, Тz=6z. Из условия параллелыlOСТИ касательноА ПЛОСК9СТIf 

и ДЧIНОЙ плоскости следует, что (aF /ax)j l = (aF jay)iJ = (aF jaZ)jl, илн (2x)jl ~ 
= (4!1)!I = (6z)/I. Присоединив к этим уравнениям уравнение повеРХIЮСТИ х2 + 
+2y~ + 3z2 = 11, найдем координаты точек касания : М ! (У6; У6/2; У6/З) 11 

М2 (- Уб; - У6/2; - У6/3). Следовательно, уравнения l<асатеЛI,НЫХ плоско
стей имеют· ви" 

т. е. 

I . (х ± У'б) + 1 . (у ± У6/2) + 1 . (z ± Уб/З) = о, 

x+y+z+ll/Y6=O и x+y+z-ll/Y6=O . .. 

1297. Найти уравнения касательной плоскости и l'IормаЛII к по
верхности i= 1 +х2 +у2 В точке М (1; 1; З). 

1298. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по
верхности х2 +у2_г2=_1 в точке М(2; 2; З) . 

1299. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к по
l3ерхности z = Jп (х2 + у2) В точке М (1; О; О). 

1300. Найти уравнения касательной плоскости и нормали к, по
верхности z = siп х cos у в точке М (л/4; л/4; 1/2). 

1301. Составить уравнения касательных плоскостей к поверх
ности х2 +2у2+3г2 =21, параллельных плоскости х+4у+6г=·О. 

t 302. доказать, что касательные плос~ости к поверхности Vx+ 
+ VY' + V:Z = Va (а > О) отсекают на осях координат отрезки, сум
ма которых постоянна. 

t 303. В какой точке эллипсоида х2/4 + у2/4+г2 = 1 нормаль к нему 
образует равные углы с осями координат? . 

1304. Доказать, что адz = - cosa , ilaz = _ cos~ ,ес:ли cosa, COs~', 
х cos у у cos у 

COS у -направляющие косинусы нормали к поверхности z = f (х, у). 

§ 4. ЭКСТРЕМУМ ФУНКЦИИ ДВУХ НЕЗАВИСИМЫХ ,пЕРЕМЕННЫХ 

1. Экстр ему м Функцни. Функция z = f (х, у) имеет макСШlУМ (МUНШlУМ) 
в точке МО (хо ; Уо), если значение функции в этой точке больше (меныие), чем 
ее значение в любой другой точке М (х; У) некоТ()рой окрестности точки Мо, т. е. 
f (хо, Уо) > f (х, у) [соответственно f (хо, уа) < f (х, у)] для всех точек М (х; у), удо
влетворяющих условию I МоМ I < б, где б-достаточно малое положитеЛl;>ное число. 

Максимум или минимум функции называется ее экстреМУМОJl . Точка Мо • 
в которой функция имеет экстремум, называется точкой экстрему_!Са. 



. ECAIl диффереяцируемая функция z = f (х, У) достигает экстремума 8 точке 
МО (Xo~ 'Уа) , та ее част/Ше nроuзводнШ! первого noрядка в этой nwчке рашш 
НУJlЮ, т. г . . 

д! (Ха, Уо) 
дх 

О д! (Ха, Уо) 
, ду 

О . 

(Н е о 6 х о д и м ы е у с л о в и я 3 К С Т Р е м у м а). 
Точки, в которых частные проиэводные равны нулю. называются стационар

IШми точками . Не всякая стационарная точка является точкой Эl<стремума. 
Пусть МО (хо; уо)-стационарная точка функции z=f (х, у) . Обозначим 

А = д2! (хо, уо) в = д2! (хо, Уа) С д2! (хи • Уа) 
дх2 ' дхду' ду2 

" составим дUC1Cриминант I\=АС-В2. Тогда: 
если 1\ > О, то Функция имеет в точке Ма экстремум, а именно максимум 

при А <О (иАи с < О) и минимум при А > О (или с > О); 
, еСЛ!l 1\ < О, то 8 точке Мо экстремума нет (д о с т а т о q н ы е у с л о в и я 

Н а л и ч и я и л и о т с у т с т в и я э к с т р е м у м а); 
если 1\=0, то требуется дальнеАшее исследование (сомнительный случай). 

1305. Найти экстремум функции z ~ х2 + ху + у2 - 3х -6у. 

6. Находим частиые производные первого порядка: 
az . iJz 
дх=2х+у-З, ду= 

=х+2у-б. Воспользовавшись необходимыми условиями экС'гремума, находим 
стационарные точки: 

{ 2х+ у-з=о, откуда Х=О, у=3; М (о; 3). 
х+2у-6=О, 

Находим ' значеиия частных производных второго порядка в точке М: 
iJ2z (J2z a2z 
-=2 -=2 --=1 
дх2 'ду! ' дх РУ 

и составляем диекриминант 1\=·Ac-B2=2.2-1=3 > О; А > о. Следовательно, 
в точке М (О; З) заданная функция имеет минимум. Значение функции в этой 
ТО,чке zmlo =-9 .... 

iЗО6. Найти экстремум функции 

1 ( х у) г=2 ху+(47-х-у) 3+4 . 

6. Находим частные производные первого порядка: 
iJz 1 2 47 iJz I t 47 
дх= -12 У-З Х+З' ду== -2У-Т2 Х+:Г' 

Воспользовавшись не06ходимыми условиями экстремума, находим ста1lионар
ные точки : 

{ 

-I~Y- ; х+ ~ =0, {8Х+ у 0;= '~8, 
. _J.. y _...!..-x+47 =0 или x+6y=141. 

2 12 4 ' 

Orcюда х=21, у=20; стационарная точка М (21; 20). 
.a2z 2 д 2i 

Найдем значения вторых производных В точке М: vx2 = - 3 ' ду2 -

a'z 1 
=--'Т' дхду=-П' Тогда I\=АС-В2=(-2/З)(-1/2);-(-1/12)2=I /З-

-1/144> О . . ' . 
Так как А < О; то в точке М (21; 20) функция и;vrеет максимум: zma~ =282. ... 



Найти экстремумы ФУНКЦИЙI 

1'307. z=xyz(l-x-y). 1308. z==XS+Y'-15ху. 
1309. z=4-(х2 +у2)2/З. ,1310. z=(x2 +y2)(e-(x'+y·)----I). 

1311. z= V(a-x) (а-у) (х+у-а). ' 
2. )'словный зкстремум. Нанбo.nьшее и наименьшее значеННII фуихции 

• замкнутой области. Условным 8ICстремумом функции z=f (х, у) называetcя 
экстремум этой функции, достигнутый при условии, что переменные х и у связаны 
уравнением ер (К, у) =0 (УРй81U!нШ! С8язи). 

Отыскание условного экстремума можно свести к исследованию на обычный 
экстремум так называемой функции Лагранжа и=/(х, у)+Лср(х, у)' где л-не· 
определенный постоянный множитель. . 
. Нeuбходнмые условия экстремума фующии Лагранжа имеют вид 

{ 

дU=!L+л дер =0 
дх- дх дх " 

ди ~ !1..+'Л дер =0 
ду ду ду , 

ер(х, у) =0. 
Из этой системы трех уравнений можно наАти неизвестиые К, у И 'Л. 
Для того чтобы найти наибольшее и наименьшее вначения функцнн в замк· 

нутой областн, надо: 
1) найти стационарные точки, расположенные в данной области, и вычислнть 

значения функции в этих ТO'iKax; 
2) найти наибольшее и наименьшее значения функции иа лиииях, образующих 

границу области; . 
3) из всех наЙjl.енных значений выбрать иаибольшее и наимеиьшее. 

1312. Найти экстремум функции z=xy при условии, чтО х и у 
связаны уравнением 2х + Зу -5 = О. .-

t:. Рассмотрим фуикцию Л~гранжа и=ху+Ч2х+3у-5). Им~м~~=У+2Л. 
ди 
ду=К+ЗЛ. Из системы уравнений (необходимые условия зкстремума) 

{ 

у+2л=0, 

х+зл=о, 
2x.ct3y-5 =0 

находим л=-5/12, х=5/4, у=5/6. Нетрудно ЩlДеть, что в точке (5/4; 5/6) функ
nня z =ху достигает наибольшего значения Zmax "'" 25/24. А 

1313. Из всех прямоугольных треугольников с заданной iJло
щадью S найти такой, гипотену~а которого имеет наименьшее зна
чение. 

t:. Пуст\' х Н у-катеты треугольника, а z-гипотенуз( Так как ZI=X'+yl, 
то задача сводится к нахождению наименьшего значения функции х2 +у2· при 
условии, что х .и у связаны уравнением ху/2 = S, т. е. xy-2S = О. Рассмотрим функ. 
nню u=х2+у2+ л (ху-2S) и найдем ее частные ПРОИЗ80ДНые 

ди ди 
дх=2х+Лu, ду=2у+М. 

Так как х > О, у> о, то из системы уравиений 

{
2х+лу=о, 
2у+м=0, 

xy/2=S 

получаем решение л=-2, x=y=Y2S. 
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Таким образом, гипотенуза имеет наименьшее значение, если катеты треуголь
ника равны между собой. А. 

1314. Найти наименьшее и наибольшее значения функцииz = 
= х'+у' в круге (X-V"2)2+ (y-Y2)\1~9. 

Ь. Здесь раroматривается область .D, ограниченная окружностью (х- У2)2+ 
+ (у-у "2)' =9, включая и точки окруж·ности. 

. az az 
Найдем стационарные точки данной функции; имеем дх =2х, ду =2у; в силу 

необходимых условий экстремума находим х=О, у=О. 
Нетрудно видеть, что в точке (О; О) функция z=x2+ у2 имеет наименьшее 

значение ' ''нанм =0, причем указанная точка является внутренней точкой области D. 
Исследуем на условный экстремум функuию Z=X2+y2, если х и у связаны 

Соотношеннем (х- у"2)2+(у_ У2)2=9. Рассмотрим функцию u=х2 +у2+ 

] ~ 
+л[(х- у2)2+ (у- У"2)2_9. Находим частные производные дх = 2х+ 

+2л (х- у2), ~; =2у+2л (у- У2). ДЛЯ определения х, у и л получаем си
стему уравнений 

{ 

х+л (х- у'2) =0, 

у+л(у- у2)=о, 
(х- у '2)2 + (у- У'2)2=9. 

Эта система имеет два решения: х=у=5 У2/2, л=-5/3 и "=25; х=у = 
=-у "2/2 , л=-1/3 и "= 1. Значит, наибольшее значение функция принимает 
в точке (5 у'2/2; 5 У2/2). Итак, Zнаим=О, Zнаиб=25. 6. 

1315. Найти ' экстремум функции Z=X2+y2, если х и у связаны 
уравнением х/4 + у/3 == 1. 

Найти наименьшее и наибольшее значения функций: 

1316. z = хl-ху + у2 - 4х в замкнутой области, ограниченной 
прямыми х=о, у=о, 2x+3y-12=O. 

1317. г= ху + х + у в квадрате, ограниченном прямыми х = 1, 
х=2, у=2, у=3. 

1318. г=ху в Kpyr;e Xll+yll< 1. 
1319. г= х'+3у'+х-у в треугольнике, ограниченном прямыми 

x=l, y=l, x+y=l. 
1320. z=' l-x'-y' в круге (x-l)2+(y-l)2<1. 
1321. z=siпх+siпу+siп(х+у) в области O<x~n/2. 

O~y~n/2. 
1322. z=siпх+siпу+соs(х+у) в области O~x<3n/2, 

O<y~~~. , 
-1323. z=cosxcosycos(x+y) в области O<x~ft., O~y~n. 
1324. Из всех треугольников, вписанных в круг, найти тот, 

площадь которого наибольшая. 
1325. Из всех треугольников, имеющих дaHHЫ~ периметр, найти 

наибольший по площади. 
1326. Из всех прямоугольников с заданной площадью S найти 

такой, периметр котnрого имеет наименьшее значение. 
1327. Найти размеры прямоугольного параллелепипеда, имею

щего при данной полной поверхности S максимальный объем. 



r л А В А IX 

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§ J. НЕПОСРЕДСТВЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ. 
ЗАМЕНА ПЕРЕМfнноА И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ 

1. НепосреJl.ствениое ннтегрирование. ФУНКЦИЯ F (х) называется neрвообраэ
ной для функции f (Х), если Р' (Х) = f (х) или dF (х) = f (х) ш. 

Если функция f (х) имеет лервообразную F (х), то она имеет бесконечное мно
жество лервоо6разных, лричем все лервообразные содержатся в выражении 
F (х)+С, где C-лОстоянная. 

Неоnределен/ШМ интегралом от функции f (х) (или от выражеНI1Я 1 (х) dx) 

называется совокулность всех ее лервоо6разных. 060значение: ~ f (х) dx = F (х)+С. 

Здесь ~ - знак интеграла, 1 (x)-лоДынтегральная функция, 1 (х) dх-лодынтег
ральное выраженне, х-переменная интегрирования. 

Отыскание неолределенного интеграла называется интегрированием функции. 

Свойства неолределенного интеграла 
(л р а в и л а и н т е г р и р о в а н и я) 

1°·0,(X)dx)'=f(x). 

2". d О 1 (Х) dx ) = 1 (х) dx. 

30. ~ dF (х)=Р (х)+С. 

40. ~ а! (х) dx=a ~ 1 (х) dx, где а-лостоянная. 

50. ~ [/1 (х) ± 1, (x)]dx= ~ 11 (х) dx ± ~ {а (х) dx. 

ба . Если ~1(X)dx=F(X)+C и u=q>(x), то ~ f(u)du=F(u)+C. 

Таблица осиовных интегралов 

1. ~ dx=x+C. 

5 
хm+l 

П. хmdХ=т+l+СЛРИ 

Ш. S~=)ЛIХI+С. 

IV. S 1 ~x' =arctg х+С. 
V S dx агсslл х+С. . УI хй 

VI. ~ е" dx=e" +С. 

VH. 5 аХ dx= )~: +С. 
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т =1= -1. 

VIII. ~ s1л xdx=- cosx+C. 

JX . ~ соsхdx=.s1лх+С. 

Х. ~ sec'xdx=tgx+C. 

XI. ~ cOsec2xdx=-сtgх+С. 

ХН. ~ shxdx=chx+C. 

ХШ. ~ chxdx=shx+C. 

XIV. 5 c~:x=thx+C. 
xv. S ~:х=-сthХ+С. 



1328. Найти ин~еграл ~ (2ХЗ - 5х' + 7 х - 3) dx. 

ь- Используя своil:ства 40 и 51', получаем 

~ (2х8 -5х2+7х-З)dx=2 ~ x3 dx...,.....5 ~ x'dx+7 ~Хdх-З ~ dx. 

К первым трем интегралам правой части применим формулу Н, а к ,четвер-
тому интегралу-формулу 1: 

S 
х' ха х' 

(2ХЗ-5х2+ 7х-З) dx= 2,т - 5·з+ 7'2 - Зх+С == 
I 5 ' 7 

="2x'-зх3+"2Х2-3Х+С. А 

1329. 'Найти интеграл S (Vx+ v-:;; )2dx. 

А S (ух+ v-:;;} dx= S (Х+2' ;::: + )/3 )dX= 

= ~ (х+2х1/8 +х- 2/З) dx = ~ xdx+2 ~ х1 / 8 dx+ ~х-2/З dx= 

х2 х 7/8 х 1 /3 х' 12 v- v'-=2+2. 7/6 +173+C =2+УХ х+з х+С. А 

1330. Найти интеграл ~ 2х . 32Х ,53х dx. 

b-S2х.З2Х.5ЗХdХ=S(2.З2.53)Хdx=S2250ХdХ= 22SOX +С А 
]п 2250 • 

CBoikTBO 60 позволяет значительно расширить таблицу основных интегралов 
с помощью приема мдведенuя функции под знак дифференциала. 

1331. Найти интеграл ~ (1 +х2)1/2 xdx. 

ь- Этот интеграл можио привести к формуле П, преобразовав его так: 

, S (1 +х9)1/2 хщ; = ; S (I+X2)I/Z.2xdx= ~ S (I+X2)1/2d(I+X2). 

Теперь переменноil: интегрирования служит выражение] +х' и относительно 
IIТОЙ переменной получается интеграл от степенноil: функции. Следовательно, 

S (1 +х2)1/2 хщ; =1.. (1 +х2)1/2+1 +С=.!. о +хар/а+С А 
2 1~+1 3 . 

1332. Найти интеграл ~ (xZ-Зх+ 1)10 (2х-З) ш. 

ь- Здесь, поступая так же, как н в преДЫДУJ.Jiем примере, имеем 

S (x2 -ЗХ+l)10d(х2-ЗХ+I)=I\ (x'-ЗХ+I)ll+С. А 

1333. Найти интеграл S (In t)' ~! _ 

dt ' . 
л Выражение 7 можно записать как d (1п t), поэтому 

S (lп 1)' d (lп е) = ~ (In t)Ъ+С. А 

209 



13М. НаЙти иитеграл S е3 СОI % sin х dx. 

6. . Заданный интеграл можно представить так: 

S e3C08 %slnxdx= ~ S е 8С08 %.ЗsInХdx, 
во 3 sln х dx = - d (Зсоs х), а потому 

ТеЗ С08 1& sln xdx =- ~ S е а COI% d (3 соз %), 

т. е. переменной интегрирования является З соз х. Следовательно, интеграл бе-
рется по формуле VI: ' 

S e8C01 %slnxdx=_ ~ e8C01 %+C. А 

1335. НаЙти интеграл ~ (2 sin х + 3 cos х) dx. 

6. Находим 

S (2slnх+З созх) dx=2 S slnxdX+3 S cosxdx=-2соsх+3sшх+С 
\ 

(см. формулы VIII и IX). А 

1336. Найти интеграл S (tg х + ctg х)' dx. 

t:::..Имеем 

. ~ (tgx+ctgx)ldx= ~ (tg1x+2ctgx tgx+ctg'x) dx= 

= ~ (tg1x+ 1 + l+ctg3~) dx. = S (tg1x+l) F+ ) (l +ctg1x)dx= 

= S sec'xdx+ S coseo'xdx=tg x-ctg Х+С· 
(см. формулы Х и XI) . .& 

Найти интегралы: 

j V- \ dx j2-VI-XS· 1337. х xdx. 1338. V'-' 1339. У dx. 
. ~ х l-х2 

1340. S ~+:: dx. 1341. S еВ" ·3" dx. 1342. S tg' xdx. 

1343. j (sh x-sin х) dx. 1344. S (Vx- ;-х Ydx. 

1345. S (2 tg х + 3 ctg х)' dx. 1346. S х cos (ха) dx. 

1347. S х::х· 1348. S(ax'+b)1/8. xdx. " 

1349. S Vsin х ros х ш. 1350." S sin (а + Ьх) dx. 

1351. S cos(sinx)·cosxdx. 

2. Зtмев." переменйrоl • веопреАМtнlЮМ ннтеграм. Замена переменной в нооnре. 
дeUHнoAt uнmeгРаАе производнтся с помощью rюдспщ.ноооlC двух видов; 

1) Х=Ч> (t), где q> (t)-монотоннаЯj непрерывно диффереНD.ируемая ФУНКЦИя. 
вовой перемеввоl '. Формула замены переменной в :rt'OM случае имеет ВИД 

~ f (х) tU= ~ f [Ч> ЩJср' (1) dt: 

210 



2) и =", (х), где и-новая перемеиная. Формула замены переменной при такой 
подстановке: 

S f [", (х)] W' (х) dx = S f (и) du. 

1352. Наiiти интеграл J st,;-; ш. 
!:;;. Пронзведем подстановку t= V-;, т. е. х=tэ. ЭтаПОДСТ8иовка приведет 

к тому, что под знаком синуса окажется переменная интегрирования, а ие корень 

из нее. Найдем дифференциал dx=зt1dt. Отсюда получаем 

S sln v-; S зtt sfn t S V х' dx= -е-. - dt=3 зJn t dt=-З соз t+C. 

orвeт должен быть выражен через старую перемениую х. Подставляя В . J» 

V-
зультат интегрирования t == х, получим 

SSIn v-; v-V х' щ=-3соз Х+С • .. 

1353. Найти иитеграл S (2х+ 1)10 ш. 
/:). этот иитеграя можио найти и ке ПРОИЗВОAJI замекы пе)JeМtнноА. Здесь 

Аостаточно развернуть выражеиие (2%+ 1)10 по форМУJiе бикома Ньютона и при
менять почлениое интегрирование. Однако иот прием СВII.8И с бо.,.ШRII xOnJl'leo 
С:ТВОМ ВЫЧИCJIеииЙ. С помощью замены переменной можно сразу свести данныЙ 
интеграл к табяичному. 

Пonагая 2%+l==t, Rllеем 2dx=dt, т. е. dx=-= (1/2) dJ. отсюда пonучаем 

S (2%+l)lO dx= ~ S tIOdt=i·fttll+c=i2(2X+l)ll+C." 

Вообще, ес.ли интеграл ~ f (х) dx явnяется табличным, то интеграл S f (ах+Ь) dx 
может быть легко найден с помощью подстановки ax+b=t. 

Например, примеиим gry подстановку к иитегр·алу S sJn (ах + Ь) щ. Имеем 
ax+b=t. adx=dt и dx=(l/a) dt. Следовательно, 

S sln (ах+Ь) dx= S sJn t.~ = ~ S sln t dt=- ~ соз t+C. 

Возвратившись к старой перемеиноЙ. получаем 

SSIn (ax+b)dx=- ~ соз (ах+Ь)+С. 
Аналогичио можно показать, что 

S соз (ах+Ь) dx=! зln (ах+ Ь)+С. S еах+" dx =.!.еIJХ+"+С R т. ){. 
а. а 

При нахожденнн ннтеграла ~ ! (ах+ Ь) dx записи самоА подстаиовхи ax+b=t 
можно фактически и не производнть. Здесь достаточно приия'lЬ во внимание, что 

1 dx=....,.d (ах+Ь). Таким образом, 
а 

S !(ax+b)dx= ~ F (ах+Ь>+С, 
где F-nервообраЭИ8Я ДJlя '. 
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1354. Найти интеграл ~ х' V r + 5 ш. 

6. Положим yT5=t; тогда r+5=t2 • Дифференцнруем обе части равеи
ства: 3х2 dx= 21 dt. ()т(;Юj;.<1 х2 dx= (2/3) i dt и, следовательио, 

5 xt У r + 5 dx = 5 у r + 5 ха dx= 5 t· ; t dt = ; 5 tl dt = 

= ~ t3+C=~(Y ХЗ+5)3 +С= ~ (ХЗ+5) у хЗ+5+С. 

ДанныА иитеграл можно найти и с помощью подстановки r+5=t. Эта под. 
становка сразу приводит интеграл к табличному вследствие того, что первыА мн()о 
житель подынтегрального выражения х2 отличается от производноА подкоренного 
выражения ХЗ+5 только постоянным множнтелем 1/3, т. е. xl =(ljз)(r+5)'. А 

Вообще, еслн подынтегральная функция яlt'lяется произведением двух мн()о 
жителей, один из которых зависит от некоторой фуикции ~ (х), а другоА являеТСII 
производиоА ~ (х) (с точностью до постоянного множнтеля), то целесообразно 
сделать замену переменной по формуле ~ (х) = t. 

- S (2 Jn х+3)3 1355. Наити интеграл х dx. 

6. Перепишем данный интеграл в виде S (2Iпх+3)З ~ dx. Так как проиэвод· 
ная выражения 2 Jп х+3 равна 2/х, а второй множитель I/хотличается от этоА про
изводной только постоянным КОэффицнентом 2, то нужно прнменить подстановку 

dx dx 1 
21п x+3=t. Тогда 2·-=dt, -=-2 dt. Следовательно, 

х х 

s (2Iпх+з)З~= S tЭ • ~ dt= ~ S t3 dt= ~ '''+С= ~ (2Inx+3)I+C. А 

. S " (х) 1356. Наити интеграл f (х) dx. 

6. Про изведем подстановку f (х) = t. Тогда " (х) dx=dt и 

S j(~} dx= S ~t =1пl t I+C=ln Il (х) I+C. 

Например, 

S xdx =~S 2xdx =~ 1 (2+ 1)+С 
х2 + 1 2 х2 + 1 2 n х • 

Здесь знак модуля опущен, так как х2 + 1 > о. А 

1357. Найти интеграл .г-. . S " (х) dx 
r f (х) 

6. Положнм ,(х)=е. Тогда "(x)dx=dt и 

S ~i~~) dx= S ~~ = s t- 1
/

2 
dt= ~~~2 +С=2 yt+C=2 У! (х)+С. 

Заметим, что данный интеграл можно было наАти С помощью лодстановки 

У! (x)=t. А 

1358. Найти интеграл S х2 ~aa, если а 7'= О. 

212 



6. Для того чтобы свести интеграл к табличному (см. формулу IV), разде
лим числитель и знаменатель подынтегрального выражения на а2 ; 

S 
dx S (dx)/a2 1 S d (х/а) 

х2 +а2= 1 + (х/а) 2 а 1+(x;a)2' 

Мы подвели ПОСТОЯННblЙ · множитель l/a под знак дифференциала. Рассматри. 
вая xja как новую переменную, получим 

S 
dx 1 х 

-2--2=- arclg -+С. 
х +а а а 

к ЭТО~JУ же результату мы пришли бы и с помощью подстаНОВI<И х = at .• 

,. dx 
1359. Найти интеграл J v . если а> О. 

aZ·_x2 

f::." Разделив числитель и знаменатель на а, по.1учаеч 

S dx S (dx)/a S d (Х 'а) 
У'а2 -х2 YI-(t/a)2 Yl-(x/a)2 

Принимая х/а за новую переменную, получим 

S у dx =arcsln ~+C . ... 
а2_х2 а 

Дополним теперь таблицу основных интегралов С,1едующи\1И формулаМII 

S 
{' (х) 

XVI. '(х) dx=lnlf(x) /+С. 

ХУН. S ~ (х) dx=2 у! (х)+С. 
f (х) 

, dx 1 х 
XVllI. 2+ 2=- arctg -+С . .. х а а а 

XIX. S x/xa2=~ln 1;+~I+c. 
хх. S dx arcsln ~+c. 

уа'-х2 а 

XXJ. S У dx =In I х+ У х2 +л./+с. 
х2+л 

ХХIl. S s~\=lnrtg ~ I+С=lп/соsесх-сtgХ1+С. 
ХХlII. S co~x = In I tg ( ~ +~) 1=ln / secx+tg Х I+C. 

XXIV. Stgxdx=-IПIСОSхl+С. 

ХХУ. ~ ctg х dx= Iп I sln х /+С. 

Формулы l-ХХУ нужно знать наизусть, так как большинство интегралов, 
ИСПО.'Jьзуемых на практике, сводится к интегралам, берущимся по этим формулам. 

1360. Найти интеграл S ydX • 
х 2х-9 
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6. Проиэведем подстановку Y2x-9=1; тогда2х-9=tl, x=(t2+9)/2 Jt 
dx=l dt. Итак, 

dx t dt 

S х У2х -9 St1t 9.t 

Применив' формулу XVIII. получим 
. S . dJC 2 t 2 у2Х='9 

у _ загсtgз+С=загсtg З +с. А 
х 2х 9 .. 

S 
sln 2xdx 1361. Найти интеграл у . 
З-соs'х 

6. Проиэведем подстановку cos2 x=t; тогда -2СО5ХSlnхdх=dt, т. е. 
sln2xdx=-dt. Теперь находим 

S sln2x dx- S dt -arcsln .. ;_з+с=-агсslnС .. О~~зХ+с 
УЗ-соs"х -- УЗ-t2 , , 

(МЫ использовали формулу ХХ). А 

1362. Найти интеграл S (2sin ~ + 3 )\оз ~ dx. 

6. ПрименJJМ подстановку 25ln (x/2)+3=t; тогда соа (х/2) dx=dl и 

S (28ln ; +3 )ICOS ; dx= S t1dt= ~ . e'+C = ~( 2sш ; +3 У +С·А 

1 З6З. Найти интеграл S у х" dx • 
х1О_2 

~ Примеиим подстановку х&=I; тогда 5х" dx=dt, х" dx=(lJ5) dt и 

S x"dx 1 S dt ..!..ln"lt+Yt2 21+с . у х1О _2 5 ytl-2 5 

(см. формулу XXI). Итак, 

S x"dx 51 Iпlх&+Ух1.О-21+с. А 
Yx1o _2 

S 
xdx 

1364. Найти интеграл, х"+2х2+5' 

6. Преобраэуя знаменатель дроби, получнм х"+2х2 +5=(х'-, 1)2+4. ПР04 
изведем подстаиовку x2 +I=t; тогда xdx=(1/2)dt. Отсюда ' 

S х dx 1 S dt 1 1 t 
х"+2х2 +5 2 12+4 =-2""2 arctg"2+C 

(см. формулу ХVШ). Такнм образом, 
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S 
хщ 1 Х'+1 . 

х"+2х2+5 :rarctg-2-+C' А 

5 
е2Х 

1365. ' Найти интеграл е"Х _ 5 dx . 
• • ••• I ." 

6. Положим e"'=t, тогда е'" dx=(\/2) dt и 

S е2х dx 1 5 ~_..!..._1_ lп I·t - У51 с 
e"X-5 2 t2 -,5---'22Y5 t+ys + 



(мы примеНи.пи формулу XIX). Итак; 

5 е'" dx =_I_lп /etx 
- У5! С. . 

еи-5 4УБ еlX+У5+ А 

S 
е2х dx 

1366. Найти интеграл еСХ +5 . 
, 
А Про изведя ту же подстановку, что и в предыдущем примере, по.'1УЧИМ 

S 
eZX dx 1 S dt 1 t 1 е2Х 
еи+5="2 '2+5=2УБ ar~tg YS+ C==2Y5 arctg УБ+С' А 

1367. Найти интеграл S slп :x+co;,Y-Х щ. 
хslп 2 х 

А Полагая ух=е, х=/', dx=2/ d/, получим 

S Slп УХ+СО5 Ух dX=S (51п /~C05 /).2/ dt-
У х slп 2 У х t 51П 2t 

=S5Iпt+С05t dt =S(_1 +_1 )dt=lпlt (~+~)I+lп]t !..I+c slп t СО5 t С05 t 5lп t g 2 4- g 2 

(см. формулы ХХП и XXIII). Возвращаясь к ст~рой переменной, получим 

-S (slп ух +С05 Ух) dx=lnl tg ( Ух +~) 1+ln I tg ух /+С. А 
Ух 51п 2 Ух i 2 4 2 

Найти интегралы: 

~ 
У2х-l r 

1368. ~ dx. 1369. \ ха (l-2хС)З dx. 
2х-l OJ 

1370. ~ sin (2-3х) dx. 1371. ~ xch (5х' +3) dx. 

1372. 5 dx У , 1373. (' х (хl + 1)3/2 dx. 
(х+ 1) х J 

5 xdx S xdx S slп · 4хdx 
1374. хl-l' 1375. y'xC-l' 1376. созС2х+4' 

1377. 5 dx 1378 S еХ/2 dx 
(Х-7)УХ' • YI6-еХ' 

1379. 5 y2="Xi+ Y2+Xi" dx. 
Y4-хС 

• Представить интеграл в виде суммы интегралов. 

1380. 5 х· dx • 1381. 5 5х+3 щ. 
Y2-~ У3-х" 

1382. 5 Х1-:+25' 1383. S УЗ;+5 dx. S XtU 
1384. 2хС+5' 

З. и нтегрирование по частим. И нтегрupot1QНШ!Al па ЧQCnJ1UC наэщается из
I[ождение интеграла по формуле 

~ иdo =uv- ~ vdu. 
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где ц' = ер (х), v ='" (х) -непрерывно днфференцируемые функции от Х. С по~ощью 
ЭТОЙ формулы нахождение интеграла ~ и dv свОДИТСЯ)( ()тыскан~ю другОго интеграЛа 

~ udu; ее применеНIfe целесообразно в тех случаях, когда последНиЙ интеграл 
либо проще исходного, либо ему подобен. " 

При этом за и берется такая функция, которая при дифференцированин упро
щается, а за du-та часть подынтегрального выражения, иитеграл от которой нз
BCC'reH или ' может 'быть найден.' 

Так, например, для интегралов вида ~ Р (х) еах dx, ~ Р (х) slп a~ dx, 

~ Р (х) cos ах dx, где Р (х) - многочлен, за и следует принять Р (х), а за dv

соответственно выражения еаХ dx, sln ах dx, cos ах dx; для интегралов вида 

~ р (х) In х, dx, ~ Р (x)arcsln х dx, ~ Р (х) arccos х dx за u принимаютсil соответст
венно функции In х, агсsiл х, arccos х, а аз du-выражение Р (х) dx. 

1385. Найти интеграл ~ lпхdх. 

t::.. Положим u=lnx, dv=dx; тогда u=x, du=dx. Используя формулу ин-
х , 

тегрирования по qастям, получаем 

-s lnxdx=x lnx-S x,~=xln x-s dx= 

=хlпх-х+С=х(lпх-I)+С . .. 

1386. Найти интеграл ~ arctg х dx. 
, dx 

D. Пусть u=a(c,tgx, dtJ=dx, тогда du= l+х2 ,и=х. По формуле интег-

рирования по qастям находим 

S ~rc.tg xdx=xarctg x-S 1Х;:2 =xarctgx- '~ In (1 +xl)+C." 

1387. Найти интеграл ~ х siп х dx. 

д Положим Il=Х, dv=slnxdx; тогда du=dx, x=-cosx. Отсюда 

~ хslп xdx=-xros х+ ~ cos xdx=-x cos x+Sln х+С. 

Если бы выражения Il и dv мы ВЫбfали иначе, например u=slпх, dv=xdx, 
то получили бы du=cosxdx, u=(1/2)х, откуда 

S х 'Slпхdх=; X
2 SlnX-S i-х2СОSХdx= ~ х2 slпХ-; Si2 coSXdx, 

, 
и пришли бы к интегралу более сложному, чем исходный. так КС\К qeп!!Вь со
множителя при ТРIlГОНОМетрич~кой функцин повысилась на единицу . . ,. 

1388. Найти интеграл ~ х'еХ dx. , 

D.. Положим u=х2 , dv=exdx; тогда du=2xdx, и=еХ• Применяем формулу 
интегрировання по частям: 
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-,Мыдобились поиижеиия степени х на единицу. Чтобы найти ~;a:x dx, при· 
меним еще раз интегрирование по частям. Полагаем U =x,dv =еХ dx; тогда dи = 
=dx, v=eX и' ' 

~Х~dж=х2еХ -2 (хеХ - ~ extJX) =reX-2хеХ+2еХ+С=еХ (X'-2х+2)+С .• 

1389. Найти интеграл 1 = ~ eX_Sinxdx., 

11 Пусть и=еХ. dv=slnxdx; тогда dи=exdx. v=-соsх.,Следовательно. 

I =-еХ соз х+ ~ еХ соз xdx. 

Создается впечатление, что интегрирование по частям не привело к цели, так 
как интеграл не упростился. Попробуем, однако, еще раз проиитегрировать по 
частя .... Приняв U =еХ, dv_= соз х dx, откуда dи =еХ dx, v = Зln х, получаем 

1=-еХсosх+(еХslпх-J), т. е; 1=-еХсоsх+еХ.slпх-l. 

Применив дважды операnию интегрирования по частям, мы в правой части 
снова получили исходный интеграл. Таким образом, приходим к уравнению с не
известным интегралом 1. Из этого уравнения находим 

еХ 
2/=-ехсоsх+еХslnх, т. е. 1=2(SlnX-Соs~)+С. 

в окончательном результате мы щ)иба-внлн к найденной первообразной функ
пии пронзвольную постоянную. А 

1390. Найти интеграл ~ Va'J.-ХZ {[Х. если а> о. 

д Положим и= Yaz_xz, dv=dx, откуда dи= Следо-

или , 

Отсюда получаем 

Т. е. 

,. al -xt dx="2 x r al-х2+тагсsin а+С.,А S 
.r-- 1 .r-- а' х 

J391. Выв~ти рекуррентную формулу для интегр~а S (xs~az)n. 
11 3аданныА интеграл можно преобразоватьтак: 
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откуда 

I_I[ _+1 -[ х 
n-аг n-! at2(n-l) (xt+as)n-i 

или 

т. е. 

х 1 2n-З 
I n=2a1 (n-l) (xl+al)n-l+aг 2n-2· 1,,-f. 

Полагая n =2, получаем выражецие интеграла [. через элементарные функ· 
ции. Полагая теперь n=З, находим и'нтеграл 18 (ведь интеграл [. уже найден). 
Таким образом, можио наАти I/J при любом целом положительном n. А . 

Найти интегралы: 

1392. S xlnxdx. 1393. ~ arcsinxdx. 

1394. S х' arctg х dx. 139i. S (х+ 1) еХ dx. 

1396. Sx2 si.nxdx. 1397. Sxli~dx. 1398. SVх2 +л.dx • 
• Положить х' = t. 

1399. S (xz+2x+3)cosxdx. 1400. S eUcosxdx. 

1401. S sin·lnxdx. 1402. S sin VX' dx . 

• Положить , ух =е. 

§ 2. ИЦТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ 

1. Интегрирование простеАших ,IфOбеА. Рацuoнальной дробью называется дробь 
. вида Р (x)/Q (х), где Р (х) и Q (х)-многочлены. Рациональная дробь называетс~ 
nptJ8UJ1bнotl, если степень многочлена Р (х) ниже степени многочлена Q (х); в про
тнвнэм случае дробь называется неnPtJ8UJ1bноЙ. 

n ростеЙшu.чu (эле.шнтарIШ.МU) дробями' называЮТСII правильные дроби сле
дующего ВИда: 

А 1.--: 
х-а 

А 
П. (х-а)m ' где т-целое число, больш~ единицы: 

Ах+В рl 
т. 2+ + ,где -4 -q < О, т. е. квадратный трехчлен xt+px+q не 

х рх q 

нмеет деАствительных корней; 

Ах+В rJ IV. (х'+рх+ q)'" где n-целое ЧИСЛ, большее единицы, и квадратныА 

трехчлен х' + рх + q -не имеет деАствительных кор вей. 
Во всех четырех случаях предполагается, что А, В, р, q, а-действительные 

числа. -Перечисленные дроби будем соответственно называть простейшими дробями 
1, Н, 111 и IV типов. - , 
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Рассмотрим интегралы от простейших дробей первых трех типов. Имеем 

1. 5 х Aadx=A In Ix-аl+С; 
11.5 Adx А 1 +С 
, (х-а)m т-l"(x-a)m,l, ; 

. III. S X2+~+q Y4q2_pa arctg y~~p2 +С. 
Действительно, для этоrо частного случая простейшей дроби 111 типа полу

чаем 

П6кажем, как интегрируются в общем виде просте.iiшие дроби 1 II типа. 

5 Ах+В р2 
Требуется найти x'+Px+qdX, T-q < о. Выделим в числителе дроби 

пронзводную знаменателя. Для этого числитель представим в виде 

А Ар 
Ax+B=(2x+p),t--г+В. 

Тогда 

5 Ах+В dx=~S 2х+р dx+(B-~) S dx 
x'+px+q ..2.x'+px+q 2· xZ+px+q' 

в первом интеграле числитель является производной знаменател'я; поЭ'Юму 

5 а2х++Р+ dx=~~+~+~+~ х рх q 
так как х'+ рх+ q > о для JIЮбого значения х. Второй интеграл, как уже было 
~ечено, иа.ходится по формуле 

-.-...-:----;--~ , arctg +С. S 
dX2 2х+р 

xI+px+q Y4q_p' У 4q-p' 
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Эта формула позволяет после (n - I)-кратного применения свести данный 

интегра-л / n к табличному интегралу S /' ~a' . 

1408. Найти интеграл 1з = 5 (X2~ 1)3 . 

fi Здесь n = 3. После первого применеНИR рекуррентной формулЬi получаем 

1 х 2-3-3 1 х ' з 
/3=2 (3-1) (х2+ 1)3 ~ +2.3_2'/3-1 =4 (Х2+-1)I+4' 11' 

.. 5 dx К интегралу Iи = (х9+ 1)1 снова применяем рекуррентную ' фор/мулу (здесь по-

.naraeM n = 2): 

1 х 2·2-3 х 
l z=2(2_1)' (хl +1)2-1 +2.2_2/2-1=2 х2+1 +2/1= 

х 15 dx - х 1 
= 2(х2+1)+2 х'+1 = 2. (х2+1) +2arctgx+C. 

Ит~к, 

Окончательно имеем ' 

Покажем теперь в общем виде, как интегрируются простейшие дроби ТУ типа. , ,.' S Ах+В р2 , " 
. Требjется найти (х9 +рх+ч)n dx, т-ч < О. 
Выделим в числитеде проиэводную от квадратщ>го трехч.nена, стоящего ·в зна

менателе: 

'5- Ax-fВ r 4-(2х+Р)+( B-~ ) , 
{xl+px+q)n dx= J (х8 +рх+ч)n dx= 

. -~S' 2х+р dx (B '-~) 5 dx . 
- 2 (xl+px+q)n +. 2 (х2 +рх+ч)" • 

.-Первый интеграл в правой части равенства легко находится ' с помощью под-
становки x2+px+q=t, а второйпреобраэуем так: ' 

5 (х;+:;+о)' I [( x+f)';( q-f )1" 
Полагая теперь , х+ ~ =t, dx=dt и обозначая ч- ~' =а2 , получаем 

'J '(~~+~:+q)l/ 5 (12~ta2)" • <, 
,; , -' 1' т~ким обра;зО~. интегрирование ' элементарной дробll IV типа может быть 
выподнено с помощью рекуррентной формулы. , 

1409. Найти интеграл: 5 (ХЧ~~~lО)2 dx. 
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ДИмеем 
\ 3 

.-: ~ j-(2х+2)+(2-З) "5' , ~+ dx 2 ' dx 
; ' (x~+2x+ 10)1 = (х'+2х+ 10)' , = 

35 2х+2 5 dx , :::;'2 (хl+2х+ 10)' dx- [(х+ 1)'.+9]" 

в первом интегрitJIе пронзведем замену х'+2х+ lO=z; (2х+2) dx=dz, а во 
втором интеграле ttоJЮжим х+ 1 =t, dx=dt. Отсюда , 

5 Эх+2 - 3 5 dz 5 dt 3 5 -2 5 dt 
(xl+2x+1O)ldx-2 Zi"~ (t l +9)2 2 z dz- (t'+9)'= 

3 _~ [! t 1 2·2-3 5 dt ] 
=-,"2 Z

' , ~" 2,(2-,1).9,' .<t l +9)i-X+g· 2·2-2' ' t'+9 = 
3 1 t 1 1 t 

=--21 -18' t'+9-18,заrсtgз+С. 

Возвращаясь к ctарой переМeRноА, получаем ' 

Найти интегралы: 

1410. S (X~l)i;'o 1411. 5 (2х:3)3' 1412. 5 dx 
х'-6Х+18 • 

1413. 5 x'-:~+3' 1414. 5 XI~~~7dx. 
5 5х+3 ' S х+ 1 ' 

1415. х'+ 10х+29 d'x, 1416. 5%1+2x+ 1 dx. 

5 dx 5 2х+3 
1417. (хl +2)1I • 1418. (x

'
+2x+5)'dx. 

2. ИвтеrpllpOll8ВВ~ раЦВОRam.ВWX ~eA с помощью paз.!IOжеин. на простеА~ 
шве ,qюбв, Перед И,нтеГрНpQвзннем РiщиональиоА дроби Р (x)jQ (х) надо сделать 
CJIедующие алгебравqеские преобразования ' н ВЫЧИCJIеюiя: 

1) eCJIИ даиlj. , н~правильная рацИОН8Jlьиая дробь, 1'0 выделИТЬ из нееUeJIУЮ 
часть, Т" е. предстаJiИ'J'ЬВ , виде ' , 

Р(х) =М ( >+ Pi (х) 
Q (х) , х Q (х) , 

где М (x)-мн~roЧJr~н! "а Pi (.t)jQ(x)-праВНJIьная рациональная дробь; 
2) раЗJIОЖИТЬ знаменатель дроби на лннеА~ые н квадратичные миожители: 

, Q (х)=(х-,а)- ••• (х'+рх+ч)n ... , 
I 

где ~ -ч < О,. т. е. трехчлеи хl+рх+ч имеет комплексные сопряженные кории; 
3) правJUiЬВУю раЦВОИaJIЬНYJO дроБЬ раЗJIОЖИТЬ на простеАliIие дробll: 

Р! (х) At А1 А,. 
Q(x) (х-а)"+(х-а),.-l+"·+х=а+"· 
Bl~+Ci 'ВР+СI ВnX+Сn ... + (ха+рХ+ч)1I + (х'+рх+ч)n-~ + ... + ха+рх+ч + ... : 

4) ВЫЧВCJIИТЬ " июnределениые коэффициенты Ai, А...... А,., ... , Bi, Ci. 
В •• СI' .•• ; Вт Ст ..•• ДJlJI чero'пр~ ПOCJlеднее равенство к общему знаме-



нате.л\9, ~.,приравнять коэффипиенты при одинаковых степенях х в JleвoA ' и правоА 
частях полученного тождества и решить систему линейных уравнений относи
тельно искомых коэффипиентов. Можно определить коэффициенты и другим спо
собом, придавая в полученном тождестве переменноА х произвольные числовые 
значения. Часто бывает полезно комбинировать оба способа вычисления коэффи
циентов. 

В результате интегрирование рапиональной дроби сведется к нахожденню 
интегралов от многочлена и от простейших рапиональных дробей. 

С л у чай \. Знаменатель имеет только действительные различные корни; 
т. е. разлагается на неповторяющнеся множите.ли первой степени. 

S 
х!+2х+6 

1419. Найти интеграл (х-\)(х-2)(х-4) щ. 

f:.. ITaK как каждыА из ДВУХ'lленов x-I, х-2, х-4 входит в знаменатель 
11 первой степени, то данная правильная рациональная дробь может быть пред
ставлена в внде суммы простейших дробей 1 типа: 

xl +2x+6 А +~+...E...-
(x-I) (х-2) (х-4) х-l х-2 х-4 • 

Освобождаясь от знаменателей, получнм 

xZ+2x+6=A (х-2) (х-4)+8 (Х'-I) (х-4)+С(Х-l) (х-2). (е) 

Следовательно, 

xZ+2x+6=A (xt -6x+8) +8 (xl -5x+4) +С (хll -Зх+2). 

Сгруппнруем члены с одинаковыми степен~и: 

хl +2х+ 6 = (А +8 + С) х2 + (- БА -58 -ЗС) х+ (8А +48 + 2С). 
Сравнивая коэффнцненты при одинаковых степенях х, получаем систему уравнений 

{ 

А+ 8+ С=I, 
- 6А-58-ЗС=2, 

, 8А+48+2С=б, 

из которой наАдем А=З, 8=-7, С=5. 
Итак, разложение рациональной дроби на простеАшие имеет вид 

хl+2х+б . 3 __ 7_+_5_. 
(х-l) (х-2) (х-4)Х-l х-2 х-4 

Неизвестные А, 8, С в разложении можно было определить и нначе: После 
освобождения от знамена"еля можио придать х столько частных значений, сколько 
содержится в системе неизвестных, в данном случае-три частных значения. 

Особенно удобно придавать Х значення, являющиеся действительными корнями 
зиаменателя. ЛримеllИМ этот прием к решению даННОfО примера. После освобожде
ния от ' знаменате.ля мы получили равенство (е). Действительными корнями зна
менате.ля являются числа 1, 2 и 4. Положим в этом равенстве х = 1, тогда 

1'+2.\ +6=А (1-2)(1-4)+8 (1-1) (I-4)+С (1-1) (1-2), 

откуда 9=ЗА, т. е. А =3. Полагая х=2, получаем 14=-2В, т. е. 8=-7; 
полагая х=4, имеем ЗО=6С, T~ е. С=5. В результате П()JJУЧИЛИСЬ те же зна
чеиия; что и при первом способе определения неизвестных. 

Таким образом, 

S х'+2х+6 dХ=ЗS~-7S~+5S dx = 
(х-l) (х-2) (х-4) х-l х-2 х-4 

"",3:1nlx-II-71nlx-21+51n IX-4 1+C= ln l (x(~~~);4)51+C. & 



с л у чай 2. Знаменатель имеет лишь действительные корни, причем некото
ры!! из них кратные, т. е. знаменатель разлагается намножителн первой степени 
и неКОТ9рые, из ннх повторяются. 

, s х2+1-1420. Найти интеграл (х-1)3 (х+3) dx. 

6. МножитеЛю (x-l)3 соответствует сумма трех простейших ДРQбей (х А 1)3 + 

В С . D 
(х -1)2+X=Т-' а множителю х+3-простейшая дробь х+3' Итак, 

х2+1 А В С D 
(x-I)8(x+3) (x_I)3 + (X-J)Z+X-I+x+3' 

Освободнмся от знаменателя: 

х2+ 1 =А (х+3)+8 (х-1) (х+3)+С (х-l)2 (x+3)+D (х- 1)3. 

Действительными корнями знаменате.ля явл,ЯЮТСЯ числа ] и -3. Полагая 
.%=1, получаем 2=4А, т. е. A=lj2. При х=-3 имеем 10=-64D, т. е. 
D=-5j32. 

Сравltим теперь КОэффИlщенты при старшей степени х, т. е. при хЭ. В левой 
части нет члена с х3 , т. е. ко3ффициент при хэ равен О. В правой части коэф
фициент пр!! r равен с+п. Итак, C+D=O, откуда C=5j32. -

Остается определить коэффициент 8. ДЛЯ зтого необходимо иметь еще одио 
уравнение. Это уравнение можно получить путем сравнения КОэффициеитов при 
одинаковых степеиях х (например, при х2) нли придав х какое-нибудь числовое 
значение . Удобнее взять такое значение, при котором вычислений будет возможно 
меньше. Полагая, например, х=О, получаем 

3 15 5 " 3 
1 =3A-38+3C-D, или 1 =2-38+32+32' т. е. 8=8' 

Окончательное разложен.не даниой дроби иа простейшие имеет вид 
х2+1 . 1 3 5 5 

(x_I)8 (х+3) 2 (х-1)3 + 8 (x~ 1)2 + 32 (x-I) 32 (х+3) 
Таким образом, подучим 

S хl+ 1 • 1 S th 3 S d.x 5 S d.x 5 S d.x 
(х-l)з(х-З)·d.x=2 (х-1)3 +8 (х-1)2 +32 %-1-32 х+3= 

=_ 1 , 3 +~lпIХ-11+с'" 
4 (x_I)2 8(Х-l) 32 х+3 . -

С л у 'ч а й 3. Среди корней Зllамеиате.ля имеются простые комплексные корни, 
Т. е . раЭJJожение знаменателя содержит квадратичные неповторяющиеся множиТелИ. 

)421. Найти интеграл S х" dx хl ' 

f). -~аЭJJожим~намеиатель на множители: 

хо_х' =х2 (r-l)=xl (х-l) (хl+х+ 1). 
Тогда 

Освобождаемся от знаменатеJlЯ: 
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Действительными корнями знаменаТeJjЯ являются числа О и 1. 
При х=О имеем 1=-А, т. е . A=-I; при х=1 имееМ1=3С,т.е.С=ljЗ. 
Перепишем предыдущее равенство в виде 

1 =А (ХЗ-l)+В (x4-х)+С (х4+хЭ+х2) +Dх4+ЕхЭ-DХЗ-Ехl• 

Сравнивая коэффициенты при х4, хЭ, х2 , получаем систему уравнеииА 

{ 

B+C+D=O, 
A+C+E-D=O, 

С-Е=О, 

из которой найдем В = О, D = -1 /3, Е = 1/3. Итак, 

1 1 1 х-I 

х5 -ха =--7+ 3(Х-l)- 3(XZ+X+1)' 

Следовательно, 

S dx S dx 1 S dx 1 S х-l ш= х,-х2 =- хг+з х-I-3 х2+х+1 

=J..+llnl X- 11-.lS 2х+l-З dx= 
х 3 6 х2 +х+1 

11 1 lJ dx =7+з 1ПI (х-1)1-6 10(Х'+х+I)+2' ( 1)2 3= 
Х+2' +"'4 

1 1 (x_I)2 1 2х+1 
='Х+6IПх2+Х+1+узаrс.tg уз +С. А 

С л у ч а iI: 4. Среди корнеil: знаменателя имеются кратные комплексные корнн, 
т. е. разложение знаменателя содержит повторяющиеся квадратичные множители. 

н S ХЗ-2х 1422. айти интеграл (х'+ 1)2 dx. 

1::. Так как х2+ 1 есть двукратный множитель, то 

ХЗ-2х Ах+В Сх+ D 
(х'+ 1)1 (х2 + 1)2 + х2+ 1 • 

Освобождаясь от знаменателей, получим 

хЗ-2х=Ах+В+(Сх+D) (х2 + 1). 

Прнравняем коэффициенты при одинаковых степенях х: 

хЭ I=C, 
х2 O=D, 
Х -2=А+С; А=-3, 
хО O=B+D; В=О. 

Следовательно, 

S 
х3-2х S -3х'ш S xdx 3 S d(x2 +1) 1 Sd(x2 +1) 
(x2+1)2 ш= (x2+1)2 + х2+1 =-'2 (x2+I)i +2 х2+1 

- 2 (Х;+ 1) +i In (х2 + 1) +С. 
Заметим, что данНЪ!А интerрз.'l можно было найти проще с помощью подета· 

новки х2 + 1 =t. А 
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S 
r+3xz+5x+ 7 

1423. Найти интеграл хЭ +2 dx. 

6. Выдел~ицелую '1acrb данной неправильной рационадьной дроБНj 

х3 + 3х' + 5х + 7I,_х3_+=---2 -::--:-7 

-х3 +2х Зх+1 
3х3 +3х+ 7 х+3+ х2+ 2 

-3х' +6 
Зх+l' 

Итак, 

6. Так как подынтегральная функr~RЯ является правильной дробью, то ее 
следует сразу предcrавить в виде суммы простейших дробей. Легко видеть, что 
многоЧJtен r+6x2+llx+6 обращается в нуль.при x=-I, поэтому он делится 
без остаТка на х+ 1. Выполним деление: 

х3 + 6х' + Ilx + 61.x,...:+;-I;;-.,....-;; 
-ХЗ+ хэ ' xl+5x+6 

5х2 + 11х 
- 5xz+ 5х 

6х+6 
-6х+6 

Следовательно/ 

хЗ+6х2 +llх+6=(х+ 1) (х2 +5х+6) =(х+ 1) (х+2) (х+3): 
х+4 х+4 А 8 С 

, ХЗ+6х2+ Ilx+6 (х+ 1) (х+2) (х '+ 3) = х+ 1 + х+2+ х+3' 
Освобождаясь от знаменателей, получим 

Полагая х=-I, найдем 3=2А , т. е. А=З(2. Если х= -2, то получим 
2=-8, т, е. 8=-2. При Х,=-3 получим 1 =2С, т. е . ,с= 1(2. 

Итак; 

S х+4 3 S dx S dx 1 S dx 
х3+6х2 +lIх+6 dX=2" X+I- 2 х+2+2' х+З= 

3 1 
=2'ln I х+ l.I-21п I х+21 +2"ln I Х+ЗI+С .• 

v S х5 + 1 1425. Наити интеграл x~-8x2+ 16 ш. 
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.6. Прежде Bcero нужно выделнть целую часть: 

х5 + 1 Ix4 -8x2+ 16 
-х~-8хЗ+16х 8хЗ-16Х+l 
8хЗ-16х+ 1 х+ Х'- 8х2+16 

Следовательно; 

Х"+ 1 ' 8хЗ-16х + 1 8хЗ -16х+ I 
х4-8х2+ 16 х+ х4-8х2+ 16 =х+ (х-2)2 (х+2)2 • 

Разложим теперь праВI!ЛЬНУЮ , дробь на простейшие: 

8хЗ-16х+1 А В С ,_ D 
(х-2)2 (х+2)2 · (x-2f + х-2+ (Х+2)2+ х+2' 

Освободимся от знаменателеii : 

ВхЗ-16х+ I =А (х+2)2+В (х-2) (х+2)2+С (x-2)2+D (х-2)2 (х+2). 

Полагая х=2, найдем 33=lБА, т. е. А =33/16; При х=-2 получим 
--31 = 16С, т. е. С=-31/16; Если Х=О, то 1 =4A-8B+4C+8D. Заменив А 
и С их значениями, получаем 

33 31 
I=T~8B-4+8D, или -16B+16D=I. 

ДЛЯ тoro чтобы найти В и D,составим еЩе одно уравнение. Сравнив коэф
фиuиенты при хЗ, получим 8=B+D. Решив систему уравнений 

{
" В+ D=8, 
-16В+ 16D= 1, 

находимD = 129/32, В = 127/32 . 
. Итак, 

5 x~+1 dx=5 [х+ 33/16 +127/32_ 31/16 + 129/32] dx= 
х4-8х2+ 16 , (х-2)2 х-2 (х+2)2 х+2 

х2 33 127 31 129 
= 2 16(х_2)+3'2lпlх-21+16(х+2)+З2lпlх+2I+С .• 

1426. Найти интеграл 5 (:~ ~)~ . 
6. -Подынтегральная функция является правильной рациональной дробью 

и можно было бы найти ннтеграл, представив эту дробь в Вllде суммы ПРОС'Feйших 
дробей. Однако нахождение интеграла можно значительно упростить, ecJ!и прnиз· 
вести замену l1ереме1iНОЙ х-I =t; тогда Х= t + 1 и dx=dt. В результате получаем 

5· х2 dx = 5 (! + 1)2 dt 5 '2+ 2! + 1 dt = 5 .!!!..+2 5 !!!...+5!!!.. 
(x-l)~ i~ t~ tз. t' й= 

1 2 1 1 2 
=- 2t 2 - зt~ - 4е' +С= - 2 (х-1)2 3 (x-I):j-

1 6x2-4х+1 
4 (X_I)'+C= - 12 (x-,-I)' +С .• 

1427. Найти интеграл 5 X'+X~+5' 
.6. Преобраэуем знаменатель: х'+6х2+5=(х2 +3)2_4. Теперь имеем 

5 xdx S xdx 
х'+6х2 +5 (х2+3)2_4' 
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ПроltЗВ"e~il"'зa~ну х1 +З'=1; тогда 2xdx=dt и 

5' xdx ' S .l;dx , ' 1 .с dt 
х4+бхi +5 (хЧ~3)i ~4 '2 J /: ' 4 '; 

- '.!: 1.., , !,t."..,-2/+C_..!.., Хl+1+с - 2 • 4 n / + 2 - 8 n х3 + 5 . 

Из последних дВух примеров' ВИДИМ, чro иногда ' перед интегрированием рац.ио
нальной дроби следует произвести замену переменноil: .. 6 

Найти интегралы: 

S х+2 S 2х2 +х+3 
1428. х (х -З) dx. 1429. (х+2) (ха +х+ 1) dx. 

S
5x3-17X2 +18x-5 S dx 

1430. (х-1)З (х-2) dx. 1431. хЗ-8' 

5 r + х + 1 . , 5 dx 
1432. Х"-81 dx. '1.433. (k2-2х)Z' 

5 х+ 1 S (19/16) х2 +х+1 
1434. (х2 +1) (х2 +9) dx. 1435. (хЧ-4).(х2 +2х+5)dx. 

S~ S x
2

dx 1436. Х"+4 dx. 1437. x2-4х+З' 
.. Ilредставить знаменатель в 

виде х4+4=(х2 +2)2_4х2 , 

S ' хЗ+х
2 S х4 1438. х2-6х+5 dx, 1439. x4-16 ш. 

1440. S зr+;2::Х + 1 dx. 

3. И нтегра.лы вида S R (еХ) dx, где R - рациональнаJl ФУНКЦИJl. С помощью 
d/ d/ 

подстановки ex=t, откуда eXdx=dt, dX=ex-= ,-t-' интеграл укаэаНIIОro РИАа 

преобразуется в интеграл от рацИО,нальной функции 

~ S3e2x +ex +1 1441. Найти интеграл е2Х_2еХ_Зdx. 

dt 1:5. Положим eX=t; тогда eXdx=dt, dx=-t-' откуда 

S 
3е2Х + еХ + 1 , S 3/Э + t + 1 , 
e2X-2еХ-З dx= t (t 2, -2t-З) dt. 

'Так Kaic t(t2 -2/-3)=t(/+I)(t-З), то разложе,нИ'е на пр~йiDие дроби 
имеет вид , 

3/2+/+ 1 
t(t+I)(t-3) 

А . Й ., с 

t + '+l + /~3 • 

ОсвобождаЯС!r от знаменателеЙ, получим 

зtt+t+ 1 =:А и+ 1)(/-3)+8t (t-3)+Сt ,(t+J). 
\ . '\ 

Если /=0, то:1 =~ ЗА, т, e. ·A= ...... 1/3· .. если же " t='- 'I, 'J'02=.'4В, Т.е. 
В=I/2, наконец, если /=3, то 31=12С"т,е. C=31/1Z. ' 

Итак, ',' 

, .3t!+ t + ~ -,-, . ..,.;.lj~=-!~JE...+ зiЛ2, 
t (t l - 2t-3) t t +.1 t-3: 



И· значит, 

SЗеtx + еХ + f: S 3t' + t + 1 . , I 1 ' ,'31 
eIX_2ex_adx= t(t+ 1)(t~З) dt~""",зlпJ+21п и+l)-+:'Т2 1п I t-ЗI+С= 

=- ~ IпеХ+:~Jп(еХ+О+;~IЦlеХ--ЗI+С= 
• х 1 31 

,=-З'+-т 1n (вХ + 1)+I~lnl eX,-31+С . .А 

Найти интегралы: 

1442. 

i443. 
S 

'е2Х +ЗеХ + 16 dx 
е4Х _16 " . 

S .,.,..:::---,2е:;-Х_+-:-:--,3 --;;::--;---;7 dx. 
(2е2х _еХ -1) (е2Х + 1) 

§ 3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПРОСТЕАШИ~ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФVНl(циR 

J. ИнтеГРIL/IJ,.lВИда ~R(x,(ax-+-b)ml/lIl, (ax+b)m.;ir·, ... )dx, где R '-рацио
нальная функцня; "'1, "i. тz; "2, ••• - целые числа. С ПОМОЩЬЮ ПОДСТ<lНОВКИ 
ax+b=ts, где s-наименьшее общее кратное чисел nl, nz, .. , , указанный интег
рал преобраэуется в интеграл от рациональной функции, 

1444. Найти интеграл 1 = 5 2/ 3 dx 1/ 2 • 
(21: + 1) -(21:+ 1) 

~ , 3дecb ni=З. nз=2; поэтому s=6, Применнм подстановку 2x+l=tGj тогда 
K==(te-l)j2, dx=зtб dt и, следовательно, 

I=S зt
5

dt =зS tZdt =зS t2- J + 1 dt= 
t' - t8 t - 1 t - 1 

==зS(t,+1+t11)dt=~' t2+3t+3'Пlt-11+С. 
Воэвратимся ' к старой переменной. Так как t=(2x+1)1/6, то 

1 = ~ (21:+ 1)1/3 +3 (2x+i)I /6+3In I V 2х+ l-ll+c .• 
, S dx 2. Интегралы вида у . Такие интегралы путеМ· выделения 

ах2 +Ьх+с 
полного квадрата нз KBaA.pa:rнoro трехчлена приводятся к табличным 'интегралам 
ХХ или XXI. ' , 

1445. Найти ин~грал S у dx .. • 
" хз +2х+5 

t:д Преобра,зуем, J{Ва.др.атныЙ тр~хчлен к виду х2+2х+5=(х+1)2+4. Тогда 

S 
dx r d (х+ 1) 

Yxl+21:+5 J У{Х+I)2+'4 Inlx+1+YxZ+2x+51+C. '" 

1446. Найти интеграл S у dx • 
- 3xz+4x-l , ' . ' (, 2) 

dX - l , d х-,-:,З 

6 :rS ' ,. ,=---:- S' -v '1 2 2 = 
У -ЗхI+4х-1 уз g'-(Х-з ) 
t x~2I3 , . 1 , , ' = ~rh агозin ---'-+~~.г- arcsin (З~~2)+С. ,. 

, " 11/3' ··· . , з 



3. ИитеГР8JIЫ ВН.1I.а S у- . Ах+В dx, дЛ51 ,нахождения этого интеграла 
, ах2 +Ьх+с 

выделим в числителе ПРОПЗ80ДНУЮ квадратного трехчлена, стоящего под знаком 

корня, 11 раЗЛОЖIIМ IIнтеграл на сумму двух интегралов: 
А АЬ 

S 
Ах+В r 2a(2ax+b)+B-2Q 

уах2+Ьх+с dX.J у ах2 + Ьх+с " щ= 
~ А r d(ax

2
+bx+c) +(В АЬ) S dx 

- 2.а J у щ2+ Ьх+с -2il У ax~+ Ьх+с • 

Первый из полученных интегралов есть табличный интеграл XVII , авторой 
рассмотрен в п. 2 § З. 

1447. НаЙт.{ Иllтегрa.тr S у 5х-З ш. 
2х2 +8х+ 1 

6 Выделим в числителе пр'(}"изводную подкоренного выражения: 

5 ' 
5х-З - (4Х+8)-IЗ 

S У2х2 +8х+ 1 щ= S;2X2 +8X+ 1 щ= 
=~S 4х+8 dX- 1З S dx 

4 У2х2 +8х+ 1 ' у' 2хЧ-8х+l 

= ~ У2х2+~Х+l-~S Г dx 
У 2 Ух2+4х+-} 

= ~ Y2x2
+8x+l- ;; 1п fX-J:-2+ Ух2 +4х+{ '+с .• 

1448. Найти интеграл,S у . Зх+4 ш. 
'-х2 +6х-8 

3 
Зх+4 "-2 (-2х+6)+ 13 

6 S dX=S ' dx= 
У -х2+6х-8 У -х2+6х-8 

=-~ S -2х+6 dx+13 r dx 
2 У -х2+6х-8 J Уl-(х-3)2 

=-3 У _х2 + 6х- 8+ 13 arcsin (х-з)+с . .. 

S 
dx 

4. Интегралы вида у . с помощью подстановки х-
(х-а) ах2+Ьх+с , ' 

-a=l/t этот интеграл ПРИRОДИТСЯ к рассмотренному в л. 2. 

1449. Найти иптегра~ S V dx • 
, х 5х2-2х+ I 

6 ПОЛОЖIIМ x=J,/i. тогда dx = -(l/t2)dt и 

5 dx 5 (d/)//2 

Х У5х2- 2х+ 1 (l/t) Y5jt2 -2/! + 1 

S
' dt ,г 

=- Vt 2-2t+5 1nlt-1+ ... t2-2t+51+С= 

=-]П];-I+У:2-~+51+С=-Jлl ' - X+Y~X2-2X+! '+с." 
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145О. Найти инreграл S у dx 
, . .' (х-1) -х2 +2х+З 

6. Полагаем x-l=ljt. тогда x=lji+1 иdх=-(I!l!)dt. Следовательно, 

S 
dx 

(x-I) У -х2+2х+З 

Н S 
Зх+2 

1451. айти интеграл 1= (х+1) у' х2 +Зх+3 dx. 

1\ Записав чнслитель подынтегральной функции в виде 3х+ 2=3 (х+ 1)-1, 
получим 

I=S З(х+I)-1 dx. 
. (х+ 1) У х!Ч-Зх+З' 

Представим данный инТеграл как разность двух интегралов: 



где Qn-t (х)-многочлеи (n--'-I)-й степени с неопределенными Коэффициеитами/ 
л-число.'" 

Дифференцируя указанное тождество и приводя результат к общему знамена
телю, полу,ЧRМ равенство двух многочленов, из которого можно определить коэф
фициеиты многочлена Qn-l (х) и число Л. 

1452. Найти интеграл r ХЗ;;2х2 +3х+4 dx. 
J х2+2х+2 

6. Здесь n = 3, поэтому соьтветсТJiующее тождество имеет вид 

S х3+2х,"+Зх+4 dx=(box2 +b1x+b2) У х2+2х+2+л.S dx , 
Y~+~+2 ' Y~+~+2 

ДИфференцируя Обе его части, ПО,lучаем 

хЗ+2х2 +3х+4 (2Ьох+ ь1)у xl +2x+2 + 
У х2 +2х+2 

+(ь 2+Ь +ь \ х+1 +л. 1 
ох lх 2! У х2+2х+2 У-х3 +2х+2 • 

Ос80t'Юждаемся от Зllаменателя: 

х3 +2х2 +Зх+4 = (2Ьох+ b1) (х'+2х+2) +(ЬоХ'+ biX+ .ь,) (Х+ 1)+"'. 
или 

ХЗ + 2х!+Зх-f--4 =зьохЗ+ (5bo+2b1) х3 + (4Ьо+ЗЬi+ ь,) х+ (2bi+ ь2 +",). 

Сравнивз'я коэффициенты при одннаковых степенях х. получим 

{ 

3Ьо= 1, 
5bo+ 2bi=2. 

4Ьо+ЗЬi+ Ь2,=З, 
2Ь1 + Ь2 +"'=4. 

Решая систему, найдем Ьо=I/З, b1 =1/6, Ь2 =7/6, 1.=5/2. Следавател.ьно, 

S хЗ+2х'+Зх+4 ~'(l.X2+.!. х+2.) yx~+2x+2+ у. х2 + 2х + 2 3 6 6 

, +~ Iпl 'Х+I+УХ2+2Х+21+с. А 
Найти интегралы: 

1453. \ ~'dX V . 1454. S V~ dx. 
, ~ 1-2х-'- I-~' . 1+ х 

1455. 'J YX2~X-l . 1456. S У -XI~2X+8 • 

1457. S 5х+З dx. 1458. S" Зх+2 'ах. 
у -х2+4х+5 ' V х2 +х+2 

1459. S ". :: . 1460. S У dx • 
,', (x+21 'х'+2х х 2х' -2х-l 

1461. S %-1, dx.1462. S х'+2х+3 щ. 
(Х+ 1) у х2 + 1 У -х2 +4х 

в. Иитегралы от дифференциа.льных биномов ~ l'm (а+Ьхn)Р dx, rAe т, n, 
р - рациональиые числа, Как доказал П. Л. Чебышев, и,н~граJ,lЫ от дифференци
альных биномов выражаются черев элементарные функции только в трех случаях: 



1) _ p-цщlO~ чяс;;ло, -10ГД~ данныА. ин~рал СВОДВТСЯ -к И}iтегралу от рациq.. 
пальной фуикции с помощью подстановкн x=/s, где s-наимен&Шее общее кратное 
знамена:гелей,дробей т .Н .n;, -' 

2) (т + I)//t.-,--Ue.noe число, в этом случае данный интеграл рационализируется 
с помощью подстановки а+ ьхn = t.r; 

3) (m+ I)/n+р-целое число, в этом случае к той же цели ведет подстанов~ 
ка ax-n+b=t.r, где s-знаменатель дроби р. ' 

1463. Найти интеграл 'S- - (-; уо' 
ух ,х+l 

6 Здесь ПGдынтегральную функцию-можно записать в виде x-l/~ (х1/4 + 1)-10, 
Т. е. Р=- IО-целое число . Значит, ,имеем первый С.1\учаЙ ннтегрируемости диф
ференциального бинома. , Поэтому следует применять подстаНОВRУ x=t 4 j тогда 
dх=4/ З d/ и искомый иитеграл принимает вид 

Последний интеграл иаходится так: 

Таким образом, 

1464. Н::lй-Тиинтеграл S х
з 

~ . 
. , (а2 -х2)', а2 _х2 

6. Лерепи(',ав ~дынтеграль~ую функцию в виде х3 (а2 _х2)-З12; имеем m=3; 
n=2, р=-3{2. Так i.'.aK (111+1)/n= ,(3+ о {2=2-,-целое; ЧИCJ.Iо, , ;ro: . имееr место 
второй случай интегрируемости. Используя подстановку a2 _x2 =t2, получим 
-2xdx=2tdt, xd.t=-td/" x2 =a2 _t2• С.lJ.едовательно, 

S х3 (a2-X2)-~/2 ~= --;-s (a~~t2) /-3. t dt= - S~2 t2 t
2 

dt = 

=Sdt-а2S~=t+ a
2+ c=i

2
+a

2 
+С= 2а

2

_,х2 +С' • 
/2 ·/ t ya2 _xZ ' 

1465. Найти интеграл \ 4'Yd.x '2' 
",х" l+x 

6 Здесь m=._4, n=2, . Р=- 1/2 и (т+ l)/n+р=(-4+ 1)/2-1/2=-2 
-целое число. Поэтому имеет место третий случай интегiJИруемости диdxbeренциаль
ного бинома. Пол,агаем x- 2+I=;"it 2; Тогда -2х'-Зdx=2tdt; x-~dx=-tdt. 
Преобразуем данный. интеграл таким образом: 

/ = r dx r х-4 (1 +x2,)-1/~ dx= 
J х4Уl +х2 .J 

-= ~ х- 4 [х2 (х- 8+ I)Г 1 / 2 dx";" S х- а (х- 2 + 1)-1/ 2х- З dx. 
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следоватмыI,, 

. 1=- ~(t.-I) /-1 /dt=- S ~tZ-l)d/= 
{3 "" Y(X-2+1)3 

=t-т+С=У x- I +l- 3 +с= 

YI+xs Y(\+XI)~ (2xI-I)Уl+х' 
Х зr +с зr " +с. А 

Найти интеграJlы: 

1466. S (З/~ )1 . 
Х у ·х+l " 

1468. S V3 dx • 
1+х' 

S
3/-·/-V-1470. у х r 5х· х+Зdx. 

1467. 

1469. 

S 
dx 

1471. V . 
r 2-х' 

§ 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСI(ИХ ФvнкцИR 

1. Интеграл.. вн". S R (51п х, СО5 х) dx, ГАе R - рацнональна. фУIIIЩ" •• 

Интегралы указанного вида ПРИ80ДЯТСЯ к интегралам от рациональных функциR 
с ПОМОЩЬЮ так называеМо/l: ун.ШJf!РСаАЫЮЙ mрuгoн.ояеmрuческоЙ nодсmaн.овкu 
tg (x/2)=I. В результате зто/l: подстановки имеем": 

2 tg (х/2) 2! 1-tgS (х)2) 1- l' • 
slnx l+tg'(x/2) 1+11; cosx=1+tgS (x/2) 1+/1' 

2dt 
x=2arctgt; dX t=l+t j ., 

1472. НаАти интеграл S 4SInX+~OSX+5 . 

6. Подынтегральная функция рационально зависит от sln Х и cos х; применям 
2/ 1-[1 2dl 

подстаиовку tg(X/2~=t. тогда sln х= I +/1' cos х= 1 +tZ ' dx= 1 +,1 Н 

~ ~ 
2& 

dx т=t=f2 
" 4 sln Х+З cos х+5 4.~+з.l-t2+5 

l+tZ 1+/2 

S 
d/ - (" dt I 

=2 2l~+8t+8 J (i+2)2=-t+2+С. 

Возвра"щаясь к старо/! перемеllllО/!, получим 

S dx -- 1 +С А 
4s!лх+3соsх+5 - tg(x/2)+2 . 

1473. НаАти интеграл S (а2 + Ь 2) _ ~~ _ b~) cos х • 
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Универсальная поДстановк,а tg(x/2}= t во многих случаl!Х . ПРШlOдит к слож
НЫМ вычислениям, так .к3~ при ее применении s1л х и c"os х выраж~ются через t 
11 виде раЦИОRальных дробей, содержащих ta• 

в некоторых ЧЩ:Т"ЫХ ~учаях нахождение интегралов ви-да 5 R (slrt х, coS х) dx 

может быть - упрощено. , 
]. ЕСЛII R (slrt х, СЬ5 x)-нечетН81j функция относительно sln х, т. е. если 

R (- sln х, cos х) = - R (sln х, соз х), то интеграл рационализируется подстаllОВКОЙ 
cos х= {. 

2. Если R (slл х, СО5 х) - нечетная функция относительно СО5 Х, т. е. если 
R (51п х, - С05 х) = - R (slrt х, С05 х), то интеград рационаЛIIЭИРУется с помощью 
подстановки sln х =.t. .. : , 

3. Если R (51П х, соз х) -четная функция относитеЛLНО 51п х и СО5 Х, Т. е. 
если R (- slл х, -С05 х) = R (slл х, соз х), то к цеЛII пр"во"нт подстановка tg х = 1. 

Н u 5 (sin x+sln3 x) dx 1474. аити интеграл 2' . соз х 

6. Так как подынтегральная фvнкция нечетна относительно синуса, то пола
гаем cosx=t. Отсюда sin2x=l-t~, co,,2x=2cos2x-] = 2/ 2 -I, d/=-s1лхdx. 
Таким образом, .. 

S 
(sln Х+SlПЗ- Х) dx S(2- 12)(-dt) S(II-2)dl= 

cos 2х 2t 2-1 - 212-1 

1 5 212~4 1 S 3 5 dt 
=22/2_1 dt="2 dt -2 2lЭ-1 = 

=.!.. __ 3_Sd(f у2) / __ 3_ ln lt Y2~11 С 
2 2)12 212-1 2 2 У2 t V 2+ 1 + . 

Следовательно, 

S 
(51П х+ sln3 х) dx 

соз 2х , 
] _3_ 1 Y2cosx-l I 

-2 соз Х- 2 , r -2 'П )1 +С. 
r 2cosx+! 

Отметим, что в рассматриваемом случае интеграл всегда может быть- записаи 

в Вltде ~ R· (зiл 2 Х, соз х) slrt х ах .• 

5 · н ". 5 (соз 3 x+cos 5 х) ах 147. аити интеграл , 2 + 4 • 
SШ Х slл х 

А Здесь поДынтегральиая функция является нечеlЯОЙ относительно косинуса . 
Поэтому применяем подстановку sin х = t ; тогда С052 х = 1 - sl/1 2 Х = 1 --=--/2, 
СОЗ Х ах = d/. Следовательно, ' 

(соsЭ х + cos 5 х) dx 
Sln2х+slл~Х S 

-соз2 х (1 + cos2 х) cos Х dx 
s!л 2 X+SiH~ Х 
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т (I-t')(2-t') 1 + 2 6 
ак как t! (1 + t2) if - 1 + {!' то 

S 
(1- t')(2-tl ) dt 2 

l' (1 + tl) 1 -7-6 arctg t+C. 

Окончательно получаем 

S 
(соз3 х+соз~ х) dx 

Зin2х+зln~Х 

2 
slnx----6arctg (slnx)+C. 

sln х 

Orметим, что в рассматриваемом случае интеграл всегда может быть записан 

в виде ~ R* (Зln Х, cos2 х) cos Х dx . ... 

1476. Найти интеграл S SiI12Х+2Sln~СОSХ-СОS2Х • 

~ Подынтегральиая функция чerиа относительно синуса и косинуса. Пола· 
. tg х t 1 

гаем tg x=l' тогда S!nX=. ; соэх ~::;:::::::::::;=:;:= 
• Y1+tg9x Yl+t2 Y1+tg'x 

1 dt 
Y!+I~; x=arctgt; dX=I+tZ ' Отсюда 

r 5iл2 х+ 2 Зln ~оз Х-СО5' Х r 12 2t ~ 1 1 J J 1 + t2 + у 1 + t2 У 1 + t' 1 + t2 

S 
dt 

= t 2 +2t-1 
Далее, имеем 

и, следовательно, 

.\ sin2 х+2 sin ~cos Х-С052 Х 1 1 ItgX+ 1 -У21 С 2У' 2 n tgx+1+Y 2 + . 
3аметнм, что нахождение интеграла можно упростить, если в исходном интег· 

рале разделить числитель и анаменатель на с052 х: 

) 1 
dx 

dx ёOSi"X 
sшZх+2sIПХСОSХ- С052 х tg2 x+2tgx-1 

r d (tg х) 
J tg! х+ 2 tg х-1 . ... 

2. Интегралы вида ~ 51п'" х cos" х dx. Выделим здесь два случая, имеющие 
особенно важное значение. 

С л у чай 1. По крайней мере один из показателеА т или n - иечетное поло· 
жительное число. 

Если n - нечетное положительное число, то применяется подстановка зln х = t; 
если же m- нечетное положительное число,- подстановка соз х= t. 

1477. Найти интеграл S sin' х cos5 х dx. 

!:::. Полагая slnx=t, cosxdx=dt, получим 

S sш' х С08 5 xdx= S sin· Х (1-зln! X)I СОЗ Х Ш= ~ [& (1-1')" dt = 
= r t~dt-2 S t&dt+ {' t"-dt=..!..t&_~t7+..!..t9+С= ,) J 5 7 9 

I 2 1 . = SS!l1' Х-"1 Sln7 .t+g sШ8 х+с. А 
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Н . s э~х~ .1478. айти интеграл ~ • 
саз х. саз ·х· 

6 Имеем 

s 5ln3 Х са5 - 4../3 х ~ = s (1-· саs! х) саэ ;'''/3 х 51п «4х. 

С.'! У Ч а Ii 2. Оба паказателя степени т и n-четные поло"жительные числа. 
Здесь следует преобразовать подынтегральную функцию с помощью ФО1>МУЛ 

1 
sln х соз Х=2" 5in 2х,. 

I 
5ln2 Х ="2 (l-cos 2х), 

coszx= ~ (1 +С08 2х). 

1479. Найти интеграл ~ sin2 xcos2 xdx. ,., 
/::,. Из формулы (1) следует, чт6" , 

sln2 Х С052 Х = (5ln х соз х)2 = ( -} ~In 2х) s = l siл 2 2х. 

Применив теперь формулу (2), получаем. 
1 I-C054x 

Sin1xcos2 x=4" . 2 
I 
8 (1-c054x). 

Итак, 

s sin 2 xc052 Xdx=irS (l-cos4x)dx= 

1 S 1 S I 1 ='8 ах-в · cos4xdX=BX-З2SIn4х+С. А, 

1'480. НаЙти интеграл ~ cos8 xdx. 

6 Используя ~рмулу ,(3), получим 

S С056 Х dX=S (С0511 х)З dx =s ( 1 + С;З ~) 3 dx== 

= ~J <, +Зсоs2х+3 cos22x+cos'~ 2х) dx= 

== ~ 5 dxf;. ~ '~ОЗ ~dx+-*J C~S22xdX+~S cos82xdx= 
I ' 

~Х+IЗ6SJp:2i~; S ~ +2S ,4Xflf+ 

(1) 

(2) 

(3) 



1 5 1 3 +в (l-sI02 2x) сов 2х щ=в х+Т6 stn 2.1:+ 
_,L~ 5 dx+~ S cos 4х dx+~ S cos 2х щ-, 16 16 8 

1 S · 1 l 3 - - siп 2 2х.-d(Slп2х)=-х+-slп2х+ 
8 2 8 16 
3 3. 1. 1. + , X+- SlJ14х+-s,п2х- - SlJ1 3 2х+С= 16 · 64 16 . 48 

5 l 3 l 
=16 х+т sln 2х +64 SIH 4х--: 48 slп Э 2х+С. А 

1481. Найти интеграл ~ Sil1 2 XCOs 4 xdx. 

г · S S(I " )21+COS2X t:, J Sin2x(()stxdx= (si nx cosx)2cos2xdx= · T S102x 2 щ= 

= ~. 5 sin2 2х щ+ ~ 5 sin 2 2х сов 2х dx = 

1 S· I - C()S 4х I 5 1 =8 2 dX+ g sln2 2x'T d (stn2x)= 

= I~ 5 dx- I~ 5 cos 4х dx+ '~ 5 siп 2 2х d (S!л 2х) = 

= I~Х-~S i П4Х+418Stn32х+С. А. 

З. Интегралы вида ~ tgm х dx н ~ ctgm % dx, где т - цtJIое положительное 
'Iнсло. При нахождении таких интегралов примеrяетс!\ формула tg2 Х = sec2 х -" I 
(или ctg2 Х '""" cosec2 x-I). с помощью ' которой ПOCJlедоватмьио понижается сте· 
пень тангенса или котангенса. 

1482. Найти интеграл ~tg1xdx. 

/:::, St g7 хщ= St g5 x (sec2x-l) dx= 5 tgБхd(fgх)-5 tg5 xdx= 

tg8 x S t!t'x tg
4 x S =-6-- tgЗ х (sec 2 x-J) dX=-6---4-+ tg х (вес2 х-I) dx= 

tg6 x tg 4 x tg 2 x 
=-6---4-+-2-+IПlсоsхl+С. А 

1483. Найти интеграл ~ ctg6 xdx. 

Ь. S clg6 Х dx = 5 clg4 Х (cosec2 x-l)dx=- S ctg4 xd (ctgx)-S ctgtxdx= 

ctg5 х 5 . =--5-- ctg 2 х (cosec2 x-I) ~= 

cfg~ х сfgЗ х S ctg 5 Х ctg 3 Х 
=--5-+-3-+ (cosec2X-1)dХ=--5-+-з--сtgх-х+С. А 

4. Интегра.лы 8ида ~ tg'" х secn х dx н S ctg"':X COSeCn х dx, где n - четное поло-
IIИтeJJЬНое число. TaКJIe ннтегралы · на ходятся аналогично pacCMoTpeНlfЫM в п. 3 
с помощью формулы sec2x=l+tg2x (илн cosec2x=l+ctg2x). 
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1484. Найти НRтеграл ) tg' ~ sec' х dx. 

Ь. ~ fg4.r sec8 х щ": S tg4 Х sec' х· sec' х dx = 

= ~ t/lix (l+tgl %)' d (tg х)= ~ tgC х d (fg х)+2 ~ tgf х d (tg х)+ ~ tg8 Х d (tg х) = 

121 
=5tg~x+1tg7X+9tg·x+C. А 

1485. Найти интеграл 5 s~~x' 
6. 5 s~~x= 5 cosec4 xd.x·= 5 C05ec'X ·cosec1xdx= 5 (1 +ctg1x) cosec1xdx= 

= S cosec1xdx-S ctg1xd(ctgx)=-ctgx- ~ ctg'.r+C. А 

5. Интегрaлw ан ... ~ ,ее'" +1 % d% Н S cosecl " +1 Z d%. Интегралы от нечетво/i 
положительноА степени секанса нлн косеханса проще всего находятся по рекур, 
рентным формулам:' . 

5 1 sln .r ( 1 ) S secl " + 1 .r dx = - . .......--.--+ 1-- secln -1 Х dx 
2n созl" .r 2n ' (1) 

cosec'''+lxdx=--. --+ 1-- cosec,,,-l xdx. 5 . t cos х ( 1 ) 5 
2n slDln х 2n (2) 

1486. Найти интеграл S cosec' Х dx. 

6. Применяя рекуррентную формулу (2) при 2n+ 1 =5, т. е. при n=2, 
получим 

5 I cos.r 3 5 cosec' х dx = - - • --+- cosec' х dx' 
4 . sln' х 4 ' 

полагая теперь 2n+I=:=З, т. е. n=I, по тоli же формуле'имеем 

5 1 саз х I S СО5ес' х dx = - "2 • sin' х +"2 cosec х щ. 

Так как ScosecxdX=SI'I~xx=lnltgil+c, то 

5 созес3 xdx=- ~+.!.Inl tg~l+c. 
2sln 2 x 2 2 

5 5 - саз Х · Зсаs х 3 I х I 
cosec х dx-- 4Зln4 Х -Вsiл2х +8 1л tg"2 t +с. А 

6. И нтегрa.nы вида ~ 51п m% соз nх dx, ~ cos m% cos n% dx I ~ 51n mx 51n nх dx. 
Тригонометрические формулы 

I 
slл rx С05 ~ ="2 [Зln (cx+~) +slл (сх- ~)]; (1) 

. 1 
С05 rx cos ~ ="2 [С05 (CX+~)+C05 (cx-~H, 

1 
slл rxsiл ~=2 [С05 (a-~)-C05 (a+~H 

(2) 

(3) 

дают IЮЭМОЖНОСТЬ nроиэведенне тригоноыетрических фvнкциli представить в виде 
суммы. . 
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1487. Найти интеграЛ -~SiП 1xcos,5xdx. 

~ Используя формулу (1), ПОЛУЧИМ 

S Зin 2х cos 5х dX=-} S [slл 7х+ slл (- Зх)] dx;= 

=+ 5 slп 7xdx- ~ S slл ЗХdХ=-/4 соз 7х+ ~ соSЗх-t:С .• 

1488. Найти интеграл 5 cos х cos ~ cos ~ Ш. 

х 
~ Лрименим к произведению СОЗ Х COS:"f ФОРМУЛУ (2):· 

5 . х х 1 5 (ЗХ х ) х . cosxCOS2"COS"4dx=T С052"+С05"2 cosT dx = 

1 5 Зх х I S х х =2" СОS'2соз "4 dX+T С05 "2 соз "4 dx• 

Снова используя ТУ же ФОРМУЛУ, находим 

S х х I S ( . 7х 5Х) 1 5 (ЭХ х) cosxCO:;TC~5tdx="4 . С05'"4+ С05 '"4 dX+T С05'"4+С05"4 dx=!:t 

I 7i1: 1 . ' 5х ) эх х 
"""~slл -'-+--sш -+-slл -+sш-+С .• 
7454344 

Найти . ин,тегралы: 

1489. 

149J. 

5 
dx 

3 + 5slл x+3COS х • 

5 
cos2xdx 

sin2 x+4sin х.СОЗ х • 

• . ПОЛОЖИТЬ ctg х= t. 

1490. SldX . 
'. - SIП 'х 

1492·' S · · С·ОSЗХ~Х • 
,sш2 х+sшх 

1493 . 5 
sin 2xdx 

. cos3x-sin2x-l' 
1494. SSiПЗ х dx. 1495. S соз~ х dx • 

,". ' ~mх 

1497.' ~ cost х dx. 1496. 

1498. 

~ siri2 (х/4) cos2 (х/4) ш. 

~ ,tg 4 (х/2) dx. , 

1500. ~ sec8 х dx. 

1502. ~ seсЗ х dx. 

1504. ~sin3xsinxdx. 

1499. ~ cfgз зx'dx. 
'1501. rc~s2x ш. J sm4 х 

1503. S ~tg2xc~secx 'dx. 
1505. ~ cos (x/Z) cos (x/~)~ . . 

7. Трнгонометричес.кие Подстановi(Ji. И;mгралЪi йвд~ ~ R (х, V w-.: x2)dx, • 

~ R (х, V а2+ х2) dx, ~ R (х, V х2_ a2),dx ПРИQОДЯТСЯ к интегралам ОТ рацио
пально/! относительно sin t и соз t функции с ПОМОЩЬЮ надлежащей тригоио, 
метричеСкой подстаноnки : для' первого юtrегра.iIа x'~'asint (IМИ х=а cos t), для 
второго x=a.tgt (или x=actgt) н для третьего x=asect (или x=acosect). 
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1506. Найти интеграл 1 = S У7 dx. 

ь,. ПО~lОЖШI x=asint, тогда dх=асоstdtи заданный интегра.l ПРЮlе1 EI:.]. 

1 = а - а sш а СОБ t dt = S
V 22 ' 2t 

а sin t 

=а -,- dt=a , dt=a -,--а SIП t dt= 5 СОБ\! t 5 1-sin
2 t 5 dt 5' 

SIП t sш t slП t 
=а In I cosec .t-clg t I +а СОБ t+C. 

5 ~ . "\ & Для на.:хождення интеграла - .-, мы ВОСПО.1ьэовались фОР~JУ·1011 - . -t = 
SIП . v 5101 

= In I cosec t -ctg t I +С, так как · с ее помощью легче перейти к прежиеii леjiе
меННОII Х. 

Таким образом, получаем . I 1 СОБ t I 1 = а In - '-t --.-! +а СОБ t +С, 
slП slП 

г;:е sin t = х/а, СОБ t = V а2_ х2/а. Следовательно, 

l=a1n la--У~I+-Уа2_х2+С . .. 

J 507. Найти интеграл 1 = S -у dx • 
х , а2 +х2 

ь,. ПРlIмеНIIМ подстановку x=atgt, откуда dx=a~ec2tdt. Тогда ПОЛУЧIfМ I-S asec2 tdt I Г sec2 tdt 
- а Ig t -Уа2 +а2 Ig2 t a.J tg t БеС t 

1 5 5ес t '1 5 d/ I =- -1 ·t ·dt=- -·-t=-lлlсоsесt-сtgtl+С, 
а g а sш а 

rде fgt=x/a , и, следовательно, clgt=a/x, cosect=-У1+с!g2t=Vа2+.~2/х. 
Итак; 

J= ~ 1"/ -Y·~-al+c ... 

S 
х'11х 1508. Найти интеграл 1 = -у . 

. x2-all 

ь,. Применнм лодстановку х =а Бес t, откуда dx =а sec t tg t dt. Тог да ПОJI)"Iш.1 

J.=J а2 
seca (·а Бес t tg t dt=аzJsесз t dt .• 
-Ya2 sec2 t-a2 

Далее nрнменим рекуррентную формулу (1) п. 5 при . n = 1: 

5 ' 3 t dt - 1 510 t + I 5 t dt sin i + 1 5· dt 
sec -2 cos2 t 2 БеС =2cos2 t 2 cos t== 

sln / 1 
=2С052/+210 I БеС t+tg t '+С; 

rде sec t =х/а,С05 / =а/х, sln t = -У'ох2_ а2/х, tg t = У ха -а2/а. Следоват~;ьно, 

а2 sin / аа 
"' 1=-2 2/+-2 Jn/ sect+tgtl+C= 

СОБ 

=; VXIl-а2+~2Iпjх+У~1+с." 
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Найти интегралы: 

1509. • S 
dx 

. (1- хl)8/1 5 dx S dx 1510. < 2 I .2)3i2 ' 1511. У . 
а тх . ХЗ x2-1 

§ 5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЗНЫХ функций 

Найти интегралы: 

1512. ~ 51п· х 5in 3х dx. 

1514. 5 ~dx. 
1516. S (2xl -l) cos2xdx. 

S
2eIX-ех-з 

1518. elX -2еХ-З dx. 

1520. ~ V2x-l dx. 

1513. ~(2x2-2x+l)e-Xlldx. 

S
X t -2 

1515. хl+ 1 arctg xdx. 

1517. ~xln!xdx. 

1519. ~ arctg Vxdx. 

1521. S 4/ dx • 
у 1+,к' 

1522. ~ V 6 + 4х-2хl dx. 1523. ~ е!Х 5in еЖ dx~ 
1524. S dx • 1525. r 5in2xlncosxdx. 

cosl х V2+5tg2 x J 
1526. r(X+2)C05(XI +4x+l)dx. 1527.SХС~SзХdx • J SIП Х 

1528. S V;:гx dx• 1529. ~ ln(x'+x)dx. 

1530. Sx'~x. . 1531. ~ c051nxdx. 

5 r 1+ V-:; r А 
1 32, J (iГx-}/ Х) V X~~· 1533. J Fsin .. xdx. 

1534. r ~X COS Ах dx 1535 5 dx J ... • а' cossx+b!sin2 x 

1536. 5 Sjnl:~OSIX' 1537·5 (1 +tt;2)~ • 



ГЛАВА Х 

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§ J. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

Пусть функция f (х) ОJIределена на отрезке [а, Ь). Разделим отрезок [а, Ь] 
на n произВольных частей точками а = хо < х! < Х2 < ... < ХN _ i < хn = Ь, выбе
рем на каждом элементарном отрезке [Xk-i, Xk] произвольную точку ~k и найдем 
д,лину каЖдого - такого отрезка: ilxk=Xk-Хk_l' Интегральной CYAUlOiI д,ля функ-

n 

ции f (Х) на отрезке [а, Ь] называется сумма вида (]= ~ 1 (Sk) ilxk • пр~чем эта 
k=l 

сумма имеет конечиый предел 1, если для каждого 8 > О найдется такое число 
6 > О, что при тах ilxk < {j неравеиство I (]-I I < 8 выполняется при любом 
выборе чисел Sk' 

ОnределенНbI.AI интегралом от функции f (Х) на отрезке [а, Ь] (или в пределах 
от а дО Ь) называется предел интегральной суммы при условии, что Д:lИна . наи
большего из элементарных отрезков (тах ilxk) стремится к нулю: 

ь n 

1 = ~ f (Х) dx = 11т (] = Iim ~ f C€'k) ilxk-
а maxdxk ..... O maxdxk-+°k=l 

Если функция f (х) непрерывна на [а, Ь),то предел интегральной суммы сущест
.вует и не зависит от способа разбиения отрезка [а, Ь) на элементарные отреэк •. 
и от выбора точек Sk (т е о р е м а с у Щ е с т в о в а н и я о n р. е Д е л е н н о г о 
I И Т ег р а л а). 

Числа а и Ь соответственно называются нижним и верхним ' nредеЛй.Аtu ин-
тегрuрованuя. 

ь 

Если f (х) > О на [а, Ь], то определенный интеграл ~ f (х) dx геометрически 
а 

представляет собой площадь крuвoлинейной трапецuu-фигуры; ограниченной 
линиями у=! (х), х=а, х=Ь, у=о,(рис. 42). 

Основные свойства определенного интеграла 

а Ь 

10. ~ f (х) dx=- ~ f (х) dx, !J 
Ь а 

а 

20. ~ '(х) dx=O. 
а 

Ь с Ь 

ЗО• ~ f (х) dx = ~ f (х) dx + ~ f (х) d.t. 
а а с 

о 
Ь Ь Ь 

40. S (fi (х) ± 1з (х)] dx= ~ fi (х) dx ± ~ 12 (х) dx. Рис. 42 

а а а 

Ь Ь 

, 50, ~ C./{x}dx-C. S /(x}dx, где С - ПОСТОЯJШаsr. 
а а 
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60. Очен"а определенного инmцрала: если т";;;; ' . (х) ..;; М на [а, Ь], то 
ь 

т (b-<l) < ~ f (х) dx < М (Ь-а). 
а 

Правила вычислеиия определенных ннтегралов 
1. Формула Ньюmона'-Лей6нича: 

{ f (х) dx= F (х) 'Ь =F (b)-F (а), 
а а 

где F (х) - перво06раэиая для f (х), т. е. F' (х) = f (х). 
2. Интегрирование па частям: 

{ и dv = uv I ь - { v du, 
а а а 
I 

где и=и (х), V=V (х)-непрерывно дифференцируе~ые функцин'на ОТр,еэке [а, Ь). 
3. З~на neременной: . '. 

ь (3 

~ f (х) dx= ~ f [ср (/)] ср' (/) dt, 
Q а; 

где х=ср (t)-функция, непрерывная вместе со свое А производноlI ср' (/) на от
резке a..;;t...;;p, а=ср(а), Ь=ср(р); f[q>(t)]-функция, непрерывная на [а, ~]. 

4. Если f (х)-нечетная функция, т . . е. H-X)=~ f (х), 'Ю " 
й, 

~ [(х) d:( = О. '.' 
-а 

Если f(х)-четиая функция. т. е, f (- х) = f (х), 1'0 

а а 

~ f (х) dx=2 ~ I(х) dx. 
-а о 

I 

1'538. Вычислить интеграл ~ хl dXKa~ предел ' интегральной 
о 

cyм~ы.,. 

l. Здесь {(х)'=х1 • а=О; Ь=I; разделим отрезОк [О; 1] на n равных ча~А, 
тогда &x,.=(b-a)jn=ljn; выберем Е,.=х,.. Имеем: 

1 2 _п~1 , ,_n . ' 
хо=О. хl=-. Х,=-, ...• xn_l~'~, xn~."...:;::I. , 

f'Ы ~(~ )'; I (~,)~ Щ' ~ ... , I (<.) ~,(:i';} «,) ':'": Ш' . ~. 
Следо~а~Ь~О. . 

I 

S 
хl dx= 11т 11+21+31+ ... +nl 

.~. n ..... ш I nЗ, 
<:.:\. ' о . . 



1'1/4 ' 

1,539. Вычислить 5 co~~x по формуле Ньютона-Лейбница. 
11/6 

n/4 _ 
л S,·dx t '; ,п/4 ', n n, у 3 u -,-= gx =tg-4 -tg-6 -:-1--з . ~ С05 Х 1'I/е 

n/6 

18 

О 5 СОЗХ'dх 
1540. ценить интеграл .г-=. 

r I+x' 10 ' 

1::. Так как I cos х 1'<; 1, то при х> 10 получим неравенство.г . < 10-2. I cosx I 
. r I+x· 

Следовате.льно/ 

18 18 

5 cos хи 

10 Yl+x' 
, " . s· cos х dx < 8·10-1 < 10-1, т. е. < 0,1. А: 

10 YI+xC 

n/2 

1541. Оценить интеграл 5 5+ :~OS2 х' 
о 

1::. Поскольку О...; cos· х <; 1, ИМеем 

I 

1542. Вычислить ~ хе-" dx. 
О 

1::. Воспользуемся методом интегрирования по частям. Положим 11 ~~, dp,=e.-"dJt, 
OТKYДa,'du=dx,' о=-'-е-". Тогда ,. ' 

r /1 51 l' е - 2 ,', . ~ и-Х dJt=-u-х • + о е-" dx.~-e-&-e-X о =-2е-1+ I~. А 

, 
1543. Вычислить ~ J: Х dJt. 

1::. ПOJJОЖИМ Jnx=t; тогдаdx=dt; еС:Ли x=J. то t=O; еслИ х=е, то t=l. 
Х . ' ' 

-Следовательно, 

, 
1544. Вычислить ~. V"-x1dx. 

о 



6. Положим x=,sJnt;, тогда dx=,costdt; если х=о, то [=0; ,если x='j 
, то t = п/2. Поэтому 

, 11/2 11/2 

S У ,2_XZ dx= S У ,2_,2 sin2 t , cos t dt=,Z S cosz t dt = 
о о о 

'1t/2 

= ~,t S (1 + cos 2t) d/ = ~ ,2 [ t + ; sin 2/ ] ;/2 = 
О 

=~ [( ~ + ; sJn п) - ( 0+ ; sJn о) ] = П~2. А 
n/3' 

S 
xsinx 

1545. Вычислить 1 = -~- dx. cos х 
-11/3 

11/ 3 

S 
х 51п х 

6. Подынтегральная функция-четная, а потому 1=2 COS2Xdx. Интегри-
о 

sln х dx 1 
руем по частям, полагая.u=х, dV=--2-' i тогда du=dx, и=--. Отсюда cos х cosx 

( 
2п 5П) 

Следовательно, 1 = 2 3 -In tg 12 . А 

1 

S 
x2arcsin х 

1546. Вычислить 1 = У dx. 
1+x2 

-1 

6. Подынтегральная функция-иечетиая, следовате.1JЬНО, 1=0. А 

1 

1547. ВычислИ1Ъ S xdx как предел интегральной суммы. 
о 

1 

1548. Вычислить S,r dx как предел интегральной суммы. 
о 

1 

1549. Оценить интеграл S х (1-x)2 dx. 
О 

n/2 

1550. Оценить интеграл S е'Ш' х dx. 
о 

11: 

155 Оц S sln х dx 1. енить интеграл х • 
n/2 



,Вычислить интегральп 

. 3 

1552. S х3 V х2-1 ш. 1553. 
1 

2 f 

1 
(' хах 

~ 1+х" 

S
e1 1.% S 111 1554. хаш. 1555. ~+I dx. 

1 О 

еП/2 n/б 

1556. S cos ln х d.x. 1557. S s!n
2 
х dx. 

COSX 
1 О 

21п 2 2п 

1558. S е/Х 1 • 1559. S cos 5х cos х ш. 
lп 2 О, 

11./3 11./4 

1560. S cos3 xsin2xdx. 1561. S ~t~~::dx. 
о о 

·2 11./2 

1562. S X2~X' 1563. S е' cos х-ш. 
1 о 

3 

1564. S X:2S~ ~ dx. 
-3 

r 
1565. S х arctg х ш. 

,1 

• Использовать своАство нечет· 
ной функции. 

• Испо.1ьзовать 
функции. 

свойство четной 

1566. Доказать, что 
1'1 

S
· . dx { о прн т:/: n. 
sшmхsшnх = n при т=n 

-п . 

·.(m и n-целые положительные числа). 

§ 2. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

1. Основные ПОНIIТИII. НесобствеНIШ.4lU uнтегралQAtu называются: 1) интег· 
ралы с бесконечными пределами; 2) ннтегралы от неограниченныx функций. 

Несобственный интеграл от фУНlЩии f (Х) в пределах от а до + QO опреде· 
ляется равенством 

+CII Ь 

~ f (х) dx= Нт ~ f (х) dx. 
/1 11-++00/1 

Если этот предел существует н конечен; то иесобственный интеграл иазы· 
вается сходЯЩUAlCЯ; если же предел не существует или равен бесконечности,-рас. 
zодЯЩШICЯ. 

Аналогично, 

ь ь +со Ь 

~ ,(х}ах= /l1!..~co ~ ,(х}ах и ~ f(х}dx=/lI!..Ш_ оо ~ f(x)dx. 
-CII /1 -со Ь-++оо/l' 
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Если функция f (х) имеет бесконеIJНЫЙ разрыв в точке сотреэка [а, Ь] и иеп~ 
. · рывна при a~x < с и с < х";;'Ь, то по олределе!iИlQ полагаlQ:Г 

ь с-а Ь 

~ f(x)dx= 11т ~ f(x)dx+ liт ) f(~)dx. 
Q а-+О а 11 ..... 0 C+II . 

ь 

Несобственный интеграл ~ f (х) dx (где f (с) = 00, а < с < Ь) называется схо-
а 

дящuмCR, если существуют оба лределав правой части равенства, и расходЯЩIlJC' 
."СЯ, если не существует хотя бы один ИЗ них. 

+а> 

1561. Вычислить несобственный интеграл ~ cos х dx (или устано
о 

вить его расходимость). 

ь.. Имеем 
ь . 

11т ~ cosxdx= 11т s!nxl
b

= Нm(slпЬ-siлО)= llm slnb, 
Ь-++а> о Ь ..... +оо О Ь-++а> Ь-++", 

Т. е. предел не существует. Следовательно, несо()ственный интеграл расходится. А. 
-1 

1568. Вычислить 2' 5 
dx 
х 

ь.. :Найдем 
-1 

li 5 
dx 

m а= 11т 
(I-+-:- (1) Х 0-+_ 00 [ 1]-1 (1) -- = liт . 1+- =1, 

. Х" О-+_'" а 
а 

т. е. liесобственныil интеграл сходится. А. 

+00 

1569. Найти S 1 ~X2 • 

-а> 

. +~ +~ 

S 
dx r dx 

ь.. Подыитегр.альнаяФункция-четиая,поэтому '1+xJ.,':'7 2 ;) (+х,. Тогда 
-00 О 

+ао Ь 

S 1+~\'''7'' 11т 5 l+d~Jiz= lim 81'ctgxl:= limarctg.b=~. 
О ', ' ,.h-++,,? О, .' ''''''. ~+ao . . b-+-too, 

+а> 

Таким обраЗ'Оы, S . l~~I'=Л' Т. е. несобственный' интегр~ сходится. А. 
-QO 

1 

1570. Найти 5 ~. 
О 

t\ ПодынтеграJlьная функция f (х) = l/х 8 точке Х=О неоГРilНliчена, а по-
roMY имееы 

1 1 . 

SdX= limSdX= ~mln xll~lim(lnl-1na)=+oo. 
х а-+О Х 0-+0 а 0-+0 . 

О о 

т. е. несобстDеиный интегрм расходнтся. А. 

94~ 



·+ ... 

1571. Найти ~ xe-x1dx. 
о 

6. Имеем 
+ОС> ь 

~ X!!-x2dx= lim Sxe-Х1dХ= lim [_1.e-X2]b= lim (..!.._..!..e-b2)=~. 
ь-+' + ос> Ь-о- + ос> 2 о ь->- + ос> 2 2 

о 

т. е. несобственный интеграл сходится. А ' 
Вычислить несобственные интегралы: 

+00 о 

1572 5 arctgxd 1573 S dx 
•. 1 +х2 х. . 4+х2 • 

О -~. 

2 

5 
x3dx 

1574. У4-х2 
о 

I 

1517. 5 х ,па х dx. 
о 

I 

1575. \ Jf dx . 1576. 
.~ x(l-x) 

+00 

1578. S (x~+ I~~X2+4) • 
-ОС> 

2. ПР8зиаки сравнения. При исследовании сходимости несобственных HHтer· 
раnов пользуются одннм нз прнзнакрв сравнения. 

1. ЕСАи функции f (х) и ер (х) определены для всех х;;;.: а и инmeгpиpyeMи на 
отрезке [а, А],. где А;;;.: а, и еСАи О Е;;; f (х).;;;; ер . (х) для всех х;;;': а, то из сходи-

. ~ +(1) " l' +GIJ 
мости интегРаАа ~ ер (х) dx 8итекает сходимость интеграАа ~ f (х) dx, причем 

а а 

+'" +00 

~ f (х) dx.;;;;. ~ ер (х) dx. 
.. а 

2. (а) Если при х -+ + 00 функция f (х) ;;;.: о является бесконечно малой по-
, +00 

рядка Р > О по ОРй8нениюс Ijx, пW интеграл ~ f (х) dx сходится при Р > I и 
а 

расходится при р с;;;; 1. 
(б) Если фУНКЦия f;(x) ~ О onределена и непрерывна в nромежутК.е а .,;;;; х < ь и 

Я8ЛfЮтся бесконtЧJЮ 6оЛ6ШОЙ' nОР1Юка Р па сравнению с lj(b-x) при х -+ ь-о, 
ь 

то иНfnегрfl.Л.. ~ f.~)dJfСХ~Цln:CЯnРU р < I и расходится при р;;;': 1 • .. 
+00 

И S
dX 

1579. сследовать сходимость. интеграла ---
хр ' 

а 

6. По опр~елению 
+00 А 

S dx= 11т Sx-РdХ= lim [ __ I_ X-Р +l]А= 
ХР А-+'+оо А->-+,", -р+! .. 

а а 

___ I I1 А-РН 1 -р+1 
--- -р+1 А_"1.... . - _p+lQ • 
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Допустим, что р > 1: . тогда 11т А -рН = О. Значит, при р > 1 интеграл 
А .... + 00 

+ .. 

сходится. Пусть р.;;;.l; тогда 11т А-р+l=оо, т. е. интеграл S dx пркр,,;;;,l 
А .... + 00 хр 

а 

расходится .... 
+'" 

1580. Исследовать сходимость интеграла ~ sin (х') dx (интеграл 
о 

Френеля). 
+.. +'" 

6. Пусть х= у;; тогда J slп (х') ах= ~ J ~~ а1:. Представим стоящий 
справа интеграл в виде суммы: 

+ '" 11/2 + 00 

J slп Т а = J slп Т 'а + S slп T d ~Г- 1: ~Г- т ~Г- 1:. 
, Т , 'f 11/2' Т 

П БС ... 11 slп 'f 
ервое слагаемое есть со TBeHHNn интеграл, так как m ~Г- =0' а ко 

't-+O ,,'t ' 
второму применим интегрирование ПО частям, полагая и= l/у"Т"dv=slп 1: d't: 

+00 +'" +'" +00 

S Slп'fd'f=_ COs-т: /_l. S соs1:d-т:=_..!.. S соs1:d-т: 
у; у; ' 2 У 1:8 2 '(3/2' 

11/2 11/2 11/2 П/2 , 
+00 

COS ,,( I 
Пос.nедниА интегра.n сходится, 1ак как -/ • ..;; -3 - , а интеграл 

-т:3 Q '( 12 S 
а-т: 
т,/а СХО;J.ит· 

11{2 
+00 

S 
slп '( 

ся. Поэтому ~Г- d'( сходится на основании 
о ' '( 

приэнака (2а), а с.nедовательно, 

данный интегрa.n также сходится. ... 
+ .. 

И ' S ах 1581. сследовать сходимость интеграла 1 +х1О • 

1 

6. Подыитегральная фуикция f (х) = 1/(1+%10) В промежутке интегрирования 
+ао 

меньше, чем ер (х) = l/x10, а интегра.n S ~ яв.nяется сходящимся. c'nедовате:IЬ' 
1 

но, данRый интегра.n также сходится. А 
ь 

1582. Исследовать сходимость интеграла S (Ь d:)p (а < Ь). 
а 

6. По опреде.пению 
ь Ь-а 

S dx S dx 1 /ь-е ---= 11т ---=--11т (ь-х)-рн = 
(b-х)Р е ... О (Ь-Х)Р - Р + I е .... о а 

" а ' 

=_1_ 11т e-P+1+-I- (Ь-а)-РН. 
р-l е .. о -р+l 
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ЕСЛIf Р < 1, то lims-РН=О; еслИ же р> 1, то Нте-РН=оо; если, нако, 
. e~~ e~O 

нец, ' р= 1, то 
Ь-е 

S dx /ь-г lim -b-=-lim 'П (Ь-х) =00. 
8 .... 0 -х е ..... О а 

а 
ь 

с.~едоваТельно; при р < 1 интеграл S (Ь ~)P сходится, . а при р';:?: l-рас· 
а 

ходится .• 
r 

S 
COS2X dx 1583. Исследовать сходимость интеграла V . 

о . l-x2 

/:\ ' Подынтегральная ФУНКЦИЯ является бесконечно большой ПрИ х -+ 1 •. 
Представим ее в следующем виде: 

f (х) cos2 х cos2 Х 1 
:1/ • 3/ 
V l+х v I-x VI+X· (l_х)l/З' 

т. е . порядок этой бесконечно большой функции при х -.. l по срапнению с 1/(I-x) 
равен р= 1/3 < 1. Поэтому данный интеграл сходится на основании призиа· 
ка (26). .. ' 

1584. Исследовать сходимость интеграла 51 'п (:I~ v-:;) dx. 
е -1 

о 

6. Подынтегральная функция f (х) в промежутке интегрнрования положн· 
тельна и f (х) --+ 00 при х -+ О. Пользуясь теоремой об эквивалентных беско· 
нечно малых, преобразуем числнтель н знаменатель подынтегральной дробн; имеем 

In(I+V;) _х1/3, а e5Inx_ ~ _sJnx прн Х-..О, откуда 

lim 'П (1 + V-;) llm X
1

/
3 = ит _1_= 00; 

«~O е51п Х_l х ..... о х X~ О xa/~ 

т. е. f (х) является бесконечно большой порядка р = 2/3 по сравнению с 1/1&. Сле
Довате.'1ЬНО, по признаку (26) заданный интеграл сходится .• 

Исследовать сходимость следующих несо6ственных интегралов: 
+<1> +'" +<1> 

1585. 5 'п ~lx+x) dx. 1586. 5 е::! 

dx. 1587. 5 vФ dx. 
1 1 О 

1588. +5'" ( l-cos ; )ш. 1589. +[ 1 t x2 
dx. 

1 1 
1 1 

1590. 5 з / dx 1591. 5 tg ~~x' 
о е у' Х_ 1 о 

§ 3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ плоской ФИГУРЫ 

ПJ10щадь криволннейной трапецин, ограниченной кривой у= f (х) [f (х) ';i?: О], 
прямыми х=а и х=Ь н отрезком [а. Ь) осн Ох; вычисляется по-формре 

, ь ' 

S = ~ t(x)dx. 
а 



Площадь фигуры, ограниченной кривыми y=/1(X) и у=I,(х) [11 (x)o;;;;;.f,(x)I 
и. · прямыми х=а и х=Ь, находится по формуле 

Ь 

S "5 ~ [1. (x)-I1 (х)] dx. 
Q 

Если кривая задана параметрическими уравнениями Х= х (t), у= у (t), то 
площадь криволинейиой трапеции, ограниченноli этой крнвой, прямыми х=а, 
х=Ь и отрезком [а, Ь) оси Ох, выражается формулой 

'. 
s= ~ у (t) х' (t) dt, 

" 
где ti и ' 2 определяются из уравнений a=x(t1), b=x(t,) [y(t)~O при 11<;t<:;tI 1· 

Площадь криволинейиого сектора, ограниченного кривой, заданной в по.~яр
ных координатах уравнением р=р (О) и двумя полярными радиусами 6=а. 
6= ~ (а < ~), находится по формуле 

. 1 /1 

S=2 S p'dO. 
а 

1592. Найти ПJющадь фигуры, ограниченной параболой у=4х-х' 
и ~ЬЮ ОХ. 

Ь. Парабола пересекает ось · О% в точках О (О; О) ~ М (4; О). Следовательио, 
4 

S= S (4%-хl) dx= [ 2%2 -' ~ хЗ J; =~ (кв. ед.). А 
о 

1593. Найти площадь фигуры, ограниченной параболой У= (х-l)' 
и гиперболой x'-y'f2=1. 

6. НаАдем ТОЧК-Н пересечения параболы и гиперболы, ' длJl чеГо решим СОВ
местио уравнения этих кривых: 

(х-l)· 

2 

Левую часть последнего i уравневвя можно разложить на множнтели: 
(x-l)(х-3)(х'+I)=О, откуда %1=1, Xt=3 и 9j=O, 9,=4. Таким .образом, 
заданные кривые пересекаются в точках А (1; О) и в (3; 4) (рис.4З). СледоliателыlO, 

э 

s= 5 [У2 (x'-l)-(x-l)l]dx= 
I 

=~2 [xYx'-I+lпIХ+Ухl-lШ- ~ [(х-l)'л= 
, У2 [~r- ( ~r-)] 8 1 О У2 ( --2- 3, 8+ln 3+,., 8 -'3 .'3+-2- ln З+у8) ~4,58(KB.eд.). А 

1594. Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной одной 
аркой циклоиды х = 2 (t - sin t), у=2 (l-cos t) (см. рис. 5) и осью Ох. 
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8. Здесь (/x=2(I-cost)dt. а . ! нзченяется от [1 =О до t~=2л. c.~eД08a· 
tt.:lbHO, 

tл 2 ~ 

S=~ 22(1-С:Оst)2dt=4) (1-2cost+cos2 t)dl= 
о о 

[ 
I I ]2n 

=4 1-2slпt+2"l+тslп2t о =l2n(ко.ед .)." 

Рнс. 43 

1595 .. Найти площадь плоской фигуры, ограниченной ле\ШИСI(а
то!"! p2=2cos20 (C~1. рllС. 2). 

6. Четвертой части иско.чоЙ Л.~оща;.(и соотоетствует изменение е от о ' до :1./4. 
is лотом}' . 

:т ' " 

S=4 .~ S 2 COS 28 d8 = 2 slл 28[:/4 = 2 (КВ . ед.) ... 
о 

БЫЧI1GЛ'1ТР lJJ\ощади фигур , ограниченных заданными лишнщн: 

1596. у=_х2 , х+у-!-2=0. 

1597. У= 16/,t2, У= 17:-х2 (I четверть). 
1598. у2 = 4х3 , У = 2x~. 
1599. ХУ= 20, х2 

-;- у2 = 41 (1 четверть). 
1600.y .==sinx,y=cosx, х=о. 
1601. У =0 ,25х2 , У= Зх-О,5х~. 
1602. xy=4V2, x~-6x+y~=O, у=о, х=4. 
1603. x=12cost+5sint, y=5cost-12sint. 
1604. x=acos3 t, y.=asin3 t. 
1605. р=4/соs(8-л/6), 8=л/6, 8=n/З. 
1606. p=acos8, p=2acose. 
1607: р= sin2 (8/2) (справа от луча е =л/2). 
1608. р =а sin Э8 (площадь одной петли). 
1609. р = 2 cps8, р = 1 (вне круга р =1). 

, ' . . 
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§ 4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДЛИНЫ ДУГИ плоской кривой 

ЕсJIИ кривая у= f (х) на отрезке [а. Ь) -гладкая (т. е. производиая у' = " (х) 
непрерывна), то длина соответствующей дуги этой кривой находИТСЯ по формуле 

Ь 

L = ~ v 1 + у,а dx. 
а 

При параметрическом задании кривой x=x(t). у=у(t) [х(t) и у (t)-непре
рывно дифференцируемые Функцин] длина дуги кривой. соответствующая моно
тонному изменению параметра t от ti до '2. вычисляется по формуле 

t. 

L = ~ VX2+U1dt. 
t, 

Если гладкая кривая задана в полярных координатах уравнением р = р (е). 
а о;;;; в ..;;~. то длина дуги равна 

11 
L = ~ v р2+ р,2 de. 

а; 

1610. Найти длину дуги кривой ~i=хЗ ОТ х=о до х= 1 (y~o). 

l:::i. Дифференцируя уравнение кривой. найдем у' = (3/2) х 1/а • Таким образом, 
I y_ 

9 4 2 9 3/1 1 8 13 З/I 8 L = S 1+4 хdХ=g':З (1+"4 Х ) /0=27 ("4) -27= 
о 

8 (13 ,г- ) =27 "8 r 13-1 . А. 

1611. Найти длину дуги кривой x=COS&t, y=sin5 t от ti=O до 
t.= 'Jt/2. 

l:::i. Найдем производные по параметру t: x=-5cos' t sJn " у=5 sln' t cos t. 
CпeДOBaтeJlЬHO. 

П/2 п/2 

L = 5 у (-5cos' / sш /)2 + (5 sш' / cos /)2 dt = 5 5 ~Ш t cos / У sln8 t+cos8 t dt = 
о о 

п/2 П/2 

= ~ 5 sln2t V ~ + ~ cos2 2tdt=- ~ 5 Yl+3cos2 2td(cos2t)= 
о о 

5 [УЗ 1 ( _ ]П/2 
=- вуз -2-соs2tУl+3соs22/+"21п УЗ.соs2t+Уl+3соs2 2/) о == 

, -= : [2 10 (~ {3) ]. А. ' 

1612. Найти длину дуги кривой р = sirt3 (е/з) от е1 = о ДО еl = 'Jt/2. 
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д И)lеем р' =slnl (8/3) eos (8/~. Следовательно, 
п/2 . ' n/2 

L = r 1/ sln8 ~ +( slnl ~ eos ~ )* d6= S'Slnl 
: 16= 

~ . о 
n/2 

_1. S (l_eos 28 ) d6-1.[6-~Sln ~1n/2 =1. (2п-3 уз). А. -2 ' 3 -2 2 3 о 8 
о -

Вычислить длины дуг кривых: 

1613. y=lnsinx от Х=п/3 до х=п!2. 
1614. у= (2/5) х :,(х-(2/3) V r. между точками пересеч~нИя 

с осью Ох. 
1615. У = х' /2 от х = О до х = 1. 
1616. y=l-Incosx от х=О до х=п/6. 
1617. у =сЬх от х=О до x=~. 
1618. x=t3/3-t~ у=е' +2 от е=о до t=3. 
1619. x=etcost, у=еtsiпt от t=o до t=lnn. 
1620. x=8sint+6cost, y=6sint---,8cost от t=O до t=1t/2. 
1621. x=9(t-sint), y=9(I-cost) (длину дуги одной арки 

ЦИК.IIOИДЫ). . 

1622. р=61 от 6=0 до 6=1t. 
1623. p=asin6. 
1624. р = а cosl (6/3) от 6 = Q до 6 = п/2. 
1625. р= l-cos6. 

§ 5. ВЫЧИСЛЕНИЕ ОБЪЕМА ТЕЛА 

1. Вычисление объема тела по ИЗlестным пnощц.м поперечных сече .. "'. 
Если площадь еечення: тела плоскостью, перпенднкуля:рноА: оси Ох, может быть 
выражена как функция: от Х, т. е. в внде S=S (х) (а<;х<; Ь), то объем части 
те.'1а, заК.llЮченноЙ между перпендикуля:рными оси Ох плоскостями х=а и %=Ь, 
находится по формуnе 

ь 

у= ~ S(x)dx. 
iI 

2. Вычисnеиие объема тела Iращени •• Ееnи кривоnинеА:ная: трапеция:, огра
ниченная: кривой у=' (х) и прямыми у=О, х=а, х=Ь, вращается вокруг оси 0%/ 
то объем тела вращениil вычиеляется: по формуnе 

Ь 

. у",=п ~ y1dx. 
а 

Ее.'!И фигура. ограниченная кривыми Yi = {1 (х) И УI = '. (х) [О":;::; fi (х) <: ,. (х)1 
и ПРЯ~IЫ~IИ х=а, х= Ь, вращается: вокруг оси Ох, то объем тела вращеиия: 

11 

y~=n ~ (y:-y~) dx. ' 
а 
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, 1626. Найти объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох 
фигуры, ограI;lиченной КРИВОЙ у2 = (х_])3 И ПРЯМОЙ .~ = 2 (рис. 44). 

22 , 

Ь V = л: S у2 dх=л: S(X-I)3 dx={:r: (x __ I)J 1: ={ л (куб. ед.), А 
1 1 

1627. Найти объем тела, Б основании I<ОТОРОГО лежит раJЗНО
бедреllНЫЙ треугольник с высотой h и осно1Jанием а. Поперечное 

о 
J) 

Рис. 44 PIJC. 45 

сечение тела есть сегмент параболы с хордой, равной высоте сег
менТа (рис. 45). 

Ь Имеем I АВ ,=а, 1 ОС I=h, I МК 1=1 DEI, 1 ОК I =Х. Выразим площадь 
поперечного сечения как функцию от х, для -чего предварительно найдем уравне
ние параболы. Длину хорды DE можно найти из подобия соответствующих тре
УГОЛЬНИI<ОБ-; а »менно: I DE I/a=(h-x)/h, т. е. 1 DE '=а (h-x)/h=1 МК 1. 

Положим I DE 1 = т, тогда уравнение паIJа60J1Ы в системе КООРДИН,ат иКи 
4 

примет вид и=т-- u2 • Отсюда находим площадь поперечного сечения данного 
т 

тела: 

1 аким ооразом, 

Найти объемы тел, образованных вращеНИбl вокруг оси Ох фи
гур, ограниченных линиями: 
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1628. У= х2 + 16 ' x~= 8у. 

1629. !Р = х, х2 = у. 
1630. У= VxeX, х= 1, у=о. 
1631. У = х2/2, у = х8/8. 



1632. Найти объем тела, ограниченного ;::. 
плоскостями х = 1, х = 3, если площадь его 
поперечного сеч~ния обратно пропорциональ
на квадрату расстояния сечения от начала 
координат, а при х = 2 площадь ~ечения рав
на 27 (кв. ед.). 

, 1633. Найти объем цилиндрического кли- JJ 

на по его размерам, указанным на рис. 46 
(задача Архимеда). 

1634. В цилиндрический стакан с водой Рис. 46 
вложен параболоид вращения вершиной вниз. 
Основание и 'высота ш!раболоида совпадают с основанием и высо
той цилиндра . Найти объем оставшейси в стакане воды, есла ра
диус ОС!:ЮБЭНИЯ равен г, а высота равна. h . 

§ 6. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩЕНИЯ 

Если дуга гладкой КРИВОЙ у = f (х) (а ~ х ~ Ь) вращается BOKpyr оси Ох, то 
. площадь поверхности вращения вычислле-rся по фоР~lуде 

ь 

Sx=21t ~ У V, +y,2dx. 
а 

Если кривая задана параметрическими уравнениями x=x(t),y=y(t) (/1<: 
<; 1...;;;; /2)' то 

1. 

Sx=21t ~ У VX2+Y2 dl. 
1. 

1635. Найти площадь поверхности, образованной вращением BOI<pyr 
оси Ох дуги синусоиды у = sin 2х от х = О до х = л/2. 

/:). Находим у' = 2 С05 2х; тогда 
п/2 

Sx= 2тс ~ 51л 2х У 1 +4 С052 2х dx. 
о 

Произведем замену переменной: 2 cos 2х= " -4 sln 2х dx=dt, .sln 2xdx= (-1/4) dt. 
Найд,м пределы 'иитегрирования по 1: если х=.о, то 1=2; если х=Щ2, то 
'=-2. Таким образом, .. 

-2 2 

S = 2тс 5 У I + /2 ( - ~ ) dl =; s У' + /2 dt = 
2 ' -2 

=;[fYJ+/2+~ ]п(t+У]+/2)J~2= 

=]- (2 ys+ ~ Iл~;~:)=; [2 УS+lл (VS+2)] (КВ. ед.). ~ 
Найти площади поверхностей, образованных вращением вокруг 

оси Ох дугкривых: 

J 636. У = 2 ch (х/2) от х = О до х = 2. 
J637. у=х3 от х=о до х= 1/2. 
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1638. хl/аl + у'/ы� = 1. 
1639. х = t -sin t, У = l-cos t (площадь, образованную враще

ние..vr 'одной арки). 

§ 7. СТАТИЧЕСI(ИЕ МОМЕНТЫ И МОМЕНТЫ ИНЕРЦИИ 
ПЛОСI(ИХ ДУГ И ФИГУР 

Пусть на пnоскостн хОу задана система материаnьных точек Ai (Xi: у); 
А. (Xt: У2), "', Аn (хn : Уn) с массами тl, т" "', тn. Статическим "'О.fleнтОАI Мх 
9ТОЙ системы относитenьно оси Ох называется сумма произведений масс этих точек 
на их ординаты: '. 

k=n 

Мх= ~'mfrYfr' 
k=1 

Анаnогично (как сумма произведеиий масс точек на их абсциссы) опреде,1яеfСЯ 
статический момент системы относительио оси Оу:, , 

kall 

M II= ~ mfrXft· 
k= 1 

MO.fleHma.uu инерции / х И/у системы относитеnьио осей Ох и Оу иазываются 
суммы произведений масс точек на квадраты их расстояний от соответствующей 
оси. Таким образом, 

k=1I k .. 1I 

/х= ~m1rY:: /11= ~,mkX:. 
k= 1 k=1 

За статические моменты и моменты инерции пnоских дуг и фигур принима. 
ютея соответствующие моменты ycJIoBHых масс, равномерно распредenенных вдоnь 

&тих дуг и фигур, с пnотиостью (nинейной иJIИ пnоскостиой), равной единице. 
. Статические моменты и, мом.енты инерции дуги пnоской кривой 11=1 (х) 

(а с; х с; Ь) ВЫЧИCJIяютея по форму nам 

Ь Ь 'Ь Ь 

MJt= ~ ydL; MII = ~ xdL: /х= ~ y1dL; /11= ~ x1dL. 
а а . а IJ 

где dL = V 1 +у'1 dx-дифференциаn дуги кривой. 
Статические моменты н моменты инерции кривоnинейной трапеции, ограничен· 

иой кривой g=/(x), осью Ох и двумя прямыми х=а и х=Ь. вычисnяются по 
форм.уnам' ' < 

Ь Ь Ь Ь 

MJt= ~ S ydS= ~ S g'dx, MII = S xdS= S xgdx. 
а а а а 

Ь Ь JI ь 

/Jt= ; ~ gldx, /II=~' xitlS= ~ xlgdx. 
а а а 

В этих форм.уn8Х dS=ydx-дифференциаn пnощади кривоnинеАноА трапеции. 

1640. Найти статический момент и момент инерции полуокруж
НIJСТИ У = у. ,1-х' (- , ~ х ~,) относительно оси Ох. 
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[). СтатнческliА момент MJt будем ВЫЧJlС,'IЯТЬ по формуnе Мх= ~ gdL, где 
а 



dL=Vl+u,ldX, у'=-х/Уг2-хl • Тогда получим 
г г ' 

М.\'= 5 Уг2-хZ Yl+rIX%xsdi=r Sdx'=2t" 
-г -, 

Находим момент инерции относительно оси Ох: 

Ь F 

J.\'= 5 y1dL= S (гZ-хl) Уl+г2 r
2

xs'dx_ 

а -" 
r r 

=Г ~ Yr2-x2 dx=2r ~ Yr2_x2 dx. 

-" О 
~BeдeM подстановку x=rslnt, dx=rcostdt; если х=о, то 1=0; еслих=г. 

то 1 = Лj2. Следовательно, 

П!2 

п/2 

I.\' =;2г ~y г2_г2 sln2t Г cos t dt = 
о 

= гЗ S (1 + cos 2t) dt = г8 [t + ; sln 2t] :/2 = :r; . А 
о i I 

1641. Н айти момент инерции площади эллипса х == а соз t t 
У == ь sint относительно оси Oy~ 

/1 , 

6 Момент инерции !1лощади эллипса относительно оси Оу равен 11/ = ~ х' dS, 
, -а 

где dS = 2у dx. Из параметрических уравнений эллипса нахоДим dS = 2Ь sln t Х 
xa(-slnt)dt=-2аЬSIn2 tdt, откуда ' 

о о 

111=2 ~ a1cos2 t(-2absIn 2 t)dt=-4a8b ~ sln2 ti;osltdt= 
~2 п/2 

п/2 

t S лаЗЬ =2"аЗЬ (I-СОS4t)dt=-т. А 

о 

1642. Найти статические моменты и моменты инерции дуги астро
иды x=acos8 t, y=asin3 t, лежащей в 1 четверти (рис. 47). 

6. в силу симметрии астроиды относительно коордннатиыхосей М х = М 11' ' 
1 х = 1/1. Поэтому достаточно вычислить моменты относительно оси ОХ. Д.1Я I чет
верти имеем О Е;;; t ..;; 11/2. Находим 

, dL = y""'x-t-· +-Y-t· dt = За sin t соз t dt j 

ь п/2 п/2 

М.\'= 5 ydL = S а·Зlnа t·3a sin t cos t dt = 3;2 slnll i I =: al , 
а ~ ~ 

ь п/2 nr2 
Ix= S y1dL= 5 aS sIn8 /·3asln tCOB tdt=: a8 sln8 t ,= ~ aI. 

а о О 

Итак, M.\'=MlI =(3/5)al ; 1~=11I=(3/8}a8. А 
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у 

Рис . 47 

у 

с 

Рис. 48 

, 1643. Найтн Mo~eHT инерции параболического сеП1ента, у кото
рого хорда равна а, а стрелка относительно хорды равна h (рис. 48). 

6. Имее~1 IABI=a, IOCI=f~. Уравнение пара60.%( .записывается в ВИ.'1е 
!/=II-Nx2• Г.1е неопреде.lенныЙ ко:;.ффициент N можно найти, по.~ьзуясь тем. что 
точка В (ai2; О) принцдежит параfJOде: 0=h-Na2/4; иди N =411/а2 ;, следова· 
те.'"ИО, y=h-,.4/I,x2i a2 • Теперъ находим liскомый' момент инерции: 

а/2 а/ 2 

1 S 2 S ( 4/~ ) 3 16 /х=з у3 dх =з 11- а2' х2 dХ=105 аIIЗ .• 
-(1/ 2 . О 

1644. Найти статический момент и момент инерции дуги цепноА 

линии у = ; (ех/а + е- х:а) , где 0:;( х:;( а, относительно оси Ох. 
: (645. liайти статичесkнй момент If момент инерции треугольника 

с основанием а и высотой h относительно его основания. 
1646. Найти момент инерции парабо."Ического сегмента, ограни

ченного парабол.оЙ у = -4 -х2 и прямой у = З, относительно оси Ох. 
1647. Найти момент инерции прямоугольника со сторонами а If Ь 

относительно осей симмеl рии прямоугольника. , 
1648. Найти полярный момент инерции круга 'диаметра d, т. е. 

, момент инерции относительно оси, проходящейчерез центр круга 
и ' перпеНДИl<УЛЯРНОЙ его плоскости. 

§ В. НАХОЖД~НИЕ КООРДИНАТ ЦЕИТРА ТЯЖЕСТИ. ТЕОРЕМЫ ГУЛЬДЕНА 

КООР.1инаты центра тяжести однородной дуги плоской КРИIIОЙ у = f (х) (а ~ 
о;;;;; х...; Ь) выражаются формулами 

Ь ь 

- 1 S х=т xdL, - 1 S У =т ydL, 
а а 

где dL= V 1 +у,а dx, а L-д.1Иliа дуги. 
Координаты центра тяжести I<РИВОЛl1неЙНОI"1 трапеции ВЫЧИС.7ЯIQТСЯ по форму .~аl\l 

1, ь l' Ь 

x=i- S Xds=i- S xydx, У= 2~ S ydS= is S y2 dx, 
а а а а 

г.,\е dS=ydx, а S-пл(]щадь фигуры. 
Теоремы Гульд.ена 
Т е о р е ~! а 1;, П лощtiд/i nО8ерхносmи, полученной , при вращенuи дуги nЛОСI:"а 
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кривой вокруг оси, лежащей в n.Aоскости этой кривой и не мресеlсающей ее, равна 
дАине дуги кр UВOЙ , умноженной на длину окружности, ,)f! uсаIiНОЙ цеlimроАС 
тяжести дуги. 

Т е о р е м а 2. Объем тела, nолученного при вращении плоской фиг!JРЫ вокруг 
О'", не neреCt!кающей ее и расnoложенной в плоскости фигуры, равен nроu :; еедёнию 
IIAOщади этой фигУРbl на длцну окружности, описанной чентром тя:щ;еСГ1l Il фигуры. 

1649. Найти координаты цеIJтра ' тяжести дуги цепной линии 
y=ach(x/a), -a~x~a. 

6. ТаК"как кривая симметрична относительно оси Оу, то ее центр тяжести 

Jlежит на оси Оу, т. е. Х=О. Остается наАти у. Имеем у' =sh (х/а); тогда dL = 
= у 1 + sh2 (х/а) dx = ch (х/а) dx; длина дуги 

а а а 

L= S Vl +у,1 dx=2 S сЬ ~ dx=2a sh = I =2ashl. 
-а о О 

Следовательно, 
а· а а 

Y=2a~ы S асЬ2 ~ dX=Sh\ S ch' : dX=2;h 1 S (I+Ch
2
:)dX= 

-а о О 

=2s~ 1 [x+i Sh ~J:=2S~ 1'( 1 +~ sh 2) =a(~~hs~2) ~ 1,18а . .. 
1650. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной 

дугой эллипса х = а cos t, У = ь sin t, расположенной в 1 четверти, 
н осями' координат. 

t\ в 1 четверти при возрастании х от Одо а величина t убывает от 11/2 
.АО О; поэтому 

а . ·0 

:i=~ S xydx= ~ Sacost.bslnt(-aslnt)dt= 
о 11/2 

11/2 . 11/2 
. а2Ь' \ . a1b 1 а2Ь ' 
=у ~ sin' t cos t dt=тз sln 3 t О .=, зs • 

Воспользовавшись формулой площади эллипса S = лаЬ, получим х = 
-= (4а 2Ь)j(3лаЬ) =. (4а)/(3п). 

Аналогично находим 

а О 

1 S I S . Y=2S y1 dx=2S b2 sln2 t(-aslnt)dt= 
о 1112 

О 

2аЬ' S . 2Ь [ I 1 о 4Ь. =-Ь- (l-соsSt)d(соst)=- соst--з соsЗt . . =3'--' 
ла 11 . п/2 11 ·. 

11/2 . 

Таким образом, x=4aj(3n), У=4Ь/(3п) . .. 

1651. Найтн площади поверхностей и qбъемы ,колец (торов), 
образованиых вращением круга (х-а)2 + (у-Ь)2 ~" вокруг осей Ох 
и Оу (a~" b~,). 

6. Если круг вращается "округ оси Ох, то центр тяжести круг!! :о!Стоит от 
оси вращения на расстоянии Ь; поэтому площадь поверхиости, согласно первой 
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теореме Гульдена, равна Sx=21(r.2nb=4n2br, а объем, согласно второй теореме 
Гульдена, равен V х = nг2 ·2тtb = 2n2br'lo. 

Если же вращение производится вокруг оси Оу, то расстояние центра тяжести 
круга от оси Оу равно а. Тогда Sy=2nr.2na=,4n2ar, vy=nr2.2na=2n:2arl .... 

1652. Пользуясь теоремой Гульдена, найти координаты центра 
тяжести четверти круга х2 + у2 ~,2. 

6. При вращении четверти круга вокруг оси Ох получим полушар; объем 
которого равен V = (lf2). (41('3/3) = 2nrЗ /3. Согласно второй теореме Гульдеиа, 

V = (n,2/4). (2ЛУ). Отсюда у = 2VI(n2r2) = 2· 2nг9/(3n2,2) =4rl(3n). Центр тяжести 
четверти круга лежит на ос и симметрии, т. е. на биссектрисе 1 координатного 
yr.'Ia, а потОму Х=У=4'/(31() . ... 

. 1653. Найти координаты центров тяжести полуокружности у = 
= v г 2 _х2 и полукруга, ограниченного этой полуокружностью и 
осью Ох. 

1654. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной 
линиями х=о, х=n/2, у=о, y=cosx. 

1655. Найти координаты центра тяжести параболического cel'
мента, ограниченного линиями у = 4-хZ, У = о. 

1656. Найти координаты центра тяжести дуги астроиды х = 
=асоsЗt, у=аsiпзt (В 1 четверти). 

1657. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограничеиной 
линиями у=2х-х2, у=о. 

1658. Найти координаты центра тяжести фигуры, ограниченной 
линиями х=о, х=nj2, у=О, y=sinx. . 

1659. Пользуясь теоремой Гульдена,.наЙти объем тела, образо
ванного вращением полукруга радиуса, вокруг касательной, парал
лельной диаметру. 

1660. Пользуясь теоремой Гульдена, доказать, что центр тяжести 
треугольника отстоит от его основания на одну треть высоты . 

• Найти объем тела, полученного вращением треугольника вокруг основаНИII. 

1661. Г10ЛЬЗУЯСЬ теоремой Гульдена, найти объем тела, получен
ного при · вращении прямо угольника со сторонами 6 и 8 вокруг оси, 
проходящей через его вершину перпендикулярно диагонали. 

§ 9. ВЫЧИСЛЕНИЕ РАБОТЫ И ДАВЛЕНИЯ 

Работа переменной сиЛbl Х = f (х), действующей в направлении оси Ох на 
отрезке [хо , Xl], вычисляется по формуле 

х, 

А= ~ f (х) dx. 
х. 

Для вычисления силы давления жидкости используют закон Паскаля, согласно 
которому давление : жИJ,КОСТИ на площадку равно ее площади S, умноженной на 
глубину погружения 11, на плотность р и ускорение силы тяжестн g, т. е. 

P=pghS. 

1662 • . Какую работу надо совершить, чтобы растянуть 
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пружину на 4 см, если извrстно, что от нагрузки в 1 Н она 
растягивается на 1 см? 

t:.. Согласно закону Гука, сида Х Н, растягивающая пружину на х м, равна 
Х =kx. Коэффициент пропорциональности k найдем из ус.'!овия: если х= 0,01 м, 
то Х = 1 Н; следовательно, k= 1/0,01 = 100 и Х = 100х . Тогда 

0,04 10'04 

А= ~ 100xdx=50x2 =0,08 Дж. А 
о о 

1663. С помощью подъемного крана извлекают железобетонную 
надолбу со дна реки глубиной 5 м. Какая работа при этом совер
шается, если надолба имеет форму правильного тетраэдра с ребром 
1 м (рис. 49)? Плотность железобетона 2500 кг/м3 , плотность воды 
1000 кг/мЗ • 

6, Высота тетраэдра h=У6!З м, объем тетраэдра У=У2/12 мз . Вес 
надолбы в воде с учетом действия архимедовой СИ.'lb1 равен 

р= (1/12). У2.25ОО·9,8- (1/12). У2·1000.9,8= 1225 у2" (Н), 

поэтому работа при извлечении надолбы до момента появления на поверхности 
воды ее вершины составляет 

Ао = 1225 У2 (5-h) = 1225 У2 (5- у"б/З) ~ 7227,5 (Дж). 

Теперь найдем работу Ai при извлечении нa,:rо:iбы из воды. Пусть вершнна 
тетраэдра вышла на высоту 5+у; тогда объем ма:IOГО тетраэдра, вышедшего из 

воды, равен 3 УЗg8 /8, а вес тетраздра 

р ,,,)=2500.9,8 У2- (~Y2-~Y33 уз). 1000·9 8. 
I!f 12 12 8 ' 

Следовательно; 

v 

~ . 
Ai = S (24 500 У2- 9800 У2+ 9800 3у3 уа) dy= 

12 12 8 
о 

1 

V"6/З 

t= S (1225 У2+3675 УЗуЗ) dy= 

о 

=[ 1225 у'2у+ 36:5 УЗ!!, J:"6/3 ~ 2082,5 (Дж). 

5 -----Js:-- 1--------~-= и" ~--------~ 
I 

о :с 

Рис. 49 Рис. 50 

Orсюда A=Ao+Ai=7227,5 Дж+2082,5 Дж.=9310 Дж=9,Зl кДж. А 



16'64. Найти работу, совершенную при выкачивании воды 113 

корыта, IIмеющего фОР~1У пол,уцилиндра, длина I<OToporo а, радиус r 
(РI!С. 50). 

6. Объем Э.lементарного С.l0Я вод.ы, находящегося на глубине х I! IIмеющего 

д.l1IНУ а, ШlIрИНУ m=2 у г2 _х2 н 'ТОЛЩl{НУ dx, равен 

dV=am dx=2a у г2 _х2 dx. 

Э.~с~tеl!таrная работа, совершае~taя при поднятии этого сдоя BOJ.b! на высоту к, 

rаDиа (/A=2pgax 1/' r~-x2dx, где р-плотность воды. Следовате.1ЬНО, 
r 

А = 2pga S х у г~ -x~ dx=- pga r ~ (г2_x2)1 .. '~ J ~ = ~ рgагЗ : • 
о . 

1665. Водопроводная труба Ю1еет диаметр 6 c~; однн конец ее 
coeдlfHeH с баr<ОМ, в котором уровень воды на 1 м выше верхнего 
края трубы, а другOl"I закрыт заслонкой. Найти силу давления на 
заслонку. 

6. ЗаС.l0нка лредстаn.lяет ~обой круг радиуса 0,03 м. Разобьем ПМIЦ3.1Ь 
этого круга на Э.lеЩ~НТЫ-ПО.l0СКИ, пара.~,'е..1ьные повеРХНОСТII воды. П.10щадь 
одного такого элемента, находящегося на расстоянии у от центра, равна (е точ-

ностыо до бесконечно ~la.lbtX высшего порядка) dS=2Y9-у2 dУ, Наlцеы .силу ' 
дав.~еНIIЯ, IIС'пытываемую эти~t Э.,е~tентом: 

dP=2ri< (1,03-y) У9_у2 dy= 1960Q (1,03-у) У9- у2 dy 

(цесь р= 1000 Ktj M3). с.lедовате.1ЬНО, 

3 

р= 19600 ~ (1,03-y) Y9-y2 dy== 
-3 

= 19 6РО [ 1,03 ( ~ y~ у2+; arosln t) + ~. (9_112)3/2] ~3 = 

=9аОО.9,27п ~ О,09п Н .• 

1666. Найти силу даВ.'Iения воды на вертикальную стенку в форме 
полукруга, диаметр i<OToporo 6 м и находится на поверхности воды 
(рис. 51). Плотность воды р= 1000 KrjM 3 • . 

6. ДНфференциа.~ силы даВ.,ения на элементарную площадку выраЗl!ТСЯ так: 

. dP=2pgx Y9-x2 dx= 19600х Y9-х2 dX. 
Отсюда 

3 

S 
-- 19600 

Р= 19600 х У9-х2 dx=- -3- (9_х2)3/2 =176400 Н=176.4 хН. А 
о 

1667. Найти силу давления бензина, находящегося в цилиндри
ческо~" баl{е высотой h = 3,5 м и радиусом основаНIIЯ г = 1,5 м, на 
его стеНКl!, если р= 900 KrjM 3 • 

6. Э.1емент СIf.1Ы даВ.,еНtlя на поверхность стенкн в выде.~енноЙ ПО.lоске 
выразится Ta~: dP = pg . 2л:гх dx. Отсюда 

1, 

.р= 2nrpg ~ х dx~npgr/!2 =9,8л. 1,5·3,52.900 Н = 161 700л Н = 161,7л кН. А 
о 
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1668. Кi:ЩУЮ силу давления испытывает ПРЯМОУГОЛЬ1iая пластинка 
длиной а и шириной Ь (а> Ь), если она наклонена к 'горизонтальной 

х 

Рис. '51 Рис. 52 

о 

h 

поверхности жидкости под углом а. и ее большая сторона находится 
на глубине h (рис. 52)? 

6. Площадь выделенной на глубине х элементарной полоски равна dS = 
= (a/sin а.) dx. Следовательно, элемеит силы давления dP = (axpg/sin а.) dx (р
плотность жидкости). Отсюда находим I 

. 0 

P=apg s с !I 

11 

=аЬРЯ ( h+; bslna. у А А '----+--"--... 8 

1669. Найти силу давления на' пластин РИС.' 53 

ку, имеющую форму равнобочнрй .рапе,ции с основаниями {l и Ь и 
высотой h, погруженную :в жидкОСть на глубину с (рис. 53) . 

. 6. Плсщадь элементарноА' пoJiоски ' в~ра~ащя так: dS = (а+ 21) dХ,;.Fде , / = 
= (Ь-а) (x-c)l(2h) (1 определяеТСЯИ3ПQДобия треуroльню!;ов).СледователЬ}lО, 

." . . " ; ; 

с 

=[a;bch+~ (a+2b>]pg ... 

1670. Найти работу, совершаемую при выкачивании воды И3 
конического сосуда, основание которого горизонтально и располо
жено нижевершины,еслирадц:ус основания равеа ги высота 
равна h. . , 

1671. Из цилиндрической цистерны выкачивается жидкость. 
Какую работу надо совершить · при ' Этом, если длина ци~ч~рны 
равна а, а диаметр равен d? .. 

1672. С помощью каната подъемным краном И3 воды поднимают 
камень конической формы. Найти работу, совершаемую при полном 
извлечении камня из воды, если вершина конуса находилась на 



по~ерхности воды. Радиус основания конуса 1 м, высота 3 м, плот
ность 2500 кг /м3 • 

• Зд~сь р (у) = 14700+(9800/27) ",у3, где р ~ыражается в ньютонах. 

1673. Чугунный прямой конус высотой 0,4 м и радиусом осно
вания 0,4 м находится на дне бассейна, наполненного до краев ~еф
тяным маслом. Найти работу, которую надо совершить при извле
чении этого конуса из бассейна, если плотность чугуна Pl = 7220 кг/:-,tэ, 
а плотность нефтяного масла Р2 = 890 кг/м3 

• 

• Здесь Р (у) равна весу конуса без веса нефтяного масла, вытесненного 

частью конуса, т. -е. Р (у) =~ ",.о,4ЗРШ-( ~ ",·0,43- ~ ",уЗ) P2g, где Р выра· 
жается в ньютонах. 

1674. Цилиндрический баллон диаметром 0,24 м и длиной 0,8 ~I 
наполнен rазом под давлением 2 кПа. Какую работу надо совершить 
при изотермическом сжатии газа до объема, в два раза меньшего? 

1675. В жидкость с плотностью р погружена треугольная п'JIа
стинка веРШIIНОЙ вверх'- Найти силу давления жидкости на пла
стинку, если основание треугольника равно а, высота равна h. Вер
шина треугольника расположена на поверXli'ОСТИ. 

1676. Найти силу давления бензина, находящегося в цилиндри
ческом баке высотой h = 4 м и радиусом r = 2 м (Р = 900 кг/м3), 
на стенки бака на каждом метре глубины. 

1677. В жидкость с плотностью р погружена круглая пластинка 
диаметром d, касающаяся поверхности жидкости. Найти силу дав
лени я жидкости на пластинку. 

Составляя соответствующие интегральные суммы и производя 
предельный переход, решить следующие задачи: 

1678. Найти массу стержня длины 1 м, если линейная плотность 
стержня меняется по закону l) = 20х + О, 15х2" где х - расстояние от 
одного из концов стержня, в м; l)-B кг/м. 

1679. Скорость точки меняется по закону v = 100 + 8t (где v 
выражается в м/с). Какой путь пройдет эта точка за промежуток 
времени ГО, 10]? .. 

1680. "Точка движется по оси Ох, начиная от точки М (1; О), 
так, что скорость ее равна абсциссе. Где она будет через 10 с от 
начала движения? 

1681. Скорость точки изменяется по закону v=2(6-t) (где v 
выражается в м/с). Каково наибольшее удаление точки от начала 
движения? 

§ 10. НЕI(ОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ГИПЕРБОЛИЧЕСI(ИХ ФУНI(ЦЮIХ 

1. Гипербопические функции. ГиnEрболuческШlU функциями называютс~ функ
ции, определяемые следующими равенствам»: 

eX-е-Х 

sh х = 2 гиперболический синус, 
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сЬ х = е
Х + е-Х гиперболический косинус, 

, 2 

th х = sh х = еХ -е-Х гиперболический тангенс, 
сЬх еХ+е Х 

сЬх eX+e-Х . 
cth х ==-= гиnEpgолический котангенс. 

sпх eX-е-Х 

Гиперболический косинус rявляется четной функцией, т. е. сЬ (-х) =сЬ (х), 
а гиперболические синус, тангенс и котангенс являются нечетными функциями: 
sh (-x)=- shx, th (-x)=-tg-x, cth (-x)=-cthx. 

Полезно иметь в виду, что 
shO=O, chO=I, chs x-sh3 x=l, 
th xcthx=.J. 

!I=sh~ IJ Графики гиперболических 
функций y==shx, у=сЬх и 
у = (Ь х изображены соответст· 
венно на рис. 54-56. 

у=спх 

9=thJ: 

о 

Рис. 54 Рис. 55 Рис. 56 

График гиперболического косинуса называется цепной линией. Цепная линия 
ЯВ.1яется линией провисания тяжелой нити, подвешенной в двух точках. 

Производные- гиперболических функций находятся по формулам 

(sh х)' = ch х, (сЬ х)' ':= sh х, (th х)' = 1/ch2 х, (cth х)' = -1/sh2 Х. 

При интегрировании гиперболических функций используются формулы 

~ shxdx=chx+C, ~ chxdx=shx+C, 

S hd: =thx+C, S h~ =-сthх+С. 
с х . s х 

2. Обратные гиперболические функции. Для гиперболических функций sh х, 
сЬ х, th х, cth х обратНbli! гиперболические функции определяются с помощью сле
дующих формул: 

arsh х=]п (х+ V х2+ 1) (- 00 < х < + оо)-гиперболический ареа-синус, 
агсЬ х=± lп(х+ V x2 _1) (x~ 1)-гuперболическuй ареа-косинус, 

1 l+х 
arth х'=2"1п l-x (1 х 1< 1)-гuперболuческuй ареа-тангенс, 

1 х+l . 
arcth х=2"1п х-l (1 х I > I)-гиnерболическuй ареа-котангенс. 
Производные обратных гиперболических функций находятся по фОрмулам 

(arshx)' = V I ,(агсЬх)' = ± V I , 
1+.x2 х2_1 

1 · I 
(arth х)' = -1--2- ; (arcth х)' = - -2-1-' 

-х х-

Обратные гиперболические и обратные тригономеТрические функции связаны 
меж,),у собой С.'lедующими соотношениями (в комплексной плоскости): 

arsh Х=- i агс sin xi; arch х =i arccos х, 
arth х = - i агс tg xi; агс th х = i arcctg xi. 



1.682. д,оказа:гь справедливость равенства 

sh (х + а) = sh х сЬ а + сЬ х sh а. 
/:;. По определению гиперболнческого синуса нмеем 

~+a_e-(x+a) eX.&_e-Х.е-а 

~~+~= 2' 2 

Так как eX=chx+shx, e-x=chx-shx, ea=cha+sha, e-a=cha-sha, то 

~ (х+а) (сЬ x+sh х) (сЬ a+sh a)-(сЬ x-sh х) (ch a-sh а) 
2 

Выполнив алгебранческне преобразовання, получаем 

. ~ (х+а) =sh х сЬ а+сЬ х sh а . .. 

1683. Выразить сЬ (х+ а) через гиперболические функции аргу
ментов х и а. 

/:;. Проднфференцнровав по х равенство 

получаем 
sh (х+а) =sh х сЬ а+сЬ х sh а, 

ch (х+а) =сЬ х сЬ a+sh х sh а . .. 

1684. Выразить sh 2х и ch 2х через sh.x и сЬ х. 
/:;. Имеем 

вЬ 2х=вЬ (x+x)=sh хсЬ х+сЬ xsh х, сЬ 2х=сЬ (х+х)=сЬ хсЬ x+sh хвЬ х, 
т. е. sh2x=2shxchx; сЬ2х=сЬВ х+вЬВ х." 

1685. Выразить сЬ2 х иsh2 х через сЬ2х. 

/:;. Решнв снстему уравненнй 

{ ,
Ch2X+sh2x=r:ch2x, 
ch2 x-sh2 x= 1 

относнтельно сЬ2 х н shS х, получаем 

сЬ2 х= (сЬ 2х+ 1)/2; sh2 x= ~b 2х-l)/2 . .. 
,1 . : . -' • '.' 

1686. Выразить . гиперболиче~кие функции ch xi и sh xi мнимого 
аргумента через sinx и cosx. 

Ь. Находим 

. ехl-,ГХ/ . ~/-e-X/ . eX/+e-Х/ 
shx& '2. =&. 2; =islпХ, сЬх&= 2 =совх. 

Итак',' s~ х; = i slп х, сЬ х; = соз х . ... 
1687. Выраз~ть тригонометрИческие функции sin хi,И cos х; мни-

могр, apг~eHTa : через sh х и сЬ х. -
~ ПОДСТ!iВЮI:В формулы вЬ х; = l slп х и сЬ х! = соз х (см. задачу 1686) 

xi вместох,. полу,-шм shхi2 =iSlпхi, 'chxi2=cosxi, т. е. Slпхi=sh(-х);;;:: 
=lshx, cosxi=ch (-х)=сЬх." Итак, Slпхi=is!if' cosxi~chx." 

1688. Какая, линия определяется / параметрическими уравнениями 
x=achf, у=аш t при а> О?' , 

2fi8 

/:;. Исключим ~з этих уравненнй t, для чего: нз х2 вычтем у2: 
х2_у2=а2 (сЬ2 t-зh2 t), т. е. r_y2=a2• 



Кривая х2 - у2 = а2 является равносторонней гиперболой, аси~штотами к(\торой 
служат прямые у = ± х. Данная кривая является правой ветвью этой гиперболы, 
так Ка к x=acht > О при любом t (рис. 57)." 

1689. Точка М лежит на правой ветви равносторонней гиперболы 
x=ach t, y=ash t . Из точки М опущен перпендикуляр MN на 
ось абсцисс и эта же точка соединена отрезком ОМ с началом коор
динат. Из вершины А гиперболы восставлен перпендикуляр АК до 
пересечения в точке К с отрезком ОМ (рис. 58). Доказать, что 
/NMI:a= sI1t, IONI:a=cht, IAKI:a=tht. 

6 . 1 N М 1 :a=y:a=sh t, 1 ON ':а=х:а =ch t, 
1 Al( l : а=1 NM 1:1 ON 1 =(1 NM l:a)/(1 ON ':а) =sh tlch t =th t . .. 

1690. Точка М лежит на правой ветви равносторонней гиперболы 
х = а ch t, У = а sh t. Вычислить площадь гиперболического сектора, 
огра ниченного ветвью гиперболы, осью абсцисс и отреЗl<ОМ ОМ 
(рис. 59). 

х 

6 Имеем S=SONM-SANM=-}XY-5 ydx. Так как x=ach " g=ash t, то 
а 

dх=аS\1tdt,оТJ(уда 
t t 

S=-}а2sht,сht-а2Ssh2tdt= ~ a2sht,cht-~ 5(Ch2t-l)dt= 
О ' о 

1 1 а2 аЧ 
=4 а2 sh 2t-T a2 sh 2t+2 t =2,' 

Таким образом, t = 2Sla2 • Итак, аргумент t гиперболических функций можно 
рассматривать как частное от деления удвоенной площади гиперболического сек
тора ОАМ на KBa~paT действительной полуоси ... 

1691. Найти производные функций: 
1) у = ln (ch х+ Vch2 х+ 1); 2) у = 5 shЗ (xJl5) + 3 sh5 (х!15); 

2 1 
3) у = 2 arctg (th (xj2)); 4) у = th х-з th

Б х + 5' thБ х; 

5) y=arcctg(ljshx); 6) y=lnth(x2j4). 

9 

!I 1/: 

Рис. 57 Рис . 58 Рис. 59 
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1692. В какой точке цепной линин у=сЬх касательная образует 
с ОСI;>Ю абсцисс угол .а=л/4? 

1693. Исследовать на экстремум ФУНКЦИЮ у = ch (х/2) -1. 

1694. Найти: 1) SXSChXdx; 2), S sh' хщ; 3) S у thx ш; 
cbx-l 

4) 5 sh х sin х щ; 5) 5 сs:з r:/~) dx; _ 6) 5 shЗ (х/3) ФS (х/З) щ. 
1695. Вычислить определенные интегралы: 

In(I+V2) 

1) S 
о 

chxdx • 

Y4-зЬ'х' 

In 2 

2) S th' х щ; З) 
о 

In 3 

S xchxdx. 
о 

1696. Выразить sh (х-а) н сЬ (х-а) через гиперболические функ
ции аргументов х и · а . 

1697. Выразить th(x+a) и th (х-а) через thx и tha. Найти th2x. 
1698. Выразить через сЬх гиперболические функции половин· 

вого аргумента sh (х/2) , ch (х/2) н th (х/2). , 
1699. Привести к виду, удобному для логарифмирования, выра

жения shx ± shy, сЬх± сЬу, thx± thy. 
1700. Выразить shx н сЬх ' через th(x/2). 
1701. Представить произведения гиперболическнх функций 

эЬхсЬу, shxshy, chxchy в виде сумм. 
1702. Вычислить площадь, ограниченную кривой у = sh х н пря

мыми х=1п5, у=о. 
1703. Найти JI.Лину дуги кривой у=асЬ (х/а), заключенной между 

~РЯМblМи х=О, х=а. 
1704. На кривой x=acht, y=asht даны точки М и N, соот

ветствующие значениям t = t i И t = t 2 (t i < t z). Вычислить площадь 
сектора OMN. 

1705. Какая линия определяется уравнениями x=a/cht, у = 
= btht, если а> О, Ь> О? _ 

1706. Какая линия определяется уравнениями x=ch't, y=sh't? 
1707. дано $ina=tht. Выразить СОsа и tga через t. 
1708. Упростить выражение 

(cosxchy+ i sinx shy)'-(cosx shy+ i sin х соэу)В. 

1709. Упростить выражение (х ch t + У эЬ t)Z - (х sh t + У сЬ t)'. 
1710. Доказать тождества: ' 

(сЬх+ shx)" =chnx+shnx; сЬnx= (Chx+shx)"t(chx-shХ)n: 

h (ch x+sh x)"-(ch x-sh х)" 
s nX= . 2 • 

'&' _е-Х)" 'еХ + е-Х)" 
1711. Используя p~вeHCTBa shnx= \' 2" ; chnx=\' 2" • 

доказать, что 

ch' х= l ch3x + : сЬх, sh~x=~sh 5x-J~ shЗх + ~ shx. 
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ГЛАВА х, 

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

§ 1. ЛИНЕЙНЫЕ НЕРАВЕНСТВА И ОБЛАСТЬ РЕШЕНИЙ 
СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ НЕ РАВЕНСТВ 

Пусть задано линейное неравенство с двумя переменнbIblИ Х! и xz: 

" alXl+a2X2+b~0. (1) 

Если величины Xi и Х! рассматривать как координаты точки плоскости, то сово, 
купность точек плоскости, координаты которых удовлетворяют неравенству .(1), 
называется областью решений данного неравенства. Областью решений неравен, 
ства (1) является полуплоскость. . 

Для того чтобы установнть, какая из двух полуплоскостей соответствует 
неравенству (1), достаточно привести это неравенство к виду Х2 ~ kXl + 1 или 
к виду Х2":;; kXi + [. В первом случае искомая полуплоскость лежит выше прямой 
QlXl+aZX2+b=O, во втором-ниже ее. Если же а2=О, то 'неравенство при· 
водится к одному из видов Х! ~ h или Xi.s;;;. h, т. е. полу плоскость лежит справа 
или слева от прямой Х! =h. 

В случае же, когда задана система неравенств 

а21Х! +azzx, +Ь2 ~ О, (2) 
{ 

аНХl +aiZx2 +Ь1 ~ О, 

.. . .. .. . . . . . . . 
аmlХ! + аm2Х! + Ьm ~ О, 

где т-конечное число, получим пересечение конечного числа полуплоскостеА, 
образующее многоугольную область D. Область D называется областью решений 
системы неравенств (2). Эта область не всегда бывает ограничена, она может быть 
и неограниченной и даже пустой. Последний случай имеет место тогда, когда 
система неравенств (2) противоречива. Могут ' быть также случаи лишних нера· 
венств, входящих в совместную систему и определяющих прямые, не имеющие 

с областью D общих точек. Такие неравеиства можио исключить. 
Область решений обладает важным свойством-она является 8blnуклоtl, т. е. 

вместе с любымн своими двумя точками содержит и весь соединяющий их отрезок. 
Прямая, которая имеет с областью по крайней мере одну общую точку, притом 
так, что вся область лежит по одну сторону от этой прямой, называется оnoрной 
по отношению к этой областз. 

Аналогично истолковывается геометрически и система· неравенств с тремя 
neремениыми: 

{ 

аllХl +а12Х, + а~зхз +Ь1 ~ О, 
а21Хl +а22Ха +а2ЗХЗ +b2~0, . . . . . . . . . . . .. . . 
amlXl + аm2Х2 + аmзхз+ Ьз ~ О. 

(3) 

Здесь каждое из нераnенств выполняется для одного из полупространств, на кото
рые разбивает все пространство соответствующая плоскость. Система неравенств (3) 
представляет собой пересечение полупространств, т. е. многогранную область реше-
ний системы неравенств. . 

1712. Найти полуплоскость, определяемую неравенством 2Х1 + 
+ ЗХ2-12~О. 
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6 Заменяя з{ак неравенства на знак точного равенства, ПО.1УЧШI уравнение· ·· · 
прлмоА 2Хl+~Х2-12=0 или Х2=(-2/3)Хl+4 (рис . 60) . Лрнведем данное нера
венство : к виду Х2"';; (-2/3) xi+4. Следовательно, искомая полуплоскость распо- .. 
ложен а ниже прямой Х2 = (-2/3) Xi + 4 ... 

17! 3. Какую полуплоскость определяет неравенство 2х1- 3Х2 ~ о? 
6. Заменяя знак неравенства на знак точного равенства , по.1УЧИМ ураВЕе.НlIе 

прямой 2х! - 3Х2 = О или Х2 = (2/3) Xi, ПРОХО,,\ящей через начало КООРДlIнп. Из 
неравенства 2Xi -3Х2 ~ О, т. е . Х2';;;;; (2/3) xi, вытекает, что искомая ПО.1уплсскость 
раСПО."lожена ниже прямой xz=(2/3)Xl (рис . 61). &. 

1714. Найти область решений системы неравенств ,'(1 - 1 ~ О, 
Xz-l ~O, Xl+XZ-3~О, -6Xl-7xz+42~0. 

6. Заменяя знаки неравенств на знаки точных равенств, ПО.1УЧЮI уравнеНIIЯ 
четырех прямых: Хl-1=О, x~-I=O, Xl+XZ-3=О и GX1+7xz-42=О, l~ЗQбра-

:);2 

Рис. 60 Рис. 61 Рис. 62 

женных на рис. 62. Приведем данные неравенства к виду Хl ~ 1, Х2>-= 1, 
X2~'--Xi+3, xzo;;;;(-6/7)Xl+6. Штриховка показывает те нз подуплоскостеii, 
которые слу?Кат об,ластямн решений ' соответствующих неравенств. Областью реше
ний снстемы неравенств являщся выпуклый четырехуголъннк. 'А,. 

1715. Найти область решений системы неравенств Х1 ~ О, Х1 +Xz-
-'- 2 ~O, Х1 -Х; + 1 ~ О, Х1 ~ 2. 

6. Заменяя знаки иеравеисТII на 'знаки точных равенств , получим уравнеНIIЯ 
четырех прямых: Хl=О, Xl+X2-2=О; xl-хz+l=О, Хl=2, изображенных на 
рис. 63. Приведем данные иеравеНСТl3а к виду Хl;;;"О, X2;;;"-Xi+2, X2;;;"Xl+J, 
Хl <; 2. Областью решений системы неравенств является неограниченная выпуклая 
фИJура. А,. 

1716~ Найти область решений системы неравенств Х1 ~ 2, 
Х1 + 3Xz ~ 3, Х1 -Х2 + 1 ~ О. 

/::,. Построим соответствующие прямые. Из рис. 64 щrдно, что не существует 
ни одной точки, общеА для всех трех полуплоскостей . Это оэна'lает, что область 
решений «пустая» И эадаНliая система неравенств несОвместна . • 

1717. Найти область решений системы неравенств 2X1-Xi ~-2. 
XI-X2~-2, Xl~l, 2XI-X2~3 : . 

6. Эта система неравенств не имеет решений. Геометрически это означает, что 
не существует нн одной точки, координаты которой удовлетворяют всеЛI неравен
ствам данной задачи (рис. 65). А,. 

1718. Найти область решений системы неравенств 3x1 -хZ ~ О (а). 
Хl~Х2~0(б), 2Xl+~~~6(B), xl~ _2(r), 3XI-X2~-4(д). 
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6, Пяти заданным неравенствам соответствует множество точек плоскости. 
образующее треугольник АОВ (рис. 66). Неравенства (г) и (д) могут быть исклю
чены, так как неравенство (д) определяет граничную прямую, не имеющую с тре
угольником АОВ общих точек, а прямая, определяемая неравенством (г), имеет 
одну общую точку с треугольником и является опорной. А 

{tz 

Рис. 53 Рис. 64 Рис. 65 

171-9. Найти область рещений системы неравенств X1 ~ О, ХИ ~ О, 
Ха ~ О, Х} +x2-1 ~ О, 3Х} +Хz -3Хз ~ О. 

JJ 

Рис. 66 Рис. 67 

6. Заменяя знаки неравенств на знаки точных равенств, получим уравнения 
плоскостей Хl=О, Х2=О, Хз=О, Xi+X2-1 =0, 3Хi+~-3ХЗ=0~ которые изоб
ражены на рис. 67. Областью решений системы иеравенств служит выпуклый 
четырехгранник ABOCD~ А 

1720. Как расположена полуплоскость, координаты точек кото
рой удовлетворяют неравенству x1-x2-1 О ~ О? 

Найти область решений системы HepaBeHCTB~ 

1721. Xl+X2-5~O, XI-X2-5~O, x~~7. 
1722. Xl-5X2+5~O. xi+3x2-3~O, Xl~5. 
1723. X1 ~ 3, Xi ~O, Xj +Хи ~ О. 
1724. x1-xz+l ~O, 2Xi+Xz!.-7;;:::О, xl-2х2+4~О. 
1725. хэ;;:::О(а), 4XI-Х2~О(б), X2~6(B), 4Xi+x2~40(r), 

Xi-x:i+8 ~O (д). 
1726. Xl~O. X2~ 1, ХЗ~О, Хl+хz+хз-5~О . 

. 1727. xl~4, 2Х2-ХЗ~О. Х2+ХЗ~3' Xl~'o, X8~O. 
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§ '2. ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА ЛИНЕАного прогРАММ.ИРОВАНИЯ 

Задача линейного программирования заключается в изучении способов отыс
кания нанбольшего или иаименьшего значений линейной функции при наличии 
линейных ограничений. 

ФУНКЦИЯI наибольшее или наименьшее значение которой отыск'ивается, назы
вается целеlЮй фу/(кцией, а совокупность значений переменных, при которых дости
гается наибольureе или наименьшее значение, определяет так называемый опти
мальный план. Всякая же другая совокупность значеНИЙI удовлетворяющая 
ограничениям, определяет допустимый план (решение). 

Пусть ограничения заданы совместной системой т линейных неравенств с n. 
переменными: 

{ 

aiiXi+ai2X2 + ~' .- +щnхn:;;i.Ьil 
a21x i + ~2~ + ... + а2nХn ~ Ьа! . . . . . . . . . . . . . . . 
amiXi+am2X2+'" +aтnxn~bт' 

Среди неотрицательных . решений этой системы требуется найти такое решение 
при котором линейная функция (целевая функция) 

L = CiXi+C2Xa+.' .'+C"-Хn+Со 

принимает наибольшее (наименьшее) значение или, как говорят, максимизировать 
(минимизировать) линейную форму L. 

Покажем. как решается указанная задача геометрическим методом, для чего 
ограничимся рассмотрением совместной системы линейных иеравенств с двумя и 
тремя переменными. Пусть. кроме того, задана линейная функция L = CIXi + С,Х! +СО. 
Найдем среди множества точек (Xl; Х2) из области решений совместной сИ'стемы 
неравенст)\ такие, которые ПРИдают заданной линейной функции наименьшее (нан
большее) значение. Для каждой точки плоскости функция L принимает фиксиро
ванное значение L=Lj. Множество всех таких точек есть прямая CIXi+CtXa+Co = [11 
перпенднкулярная вектору С (Сl; С,), выходящему из начала координат. Если эту 
прямую передвигать параллельно самой себе в положительном направлении вектора C1 
то лннейная функция L=CIXl+C2X2+CO буд~ возрастать, а в ПРОТИВОПОJjОЖНОМ 
направлении-убывать. Пусть при движении прямой L в положительном иаправ
лении вектора С она впервые встретится с многоугольником решений в его вер
шнне, тогда в этом положении Li прямая L становится о пор н о й, и на этой 
прямой функция L принимает наименьшее значение. При дальнейшем движении 
в том же направлении (положительном) прямая L пройдет через другую вершину 
многоугольника решений, выходя из области решений, и станет также опорной 
прямой L2 ; на ней фуикция L прииимает наибольшее значение средн всех значе
ний, прИНиьGIемых на многоугольнике решений. -

Таким образом, минимизация и максимиэация линейной функции L = CIXi + 
+ СаХ2+СО на многоугольнике решений достигаются в точках пересечения этого 
многоугольника с опорнымн прямыми, перпендикулярными вектору С (Сl; Са) • 

. Опорная прямая может иметь с многоугольником решений либо одиу общую точку 
(вершину многоугольннка), либо бесконечное множество точек (это множество есть 
сторона многоугольника). . 

Аналогично, линейная функция трех , переменных 'L=СIХi+С2~2+СзХз+Со 
принимает постоянное значение из плоскости', перпендикулярной вектору С (Сl; Са; Са). 
Наименьшее И наибольшее значения этой функции на многогранннке: решений 
достнгаются в точках пересечения этого многогранника с опорными плоскостями, 

перпендикулярными вектору С (Ci; Са; Са). Опорная плоскость может иметь с мно
гогранником решений либо одну общую точку (вершину многограиника), либо 
бесконечное множество трчек (это множество есть ребро или грань многогранника). 

1728 .. Максимизировать линейную форму L = 2Xi + 2х:) при огра- ' 
• ничениях. ЗХi-2Хi~-6, ЗХi+Х:i~З' Х1 :::;;З. 

6. Заменив знаки неравенств на знаки точных равенств, построим область 
решений по уравне"иям прямых ЗХl-2Х2+6=О, ЗХi+Ха-З=О, Хl=З (рис. 68). 
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Обла,стью решений неравенств является треугольник MN Р. Построим вектор е (2; 2). 
Тогда опорная прямая при выходе из треугольника решеннй пройдет через точку 
Р(3; 15/2), а потому в точке Р линейная функция L=2xi+2X2 принимает нан· 
большее значение, т. е. максимизируется, и Lшах =2.3+2.(15/2)=21.'" 

1729. Минимизировать линейную функцию L = 12Xi + 4Xi при' 
ограничениях: X1 +Х! ~ 2, X1 ~1/2, Хв ~ 4, Х1 -Хв ~ О. 

6. Заменив знаки неравенств на знаки точных равенств, построим область 
решений, ограниченную прямыми xl+xz=2, Xl=lj2, Хз=4, XI-Xs=О. Область 

Х2 
.; 

IC/ JI:Z 

" 
3:/ 

Рис. 68 Рис. 59 Рис. 70 

решений-многоугольник MNPQ (рис. 69). Строим вектор е (12; 4). Опориая 
прямая проходит через точку М (1/2; 3/2)-это первая точка пересечения много· 
угольника решений с прямой L при перемещении этой прямой в положительном 
н<!правлении вектора е. в точке М линейная функция L = 12х! + 4хв принимает 
наименьшее значение Lmin= 12.(1/2)+4·(3/2)= 12 .• 

1730. Найти наибольшее значение функции L = Xi + ЗХz + Зхз при 
ограничениях: Х2+ХЗ~3" XI-XZ~O' xz?l, 3xl+x2~15. 

. t::, Построим область решений системы нераЕенств по уравнениям плоскостей: 
Xz+Xa=3, XI-XZ=O, хв=.1, ЗХl+хz=15. Областью решений является много
гранннк MNPQRS (рис . 70). 

Построим вектор е (1; 3; З). При перемещении опорной плоскости в положи· 
тельном направлении вектора е она выйдет из многогранника решений в точке 
N (4; 3; О). Поэтому в точке N линейная функция 
L =Xl + Зхz + ЗХа примет наИбольшее значение, Т; е. {):3 
Lшах =4+3·3+3·0= 13 .• . 

1731. Найти наибольшее значение функции 
L = Зхl -6Х2 + 2хз при ограничени.ях: 3xl + 
+3X2+2X8~6, Хl+4Х2+8хз~8. 

6. Построим область решений системы линейных 
неравенств, взяв плоскости 3х! + ЗХ2 + 2хз = 6, Xl + 
+4хz+8хз=8, Xi=O, Хв=О, хз=О. Эта область есть 
многогранник MNOPR (рис. 71). Постронм вектор 
е (3; - 6; 2). При перемещении опорной плоскости в поло- Рис. 71 

жительном направлении вектора е она выйдет из мно- . 
гогранника решений в точках ребра MR . Следовательно, наибольшее значение 
данной функции принимается в точках отрезка MR. Убеждаемся в этом, подстаl!ИВ 
координаты точек М (2; О; О) и R (16/11; О; 9/11) в линейную форму L; получим 
L (М)=6, L(R)=6. • . 
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1732. Найти наибольшее значение функции L = Х1 + 3Х! при огра
ничениях: Х1 + 4xz ~ 4, Х1 + ХВ ~ 6, Х2 ~ 2. 

1733. Минимизировать функцию L = X1-X:i при ограничениях: 
3~xi+X2~7, 1~x2~4, xl~4. , 

1734. Найти наибольшее значение. функции L = 3xl-4xi- при 
ограничениях: х1 -2хв ~ 6, Х1 + 2xz ~ О, Х1 ~ 6. 

1735. Найти lIаибольшее значение функции L = - Х! + 2Х2 при 
ограничениях: xl-8x2~10, xl+x2~I, xl-5x2~-5, 3х1 + 
+ IOX2~30. 

1736. Найти наибольшее 
ограничениях: 3х! + 4Х2 ~ 18, 
4XI-X2~24. 

значение функции L = 8х!-2Х2 при 
3X!-X2~3' X2~6, 2xl+X2~18, 

1737. Минимизировать линейную форму L = - 2Х1 -Х2 + 3Ха при 
ограничениях: Х1 + Х2 ~ 2, 3Х1 + ХИ ~ 6, ХЗ ~ 3. 

1738. Найти наибольшее значение функции L = X1 + 2Х2 + 3Хз 
при ограничениях: Х1+ХИ~3' Xl+X2-ХЗ~О' ЗХl+3Х2-Х3~О. 

1739. Найти наибольшее значение функции L = 1 ОХ! + Ха при 
ограничениях: 3Х! + 2Х2 + Хз ~ 6, 3xl -3x2 + Ха ~ 6, Хз ~ 3. 

§ ~. СИМПЛЕКС-МЕТОД 

1. Поиятие о симплекс-методе. Решение основной задачи линейного програм· 
мирования геометрическим методом ' является наглядиым в случае двух и даже 
трех перем~нных. Длн случая же большего числа перемеиных геометрический 
метод становится невозможным . Так называемый сШt1Ulf!кс-штод принадлежит к 
числу аиалитических методов решения основной задачи линейного \ ПРОI 'раммиро
ванин. Система ограничений в вычислительных методах обычно задается системой 
линейных уравнений 

{ 

allxl + a12xz + ... +ainXn = bi, 
a21x1 +а22Х2 + ... +а2,.хn = bs , 
... . .......... 

amiXl +аm2Х2 ,+'" +аmnХn=Ьm 

(1) 

и среди неотрицательных рс'шенин , системы уравнений (1) надо liаАти такие, кота· 
рые максимиэировали бы линейную функцию 

Выразим Xl, Х2!" ., Хг (г..;;; т) через остальные переменные: 

f 
l x;~a~. ~+~x~+~~.:. +'a;~~n~~;: 

Хl = а;. f+IXr+l + ... + ainxn + Ь;, 
Х2=а;. Г+lХГ+1 + ... +а;nхn+Ь;, (2) 

где ь;;;а. О, ь;;;а. О, •.• , ь; ~ О. Если ограничительные условия заданы неравен
ствами, то их можно преобразовать в равенства путем введения новых неотрица
тельных переменных, так называемых балансовых (выравнивающих). Например, 
внеравенстве" alxl + ЩзХи+ ... +аnхn ..;;; ь достаточно добавить , к левой части 
некоторую величину Xn+i;;":.o и получится равенство 

alXi+azX2+'" +anxn+xn+i=b. 

Ограничительные условия могут задаваться и смешанным образом, т. е. нера
венетвами и уравнениями, тогда указанным путем их можно свести только к 

уравнениям. Переменные (неизвестные) Xl, Х2, .•. , хг называются баэucншtu, а 
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весь набор {Xi. Xz, .. . '. Хг }-базисом, остальные переменные называются свободньuiu, 
оистеliа ограничений (2) называется системой, приведенной к единичному базucу. 
Подставляя в линейную форму L вместо базисных переменных их выражения 
через свободные из системы (2), получим 

L =1'0 +Yr+iXr+i+ •. . +УnХn. 

Теперь, полагая все свободные переменные равными нулю, найдем значения 

базисных перемеНI:IЫХ: XI~b;. X2=b~, .. .• Хг=Ь;. Таким образом, решение (b~, 
Ь;, ... ,Ь;. О •..•• О) системы является допустимым - оно называется базuc/Ш..4l: 
Ддя полученного базисного решения значение линейной формы L B =1'0' Реше
ние задачи с помощью симплекс-метода распадается на ряд шагов. заключаю

щихся в том, что от данного · баЗиса Б мы переходим к другому базису 51 с таким 
расчетом, чтобы значение L в уменьшалось или, по крайней мере. не увеличи-

валось, т. е_ LB/,;;;; LB. 
Идею метода проследим на конкретных примерах. 

I 174? Максимизировать линейную фОрму L =-х, +х~при ограни-
чениях_. Х1 + Х, 2Х5 - 1. Х2 -2х, + Х5 - 2. Ха + 3Х4 + Х5 - 3. 

I 
6. Даиная система уравнений-ограничений совмеетна, так как ранги матрицы 

системы 

и расширенной матрицы 

(

1 О О 1 
О 1 О -2 
О О 1 3 

-2 1) 
1 2 
1 3 

совпадают и равны 3. Следовательно, система уравнений совместна и три пере
менные (базисные) можно линейно выразить . через две свободные переменные. 
Выразим. например Xl. Ха и Ха через Х, и Хо ' т. е. приведем систему к единичному 
базису: 

{ 

Xl= l-х,+2х5 • 

xb=2+2X4-Х5. 
хз=З-3Х'-Х5' 

Линейную форму L = - Х. +Хб выразим через свободные перемеНl:lые Х4 н Хб 
(в данном примере L уже выражена через Х, . и Хб)' Теперь прн Х4 = О, Х5 = О 
найдем значения базисиых переменных: ХI = 1. Х2 =2, Хз=3 . Таким образом. 
первое допустимое решение' системы уравнений есть XI=I, х2 =2, Хз=3, Х4=0. 
Х5 =0, или (1, 2, 3, ,О. О). При найденном допустимом решении линейная форма L 
имеет значение О, т. е. L1 = о. 

Теперь попытаемся увеличить значение L1 ; увеличение Х4 уменьшит Li, так 
как пер'ед Х. стоит отрицательный коэффициент, а увеличение Х5 дает увеличение 
и Li. Увеличим поэтому Х5 так, чтобы XI, Ха. Хз не стали отрицательными, оставив. 
Х4=0. Из второго уравнения системы (*) следует, что Х. можно увеЛичить до 2. 
Таким образом, получаем следующие значения перем.енных: Xl = 5, ХВ =0, хЗ.= 1. 
х,=о, Х5=2 или (5. О, 1. О, 2). 

Значение линейной формы L при этом допусти'dОМ решении равно L2 =2, т. е. 
при . втором шаге оно увеличилось. . 

Далее, примем за свободные ' переменные ХВ и Х4' т. е. именно те переменные. 
которые в новом решении имеют нулевые значения· . С этой 'целью из второго 
уравнения системы (*) выразим хо чер'еэ Ха И Х4 и получим Х5=2-Ха+2х,. 
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Тогда 

{ 

Xi=5-2Х2+ЗХti 
Хз=] +Ха-5х" 
Хб=2-Х2+2Х4; 
L =2-Х2+Х" 

ДЛЯ увеличення значения L будем увеличивать X.j. ИЗ второго уравнения 
системы ("'''') видно, что при уc,rювии неотрицательности ХЭ значение Xt можно 
довести до х.= 1/5. При этом условии новое допустимое решение есть Xi=28/5, 
Х2=О. Хз=О. х.= 1/5. Х5= ]2/5 или (28/5. О, О/ 1/5, 12/5). Значение линейной 
формы при этом Lз = 11/5. 

Выразим теперь Xi. Х4. Х5 через свободные переменные Ха и Ха: 

{ 

Хi=28/5-;-(З/5)хэ-(7/5)Х2. 
Х.= 1/5-(I!5)хз+(1!5)Х2. 
Х5 = 12/5- (2/5)хз- (З/5)Х2. 
L = 1 1/5-(1/5)хз'- (4/5)~. 

Так как в последней линейной форме обе свободные переменные входят с от -
рицательнымИ: коэффициентамн. то наибольшее значение L достигается при Ха = 0.,1 
Хз=О. Это означает, что решение (28/5. О. О. 1/5. 12/5) является оптимальным 
и Lmax =II/5. А 

1741. Максимизировать линейную форму L=х2 +хз при ограни
чениях: х1-х,+хз =1, х2 -2хз +х.=2. 

t;.. Система уравнениЙ.ограничениЙ совместна. так как ранги матрицы систе
мы уравнений и расширенной ма'трицы одинаковы и равны 2. Следовательно. две 
базисные переменные можно выразить линейно через другие две свободные. При
мем за свободные переменные Ха И Хз. Тогда 

{ 
Xl = 1 +Х2-ХЗ; 
Х4=2-Х2+ 2хз; 

L=Х2+ХЗ' 

При Х2=0 и хз=О базисные переменные Xl=l. х,=2, т. е . . имеем первое допус
тимое решение (1. О, О. 2) и L1 = О. Увеличение L можно осуществить при уве
личении Ха до 1. Тогда при Хз=l. Ха=О значения базисных переменных Xl=Oj 
Х, = 4. Новое допустимое решение (О. О. 1. 4) и LJ. = 1. 

Выразим теперь Ха и Х. через Xl и Ха: 

{ 
хз=I-Хl+Ха; 

. Х4 =4-2Х1 +Х2; 

L= I-Xi+2x2' 

Увеличение L возможно при увеличении Х2' Увеличение же Х2 не ограничено; 
,судя по последней системе уравнениЙ. Таким образом. L будет принимать все 
оольшие положите.'1ьные значения. т. е. Lmax = + 00. Итак. форма L не ограни
чена сверху, а потому оптимального решения не существует. А , 

1742. Задана система ограничеН:ИЙ:Х1 +х2 +2ХЗ-Х4 = 3, Х:! + 2Х4 :..-1 
и линеЙ1iая форма L=5Xi-ХЗ' Найти оптимальное решение, миними
зирующее линейную форму. 

6. Эту задачу можно было бы свести к задаче нахождения максимума фуи
кции L1 = -L. т. е . Li = -5Xl +Хз. но это не обязательно. Рассуждая аналогич
но предыдущему. ее можно решить. не сводя к максимизации. Данная система 
уравнений со,вместна. так . как ранги матрицы системы и расширенной матрицы 
одинаковы н равны ~. СлеДQватеJ,IЬНО, систему ураВ/lений можно, например, пе-
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реписать так: 

{ 
Xi=2-2хЗ+3Х4' 
x2=1- 2x4' 
L = 10-IIХз+ 15Х4' 

Здесь за базисные переменные приняты Xi и Х2' а за свободные Хз и Х4 . При 
Хз = О и Х4 = О первое базисное решение есть Xi = 2, Х2 = 1, Ха = О, Х, = О или 
(2, 1, о, О), а [ 1 = 10. Уменьшение линейной формы L вызывается увеличением 
Хэ, так как перед Ха в форме L стоит отрицательный коэффициент; причем уве· 
личение Хз возможно только до 1, а значение Х4 = О остается. Если примем Хз = 1 i 
то Xi = О, Х2 = 1, Хз = 1, Х4 = О или (О, 1, 1, О) - второе базисное решение, при 
котором L 2 = -1. 

Выразим Х2 и Ха через новые свободные переменные Xi их,: 

{ 
x2=1-2x4i 
Ха = 1-(1 /2)Xi + (3/2)Х4О 
L = -'1 + (11/2)Xi-(3/2)x4' 

Теперь уменьшение значения формы L зависит от увеличения Х4 дО Х4 = 1/2 
(при этом Х2 неотрицательно), а значение Х1 = О остается. В этом случае имеем 
новое допустимое решение Xl=O, Х2=О' хэ=7/4, x4=1/2 или (О, О, 7/4, 1/2), 
при котором L=-7/4. , 

Выразим Ха и Х4через Сl!ободные переменные Xi и Х2 : 

{ 
,Ха=7/4-(1/2)ч-(З/4)Х2; 
X~= 1/2-(i/2)x2' 
L = -7/4 + (i I /2)Xi + (Ц1)Х2' 

Так как дальнейшее уменьшение значения формы L невозможно из-за положи
тельности КОЭффициентов при Хl и Х2, то допустимое решение задачи (О, О, 7/4, 1/2) 
является оптималыIм •. Наименьшее значение L равно-7/4 .• 

1743. Максимизировать линейную форму L;:= ~XI-X4 при следу-
ющей системе ограничений: 

{ 
х, +Х2=20,; 
X2+2X4~5, 

- Хi+ Х2+ хз,.;;;;8. 

6. Так как система' ограничений задана смешанно, то приведем ее к системе 
уравнений, введя новую неотрицательную переменную Х5 в левую часть второго 
условия с отрицательным коэффициентом, а Х6-В третье условие с положитель
ным коэффициентом. Тогда получим систему уравнений 

{ х, +Х2=20, 

x2+ 2X4-хъ=5; 
-Хi- Х2+ ХЗ+ Х6=8. 

Приведем эту систеМу к единичному базису, выбрав за базисные переменные Xi' 
Х2, Ха (в силу того,' что ранг матрицы системы равен З): 

Xi=15+2x,-хъ; X2=5-2Х4+Хб; хз=28-Хв. (*) 

Линейная форма тогда примет вид L=30+3x,-2X5' При Х4=О' Х5=О, 
Хв = О базисные переменные имеют значения Xi = 15, Х2 = 5, Хз = 28, т. е. первое 
допустимое решеJlце (15, 5,28, О, О, О); при этом Li=30. 

Для того чтобы значение L увеличилось, необходимо увеличивать Х4' так как 
эта переменная входит в выражение для L с положительным коэффициентом. 
Увеличение же Х, возможно дО Х, =5/2-это видно из второго условия системы 
ограничений (*). При Х, = 5/2, Хъ = О, Хв = О значения других переменных тако, 
вы: xi=20, Х2=0' хз=28 т. е. получим второе допустимое решение (20, О, 
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28, 5/2, О, О), и ЛИнейная функция L примеТ ВИД L = 75/2 - (З!,2)Хi- (1j2)Х5' 
а при втором допустимом решении ее значение равно L2 = 75/2. 

Теперь, поскольку коэффициенты при пере~енных D L отрицательны, увели
чение значення L невозможно. Следовательно, Lmax =75{2=37,5. А 

1744. Для изготовления изделий двух видов имеется 100 кг 
металла. На изготовление одного изделия 1 вида расходуется 2_ кг 
металла, а изделия 11 вида-4 КГ. Составить план производства, 
обеспечивающий получение наибольшей прибыли от продажи изде
лий, если отпускная стоимость одно.,о изделия 1 вида составляет 
3 дев. ед., а изделия П вида - 2 дев. ед., причем изделИй 1 вида 
требуется изготовить ве более 40, а изделий П вида - ве более 20. 

I 

6. Пусть изготовлено Хl ИЗ,ll.елиЙ I Dида н Х2 -1I вида . Тогда имеем следую-
щие ограничения на переменные Хl н Хз : 

{ 

Хl';;;;; 40, 
_ X2~20, 

2Xl+4xz=100. 

Целевая функция имеет вид L= ЗХ! + 2Х2 ' Преqбразуем смешанную систему ограни
чений в систему ограничений в виде уравнений, введя новые переменные Ха их,: 

r Xl+ хз=40, 
) Хз+ х,=20, 
\ xi+2xz=50· 

Ранг матрицы этой системы 

(
'1 О 1 О) 
О 1 О 1 
1 2 О О 

равен 3 . . Выберем за базисные переменные Xl, Х2. Ха'И перейдем к единичному 
базису: 

{ 

Xl= 10+2х" 
Х2=20- Х4. 
Ха=ЗО-2х,. 

Первое допустимое решение получится при х,=о, х!=10, Х2=20. хз=зо. При 
этих значениях переменных L = 70. Увеличения значения целевой функции можно 
достигнуть путем увеличения Х, дО -"', = 15, судя по третьему уравнению. Тогда 
при х,= 15, xl=40, х2 =5, хз=О имеем [= 130. Второе допустимее решение 
(40,5, О, ]5); Хl=40-хз, Х2=5+(\/2) Хз, Х4 .= 15-(i!2)хз, L= IЗО-2хз· Коэф
фициеит - при ХЗ в целевой функции отрицателен, а потому дальнейшее увеmlчение 
L невозможно. Следовательно, оптимальное решение Хl =40, Х2=5 и Lmax = 130 .• 

2. Симплексиые таблицы. Систему ограничений сведем к едини'IНОМУ базису: 

{ 

Xl.+.':' ~~i:'~l.X~+~~'" .. ~a~n ~n.=.b~. 
Xi+'" +Щ, г+l Х'+l + .. . +ain Хn = bi, ....... . ........... 
х,+ ... +а" r+lXr+i+ ••• +а,n Хn = Ьр 

а линейную форму L-K внду 

(1) 
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В виде таблицы эти ~aHHыe можно J редставить так: 

Ваэи'СИOJе , СВободные' , ! Х; , , , , , Xj" , I леремеи- члены Х, Xr Хг+. Кn 
ные 

Xi bi I I I О I I О I аl, r-tl I I ан', , аln 

I I 1 
, , 

I , . 1-· .. 1 I 
I 

I I I 1 1 I I 1 
I а;л Х; ь, 

I 
О О а/, г+1 а;! 

, 
1 I 1 1,·,··1 I I I 1 

ХГ . Ь г I О , 
I 

О 

I I I ап r + 1 I I аг1 I 'аrn 
L ,'1'0 I О I I О I I 

О l 1'г+l 1 I 1'1 1 , уn 

Равенство (1) будем называть npuвeдeHHЫM (К свободным переменным) выражением 
для функции L, а коэфициенты 1'1 -оценками (индексами) соответствуюLЦИХ сво-
бодных переменных Х j' . 

1. Выбирают разрешающий столбец ар из условия: оценкаур < О и хотя бы 
один элемент aip > О. 

2. Выбирают q-ю разрешающую строку Из условия 

bq/aqp=min {Ьi/Щр} для aip > О. 
З. Производят пересчет элементов 'раэрешающец q-й строки по формуле 

a~k=aqk/aqp (k=O, 1, ... , n). 
\ 

4. Вычисляют элемеиты всех остальных строк (ПРИ k f= р) п:э формуле 

a;k=aik-a~ka;p (i=O, 1, ... , q-I, q+l. "', г). 
Следует иметь . 1\ виду основную теорему симплексн'ого метода, которую приве

дем без доказательства. 
т е о р е м а . Если после выполнения очередной итерации: 
1) найдется хотя бы одна отрицательная оценка и в каждом сmoлбце с 

такой оценкой ОКQжется хотя бы один nо;;ожиmeльный элемент, т. е. 1'k > О для 
некоторых k, и Qik > О для тех же k и некотороИJ i, то можно улучшить реше-
ние, выполнив следующую итерацию; , 

2) найдется хотя бы одна отрицательная оljен.ка, сто.t.БЩ которой не содер
жит nоложителыl.bхx элементos, т. е. 1'k < О, Щk < О , для какого-то k и всех i, 
то функция L не ограничена в области допустимых решений (Lm • x -+ 00); 

З) все оценки окажутся н.еотрицательнымu. т. е. 1'k:;;' О для всех k. mo 
i)OCmUZHYmo оrlтимальног решение. 

1745. Найти иаибо~mее ' значение линейной .фymщи:и L=7xl + 
+ 5Ха на множестве неотрицательных решений системы уравнений 

{ 

2х! +3Х2+ХЗ= 19, 
2Хl + Х2+Х4 = 13, 

ЗХ2+Хs=15. 
ЗХ1 +Xq;= 18. 
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6. Ранг матрицы системы уравнениА ' 

(2 3 1 О О О) 
(2 1 О 1 О О 

О 3 О О 1 О 

3 О О О О 1 

равен 4. Ранг расшнренно/\ матрицы также равен 4. Следоватenьно; четыре пере-
иенные (базисные) можно выразить через две (свободные), т. е. 

{ x,~ "-2х, -3х" 
Х4= 13-2xl- XjJ, 
Х5=15-3Х2' 
Хе= 18-3xi' 

Кстати, линейная форма L=7xl+5x2, или L-7Xj-5XjJ=О уже выражена через 
эти же свободные переменные. Имеем исходиую таблицу (табл. 1). 

т а бл и ц а. 1 

Базисные I Свободные I 
переменные члены %, I %. I %. I Х. I х. I х. 

Ха I 19 1· 2 11-З11 1 о 1 о 1 о 

X:t. I 13 I 2 
11 1 11 

о I 1 
о 

1 
о 

Xs 
11 

15 
1 

О 

1=1 з1=1 О 

1 
О 

1 1 о 1 
Ха I 18 

1 
3 

11 011 о I о 

1 
о I 

L 
1 

о 
1 

-7 II~II О 

1 
о 

1 
о 

1 
о 

Таблица 2 

Базис-
ные Свободные 
пере- члены х, х. х. х. х. х. 

менные 

Хз 11 4 I J~I-I О 1 1 О 1 -1 1з 
X.,j I 8 11 211 

о 
r 

о I -1/3 
1 

О 

Х2 

1 
5 

J 1 о 11 1 
о о 

1 
1/3 

1 
О 

Ха I 18 
11 з/1 о I о о 

·1 
о 

1 

L 
1 

25 11~11 о I о о I 5/3 I О 
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Таблица 3 

Базис-
ные Свободные 

х. Х. х. пере- члены Х,; lI&i х. 

меНкые 

Хl 

1 

2 
1 

о 1/2 О 
11-1/211 

о 

Х4 
11 

4 О 

1 
О -1 

1=1 2/3 I~I О 1 

%2 

1 

5 О 

1 

о о 

11 
1/3 

11 

О 

Х8 

1 

12 О 
,. 

О -3/2 О 

11 
3/2 11 

L I 39 О I о 7/2 О 11-11/611 о 

Таблица 4 

Базис-
ные Свободные 

пере- члены Х! х. •. l&. х. х. Х. 

менные 

Х1. 5 о -1/4 3/4 о о 

6 о о -3/2 3/2 о 

3 о 1/2 -1/2 о о 

Х8 3 о о 3/4 -9/4 о 

L 50 о о 3/4 11/4 о о 

Выясняем, имеются ли в последней строке (нндексной) отрицательные оценки. 
Таких чисел два: -7 и ---5. Берем, иапример, ---5 и просматриваем столбец 
дЛЯ Х2' в этом столбце имеем три положительных элемента 3, 1, 3. Делим на ЭТИ 
числа соответствующие свободные члены: 19/3, 13/1, 15/3, из полученных частных 
наименьшее есть 15/3. Следовательно, разрешающим является элемент 3, стоящий 
иа пересечении строки дЛЯ Х5 И столбца дЛЯ Х2. Выделим эту строку и этот 
столбец рамками . Новый базис состоит из Ха, Х4' %2, Х8' ДЛЯ составления следую
щей таблицы умножим выделенную строку табл. 1 на 1/3, чтобы получить иа 
месте разрешающего ЭJjемента 1, и полученную таким образом строку пишем на 
месте прежнеЙ. К каждой из остальных строк прибавляем вновь полученную, умно
женную на такое число, чтобы в клетках столбца для ~ появились нули, и пишем 
преобразованиые строки на месте прежиих. Этим завершается 1 итерация. 

Теперь все рассуждения повторяются применительно к табл. 2, т. е. выпол
няем 11 итерацию. Новый разрешающий элемент, иаходящиЙся · иа пересечеиии 
строки для Ха и столбца для Xi, есть 2. Переходим к следующей таблице. 
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То же повторим применительно к табл. 3. Здесь разрешающим является 
9лемент 2/3, находящийся на пересечении строки для х, и столбца дЛЯ Х5' Пере. 
ходи-м к табл. 4. 

Поскольку в индексной строке нет отрица~льных оценок, мы получили 
сптнмальный план (5, 3, О, О, 6, З) и наибольшее значение линейной формы L 
есть L max =50 . .А. 

Найти оптимальные неотрицательные решения, минимизирую
щие линейиую форму: 

1746. { Хi-2~+хз=l, 
Xl+ 3x2+ X4=2, 

L=ХI-ХЗ' 

1748. { 2Хl +Х2- Ха- Х4=2, 
Х2-Х.= 1, 

L= 2хз-хz. 

1750. { 
Xi+X4+ 6x&=9, 

ЭХl +X2-4хз+ 2Хе=2, 
Xl +2Ха+Х5+2х& = 6. 

1747. 
{ Xi=2+2xs- X4; 

~ Х2 = 1 +хз-2х(, 
l Х5=5-ХЗ+Х4, 

L=Xi+X2' 

4Хi+3Х2+ХЗ= 'ВО, 
4Х2+9Ха+ 12Х4 = 900; 

1749. { 

L= 12Хl + 5Х2 + 3Ха. 

L = Xl - Х2 + Ха + Х4 + Хб - Ха. 

Найти оптимальные неотрицательные решения, максимизирую
щие линейную форму: 

1751. { 
Xl + Х2 + 5хз = 20, 

Х2+ 2Х4;;;;;.5, 
Xl +Хg-Хз:;;:' В, 

L= 2xl+X4' 

1753. Производственная мощность цеха сборки составляет 120 
изделий типа А и 360 издм.ий типа В в сутки. Технический конт
роль пропускает в сутки 200 изделий того или другого типа (без
различно). Изделия типа А вчетверо дороже изделий типа В. Тре
буется спланировать выпуск готовой продукции так, чтобы пред
приятию была обеспечена наибольшая прибыль. 

1754. Для изготовления изделий двух видов склад может отпус
тить металла не более 80кг, причем на изделие 1 вида расходу
ется 2 кг, а на изделие II вида-l кг металла. Требуется сплани
ровать производство так, чтобы была обеспечена наибольшая _при
быль, если изделий 1 вида требуется изготовить не более 30 шт., 
11 изделий 11 вида не более 40 шт., причем одно изделие 1 вида 
стоит 5 дев. ед., а П вида - 3 дев. ед. 

1755. для откорма животных употребляют два вида кормов; сто
имость 1 кг корма 1 вида - 5 дев. ед., а корма П вида - 2 дев. ед. 
В JCaЖДом lCВЛограмме корма 1 вида содержится 5 ед. пиrательвого 
вещества А, 2,5 ед. пиrательвого вещества Б и 1 ед. пиrательвого 
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вещества В, а в !<ЮI<ДОМ килограмме корма 11 вида соответственно 
3. ~. и 1,3 ед. Какое 'количество корма каждого вида неоБХОД~IМО 
rасходовать ежедневно. чтобы затраты на откорм были минималь
ными, если суточный рацион' предусматривает питательных единиц 
типа А не менее 225 ед . , типа Б -не менее 150 ед. и типа В-не 
IIlенее 80 ед.? 

3. ЛОНАтне о вырожденно~ решении. При рассмотрении симплексного метода 
пре.щолагалоеь, что Ь; > О (см . с . 276) как в исходной системе, так и в системах, 
1l0луча{\мых после очередных итераций. Если же в некоторых уравнениях свобод
IIble члены bi=O, то в соответствующем этой си::теме опорном решении базисные 
lI е рсменные, относительно которых эти уравнения разрешены, принимают нулевые 

значения. Опорное решение, в котором хотя бы одна из базисных переменных при
JlЮlает нулевое значение, называется 8ырожденным реш~нием, а задача линейного 
программирования, имеющая хотя бы одно вырожденное решение,-вырождеНl".оЙ 
задачей. Применяя в этом случае последовательные итерации" мы можем вернуть
ся к ранее встречавшемуся набору базисных и свободных переменных, т. е . ПОЯВ
ляется так называемое зацикливание в схеме расчета. Приведем правило для уст
ранения зацикливания (мы не касаемся теоретического обоснования Э1;ОГО правила, 
ЯlJдяющегося специальным вопросом так называемой проблемы вырождения). 

Если на каком-либо этапе pac'/i!ma возникает неоnределенность 9 выборе раз
решающей строки, т. е. оказывается неСКОЛЬКО равных минимальных отношений 
bi/aip, mo следует выбирать ту строку, для которой отношение элементов СМ
дующего столбца к разрешающему ЯIJ/iяется наименьшим. Если при этом снова 
оказываются равные минuмаЛЬНЬ/i! отношения, то составляют отноШRнuя элемен

,тоз следующего столбца, и так до тех мр, пока разр~шающая строка не опре
делится однозначно. 

t 756. Максимизировать линейную форму L = 4Х5 +2х& при огра
ничениях: X1 +ХБ +Хв = 12, Х2 + 5х5 -х& = зо, Хз+Х~ -2х& -:- 6, 2х4+ 
+3хБ -2хв = 18, Xl~O, X2~0, хз~О, X4~0, ХБ~О' X&~O. 

6. Исходной системе соответствует опорное решение (12, 3О, 6, 9, О, О) и 
значение L = О . Ниже приводится последовательность итераций симплексного 
метода ; 

Исходная т а б 'л и ц а 

i-x. '-х. I~I-x. 1 
4 

1 
2 

Х· Ь; Ьi/Щр f,!il/aip I 
х. х. 

Хl 12 
/ 

/. 1 1 /1-111 12 

XJ 1 30 
/ I 1· 1 11 5 11 -1 1 6 -1/5 

Хз /1 6 1=1=11/=Jl 1, i 1 21 1 6 -2 

Х4 

/ 
18 1 / I I 2 1/ 3 

1/ 
-2 1 6 -2/3 

L I О I '1 I 1 /bJ/ -2 
/ 
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1 итерация 

11 ,итерация 

Х! 1 6 1 1 f 1151411 -3/2 I 1 /24/51 
,~ 11~1=1~!~i 7/411-9/2 1=1 1 1 о 1 \ , 
Ха / 6 t / //-1/2/1 1 / 1 / / I 
Хв / о 1 I 11-3/411 1/2 1 I I 1, 

~ 1 24 1 I '~I 5 I 1 1 1 
111 итерация 

'Х! I I~I~I -5/7 I=I! 12/7' 1=1=1 1 1 

. Ха 1 о / f 417 1 1 11-)8171 f f f 1 

Х5 1 6 I 1 2/7 f If -2/7/1 1 I f 1 

Хв 1 о / 1 3/7 1 11-10/71 r r 1 1 r 

L I -24 r I 2 I I ~I I " I I 
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IV и те р а Ц и я 

Х4.' 7/2 7/12 I -5/12 

Ха 9 3/2 I -1/2 

ХЪ 7 1/6 I 1/6 

Х8 5 5/6 
1 

-1/6 

L 38 7/3 l' 1/3 

После 1 итерации получили систему, разрешенную относительно базисных пере
менных Xi, Х2, Х4' Хъ, которой соответствует опорное решение (6, О, О, О, 6, О) 
н значение Li = 24. 11 и 111 итерации не изменяют. опорного решения I{ значения 
L2 =Lз = 24 и только IV итерация дает оптимальное решение (О, О, 9, 7/2, 7/5) 
и Lmax = 38. В данной схеме расчетов зацикливание не появилось, хотя в течение 
трех итераций мы как бы «Топтались иа месте», менялись только базисные и сво
бодные переменные. В рассмотрениом примере в исходной таб.~ице· оказалось трн 
равных наименьшнх отношения: Ь2/О25 = Ь~/аЗ5 = Ь4/а45 = 6. Поэтому, пользуясь 
правилом устранения возможного зацикливания, берем отношения элементов сде
дующего за свободным столбца: а26/025=- 1/5,. аЗ610З5 =- 2, а46/045 =- 2/3. 
Наименьшим окаЗалось отношение ОЗ8/0З5 =- 2. Следовательно, третья строка 
должна быть взята в качестве разрешающей и т. д. (см. таблицы) .... 

1757. Максимизировать линейную функцию L = 2Xi + 4Xi при 
ограничениях: -2Xi + Х2 + Ха = 6, -Х! + (3/2) X~ + Х4 = 9, ~X! + 5х2+ 
+Х5 = 30, -Х! +Х2 +Хв = 12, X1 ;;?;о, X2~ о, Хз ;;?; о, Х4 ~ о, Х6 ~ о, 
Xв~O. 

§ 4. ДВОЙСТВЕННblЕ ЗАдАЧИ 

Каждой вадачей линейного программирования можно сопоставить определен
ным образом с ней связанную другую задачу, которая называется двойственной 
по отношению к первой. • 

Так, если исходная задача (задача 1) линейного программирования состоит 
в минимизации линейной функции {.=CIXl+C2X2+ ••• +CIlXn' когда заданы 
ограничения в форме неравенств 

{ 

0iiXi+ °12X2 + ... +OinXn:;;;' bi, 
021 Xl +а22Х2+'" +02nХn:;;;' Ь2 , . . . . . . .. . . . . . . . . . 

OmiXi+Om2X2+'" +ОmnХn:;;;' Ьm 
при условии неотрицательности Ч (k= 1, 2, ... , n), то с ней связана двойствен
ная задача (задача 1'), состоящая в том, что требуется м а к с и м н з н р о в а т ь 
линейную функцию T=bLYi+b2Y2+' •. +ЬmУm при условии ограничений 

. {01lYi+ a2iY2+ ••• +OmlYm';;;;;C1,. 
012Yl + 022У2 + ... + Оm2У т .::;:; С2, 

, .. • • • • • I , • а I • • • 

alnYi + 02nУ2 + ... + ОmnУ т .::;:; СП 
I! неотрицательности Yi:;;;' О (i= 1, 2, '" , т). 

Заметнм, что в задаче I и в двойственной задаче l' матрицы 

(
йii 012 • , 'О1n ) 

А = 02! а22 •. , 02n 
4. • , • • .. • 

Йmi Йml ••• йmn 
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составленные из коэффициентов при переменных, получаются друг из друга тране
понированием. В правых частях системы ограничений каждой задачи стоят козф· 
фицненты линейной функции, взятой нз другой задачи. В системе ограничений 
задачи 1 (минимиэаuия) все неравенства типа' « ~ », а в системе ограничений за· 
дачи l' (максимнзация) все неравенства типа «О;;:;;; ». Понятие двойственности яв
ляется взаимным, т, е. если задачу l' записать в форме, аналогичной задаче 1, то 
двойственной к ней окажется исходиая задача 1. Поэтому задачи 1 и l' называ· 
ются взаимно дсойственнымu или ВЗQШI"Q сопряженными. Доказывается, .что 
Lmin = т mах, а ТaI{же, что несБХОДИnIЫМ и достаточным условием оптимальности 

решениii любой пары ДDойственных задач является равенство L (t) = т М, где 
х и у-допустимые решеиия задач 1 и 1'. 

1758. Дать геометрическую интерпретацию следующих взаимно 
двойственных задач: . 

Исходная задача (1): наити неотрицательные значения (X1 , Х2) 
из условий X1 + 2Х2 ~ 4, X 1-X2 ~ -1 и минимизаЦIIИ линейной функ-
ции L = ЗХ1 + 2xz• . 

Двойственная задача (1'): найти неотриuательные значения (Ур У2) 
из условий У\ + Yz < З, 2YI-Yz ~ 2 и максимизации линейной функ
ции т =4YI-Y2' 

D Построим систему ограниченяй задач 1 и ". В точке Р (2/3; 5/3) достига· 
ется МИНIIМУМ линейной функции L, т.е. L.. m in=3·(2/3)+2·(5/3)=16/3, а в ТОЧI{е 
Р'(5/3; 4/3)-максимум линейной функции Т, т. е. Tmax =4.(5/3)-4/3=16/3 
(рис. 72). А. 

1759. Исходная задача (1): найти неотрицательные значения 
(Х1 , Х2), минимизирующие линейную фУНКЦИ,ю L = 3Х1 + 2х2 , если 

Рис. 72 

дана система ограничений 7х! +2Х2 ~ 14, 4x1 + 5Х2 ;:;:?:20. Составить 
двойственную задачу и реumть ее. 

1760. Исходная задача (1): найти неотрицательные значения 
(X1 • х2), максимизирующие линейную фующию L = 5x1 + 4~2 при 
системе ограничений 4Х1 + 3Xz ~ 24, 3x1 + 4Х2 ~ 24. Составить двойст
венную задачу и решить ее. 

1761. Исходная задача (1): найти неотрицательные значения 
(Xi' Xz), минимизирующие линейную функцию L = 3x1 + 3Ха при 
системе ограничени~ 5Х1 .... 4Х2 ~ -2, Х1 + 2Х2 ~ 6. Составить двойст
венную задачу и решить ее. 

§ 5. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 

Одной из ТIШИ'IIIЫХ задач линейного програММИРОЕания ЯЕЛЯется так назы
ваемая транспортная задф:а. Она возникает при планированин наиболее ра(IИО
нальных перевозок грузов. В ОДIIИХ случаях это означает определение такого 
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плана tIеревозок, при котором стоимость последних была бы мпнимальнв, а в'дру
гих - .более важным является выигрыш во времеии. Первая задача получила на
звание транспортной вадачu по к.рuтерию cmOLUlocmu, а вторая-траНС/Юртн.оЙ 
вада'ш по критерию времени . 

Первая задача является частным случаем зада'IИ . линеЙного программнрова
Иия и может быть решена симплексным методом. Однако в силу особениостей 
этой задачи она решается проще. . 

Пусть В I Р пунктах отправления иаходятся соответственно ai, й2, . •• , йр 
едиииц однородного груза, который должен быть доставлен q потребителям в ко
личествах b1 , Ь2 , . " , bq единиц. Заданы стоимости Cik перевозок едИlЩЦЫ груза 
из i-ro пункта отправления k-MY пункту потребления. Обозначим через Xik ~ О 
(i= 1, 2, . . . , р; k=J, 2, ' " , q) колиqеСТАО единиц груза, nеревозимого из {-го 
склада k-MY потребителю; тогда пере1.lеиные Xik должны удовлетlOОРЯТЬ слеДУЮЩIШ 

q . р 

огранич ительным УСЛ05НЯ~I: 1) ~ xik =ai (i = 1, . 2, . .. , р); 2) ~ .Yik=bk 
k=! i=! 

(k = ], 2, ... , q); З) Xik ~ О. Суммарные затраты на переnозки равны L = CilXl1 + 
+С12ХИ + ... + с pqX pq. Следовател bllO, требуется найти pq перемениых Х"., удов-
летворяющих указанным ус.~о"иям и минимизирующих целевую функцию L. 

Решение такой задачи разбивается на два этапа: 
1) определение исходного опорного решення; 
2) построение ПОСJlедовательных итераций, т. е. приближеиие к оптимальному 

решению. . 
.1. Определение исходного опорного рещеНIIЯ. Пусть мы имеем таблицу исход

ных данных задачи. Исходное опорное решение будем строить по так назьmаемому 
правиау «северо-западного угла». 

~I Ь 1 I Ь2 I bk I bq 

I ~I ~I ~I ~ 
°i xli Х12 xlk Xiq. 

I ~I ~I ~I ~ 
а2 x2i Х2З x2k X2q 

I ·~I Х'l Xi2 ~I ~I 1 Xiq 

I ~I ~I···I ~I···I Xpi Хр'!.. xpk 

Заполним вышеуказанную таБJJИЦУ, начинан с леЕОГО верхнего угла, двигаясь 
далее или по cTpol<e вправо , или по столбцу nню . В клетку (1, 1) занесем мень
шее из чисел at и Ь[. Т.е . xJl=min{al. b1 } . 

Если О[ > Ь[. ТО ХН = Ь[ .и первый столбец « закрыт» , т. е . потребности пер
вого потребllтеля' i Yl\OB'~eтBopeHbl полностью .. ДВlJгаемс!! далее по пер пой строке, 
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sаписывая в соседнюю клетку (1, 2) меньшее из Чllсел ai-bi и bz, т. е. Xi2 = 
= mln {Щ-Ьi, bz} . 

. ЕCJ!И же Ьа > ai, то аналогично «закрываегся» первая строка и далее перехо
дим к заполнению соседней клеткн (2,1), куда З1\НОСИМ X21=m.in{aZ' b1-01}. 
Будем продолжать этот процесс до тех пор, пока на каком-то этапе не исчерпы
ваются ресурсы ар и потребности bq• 

1762. В двух пунктах отправления А и В находится соответст
венно 150 и 90 т горючего. В пункты 1, 2, 3 требуется доставить 
соответственно БО, 70 и 110 т горючего. Стоимости перевозки тонны 
горючего из пункта А в пункты 1, 2, 3 составляют соответственно 6, 
10 и 4 дев. ед., а из пyнrrа В - 12, .2 и 8 дев. ед. Составить 
оптимальный план перевозоIC горючего так, чтобы общая сумма 
транспортных расходов была ваименьшеЙ. 

J 

~I 60 I 
А 150 

/ 
6о. 

_161 

в 90 
1 

_ 1121 

2 

70 I 
7(] 

I 10 / . --20 

_12/ 
90 

Таблица 

3 

110 

_14_ 

_18 _ 

6. Запишем исходные данные в табл. 1. Заполнение начнем с клетки (1, 1): 
xii=min(150, 60)=60, первый столбец закрыт. Переходим к клетке (1,2): XIZ= 
= min {150-60, 70} =70, второй столбец закрыт; далее, переХОДIIМ к клетке (1,3): 
X13 = mш {150-60-70, 11O} = 20. Так как в третьем столбце оказался остаток, 
равный 90, то переходим к заполнению клетки (2, 3), куда заносим Х2э=miп {90, 
90} = 90. Поскольку остатки по строке и столбцу равны нулю, опорное исходное 
решение построено. Этt>му плану соответствуют затраты в количестве L =6·60 + 
+10'70+4-20+8·90-1860 дев. ед. 

В правиле ·«северо.западного угла» не учитывается величина затрат Cf/" а 
потому исходное опорное решение часто может быть далеким от оптимального. 
Применяют также прием «миннмального элемента», в котором учитывается вели
чина c/k' В этом случае построение исходного опорного решения начинают с клет
ки с наименьшей величиной C/k, в даниом примере-с клетки (2, 2), где Са2 = 
=2 (табл. 2). В эту клетку заносим x2z=min{a2' b2}=min{90, 70}=70. 

Таблица 2 
J 2 3 

~f 60 
I 

70 
I 

110 
I 

Остаток 

А 150 
1 

60 
_161 ~I 90 

_141 · 60,0 

в 90 
1 

~I 70 
_121 

20 
_181 

20,0 

Остаток I О I О I 20,0 I 
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Остатки по строке и столбцу записываем в соответствующие клетки строки 
и стодбца остатков. Столбец bz закрыт . Теперь переходим к клетке (1, 3), так 
как после С22=2 наименьшим является Сlз=4. В клетку (1,3) заносим Xis= 
=miп{аl-Ь1 , Ьз}=miп{150-60, 110}=90. Затем переходимк клетке (1, 1) : 
Xll = min {al' bl} = min {150, 60} = 60. Наконец, переходим к клетке (2, 3), в ко
торую заносим Х2з=miп{а2-Ь2' bs}=min{90-70, 110}=20. 

ПРЮlеияя это правило, мы полуqили другой вариант исходного опорного 
решеВIUI, при I:OТOPOM затраты L=6'60+4'90+2'70+8'20=1020 дев. ед., т. е. 
сумма затрат БJIlПtеl: OllТВМaJIЬнoмy ПJJaIIY. 

2. Построение последовательных итерациА. Получив исходное опорное реше
ние, перейдем теперь к построению новых опорных решений, УЛУ'lшающих друг 
друга: для этого применим метод потенциалов. 

Итак, после построения исходного опорнuго решения все переменные разбиты 
на две группы: Хkl-базисные и Xpq-СВОбоДные; линейные функции стоимости 
леревозок выразятся через свободные переменные так: 

L = ~ 'Ypq xpq+'Yo. (1) 
pq 

Для нахождения коэффициентьв 'Ypq при свободных переменных сопоставим 
каждо~!у пункту отправления АЕ некоторую величину ui (i = 1, 2/ . ,. , т), кото
рую назовем nотенцuаЛО'!1 пункта А;, и каждому пункту назначения В/ J;еличину 
v/-потенциал пункта В/. Свяжем эти величины равенством Uk+ Vt=Ckl , где 
Сkl-СТОИМОСТЬ перевозки одной тонны груза из пуикта А" в пункт B1. Доказы
вается, что совокупность уравнений Uk + 1)1 = Ckl, составленных для всех базисных 
переменных, составляет совместную систему линейных уравненнй, причем значе
ние одной из переменных можно задавать ПРОИЗВО.'Iьно, и тогда значення осталь
ных переменных находятся из системы однозиачно . Обозначим для свободных пе-

ременных сумму соответствующих потенциалов через C~q, т. е, Ир + t'q =C~q, и 
наЗОЕе~1 ее косвенной сто/шостью (в отличие от данной стоимости С р ,) ' Тогда 
коэффициенты при свободных, переменных в соотношении (1) определяюrся с по-

мощью равенства 'Ypq=cpq-Cpq. 
Если все величины 'Ypq неотрицательны, то исходное решение является опти

мальным. Если же среди них имеются отрицательные, то переходим к следующе
му базису путем уведичения члена с отрицательным коэффициентом, остаВJ!ЯЯ 
другие переменные равными нулю. 

Воспользуеыся изложенными общими понятиями и продолжим решение задачи 
1762. Мы полу'IИЛИ исходное опориое решение (следуя праuилу «МflГlнмального 
элемента»): X1i=60, Х12=О, Хlз=90, Х21=О' X2z=70, Х2з=20, [=1020. Для 
нахождения потенциалов необходимо решить систему 

U1+ t 'l=Cll=6, U1+ГЗ=Сlз=4, tlз+t'2=СZ2=2, U2+ t'З=С2з=8. 

Значение одного из неизвестных зададим произпольно, например иl = 1. 
Тогда С'1 = 5, с'в = 3, Uз = 5, 0'2 = - 3. Далее вычисляем косвенные стоимости C~q: 

С;2=иl+С'2=-2, C~l=U2+1)1= 10. 

Подсчитаем теперь разности ypq=Cpq-С~q: 

'Уа =СIЗ-С;2 = 10- (-2) = 12, 'У21 =C2l-C~1 = 12-10=2. 

Следовательно, выражение L через свободные переменные имеет вид L = 
= 1020+ 1 2х12 + 2X2l' Среди коэффициентов при перемеиных в правой части нет 
отрицательных. Значит, исходное опорное решение является оптимальным. Таким 
образом, правило «минимального элемента» сразу дает оптимальное решение. 

Решим теперь эту же задачу при условни, что исходное решение получено 
по правилу (северо-западного угла», т. е. Х1l=60, Х12=70, Х13=20, Х2в=90, 
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L = 1860. Для нахождения потеициалов необходимо решить систему 

,Ui+t'l =Cli=6, Ui+U2=C12 = 10, иl +UЗ=Сlз =4, ~+uз=сзз=8. 

Полагая U'i = 1, получим иl = 5, ('2 = 9, и8 = 3, Uз = 5. 
Вычисляем косвенные стоимости C;q: 

C;1=U2+Vl = !О, C~2=и2+и2= 14. 

Подсчитаем теперь разности '?pq = Cpq-C;q: 

'?зi =C2i-C;1 = 12-10 = 2, '122 =C22-C~2=2-14=-12. 

Следовательно, выражение 1_ через свободные переменные имеет вид L = 
= 1860+ 2XZl-12x\l2' Среди коэфj>Ициентов при переменных в правой части есть 
отрица'ГejЬНЫЙ при Х22, следовательно, можно попытаться уменьшить L, увеличив 
Х22 (сохранив нулевое ,значение Х21)' Положим Х22 =1... Поскольку суммы значении 
неизвестных по строкам и столбцам должны остаться неизменными, нужно про
IfЗВести/ с~едующий балансовый пересчет: 

60 /70-;1.. .•.. • /-+ 20-1-+1.. 

: 
: 

1.. .• ',' ..- ., . . 90:-1.. 

Добавление л. к Х22 кnмпенсируется ВЫЧИl'анием л из Xi2, а это в свою очередь
прибавлением л к X13 И т. д. до тех пор, пока мы не вернемся обратно к Х22' 
Обходя клетки по ПУНК1ИРНОЙ ломаной линии, в одной из вершин которой нахо
дится свободная переменная Х22, а ' в остальных вершинах-базисные переменные 
(причем не обязательно все), мы получим так называемый цU/Cл пересчета (лома
ная иазывается ЦUКЛОМ) , отвечающий свободной клетке Х22' Как видно нз табли· 
цы, для неотрицател-ьности переменных л. можно ' увеличить до л. = 70, тогда 
получим второе опорное решение: 

60 О 90 

о 70 20 

т. е. Xii=60, ,Xi2=0, Хlз=90, X2i=0, Х22=70, XI8=20. 
Значение функцни L для него составляет L = 1860-12· 70 = 1020, т. е. полу

чили оптимальное решение (судя по предыдущему решению). ~ 

Таким образом, правила вычислений по методу потенциалов сводятся к сле· 
дующему. . 

1. Находят поте!iциалы Щ, и и, всех пунктов отправления Ak и назиа'lе· 
ния Bt . 

2. Выбирают какую,н~удь свободную перемеиную, для которой сумма по
тенциалов строго больше соответствующей стоимости, это соответствует элементу 
с отрицательным ко~ициентом при свободной переменной в правой части функ· 
цИИ L. 

3. Для выбранной в п. 2 переменной находят соответствующий ей цикл пере
счета и производят сдвиг по этому циклу. Этот СЩIИГ приводит к новому допус-
тимому решению. ' 

4. Вышеуказанные операции 1-3 повторяют до тех пор, пока не получат 
оптимальный базис, т. е. неотрицательные коэффициенты при свободныx перемен· 
НЫХ в правой части линейной функции L. 

292 _ 



, 1763. На двух складах А и В находится по 90 т горючего. 
Пере'возка одной тонны~·.горючего со склада А в пунkты ], 2, 3 
соOТIieтcтвеиво стоит 1, 3 и 5 дев. ед., а перевозп одной Toввы со' 
СЮIада В в те же пупты - соответствеиво 2, 5 и 4 дев. еДАВ J[ЯЖДblЙ 
пункт надо доставить по одинаковому количеству тонн горюч~го. 
Составить такой план, перевозки горючего, при, котором транспорт-
ные расходы будут наименьшими. ' _ 

1764. В резерве трех железнодорожных станций А, В и С нахо
дятся соответственно 60,,80 и 100 вагонов. Составить 'оптимальный 
,план перегона этих вагонов к четырем ПУfIктам по грузки хлеба, 
если пункту N!! 1 необходимо 40 вагонов, N!! 2 -60 вагонов, N23-
80 ватонов и N!!4~60 вагонов. Стоимости перегонов одного BaJ;OHa ' 
со станции А в указанные пункты соответственно равны 1" 2, 3, 
4 дев. ед., со станции В - 4, 3, 2, О дев. ед. и со станции С - О, 2, 2, 
1 дев. ед. 

"1765.' Завод имеет три цеха А, В, С и четыре склада N!!l, 2, 
3, 4. Цех А производит 30 тыс.' шт. изделий, цех В-40 тыс. шт., 
цех С -20 тыс. шт. Пропускная способность складов за то же 
время характеризуется следующими показателями: склад N!! ] -20 
тыс. шт., склад N!! 2-30 тыс. шт., склад N2 3-30 тыс. шт., склад 
N2 4-10 тыс. шт. Стоимости перевозки 1 тыс. шт. изделий ИЗ_l!.е-
"ХА А в cIcJI8ды N1' 1, '2, З, 4 соответствеиво paввы,' З, 2, 4 дев. ед.; 
из цеха В - 3, 2, 5, 1 дев. ед., а" из цеха С - 4, З, 2, 6 дев. ед. Сосга
вить такой план перевозки изделий. при котором расходы на пере
возку 90 тыс. шт. изделий были бы наименьшими. 

1766. На трех складах А, В, С находится сортовое зерно соот
ветственно 10, 15, 25 т, которое надо доставить в четыре пункта: 
пункту "N!! 1-5 т, N!! 2-10 т, N2 3-'-20 т и N2 4-15 т. Стои
мости доставки одной тонны со сItЛада А в указанные пункты соот
вercтвeиво равны 8, З, ·5,.2 дeB~ еД.; со склада В - 4, 1,6, 7 дев. ед. и. 
со СЮIада С - 1, 9, 4, 3 дев. ед. Составить оп~а.цьВЫЙ план п~ре- " 
воЗкйзерна в четыре пункта, минимизирующий стоимость перевозок. 
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16. 1) 13; 2) 3. 19. 5. 20. (-1; 8), (1; 9), (3; 10). 21. S=O, т. е . точки А, 8, С 
лежат на одной прямой. ,22. D (17; 12).23. С(-10; -7).24. У53, У82, У185. 
25. 24 кв. ед. 29. А (4; л/6); 8 (3; -л/2); С(4 у2'; 3л/4); D (2; -л/4); 
Е (2 у2'; 4л/3); F (7; л). 30. А (о; 10); 8 (- У2; - У2); С (о; О); 

D(y2!2; -у2'!2); Е(-У2!2; -У2!2); Р(-У2!2; У2/2). 
31. V p~ + Р~-2РiР2 cos (8i-82)' 3~. 5. 33. Mi (р; - - 8). 34. Mi (р; л+8). 
35. 1) i(3; 7n/6), (5; - л/3) и (2; 5n/6); 2) (3; -,л/6) , (5; -2n/3) и (2; л/6). 
36. М1 (р; n~e). 44. у=2х-1,5. 45. Биссектриса 1 и III координатных угло8'о 
46. Биссектриса II и IУ координатных углов.:,.47. х2 +у2_2х-2у=0. 48. 3х2 + 
+2ху+3у2_4х-4у=0. 49. р=а. 50. 8=а:. 51. p=acos8. 57. П~ямая у=2х. 
58. х2/а2 +у2/Ь2 = 1 (кривая называется эллипсом). 59. х2/а2_у2/Ь = 1 (кривая 
называется гиперболой). 60. Отрезок ' прямой А8, где, А (1; О), 8 (о; 1). 
61. х2/3+у2/З=а2/З • 62. x=a(tSint+cost), y=a(slnt-tcost) (кривая назы
вается 1J60львенmоt1 , круга). 67. 1) х+2у-2 У5 =0; 2) y=(-1/2) х+ У5; 

, 3) х/(2 y5)+y/V5 = 1; 4) (1 ly5) х+(2IУб) у-2=0. 68. 1350.69. 54 кв. ед. 
70. Нет. 72. уз х+у-1 =0. 73. х+у-4=0. 74. Зх-2у=О. 75. х+у-7·=О. 
76, х+3=0, у+4=0. 77. х+у-5=0, х+у+5=0. 99. tga=27/II. 
100; x-у=О, 5х+3у-26=0, 3х+5у-26=0. 101. 14х+ 14у-45=0, 2х-2у+ 
+35=0.102. 3x-y+14=0, х-5У-14=0, х+2у=0. 103. х-2=0, у-7=0. 
104; 4,4. 105~ 2,4. 106. m=4. 107. x-у=О, x+5y-14=0, 5x+Y-14=0. 
108. n/6. 109. (О; 5) и (4; 3). 110. (7/8; О) и (-27/8; О). Ш. 13х+6у-82 =0, 
3х+4у-23=0, S=31,5 кв. ед . 112. 3x-2у=О, 5х+у+6=0. 113. 5х+4=0. 
114.5х+8у+11=О. 115: 5у+2=0. 116. 17х+11у=0. 117. х+у+1=0. 

- 118. х=а, у=Ь. 119. x=l; У=Х. 120.300.121. <р=5308', 122.5Х-3У+2=О. 
123. уз кв. ед. 125.8(1; 3), C(ll; 6).126. 1) х/4+у/6=1; 2) х/4(У2 -1)+ 
+у/(-6) (У2+1)=I; 3) х/(-4) (У2+1)+у/6 (Y2-1)=1. 127.3х-4у
-9=0, 3х-4у+ 16=0, 4х+Зу-З7=0 или 4х+3у+ 13=0. 134. 1) а=4, 
Ь=-3, г=5; 2) a~-5, Ь=2, г=О; уравнение определяет точку; 3) а=2, 
Ь = -7, г2 = -1; уравнение не имеет геометрическоFO смысла (мНимая окруж
ность). 135. tg<p=-2,4. 136. (Х+1)2+(у-1)2=5. 137. (х_3)2+(у_4)2=25. 
138. х=3,2. 439. 3x-4у+8=О, 4х-3у+7=0. 140. (х_2)2+ у2= 16. 
142. (4; 1,8); ~4; -1,8) ; (-4; .1,8); (-4; -1,8). 143. Ь2/а. 144.4x+3y+12=0. 
145. 16х2 +25у =41. 146. Точка М-вне эллипса; точка N-Ha эллипсе; точка 

' Р-внутри эллипса . 147. е = sln (а/2) . 148. М (-5; 7). 149. 3х2 + 3у2_2ху -
--2х-2у-I =0. 150. х2/3+у2/4= 1. 151. Искомая кривая-эллипс. Если на
править оси координат по сторонам прямого угла (точка А лежит на оси Ох), то 
уравнение этого эллипса 9х2 +З6у2=4а2 • 155. х2/9-у2/8=1. }56. x2/3_ y2/5'=1. 
157. (-4; -3). 158. х2/64+у2(48 = 1. '159. rx2_ y2=8j225. ' 160. е=2/VЗ. 
161. (-8, о). 162. x2j4-y2j12 = 1. 163. 6 и 14. 166. Правая ветвь гиперболы 
xll -y2/3=1. 169. у2=4х. 170. М1 (2; 4) и М2 (2; -4). 171. у2=4х, у2 = -4х. 

172. y=:t: 2 у2' х. 173. у2= У2 х. 174. 'М (о; О), Mi (18; -24) . 175. у2=х; 
tga:=8/15. 179. (3; 2). 180. (8; -6). 183. 1) 01 (1; 2), р=-1/4; х,2=_ О/2) у'; 
2) 01(1; 3); p=-J /2; х'"=-у'; 3) 01 (IJ16; 1/8), p=-l j8; y'2=(-1/4)x'; 
4) 01(1; -2), p=I/2; у'2=х'. 184. 1) x'y'=1(8; 2) x'y'=13j9; 3) Х'у'=-6/5; 
4) x'y'=1 /2. 187. Окружность (x-I/2)2+(y-1/3)2=1. 188. Эллипс x'2j25+y'ZjI6= 1; 
новое начало О' (1; -1). 189. Гипербола x,2/4-Y~/9=1; новое начало О' (2; 3). 
190. Точка 0'(2; 1). 191. Мнимый эллипс x'2j(~I)+y'2/(-1/4)=li х'=х• 
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У'=у+l. 192. Гипербола y,Z_x,l=l: новое начало О' (3; О). 193. Парабола 
х,2=_у'; новое начало О' (1; Б/2)". 194. Прямые х=2 и х=4. 195. Мнимые 
прямые. 205. Совокупность двух параллельных прямых Бх+ у+ 1 = О R 5х + 
+ у-I =0. 203. Совокупность двух слившихся прямых х+у+ 1 =0. 204. Сово
купность двух пересекающихся пRямых 2x-3у+I=0, 4X-3У-l=О .. 
205. х,2/30+у"2/5= J. 206. х,2/9_у"а/36 = 1. 207. у"2=_2х". 210. Х= 1/2, 
У= 1/2. 211. Система противоречива (решений не имеет). 2J2. х=а+Ь" у=а-Ь. 
213. Система неопределенная (имеет (jесчисленное множество решений; х остается 
произвольным, а у=-(3/2)Х+I/12. 214. x=y=z=t. 215. Х=СО5а, у=sШа. 
216. x=2t, y=t, z=2t. 222. О. 223.2.224. 2 (ad-bc). 225. x=l, у=2, г=3. 
226. х=О, у=О, г=-2. 227. х=О" у=О, г=О. 228. х= t, y=2t, z=-Зt. 
229. x=I, у=-I, г=О. 230. x=t, у=е, z=-t. 

Глава 11 

234 . . С (Б/3; 11/3; 13/3), D (1/3; 13/3; 17/3). 236. М (3; 1; 3). 237. Пополам. 
238. М (О; О; 17/8). 239. М (16; -Б; О). 246. АМ = (Ь+л.с)ю +л.). 248. ах=О, 
ау =2, az =-2. 249. m2+m+l. 251. а=3/Б; cosa=1/3, COS~=C051'=2/3. 

252. IM1MI=7; СО5а=2/7, cos~=-6/7, С051'=3/7. 253. b=;-2J+5k или 
b=-2j-5k. 254. М (-4; 4; 4У2). 255. 8 0 =(I/3)i-(2/3)j-(2/3)k. 268. -96. 
269. arcco5(17/50). 270. m=l. 271 . .547. 272. A=Fs=Fs СО5qJ=5УЗ. 
273. (± l/yn) (i-3J+k). 274. c=i+k или с =(1/3) (-i+4j-k). 275.20/3 и 
20/7. 276. rD=7i+7j+7k. 279. Нет, так как компланарные векторы не могут 

быть попарно перпендикулярными. 280. аХ b=-11i+ 7j....:...k. 281. Уб5/2 кв. ед. 
282. 4. 284. 20 куб. ед.; 4 Y510/17~ 

Глава 111 

296. 1) (х+у-z-2)lуз =0; :2) -3/(5 у2") х-(I Iyf) у+41(5 yf) z

-7/(5 у2") =0. 297. d= 13/У29; начало координат и точка МО лежат ~o раз
ные стороны от плоскости. 298. d=7 уs/з. 299. 1) x+y+z-S=O, 2) 2х+2у+ 
+г-6=О. '300. 7x-Ily-z-15=0. 301. М(5; 5; 5) . 302. 4Х-ЗУ+12Z-169=0. 
303. 5у+4г=0; 5х~Зz =0; 4х+3у=0. 304. бх+5у-7z-2~=0. 305. х/2 + 
+ у/2+г/(± у2')= 1. 306. 600. 307. х+ 7у+ 10z=0. 308. x-г=О. 309. х+у+ 
+ г-3=О. 310. 5х+2у+5г-9=О. 311. у2' х+у+г...,.Б=О. t312. 4х+3у
-2г-1 =0. 313. (A1D2-А2Dt> x+(B1D2-В2D1) y+(C1D2 -D1С2 ) г=О. 
314. х-у+2=0. 315. аro.sШ(5/6). 327. 5у+5г-64 =0, х=О(уОг); 5х+5г
-2=0, у=О(хОг); 5x-Бу+62=0, г=О(хОу). 328. (x+1)fS=(y-З)/2=z/l. 
329. cos а=6/7, cos ~=3/7, СО51'=2/7. 330. (х-l)/У2 =(у+2)/I = (г-3)/(± 1). 
331. (x-S)/I=(y+1)/3=(z+3)/(-II). 332. М (О; 7; -2). 333. (x-3)/(-I)= 
=у/5=(г+1)/2; х/2 = (у-7)/(-2) = (г+2}/3. 334. x=-3t-l, у=бt+l/ 
z=t+2. 335. sУЗО/б . 336. (x-3)/3=(у+I)/(-5)=(z-.2)/(-2). 337. cos!p= 
= 20/21. 338. х/О=у/l =z/2.339.(x-4)/2=(y-'-I)/1 = (г+2)/(-2) . 340. х/2 = 
= (y-2)/(-I)=(z-I)/0. 341. (х~I)/2=(У-l)/(-3)=(z-I)/2. 342. х/I = 
=(у-2)/(-I) =(г~ 1)/(-1). 343. х-5у-2г+ 11 =0. 344. х/(-lО) = (у-3,4)/13= 
= (z-5,2)/19. 348.1) С(-I; -2; о}, ,=5; 2) С(2; -3; -J), ,=4; 3} С(О; -1; 
3/4), ,=3/4; 4) С(I; О; О), ,=1; 5) С(О; О ; 2), ,=1. 349. 1) Виутри Сферы; 
2) вне сферы; 3) на сфере . 350. (X-2)2+(y-1)2+(z+2)2=9. 351. (x-I) + + (y-l)2= 16, z=O. 352. С (4; 4; -2); ,=8. 356. 1) Круговой цилиндр; 
2) эллиптический цилиндр; 3) гиперболический цилиндр; . 4) параболический 
цилиндр; 5) параболический цилиндр; 6) параболический цилиндр; 7) круговой 
цилиндр; 8) о<:ь апплика~ х=о, у=О; 9) ' биссектральные плоскости х=г и 
х=-г; 10) плоскости у=О и у=х. 357. 1) х2 +г2 =9, у=3 (окружность); 
2) yS_x2 = 1, Z= 1 (гипербола); 3) г2_у2=0, Х=О (две прямые). 358. 1) у2/Ь 2+ 
+ z2/Ь 2 _х2/аИ = О; 2) х2/а2+г2/а2_у2/Ь2 = О; 3) ' х2/а2+ у2/Ь2_г2/с2 =0. 
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361. 4хl+4у2_(г-2)2=О. 362. x2....:.:y'=I, z=l; Z+I=x2 , у=l; y2=I_z, 
x=il; уl_х2 = 1, z=-l. 363. 1) Гиперболический параболоид; 2) конус с вер
шиной в начале координат. 364. 3г";'2х2 +у2. 365. x~/9+y~/5+z2/1=1. 
366. XS+ у2 = 1, z = 1 (окружность). 367. 1) Ось ординат; 2) конус с осью Оу 
и вершиной в начале координат; 3) конус С осью Ох и вершииой в нача.IJе коор
динат; 4) начало координат; 5) пара плоскостей, пересекающихся по оси Ог. 
374. две плоскости Х=У и х=г. 375. Круговой цилиндf (х-2)2+(г-2)2=4. 
376. Прямая х=у=г. 377. Конус второго порядка х +(y-1)2_(z_1)2=0 
с вершиной S (О; 1; 1). 378. Точка (О; 1; -J). 379. Однополостный гиперболоид 
с каноническим уравнением х'2+ Р'2/4-г'2/4 = 1. 380. Двуполостный гиперболоид 
с каноническим уравнением х' +у,З_ z,2=_I. 381. ПарабоЛОIIД Jiращения 
с каноническим уравнением х,2 + у,2 = 4г'. 382. Гиперболический параболоид 
с каноннческим уравнением х,а_г,2/9=2у'. 

Глава IV 

387. 900. 388. 12. 389. 21280. 390. а1Ь2 • 391. х= 1, у=2; г= 1, t=-I. 
392. х= 1, У= 1, г=О, 1=-2. 393. Х= 1, у=2, г=3, u=4, и=5. 
394. Х= 1, у=-I, г=О, (=2, 410. (t; 2/; · 3/), где. t-произвольное действ и
тe.nьное число. 411. (2t; 2/; 1), где· I-произвольное действительное число. 

/ (-4 -8 -4) 
412. (О; О). 413. Прямая x'cosa-у'(l+siпа)=О. 414.8=\.-3 -1 -5 . 

,-7 -б 1 

415. б 9 6 • 416. О .Q,1 -0,2 . 417. х=I, у=2, г=3. 418. 1..1=2, 
(
/966) (0'1 -0,2 0'7) 

669 О ' О 0,1 
~= 11; ~ ='(4 lуЩ 1-(5 IY41) j, ез=(1 ly2') 1+(1 ly2') j. 419. Лi=-2, 
~=З, 1..8=6; rl=a (I-k), r2=p (i-j+k), ra=!' (i+2j+k).423. x"ljI6+y"2/4=1. 
424. x"IJ25-у"2/9 = J. 425. у"2 = 2 у2' х·. 426. x,t+ у'! /1-г,а/з = J (однополостный 
гиперболоид). 427. 2.i/2+ 3г'! = уВ,Х" (эллиптический параболоид). 434. г (.4) =0, 
если 1,.=0; r(А)=2, если 1,.;6 О. 435 .• r(А)=3. 436. r(А)=3, базисные миноры 

IAg~IKlg~~I· 437 . . r(А)=2; базисные ми~оры IJ~I, 11·~1, I~~I, 
1~~I,:\.r ~I, Ir~I;lf ~] и '~ ~I· 441. Система совместна, r(А)=r(А 1)=2; 
Xi = 1, ха = 1/2. 442. · г (А) = 1, г (A 1) = 2. Система несовместна. 443. Система сов

. местна, r(А)=г(Ад=2. 446. xl=l, Х2=5, хз=2. 447. xl=l, хз=2, хз=3, 
Х4 = 4. 448. Хl = 5, Х2 = 4, Ха = 3, ~4 = 1, Х6 = 2 . . 449. Система несовместна. 
450. х=I,96, у=2,96, г=5,04. 451. х=I,50; у=I,16, г=1,40. 457. xl=I, 
хв=2, хз=3, Х4=4. 458. Xl=U, ~=ti+l, хз=u+2, Х~=U+З. 459. Система 
несовместна. 460. г (А)=3. 

Глава V 

463. Да. 464. Нет, так как сумма двух элементов множества . не является 
элементом этого множества. 465. Нет, так как сумма двух многочленов второй 
·степени может быть многочленом первой степени. или постоянной вe.nИЧIIНОЙ. 
466. Да. 467. 1) Да; 2) да; 3) да; 4) нет. 468. Да. 469. 1) Лишь в том случа'е, 
CCJlH это нуль-вектор; 2) нет, так как в Этом пространстве, кроме векторов х и у, 
должны быть и другие векторы вида Лх+~у. 470. · Нет, так как в полученном 
множестве векторов найдутся векторы, сумма которых равна х, например векторы 
(х-у)/2 и (х+у)/2. 471. Может. Например, исключив из множества. геометри
ческих векторов векторы, не перпендикулярные оси Oz, получим множество век· 
торов )J+~J, образующее линейное щiостранство. 47з. Нет, так как Л(~i; ~z; ~8) 
не принадлежит этоА совокупности, еслИ л-не целое чнсло. 474. Нет. 475. Нет, 
так как противоположные Beктopl!I расположены не · в 1 октанте. 488. Множество 
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всех многоч~нов не выше n-й степени. 501. х=еi+2еz+Зеэ+4е". 502. х=еl + 
+e;+e;+ .. . +e~. 504. Si=e6~, 62=a6~, 63=~6;, 64='Y6~, 65=1I~. 505. Нет, 
так как имеет место равенство e~ + е; + e~ = О, которое' невозможно в силу линей

. нои независимости базисных векторов е;, e~ и е;. 506. Может лишь в том слу
чае, ecJiи этим элемеитом является' нуль-вектор. 508. Пересечеllием является мно-
жество элементов Х12=(О; О; Sз; 6.&), УIа=(О; O~ '1з; ТJJ, Z12=(O; О; ~ ; ~), .... 
Сумма совпадает с пространством R. 509. d (R1) =3, d (R 2) =3, d (Rз) =2, 
d=(R.)=4. 510. Нет. 513. Rз-множество постоянных величин, R,,-множество 

многочленов внда Соt"+СltZ+сзt+сз. 514. Rз-множество всех векторов, парал
лельных оси Ох, а R" = R. 516. Множество всех четных функций образует под
пространство , а . множество нечетных -нет, так как произведение двух нечетных 
функций есть четная ФУНКIlИя. 517. Нет, так как любой вектор ла не принадле
жит этому множе::тву, если л-иррациона"ьное число . 522. k=3; f1 =(-I ; О; 1; 
О; О), 12=(-1 ; О; О; 1; О), fз =(О; -1/2; О; О; 1), f=(-CI-CZ; -О ,5сз ; Сl; 
С2 ; сз). 526. Да. 527. Нет, так как равеиство 1 а+Ь 1· (а+Ь) =а·а+ Ь·Ь не выпол-

::~;;a.ec:a:. а(ь ~ ~ ~2~ .. ~~)шь. в ~:6~ЛУ:: ес(~и ~ ~ 1)0 .. 529~"Ш:А nP::~;: 
. . .. . • О О О I 

О О О '" а 1 О О . О 

544. А.-х=(-I "-~ ~:). 545. A-l=А. 546. A-l=(_~ А). 547. B=2Ecosa. 
-1 -1 1 

548. Линейное преобразование А не имеет обратного, так как I А I = о. 

549. A-Э=(А-l)В=(_? б)' 550. При Л=-2. 552. l) Если а #:~, то Лi=а. 
U=Cl~, ~=~, У=Сае2; 2) если a=~ , то Лi=Лz=а,U=Сlеl+сses.553. 1.1 = 
= Аз = 2, u = Сl (еl +ез). 554. 1) Если Ь ,,:. О, то линейное преобразование не имеет 
-собственных векторов; 2) если Ь = О, 'ro ':l'5"Лz=а, l1=Clel+cses. 556. ;"=2, 
.U =Ci (еl-ез) ; ;"=3, У=Са (еl-еz+ез); ;"=б, W=Сз (еl +2es+ез). 558. ;"=-1, 
U =c11 +CsJ . · 560. ;..= 1, U =Сl(еl +е2+ез+е4); ;""",-1, . у=с, (еl-еа+еа-е.). 
581. л:::а+~+'У, u=с(еl+еs+ез). 563.(х. у)-общая стоимость всех изделий. 
!1ыпускаемых заводом. 565. Да. 566. Нет, так как не выполняются условия 20 
и 30, если 1.<0. 567. Да. 569. arccos(1/n). 573. Да. 576.lxl=5. 577. JI:fIxl= 
';"'О/15)еl+(2 У2/15)еz+(VЗ/5)ез+(8/15) е4+(У5/3) е5' . 579. х-нормиро
ванный вектор . 580. <р=1tjЗ. 581. ± 0,5 (el +е2+ез+е4)' 582. л= ± 1, 5В7.Д". 
588. Да. 589. При 1.= ± 1. 590. Да, так как векторы Ael' Аез и Аез образуют 
<>ртоиормированный базис. 591. Да. 598. х'2/21 +у'2/З=1, 599. ' х'2/lб-у' /4= 1. 
600. х"/44+у,2/4 = 1. . 

Глава УI 

606. n=4. 607. tI=О,16%. 608. 11=0,0005%.' 609. б=О,022%; n=4; S~ 
= 87б5 ± 0,1 м2 . 617. Л [-'-2, О) U(O, 2]; 2) [О, 41; 3) (- 00, О) U (О, + 00) _; 
4)х":'л(2n+I)/4,nЕZ;5) (~oo,-2JU[2, +00); б) . (1/3,+00); 7) [0,2). 
618.1) [1, +00>;' 2) (-00, O~U(O, +00); З) [-4, 4J; 4) (-00, 3]; 5) [-2, 4J; 
б) (0,11 _.619. 1) Нечетная; 2) четная ; 3) ни четиая, ии нечетная; 4) четная; 
5) ни четная, ни нечетная; б) четная; 7) нечerная .. 620. 1) 2л/5; 2) бп; з~. п; 
4) п. 657. 1/2. 658. -1. 659. l/б. 660. -2. 661 . -. SIП а. 662. т/n. 663. sec хо. 
664. - У'2}4. 665. 1/2. 666. 00. 667 .. 2. 668. 3/4. 669. -1/4. 670. 1/ 2. 87J. 3. 

il72. · УП4. 673. 25/9. 674. 1/2. 675. m. 676. 1, если Х--++ 00; -1, если 
х -'--+-00. 677. (а-с)/2. 678. О. 679. О. 680. In 5. 681. In (8/7):ln (б/5) . 682 . . 2~ 
683. In5.684. 1/4.685. 1, есЛи х---=..+О; -1. если х-+-0:686. +00-.687.2. 
688. О. 689 . .Не существует. 690. 5/4. 691. ln а. 692. е. 693. е3. 694. 1/6. 
695. ln (5/4}.696: 1. 697. -3 .. 698. О. 699. 1/2. 700. е1О • 70с.Уё. 702. еа -". 

'70з.уе. 70Р. у- Х. 709 . .2. 710. 1/2. 711. а =0 (~). 712. а -~. 713. а -~. 
714. 1/3. 715. 9/4. 716. -1/2 . . 717. -1/2. 718. -1/2. 719. 1. 720. 9/25. 
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721. (ln5.ln4)/(In3.ln6). 722. 1,6. 726. х=2-точка скачка. 727. x=l. х=5-
точки разрыва II рода. 728. Разрыв II рода. 729. x=O-точка устраиимого 
разрыва. 730. х=3-точка скачка; х=5-точка разрыва II рода; x=O-точка 
устранимого разрыва; х=л/2+лп(n Е Z)-точки 'разрыва II рода. 731. x=l i 
х=2-точки устранимого разрыва. 732. х=-2, х=-3-точки разрыва II рода; 
х = -I-точка устранимого разрыва. 733. ФУНКЦИ!l непрерывна в бесконечном 
промежутке (- 00, + 00) . 734. 1) Функция непрерывна; 2) имеет одну точку 
разрыва II рода; 3) имеет две точки разрыва 11 рода: 735.' 1) ФУНКЦИЯ непре. 
рывна; 2) имеет две точки разрыва 'II рода; 3) имеет четыре точки разрыва 
11 рода. 

Глава VII 

739. y'=-2/xfI. 740. у' =2/(3 vx). 741. y'=5cosx-3slnx. 742. у' = 
=5tg2 x. 743. у' =-еХ/(еХ+ 1)2. 744. y'=2x2 .2x.ln2. 771. у'=-21/х'. 
772. у'= Vx. 773. у'=х2 ух (l_x2)2. 774. у' =_х2е-Х. '775. у' =9х2 1пх. 
776. у' = (8/9)Х In (8/9): 777. у' =х2 cos х. 778. у' =6 (х+ 1)/(2x2 +3x). 779. у' = 
=-ЗхlУ 1- 3~. 780. у' =зrссоs (х/2). 781. у' = 1/(2 уХ) arcsln ух. 782. у' = 
= - cos х. 783~ у' = - cos2 (х/3) siл (х/3). 784. у' =созес (2х+ 1)/2. 785. у' = 
=.I/cosx. 786. у' =2 sec6 2x. 787. у'=1 1(2 YX")sIn 2 ух cos5 Ух. 788. у'= 
= 6xlY9x4+ 1. 789. у' = Уа2_х2 . 790. у' =-2 sec2 xlytg х (4 tg х+ 1). 
791.у'=сtgЗ (х/2). 792. у'=I/(хУ4х2 1).793. if=I/Ya2-х2 • 794. 'у'= 
= I/(2Уl-х2). 795. у' =6х2j(l+хВ). 796. if=6sgnx/(x2+9). 797. /= 
=-2е-Х siл 2е-Х . 798. y'=-1/(2 У l_х2). 799. у' =-6/[(Х-l) (х-2) (х-'-з) (х-4)]. 
800. у' = 3esin ' ЭХ siл 6х siл 2 3х. 801. у' = -241п sln x.ctg х/(41п4 sln х-9). 

у-

802. y'=secx. 803. у' = cosec х. 804. у'=е 2Х. 805.·у'=10/[х(х5 +2)]. 806. у'= 
= 2siл X/(l + cos х)2. 807. у' = cos х!(l + siл 2 х). 808. у' = cosec2 (х/2) ctg (х/2). 

809. у' = (2/х) cos2 (In х). 810. у' = 5х4 In (х· + 3). 811. у' = - xl(' х' УБ=ХГ). 
812. y'=Yx2+2ax+~. 813. у'=О. 814. Y'=(mx+n)/Yx2+2ax+~. 
815. y'=I/(I_mx2)3/2. 816. y'=4xcos2x. 817. y'=-2соseсЗх. 818. у'= 

(cos 7 1п З!n ~2' 819. y'=9XS!n2XCOS х. 820,у'=2/(х Уl +х2). 821. у'=2еХ siл2 еХ. 
1 + n siл х . 

822. у' =2/(х2 +2х+2)2. 823. у' =JnЗ х. 824. у' =оп slп Ух)/(2 ух cos2 Ух). 
825. y'=2(\+lnx)/(xx +x- X). 826. у' = l/siл 5 х. 827. y'=cos4 x/slnx. 828. у'= 
= 1/(3siлх+4соsх+5). 829. у'=соsхtgЗsiлх. 830. y'=I/[x2 (x-l)]. 
831. y'=I/[x(x+l) (х+2)]. 832. y'=4xtg22x. 833. y'=-2еХIУI-е2х • 834. y'~ 
= (lп lп In х)/(х In х). 835. у' =2е2Х (1-2х)/(х+е2Х)2. 836. у' =2 ОП х+ I)J(x2 In 2x-I). 
837. у'=3j(l+х2). 838. у'=(е2S/ПХСО5х):sln(е2sIПХ/2). 839. y'=asIn2x. 
840. у'=3sес2 хsесЧgх. 841. y'=(-I/x2)arctgx. 842. у'=(-5/х6) Jnx. 
843. y'=:=(I/Y2x+I)ln(2x+I). 844. y'=secxtgxJnsecx. 845. у'= 
=_2езхlУl_е2х • 846. y'=3.2COS3X-3СОSХ.SiлЗх.lп2. 847. у'=(еХ.25Х/34Х}х 
xln(32e/81). 848. у'=О. 849. y'=xcos2x. 850. у' =2ех2х (х4+х2+ 1)/(x2 + [)2. 
851. у'=хСОSХ/Siл2 х. 852. y'=(IIY"X)tg2Y"X. 853; y'=x2/(x4~a4). 854. у'= 
=-4хlУх4+I. 855. у'=ео.5tg·Хsiлхtg2х. 856. у'=8хЗj(l+х8). 857. у'= 
= .хеХ! (2х2 1п х+21п x+I). 858. у'=0,5Iп 2 Y2x /(1-2X ). 859. у' =-1п 2/(2х 1п2 х). 
860. у' ~(mx+n)/y -x2+2ax+~. 861. у' =(2/1п 2) ctg х. 862. у' =1/( У х2+91п а). 
863. у' =хаrсslп Х ( lп х. + arcsln х ). 864. у' =8 (х-I)З/(х+ 1)5. 865. у' = 

YI_x2 Х 

= 2х (х+I)З (1П2+ +31-~1-2 +1 1)' 866. y'=-I/(lхIУl+х2). 
(х- 1)2Y2x+ 1 х х- х . 

867. у' = хm cos (n lп х). 868. у' = (х tg х+ In cos х) sec2 (х tg х+ 1п cos х) х secl х. 
869. у' = - х sln Х· 1п(х cos х-siл х). 870. у' = 3 cos3 (хеХ -еХ) . .хеХ • 871. if = 
=-2 (1-2x2)/(11-2x2 1 У 1- х2). 872. у' = { }1 при х <> 00' 873. у' """ 

- при х • 
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- { f' (х) при '(х) > О, 874 ,-f 3 при х> 5/3, 875 '_{ е". при х> О, - - r (х) при t (х) < О. • у - L -з при х < 5/3. . У - - е-Х при х < О. 

{

-2 при х < О, 
876. у' = О при О < х < 2, 877. у' = 2хе" sin х. 878. у' = (х cos х): 

2 при х > 2. 

:y(xsinx+cosx}2+1. 879. y'=xx+1lnx(lnx-I)/e". 880. y'=(ctgx.!ncosx+ 

+tgx.lnslnx)/ln2 cosx. 881. y'=nxn- 1/(2 Ух2n +1). 882. y'=-(logx e)2/x. 
883. у'=О. 884. y'=1/2. 885. у'=О. 886. y'=xx(l+lnx}. 887. у'=х-Х.2х .х2 х 

x(ln2+2x-1 -l-lnx}. 888. y'=2x1nx- 1 Inx. 889. у' х2УБX+l Х 
(x-l)З V 5х-l 

X[~+2(X~1) Х':"I-5Х I IJ· 893. (агosесх}'=I/(хУх2 -1), (arecosecx)'= 

=-I/(хУх'J-I). 894. 4 cosec2 х. 898. у' = (х2_у}/(х_у2). 899. у'=-(Ах+ + By+D}/(Bx+Cy+E}. 900. y'=xj(3y). 901. y'=y(y-хlпу)/х(х-уJпх). 

902. у' =-(у cos x+sin у)/(х cos y+sln х). 903. у' =-(е"-у' 2"У .In 2}/(eY-х· 2хУ ·In 2). 
904. у' =2х. 905. у' =у/х. 906. у'=-у/(2х Jn х). 907. у' =- (2xsln y_y3 S in х-2): 

:(x2cosy+3y2cosx-3). 909. -ctgt. 910. e2t . 911.2уае-У""а. 912. ctht. 
914. а=n/4; у=х+ 1. 917. У-Уо=(-Уо/Р) (х-хо). 918. х-у+ 1 =0. 
919. x+y-I=O; Х-У=О. 920. х-у+2-n/2=О; х+у-л/2=0. 921. 3х-у---4=О; 
х+3у-28=0. 923. л/4. 924. 3x-8У+10-6!п2=0; 32x+12y-15-641n2=0. 
925. х сЬ to-l =0. 926. tg!p =2/3. 927. n/4. 928. n/4; 31[/4. 929. tg!Pl = 3, , V-tg!p'J =-3.930. л/2. 933. 1,76 м/с. 934. Xt= а. 939. л-агсtg (1/3). 940. tg СО=!р; 

если !р_ОО, Tow-->-tt/2. 941.n/2+!р. 942. 0.943. arctg (I/m). 944. л-агсtg (125/64). 
950. у"=-44/(х+5)3. 951. y"=lnx. 952. y"=2Vl-л.2 • 953. y"=xsin3x. 

,r-- d2y 1 t d2y .r--
954. у"=I/у х2 +а2 • 955. dx'J=-4асоsес"]" 956. dx'J=-4r t_I'J. 

959. -1/3 м/са. 960. у'" = J /(х+ 1)".961. y"'=(21n х-3)/х3 • 962. у'" = !О5У2х+3. 
963 '''-4 h2 964 y<n)=3.5.7 ... (2n+ O.r- 965 у<n)= n!(-2)" 

. у - s х.. 2" r х. • (2х+ l)n+l 
966. y<n)=-1,5.2n.cos (2х+лn/2). 967. у<n)= [2"+(-1)n.2-Х] ln" 2. 968. у<n) = 

n! (ad-bc) (_C)"-l dny 
= (сх + d)n +1 • 969. y<n)=kne flX • 970. У<n)=СОБ (x+nп/2). 971. dx" = 

1 ,r-- dx 
=(-1)n·т . 972. yI!l=yIV= •.. =O. 982. dY=r 49-x2 dx. 983. dY=X'J_36' 

2е2х dx (dX)2 (dX)3 
984. dy= th (х/2) dx. 985. dy 1 + 4х .986. dy= 1п х dx, d'Jy= __ ,rJЗу=- -2-' 

е х х 

-х (-dx)2 l'!x' l'!x 
987. d2y / . 988. l'!y=- ( +!'! )' dy=- -2 . 989. l'!y=O, 0401; 

(х2+4)3 2 х Х Х Х . 
dy=0,04. 990. З4,О4м3 • 9111. л/4+1/13. 992.0,811. 993.1,035. 994.0,078. 

995. 1,9938. 1007. 6=5/2. 1008. -.!...._х zXo +(X-зХо)2 (X-"ХО)З+ Rз , где 
ха хо хо хо 

(Х-Хо)" ( > ') (.r- ) Rз = 6~ ХО ~ 6;: х . 1009. М r 3; О . 1010. 0,754. 1011. 4,946. 1012. 1,395. 

1013. 2,002. 1014. 0,587. 1024. 3/5. 1025. 2. 1026. 2/3. 1027. 1/3. 1028. 0,18. 
1029. ]8. 1030. 1. 1031. О. 1032. 1/2. 1033. 00. 1034. О. 1035. l/л. 1036. ]. 
1037. О. 1038. -]/2. 1039. (p-q)/2. 1040. 2/3. 1041. 1. 1042. е- б • 1043. 2. 
1044. е 1/ З . 1055. Возрастает на (-00, -1) и на (1, +(0), убывает »а (-1,1). 
'1056. Убывает на (-00, -1), Еозрастает на (-с +(0). 1057. Возрастает на 
(-00,1), убывает на (1, +(0). 1058. Убывает на (-00, -1) и на (1, +(0), IЮ3· 

растает на (-1, 1). 1059. Ymln =У (О) = О, Уmах =у (2 V 2/49) = (12/49) V 4;7. 
]060. Утах=У (1 1/4)= 13/4. 1061.Ymin=y(0)=O. 1062'Ymin=y(0)=I. 1063 . Ymin= 
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=у(е)=е. 1064. Уmах=У(I)=I/уе,Уmlп=У(-I)=-I/Уё. 1065. Ymin=y(I)=O. 
1066. УпUп=у(3)=О, Утах=у(2)=3. 1067. Уmiп=у(I)=-I. 1068. Утах= 
= (л-12+6У3)/12, Уmiп=(5л-12-6У3)/12. 1069. Уmах=еЗ/2 , Уmiп=е- З/2 • 
1070. Унамм = 2, Унанб =66. 1071. (О; 4) и (О; -4). 1072. 25 км; 8 ч 15 мин. 

1073. 5У2, зУ2. 1074. (/4, 1/4. 1075. V=2лfЗУЗ/27. 1076. V=(S/з)YS/(6n). 
1077. На расстоянии 9 км от А. 1078. 125 м. 1079. а/У 2. 1083. Выпукла на 
(-00, -2), вогнута на (-2, +(0). 1084. (4; 20). 1085. (1; О). 1086. Точек пере
ги~а иет. 1091. х=О; у=2х. 1092. х=О; у=-3х. 1093. у=х-6. 1094. У= 
=О,5х+п и у=О,5х. 1095. у=О,5пх+ 1 и у=-О,5пх+1. 1098. D (у) = (-/Х), 
+/Х»); Функuия четная и периодическая с периодом п. Возрастает на (м,. 
n/2+1tk), убывает на (1t/2+M,1t+1tk); Ymln=Y(nk)=O, Утах=у(п/2+nk)=1; 
kEZ. Кривая вогнута на (-1t/4+1tk, n/4+М) и выпукла на (л/4+nk, Зл/4+nk); 
точки перегиба (-л/4+лk; 1/2) и (л/4+лk; 1/2), kEZ. 1099. D(y)={-oo, +(0), 
функция нечетная. Убывает на (-00, -1) и на (1, +00), возрастает на (-1,1); 
Ymin=y(-I)=-2, Ymax=y(I)=2. Кривая вогнута на (-00, О) и выпукла на 
(О, +(0); точка перегиба (О; О). 1100. D(y)= (1, +00); . асимптоты x=I, у=О. 
Убывает во всей области определения. Кривая всюду вогнута. Экстремумов и 
точек перегиба нет. 1101. D (у) = (-/Х), O)U (1, +/Х»); асимптоты х=о, Х= 1; 
У = О. Возрастает на (- 00, О), убывает на (1, + 00). Кривая ~юду вогнута. 
Экстремумов и точек перегнба нет. 1102. D (у)='(-оо, -2)U(-2, 2)U(2, +00); 
функция нечетная; i1СИМПТОТЫ х=-2, х=2, у=х. Возрастает на (-/Х), -2УЗ) 
и на (2УЗ, +00), убывает на (-2УЗ, -2), (-2, 2) и на (2, 2уЗD; Ymin = 
= у (2 УЗ)=3УЗ, Ут х=У (-2У3)=-ЗУЗ. Кривая выпукла на (-00, -2) 
и на (0,2), вогнута на (-2, О) и на (2, + (0); точка перегиба (О; О). 1103. D (у)= 
-(О, +(0); асимптота у=О. Возрастает на (О, е2), убывает на (е2, +00); Уmах= 

. 813 813 
= У (е2) = 2/е. Кривая выпукла на (О, е ) и вогнута на (е ,+(0); точка пере-
г"ба (е 8 /3 ; 8е-4/3/з). 1104. D (У)= (-00, +00). Убывает на (-00, 1/4). возрас
тает на (1/4, +00); Ymin=y(lf4)=-27/16. Кривая вогиута на (-00,1/2) и на 
(1, +00), выпукла на (]/2, 1); точки перегиба (1/2; -1) н (1; 0).1105. D(y)= 
=[0, +(0). Убывает на (0,1/3), возрастает на (1/3, +(0); Уmiп=у(l/З) = 
=-2/(3 УЗ). Кривая всюду вогнута. Н06. D(y)=(-oo, +00); асимптота у=х. 
Убывает на (-00,0), возрастает на (О, +00); Ymin=y(O)=I. Кривая всюду 
вогнута. 1107. D (у) = (- 00, + 00); фуН'Кuия нечетная; асимптоты у=-1 и У= 1. 
Возрастает на (-00, +(0). Кривая вогнута на (-00, О) и выпукла на (О, +(0); 
точка перегиба (О; 0).1108. D(y)= (-со, +(0), асимптота у=О. Возрастает на 

(-00,1), убывает на (1, +(0); Уmах=у(1)=е. Кривая вогнута на (-00, ]-./2/2) 
и на (1 + У2/2, +00), выпукла на (1- У2/2, 1 + У2/2); точки перегиба 
(J+Y2/2; уё) и (I-Y2/2; Уё). 1109. D(y)=(-оо,2)U(2, +00); асимп
тоты х=2 и у=х+4 . Возрастает на (-00,2) и на (6. +(0). убывает на (2, 6); 
Ymin=y(6)=27/2. Кривая выпукла на (-00,0), вогнута на (0,2) и на (2, +00); 
точка перегнба (О; 0).1114. R=25/З. 1115. R=(4а/З) cos (6/2). 1116. k=I/(eY2). 
Н17. (2; 2).1118. Окружность 62+112=1.1121. ПервЬ{А. 1122. Первый. 1123. Тре
тий. 1124. Первый. 1125. ТреТI!Й. 1126. Второй. 1128. Окружность X2+ZI = 1, 
у= 1. 1129. Прямая, проходящая через начало координат и образующая с осями 
коордннат равные углы. 1130. Прямая, пара.~лельная оси Oz и проходящая через 
точку (1; 1; О). 1131. Равно60чная гиперБО,llа, лежащая в плоскости xOz. 
1134. (i+k)sh2t+jch2t. 1135. 0.1136. 3(t2_2tЪ)I+(5t4 -2t)J. 1138. x/(-I)= 

=(y-I)/0=(z-лУЗ,2)/Уз. 2x-2zУЗ+зл=0. 1139. М1 (0; О; -1) н 
М2 (2/3; -8/9; -1/27).1140.70023'.1141. x!l=(y-1)/0=(z-Y2/2)/I, x+z
-У2/2=0. 1142. (х- J)/2=(y+I)/0=(z-I)/I. 1143. (х-I)/2=(у-I)/З=(z-I)/4. 
1144. arc.cos (14/(3 У29». 1146. ds= У а2+ Ь2 dt. 1147. h =2УЗ п. 1148. V = 

dr dfr 
=ж=-ЗiSiпt+3jсоst+4k, w=dt2 =-3fcost-3Jslnt. 1149. v/t=l=l+ 

+ 2] + Зk, w /1=1 = 2j +6k. 1151.1'= (5/13) 1- (12/13) J sfn t+ (12/13) k cos t. 
3()() 



1152. т=-(I!3) J+(2 у "2"!з) k. 1161. (2/З) 1+(2/3) I+(I!З) k. 1162. (1/3)1-
- (~/3) J+(2/3) k. , 1163. (-2/3) 1+(1/3) J+(2/3) k. 1164. 2/27. 1165. 2/,1:1. 
1166. Х-2У +2Z-2=0. 1167. 2Х --.:.у -2Z-7=0. 1168. 2Х+2У +Z-19=0. 

Глава VIII 

t 174. x~+ у2;:;а. 1 '-часть пло~ко~ти вие единичного круга с центром в начале 
координат, 1175. Часть плоско.сти ВНУ1'рИ круга х2 +у2 < 1. 1176. Полоса между 
параллельными прямыми x+y~ 1 и x+y~-I. 1177~ Концентрические кольu.а 
n!2~x2+y2~O, 5n/2;;;:.x2+y2~3n/2, .•.. 1178. у> х-полуплоскость, лежа
щая вышебиссектрис.ы у=х. 1179. Полу плоскость x~O. 1180. Шар X2+y2+Z2~ 
~ а2 .1181. Часть пространства вне конуса X 2 +y2_ Z2=0. 1182. Часть пространства 
внутри шара X2+y2+ Z2 < 1, за исключением ' начала координат. 1183.'Часть про
странства над П:lOскостью x+y+z=O, включая эту плоскость. 1184. Семейство 
паJ1аллельных ПРЯМЫХ 2х+у=С. 1185. Семейство ПРЯМЫХ у=Сх. 1186. Семейстро 
прямых у=е2Сх, или у=С1х (С> О). 1187. Семейство парабол у=СJГ-Х. 1188. Се
мейство равнобочных гипербол ху=С (при С -:F О); cOВOKynHoCTb коордннатных 

l осей Ох и Оу (при С=О). 1189. Семейство плоскостей x+y+3z=C. 1190. Семей
ство сфер ~2+y2+Z2=C. 1191. Семейство двуполостных гиперболоидов х2_у2_ 
- Z2=C (при С> О); семейство однополостных гиперболоидов x2 _ yZ_ Z2=C 

ди ди 
(при С < О); конус X2_ y2_Z2=0 (прн С=О). 1197. =2х-3у-4, ду=4у-

3 +2 1' 198 дг _2р . 46 дг -4 2 • Э6 1 ' ди_ 2х 1 ди 
- Х. • ар- S1Л , д6- Р S1Л cos е. 1 99. дх -У2'-у' ду = 

=..;_ 2хз
2 

• 1200. ддZ =еху(ХI+У')(Зх2у+у3), ддZ =еху(Х2+У·)(х3+3ху2). 
у ух ' у 

1201 ди У дu_2.r-+6 :1/2 ди~ 2у2 1202. ди_.!.. х/у. ди_ 
• дх = ух' ду - r х У У z, дz - Vz . дх - у е , ду -

_ х х/у + z -z/y ди_ I -zly дz 2ху az 
---те -те 'д---- е • 1203. -д =- (1+ 2)2+ 2' -д -
уу z у х х у у 

= 1 +х2 

1204 23...=6 2 ( 3+ 2) (Х'+у2)' !!!..-4 (' З+ 2) (х'+у')' (1 +х2)2+у2 о • дх х х У е 'ду - У х У е .' 
дu ди ди 

1205. дх =(y-z) (2x-y-z), ду=(Х-Z) (x-2y+z), 7fZ-:-(х-у) (- y+2z-x). 

1206. дди = (6х-у) еЗХ'+ 2У'-хи, дди =(4у_х)еЗХ'+2у'-ХУ. 1207. ди =xzexyz sin.JL + 
х 'у ду х 

+ '.!..eXYZcos.JL. 1209. р. 1214. dz=2(xdx+ydy). 1215. dz~2(xdy-ydx) 
х х х2 +у2 х2 sln (2у/х) 

1216.2(xdx+Ydy)cos(x2+y2). 1217. dZ=XY(;dx+JnXdY ). 1218. du= 

=у 1 (dx+ ;dY ). 1219. dz=eX[(xcosy-sinу)dу+(sInУ+ 
х2 +у2 х+ х2+у. 

+ cos у+х sln у) dx). 1220. ш=еХ+У {[ (х+ 1) cos у+у (Sln x+cos х») dx + 

+ [х (cos y-sin у) + (у+ 1) sln х) dy}. 1221. dz= Х;:4 + :~~:~~. 1222. du = 

=eXyz(yzdx+xzdy+xydz). 122,3. I,Q8. 1224. -0,03. 1225. 1,013. 1226.3,037. 
1227. 1,05. 1232. 6 (х+ у). 1233. - sln (х+ у). 1234. -4 соs (2x+2Y)/SIn 2 (2х+2у). 
1235. О. 1236. х (х+2У)/(Х+!I)2. 1237. У (2_ у2) cos ху- ху2 sln ху. 1238. sln УХ 

х2_у2 4xydxdy , 
xcos(x+cos у). 1239. (х2+ .111)9 [(dy)2_(dx)2] (х2 +у.)2' 1240.-cos (x+y)(dx+dy)2. 

1241. аеУ [eYSIn(ax+eY)-соs (ах+еУ)). 1242.4. 1244. 2 [(dX)I_dxdy+(dy)2]. 

' 1249. eXY[(ydx+xdy)'+2dxdy).1250. _(dX+dY)2. 1::'51. -~(ydx-xdy)(dx)2. 
х+у х4 
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1252. 6 dx dy ы. 1253. ; (4у dx-3x dу)З (dy)3. 1254. еХ+U (dx+dy)5. 1257. 4/sin 2х. 
дг dz 

1258. 2x(3x+2)/(x2 +3x+I)2. 1259. дх=2.tсоsх, dx=x(2C05X-ХSinХ). 

дг' дг ди 2 ди 2 (I'}"-I) (дг) 7 
1260. О. 1261. дf=4~, дтJ=41'}. 1262. д~=T' д!] '1] ('1]"+ 1) .1268. дГ м =5' 

1269'(~~)M=i-. 1270. (~~)M=~.1271.lgradUIM=I/r:; cosa.=-xo!ro. 

СОS~=-Уо/Го' cos,?=-zo/ro. где ro=V ~+y~+г~. 1272. IgraduIM=3' 
cosa.=J/3, cos~=cosl'=2/3. 1273, 1/3. 1278. -х/у. 1279. у/х. 1280. y'd:-y/x, 
у"=2у/х2• 1281. (у Y2xy-x2)1(2y~-x У2ху). 1282. у/х. 1283. (a2 _b2)j(2b2 _a2). 
1284. у/(2х). 1285. (х+у)/(х-уэ. 1286. 1j(2!1ln2). 1287. y'=-lj 11'=0. 

дг=дZ= 1 1289 дг __ х2_уг дг=_у2_хг .• 
1288. дх ду x+y+z-I' . дх- г2_ху' ду г2_ ху 
1290 dx+(zjy)dy. 1291. _xcosy+sinx. 1292. (y+z)dx+(x+z-)dy 

• 1 +In (г/у) . sin х х,+у 

1293. _у_г_еll- Х. 1294. 1.1297. 2x+2y-z=J, (x-1)/2=(y-I)j2=(z-3)/(-I). 
1298. 2x+2y-3z+1=О, (x-2)j2= (y-2)j2= (г-3)/(-3). 1299. г-2х+2=О, 
(x-l)/2=y/O=z/(-I). 1300. х-у-2г+ [=0, (х-п/4), I = (y-1tj4)j(-I) = 
= (г-1/2)/(-2). 1301. х+4у+6г ± 21 =0. 1303. (4/3; 4/3; 1/3) и (-4/3; -4/3; 
-1/3). 1307. Zmax= 1/64. 1308. zmln=-125. 1309. zmax=4: 131.0. Zmln=O. 1 

1311. гmах =а УЗ/9 прн х=у=2а/З. 1315. Zmln = [.44/25 в точке (36/25; 48/25). 
1316. Zнаим=-16/3, Zllзиб= [6. 1317. zнзим=5, Zкзиб= 11. 1318. zнзвм=-1/2. 
Zкаиб=I/2. 1319. ZкаиЪ\=I, Zнаи6=4. 1320. Zнаи .. =-2(У2+1)~-4,8, 
Zнапб=2(У2-1)~0,8. 1321. гканм=О, ZIIЗИб=ЗVЗ/2. 1322. zнзим=-3 прн 
х=у=3л/2, Zкавб=1+-УЗ/2 при х=у=5л/6. 1323. Zнаим=-1/8, Zнзнб=l. 
1324. Равносторонний. 1325. Равносторонний. 1326, Квадрат; Ризим =4 yS'. 
1327. Куб; Vma ,,=(S/6) YS/6. 

Глава IХ 

1337. (2/5) х2 ух+с. 1338. (5/4) V х"+С. 1339. 2агcsiпх-х+С. 
1340; arctg x+x-хЗj3+С. 1341. е3Х . ЗХ/(3 + 'п 3) +С. 1342. tg x-х+С. 
1343. сЬх+созх+С. 1344. x2 /2-2х+lпlхl+С. '1345. 4tgx-9сtgх-х+С. 
1346. (1f2)sin(x2)+C. 1347 .. Inllnx/+C. 1348. 3 (ах2 +Ь)4/З/(8а)+С. 
1349. (2/3) sln х у sin х+С. 1350. - (I/b) соз (а+Ьх)+С. 1351. sin (sin х)+С. 
1368. еУ 2х- J +С. 1369. -(\/32) O-2хО)4+С. 1370. (3) cos (2-3х)+С. 
1371. (1/[0) sh (5х2 +3)+С. 1372. 2arc.tg У"Х+С. 1373. (lJ5) (x2 +1)5/a+C. 
1374. (\/2)ln/x2-[I+C. 1375. Щ2)lпlх2+ Yx4-II+о. 1376. (-1/4)X 
xarctg (0,5 cosa 2х) +С. 1377. (иУ7) /nl(Yx- Y7)/(Yx+ У7) 1+0. 
1378. 2 arcsin (еХ/2/4)+0. 1379. 'П I х+ У2+х2 r +агооin (х/У'2) + О. 
1380. (-2/9) У2- 3хЗ +О. 1381. -5 y3-x2+3arcsin (х/УЗ)+о. 1382. (l/4)Х 
xarc.tg (х-3)/4+0. 1383. 2У3х+5+ Y51n I(Y3x+5-У5)/(УЗх+5+У5')I+о. 
1384. [/(2YTh)arotg(x2 Y2/5)+0. 1392. (х2/4) (2Inx-I)+0. 1393. xarosinx+ 
+Yl-x2 +0. 1394. (ХЗjЗ)агоtgх-(l/б)х2 +Щб)Iп (x2+1)+:0. 1395. хеХ+С. 
1396. -x2 cosx+2xsinx+2cosx+0. 1397. (l/2)exl (x"-2х2 +2)+0. 
1898. 0,5 (х У х2+Л+Л Jn I х+У ха+л I>+c. 1399. (х+1)2 slnx+2 (x+J) cosx+O. 
1400. (е2Х/5) (sinx+2cosx)+C. 1401. (х/2) (sln Inx-cos Inx)+O. 1402. -2УхХ 
Х cos Yx+2sin ух+о. 1410. -1/[3 (x-l)3]+0. 1411. -1/[4 (2х+3)2] +0. 
1412. \1/3) arotg (Х-З)/З+0. 1413. 1/(3 У'2) arctg (хЗ+ ,)/У'2+0. Ш4. (2)х 
xln (х -4х+7)+С. 1415. (5/2)]n (x2+IOx+29)-11 arc.tg (х+5)/2+0. 
1416. (1/10)]n (5х2 +2х+ 1)+ (2/5) arctg (5х+ 1)/2+0. 1417. х/[8 (х2 +2)2] + 
+3х/[З2 (хЧI)Н(З У2/64) arctg (х/У2) + С. 1418. (х-7)/[8 (х2 + 2х+ 5)] + 
+(1/16) arotg (х+ 1)/2+ О. 1428. -(2/3) In I х I + (5/3) 'N I х -31 + О. 1429. 
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-(Jf2) '" (xl + х+I)+3 '" 1 Х+21+(I/УЗ)агс.tg (2х+I)/УЗ+с. 1430. 1j[2 (x_I)2]+ 
+21п I.X-II+3 lп 1 х-21+С. 1431. (lj12) /п 1 х-21-(]/24) lп (,t"2+2x+4)
~1/(4 уз) arctg (х+ I)/УЗ+С. 1432. (3]/108) /п I х-З 1 + (29/108) /п 1 Х+31 + 
+ (2/9) /п (х2 +9)-(\/54) arotg (х/3)+С. 1433. (1/4) /п 1 х/(х,,-2) 1-(x-I)![2x(x
- 2)] +С. 1434. (1/16) [1п (х2+ 1)/(х2 +9)] + (//В) arctg х-(//24) arctg (х/3)+С. 
1435. (1/4) /п [(х2 +4)/(х2+ 2х+5)] + (1/8) arctg (х/2) + (7/32) aratg (х+ 1)/2+С. 
1436. (l/2)[агсtg(х-I)+агоtg(х+I)J+С. 1437. х+(~/2)lпlх-31-(lf2)Х 
Хlп 1 х-II+С. 1438. х2/2+7х+(75/2) 'П 1 х-51-(1/2) lп I Х-II+С. 1439. х+ 
+ (1/2) In I (х-2)/(х+2) I-arctg (х/2) +С. 1440.Зх+ lп 1 х 1+2 arotg х+С. 
1442. (1/32) In lex -2 рз (еХ +2)7 +(3/16) In (е2х +4)-(3/16) arctg (eX/2)-х+С. 
1443. (5/6) In lex -ll +(1615) lп (2ех+ ])+ (11/20) lп (е2Х + 1)-(7/5) агсtgеХ-Зх+С. 

1453. - УI-2х-2 VI-2x-2In I VI-2x-ll+c. 1454. (6/5)V х&-2Ух+ 
V V- . 

+ 6 x-6arotg х+С. 1455. In / х-О,5+ У х2-х-I 1 +С. 1456. arcsin(x + 1) : 
:3+С. 1457. -5У -x3+4x+5+13 arcsln (х-2)/3+С. 1458.3 У хЧх+2+0,51ПIХ+ 
+ 0,5+Ух3+х+21+С. 1459. Ух/(х+2)+С. 1460. -аГcsin[(х+I): 

:(хУЗ)]+с. 1461. IП/Х+УХ2+II+У2Iпll-хt{~~~3+1) '+С. 
1462. -(x/2+5)Y-x2+4x+13arosin(x-·2)/2+C. 1466. з/(Vx+I)+ 
+In [х/( v-:;+ I)З]+с.1467. 4 V У х+ 1 [(1/5) (ух+ 1)2_(2/3) (ух+ 1)+ 
+1] +'с. 1468. (lJ6) Iп [(t 2+t + 1)!(t2 -2t + 1)]-(l/уз) arctg (2t+ l)/УЗ+С, 
где t=Vl+ХЗ/Х. 1469. (1/3)lп[(Уl+х3 -1)2/lх3 1]+С. 1470. (1/IO)x 
х(5х'/3+3)З/2 +С. 1471. - (2_X3)2~3/(4x2)+C. 1489. (1f5) Iп 15 tg (х/2) +31 +С. 
1490. -2/[tg (x/f)-I]+C. 1491. - (1/I7)x+(l/4) In I Sinxl-(1Jб8) Iп I sin х+ 
+4 cosx I+C. 1492. 1п I sinx l-sinх+С. 1493. - (2/5) lп (I-cos х) + 
+ (1/5) Iп (соз2х+2 соз х+2)-(6/5) arotg (1 +соз х) +С. 1494. (1/3) cossx_ 
-соsх+С. 1495. Iпlslпхl-Sin2х+(i/4)sin'х+С. 1496. (1/8)x-(lfВ) sin Х+С. 
1497. (3/8) х+ (1/4) sin 2х+(32) sln 4х+С. 1498. (2/3) tgз (х/2)-2 tg (х/2) +Х+С. 
1499. (-1/6) ctg2 3x-(1/3) 1п I sin 3х '+С.1500. tg х+(2/3) tg3 х+ (1/5) tg6 х+С. 
1501. -(1J3)сtg3 х+С. 1502. ' (l/2)tgхsecх+Щ2)1п/tg(х/2+л/4}I+С. 
1503. - (1/2) ctg х совес x-(1/2) In I tg (xj2}f+ С. '1504. (1/4) sin 2х- (8) 51п 4х+С. 
1505. (3/5)sin(5x/6)+3sin(x/6)+C. 1509. х/УI х2+С. 1510. х/(а1 Уа'+х2)+С. 
1511. (1/2) (arccos(ljx) +УХ2_!/х2 )+С. 1512. -(1/6)соs3х+Щ20)соs5х+ 
+ (l/4)cosx+C. 1513. -2(2x2 +6x+13)e-X/2 +C. 1514. -(2/пх+I)/(4х2)+С. 
1515. х arctg х-(3/2) (aratg х)2_(1 /2) 'п (1+xl)+C. 1516. (x2 _1) sin 2x+xcos 2х+С. 
1517. (1/4) х2 (21п2 х -21пх+ 'НС. 1518. х+lпlеХ-З '+С. 1519. (x+l)arctgyx
-ух+с. 1520. (2/ln 2) (Y2x-I-агоtgУ2х-I)+С. 1521. (1/4)lпl(t+I)/(t-l) 1_ 
-(1/2)агсtgt+С, где t4 =1+x-4 • 1522. У2[0,5(х~I)У3+2х-Х2+ 
+2 агсвin (x-l)/2]+C. 1523. sin eX-еХ СО5 ex-t,С. 1524. (1/у"Б) Iп / tg х + 
+ Ytg 2x+0,4/+C. 1525.0,5 cosax (1-21псоsхНС. 1526. 0,5sin (хЧ4Х+I)+С. 
1527. -0,5(х/sin2х+сtgх)+С. 1528. 2(x-2)УI+еХ-21пl(Уl+ех-
-1)/(УI+еХ+i)]+С. 1529. хlп(х2 +х)+lпlх+ll-х+С. 1530. -]/х-

. 12 ' -
-агоtgх+С. 1531. (x/2)(coslnx+sinlnx)+C. 1532. 12{V х+ 

[( 1~ - )2/12Г] +In . ]у х-I V х } +С. 1533. eaxl(a3+~2)] (asin ~x-~ cos ВХ) +С. 
1534. [~X/(a2+~3)] (~sin ~x+acos ~x)+C. 1535. []/(а6)] arctg [(Ь/а) tgx]+C. 
1536. tg x-ctg х+С. 1537. 0,5 [arctg х+х/(I +х2)] +С. 

Глава Х 

1547. 1/2. 1548. е-l. 1549. 0< 1.,;;;,4/27. 1550. л/2.,;;;,I.;;;;.ел/2. 1551.0<1< 1. 
1552. 464У2/15. 1553. л/В. 1554. е-уе. 1555. ее-е. 1556. (е П/ 2 _1)/2. 
1557. (Iп 3-1)/2. 1558. In 1,5. 1559. О. 1560. 2/5. 1561. л/2. 1562. Jn (4/3). 
1563. (en/s_I)/2. 1564.0. 1565.л/2~1. 1572. 312/8. 1573. л/4. 
1574. 256/15. 1575. л, 1576. + 00. 1577.1/4. ,1578. л/б. 1585. Расходится. 
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1586. Сходится. 1587. Расходится. J588. Сходится . 1589. Расходится. 1590. Схо
дится. 1591. Расходится. ]596. 4.5 (КВ. ед.) 1597. 18 (кв. ед . ). 1598. 2/15 
(кв. ед. ). 1599. (41/2) arastn (9/41) + 20]п 0.8 (КВ. ед.). ]600. У2-1 (КВ. ед.). 

']601. В (КВ . ед.) . ]602. (9л/4)- У2+4 У21п 2-(9/2) arc.stn (1/3) (КВ. ед.). 
1603. 169л (КВ . ед . ) . ]604. (3/8) ла2 • ]605. 8 УЗ/3 (КВ. ед.). 1606. (3/2) ла2• 
1607. (3:rt-8)/З2 (КВ . ед.). ]6()8. 1(а 2/12. 1609. п/3+ УЗ/2 (кв. ед.). 
]613. (1/2) IпЗ. 1614. (20/9) У5/3. 1615.0.5 [V2+ln (1+ Y·2)J. 
16fб. (1/2) ]п3 . 1617. sh 1 ~ 1.17. 1618. 12. 1619. У2(П-1). 1620. 5л. 
1621. 72. 1622. [(лi +4) У л2 +4-8J /з. J623. ла. 1624. а (2л+3 УЗ)/В. 
]625. В. 16Z8. 16л (5л+В)/5 (куб. ед.). 1629. 0.3л (куб . ед . ) . 1630. л (е 2 + 1)/4 
(куб. ед . ). 1631. 4л/35 (куб. ед.). 1632. 72 (куб. ед . ). 1633. 2a2h/3. 1634. 31.г2J1/2. 
1636. :rt (е2 _е- 2 +4) (кв. ед.). 1637. бlл/1728 (КВ . ед . ). 1638. 2пЬ [Ь+(а2/с2) Х 
Xarcsln (с/а)]. где с2 = а2 _ьа . 1639. б4л/3 (КВ. ед. ). 1644. Мх=аа (е2 -е- 2 +4}/8; 
1 х =а3 (e-e- 1) (е2+е- 2+1О)/24 . 1645. M a=ah2/6; 1 а=аhЗ/12. 1646. 1 х= 1628/ НJ5. 
164'1. lx=ab<J~2; Jy:::a3bfl2. 1648. Jo=:rtd~/32. 1653.X=~ у=2г/л (дл~ полу
окружности); х=о. у=4г/(3п) (ДЛЯ полукруга). ]654. х=(п-2)/2. У= л/В. 
1655. Х=о. Y=8j5 . 1656. Х=У=2а/5. 1657. х-= 1. У=2/5. 1658. х= 1. У=п/8. 
1659. лг3 (3л-4)/3. 1661. 4ВОл (куб. ед.). 1670. лрgг2h 2!4. 1671. лрgаd3/8. 
1672. 51450л Дж . 1673. 547.8л Дж. ]674. 50.7 Дж . 1675. pga/12/3. 
1676. 17.64л кН; 70.56л кН; 158.76л кН; 282.24л кН . 1677. рgлd3/В. 

]678. 150 кг. 1679. 1400м. 1680.х=е]О. 1681. 36-м. 1691.I)y'=shx/Ych2 x+l; 
2) у' =sh2 (xfl5) сЬ3 (х/15); 3) у' = l/ch х; 4) у' = l/ch6x; 5) у' = l/ch х; 
6) y'=x/sh(xz/2) . 1692. м []п(I+У"2); У2]. 1693. Ymin=O при х=о. 
1694. 1) xZ shx-2хсhх+2shх+С; 2) (1/32)sh4x-(lf4)sh2х+6х+С; 

3) 2агсtgУсhх-I+С; 4) (1/2)(chxstnx-shхсоsх)+С; 5) th2 (x/2)+C; 
6) (3/5) сЬЬ (х!3) -сhЗ (х/3) + С. 1695. 1) л/б; 2) ]п 2-0.6; 3) 2 (21п 3 -1)/3. 
1696. sh (х - а) = sh хсЬа -chxsha; . сЬ (х - а) = сЬхсЬа - sh xsha. 
1.697. th (х+а) ~ (th х+ th a)/(I + th х th а); (Ь (х-а) = (th х- th а)/(I- th х th а); 
tlj 2х=2 thx/(l +thZ х). 1698. sh (х/2) = ± Y(ch x-I)/2; сЬ (х/2) = Y(chx+ 1)/2; 
th (х/2) = ± У (сЬ x-1)/(cll х+ 1). 1699. 2shO.5(x±y)·chO.5 (x=j=y). 2 chO.5 (х+у)х 
х сЬ 0.5 (х-у). 2 sh 0.5 (х+у) sh 0.5 (х..:....у). sh (х ± y)/(ch х ch У). 1700. sh х = 
= 2 'Ь (х/2)![ 1- th2 (х/2»); ch х = [1 + th Z (х/2)If[ 1- th Z (х/2)]. 1701. 0.5 [sh (х+у)+ 
+sh (x-уН ; 0.5 [сЬ (х+у) +ch (х-у)]; 0.5 [ch (х+ y)-ch (х-у)) . ] 702. '8/5 (кв. ед.). 
]703. 1.17a. 1704. aZ (tz-t])/2. 1705. Дуга эллипса. расположенная над осью 
абсцисс. 1706. Луч прямой х-у-I =0. расположенный в 1 четверти. 
1707. cosa=±I/cht; tga=±sht. 1108.1.1709. х2_у2. 

Глава XI 
1720. Ниже прямой Xi-X2-10==0. 1721. Треугольник. 1722. Неогранпчен

ная область. 1723. Пустая область. 1724. Точка (2; 3). 1725. Областью решений 
является трапеция. иеравенство (д) можно исключить. 1726. Треугольная пира
мида. 1727. Трехгранная призма. 1732. [тах = 10 при Xi=4. ~=2. 1733. Lmin= 
=-4 при Xl = O. Х2=4 . 1734. [rnах =18 при х]=6. Ха=О. 1735. Lmзх =2 при 
Хl=О. x2=1. 1736. Lmзх =48 в каждой точке отрезка АВ. где А(6; 0).8(7;4). 
1737. Lmin=-4 при xl=2. Х2=0. Хз=О. ]738. [rnах =33 при Хl==О. Х2=3. 
хз=9. 1739. [rnах =20 при Хl=2. Х2=0. хз=О. 1746. (О, 1.3. O);L=-3. 
1747. (3/2. О. О, 1/2. 11 /2); [=3/2. 1748. (0,3. 1. О); [=-1. 1749. (о. 50. зп, 
215/6); [=340. 1750. (О. 5. 3/2. О. О. 3/2); L=-5. 1751. L=oo . 1752. (о. 4/5. 
1/5); L=-11,5. 1753. (80. 120); [тах =440. 1754. (20.40) ; [тах ;=220 . 1755. 15кг 
корма 1 вида; 50 кг корма 11 вида. 1757. (5. 7. 9. 7/2, о, О); Lmax =38. 
1759. Lrnin =86/9; (10/9. 28/9); т тах = 86/9; (J/27. 8/27). 1760. Lmax = 216/1; 
(24/1.24/7); Тт\р.=216!7; (8/7.1/7) . 1761. Lmln =7B/7; (10/7. 16/7); Ттах =78/7; 
(27/14, 3/14). 1763. l1..ш-slO .ц~ ед.; XI1=30, xlz-60. Х21-3О' Х2э,,60. 
1764. L",;n=280 дев. e~. Oпrимaльвый плав: ХI2=Х24-Хээ=60, Х2э-20, ХЭI-4О. 
1765. ~=:3?S дев. ед. ~вый плав: XI-I-"" 25, ХIЭ=ХЭ2~20, XI2-X21=S, 
Х23 =35.1766. Lпш.'" 140 дев. ед. ОlПИМ8JIЬвый плав: XI4=X22 ... 10; · Х23 =ХЭI =х34= 
... 5, хэз=15. 
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