
   
 

 
Вариант 1. 

1. Найти и построить область определения функции 2221 yxxz −+−= . 

2. Найти предел 
( )222

24

00

sinlim
yx
yx

yx +→→
. 

3. Найти 
z
u

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,, , если ( ) yzyxxu −= arcsin . 

4. Дана функция ( )xytxtz −+= 2ln ,  где tytx 22 sin,cos == . Найти 
dt
dz

t
z ,
∂
∂ . 

5. Найти 
y
z

x
z

∂
∂

∂
∂ , , если ( )vuez uv += ln где 

x
yvyxu == ,3 . 

6. Найти частные производные второго порядка 
xy

z
y
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,  для функции ( )vuFz ,= , 

где 2,cos yxvyxu −== . 
7. Вычислить приближённо 91,303,13 ⋅ . 
8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка 

( )
y
xyxf arccos, =  в точке ( )1,0 . 

9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

0
8916

222

=−+
zyx  в точке ( )3,4M . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее наименьшее значение функции 142 22 ++−−= xyxyxz  в 
области { }01,0,3: =++=−= yxyxD . 

11. Найти линии уровня функции ( )21 2
4 16

x yz
− +

= + . 

12. Дана функция ( )2 2lnz x x y= + + : 

а)  найти производную этой функции по направлению вектора a i j k= − +  в точке 
( )1,1,1M . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1,0,1A  и ( )0,1,1B . 
 
 
 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 
 
 
 



   

 
Вариант 2. 

1. Найти и построить область определения функции 91 2
2 −+−= x

y
xz  . 

2. Найти предел ( )
( ) 2222

22

00

cos1lim
yxyx
yx

yx +
+−

→→
. 

3. Показать, что 1=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z , если ( )yx eez += ln . 

4. Дана функция 
y
xarctgz = , где ttytx cos,sin ⋅== . Найти 

dx
dz

x
z ,
∂
∂ ,   при  

2
π

=t . 

5. Дана функция cosxz e y= , где 2 2ln ,x u v y u v= = + . Найти 
v
z

u
z

∂
∂

∂
∂ , . 

6. Найти частные производные второго порядка 
yx
z

y
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,  для функции ( )vufz ,= , 

где 24, yxv
y
xu −== . 

7. Вычислить приближённо значение функции 2

2

y
yxz −

=  в точке ( )98,3;01,2M .  

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( )
yx

yxf
+

=
1,  

в точке ( )1,1M  
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

14
44

22

=++ zyx  в точке ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

4
1;3,20P . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее наименьшее значение функции 4183 22 −+−+= yxyxz  в 

области 
⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

10
10

:
y
x

D . 

 
11. Найти линии уровня функции 

2 2

4x ye + = . 
12. Дана функция ( )lnu x y arctgz= − : 

а)  найти производную этой функции в точке ( )2,1, 1M − − по направлению вектора 

kjia −+= 22  
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1, 2,1A  и ( )2, 2, 1B − − . 
. 

 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 



   

 
Вариант 3. 

1. Найти и построить область определения функции ( )ln 1 arccosz x y= − + / 

2. Найти предел 
3 3

2 20, 0
lim

1 cosx y

x y
x y→ →

−
−

. 

3. Найти , ,u u u
x y z
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

, если ( )2sin 4u x y z z= + + . 

4. Дана функция ( )2cos 2 4z t x y= + − , где 1 ,
ln

tx y
t t

= = . Найти ,dz z
dt t

∂
∂

.. 

5. Дана дифференцируемая функция 
2 2cos siny x yz e −= ,  где 2 2 2 3,y v u x u v= − = . Найти 

v
z

u
z

∂
∂

∂
∂ , . 

6. Найти частные производные второго порядка 
yx
z

y
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,  для функции ( )vufz ,= , где 

( )ln , xu x y v
y

= − = . 

7. Вычислить приближённо ( )3,012,97  

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( ), x yf x y e +=  в 

точке ( )0 0,0M . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

3 3 3 6x y z xyz+ + + =  в точке ( )1, 2, 1M − .  

10. Найти наибольшее наименьшее значение функции 2 23 12 4z x y x y= + − + −  в 
квадрате { }0 1, 0 1x y≤ ≤ ≤ ≤ . 

11. Найти линии уровня функции 
2 2x yz

x
−

= . 

12. Дана функция xu xyz
y

= − : 

а)  найти производную этой функции по направлению вектора 2e i j k= − +  в точке 
( )1, 4, 1M − . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )4,1, 1A −  и ( )9,1,1B . 
 

 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 



   

 
Вариант 4. 

1. Найти и построить область определения функции 
2 2

ln 1
9 4
x yz

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2. Найти предел 
2 2

0, 0

sin( )lim
x y

x y
xy→ →

+ . 

3. Показать, что функция x y t xu
z t y z
− −

= +
− −

 удовлетворяет условию 

0u u u u
x y z t
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

. 

4. Дана функция 2
2

xy tz
x t

−
=

+
, где 1 ,x y t

t
= = . Найти ,dz z

dt t
∂
∂

.Вычислить dz
dt

 при  

1t = . 
5. Дана дифференцируемая функция 2cosz xy= , где 2 2,vx u e y u v= ⋅ = − . Найти 

v
z

u
z

∂
∂

∂
∂ , . 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2 ,z z
u u v
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( )vufz ,= , 

где , xu x y v
y

= − = . 

7. Вычислить приближённо 3 7,85 16,05⋅  
8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ) 2 2

1,f x y
x y

=
−

 в точке ( )1,0 . 

9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности:
2 2

8 4
x yz = +  

в точке ( )2,1M . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее наименьшее значение функции ( )sin sin sinz x y x y= + +  в 

прямоугольнике 0 , 0
2 2

x yπ π
≤ ≤ ≤ ≤ . 

11. Найти линии уровня функции 
2 2 2

0
9 16 4
x y z

+ − = . 

12. Дана функция 2 2u x y z= + − : 
а)  найти производную по направлению нормали к поверхности 2 2 24x y z+ =  
образующий острый угол с положительным направлением оси 0z в точке ( )1,4,3M  
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1,1, 1A −  и ( )3, 4, 1B − . 

 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 5. 

1. Найти и построить область определения функции 
2

21 ln
4
y xz x

y
= − − ⋅  

2. Найти предел 30, 0

1 coslim
x y

xy
xy→ →

− . 

3. Показать, что 1u u u
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, если  ( )ln x y zu e e e= + + . 

4. Дана функция yz arctg tx
x

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где 2, cosx tgt y t= = . Найти ,dz z
dt t

∂
∂

.Вычислить 

dz
dt

 при   
4

t π
= . 

5. Дана дифференцируемая функция 1cos yz arc
x
−

= , где 2 2 , tx t v y
v

= + = . Найти 

,z z
t v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2 ,u u
v v t
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),u x yϕ= , 

где ,x t v y t v= = − . 

7. Вычислить приближённо ( ) ( )2 25,01 3,98−  
8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ), arcsinf x y xy=  в точке ( )0,1M . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

2 22 0x x y+ + =  в точке ( )1,1− . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее наименьшее значение функции 2 22 3z y xy x x= + − +  в 
замкнутой области, ограниченной осями координат 0, 0x y= = , и прямой 

( )2 0, 0x y x y+ = ≥ ≥ . 

11.Найти линии уровня функции 
2 2

2 4
x yZ = + . 

12 .Дана функция 2z x y yz= − : 
а)  найти производную по направлению нормали к поверхности 2 2 4x y z+ =  в 
точке ( )2,1, 1M − . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках 11,0,
4

A⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 10,1,
4

B ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 6. 

1. Найти и построить область определения функции 
2

2 2

1

4

y
z

x y

−
=

+ −
. 

2. Найти предел 
2 2

0, 0

1lim
sin

x y

x y

e
xy

−

→ →

− . 

3. Показать, что ( )lnz zx y x y z z
x y
∂ ∂

+ = + +
∂ ∂

, если  y xz x y= + . 

4. Дана функция 3arcsin xytz = , где 2
3

1,x t y
t

= = . Найти ,dz z
dt t

∂
∂

.Вычислить dz
dt

  при  

1t = . 

5. Дана дифференцируемая функция ln sin uz
v

= , где cos , sinv x y u y x= = . Найти 

,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2 ,F F
y x y

∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z F u v= , 

где ,u x y v xy= − = . 
7. Вычислить приближённо 2 2cos 61 sin 29+o o  
8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( ), x yf x y e −=  в 

точке ( )1,1 . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к 

поверхности: 2 4 1 0y x− + =  в точке ( )1,0 . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее наименьшее значение функции 2 22 4 1z x xy y x= − − + +  в 
треугольнике 0, 0, 1x y x y≤ ≥ + = − . 

11. Найти линии уровня функции 2 2

1z
x y

=
−

. 

12. Дана функция 2 2u x y xy z= − + : 

а)  найти производную по направлению вектора 2 2e j k= −  в точке ( )1,5, 2−  

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1,0, 2A  и ( )1,1, 2B − . 
 
 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 
 



   

 
Вариант 7. 

1. Найти и построить область определения функции 2ln cos 1z x y= + − . 

2. Найти предел 
3 3

3 30, 0

1 1
lim

x y

x y
x y→ →

+ −
−

. 

3. Показать, что 2z zx y
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если ( )2 2lnz x xy y= + + . 

4. Дана функция 2y tu t
x y

= + + , где 2 ,x t y t= = . Найти u
t

∂
∂

и du
dt

 при   4t = . 

5. Дана дифференцируемая функция ( )2lnz x y= − , где 2 2,x u v y u v= = . Найти 

v
z

u
z

∂
∂

∂
∂ , . 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2 ,f f
x x y

∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( )vufz ,= , 

где ( )cos , sinu x y v xy= − = . 

7. Вычислить приближённо ( ) ( )2 24,09 3,03+  

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( ), yf x y xe=  в 

точке ( )1,0 . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

( ) ( )2 21 2
4 4

x y
z

− −
= −  в точке ( )3, 4,0 . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции ( )2 21 2z x y= − +  в области    

{ }0, 0, 1x y x y> > + ≤ . 

11. Найти линии уровня функции 2 2 4 2z x y x y= + − . 

12. Дана функция 2 2 3( )u x y z= + + : 
а)  найти производную функции в точке ( )1, 2,1M  по направлению вектора 

kjia 3++−=  
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1, 2,1A −  и ( )2,1, 1B − . 

 
 

 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 



   

 
Вариант 8. 

1. Найти и построить область определения функции 2z x y x y= + + − . 

2. Найти предел 
( )
( )

2 2

0, 0

ln 1
lim

cos 1x y

x y
x y→ →

− −

− −
. 

3. Показать, что z zx y xy z
x y
∂ ∂

+ = +
∂ ∂

, если 
y
xz xy xe= + . 

4. Дана функция ( )2 2sinu t x y x= + − , где 2, cosx tgt y t= = . Найти u
t

∂
∂

и du
dt

. 

Вычислить du
dt

  при  
4

t π
= . 

5. Дана дифференцируемая функция z arctgx y= , где 2 2,ux tg y u v
v

= = + . Найти 

,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,
u v v
ϕ ϕ∂ ∂

∂ ∂ ∂
 для функции ( ),z x yϕ= , 

где ln , 2x u v y u v= = − . 

7. Вычислить приближённо 
( )2

1,01
2,96 1,01+

 

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( ) 1,f x y
xy

=  в 

точке ( )1,1 . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

2 29 18 16 47 0x y x y+ − + − =  в точке ( )3, 5,1− . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции ( )3 2 6z x y x y= − −  в области    

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

10
10

:
y
x

D . 

11. Найти линии уровня функции ( )
( )

2 2

2 2

1
ln

1
x y

z
x y
− +

=
+ +

. 

12. Дана функция ( )2 2lnu x x y= + + : 

а)  найти производную функции в точке ( )2,1,1M по направлению вектора 

kjia =−= 22  
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )0,1,1A  и ( )1, 1, 1B − − . 

 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 9. 

1. Найти и построить область определения функции 2 2 4z x y y x= − + − + − . 

2. Найти предел 
2 2

1

2 20, 0
lim

x y

x y

e
x y

+

→ → +
. 

3. Показать, что 1u u u
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

, если x yu x
y z
−

= +
−

. 

4. Дана функция 
2 2t yz xe −= , где 2ln ,x t y t= = . Найти z

t
∂
∂

 и dz
dt

.  Вычислить dz
dt

 при   

1t = . 

5. Дана дифференцируемая функция 
2 2x yez
x

−

= , где 2 2,x u v y uv= = . Найти ,z z
x y
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2 ,z z
x x y
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции sinz y x= , 

где , tx t u y
u

= = . 

7. Вычислить приближённо ( )
( )

2

3

2,95 7,97
2,95

−
 

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( )
2

,
1

xf x y
y

=
−

 

в точке ( )1,0 . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

2 22 2 1x x y z− + − =  в точке ( )2,1M . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 23 18 4z x y x y= + − + −  в 
области    { }0 1, 0 1x y≤ ≤ ≤ ≤ . 

11. Найти линии уровня функции 2 2z x y= − . 

12. Дана функция 2 2 2

1u
x y z

=
+ +

: 

а)  найти производную функции в точке ( )1,1,1M  в направлении вектора 

4 3e i j= + . 
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1,1,1A −  и ( )1,0, 2B − . 

 
 

 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 



   

 
Вариант 10. 

1. Найти и построить область определения функции arcsin
2
xz xy= + . 

2. Найти предел ( )2

2 20, 0

sin
lim

x y

x y
x y→ →

−
+

. 

3. Доказать, что 1
2

z zx y
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если ( )lnz x y= + . 

4. Дана функция ( )2 2ln sinu x y t= + − , где cos , sinx t y t= = . Найти u
t

∂
∂

и du
dt

. 

Вычислить du
dt

  при   
4

t π
= . 

5. Дана дифференцируемая функция xyxz e
y

= , где ln , vx u v y
u

= = . Найти ,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,f f
u v v
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z f x y= , 

где arctguvx ⋅= , vuy +=  

7. Вычислить приближённо ( )ln 4,2 9,04−  

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( ),
1

yf x y
x

=
−

 

в точке ( )2,1M . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

( ) ( )2 2 21 1
4 9 9

x z y− −
+ =  в точке ( )3, 5,1− . Построить поверхность. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции ( )1z xy x y= − −  в области    

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

10
10

:
y
x

D . 

11. Найти линии уровня функции 2 22z x y y= + + . 

12. Дана функция 29u xy z= + − : 

а)  найти производную по направлению вектора 2 2e i j k= − + −  в точке ( )1, 3, 4M − . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1,1,1A  и ( )4,1,0B . 
 

 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 
 



   

 
Вариант 11. 

1. Найти и построить область определения функции ln sin xz x
y

= + . 

2. Найти предел 
( )2 2sin

0, 0

1lim
x y

x y

e
xy

+

→ →

− . 

3. Доказать, что 
2

x z y z z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если sin yz x
x

= . 

4. Дана функция
2x ytu

yt x
= + , где 1,x y t

t
= = ..Вычислить u

t
∂
∂

и du
dt

 при   1t = . 

5. Дана дифференцируемая функция ( )2sinz x y= − , где ,ux tg y uv
v

= = . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
t v v
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z x y= Φ , 

где , tx t v y
v

= ⋅ = . 

7. Вычислить приближённо 
( ) ( )2 2

1,05 4,95
1,05 4,95

⋅

−
 

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ) ( )2, sinf x y x y= +  в точке 0 ,
4 4

M π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 
2 2 24 16 15x z y− − =  в точке ( )1,1,6M . Построить поверхность. Определить вид 

поверхности. 
10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 22 4z x xy y x= + − +  в области    

0
: 0

2 0

x
D y

x y

≤⎧ ⎫
⎪ ⎪≤⎨ ⎬
⎪ ⎪+ + <⎩ ⎭

. 

11. Найти линии уровня функции 
2 2x yz

x
+

= . 

12. Дана функция 2 2 1u x y y z= − + : 

а)  найти производную по направлению вектора 4e i j k= − + +  в точке ( )1, 4, 1M − . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1,1, 1A − −  и ( )0,1, 2B . 
 

 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 



   

 
Вариант 12. 

1. Найти и построить область определения функции 2 2 9 1
2
yz x y
x

= + − + − . 

2. Найти предел 
( )2 2

0, 0

ln 1
lim

x y

x y
xy→ →

+ +
. 

3. Доказать, что 2 0u ux t
x t
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если 2
x
tu e= . 

4. Дана функция 2 2

tz
x y

=
−

, где , lntx e y t= = . Найти z
t
∂
∂
и dz

dt
  при   1t = . 

5. Дана дифференцируемая функция 2 cosu x x y= , где ( ) 2 2arcsin ,x t v y t v= − = − . 

Найти ,u u
t v

∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z f u v= , 

где 2 2,yu xe v x y= = − . 

7. Вычислить приближённо ( )
( )

1,06 2 2,08
2,08 2 1,06

+ ⋅
+ ⋅

 

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ) ( )2, cosf x y x y= −  в точке 0 ,
4 4

M π π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 
2 2 24 16 16x z y+ − =  в точке ( )3, 5,1− . Определить вид поверхности. Построить 

поверхность. 
10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 2z x xy= + −  в области    

2

0
:

4 4
y

D
y x
≤⎧ ⎫

⎨ ⎬
≤ −⎩ ⎭

. 

11. Найти линии уровня функции 2 2lnz x y x= + − . 

12. Дана функция u y x x z= + : 
а)  найти производную по направлению вектора 2e i j k= − + −  в точке ( )1, 4, 4M − . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках M  и ( )4, 1,16A − . 
 

 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 



   

 
Вариант 13. 

1. Найти и построить область определения функции 21 1z xy y= − + − . 

2. Найти предел 
0, 0

1 1
lim

x y

xy
x y→ →

+ −
+

. 

3. Доказать, что 1 2
ln

x u u u
y x x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если yz x= . 

4. Дана функция ( )ln sin cosu x y t= − , где 1sin ,
cos

x arc t y
t

= = . Найти u
t

∂
∂

и. 

вычислить du
dt

  при   
4

t π
= . 

5. Дана дифференцируемая функция sin4 xyz = , где arcsin ,u ux y
v v

= = . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y y
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z u v= Φ , 

где 2 2cos ,u x y v x y= = + . 

7. Вычислить приближённо 
3 3

3,04
0,85 7,95⋅

 

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( ) 1,f x y
x y

=
+

 

в точке ( )1,1 . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

2 24 16 1z y− =  в точке ( )1,0, 2 . Определить вид поверхность и построить чертёж. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 22 2z x xy y= + +  в области  

    
1 1

:
0 2

x
D

y
− ≤ ≤⎧ ⎫
⎨ ⎬≤ ≤⎩ ⎭

. 

11. Найти линии уровня функции ( ) ( )2 22 1
4

x y
z

+ −
= − . 

12. Дана функция yu arctg xz
x

= + : 

а)  найти производную по направлению вектора 2 4e i j k= − + −  в точке ( )2, 2, 1M − . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках M  и ( )1,1,1A − . 
 

 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 14. 

1. Найти и построить область определения функции z x y y x= − + − . 

2. Найти предел 
3 3

2 20, 0

sinlim
x y

x y
x y→ → −

. 

3. Доказать, что z zx y z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если 
x
yz e= . 

4. Дана функция 
2 2cos sint xz ye −= , где 2arcsin ,x t y t= = . Найти z

t
∂
∂
и dz

dt
. Вычислить dz

dt
  

при   
4

t π
= . 

5. Дана дифференцируемая функция 
2 2

1z
x y

=
−

, где ln , ux u v y
v

= ⋅ = . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z t uφ= , 

где ln , xt x y u
y

= = . 

7. Вычислить приближённо ( ) ( ) ( )3 21,05 2,04 2,95⋅ ⋅  
8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ) 2 2, xf x y
x y

=
+

 в точке ( )0 1,0M . 

9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 
2 2 24 4 0x z y+ − =  в точке ( )0 2,1,0M . Определить вид поверхности и построить. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 22 1z x y x y= + + − +  в 

области  
0

: 0
1
2

y
D x

x y

⎧ ⎫
⎪ ⎪≥
⎪ ⎪

≤⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪− + ≤
⎩ ⎭

 

11. Найти линии уровня функции 2 24
xz

x y
=

+
. 

12. Дана функция ( )2 2ln 1 zu x y
y

= + + : 

а)  найти производную по направлению вектора 2e i j k= + −  в точке ( )1,1, 2M . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках M  и ( )1, 1,1A − − . 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 



   

 
Вариант 15. 

1. Найти и построить область определения функции arccos ( 1)z x x y= + − . 

2. Найти предел 2 20, 0

sinlim
x y

arc xy
x y→ → +

. 

3. Доказать, что 3z zx y z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если 3 3

1z
x y

=
−

. 

4. Дана функция costu xy= , где sin ,x t y t= = . Найти u
t

∂
∂

и du
dt

. Вычислить du
dt

  при    

2
t π
= . 

5. Дана дифференцируемая функция 2

1
cos

z
xy

= , где ln , tx t v y
v

= ⋅ = . Найти ,z z
t v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции 

( ), ,z f u v w= , где , ,u x y v x y w xy= − = + = . 

7. Вычислить приближённо ( ) ( )23 1,95 2,05+  
8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ) ( )2 2, cosf x y x y= −  в точке 0 ,
2 2

M π π⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 
2 24 4 0x z y+ − =  в точке 11, ,1

2
M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Определить вид поверхности и построить. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 22 4z x xy y x= + − +  в области 
0 1

:
0

y x y
D

x
≥ − + ≤⎧ ⎫

⎨ ⎬≤⎩ ⎭
 

 

11. Найти линии уровня функции 2 2

1z
x y

=
+

. 

12. Дана функция 22 yxyz +−= : 
а)  найти производную по направлению нормали к поверхности zyx 222 =−  в 
точке ( )0,1,1M . 
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )1,0,1 −A  и ( )2,0,4 −B . 

 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 16. 

1. Найти и построить область определения функции 
2 2

2 2

x yu
x y
−

=
+

. 

2. Найти предел 
0, 0

2 4
lim

x y

xy
xy→ →

− +
. 

3. Доказать, что 0z zy x
x y
∂ ∂

− =
∂ ∂

, если ( )22sin yxz += . 

4. Дана функция 
2

2
x
tu y e= ⋅ , где ln , tx t y e= = . Найти u

t
∂
∂

и du
dt

. Вычислить du
dt

  при    

1t = . 

5. Дана дифференцируемая функция sin cosz x y y x= + , где ,ux y u v
v

= = ⋅ . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y y
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z t uφ= , 

где yxt ln= , yxu −=  
7. Вычислить приближённо 21,08 2,97 1,95⋅ ⋅  
8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ) ( ),f x y tg x y= +  в точке 0 0,
4

M π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 
2 24 4 0x z y− − =  в точке ( )2,0,1M . Определить вид поверхности и построить. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 2 8 16z x y xy= + − +  в области 
0 2

:
0 2

x
D

y
≤ ≤⎧

⎨ ≤ ≤⎩
   

11. Найти линии уровня функции 2 24 4x y+ − . 

12. Дана функция yxyxz ⋅+= : 

а)  найти производную по направлению вектора kjia 24 +−=  в точке ( )6,1,4M . 
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )2,1,1A  и ( )6,4,1B . 

 
 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 17. 

1. Найти и построить область определения функции 
( )( )2 2 2 2

1

1 4
u

x y x y
=

+ − − −
. 

2. Найти предел 
0, 0

3 9
lim

x y

xy
xy→ →

− +
. 

3. Доказать, что 2

1 1z z z
x x y y y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если 
x
yz e= . 

4. Дана функция ( )lnu x y t= , где 2

1 ,x y t
t

= = . Найти u
t

∂
∂

и du
dt

. Вычислить du
dt

  

при   4t = . 
5. Дана дифференцируемая функция y xz x y= + , где 2 2 2 2,x u v y u v= + = − . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции 

( ), ,z f u v w= , где ( )cos , sin ,u x y v x y w xy= = − = . 

7. Вычислить приближённо ( ) ( )2,972,85 3,05⋅  
8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ) ( ), arcsinf x y x y= +  в точке ( )0 0,0M . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

2 210 2 2x y z− + =  в точке ( )2,1, 2M . Определить вид поверхности и построить. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 2 2 2z x y x= + + +  в области    
0 1

:
0

y x y
D

x
≥ − + ≤⎧ ⎫

⎨ ⎬≤⎩ ⎭
. 

11. Найти линии уровня функции 
2 2

2
x y

x yz
−
+= . 

12. Дана функция xye
y
xz += : 

а)  найти производную по направлению вектора kjia 2++−=  в точке ( )1,1,0A . 
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках A  и ( )2,2,0B . 

 
 

 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 



   

 
Вариант 18. 

1. Найти и построить область определения функции arccos yu
x

= . 

2. Найти предел 2 20, 0

sinlim
x y

arc xy
x y→ → +

. 

3. Доказать, что 
ln

z z zx y
x y y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если ln
x
yz e y= . 

4. Дана функция 2

x tu
y
+

= , где 3 ,x t y t= = . Найти u
t

∂
∂

и du
dt

. Вычислить du
dt

  при     

4t = . 

5. Дана дифференцируемая функция 2 2z x y= − , где 2 2arcsin ,ux y v u
v

= = − . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z F u v= , 

где 2 2ln( ),u x y v x y= − = − . 

7. Вычислить приближённо 
3

4,08
1,09 8,85+

 

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  

( ) 2 2

1,f x y
x y

=
+

 в точке ( )0 0,1M . 

9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 
2 2

2
2 4
x y z− = в точке ( )1, 2,0M . Определить вид поверхности и построить. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 22 4 2 4z x x y y= + + + +  в 
области D , ограниченной прямыми: 1, 0, 1, 0x x y y= − = = − = . 

11. Найти линии уровня функции 2 2 2z x x y= + − . 
12. Дана функция ( ) 2ln 5u x x yz= − + : 

а)  найти производную по направлению вектора 2 2e ij k= +  в точке. ( )3,1,1A  

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках  ( )3,1,1A и ( )4, 1,1B −  
 
 

 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 19. 

1. Найти и построить область определения функции 2 29 4 36 1z x y x= − − + − . 

2. Найти предел 
2

2 20, 0
lim

1x y

arctg xy
x y→ → −

. 

3. Доказать, что 2z zx y z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, если 2 2

1z
x y

=
+

. 

4. Дана функция 
3 3

1 1 1lnz
yx t

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, где 3 1,x t y

t
= = . Найти z

t
∂
∂
и dz

dt
. Вычислить 

dz
dt

   при   1t = . 

5. Дана дифференцируемая функция ( )ln cosz x y= , где 
2

arccos ,
1
ux u y

v
= =

−
. 

Найти ,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y y
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( ),z u vφ= , 

где 2 2 ,u x y v xy= + = . 

7. Вычислить приближённо 5,91 4,02
5,91 4,02

⋅
−

 

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка  ( ), xyf x y e=  в 

точке ( )0 1, 2M . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности: 

2 2 2

1
9 16 9
x y z

+ − =  в точке ( )3, 4,3M . Определить вид поверхности и построить. 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 2 2z x y= + −  в области, 
ограниченной прямыми 2 2, 0, 0x y x y+ = = = .  

11. Найти линии уровня функции 1z y x= − − . 

12. Дана функция 2 2u x y xy z= − + : 

а)  найти производную по направлению вектора 2 2e i j k= + −  в точке ( )1,5, 2M − . 

б)  найти угол между градиентами этой функции в точках  ( )1,1, 4A −  и ( )2, 1, 2B −  
 
 

 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 20. 

1. Найти и построить область определения функции 
x
yz arcsin= . 

2. Найти предел 22

22

0,0

11
lim

yx
yx

yx +
−+

→→
 

3. Доказать, что 2=
∂
∂

+
∂
∂

y
zy

x
zx , если ( )22ln yxyxz ++= . 

4. Дана функция yxtz arcsin= , где 
t

ytx 1,3 == . Найти z
t
∂
∂
и dz

dt
. Вычислить dz

dt
   

при   1t = . 

5. Дана дифференцируемая функция yxz = , где uveyvux =−= ,22 . Найти ,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
yx
z

x
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,  для функции ( ),z u vφ= , 

где 2 2 ,u x y v xy= + = . 

7. Вычислить приближённо значение функции 422 ++= xyxz  в точке ( )98,1;02,1M . 

8. Разложить в ряд Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка ( )
yx

yxf
−

=
1,  в 

точке ( )0,10M . 
9. Составить уравнения касательной плоскости и нормали к 

поверхности: 0123 =+−+ yzzxyx  в точке ( )1,1− .  
10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции yxz 21 ++=  в области 

{ }0,0,1 ≥≥≤+ yxyx ..  

11. Найти линии уровня функции 221 yxz −−= . 

12. Дана функция zxyyxu ⋅+= 3 : 

а)  найти производную по направлению вектора kie 2−=  в точке ( )1,4,1 −M . 
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках ( )0,1,1−A и ( )1,1,1B . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 



   

 
Вариант 21. 

1. Найти и построить область определения функции 
( ) 2222

3 161log yxyxz −−+−+= . 

2. Найти предел ( )( )
( ) ( )222,1 21

212lim
−+−
−−

→→ yx
yx

yx
. 

3. Доказать, что 011
=⋅

∂
∂

+
∂
∂

+⋅
∂
∂

ut
z

t
z

tu
z , если 

t
uarctgz = . 

4. Дана функция yxtz += , где ctgtytgtx == , . Найти 
t
z
∂
∂ и 

dt
dz . Вычислить 

dt
dz   

при  
4
π

=t . 

5. Дана дифференцируемая функция xyexz −= 2 , где ( ) 2,ln
v
uyvux =−= . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( )vuz ,Φ= , 

где xyvxyu cos,sin == . 

7. Вычислить приближённо ( )5015,02 855,1sin e+  
8. Представить в виде многочлена Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка 

( ) ytgxyxf sin, ⋅=  в точке ( )oo 30,450M . 
9. К поверхности: 2132 222 =++ zyx  провести касательные плоскости, параллельные 

плоскости 064 =++ zyx . 
10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции ( )yxyxz −−= 1223  в области 

D , ограниченной прямыми 0,,6 === yxyx . 

11. Найти линии уровня функции 22 2 yxxz ++= . 
12. Дана функция xyyxz −+= 32 3 : 

а)  найти производную по направлению вектора kjia +−= 2  в точке. ( )1,1A  
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках Aи ( )2,1M  

 
 
 
 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 



   

 
Вариант 22. 

1. Найти и построить область определения функции 22arccos
yx
yxz

+
+

= . 

2. Найти предел 
( )

( )( )213
1lim

2

2,0 −++
−−+

→→ yxx
e yxy

yx
. 

3. Дана функция 
xyx

xyx
z

++

−+
=

22

22

ln . Показать, что функция удовлетворяет 

соотношению 011
=⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

xy
z

yx
z . 

4. Дана функция yt
t
xtgz 2+= , где 

t
ytx 1,ln == . Найти 

t
z
∂
∂ и 

dt
dz . Вычислить 

dt
dz   при  

1=t . 

5. Дана дифференцируемая функция xyz 2arccos= , где 
v

uyvux
2

,2 =−= . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
xy
z

y
z

∂∂
∂

∂
∂ 2

2

2

,   для функции ( )vuFz ,= , 

где ( )
yx

vyxu
+

=−=
1,ln . 

7. Вычислить приближённо ( )33 99,009,0ln +  
8. Представить в виде многочлена Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка 

( ) 3 22, yxyxf −=  в точке ( )3,60M . 
9. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности 

1543 222 =−+ zyx  в точке ( )2,3,20 −P . 
10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции yxyxyxz 36276 22 −++−=  в 

области D :{ }2,1 ≤≤ yx . 

11. Найти линии уровня функции ( )21 yxz ++= . 
12. Дана функция 32234 5893 yxyyxyxxz +−++= : 

а)  найти производную по направлению вектора kjia +−= 2  в точке. ( )1,1A  
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках Aи M  

 
 

 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 



   

 
Вариант 23. 

1. Найти и построить область определения функции 22 11 xyxyz −−−−+= . 

2. Найти предел 
24

lim
2

2

2,1 −+−

−
→→ yx

yx
yx

. 

3. Доказать, что 0ln =
∂
∂

−
∂
∂

y
zy

x
zxx , если xyxz y += . 

4. Дана функция ttxyxz 222 −++= , где 
t

ytx 1,3 == . Найти 
t
u
∂
∂ и 

dt
du . Вычислить 

dt
du   при  1=t . 

5. Дана дифференцируемая функция xyyxz lnln 22 −= , где 22, vuyvux −== . 

Найти ,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( )vuz ,φ= , 

где xyvyxu sin,cos == . 

7. Вычислить приближённо 
4 33

2

05,198,0
03,1  

8. Представить в виде многочлена Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка 
по степеням ( ) ( )2,1 +− yx . ( ) 2223 442, yxyyxxyxf +−+=   

9. Составить уравнение касательной плоскости и нормали  к поверхности: 
xzyx 2222 =−+ в точке ( )0,1,10M . 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 1232 22 ++++−= yxyxyxz  
в области D , ограниченной осями координат и прямой 5−=+ yx . 

11. Найти линии уровня функции 
x

yx
z

22 +
= . 

12. Дана функция ( )22ln zyxu ++= : 

а)  найти производную скалярного поля по направлению вектора kjia −+−= 2  в 
точке. ( )4,3,1 −M  
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках  M и ( )4,3,1 −−A . 

 
 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 
 



   

 
Вариант 24. 

1. Найти и построить область определения функции xyz sin= . 

2. Найти предел ( ) ( )
( ) ( )22

5

2,1 21
21lim
++−
+−

→→ yx
yx

yx
. 

3. Доказать, что z
y
z

yx
z

x
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂ 11

2
1 , если 

22 yxez += . 

4. Дана функция ( ) yxtxz −= arcsin , где 2,1 xy
x

t == . Найти 
t
z
∂
∂ и 

dt
dz . Вычислить 

dt
dz   

при   1=t . 

5. Дана дифференцируемая функция 
y
xz cos= , где uvyeux v ln, =⋅= . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( )vuz ,Φ= , 

где xyvxyu cos,sin == . 

7. Вычислить приближённо 
97,6
02,7arctg . 

8. Представить в виде многочлена Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка 
функцию ( ) yxyxf += 2ln,  в точке ( )1,10M . 

9. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности: 
( )( ) 8+−+ zxyzyx  в точке ( )3,1,2M . 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 24622 ++−+= yxyxz  в 
области D , прямоугольнике ABCD  с вершинами в точках          
( ) ( ),2,4,3,4 BA − ( ) ( )3,1,2,1 −DC . 

11. Найти линии уровня функции 
y

xz = . 

12. Дана функция ( )zyxu −= ln : 
а)  найти производную функции в точке ( )1,1,1 −M  по направлению вектора    

=a kji ++ 4 ; 
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках M и ( )2,1,1−A . 

 
 
 
 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 



   

 
Вариант 25. 

1. Найти и построить область определения функции ( )( )2222 94 yxyxz −−−+= .. 

2. Найти предел ( )
221,1

lim
yx
eyxtg yx

yx −
+ −

−→→
. 

3. Доказать, что 0=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

y
x , если 

y
xz arcsin= . 

4. Дана функция 
t
xyz cos= , где 

t
ytntx 1, == . Найти 

t
z
∂
∂ и 

dt
dz . Вычислить 

dt
dz  при  

1=t . 

5. Дана дифференцируемая функция 
y
xarctgz = , где vuyvux −=+= ,22 . Найти 

,z z
u v
∂ ∂
∂ ∂

. 

6. Найти частные производные второго порядка 
2 2

2,z z
x y x
∂ ∂
∂ ∂ ∂

 для функции ( )vuFz ,= , 

где xyvyxu cos,sin 2 +=−= . 

7. Вычислить приближённо 202,0 03,25 +e  
8. Представить в виде многочлена Тейлора, ограничиваясь членами второго порядка 

( )
x
yxyyxf −=,  в точке ( )1,10M . 

9. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к поверхности: 

4622 =+− yxx  параллельной прямой 
4

1
3

2
1

−
=

−
=

zyx . 

10. Найти наибольшее и наименьшее значение функции 356922 −+−−+−= xyyxyxz  
в области D  1,1 ≤≤ yx . 

11. Найти линии уровня функции )cos( 22 yxz += . 
12. Дана функция ( ) xyzyxu ++= 22ln : 

а)  найти производную по направлению вектора kjia 5+−=  в точке. ( )2,1,1 −M  
б)  найти угол между градиентами этой функции в точках M и ( )2,1,1 −A . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Составила: Никольская Г.А. 
 

 


