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Ââåäåíèå

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷à-
þòñÿ îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé ìàññîâîãî õàðàê-
òåðà, îáëàäàþùèõ ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ ÷àñòîò, íåçàâè-
ñèìî îò èõ êîíêðåòíîé ïðèðîäû. Îíà ðàçðàáàòûâàåò ìåòîäû êî-
ëè÷åñòâåííîé îöåíêè âëèÿíèÿ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ íà ðàçëè÷íûå
ÿâëåíèÿ. Çíàíèå ýòèõ çàêîíîìåðíîñòåé ïîçâîëÿþò ïðåäâèäåòü, êàê
ýòè ñîáûòèÿ áóäóò ïðîòåêàòü â ðåàëüíîì îïûòå.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ïîëåì ïðèëîæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ àíàëèçà ÿâèëèñü àçàðòíûå èãðû.

Ñõåìû àçàðòíûõ èãð ÿâèëèñü ïåðâûìè ÷åòêèìè ìîäåëÿìè
ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé (íà÷àëî XVII âåêà: Ãàëèëåé, Ïàñêàëü, Ôåð-
ìà, Ãþéãåíñ, ßêîâà Áåðíóëëè).

Â ñâÿçè ñ ñåðüåçíûìè ïîòðåáíîñòÿìè åñòåñòâîçíàíèÿ (òåîðèÿ
îøèáîê, òåîðèÿ ñòðåëüáû, ñòàòèñòèêà íàðîäîíàñåëåíèÿ) â XVIII
âåêå ñîçäàâàëñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ðàçâèòèå êîòîðîãî ñâÿ-
çàíî ñ èìåíàìè Ìóàâðà, Ëàïëàñà, Ãàóññà, Ïóàññîíà.

Îêîí÷àòåëüíî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà
îôîðìèëàñü â 30-õ ãîäàõ XX âåêà, êîãäà À. Í. Êîëìîãîðîâûì áûëî
ïðåäëîæåíî àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà õàðàêòåðíî ïðîíèêíîâåíèå ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ âî âñå îòðàñëè ÷åëîâå÷åñêèõ çíàíèé. Ýòî òåî-
ðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà, êèáåðíåòèêà, òåîðèÿ èíôîðìàöèè, òåîðèÿ ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, òåîðèÿ íàäåæíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
èãð, òåîðèÿ îïåðàöèé è äð.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, êàê ïðèêëàäíàÿ íàóêà, ñòàëà îäíèì èç
íàäåæíûõ, òî÷íûõ è ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ïîçíàíèÿ ðåàëüíîé
äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ñòðóêòóðà ïîñîáèÿ ñëåäóþùàÿ. Â íà÷àëå êàæäîãî ïàðàãðàôà
äàåòñÿ ñæàòîå òåîðåòè÷åñêîå ââåäåíèå, ñîäåðæàùåå îñíîâíûå îïðå-
äåëåíèÿ, ôîðìóëèðîâêè ãëàâíûõ òåîðåì è íåîáõîäèìûå ôîðìóëû.
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Ââåäåíèå

Çàòåì ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå ðåøåíèå íåñêîëüêèõ õàðàêòåðíûõ çàäà÷
è çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ; áîëüøèíñòâî èç íèõ ñíàá-
æåíû îòâåòàìè.

Öåëü äàííîãî ïîñîáèÿ:

� Äàòü ñòóäåíòàì íåêîòîðûå ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè, ðàçú-
ÿñíÿþùèå ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷.

� Àêòèâèçèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ñòóäåíòîâ, ïðåäëî-
æèâ èì êîíòðîëüíûå âîïðîñû è äîìàøíèå çàäàíèÿ.

Íàñòîÿùèå ïîñîáèå ðåêîìåíäóþòñÿ â ïîìîùü ñòóäåíòàì âòî-
ðîãî êóðñà ïðè èçó÷åíèè äèñöèïëèíû ¾Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé¿, à
òàêæå ïðåïîäàâàòåëÿì � ïðè ïîäãîòîâêå ê ïðàêòè÷åñêèì çàíÿòè-
ÿì. Ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ ïîñîáèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ñè-
ñòåìå äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ.
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Ãëàâà 1.

Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ

âåðîÿòíîñòè

1.1. Àëãåáðà ñîáûòèé

1.1.1. Êëàññèôèêàöèÿ ñîáûòèé

Ïîä îïûòîì (ýêñïåðèìåíòîì, èñïûòàíèåì) áóäåì ïîíè-
ìàòü âîñïðîèçâåäåíèå íåêîòîðîãî êîíêðåòíîãî êîìïëåêñà óñëîâèé.
Âñÿêîå èñïûòàíèå çàêàí÷èâàåòñÿ îäíèì è òîëüêî îäíèì èç ìíî-
æåñòâà âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Âñÿêèé èñõîä îïûòà áóäåì íàçûâàòü
ñîáûòèåì. Êàæäîìó èñõîäó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäíî èëè
íåñêîëüêî ñîáûòèé.

Îïûò íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì, åñëè åãî ðåçóëüòàò òî÷íî íåëü-
çÿ ïðåäñêàçàòü. Èñõîäû ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà � ñëó÷àéíûå

ñîáûòèÿ.

Ñîáûòèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àë-
ôàâèòà A, B, C, D, .... Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ñîáûòèÿ îáîçíà-
÷àþò ãðå÷åñêèìè áóêâàìè.

Ðàçëè÷àþò ýëåìåíòàðíûå è ñîñòàâíûå ñîáûòèÿ. Ýëåìåí-
òàðíîå â óñëîâèÿõ äàííîãî îïûòà ñîáûòèå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
îäíîãî è òîëüêî îäíîãî èñõîäà. Âñå îñòàëüíûå ñîáûòèÿ íàçûâàþò-
ñÿ ñîñòàâíûìè.

Ïðèìåðû ñîáûòèé:

� Ïîÿâëåíèå ãåðáà ïðè áðîñàíèè ìîíåòêè.

� Ïîïàäàíèå â öåëü ïðè âûñòðåëå.

� Îáíàðóæåíèå îáúåêòà ïðè îäíîì öèêëå îáçîðà ðàäèîëîêàöè-
îííîé ñòàíöèè.

5



Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

� Îáðûâ íèòè â òå÷åíèå ÷àñà ðàáîòû òêàöêîãî ñòàíêà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâà ñïåöèàëüíûõ ñîáûòèÿ: äîñòîâåðíîå
è íåâîçìîæíîå.

Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì, åñëè îíî ïðîèñõîäèò ïðè
ëþáîì èñõîäå äàííîãî îïûòà, è îáîçíà÷àåòñÿ Ω. Äîñòîâåðíîå ñî-
áûòèå âûçûâàåòñÿ ëþáûì èñõîäîì äàííîãî îïûòà.

Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì, åñëè îíî íå ïðîèñõîäèò
íè ïðè êàêîì èñõîäå äàííîãî îïûòà, è îáîçíà÷àåòñÿ ∅.

Êàæäîìó ñîáûòèþ A ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïðîòèâîïî-

ëîæíîå (äîïîëíèòåëüíîå) ñîáûòèå, îáîçíà÷àåòñÿ A. Ïî îïðåäåëå-
íèþ, ñîáûòèå A ðåàëèçóåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîáûòèå
A íå ïðîèñõîäèò.

Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, îïûò: ïîäáðàñûâàíèå äâóõ ìîíåò. Ðàñ-
ñìîòðèì ñîáûòèÿ: A � âûïàäåíèå äâóõ ðåøåê, B � âûïàäåíèå
äâóõ èëè ìåíåå ðåøåê, C � âûïàäåíèå òðåõ ðåøåê, D �âûïàäåíèå
ìåíåå äâóõ ðåøåê. Çäåñü A � ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, B � äîñòîâåðíîå
ñîáûòèå, C � íåâîçìîæíîå ñîáûòèå, A è D � ïðîòèâîïîëîæíûå
ñîáûòèÿ.

Äâà ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëè èõ ñîâìåñò-
íîå îñóùåñòâëåíèå � ñîáûòèå íåâîçìîæíîå íè ïðè êàêîì èñõîäå â
äàííîì îïûòå. Åñëè ñîáûòèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, òî îíè
ñîâìåñòíû.

Ìíîæåñòâî âñåõ âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ (ýëåìåíòàðíûõ ) â
óñëîâèÿõ äàííîãî îïûòà ñîáûòèé (ω1, ω2, . . . , ωn) ñîñòàâëÿþò ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-
âîëîì Ω, à ñàìè ýòè ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ýòî ìíîæåñòâî ñîñòàâëÿåò, â òî æå âðåìÿ, äîñòîâåðíîå ñîáû-
òèå.

Ãîâîðÿò, ÷òî íåñêîëüêî ñîáûòèé â óñëîâèÿõ äàííîãî îïûòà îá-
ðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, åñëè â ðåçóëüòàòå îïûòà îáÿ-
çàòåëüíî ïðîèçîéäåò îäíî è òîëüêî îäíî èç íèõ.
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1.1. Àëãåáðà ñîáûòèé

1.1.2. Aëãåáðà ñîáûòèé

Aëãåáðà1 ñîáûòèé ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ àëãåáðîé â òåî-
ðèè ìíîæåñòâ. Áóäåì èçîáðàæàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé Ω â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà, à ëþáîå ñîáûòèå � â âèäå
ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðû (ñõåìà Ýéëåðà � Âåííà,
ñì. ðèñ. 1.1).

Ðèñ. 1.1. Îòíîøåíèÿ ìåæäó ñîáûòèÿìè A � 1 è B � 2: A è B ñîâìåñòíû � 3; A è B
íåñîâìåñòíû � 4; ñîáûòèå A è åìó ïðîòèâîïîëîæíîå � 5.

Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå � ýòî íåêîòîðàÿ âûäåëåííàÿ ïîäãðóïïà
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îäíî öåëîå. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, â ðàìêàõ äàííîãî ñëó÷àéíîãî îïûòà,
ìîæåò èìåòü ðàçëè÷íûå ôîðìû ðåàëèçàöèè2. Â ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ñëó÷àéíîå ñîáûòèå A � ýòî ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ω:
A ⊂ Ω.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàòü îòíîøåíèÿ ìåæäó
ýëåìåíòàðíûìè è ñîñòàâíûìè (ïðîñòûìè èëè ñëîæíûìè) ñîáûòè-
ÿìè äîñòàòî÷íî ââåñòè äâå îñíîâíûå îïåðàöèè: âçÿòèå ïðîòèâîïî-
ëîæíîãî ñîáûòèÿ è îäíó èç äâóõ îïåðàöèé � ñëîæåíèå èëè óìíî-
æåíèå ñîáûòèé. Âñå äðóãèå îïåðàöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñíîâíûå.

Ñîáûòèå C íàçûâàåòñÿ ñóììîé ñîáûòèé A è B, îáîçíà÷àåòñÿ
C = A + B, åñëè îäèí è òîò æå èñõîä èñïûòàíèÿ ïðèâîäèò ê íà-
ñòóïëåíèþ õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ñîáûòèé, òî åñòü, ñîáûòèå C
íàñòóïàåò, åñëè â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ íàñòóïàåò èëè îäíî ñîáû-
òèå A, èëè îäíî ñîáûòèå B, èëè îáà ñîáûòèÿ âìåñòå.

Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå
C = AB, C = A ∩B), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,

1 Aëãåáðà � ýòî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ñ îïåðàöèÿìè, óñòàíîâëåííûìè íà äàííîì ìíîæåñòâå.
2Ò.å. îäíî è òî æå ñîáûòèå ìîæåò âûçûâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè èñõîäàìè äàííîãî îïûòà.
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Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðåìåííî è ñîáûòèþ A è ñîáûòèþ B, ò.å. êî-
ãäà â ðåçóëüòàòå îòäåëüíîãî èñïûòàíèÿ ïðîèñõîäÿò âìåñòå è ñîáû-
òèå A, è ñîáûòèå B.

Ââåäåííûå îïåðàöèè óäîáíî èçîáðàçèòü íà ñõåìå Ýéëåðà �
Âåííà (1.2, 1.3), ãäå ðåçóëüòàòû îïåðàöèé èçîáðàæåíû â âèäå çà-
øòðèõîâàííûõ îáëàñòåé.

Ðèñ. 1.2. Ïðîèçâåäåíèå è ñóììà ñîâ-

ìåñòíûõ ñîáûòèé

Ðèñ. 1.3. Ïðîèçâåäåíèå è ñóììà íåñîâ-

ìåñòíûõ ñîáûòèé

Ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è
òåõ æå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (ýêâèâàëåíòíûå, èëè ðàâíîñèëüíûå
ñîáûòèÿ). Ââåäåííûå îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè îáëàäàþò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

A+ A = A A · A = A

A+B = B + A (A+B) + C = A+ (B + C)
A+ Ω = Ω A · Ω = A
AB = BA A ·∅ = ∅
A(B + C) = AB + AC (A+B)(A+ C) = A+ (BC)

A+ A = Ω A+ ∅ = A

AB = A+B A+B = A ·B

Ðàçíîñòüþ ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C = A − B
èëè (C = A\B = A · B), ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,
êîòîðûå ïðèíàäëåæàò A, íî íå ïðèíàäëåæàò B, ò.å. ñîáûòèå A
ïðîèñõîäèò áåç ñîáûòèÿ B.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñîáûòèå A âëå÷åò ñîáûòèå B (A ⊂ B), åñëè ïðè
ñîâåðøåíèè ñîáûòèÿ A ñîáûòèå B îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò (ñîáû-
òèå A ñîäåðæèòñÿ â B). (Ðèñ. 1.4)

8



1.1. Àëãåáðà ñîáûòèé

Ðèñ. 1.4. Ñõåìà Ýéëåðà�Âåííà äëÿ ðàçíîñòè è âêëþ÷åíèÿ

1.1.3. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåäàíî òðè
çíàêà. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è ñîáûòèÿ:

1. Ïðèíÿò òîëüêî ïåðâûé çíàê;

2. Ïðèíÿò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí çíàê;

3. Ïðèíÿò äâà è òîëüêî äâà çíàêà;

4. Ïðèíÿò ìåíüøå äâóõ çíàêîâ;

5. Ïðèíÿò îäèí çíàê.

H Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì öèôðû 0, 1 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîáûòèé: 0 �
çíàê èñêàæåí, 1 � çíàê ïðèíÿò. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
çàïèøåòñÿ â âèäå

� Ω ={000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111} è èìååò ðàçìåðíîñòü âîñåìü.

� Ñîáûòèå A1 � ïðèíÿò òîëüêî ïåðâûé çíàê: A1 = {100};

� Ñîáûòèå A2 � ïðèíÿò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí çíàê:

� A2 = {100 + 010 + 001 + 110 + 101 + 011 + 111} = Ω\{000};

� Ñîáûòèå A3 � ïðèíÿòû äâà è òîëüêî äâà çíàêà: A3 = {110 + 011 + 101};

� Ñîáûòèå A4 � ïðèíÿòî ìåíüøå äâóõ çíàêîâ: A4 = {000 + 100 + 010 + 001};

� Ñîáûòèå A5 � ïðèíÿò îäèí çíàê: A5 = {100 + 010 + 001}.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî

9



Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

1. Ñîáûòèÿ A1 è A3 � íåñîâìåñòíûå;

2. Ñîáûòèÿ A4, A3 � íåñîâìåñòíûå;

3. Ñîáûòèÿ A3, A5 � íåñîâìåñòíûå;

4. A5 âëå÷åò A4 (A5 ⊂ A4)

5. Ñîáûòèÿ A1 è A2 � ñîâìåñòíû,

6. A2 è A3, A1 è A4, A1 è A5, A2 è A4 � ñîâìåñòíûå;

7. A1 ⊂ A5 ⊂ A4 ; A3 ⊂ A2 ; A1 = A5 + A2.

Èçîáðàçèì ýòè ñîáûòèÿ íà ñõåìå Ýéëåðà�Âåííà (ðèñ. 1.5).

Ðèñ. 1.5. Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 1

N

Çàäà÷à 2. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîøåíà äâàæäû.

1. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω.

2. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, åñëè åãî ýëå-
ìåíòàìè ñëóæàò ñóììû âûïàâøèõ î÷êîâ.

3. Íàçâàòü ýëåìåíòû Ω, ñîñòàâëÿþùèå ñîáûòèÿ:

� A � ñóììà î÷êîâ ðàâíà 7;

� B � õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè âûïàëà 1;

� C � ñóììà î÷êîâ äåëèòñÿ íà 3.

4. Îïèñàòü ñëîâàìè ñîáûòèÿ:
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1.1. Àëãåáðà ñîáûòèé

� D = {(11), (12), (21)};
� E = {(46), (55), (64)}.

5. Èçîáðàçèòü ñîáûòèÿ A,B,C,D,E íà äèàãðàììå Ýéëåðà�Âåííà.

H Ðåøåíèå.

1. Ω = {11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, ..., 66},

2. Ω = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

3. � A = {16, 61, 34, 43, 25, 52};
� B = {11, 12, 21, 13, 31, 14, 41, 15, 51, 16, 61}
� C = {12, 21, 36, 63, 45, 54, 33, 15, 51, 24, 42, 66}.
� D = {ñóììà î÷êîâ ðàâíà 2 èëè 3 };

� E = {ñóììà î÷êîâ ðàâíà 10}.

Ðèñ. 1.6. Ñõåìà Ýéëåðà � Âåííà ê ðåøåíèþ çàäà÷è 2

N

Çàäà÷à 3. Äàíû äâå ýëåêòðè÷åñêèå ñõåìû:

Ðèñ. 1.7. Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3

Îïèñàòü ñîáûòèå: C = {ÖÅÏÜ ÇAÌÊÍÓÒA} äëÿ êàæäîãî
ñëó÷àÿ.
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Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

H Ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ñîáûòèå A � êîíòàêò 1 çàìêíóò; ñî-
áûòèå B � êîíòàêò 2 çàìêíóò; ñîáûòèå C � öåïü çàìêíóòà, ëàìïî÷êà ãîðèò.

1. Äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ öåïü çàìêíóòà, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç êîí-
òàêòîâ çàìêíóò, ïîýòîìó C = A+B;

2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ öåïü çàìêíóòà, êîãäà çàìêíóòû îáà
êîíòàêòà, ïîýòîìó C = A ·B.

N

Çàäà÷à 4. Ñîñòàâëåíû äâå ýëåêòðè÷åñêèå ñõåìû:

Ðèñ. 1.8. Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4

Ñîáûòèå A � öåïü çàìêíóòà, ñîáûòèå A i − i�é êîíòàêò çà-
ìêíóò. Äëÿ êàêîé èç íèõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

A1 · (A2 + A3 · A4) · A5 = A?

H Ðåøåíèå. Äëÿ ïåðâîé ñõåìû A = A1 · (A2 · A3 + A4 · A5), òàê êàê
ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñóììà ñîáûòèé, à ïîñëåäîâàòåëüíîìó
ñîåäèíåíèþ � ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé. Äëÿ âòîðîé ñõåìû A = A1·(A2+A3·A4·A5).
Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âòîðîé ñõåìû. N

Çàäà÷à 5. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå (A+B)(B + C)(C + A).
H Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ ñîáûòèé.

(A+B)(B + C)(A+ C) =

(AB + AC +BB +BC)(A+ C) =

= (AB + AC +B +BC)(A+ C) =

(AB + AC +B)(A+ C) = (B + AC)(A+ C) =

= BA+BC + ACA+ ACC = BA+BC + AC.

N
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1.1. Àëãåáðà ñîáûòèé

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ A,AB è A+B îáðàçóþò ïîëíóþ
ãðóïïó.

H Ðåøåíèå. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè îïåðàöèé
íàä ñîáûòèÿìè. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî ýòè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû.

A ·
(
ĀB
)

=
(
AĀ
)
B = ∅ ·B = ∅

A
(
A+B

)
= A

(
Ā · B̄

)
=
(
AĀ
)
B = ∅B = ∅

ĀB ·
(
A+B

)
= ĀB ·

(
ĀB̄
)

= ĀĀ
(
BB̄

)
= Ā∅ = ∅

A òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ñóììà ýòèõ ñîáûòèé äàåò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé.

A+ AB + A+B = A+ AB + A ·B =

= A+ A(B +B) = A+ AΩ = A+ A = Ω

N

Çàäà÷à 7. Ñ ïîìîùüþ ñõåìû Ýéëåðà�Âåííà ïðîâåðèòü ïðàâèëî
äå-Ìîðãàíà:

AB = A+B.

H Ðåøåíèå.

Ðèñ. 1.9. Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 7

à) Çàøòðèõîâàíî ñîáûòèå AB.

á) Ñîáûòèå A � âåðòèêàëüíàÿ øòðèõîâêà; ñîáûòèå B � ãîðèçîíòàëüíàÿ
øòðèõîâêà. Ñîáûòèå {A+B} � îáëàñòü, èìåþùàÿ õîòÿ áû îäèí âèä øòðè-
õîâêè.
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Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðèñóíêîâ à) è â) ñëåäóåò:

AB = A+B.

N

1.1.4. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Ïî ðàäèîêàíàëó ïåðåäàíî 3 ñîîáùåíèÿ. Ñîáûòèÿ
Ai � i-å ñîîáùåíèå èñêàæåíî ïîìåõàìè. Îïèñàòü ñîáûòèÿ:

� E1 � èñêàæåíî òîëüêî îäíî ñîîáùåíèå;

� E2 � èñêàæåíî õîòÿ áû îäíî ñîîáùåíèå;

� E3 � íè îäíî ñîîáùåíèå íå èñêàæåíî;

� E4 � âòîðîå ñîîáùåíèå èñêàæåíî;

� E5 � ïåðâîå è âòîðîå ñîîáùåíèÿ èñêàæåíû.

Îòâåò:

� E1 = A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 ;

� E2 = Ω\A1 · A2 · A3 ;

� E3 = A1 · A2 · A3;

� E4 = A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3 + A1 · A2 · A3;

� E5 = A1A2A3 + A1A2A3.

Çàäà÷à 2. Ïðè íàëè÷èè òðåõ ïàòðîíîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñòðåëü-
áà ïî öåëè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé è ñîáûòèÿ:

� E1 � ïîïàäàíèå ïðè ïåðâûõ äâóõ âûñòðåëàõ;

� E2 � ïðîèçâåäåíî íå áîëåå äâóõ âûñòðåëîâ;

� E3 � èçðàñõîäîâàíû âñå ïàòðîíû.
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1.1. Àëãåáðà ñîáûòèé

Îòâåò: Ω = {Ï, ÍÏ, ÍÍÏ, ÍÍÍ};E1 = ÍÏ;E2 =
Ï+ÍÏ;E3 = ÍÍÍ+ÍÍÏ.

Çàäà÷à 3. Ñðåäè ñòóäåíòîâ, ñîáðàâøèõñÿ íà ëåêöèþ, âûáèðà-
þò íàóäà÷ó îäíîãî. Ñîáûòèå A � âûáðàí þíîøà, Â � îí íå êóðèò,
Ñ � îí æèâåò â îáùåæèòèè.

1. Îïèñàòü ñîáûòèå ABC;

2. Ïðè êàêîì óñëîâèè èìååò ìåñòî òîæäåñòâî ABC = A?

3. Êîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå C ⊂ B?

Îòâåò:

1. Ëþáîé âûáðàííûé þíîøà íå êóðèò è íå æèâåò â îáùåæèòèè;

2. Âñå þíîøè æèâóò â îáùåæèòèè è íå êóðÿò;

3. Íå æèâóùèå â îáùåæèòèè þíîøè íå êóðÿò.

Çàäà÷à 4. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå (A+BC)(B+AC)(C+AB).
Îòâåò: A ·B · C + A ·B · C.

Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî A + B = AB + AB + BA. Çàäà-
÷à 6. Èçîáðàçèòü íà ñõåìå Ýéëåðà�Âåííà ñîáûòèå:

A ·B · C + A ·B · C + A ·B · C.

Çàäà÷à 7. Ñîñòàâëåíà ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà, ãäå ñîáûòèÿ Ai �
i−é êîíòàêò çàìêíóò.

Çàïèñàòü ñîáûòèå
C ={ öåïü çàìêíóòà � ëàìïî÷êà ãîðèò}.

Îòâåò: C = (A1 + A2)(A3 + A4) · A5.
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Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

1.2. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

×òîáû ñðàâíèâàòü ñîáûòèÿ ïî ñòåïåíè âîçìîæíîñòè èõ íà-
ñòóïëåíèÿ, ââîäèòñÿ êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà, íàçûâàåìàÿ
âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ.

Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
ïåðâè÷íûì, íå ñâîäèìûì ê äðóãèì ïîíÿòèÿì. Èìååòñÿ íåñêîëüêî
ïîäõîäîâ, ïîÿñíÿþùèõ ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè.

1.2.1. Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ âåðîÿòíîñòè

Ïóñòü ïðè ïðîâåäåíèè ñåðèè èç n èñïûòàíèé ñîáûòèå A íàñòó-

ïèëî m ðàç (m 6 n). ×èñëî
m

n
= P ∗(A) íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé

÷àñòîòîé ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé. Åñëè
ïðîâåñòè äðóãóþ ñåðèþ èç n1 îïûòîâ, òî ïîëó÷èì äðóãîå ÷èñëî

P ∗n1(A) =
m1

n1
.

Åñëè â ðàçëè÷íûõ ñåðèÿõ èñïûòàíèé îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû
íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà,
òî ãîâîðÿò, ÷òî ÷àñòîòà îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè.

Â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ïðèíèìàþò ÷èñëî PA =
P (A), ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì ÷àñòîòà ñîáû-
òèÿ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè ÷èñëà èñïûòàíèÿ â ñåðèè.

Áîëåå ñòðîãî ýòî ñâîéñòâî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
nk→∞

P
{
| P ∗nk − P (A) |< ε

}
= 1, ∀ε > 0. (1.1.)

Ãîâîðÿò, ÷òî ÷àñòîòà ñîáûòèÿ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê âå-
ðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ÷àñòîòû ìû äîêàæåì â ðàçäåëå
¾Ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿.

Çàìå÷àíèå. Ïðàêòè÷åñêàÿ ïîëüçà îò çíàíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîÿâ-
ëåíèÿ ñîáûòèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: çíàÿ âåðîÿòíîñòü p íåêîòîðîãî
ñîáûòèÿ, ìû ìîæåì ïðåäñêàçàòü, ÷òî ïîñëå ïðîâåäåíèè N èñïûòàíèé
â íåèçìåííûõ óñëîâèÿõ îæèäàåìîå ÷èñëî ïîÿâëåíèé ðåãèñòðèðóåìî-
ãî ñîáûòèÿ áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî N · p.
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1.2. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

1.2.2. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Êëàññè÷åñêèìè íàçûâàþò îïûòû (èñïûòàíèÿ), îáëàäàþùèå
äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè ïðèçíàêàìè:

1. ÷èñëî èñõîäîâ äàííîãî îïûòà êîíå÷íî;

2. âñå èñõîäû ðàâíîâîçìîæíû.

Îá îïûòå, èñõîäû êîòîðîãî îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ïîïàðíî
íåñîâìåñòíûõ, ðàâíîâîçìîæíûõ ñîáûòèé, ãîâîðÿò, ÷òî îí óêëà-
äûâàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ ñõåìó.

Ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ïîëíóþ ãðóïïó, íà-
çûâàþò ñëó÷àÿìè.

Ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîìó ñîáûòèþ ñëó÷àè äåëÿòñÿ íà áëàãî-
ïðèÿòíûå, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñîáûòèå, è íåáëàãîïðèÿòíûå,
ïðè êîòîðûõ ñîáûòèå íå ïðîèñõîäèò.

Âåðîÿòíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ
îòíîøåíèå ÷èñëà ñëó÷àåâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ïîÿâëåíèþ ýòîãî
ñîáûòèÿ, ê îáùåìó ÷èñëó ðàâíîâîçìîæíûõ â äàííîì îïûòå ñëó÷à-
åâ è îáîçíà÷àåòñÿ

P (A) =
m

n
, (1.2.)

ãäå
m � ÷èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A,
n � îáùåå ÷èñëî èñõîäîâ îïûòà.
Ýòî îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì. Äî-

ñòîèíñòâî îïðåäåëåíèÿ � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü
äî îïûòà. Íåäîñòàòîê � âåðîÿòíîñòü ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî äëÿ
ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ îïûòà.

1.2.3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ïðè-
ìåíèìî ëèøü ê îïûòàì, êîòîðûå èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàâíîâîç-
ìîæíûõ èñõîäîâ.

Îäíàêî åãî ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà íåêîòîðûå îïûòû, êî-
òîðûå èìåþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ.
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Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

Ýòî ìîæíî ïðèìåíÿòü â çàäà÷àõ, ñâîäÿùèõñÿ ê ñëó÷àéíîìó
áðîñàíèþ òî÷êè íà êîíå÷íûé ó÷àñòîê ïðÿìîé, ïëîñêîñòè, òðåõ-
èëè ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ òî÷êè âíóòðè íåêîòîðîé îáëà-
ñòè â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ íå ïîëîæåíèåì ýòîé îáëàñòè è
åå ãðàíèöàìè, à òîëüêî åå ìåðîé (ìåðà îáîçíà÷àåòñÿ êàê mes), ò.å.
äëèíîé, ïëîùàäüþ, îáúåìîì, òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîé
òî÷êè âíóòðè íåêîòîðîé îáëàñòè íàõîäèòñÿ êàê îòíîøåíèå ìåðû
ýòîé îáëàñòè ê ìåðå âñåé îáëàñòè, â êîòîðîé ìîæåò ïîÿâèòüñÿ äàí-
íàÿ òî÷êà:

P (A) =
mes (A)

mes (Ω)
(1.3.)

èëè

P (A) =
l1
l

; P (A) =
S1

S
; P (A) =

V1

V
, (1.4.)

ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ îòðåçêà l ïðÿìîé, îáëàñòè S íà ïëîñêîñòè, îá-
ëàñòè V òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè
íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì. 3

1.2.4. Àêñèîìû âåðîÿòíîñòè

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà âåðîÿò-
íîñòü ââîäèòñÿ êàê ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå ñî-
áûòèé, ñâÿçàííûõ ñ äàííûì ýêñïåðèìåíòîì. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ïîÿâ-
ëåíèÿ ñîáûòèÿ. Ýòè ñâîéñòâà ñ÷èòàþòñÿ àêñèîìàìè.

Àêñèîìà 1.1. (Àêñèîìà íåîòðèöàòåëüíîñòè)

0 6 P (A)

äëÿ âñåõ ñîáûòèé, îïðåäåëåííûõ íà Ω.

Àêñèîìà 1.2. (Àêñèîìà íîðìèðîâêè)

P (Ω) = 1

3 Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè (1.3.) ïîäõîäèò è äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, åñëè çà ìåðó ñîáûòèÿ
ïðèíÿòü ÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ â íåì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.
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1.2. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

Àêñèîìà 1.3. ( Àêñèîìà ñëîæåíèÿ.) Åñëè AB = ∅, òî

P (A+B) = P (A) + P (B).

Àêñèîìà ñëîæåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ëþáîå êîíå÷íîå ñå-
ìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé:

Àêñèîìà 1.4. (Ðàñøèðåííàÿ àêñèîìà ñëîæåíèÿ) .
Åñëè ñîáûòèÿ A1, . . . , An ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, òî

P (A1 + A2 + · · ·+ An) = P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An).

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè âûâîäÿòñÿ êàê ñëåäñòâèÿ èç äàí-
íûõ àêñèîì:

1. P (∅) = 0;

2. P (A) 6 P (B) åñëè A ⊆ B;

3. Åñëè A � ñîáûòèå, ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèþ A, òî

P
(
Ā
)

= 1− P (A) .

1.2.5. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà êëàññè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü ïðèõîäèòñÿ
ïîäñ÷èòûâàòü ÷èñëî ñïîñîáîâ (êîìáèíàöèé), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ
ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ íåêîòîðîå ñîáûòèå (äåéñòâèå). Çàäà÷è òàêî-
ãî ðîäà íàçûâàþò êîìáèíàòîðíûìè. Ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà êîì-
áèíàöèé ðóêîâîäñòâóþòñÿ ïðèíöèïàìè ñëîæåíèÿ è ïðîèçâåäåíèÿ
êîìáèíàöèé.

Ïðèíöèï ñëîæåíèÿ êîìáèíàöèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè
íåêîòîðîå äåéñòâèå ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ ïàðàëëåëüíî íåñêîëüêè-
ìè íåçàâèñèìûìè ñïîñîáàìè, òî îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ îñóùåñòâ-
ëåíèÿ ýòîãî äåéñòâèÿ ðàâíî ÷èñëó òàêèõ ñïîñîáîâ.

Ïðèíöèï ïðîèçâåäåíèÿ êîìáèíàöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì. Åñëè êàêîå-ëèáî äåéñòâèå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà k ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ øàãîâ, ïðè ýòîì ïåðâûé øàã ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí n1
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Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

÷èñëîì ñïîñîáîâ, âòîðîé øàã n2 ÷èñëîì ñïîñîáîâ, k-é øàã � nk
ñïîñîáàìè, òî îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè äåéñòâèÿ ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ n1 · n2 · . . . · nk.

Ïóñòü ìû èìååì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ. Òîãäà èç ýëå-
ìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ñîñòàâèòü ðàçëè÷íûå ñîåäèíå-
íèÿ (êîìáèíàöèè, ïîäìíîæåñòâà), îòëè÷àþùèåñÿ ëèáî ñâîèì ñî-
ñòàâîì, ëèáî ïîðÿäêîì âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Ïåðåñòàíîâêàìè èç n ýëåìåíòîâ íàçûâàþò âñåâîçìîæíûå
óïîðÿäî÷åííûå ñîåäèíåíèÿ èç äàííûõ ýëåìåíòîâ. ×èñëî òàêèõ ïå-
ðåñòàíîâîê Pn ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ïðîèçâåäåíèÿ
êîìáèíàöèé: ïåðâûé ýëåìåíò â ïåðåñòàíîâêå ìîæíî âûáðàòü n ÷èñ-
ëîì ñïîñîáîâ, âòîðîé � (n− 1) ÷èñëîì, òðåòèé � (n− 2) ÷èñëîì è
ò.ä.

Îáùåå ÷èñëî êîìáèíàöèé ðàâíî:

Pn = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 1 = n! (1.5.)

Ðàçìåùåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî m íàçûâàþòñÿ âñåâîç-
ìîæíûå óïîðÿäî÷åííûå ñîåäèíåíèÿ (êîìáèíàöèè, ïîäìíîæåñòâà)
m ýëåìåíòîâ èç n äàííûõ ýëåìåíòîâ. ×èñëî ðàçìåùåíèé Am

n (îò
ôðàíöóçñêîãî arrangement � ðàçìåùåíèå) ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî òî-
ìó æå ïðèíöèïó, ÷òî è ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê:

A
m
n = n · (n− 1) · (n− 2) · ... · (n−m+ 1) =

n!

(n−m)!
. (1.6.)

Ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m íàçûâàåòñÿ ëþáîå íåóïî-
ðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî m ýëåìåíòîâ èç n. ×èñëî ñî÷åòàíèé Cm

n

(îò ëàòèíñêîãî combinare � ñîåäèíèòü) ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Åñëè âî âñåõ ñî÷åòàíèÿõ ïðîèçâåñòè âñåâîçìîæíûå
ïåðåñòàíîâêè, òî ìû ïîëó÷èì âñåâîçìîæíûå ðàçìåùåíèÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

C
m
n =

Am
n

m!
=

n!

m! · (n−m)!
=
n(n− 1)(n− 2)...(n−m+ 1)

m!
. (1.7.)

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ñî÷åòàíèé:
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1.2. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

Cm
n = Cn−m

n . (1.8.)

1.2.6. ¾Óðíîâûå¿ ñõåìû ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

1.2.7. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 8 ÷åëîâåê:

1. Â îäèí ðÿä?

2. Çà êðóãëûì ñòîëîì?

H Ðåøåíèå.

1. Èñêîìîå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê èç 8, ò.å.

P8 = 8! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 · 8 = 40320.

2. Òàê êàê çà êðóãëûì ñòîëîì âûáîð ïåðâîãî ÷åëîâåêà íå âëèÿåò íà ÷åðåäîâà-
íèå ýëåìåíòîâ, òî ïåðâûì ìîæíî âçÿòü ëþáîãî, à îñòàâøèõñÿ óïîðÿäî÷èì
îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî. Ýòî äåéñòâèå ìîæíî îñóùåñòâèòü 8!

8
= 5040 ñïî-

ñîáàìè.

N

Çàäà÷à 2. Íà êóðñå èçó÷àåòñÿ 5 ïðåäìåòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå íà ñóááîòó, åñëè â ýòîò äåíü äîëæíû
áûòü äâå ðàçëè÷íûå ïàðû?

H Ðåøåíèå. Èñêîìîå ÷èñëî ñïîñîáîâ åñòü ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç 5 ïî 2,
òàê êàê íóæíî ó÷åñòü ïîðÿäîê ïàð: A2

5 = 5 · 4 = 20. N

Çàäà÷à 3. Ñêîëüêî ýêçàìåíàöèîííûõ êîìèññèé, ñîñòîÿùèõ èç 7
÷åëîâåê, ìîæíî ñîñòàâèòü èç 15 ïðåïîäàâàòåëåé?

H Ðåøåíèå. Èñêîìîå ÷èñëî êîìèññèé (áåç ó÷åòà ïîðÿäêà) � ýòî ÷èñëî
ñî÷åòàíèé èç 15 ïî 7:

C
7
15 =

15!

7! · 8!
=

15 · 14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9
1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7

= 6435.

N

Çàäà÷à 4. Èç êîðçèíû, ñîäåðæàùåé äâàäöàòü ïðîíóìåðîâàííûõ
øàðîâ âûáèðàþò íàóäà÷ó 5 øàðîâ. Îïðåäåëèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòîãî îïûòà, åñëè:
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Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

1. Øàðû âûáèðàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îäèí çà äðóãèì ñ âîçâðà-
ùåíèåì ïîñëå êàæäîãî èçâëå÷åíèÿ;

2. Øàðû âûáèðàþò îäèí çà äðóãèì, íå âîçâðàùàÿ;

3. Âûáèðàþò ñðàçó 5 øàðîâ.

H Ðåøåíèå.

1. ×èñëî ñïîñîáîâ èçâëå÷ü ïåðâûé øàð èç êîðçèíû ðàâíî 20. Òàê êàê èçâëå-
÷åííûé øàð âåðíóëñÿ â êîðçèíó, òî ÷èñëî ñïîñîáîâ èçâëå÷ü âòîðîé øàð
òàêæå ðàâíî 20 è ò.ä. Òîãäà ÷èñëî ñïîñîáîâ èçâëå÷ü 5 øàðîâ â ýòîì ñëó÷àå
ðàâíî 20 · 20 · 20 · 20 · 20 = 3200000.

2. ×èñëî ñïîñîáîâ èçâëå÷ü ïåðâûé øàð èç êîðçèíû ðàâíî 20. Òàê êàê èçâëå-
÷åííûé øàð ïîñëå èçâëå÷åíèÿ íå âåðíóëñÿ â êîðçèíó, òî ÷èñëî ñïîñîáîâ
èçâëå÷ü âòîðîé øàð ñòàëî ðàâíî 19 è ò.ä. Òîãäà ÷èñëî ñïîñîáîâ èçâëå÷ü 5
øàðîâ áåç âîçâðàùåíèÿ ðàâíî 20 · 19 · 18 · 17 · 16 = A5

20

3. ×èñëî ñïîñîáîâ èçâëå÷ü èç êîðçèíû 5 øàðîâ ñðàçó ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé
èç 20 ïî 5:

C
5
20 =

A5
20

5!
= 15504.

N

Çàäà÷à 5. Ïîäáðîøåíû äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ A òîãî, ÷òî âûïàäåò õîòÿ áû îäíà åäèíèöà.

H Ðåøåíèå. Íà êàæäîé êîñòè ìîæåò âûïàñòü ëþáîå ÷èñëî î÷êîâ îò 1 äî
6. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîäåðæèò 36 ðàâíîâîçìîæíûõ
èñõîäîâ. Ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóþò 11 èñõîäîâ: (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (3,1),
(1,4), (4,1), (1,5), (5,1), (1,6), (6,1), ïîýòîìó

P (A) =
11

36
≈ 0, 3055.

N

Çàäà÷à 6. Íà êðàñíûõ êàðòî÷êàõ íàïèñàíû áóêâû ó, è, ÿ, ê, ö, ô,
í, íà ñèíèõ � áóêâû à, à, î, ò, ò, ñ, ÷. Ïîñëå òùàòåëüíîãî ïåðåìåøè-
âàíèÿ, ÷òî âåðîÿòíåå: ñ ïåðâîãî ðàçà èç áóêâ íà êðàñíûõ êàðòî÷êàõ
ñîñòàâèòü ñëîâî ¾ôóíêöèÿ¿ èëè èç áóêâ íà ñèíèõ êàðòî÷êàõ ñëîâî
¾÷àñòîòà¿?

H Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A � íàóäà÷ó ñîñòàâëåííîå èç 7 áóêâ ñëîâî
¾ôóíêöèÿ¿, ñîáûòèå B � íàóäà÷ó ñîñòàâëåííîå èç 7 áóêâ ñëîâî ¾÷àñòîòà¿. Òàê
êàê óïîðÿäî÷èâàþòñÿ äâà ìíîæåñòâà èç 7 áóêâ, òî ÷èñëî âñåõ èñõîäîâ äëÿ ñî-
áûòèé A è B ðàâíî n = 7!. Ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóåò îäèí èñõîä m = 1, òàê
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êàê âñå áóêâû íà êðàñíûõ êàðòî÷êàõ ðàçëè÷íû. Ñîáûòèþ B áëàãîïðèÿòñòâó-
þò m = 2! · 2! èñõîäîâ, òàê êàê áóêâû ¾à¿ è ¾ò¿ âñòðå÷àþòñÿ äâàæäû. Òîãäà
P (A) = 1

7!
, P (B) = 2!2!

7!
, P (B) > P (A). N

Çàäà÷à 7. Íà ýêçàìåíå ñòóäåíòó ïðåäëàãàåòñÿ 30 áèëåòîâ; â êàæ-
äîì áèëåòå äâà âîïðîñà. Èç 60 âîïðîñîâ, âîøåäøèõ â áèëåòû, ñòó-
äåíò çíàåò òîëüêî 40. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿòûé ñòóäåí-
òîì áèëåò áóäåò ñîñòîÿòü:

1. Èç èçâåñòíûõ åìó âîïðîñîâ;

2. Èç íåèçâåñòíûõ åìó âîïðîñîâ;

3. Èç îäíîãî èçâåñòíîãî è îäíîãî íåèçâåñòíîãî âîïðîñà.

H Ðåøåíèå. Ïóñòü A� ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íà îáà âîïðîñà ñòó-
äåíò çíàåò îòâåò; B � íå çíàåò îòâåòà íà îáà âîïðîñà; C � íà îäèí âîïðîñ çíàåò
îòâåò, íà äðóãîé � íå çíàåò. Âûáîð äâóõ âîïðîñîâ èç 60 ìîæíî îñóùåñòâèòü
n = C2

60 = 60·59
2

= 1770 ñïîñîáàìè.

1. Èìååòñÿm = C2
40 =

40 · 39

2
= 780 âîçìîæíîñòåé âûáîðà èçâåñòíûõ ñòóäåíòó

âîïðîñîâ. Òîãäà P (A) = m
n

=
780

1770
∼= 0.44.

2. Âûáîð äâóõ íåèçâåñòíûõ âîïðîñîâ èç 20 ìîæíî îñóùåñòâèòü m = C2
20 =

20 · 19

2
= 190 ñïîñîáàìè. Â òàêîì ñëó÷àå P (B) =

m

n
=

190

1770
∼= 0.11.

3. Ñóùåñòâóåò m = C1
40 · C1

20 = 40 · 20 = 800 ñïîñîáîâ âûáðàòü áèëåò ñ îäíèì
èçâåñòíûì è îäíèì íåèçâåñòíûì âîïðîñîì. Òîãäà P (C) = 800

1770
∼= 0, 45.

N

Çàäà÷à 8. Ïî òðåì èäåíòè÷íûì êàíàëàì ïîñëàíà íåêîòîðàÿ èí-
ôîðìàöèÿ. Êàíàëû ðàáîòàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èíôîðìàöèÿ äîñòèãíåò öåëè, åñëè âåðîÿòíîñòè
äîñòèæåíèÿ è íåäîñòèæåíèÿ îäèíàêîâû:

1. Òîëüêî ïî îäíîìó êàíàëó;

2. Õîòÿ áû ïî îäíîìó êàíàëó.

H Ðåøåíèå. Ïóñòü A � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî èíôîðìàöèÿ äî-
ñòèãàåò öåëè òîëüêî ïî îäíîìó êàíàëó; B � õîòÿ áû ïî îäíîìó êàíàëó. Îïûò �
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ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè ïî òðåì êàíàëàì. Èñõîä îïûòà � èíôîðìàöèÿ äîñòèãëà
öåëè.

Îáîçíà÷èì Ai � èíôîðìàöèÿ äîñòèãàåò öåëè ïî i-ìó êàíàëó. Ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èìååò âèä:

Ω =

{
A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3;
A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3

}
.

Ñîáûòèþ A áëàãîïðèÿòñòâóþò 3 èñõîäà:

A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3.

Ñîáûòèþ B áëàãîïðèÿòñòâóþò 7 èñõîäîâ: âñå èñõîäû, êðîìå A1A2A3. Òîãäà n =
8; mA = 3; mB = 7; P (A) = 3

8
; P (B) = 7

8
. N

Çàäà÷à 9. Íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì
ïîÿâëÿåòñÿ òî÷êà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷-
êè äî êîíöîâ îòðåçêà áîëüøå 1/8.

H Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è èñêîìîìó ñîáûòèþ óäîâëåòâîðÿþò âñå
òî÷êè, ïîÿâëÿþùèåñÿ íà èíòåðâàëå (a; b).

Òàê êàê åãî äëèíà s = 1−
(

1
8

+ 1
8

)
= 3

4
, à

äëèíà âñåãî îòðåçêà S = 1, òî èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P = s/S =
3/4

1
= 0.75.

N

Çàäà÷à 10. Â ïàðòèè èç n èçäåëèé k èçäåëèé ÿâëÿþòñÿ áðà-
êîâàííûìè. Äëÿ êîíòðîëÿ âûáèðàåòñÿ m èçäåëèé. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî èç m èçäåëèé l îêàæóòñÿ áðàêîâàííûìè (ñîáûòèå
À).

H Ðåøåíèå. Âûáîð m èçäåëèé èç n ìîæíî îñóùåñòâèòü Cm
n ñïîñîáàìè, à

âûáîð l áðàêîâàííûõ èç k áðàêîâàííûõ � C l
k ñïîñîáàìè. Ïîñëå âûáîðà l áðàêî-

âàííûõ èçäåëèé îñòàíåòñÿ (m− l ) ãîäíûõ, íàõîäÿùèõñÿ ñðåäè (n− k) èçäåëèé.
Òîãäà ÷èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A, ðàâíî C l

k · Cm−l
n−k è èñêî-

ìàÿ âåðîÿòíîñòü P (A) =
ClkC

m−l
n−k

Cmn
. N

1.2.8. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå: A2
x+2 = 42.

Îòâåò: x = 5.
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Çàäà÷à 2. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
Cy
x = Cy+2

x

C2
x = 66 .

Îòâåò: x = 12, y = 5.
Çàäà÷à 3. Íà äåâÿòè êàðòî÷êàõ íàïèñàíû áóêâû à, à, à, ì, ì,

ä, ã, ð, è. Ïîñëå òùàòåëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ áóêâû ðàçëîæåíû â
ðÿä. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñëîâà ¾äèàãðàììà¿.

Îòâåò: P = 0, 00003.

Çàäà÷à 4. Â ìàðòå 10 ñîëíå÷íûõ äíåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî

1. Ïåðâûå äâà äíÿ ñîëíå÷íûå;

2. Ïåðâûå äâà äíÿ � ðàçíàÿ ïîãîäà.

Îòâåò: P1 = 3
31; P2 = 14

31.

Çàäà÷à 5. 25 ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ ñîäåðæàò ïî äâà âîïðîñà,
êîòîðûå íå ïîâòîðÿþòñÿ. Ñòóäåíò ïîäãîòîâèë òîëüêî 45 âîïðîñîâ.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûòÿíóòûé ñòóäåíòîì áèëåò ñîñòîèò
èç:

� ïîäãîòîâëåííûõ èì âîïðîñîâ;

� íåïîäãîòîâëåííûõ âîïðîñîâ.

Îòâåò: P1 = 0, 808P2 = 0, 008.

Çàäà÷à 6. Íàáèðàÿ íîìåð òåëåôîíà, àáîíåíò çàáûë ïîñëåäíèå òðè
öèôðû è, ïîìíÿ ëèøü, ÷òî îíè ðàçëè÷íû, íàáðàë èõ íàóäà÷ó. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàáðàíû íóæíûå öèôðû.

Îòâåò: P = 1
720 .

Çàäà÷à 7. Òåëåôîííàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâà óçëà ñâÿçè À è
Â, îòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 3 êì, îáîðâàëàñü â íåèç-
âåñòíîì ìåñòå. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáðûâ ïðîèçîøåë íå
äàëåå, ÷åì â 500 ìåòðàõ îò ïóíêòà À.
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Îòâåò: P = 1/6.

Çàäà÷à 8. Èíòåðâàë äâèæåíèÿ òðàìâàÿ ïî çàäàííîìó ìàðøðóòó
10 ìèí. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è ñëó÷àéíîå
ñîáûòèå A� ïàññàæèð æäåò òðàìâàé íå ìåíåå 2 è íå áîëåå 5 ìèíóò.
Íàéòè P (A).

Îòâåò: Ω = [0, 10], P (A) = 0, 3.

1.3. Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå âåðîÿòíîñòåé

C âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ äàåò ïîë-
íóþ èñ÷åðïûâàþùóþ õàðàêòåðèñòèêó ýòîãî ñîáûòèÿ. Åñëè äàíû
äâà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèÿ A è B, òî âîçíèêàåò âîïðîñ èõ âçàèìî-
ñâÿçè. Åñëè, íàïðèìåð, ñîáûòèå B óæå íàñòóïèëî, òî â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ ýòî ìîæåò äàòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñîáûòèè
A, à ïîýòîìó èçìåíèòü åãî âåðîÿòíîñòü, à â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòà
èíôîðìàöèÿ íå îêàçûâàåò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íà âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ A. Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè, åñëè âåðîÿò-
íîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîãî èç íèõ çàâèñèò îò òîãî, ïðîèçîøëî äðóãîå
èëè íåò. B ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, âû÷èñëåííàÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå
B ïðîèçîøëî, íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A è
îáîçíà÷àåòñÿ P (A | B).

1.3.1. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

Åñëè â õîäå èñïûòàíèÿ ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçîøëî
ñîáûòèå B, òî ýòà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ïðèâîäèò ê èçìå-
íåíèþ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé òàê, ÷òî èìåííî ñîáû-
òèå B òåïåðü èãðàåò ðîëü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ. Ïðè ýòîì óñëîâèè
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé
ïåðåñå÷åíèÿ A è B.

P (A|B) =
mes(AB)

mes(B)
=
mes(AB)/mes (Ω)

mes (B) /mes (Ω)
=
P (AB)

P (B)
. (1.9.)
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Óðàâíåíèå (1.9.) óäîáíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå òàê, ÷òîáû âûðà-
çèòü âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ çàâèñèìûõ ñîáûòèé:

P (AB) = P (A)P (B|A) = P (B)P (A|B) . (1.10.)

Òåîðåìà 1.3.1. Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ çàâèñèìûõ ñîáû-
òèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè îäíîãî èç íèõ íà óñëîâíóþ
âåðîÿòíîñòü äðóãîãî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâîå ïðîèçîøëî.

Ðèñ. 1.10. Ê ïîíÿòèþ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

Ñëåäñòâèå: âñå ñîáûòèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé Ω äëÿ åäèíè÷íîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè.

Ïðîèçâåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà ñîáûòèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáûòèé A1, A2, A3, . . . , An.
Òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè òèïà

P (An | A1), P (An | A1A2), P (An | A1A2A3), . . . ,

. . . , P (An | A1A2 · · ·An−1),

è ò. ä., ñìûñë êîòîðûõ ÿñåí èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.
Íàïðèìåð, äëÿ òðåõ ñîáûòèé ïîëó÷èì:

P (A1A2A3) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1A2)

P (A1A2A3A4) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1A2)P (A4 | A1A2A3)

è ò. ä.
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Òåîðåìà 1.3.2. (Ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé). Åñëè ñîáûòèÿ A è
B íåçàâèñèìû, òî

P (A | B) = P (A); P (B | A) = P (B) è P (AB) = P (A)P (B).

Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé n íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A1, A2, A3, ..., An :

P (A1 · A2 · A3 · . . . · An) = P (A1) · P (A2) · . . . · P (An).

1.3.2. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

Òåîðåìà 1.3.3. (Ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé). Ïóñòü A è B � ñîâìåñò-
íûå ñîáûòèÿ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç

ýòèõ ñîáûòèé (ò.å. âåðîÿòíîñòü ñóììû ñîáûòèé A è B) ðàâíà
ñóììå âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé áåç âåðîÿòíîñòè ïðîèçâåäåíèÿ
ýòèõ ñîáûòèé

P (A+B) = P (A) + P (B)− P (AB). (1.11.)

Òåîðåìà ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñîâ-
ìåñòíûõ ñîáûòèé

P (A1 + A2 + · · ·+ An) =

= P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An)− P (A1A2)−
· · · − P (A1A3)− · · · − P (An−1An)− P (A1A2A3)−

− P (An−2An−1An)− · · · − P (A1A2 · · ·An). (1.12.)

Ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ñóììû áîëüøîãî ÷èñëà ñîáûòèé
A = A1 +A2 +A3 + · · ·+An ÷àñòî áûâàåò ïðîùå ïåðåéòè ê âû÷èñëå-
íèþ âåðîÿòíîñòè ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ. Äëÿ íåçàâèñèìûõ

ñîáûòèé ïîëó÷èì ôîðìóëó:

P (A) = 1− P (A1 + A2 + A3 + · · ·+ An) =

= 1− P (A1 · A2 · A3 · . . . · An) =

= 1− P
(
A1
)
· P
(
A2
)
· P
(
A3
)
· . . . · P

(
An

)
.

(1.13.)

Èëè
P (A) = 1− q1q2 · · · qn, (1.14.)
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ãäå qi = 1− Pi .
×àñòíûé ñëó÷àé: åñëè P1 = P2 = . . . = Pn = P, 1− P = q, òî

P (A) = 1− qn.

1.3.3. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 1. B óðíå 30 øàðîâ: 15 êðàñíûõ, 10 ñèíèõ è 5 áåëûõ.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âûíóòûé øàð � öâåòíîé.

H Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A� âûíóò êðàñíûé øàð, ñîáûòèå B � âûíóò
ñèíèé øàð. Òîãäà ñîáûòèÿ (A+B) � âûíóò öâåòíîé øàð. Èìååì P (A) = 15

30
= 1

2
,

P (B) = 10
30

= 1
3
. Òàê êàê ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíû, òî P (A+B) = P (A)+P (B) =

1
2

+ 1
3

= 5
6
∼= 0.83. N

Çàäà÷à 2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò ñíåã (ñîáûòèå A), ðàâ-
íà 0.6, à òîãî, ÷òî áóäåò äîæäü (ñîáûòèå B), ðàâíà 0.45. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü ïëîõîé ïîãîäû, åñëè âåðîÿòíîñòü äîæäÿ ñî ñíåãîì (ñî-
áûòèå AB) ðàâíà 0.25.

H Ðåøåíèå. Ñîáûòèÿ A è B ñîâìåñòíû, ïîýòîìó P (A + B) = P (A) +
P (B)− P (AB) = 0.6 + 0.45− 0.25 = 0.8 N

Çàäà÷à 3. B ïåðâîì ÿùèêå 2 áåëûõ è 10 ÷åðíûõ øàðîâ, âî
âòîðîì � 3 áåëûõ è 9 ÷åðíûõ øàðîâ, â òðåòüåì � 6 áåëûõ è 6
÷åðíûõ øàðîâ. Èç êàæäîãî ÿùèêà âûíóëè ïî øàðó. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî âñå âûíóòûå øàðû áåëûå.

H Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A � âûíóò áåëûé øàð èç ïåðâîãî ÿùèêà, B �
èç âòîðîãî ÿùèêà, C � èç òðåòüåãî. Òîãäà P (A) = 2

12
= 1

6
; P (B) = 3

12
= 1

4
;

P (C) = 6
12

= 1
2
. Ñîáûòèå ABC � âñå âûíóòûå øàðû � áåëûå. Ñîáûòèÿ A,B,C

� íåçàâèñèìûå, ïîýòîìó P (ABC) = P (A)·P(B)·P(C) = 1
6
· 1

4
· 1

2
= 1

48
∼= 0.02. N

Çàäà÷à 4. B ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷åíû
5 ýëåìåíòîâ, ðàáîòàþùèõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Âåðîÿòíîñòü
îòêàçîâ ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî, ïÿòîãî ýëåìåíòîâ
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0.1; 0.2; 0.3; 0.2; 0.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî òîêà â öåïè íå áóäåò (ñîáûòèå A).

H Ðåøåíèå. Òàê êàê ýëåìåíòû âêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî, òî òîêà â
öåïè íå áóäåò, åñëè îòêàæåò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò. Ñîáûòèå Ai(i =1. . . 5) �
îòêàæåò i -é ýëåìåíò. Ñîáûòèÿ Ai � íåçàâèñèìûå. Èìååì P (A1) = 0.1;P (A2) =
0.2; P (A3) = 0.3;P (A4) = 0.2; P (A5) = 0.1. P (A1) = 0.9; P (A2) = 0.8; P (A3) =
0.7; P (A4) = 0.8; P (A5) = 0.9.
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Òîãäà

P (A) = 1− P (A1A2A3A4A5) =

= 1− P (A1) · P (A2) · P (A3) · P (A4) · P (A5) =

= 1− 0.9 · 0.8 · 0.7 · 0.8 · 0.9 =

= 1− 0.92 · 0.82 · 0.7 = 1− 0.36288 = 0.63712.

N

Çàäà÷à 5. Öåïü ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ áëîêîâ, ñîåäèíåííûõ
â ñèñòåìó ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì.

Âûõîä èç ñòðîÿ çà âðåìÿ Ò ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ öåïè � íåçà-
âèñèìûå ñîáûòèÿ, èìåþùèå ñëåäóþùèå âåðîÿòíîñòè: P1 = 0.1; P2
= 0.2; P3 = 0.3; P4 = 0.4. Îòêàç ëþáîãî èç ýëåìåíòîâ ïðèâîäèò
ê ïðåðûâàíèþ ñèãíàëà â òîé âåòâè öåïè, ãäå íàõîäèòñÿ äàííûé
ýëåìåíò. Íàéòè íàäåæíîñòü ñèñòåìû.

H Ðåøåíèå. Åñëè ñîáûòèå A � {ñèñòåìà íàäåæíà}, Ai � {i- é áëîê
ðàáîòàåò áåçîòêàçíî}, òî A = (A1 +A2)(A3 +A4). Ñîáûòèÿ A1 +A2, A3 +A4 �
íåçàâèñèìûå, ñîáûòèÿ A1 è A2, A3 è A4 � ñîâìåñòíûå. Ïî ôîðìóëàì óìíîæåíèÿ
è ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

P (A) = P (A1 + A2)(A3 + A4) = P (A1 + A2)P (A3 + A4) =

= [P (A1) + P (A2)− P (A1A2) · [P (A3) + P (A4)− P (A3A4)].

Èìååì P (Ai) = 1 − P (Ai) = 1 − Pi, ò.å. P (A1) = 0.9; P (A2) = 0.8; P (A3) =
0.7; P (A4) = 0.6; Òîãäà P (A) = [0.9 + 0.8− 0.9 · 0.8] [0.7 + 0.6− 0.7 · 0.8] = 0.8624
èëè P (A) = (1− P1P2)(1− P3P4) = (1− 0.1 · 0.9)(1− 0.3 · 0.4) = 0.8624. N

Çàäà÷à 6. Ðàáî÷èé îáñëóæèâàåò 3 ñòàíêà. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî â òå÷åíèå ÷àñà ñòàíîê íå ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî, ðàâíà
äëÿ ïåðâîãî ñòàíêà 0.9, äëÿ âòîðîãî ñòàíêà � 0.8, äëÿ òðåòüåãî
ñòàíêà � 0.7.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ÷àñà:

1. Ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ âòîðîé ñòàíîê;
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2. Ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ äâà ñòàíêà;

3. Ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ íå ìåíåå äâóõ ñòàíêîâ.

H Ðåøåíèå. Ïóñòü Ai � i-é ñòàíîê ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî, Ai �
i-é ñòàíîê íå ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî.

Òîãäà

P (A1) = 0.9; P (A2) = 0.8; P (A3) = 0.7;

P (A1) = 0.1; P (A2) = 0.2; P (A3) = 0.3.

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé:

Ω =

{
A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3;
A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3;A1A2A3

}
.

1. Ñîáûòèå A � ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ âòîðîé ñòàíîê: A = A1A2A3 +A1A2A3 +
A1A2A3 + A1A2A3.

Òîãäà

P (A) = P (A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3) =

= P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) =

= P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (A3)+

+ P (A1)P (A2)P (A3) + P (A1)P (A2)P (A3).

Òàê êàê ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíûå è íåçàâèñèìûå. P (A) = 0.9·0.8·0.7 + 0.1·0.8·0.7
+ 0.9·0.8·0.3 + 0.1·0.8·0.3 = 0.8.

2. Ñîáûòèå B � ïîòðåáóþò âíèìàíèÿ äâà ñòàíêà:

B = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3.

P (B) = P (A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3) =

= P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3) =

= 0.1 · 0.8 · 0.7 + 0.9 · 0.2 · 0.7 + 0.9 · 0.8 · 0.3 =

= 0.398.

3. Ñîáûòèå C � ïîòðåáóþò âíèìàíèÿ íå ìåíåå äâóõ ñòàíêîâ:

C = A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3 + A1A2A3.

P (C) = P (A1A2A3) + P (A1A2A3) + P (A1A2A3)+

+ P (A1A2A3) = 0.398 + 0.504 = 0.902.
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N

Çàäà÷à 7. B ìàøèíó ¾Ýêçàìåíàòîð¿ ââåäåíî 50 âîïðîñîâ. Ñòóäåí-
òó ïðåäëàãàåòñÿ 5 âîïðîñîâ è ñòàâèòñÿ îöåíêà ¾îòëè÷íî¿, åñëè íà
âñå âîïðîñû ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü
¾îòëè÷íî¿, åñëè ñòóäåíò ïîäãîòîâèë òîëüêî 40 âîïðîñîâ.

H Ðåøåíèå. A � {ïîëó÷åíà îöåíêà ¾îòëè÷íî¿}, Ai � {îòâåòèë íà

i- é âîïðîñ}. Òîãäà A = A1A2A3A4A5, èìååì:

P (A) = P (A1) · P (A2 | A1) · P (A3 | A1A2) · P (A4 | A1A2A3) ·

· P (A5 | A1A2A3A4) =
40

50
· 39

49

38

47

37

46

36

46
∼= 0.31.

Èëè, äðóãèì ñïîñîáîì � c ïîìîùüþ ôîðìóëû êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè (1.2.):
n = C5

50, m = C5
40 è

P (A) =
m

n
=
C5

40

C5
50

=
40 · 39 · 38 · 37 · 36

50 · 49 · 48 · 47 · 46
∼= 0.31.

N

Çàäà÷à 8. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íóæíàÿ ñáîðùèêó äåòàëü íàõî-
äèòñÿ â I, II, III, IV ÿùèêå, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0.6; 0.7; 0.8; 0.9.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñáîðùèêó ïðèäåòñÿ ïðîâåðèòü âñå 4
ÿùèêà (ñîáûòèå A).

H Ðåøåíèå. Ïóñòü Ai � {Íóæíàÿ ñáîðùèêó äåòàëü íàõîäèòñÿ â

i-ì ÿùèêå.}
Òîãäà

P (A1) = 0.6; P (A1) = 0.4;

P (A2) = 0.7; P (A2) = 0.3;

P (A3) = 0.8; P (A3) = 0.2;

P (A4) = 0.1; P (A4) = 0.9.

Èìååì :

A = A1A2A3A4 + A1A2A3A4.

Òàê êàê ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû è íåçàâèñèìû, òî

P (A) = P (A1A2A3A4 + A1A2A3A4) =

= P (A1A2A3A4) + P (A1A2A3A4) =

= P (A1)P (A2)P (A3)P (A4)+

+ P (A1)P (A2)P (A3)P (A4) =

= 0.40.30.2(0.9 + 0.1) = 0.024.

N
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1.3.4. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Îïåðàòîð îáñëóæèâàåò òðè ïðèáîðà, ðàáîòàþùèõ
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â òå÷å-
íèå ÷àñà ïðèáîðû ïîòðåáóþò âíèìàíèÿ îïåðàòîðà: ïåðâûé � 0.1;
âòîðîé � 0.25; òðåòèé � 0.3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå
÷àñà íå áîëåå îäíîãî ïðèáîðà ïîòðåáóþò âíèìàíèÿ îïåðàòîðà.

Îòâåò: P = 0.885.

Çàäà÷à 2. Èçâåñòíî, ÷òî â àïðåëå áûâàåò â ñðåäíåì 16 ñîëíå÷-
íûõ äíåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîãî è âòîðîãî àïðåëÿ
áóäåò ðàçëè÷íàÿ ïîãîäà.

Îòâåò: P = 0.515.

Çàäà÷à 3. Ðàäèñò âûçûâàåò êîððåñïîíäåíòà. Âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî âûçîâ áóäåò ïðèíÿò, ðàâíà 0.6. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
êîððåñïîíäåíò îòâåòèò ëèøü íà ÷åòâåðòûé âûçîâ.

Îòâåò: P = 0.0384.

Çàäà÷à 4. Ïðè êàæäîì âêëþ÷åíèè ñòàðòåðà äâèãàòåëü íà÷è-
íàåò ðàáîòàòü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ
çàïóñêà äâèãàòåëÿ íóæíî íå áîëåå äâóõ âêëþ÷åíèé.

Îòâåò: P = 0.96.

Çàäà÷à 5. B ÍÈÈ ðàáîòàþò 120 ÷åëîâåê, èç íèõ 70 çíàþò
àíãëèéñêèé ÿçûê, 60 � íåìåöêèé, 50 � çíàþò îáà ÿçûêà. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âûáðàííûé ñîòðóäíèê íå çíàåò íè
îäíîãî èíîñòðàííîãî ÿçûêà.

Îòâåò: P = 1/3.

Çàäà÷à 6. Öåïü ñîñòîèò èç íåçàâèñèìûõ áëîêîâ, ñîåäèíåííûõ
â ñèñòåìó

Çíàÿ, ÷òî íàäåæíîñòü áëîêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà 0.6 äëÿ a,
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0.7 � äëÿ b, 0.8 � äëÿ c, 0.9 � äëÿ d, íàéòè íàäåæíîñòü ñèñòåìû.

Îòâåò: 0.5076.

1.4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è Áàéåñà

Ïóñòü ñîáûòèå A ìîæåò ïðîèçîéòè ñîâìåñòíî ñ îäíèì èç ñî-
áûòèé H1, H2, . . . , Hn, êîòîðûå ïîïàðíî íåñîâìåñòíû è îáðàçóþò
ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, ò.å.

n∑
i=1

Hi = Ω, à Hi ∩ Hi = ∅, i 6= j è P (H1) + P (H2) + . . .+

P (Hn) = 1.

Ñîáûòèÿ Hi íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè. Òîãäà ëþáîå ñîáûòèå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ: A =

∑
A ·Hi. Ñì. ðèñóíîê.

Ðèñ. 1.11. Ðàçëîæåíèå ñîáûòèÿ íà ñîñòàâëÿþùèå

Ïóñòü èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç P (H1), P (H2), . . . , P (Hn)
è óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P (A | H1), P (A | H2), . . . , P (A | Hn).
Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé ñîñòàâëÿ-
þùèõ åãî ÷àñòåé:

P (A) =
n∑
i=1

P (A ·Hi) =
n∑
i=1

P (Hi) · P (A|Hi). (1.15.)
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Ôîðìóëà (1.15.) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
Âåðîÿòíîñòè P (Hi) íàçûâàþòñÿ äîîïûòíûìè (àïðèîðíûìè) âåðî-
ÿòíîñòÿìè ãèïîòåç.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâåäåí ýêñïåðèìåíò, â ðåçóëüòàòå êî-
òîðîãî íàñòóïèëî ñîáûòèå A . Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ:
êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàííîå ñîáûòèå ïðîèçîøëî â ðåçóëü-
òàòå ðåàëèçàöèè òîé èëè èíîé ãèïîòåçû? Ýòà âåðîÿòíîñòü ðàññ÷è-
òûâàåòñÿ êàê óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü èíòåðåñóþùåé íàñ ãèïîòåçû
ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A.

P (Hi|A) =
P (Hi · A)

P (A)
=

P (Hi) · P (A|Hi)
n∑
i=1

P (Hi) · P (A|Hi)
. (1.16.)

Ôîðìóëà (1.16.) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Áàéåñà. Âåðîÿòíîñòè
P (Hi | A) íàçûâàþòñÿ ïîñëåîïûòíûìè (àïîñòåðèîðíûìè) âåðîÿò-
íîñòÿìè. Çàìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëü â ôîðìóëàõ (1.16.) ñîâïàäàåò ñ
ïðàâîé ÷àñòüþ ôîðìóëû (1.15.). Ôîðìóëû (1.16.) íàçûâàþò òàêæå
ôîðìóëàìè ãèïîòåç.

1.4.1. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 1. Îáñëåäîâàëàñü ãðóïïà èç 10000 ÷åëîâåê â âîçðàñòå
ñâûøå 60 ëåò. Îêàçàëîñü, ÷òî 4000 ÷åëîâåê ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííî
êóðÿùèìè. Ó 1800 êóðÿùèõ îáíàðóæèëèñü ñåðüåçíûå èçìåíåíèÿ
â ëåãêèõ. Ñðåäè íåêóðÿùèõ èçìåíåíèÿ â ëåãêèõ èìåëè 1500 ÷åëî-
âåê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä îáñëåäîâàííûé ÷åëîâåê,
èìåþùèé èçìåíåíèÿ â ëåãêèõ, ÿâëÿåòñÿ êóðÿùèì?

H Ðåøåíèå. Ââåäåì ãèïîòåçû: H1 � îáñëåäîâàííûé ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííî êóðÿùèì, H2 � ÿâëÿåòñÿ íåêóðÿùèì. Òîãäà ïî óñëîâèþ
çàäà÷è

P (H1) =
4000

10000
= 0.4, P (H2) =

6000

10000
= 0.6.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îáñëåäîâàí-
íûé èìååò èçìåíåíèÿ â ëåãêèõ. Òîãäà ïî óñëîâèþ çàäà÷è
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P (A | H1) =
1800

4000
=

9

20
, P (A | H2) =

1500

6000
=

5

20
.

Ïî ôîðìóëå (1.15.) íàõîäèì

P (A) = P (H1)P (A | H1) + P (H2)P (A | H2) =

= 0, 4 · 9

20
+ 0, 6 · 5

20
=

1

20
(3, 6 + 3) =

6, 6

20
= 0.3.

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáñëåäîâàííûé ÷åëîâåê ÿâëÿåòñÿ
êóðÿùèì, ïî ôîðìóëå Áàéåñà ðàâíà

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

0.4 · 9

20
6.6

20

=

=
0.4 · 9

6.6
=

3.6

6.6
=

6

11
= 0.55.

Çàäà÷à 2. Â ïðîäàæó ïîñòóïàþò òåëåâèçîðû òðåõ çàâîäîâ:
30% ñ ïåðâîãî çàâîäà, 20% � ñî âòîðîãî, 50% � ñ òðåòüåãî. Ïðî-
äóêöèÿ ïåðâîãî çàâîäà ñîäåðæèò 20% òåëåâèçîðîâ ñî ñêðûòûì äå-
ôåêòîì, âòîðîãî � 10%, òðåòüåãî � 5%. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïðè-
îáðåñòè èñïðàâíûé òåëåâèçîð?

H Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ: A � ïðèîáðåòåí èñïðàâíûé òåëåâè-
çîð; ãèïîòåçû H1, H2, H3 � òåëåâèçîð ïîñòóïèë â ïðîäàæó ñîîòâåòñòâåííî ñ
ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî çàâîäà. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

P (H1) =
30

100
= 0.3; P (H2) =

20

100
= 0.2; P (H3) =

50

100
= 0.5.

P (A | H1) =
80

100
= 0.8; P (A | H2) =

90

100
= 0.9;

P (A | H3) =
95

100
= 0.95.

Ïî ôîðìóëå (1.15.) íàõîäèì

P (A) = P (H1) · P (A | H1) + P (H2) · P (A | H2) +

+ P (H3) · P (A | H3) =

= 0.3 · 0.8 + 0.2 · 0.9 + 0.5 · 0.95 = 0.895.
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N

Çàäà÷à 3. Èìåþòñÿ òðè îäèíàêîâûõ ïî âèäó ÿùèêà. Â ïåð-
âîì 20 áåëûõ øàðîâ, âî âòîðîì � 10 áåëûõ è 10 ÷åðíûõ øàðîâ,
â òðåòüåì � 20 ÷åðíûõ øàðîâ. Èç íàóãàä âûáðàííîãî ÿùèêà âû-
íóò áåëûé øàð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò øàð èç âòîðîãî
ÿùèêà.

H Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A � âûíóò áåëûé øàð, ãèïîòåçû H1, H2, H3

� øàð âûíóò ñîîòâåòñòâåííî èç ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî ÿùèêà. Èç óñëîâèÿ
çàäà÷è íàõîäèì

P (H1) = P (H2) = P (H3) =
1

3
; P (A | H1) =

20

20
= 1;

P (A | H2) =
10

20
=

1

2
; P (A | H3) =

0

20
= 0.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (1.15.) íàõîäèì

P (A) = P (H1)P (A | H1) + P (H2)P (A | H2) + P (H3)P (A | H3) =
= 1

3
· (1 + 1

2
+ 0) = 1

2

Ïî ôîðìóëå (1.16.) íàõîäèì

P (H2 | A) =
P (H2)P (A | H2)

P (A)
=

1
3
· 1

2
1
2

=
1

3
.

N

Çàäà÷à 4. Òåëåãðàôíîå ñîîáùåíèå ñîñòîèò èç ñèãíàëîâ ¾òî÷-
êà¿ è ¾òèðå¿. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ïåðåäàâàåìûõ ñèãíàëîâ ¾òî÷êà¿
è ¾òèðå¿ âñòðå÷àþòñÿ â ñîîòíîøåíèè 5 : 3.

Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîìåõ òàêîâû, ÷òî èñêàæàþòñÿ â
ñðåäíåì 2/5 ñîîáùåíèé ¾òî÷êà¿ è 1/3 ñîîáùåíèé ¾òèðå¿ (èñêà-
æåíèå ñèãíàëà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ¾òî÷êà¿ ïðèíèìàåòñÿ êàê
¾òèðå¿, à ¾òèðå¿ êàê ¾òî÷êà¿).

Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèíÿò ïåðåäàâàåìûé ñèã-
íàë, åñëè:

à) ïðèíÿò ñèãíàë ¾òî÷êà¿;

á) ïðèíÿò ñèãíàë ¾òèðå¿.
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H Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A � ïðèíÿò ñèãíàë ¾òî÷êà¿, à ñîáûòèå B �
ïðèíÿò ñèãíàë ¾òèðå¿.

Ìîæíî âûäâèíóòü äâå ãèïîòåçû:H1 � ïîñëàí ñèãíàë ¾òî÷êà¿,H2 � ïîñëàí
ñèãíàë ¾òèðå¿. Ïî óñëîâèþ P (H1) : P (H2) = 5 : 3. Êðîìå òîãî, P (H1)+P (H2) = 1.
Ïîýòîìó P (H1) = 5/8, P (H2) = 3/8. Èçâåñòíî, ÷òî

P (A|H1) =
3

5
, P (A|H2) =

1

3
,

P (B|H1) =
2

5
, P (B|H2) =

2

3
.

Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A è B íàõîäèì ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P (A) =
5

8
· 3

5
+

3

8
· 1

3
=

1

2
, P (B) =

5

8
· 2

5
+

3

8
· 2

3
=

1

2
.

Èñêîìûå âåðîÿòíîñòè áóäóò:

à) P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

5

8
· 3

5
1/2

=
3

4
;

á) P (H2|B) =
P (H2)P (B|H2)

P (B)
=

3

8
· 2

3
1/2

=
1

2
.

N

Çàäà÷à 5. Èç 10 êàíàëîâ ðàäèîñâÿçè 6 êàíàëîâ çàùèùåíû îò
âîçäåéñòâèÿ ïîìåõ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàùèùåííûé êàíàë â
òå÷åíèå âðåìåíè t íå âûéäåò èç ñòðîÿ, ðàâíà 0.95, äëÿ íåçàùèùåí-
íîãî êàíàëà � 0.8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàí-
íûå äâà êàíàëà íå âûéäóò èç ñòðîÿ â òå÷åíèå âðåìåíè t, ïðè÷åì
îáà êàíàëà íå çàùèùåíû îò âîçäåéñòâèÿ ïîìåõ.

H Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A � îáà êàíàëà íå âûéäóò èç ñòðîÿ â òå÷åíèå
âðåìåíè t, ñîáûòèå A1 � âûáðàí çàùèùåííûé êàíàë, A2 � âûáðàí íåçàùèùåí-
íûé êàíàë.

Çàïèøåì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé äëÿ îïûòà � {âûáðàíî
äâà êàíàëà}:

Ω = {A1A1, A1A2, A2A1, A2A2}

Ãèïîòåçû:
H1 � îáà êàíàëà çàùèùåíû îò âîçäåéñòâèÿ ïîìåõ;
H2 � ïåðâûé âûáðàííûé êàíàë çàùèùåí, âòîðîé âûáðàííûé êàíàë íå çà-

ùèùåí îò âîçäåéñòâèÿ ïîìåõ;

38



1.4. Ôîðìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è Áàéåñà

H3 � ïåðâûé âûáðàííûé êàíàë íå çàùèùåí, âòîðîé âûáðàííûé êàíàë çà-
ùèùåí îò âîçäåéñòâèÿ ïîìåõ;

H4 � îáà âûáðàííûõ êàíàëà íå çàùèùåíû îò ïîìåõ.
Òîãäà

P (H1) = P (A1A1) =
6

10
· 5

9
=

30

90
; P (A | H1) = 0.95 · 0.95 = 0.9025;

P (H2) = P (A1A2) =
6

10
· 4

9
=

24

90
; P (A|H2) = 0.95 · 0.8 = 0.760;

P (H3) = P (A2A1) =
4

10
· 6

9
=

24

90
; P (A|H3) = 0.8 · 0.95 = 0.760;

P (H4) = P (A2A2) =
4

10
· 3

9
=

12

90
; P (A|H4) = 0.8 · 0.8 = 0.64;

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) +
+ P (H3)P (A|H3) + P (H4)P (A|H4) =

=
30

90
· 0.9025 + 2 · 24

90
· 0.760 +

12

90
· 0.64 =

=
1

90
(30 · 0.9025 + 48 · 0.760 + 12 · 0.64) = 0.7915;

è

P (H4|A) =
P (H4) · P (A|H4)

P (A)
=

1

90
· 12 · 0.64

0.7915
=

1

90
· 7.68

0.7915
= 0.1078.

N

1.4.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Â ãðóïïå èç 10 ýêèïàæåé èìåþòñÿ äâà îòëè÷íûõ,
ïÿòü õîðîøèõ è òðè óäîâëåòâîðèòåëüíûõ. Âåðîÿòíîñòü âûïîëíå-
íèÿ óïðàæíåíèÿ îòëè÷íûì ýêèïàæåì 0.9, õîðîøèì � 0.8; óäîâëå-
òâîðèòåëüíûì � 0.5. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âû-
áðàííûé ýêèïàæ âûïîëíèò óïðàæíåíèå?

Îòâåò: P = 0.73.
Çàäà÷à 2. Ïðèáîð íà áîðòó ñàìîëåòà ìîæåò ðàáîòàòü â äâóõ

ðåæèìàõ: â óñëîâèÿõ íîðìàëüíîãî ïîëåòà è â óñëîâèÿõ ïåðåãðóçêè
ïðè âçëåòå è ïîñàäêå. Íîðìàëüíûé ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ â 80%
âñåãî âðåìåíè ïîëåòà, óñëîâèÿ ïåðåãðóçêè � â 20%. Âåðîÿòíîñòü
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âûõîäà ïðèáîðà èç ñòðîÿ âî âðåìÿ ïîëåòà â íîðìàëüíîì ðåæèìå
ðàâíà 0.1, â óñëîâèÿõ ïåðåãðóçêè � 0.4. Êàêîâà íàäåæíîñòü ïðè-
áîðà âî âðåìÿ ïîëåòà?

Îòâåò: P = 0.16.

Çàäà÷à 3. Èçâåñòíî, ÷òî 5% âñåõ ìóæ÷èí è 0.25% âñåõ æåí-
ùèí � äàëüòîíèêè. Ñëó÷àéíî âûáðàííîå ëèöî ñòðàäàåò äàëüòî-
íèçìîì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí ìóæ÷èíà? Ñ÷èòàòü ðàâíûìè
êîëè÷åñòâî ìóæ÷èí è æåíùèí.

Îòâåò: P = 0.9524.

Çàäà÷à 4. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âî âðåìÿ ðàáîòû ÝÂÌ ïðî-
èçîéäåò êðèòè÷åñêèé ñáîé â àðèôìåòè÷åñêîì óñòðîéñòâå, â îïåðà-
òèâíîé ïàìÿòè è â îñòàëüíûõ óñòðîéñòâàõ, îòíîñÿòñÿ êàê 3:2:5. Âå-
ðîÿòíîñòè èäåíòèôèöèðîâàòü ñáîè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0.8, 0.9,
0.9. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîøåäøèé ñáîé áûë îáíà-
ðóæåí â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè?

Îòâåò: P = 0.2045.

Çàäà÷à 5. Â ïàðòèè 120 ëàìïî÷åê, èç íèõ 70 èçãîòîâëåíû íà
ïåðâîì çàâîäå, 50 � íà âòîðîì. Ïðîäóêöèÿ ïåðâîãî çàâîäà ñîäåð-
æèò 80% ñòàíäàðòíûõ ëàìï, âòîðîãî � 60%. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ A = {íàóäà÷ó âçÿòûå äâå ëàìïî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñòàí-

äàðòíûìè}. Åñëè ñîáûòèå A ïðîèçîøëî, òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî îáå ëàìïî÷êè èçãîòîâëåíû íà ïåðâîì çàâîäå.

Îòâåò: P = 0.513; P = 0.42.

1.5. Ïîâòîðíûå íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ

Ïóñòü ïðîèçâîäÿòñÿ èñïûòàíèÿ, ïðè êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ïî-
ÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èñïûòàíèè íå çàâèñèò îò èñõîäîâ
äðóãèõ èñïûòàíèé. Òàêèå èñïûòàíèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè
îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ A. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåçàâèñèìûå èñ-
ïûòàíèÿ, â êàæäîì èç êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A
îäèíàêîâà. Î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ
çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ èñïûòà-
íèé, äàæå åñëè îíè íå ïîñëåäîâàòåëüíû âî âðåìåíè.
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Ðàññìîòðèì îïûò, ñîñòîÿùèé â ïðîâåäåíèè ñåðèè n íåçàâèñè-
ìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ íåêîòîðîå ñîáûòèå A ìîæåò
ïðîèçîéòè ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ P (A) = p è íå ïðîèçîéòè
ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1− p. Ïîäñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü Pn(m) ñîáûòèÿ:
{Ñîáûòèå A â ñåðèè èç n èñïûòàíèé ïðîèçîøëî ðîâíî m
ðàç}. Òîãäà âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ωi :

{ ñîáûòèå A ïðîèçîøëî ðîâíî m ðàç è íå ïðîèçîøëî n−m
ðàç}

áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáû-
òèé:

p · p · . . . · p · (1− q) · (1− q) · . . . · (1− q) = pm · (1− p)n−m = pm · qn−m.

Ðèñ. 1.12. Ïðèìåð ðåàëèçàöèè ñåðèè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé. Ñâåòëûå òî÷êè� ñîáûòèå

ïðîèçîøëî; òåìíûå òî÷êè � ñîáûòèå íå ïðîèçîøëî

×èñëî òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ωi, ñîñòàâëÿþùèõ èíòå-
ðåñóþùåå íàñ ñîáûòèå, ðàâíî ÷èñëó âñåâîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîÿâëåíèé è íåïîÿâëåíèé (ðèñ. 1.12) ñîáûòèÿ
A, ò.å. ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n ïî m.

Pn(m) = Cm
n p

m(1− p)n−m. (1.17.)

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Áåðíóëëè èëè áèíîìèàëü-
íîé ôîðìóëîé. Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû Áåðíóëëè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îáùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ áèíîìà Íüþòîíà:

(p+ q)n =
n∑
i=0

Cn−i
n pn−iqi. (1.18.)

Ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ôîðìóëû � pn äàåò âåðîÿòíîñòü íàñòóï-
ëåíèÿ ñîáûòèÿ A n ðàç â n îïûòàõ; âòîðîé ÷ëåí � âåðîÿòíîñòü
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íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ (n− 1) ðàç è íåíàñòóïëåíèÿ 1 ðàç è ò.ä.; ïî-
ñëåäíèé ÷ëåí äàåò âåðîÿòíîñòü íåïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A íè â îäíîì
èñïûòàíèè, ò.å.

Pn(n) = pn, Pn(n− 1) = Cn−1
n pn−1q1,

Pn(n− 2) = Cn−2
n pn−2q2, . . . , Pn(0) = qn.

Ôîðìóëà Áåðíóëëè (1.17.) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íå òîëüêî âå-
ðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A ðîâíîm ðàç ïðè n èñïûòàíèÿõ, íî
è âåðîÿòíîñòü P (m1 6 m 6 m2) òîãî, ÷òî ÷èñëî m ïîÿâëåíèé ñîáû-
òèÿ A çàêëþ÷åíî íà íåêîòîðîì îòðåçêå [m1, m2], 0 6 m1 < m2 6 n.
Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü íàõîäèòñÿ êàê ñóììà âåðîÿòíîñòåé íåñîâ-
ìåñòíûõ ñîáûòèé:

Pn(m1 6 m 6 m2) =

m2∑
i=m1

Pn(i). (1.19.)

1.5.1. Íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ

Ôîðìóëà Áåðíóëëè ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, êàêîå ÷èñëî ïîÿâ-
ëåíèé ñîáûòèÿ A â ñåðèè èç n èñïûòàíèé íàèáîëåå âåðîÿòíî.

×èñëî m0 íàçûâàåòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûì, åñëè Pn(m0) >
Pn(m) ïðè âñåõ m, ò.å. ïðè íåêîòîðîì m0 Pn(m) äîñòèãàåò ñâîåãî
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

Íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî m0 îïðåäåëÿåòñÿ èç äâîéíîãî íåðà-
âåíñòâà

np− q 6 m0 6 np+ p, (1.20.)

óñòàíàâëèâàþùåãî äëÿ m0 ãðàíèöû, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà åäè-
íèöó.4

Åñëè ëåâîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå np− q � äðîáíîå, òî äðîáíûì
áóäåò è ïðàâîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò îäíî ÷èñëî
m0; Åñëè np − q � öåëîå, òî np − q + 1 òîæå öåëîå. Â ýòîì ñëó÷àå

4Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàÿ ãðàíèöà np − q = np − (1 − p) = np + p − 1 îòëè÷àåòñÿ îò ïðàâîé íà
åäèíèöó.
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ñóùåñòâóåò äâà íàèáîëåå âåðîÿòíåéøèõ ÷èñëà m0 = np− q è m0 +
1 = np+ p.

1.5.2. Ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà

Ïðè áîëüøèõ n ôîðìóëà Áåðíóëëè ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì
âû÷èñëåíèÿì. Ñôîðìóëèðóåì ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå.

Òåîðåìà 1.5.1. (Òåîðåìà Ïóàññîí). Åñëè ñóùåñòâóåò

lim
n→∞
p→0

np = λ, (1.21.)

òî ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà:

Pn(m) = lim
n→∞
p→0

Cm
n p

m(1− p)n−m =
λm

m!
· e−λ, (1.22.)

ãäå λ = np íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì Ïóàññîíà. Ïðàêòè÷åñêîå èñ-
ïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìóëû äîïóñòèìî ïðè λ 6 10. Ôîðìóëà (1.22.)
òàáóëèðîâàíà. Èç-çà ìàëîñòè p ôîðìóëó Ïóàññîíà èëè ðàñïðåäå-
ëåíèå Ïóàññîíà íàçûâàþò òàêæå çàêîíîì ðåäêèõ ÿâëåíèé.

1.5.3. Ëîêàëüíàÿ è èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìûÌóàâðà�Ëàïëàñà

Åñëè óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû Ïóàññîíà (1.21.) íàðó-
øàåòñÿ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà p 6= 0 è p 6= 1. Ïðè ýòîì
äëÿ ïîäñ÷åòà Pn(m) ïîëüçóþòñÿ ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé
Ìóàâðà�Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 1.5.2. Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà. Ïóñòü
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ðàâíà p
(0<p<1). Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòèõ èñïûòàíèÿõ ñîáû-
òèå A íàñòóïèò ðîâíî m ðàç, ïðèáëèæåííî ðàâíà

Pn(m) =
1
√
npq

ϕ(x(m)), (1.23.)

ãäå
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ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 , x =
m− np
√
npq

, q = 1− p.

Ôóíêöèÿ ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàóññà; îíà ÿâëÿåòñÿ ÷åò-
íîé, ò.å. ϕ(−x) = ϕ(x); äëÿ íå¼ ñîñòàâëåíû ïîäðîáíûå òàáëèöû.

Íà ïðàêòèêå ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé n è íå ñëèøêîì
ìàëîé âåðîÿòíîñòè p âàæíî îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî
ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ A ëåæèò â íåêîòîðûõ ãðàíèöàõ. Ýòó îöåíêó
óñòàíàâëèâàåò
Òåîðåìà 1.5.3. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà�Ëàïëàñà. Åñëè
âåðîÿòíîñòü p íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èñïûòàíèè ïîñòî-
ÿííà, ïðè÷åì 0<p<1, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ïîÿâèòñÿ
â èñïûòàíèÿõ îò m1 äî m2 ðàç, ïðèáëèæåííî ðàâíà

Pn(m1 6 m 6 m2) ≈ Φ(x2)− Φ(x1), (1.24.)

ãäå Φ(x) = 1√
2π

x∫
0
e−

t2

2 dt, x1 = m1−np√
npq , x2 = m2−np√

npq , q = 1− p.

Ôóíêöèÿ Φ(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàïëàñà è ôóíêöèåé
îøèáîê; îíà ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, ò.å. Φ(−x) = −Φ(x); ïðè x >0
ýòà ôóíêöèÿ òàáóëèðîâàíà. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ôîðìóëû (1.23.) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ôîðìóëà îáåñïå÷èâàåò
õîðîøóþ òî÷íîñòü óæå ïðè çíà÷åíèÿõ npq > 10.

Òàêèì îáðàçîì,

Pn(m)
n→∞−→

{
λm

m! e
−λ, n · p = const

1√
npq ·

1√
2π
e−

(m−np)2
2·npq , n · p · q →∞

1.5.4. Îòêëîíåíèå ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ îò åãî âåðî-
ÿòíîñòè

Ïóñòü n � ÷èñëî èñïûòàíèé, p � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñî-
áûòèÿ A â êàæäîì èñïûòàíèè, mn � îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëå-
íèÿ ñîáûòèÿ A. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêëîíåíèå ÷àñòîòû
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ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ ïðè n èñïûòàíèÿõ îò åãî âåðîÿòíîñòè ïî àáñî-
ëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâûøàåò çàäàííîãî ÷èñëà ε, ïðèáëèæåííî

ðàâíà óäâîåííîé ôóíêöèè Ëàïëàñà ïðè x = ε
√

n
pq :

P
(
|m
n
− p| 6 ε

)
≈ Φ(0)− Φ

(
−ε
√
n

pq

)
+ Φ

(
ε

√
n

pq

)
− Φ(0) =

= 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
(1.25.)

1.5.5. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 1. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàåòñÿ 6 ñîîáùåíèé. Êàæäîå
èç ñîîáùåíèé ìîæåò áûòü èñêàæåíî ïîìåõàìè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

1. 4 ñîîáùåíèÿ èç 6 íå èñêàæåíû;

2. Íå ìåíåå 3 èç 6 ïåðåäàíû èñêàæåííûìè;

3. Õîòÿ áû îäíî ñîîáùåíèå èç 6 èñêàæåíî;

4. Íå áîëåå 2 èç 6 íå èñêàæåíû;

5. Âñå ñîîáùåíèÿ ïåðåäàíû áåç èñêàæåíèÿ.

H Ðåøåíèå. Òàê êàê âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ 0.2, òî âåðîÿòíîñòü ïåðå-
äà÷è ñîîáùåíèÿ áåç ïîìåõ � 0.8.

1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áåðíóëëè (1.17.), íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïåðåäà÷è 4 ñî-
îáùåíèé èç 6 áåç ïîìåõ:

P 4
6 = C4

6 · 0.84 · 0.22 =
768

3125
= 0.24576

(n = 6, m = 4, p = 0.8 1− p = 0.2).

2. Íå ìåíåå 3 èç 6 ïåðåäàíû èñêàæåííûìè:

P6(3 6 m 6 6) = P6(3) + P6(4) + P6(5) + P6(6) =

= C3
6 · 0.23 · 0.83 + C4

6 · 0.24 · 0.82 + C5
6 · 0.25 · 0.81 + C6

6 · 0.26 · 0.80 =

=
1

56
(1280 + 240 + 24 + 1) =

1

15625
· 1545 = 0.09888.

45



Ãëàâà 1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ è èõ âåðîÿòíîñòè

3. Õîòÿ áû îäíî ñîîáùåíèå èç 6 èñêàæåíî:

P6(1 6 m 6 6) = P6(1) + P6(2) + P6(3) + P6(4) + P6(5) + P6(6) =

= 1− P6(0) = 1− C0
6 · 0, 20 · 0, 86 =

= 1− 4096

15625
=

11529

15625
= 0, 737856.

4. Íå áîëåå äâóõ èç øåñòè èñêàæåíî:

P6(0 6 m 6 2) = P6(0) + P6(1) + P6(2) =

= C0
6 · 0.26 · 0.80 + C1

6 · 0.25 · 0.81 + C2
6 · 0.24 · 0.82 =

=
1

56
(1 + 24 + 240) =

256

15625
= 0.01696.

5. Âñå ñîîáùåíèÿ ïåðåäàíû áåç èñêàæåíèÿ:

P6(6) = C6
6 · 0.86 · 0.20 = 1 ·

(
4

5

)6

=
4096

15625
= 0.26144.

N

Çàäà÷à 2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ëåòîì äåíü áóäåò ÿñíûì,
ðàâíà 0.42; âåðîÿòíîñòü ïàñìóðíîãî äíÿ ðàâíà 0.36 è ïåðåìåííîé
îáëà÷íîñòè � 0.22. Ñêîëüêî äíåé èç 59 ìîæíî îæèäàòü ÿñíûõ è
ïàñìóðíûõ?

H Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è âèäíî, ÷òî íàäî èñêàòü íàèáîëåå âåðî-
ÿòíîå ÷èñëî ÿñíûõ è ïàñìóðíûõ äíåé.

Äëÿ ÿñíûõ äíåé p = 0.42, n = 59. Ñîñòàâëÿåì íåðàâåíñòâà (1.20.):

59 · 0.42 + 0.42− 1 ≤ m0 ≤ 59 · 0.42 + 0.42.

Îòñþäà
24.2 6 mo 6 25.2⇒ mo = 25.

Äëÿ ïàñìóðíûõ äíåé p = 0.36, n = 59 è

0.36 · 59 + 0.36− 1 6 M0 6 0.36 · 59 + 0.36;

Ñëåäîâàòåëüíî, 20.60 6 M0 6 21.60; ⇒M0 = 21.
Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëåå âåðîÿòíîå ÷èñëî ÿñíûõ äíåé m0 =25, ïàñìóðíûõ

äíåé � M0 = 21. Òîãäà ëåòîì ìîæíî îæèäàòü m0 + M0 =46 ÿñíûõ è ïàñìóðíûõ
äíåé. N

Çàäà÷à 3. Íà ëåêöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèñóòñòâóåò
110 ñòóäåíòîâ êóðñà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
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1. k ñòóäåíòîâ (k = 0,1,2) èç ïðèñóòñòâóþùèõ ðîäèëèñü ïåðâîãî
ñåíòÿáðÿ;

2. Õîòÿ áû îäèí ñòóäåíò êóðñà ðîäèëñÿ ïåðâîãî ñåíòÿáðÿ.

H Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü ðîäèòüñÿ 1 ñåíòÿáðÿ ëþáîìó ñòóäåíòó êóðñà
p = 1

365
î÷åíü ìàëà, ïîýòîìó èñïîëüçóåì ôîðìóëó Ïóàññîíà (1.22.). Íàéäåì

ïàðàìåòð Ïóàññîíà. Òàê êàê n = 110, òî λ = np = 110 · 1
365

= 0.3.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà Pn(k) = λk

k!
e−λ:

P110(k = 0) =
λ0

0!
e−0.3 = 0.740818;

P110(k = 1) =
λ1

1!
e−0.3 = 0.3 · e−0.3 = 0.222245;

P110(k = 2) =
λ2

2!
e−0.3 =

0.32 · e−0,3

2
= 0.033337;

P110(k > 1) = 1− P110(0) = 1− 0.740818 = 0.259182.

N

Çàäà÷à 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëü íå ñòàíäàðòíàÿ, ðàâ-
íà 0.1. Ñêîëüêî äåòàëåé íóæíî îòîáðàòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ
P = 0.964228 ìîæíî áûëî óòâåðæäàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà
ïîÿâëåíèÿ íåñòàíäàðòíûõ äåòàëåé îòêëîíÿåòñÿ îò ïîñòîÿííîé âå-
ðîÿòíîñòè p = 0.1 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå, ÷åì íà 0.01?

H Ðåøåíèå.

Òðåáóåìîå ÷èñëî n íàéäåì ïî ôîðìóëå (1.25.). Èìååì: p = 1.1; q = 0.9; P =
0.96428. Ïîäñòàâèì äàííûå â ôîðìóëó:

2Φ

(
0.01

√
n

0.1 · 0.9

)
= 0.96428.

Îòêóäà íàõîäèì

Φ

(
0.01

√
n

0.09

)
= 0.48214.

Ïî òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíêöèè Φ(x) íàõîäèì, ÷òî 0.48214 = Φ(2.1) èëè
0.01

√
n

0.09
= 2.1⇒ n = 2102 · 0.09 = 3969. N

Çàäà÷à 5. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ çà âðåìÿ Ò îäíîãî
êîíäåíñàòîðà ðàâíà 0.2. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðå-
ìÿ Ò èç 100 êîíäåíñàòîðîâ âûéäóò èç ñòðîÿ:
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1. Ðîâíî 10 êîíäåíñàòîðîâ;

2. Íå ìåíåå 20 êîíäåíñàòîðîâ;

3. Ìåíåå 28 êîíäåíñàòîðîâ;

4. Îò 14 äî 26 êîíäåíñàòîðîâ.

H Ðåøåíèå. Èìååì n = 100, p = 0.2, q = 1 � p = 0.8.

1. Ðîâíî 10 êîíäåíñàòîðîâ.

Òàê êàê n âåëèêî, âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíîé òåîðåìîé Ìóàâðà � Ëàïëàñà:

Pn(m) = 1√
npq
ϕ(x), ãäå ϕ(x) = 1√

2π
e−

x2

2 .

Âû÷èñëèì x = m−np√
npq

= 10−100·0,2√
100·0,8·0,2 = 10−20

4
= −2, 5,

√
npq = 4. Òàê êàê ôóíê-

öèÿ ϕ(x) � ÷åòíàÿ, òî ϕ(−2, 5) = ϕ(2, 50) = 0, 0175 (íàõîäèì ïî òàáëèöå
çíà÷åíèé ôóíêöèè ϕ(x)). Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

P100(10) =
1

4
· 0, 0175 = 0, 004375.

2. Íå ìåíåå 20 êîíäåíñàòîðîâ.

Òðåáîâàíèå, ÷òîáû èç 100 êîíäåíñàòîðîâ èç ñòðîÿ âûøëè íå ìåíåå 20, îçíà-
÷àåò, ÷òî èç ñòðîÿ âûéäóò ëèáî 20, ëèáî 21, . . . , ëèáî 100. Òàêèì îáðàçîì,
m1 = 20, m2 =100. Òîãäà

x1 =
m1 − np√

npq
=

20− 100 · 0.2
4

= 0,

x2 =
m2 − np√

npq
=

100− 20

4
= 20.

Ïî òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíêöèè Φ(x) íàéäåì Φ(x1) = Φ(0) = 0, Φ(x2) =
Φ(20) = 0.5. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü:

P100(20 ≤ m ≤ 100) = Φ(x2)− Φ(x1) = 0.5.

3. Ìåíåå 28 êîíäåíñàòîðîâ.

0 6 m 6 27. Òîãäà x1 = 0−20
4

= −5, x2 = 27−20
4

= 7
4

= 1, 75. P100(0 6 m 6
27) ≈ Φ(1.75)− Φ(−5) = Φ(1.75) + Φ(5) = 0.45994 + 0.5 = 0.95994

(çäåñü áûëî ó÷òåíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàïëàñà Ô(x) � íå÷åòíàÿ).
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4. Îò 14 äî 26 êîíäåíñàòîðîâ. Ïî óñëîâèþ m1= 14, m2 = 26. Âû÷èñëèì x1,
x2 :

x1 =
14− 20

4
= −6

4
= −1, 5; x2 =

26− 20

4
=

6

4
= 1.5.

Òîãäà P100(14 6 m 6 26) ≈ Φ(1.5) − Φ(−1, 5) = 2Φ(1.5) = 2 · 0.4319 =
0.86638.

N

Çàäà÷à 6. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ â îä-
íîì îïûòå ðàâíà 0.6. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòî ñîáûòèå ïîÿâèò-
ñÿ â áîëüøèíñòâå èç 60 îïûòîâ?

H Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî m ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ â ñåðèè èñïûòàíèé íàõî-
äèòñÿ â ïðîìåæóòêå [0; 60]. ¾Â áîëüøèíñòâå îïûòîâ¿ îçíà÷àåò, ÷òî m ∈ [30, 60.]
Ïî óñëîâèþ n = 60, p = 0.6, q = 0.4, m1 = 30, m2 = 60. Âû÷èñëèì x1 è x2:

x1 =
m1 − np√

npq
=

30− 60 · 0.6√
60 · 0.6 · 0.4

=
−6√
14.4

= −1.581,

x2 =
m2 − np√

npq
=

60− 60 · 0.6√
14.4

= 6.324.

Òîãäà

P60(30 6 m 6 60) = Φ(x2)− Φ(x1) =

= Φ(6.324)− Φ(−1.581) = Φ(6.324) + Φ(1.581) =

= 0.5 + 0.44295 = 0.94295.

N

1.5.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Îòäåë òåõíè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ïðîâåðÿåò èçäåëèÿ
íà ñòàíäàðòíîñòü. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå ñòàíäàðòíîå, ðàâ-
íà 0.9. Íà ïðîâåðêó âçÿòî 5 èçäåëèé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

1. Ðîâíî äâà èçäåëèÿ ñòàíäàðòíûå;

2. Âñå èçäåëèÿ íåñòàíäàðòíûå;

3. Íå ìåíåå äâóõ èçäåëèé ñòàíäàðòíûå.
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Îòâåò: p1 = 0.0081; p2 = 0.00001; p3 = 0.99954.

Çàäà÷à 2. Ñòàíîê-àâòîìàò øòàìïóåò äåòàëè. Èçâåñòíî, ÷òî â
ñðåäíåì íà 1000 äåòàëåé ïðèõîäèòñÿ 4 áðàêîâàííûõ. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî,÷òî ñðåäè 50 âçÿòûõ íàóäà÷ó äåòàëåé:

1. 2 áðàêîâàííûõ;

2. Íåò áðàêîâàííûõ äåòàëåé.

Îòâåò: p1 = 0.016375; p2 = 0.818731.

Çàäà÷à 3. Èìååòñÿ 100 ñòàíêîâ îäèíàêîâîé ìîùíîñòè, ðàáî-
òàþùèõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà â îäèíàêîâîì ðåæèìå, ïðè êîòî-
ðîì ïðèâîä îêàçûâàåòñÿ âêëþ÷åííûì â òå÷åíèå 0.8 âñåãî ðàáî÷åãî
âðåìåíè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðîèçâîëüíî âçÿòûé ìî-
ìåíò âðåìåíè îêàæóòñÿ âêëþ÷åííûìè:

1. Îò 70 äî 86 ñòàíêîâ;

2. Ðîâíî 80 ñòàíêîâ.

Îòâåò: p1 = 0.92698; p2 = 0.0997.

Çàäà÷à 4. Ñîáûòèå B íàñòóïàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîáûòèå
A ïîÿâèòñÿ íå ìåíåå òðåõ ðàç. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëå-
íèÿ ñîáûòèÿ B, åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A ïðè îäíîì
èñïûòàíèè ðàâíà 0.3 è ïðîèçâåäåíî:

à) ïÿòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé;

á) ñåìü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé.

Îòâåò: à) 0.163; á) 0.353.

Çàäà÷à 5. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà ëîòåðåéíûé áèëåò âûïàë
âûèãðûø, òî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âûèãðûøåì áóäåò âåëîñèïåä
èëè ñòèðàëüíàÿ ìàøèíà, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0.03 è 0.02. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ïðåäìåòîâ íà 10
âûèãðàâøèõ áèëåòîâ, âûáðàííûõ èç ðàçíûõ ñåðèé.

Îòâåò: p = 0.4.
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Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû
ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé.

2. Êàêèå ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó íåñîâìåñòíûõ ñîáû-
òèé?

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ïîëíûõ ãðóïï ñîáûòèé.

4. Êàêîå ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ ñóììîé (îáúåäèíåíèåì) íåñêîëü-
êèõ ñîáûòèé?

5. Êàêîå ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì (ïåðåñå÷åíèåì, ñîâ-
ìåùåíèåì) ñîáûòèé?

6. ×òî íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ è êàêîâû åå ñâîéñòâà?

7. Ñôîðìóëèðóéòå êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáû-
òèÿ. Â êàêèõ ïðåäåëàõ èçìåíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ?

8. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåñîâ-
ìåñòíûõ ñîáûòèé.

9. ×åìó ðàâíà ñóììà âåðîÿòíîñòåé íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé, îáðà-
çóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó?

10. Êàêàÿ âåðîÿòíîñòü íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ?

11. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè?

12. Ñôîðìóëèðóéòå òåîðåìó óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è ñëåä-
ñòâèÿ èç íåå.

13. Êàê ñëåäóåò âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ õîòÿ áû îäíî-
ãî èç íåñêîëüêèõ ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé?

14. Äîêàæèòå ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

15. Âûâåäèòå ôîðìóëó âåðîÿòíîñòåé ãèïîòåç (Áàéåñà).
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16. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà ïîëíîé âå-
ðîÿòíîñòè?

17. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà Áàéåñà?

18. Ïðè ðåøåíèè êàêèõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà Áåðíóëëè?

19. Êàêèå èçìåíåíèÿ íàäî ââåñòè â ôîðìóëó Áåðíóëëè, åñëè ÷èñ-
ëî èñõîäîâ â èñïûòàíèÿõ áîëüøå äâóõ?

20. Äàéòå îïðåäåëåíèå íàèâåðîÿòíåéøåãî ÷èñëà ïðè ïîâòîðíûõ
èñïûòàíèÿõ è ïðèâåäèòå ïðàâèëî åãî âû÷èñëåíèÿ.

21. Ñôîðìóëèðóéòå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà â ñõåìå Áåðíóëëè.

22. Êîãäà ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ëîêàëüíóþ è èíòåãðàëüíóþ òåîðå-
ìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà?
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Ãëàâà 2.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ

ðàñïðåäåëåíèÿ

2.1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íà ïðàêòèêå, ðåçóëüòàòû ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà ÷àùå âñå-
ãî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ÷èñëîâîé ôîðìå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåçóëü-
òàò ñëó÷àéíîãî ýêñïåðèìåíòà � ¾ñëó÷àéíîå ñîáûòèå¿. ×òîáû
ñâÿçàòü ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ââîäÿò íîâîå ïîíÿòèå � ¾ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà¿. Ïî ñóòè äåëà � ýòî ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà
ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé {ωi ∈ Ω} ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé â
< èëè <n.

Ïîëàãàþò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ
ïðèíèìàåò òî èëè èíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå, çàðàíåå íåèçâåñòíîå
è çàâèñÿùåå îò ñëó÷àéíûõ îáñòîÿòåëüñòâ.

Ñ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ ¾ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà¿ ðàñøèðÿåòñÿ
ïîíÿòèå ¾ñëó÷àéíîå ñîáûòèå¿ � òåïåðü ïîä ñëó÷àéíûì ñîáûòè-
åì ïîíèìàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ïðèíÿëà çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå íåêî-
òîðîìó êîíå÷íîìó èëè áåñêîíå÷íîìó ÷èñëîâîìó ìíîæåñòâó.1

Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äâà âèäà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: äèñ-
êðåòíûå è íåïðåðûâíûå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé,
åñëè îíà ïðèíèìàåò êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.

Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïèñàíèè
èçìåðåíèé, ïðèíèìàþùèõ öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ: ÷èñëî äåôåêò-

1¾ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà¿ � ïîíÿòèå áîëåå åìêîå, ÷åì ïðåæíåå ïîíÿòèå ¾ñëó÷àéíîå ñî-

áûòèå¿. Åå ââåäåíèå ïîçâîëÿåò îáîéòèñü áåç îïèñàíèÿ Ω, îòâå÷àþùåãî äàííîìó ýêñïåðèìåíòó.
Âåäü ÷àñòî ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îïèñàòü î÷åíü ñëîæíî, à ïåðå÷èñëèòü âñå ωi íå
âñåãäà è âîçìîæíî.
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íûõ èçäåëèé, ÷èñëî òåëåôîííûõ âûçîâîâ, ÷èñëî íåèñïðàâíîñòåé â
ïðèáîðå è ò.ä. è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x1, x2, x3, ..., xn.

Äëÿ íåêîòîðûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÷èñëî âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèé, ïðèíèìàåìûõ ýòîé âåëè÷èíîé, áûâàåò íàñòîëüêî âåëèêî, ÷òî
óäîáíåå ïðåäñòàâëÿòü èõ â âèäå íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, êîòîðûå ïðèíèìàþò ëþáîå çíà÷åíèå â íåêîòîðîì èíòåðâà-
ëå, íàïðèìåð, ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàáîòû ýëåêòðè÷åñêîé ëàìïû2,
äàëüíîñòü ïîëåòà ñíàðÿäà, óðîâåíü âîäû â ïîëîâîäüå è ò.ä. Íèæå
ìû äàäèì äðóãîå, áîëåå ñòðîãîå, îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû.

2.1.1. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû

Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåîá-
õîäèìî:

� Óêàçàòü âñå å¼ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ.

� Çàäàòü âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè ïðèíèìàþòñÿ ýòè çíà÷åíèÿ.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè äèñêðåòíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðîÿòíîñòÿìè íàçû-
âàåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Óäîáåí òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ: â
ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû óêàçûâàþò çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
âî âòîðîé ñòðîêå � âåðîÿòíîñòè ýòèõ çíà÷åíèé.

X x1 x2 . . . xi . . . xn . . .
P P1 P2 . . . Pi . . . Pn . . .

Òàáëèöà 2.1. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

2Ñðîê ñëóæáû ýëåêòðè÷åñêîé ëàìïî÷êè � ïðèìåð ñìåøàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: åå çíà÷å-
íèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü îäíî äèñêðåòíîå, ðàâíîå íóëþ çíà÷åíèå, è ëþáûå çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà
(0, ∞).
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Ýòó òàáëèöó íàçûâàþò ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû. Òàê êàê äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îáÿ-
çàòåëüíî ïðèìåò îäíî èç ñâîèõ çíà÷åíèé xi, òî ñîáûòèÿ {X = xi}
îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
íîðìèðîâêè

∞∑
i=1

pi = 1. (2.1.)

Ïîëàãàþò, ÷òî x1 < x2 < x3 < · · · < xi < xi+1 · · · .

2.1.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, èëè èíòåãðàëüíîé
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX íàçûâàåòñÿ âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò çíà÷åíèÿ, ìåíü-
øèå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ x, ãäå x � ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî:

F (x) = P (X < x) . (2.2.)

Äàííîå îïðåäåëåíèå ïîäõîäèò êàê äëÿ äèñêðåòíûõ, òàê è äëÿ
íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñâîéñòâà F (x):

1. Çíà÷åíèÿ F (x) ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0, 1], ò.å.

0 6 F (x) 6 1.

2. F (x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ò.å.

(x1 < x2)⇒ F (x1) 6 F (x2).

3. F (x) � íåïðåðûâíàÿ ñëåâà â êàæäîé òî÷êå x0, ò.å. ñóùåñòâóåò
F (x0) è ñóùåñòâóåò ëåâîñòîðîííèé ïðåäåë:

F (x0) = lim
x→x0−0

F (x).
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4. Ïðè ëþáîì x0 ñóùåñòâóåò ïðàâîñòîðîííèé ïðåäåë, íåîáÿçà-
òåëüíî ñîâïàäàþùèé ñ ëåâîñòîðîííèì:

lim
x→x0+0

F (x) = P (x 6 x0).

Ôóíêöèÿ F (x) ìîæåò èìåòü ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà,
ïðè÷åì â ñèëó ìîíîòîííîñòè F (x) è íåðàâåíñòâà 06 F (x) 61
òàêèõ ñêà÷êîâ êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.

5.

lim
x→−∞

F (x) = 0⇐⇒ { Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå},

lim
x→+∞

F (x) = 1⇐⇒ { Äîñòîâåðíîå ñîáûòèå} (2.3.)

6. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïîïàä¼ò íà ïîëó-
èíòåðâàë [a, b) ðàâíà ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ â òî÷êàõ b è a:

P (a 6 x < b) = F (b)− F (a) (2.4.)

Çàìå÷àíèå. Åñëè F (x) íåïðåðûâíà â òî÷êå a è a = b, òî
P (X ∈ [a, b]) = P (X = a) = F (b) − F (a) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
íåïðåðûâíîé â òî÷êå ôóíêöèè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà îòðåçîê
ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ íà èíòåðâàë.

Ïóñòü äàíà äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

X = {x1, x2, . . . , xn}.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè F (x), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè xi−1 <
x 6 xi

F (x) = P1 + P2 + · · ·+ Pi−1 =
i−1∑
i=1

Pi. (2.5.)

Â òî÷êå xi F (x) èìååò ñêà÷îê

Pi = P (X = xi) = F (xi + 0)− F (xi).
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Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé, â òî÷êàõ ðàçðûâà
xi èìååò ñêà÷êè Pi è íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êàõ ðàçðûâà xi.

Ðèñ. 2.1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íîé, åñëè åå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà.

2.1.3. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü F(x) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èëè äèôôåðåíöèàëüíîé ôóíêöè-
åé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

f(x) =
dF

dx
= F ′(x). (2.6.)

Óêàæåì âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë dF (x):

dF (x) = f(x)dx ≈ F (x+ dx)− F (x) = P (x ∈ (x, x+ dx)) .

Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà áåñêîíå÷íî ìàëûé
ïðîìåæóòîê îò x äî x+ dx.
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Ñâîéñòâà f(x):

f(x) > 0, ò.å. íå îòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ; (2.7.)

P (a 6 x < b) = F (b)− F (a) =

b∫
a

f(x)dx; (2.8.)

+∞∫
−∞

f(x)dx = 1; (óñëîâèå íîðìèðîâêè); (2.9.)

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt. (2.10.)

2.1.4. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äàíà òàáëèöà, ãäå â âåðõíåé ñòðîêå óêàçàíû âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, à â íèæíåé � èõ âåðî-
ÿòíîñòè.

X 1 2 3 4 5

P 1/4 1/8 1/4 1/8 1/4

Ìîæåò ëè ýòà òàáëèöà áûòü ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ X?
H Ðåøåíèå. Äà, òàê êàê p1 + p2 + p3 + p4 + p5 = 1. N

Çàäà÷à 2. Âûïóùåíî 500 ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ, ïðè÷åì 40 áè-
ëåòîâ ïðèíåñóò èõ âëàäåëüöàì âûèãðûø ïî 10000 ðóá., 20 áèëå-
òîâ � ïî 50000 ðóá., 10 áèëåòîâ � ïî 100000 ðóá., 5 áèëåòîâ �
ïî 200000 ðóá., 1 áèëåò � 500000 ðóá., îñòàëüíûå � áåç âûèãðû-
øà. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøà äëÿ âëàäåëüöà îäíîãî
áèëåòà.

H Ðåøåíèå.

Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ X: x5 = 10000, x4 = 50000, x3 = 100000, x2 =
200000, x1 = 500000, x6 = 0. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé:

P (x1 = 500000) =
1

500
= 0.002; P (x2 = 200000) =

5

500
= 0.01

P (x3 = 100000) =
10

500
= 0.02; P (x4 = 50000) =

20

500
= 0.04;

P (x5 = 10000) =
40

500
= 0.08; P (x6 = 0) =

424

500
= 0.848.
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Èñêîìûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ:

X 500000 200000 100000 50000 10000 0
∑6

i=1 pi
p 0.002 0.01 0.02 0.04 0.08 0.848 1

N

Çàäà÷à 3. Ñòðåëîê, èìåÿ 5 ïàòðîíîâ, ñòðåëÿåò äî ïåðâîãî
ïîïàäàíèÿ â öåëü. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå
ðàâíà 0.7. Ïîñòðîèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà èñïîëüçîâàííûõ
ïàòðîíîâ, íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïîñòðîèòü åå ãðà-
ôèê, íàéòè P (2 < x < 5).

H Ðåøåíèå.

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îïûòà

Ω = {1, 01, 001, 0001, 00001, 00000},

ãäå ñîáûòèå {1} � ïîïàë â öåëü, ñîáûòèå {0} � íå ïîïàë â öåëü. Ýëåìåíòàð-
íûì èñõîäàì ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÷èñëà
èñïîëüçîâàííûõ ïàòðîíîâ: 1, 2, 3, 4, 5. Òàê êàê ðåçóëüòàò êàæäîãî ñëåäóþùå-
ãî âûñòðåëà íå çàâèñèò îò ïðåäûäóùåãî, òî âåðîÿòíîñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé:

p1 = P (x1 = 1) = P (1) = 0.7; p2 = P (x2 = 2) = P (01) = 0.3 · 0.7 = 0.21;

p3 = P (x3 = 3) = P (001) = 0.32 · 0.7 = 0.063;

p4 = P (x4 = 4) = P (0001) = 0.33 · 0.7 = 0.0189;

p5 = P (x5 = 5) = P (00001 + 00000) = 0.34 · 0.7 + 0.35 = 0.0081.

Èñêîìûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ:

X 1 2 3 4 5
∑5

i=1 Pi
P 0.7 0.21 0.063 0.0189 0.0081 1

Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (2.5.):

x 6 1, F (x) = P (X < x) = 0

1 < x 6 2, F (x) = P (X < x) = P1(X1 = 1) = 0.7

2 < x 6 3, F (x) = P1(X = 1) + P2(x = 2) = 0.91

3 < x 6 4, F (x) = P1(x = 1) + P2(x = 2) + P3(x = 3) =

= 0.7 + 0.21 + 0.063 = 0.973

4 < x 6 5, F (x) = P1(x = 1) + P2(x = 2) + P3(x = 3) +

+P4(x = 4) = 0.973 + 0.0189 = 0.9919

x > 5, F (x) = 1
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Ðèñ. 2.2. Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3

Íàéäåì P (2 < x < 5). Ïðèìåíèì ôîðìóëó (2.4.):

P (2 < x < 5) = F (5)− F (2) = 0.9919− 0.91 = 0.0819.

N

Çàäà÷à 4. Äàíà F (x) íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

F (x) =



0, x 6 0
11/25, 0 < x 6 1
19/25, 1 < x 6 2
22/25, 2 < x 6 3
24/25, 3 < x 6 4

1, x > 4

Çàïèñàòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ X.
H Ðåøåíèå. Èç ñâîéñòâ F (x) ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû X � òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè F (x), à ñîîòâåòñòâóþùèå èì
âåðîÿòíîñòè � ñêà÷êè ôóíêöèè F (x). Íàõîäèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X = {0, 1, 2, 3, 4}.

Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ
X 0 1 2 3 4
P 11/25 8/25 3/25 2/25 1/25
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Ðèñ. 2.3. Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 4

N

Çàäà÷à 5. Óñòàíîâèòü, êàêàÿ èç ôóíêöèé

F1(x) =

{
ex, x 6 0
1 , x > 0

èëè F2(x) =


0, x 6 0
−x2 + 1, 0 < x 6 1
1, x > 1

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû.

Â ñëó÷àå óòâåðäèòåëüíîãî îòâåòà, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà
[−3, 2].

H Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé F1(x) è F2(x):

Ôóíêöèÿ F2(x) íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê íå ÿâëÿåò-
ñÿ íåóáûâàþùåé. Ôóíêöèÿ F1(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(2.3.). Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ íà ïðîìåæóòîê:

P (−3 6 X 6 2) = F (2)− F (−3) = 1− e−3 = 1− 1

e3
= 0.95021.
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N

Çàäà÷à 6. Äàíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íåïðåðûâíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X:

f(x) =

{
Cx2e−x, ïðè x > 0

0, ïðè x < 0

Íàéòè:

1. Êîýôôèöèåíò C;

2. Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);

3. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â èíòåðâàë (1, 3).

H Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (2.9.)íàõîäèì

1 =

∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ 0

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

0

f(x)dx =

= 0 + C

∫ +∞

0

x2e−xdx = C lim
a→+∞

∫ a

0

x2e−xdx =

= C lim
a→∞

[
2− a2 + 2a+ 2

ea

]
= 2C ⇒ C =

1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x) =

{
1
2
x2e−x, x > 0

0, x < 0

Ïî ôîðìóëå (2.10.) íàõîäèì:

x < 0 : F (x) =

∫ x

−∞
f(x)dx = 0, òàê êàê f(x) = 0.

x > 0 : F (x) =

∫ x

−∞
f(x)dx =

∫ 0

−∞
f(x)dx+

∫ x

0

f(t)dt =

= 0 +

∫ x

0

f(t)dt = (1/2)

∫ x

0

t2e−tdt =

= (1/2)

[
−t

2 + 2t+ 2

et

]x
0

=

=
1

2

[
−x

2 + 2x+ 2

ex
+ 2

]
= 1− x2 + 2x+ 2

2ex
.

Òàêèì îáðàçîì,

F (x) =

{
1− x2+2x+2

2ex
, ïðè x > 0

0, ïðè x < 0
.
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Ïî ôîðìóëå (2.4.) íàõîäèì

P (1 < x < 3) = F (3)− F (1) = 0.9197− 0.3983 = 0.5214.

N

Çàäà÷à 7. Ñëó÷àéíîå âðåìÿ ïðîñòîÿ ðàäèîýëåêòðîííîé àï-
ïàðàòóðû â ðÿäå ñëó÷àåâ èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

f(x) =
M

xσ
√

2π
exp(−(lg x− lg x0)

2

2σ2 ),

ãäå M = lge = 0.4343 . . .
Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
H Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå (2.10.) íàõîäèì

F (x) =
x∫
−∞

M
xσ
√

2π
exp(− (lg x−lg x0)2

2σ2 )dx =

= M
σ

√
2π
∫ x
−∞ exp(− (lg x−lg x0)2

2σ2 )dx
x

=

=

∣∣∣∣∣∣
lg x−lg x0

σ
= t

dt = 1
σ
(lg x)′dx = 1

σ
· 1
x

lg e · dx = M
σ
· dx
x

;
dx
x

= M
σ
dt = d

(
lg x−lg x0

σ

)
· M
σ

∣∣∣∣∣∣ =

=
M · σ

σ
√

2π ·M

tB∫
−∞

e−
1
2
t2dt =

1√
2π

tB∫
−∞

e−
t2

2 dt,

ãäå

tB =
lg x− lg x0

σ
.

N

2.1.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Óðíà ñîäåðæèò 10 ÷åðíûõ è 15 êðàñíûõ ìÿ÷åé.
Íàóäà÷ó âûíèìàþòñÿ äâà ìÿ÷à. Ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
÷èñëà èçâëå÷åííûõ ÷åðíûõ ìÿ÷åé; íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F(x) è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê.

Îòâåò: F (x) =


0, x 6 0
0.35, 0 < x 6 1
0.85, 1 < x 6 2
1, x > 2

x 0 1 2

p 0.35 0.5 0.15
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Çàäà÷à 2. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè F (x) è ñîñòàâèòü ðÿä
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

F (x) =


0, x 6 −1

0.2, −1 < x 6 2
0.5, 2 < x 6 3
0.6, 3 < x 6 4
1, x > 4

.

Îòâåò:
x −1 2 3 4

p 0.2 0.3 0.1 0.4
Çàäà÷à 3. Óñòàíîâèòü, êàêàÿ èç ôóíêöèé

F1(x) =


0, x 6 0

x− 1
4x

2, 0 < x 6 2
1, x > 2

èëè

F2(x) =


ex, x 6 0
e−x, 0 < x 6 1

1, x > 1

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû.

Îòâåò: ïåðâàÿ.

Çàäà÷à 4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ âèäà:

f(x) =


0, x < −2

A√
4−x2

, −2 6 x 6 2

0, x > 2

.

Íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà A, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x); è
P (1 6 x 6 2).

Îòâåò: A = 1/π; F (x) =


0, x < −2
1
π

(
arcsin x

2 + π
2

)
, −2 6 x 6 2

1, x > 2
;

P (1 6 x 6 2) = 1/3.
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Çàäà÷à 5. Êàêèå èç ôóíêöèé

F1(x) =


0, x 6 4
0, 8x− 3.2, 4 < x 6 5.25
1, x > 5.25

èëè

F2(x) =


0. x 6 0
0.5x− 1, 0 < x 6 4
1, x > 4

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X. Â ñëó÷àå óòâåðäèòåëüíîãî îòâåòà íàéòè ôóíêöèþ ïëîòíî-
ñòè âåðîÿòíîñòè f(x) è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [3, 5].

Îòâåò: F1(x); P = 0.8; f1(x) =


0, x 6 4
0.8, 4 < x 6 5.25
1, x > 5.25

.

2.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè â ñæàòîé ôîðìå âûðàæàþò íàèáî-
ëåå ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû.

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé è åå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ íà ïðàêòèêå. Ñ
èõ ïîìîùüþ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îáëåã÷àåòñÿ ðåøåíèå âåðî-
ÿòíîñòíûõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì ëèøü âàæíåéøèå ÷èñëîâûå õàðàê-
òåðèñòèêè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ôîðìó ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîëî-
æåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

2.2.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ïóñòü äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ñâîèì ðÿäîì

ðàñïðåäåëåíèÿ :
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X x1 x2 x3 . . . xn . . .

p p1 p2 p3 . . . pn . . .

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

mX = M [X] =
∞∑
i=1

xipi, (2.11.)

åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Åñëè ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî
ãîâîðÿò, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íå èìååò êîíå÷íî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Åñëè ÷èñëî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êîíå÷íî è ðàâíî n,
òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî êîíå÷íîé ñóììå:

mX = M [X] =
n∑
i=1

xipi. (2.12.)

Âûÿñíèì âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïóñòü ïðîâåäåíî n îïûòîâ, â êîòîðûõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X
ïðèíÿëà m1 ðàç çíà÷åíèå x1, m2 ðàç çíà÷åíèå x2, . . . , mk ðàç çíà-
÷åíèå xk, ïðè÷åì m1 +m2 + · · ·+mk = n. Òîãäà ñðåäíåå àðèôìåòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå x âñåõ çíà÷åíèé ðàâíî

x =
x1m1 + x2m2 + . . .+ xkmk

n
= x1

m1

n
+ x2

m2

n
+ . . .+ xk

mk

n
=

= x1p1 ∗+x2p2 ∗+ . . .+ xkpk∗,

ãäå pi∗ =
mi

n
� îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà çíà÷åíèÿ xi.

Åñëè ÷èñëî îïûòîâ äîñòàòî÷íî âåëèêî, òî îòíîñèòåëüíàÿ ÷à-
ñòîòà ïðèáëèæåííî ðàâíà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðèáëèæåííî ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìå-
òè÷åñêîìó íàáëþäàåìûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Âûÿñíèì ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñ-
êðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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Ïóñòü âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
x1, x2, . . . , xn ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ ìàñ-
ñàìè p1, p2, . . . , pn, ðàñïîëîæåííûõ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ïðè÷åì
n∑
i=1

pi = 1.

Òîãäà

M [X] =
n∑
i=1

xipi =

n∑
i=1

xipi

n∑
i=1

pi

,

ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åñòü àáñöèññà öåíòðà ìàññ äàííîé
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ïóñòü X � íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è f(x) � åå äèô-
ôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòè.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

M [X] = mx =

∞∫
−∞

xf(x)dx, (2.13.)

åñëè ýòîò íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Åñëè îí ðàñõîäèòñÿ,
òî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ íå èìååò.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ϕ(X) îò ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ìîæíî ðàññ÷èòàòü áåç ââåäåíèÿ å¼ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ïî ôîðìóëå:

M [ϕ(X)] = mϕ =

∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx. (2.14.)

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

1. M [C]=C, ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîñòîÿííîé ðàâíî ñà-
ìîé ïîñòîÿííîé;

2. M [C · X] = C · M [X] äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà C;
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3. M [X+Y ] = M [X] +M [Y ] äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí X, Y ;

4. M [X1 ·X2 · · ·Xn] = M [X1] ·M [X2] · · ·M [Xn] äëÿ n íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, . . . , Xn.

Ðàçìåðíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàâíà ðàçìåðíîñòè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

2.2.2. Äèñïåðñèÿ

Äèñïåðñèåé èëè ðàññåÿíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåò-
ñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X îò ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

D[x] = M
[
(X −M [X])2]. (2.15.)

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X äèñêðåòíà è çàäàíà ñâîèì ðÿäîì
ðàñïðåäåëåíèÿ, òî

D[X] =
∞∑
i=1

(xi −mX)2 pi. (2.16.)

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íåïðåðûâíà è çàäàíà íà [a, b], òî

D[X] =

b∫
a

(xi −mX)2 f(x)dx, (2.17.)

ãäå f(x) � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.
Èç ñâîéñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è îïðåäåëåíèÿ äèñïåð-

ñèè èìååì

D[X] = M
[
(X −mX)2] = M

[
X2 − 2XmX +m2

X

]
=

= M [X2]− 2mXM [X] +m2
X = M [X2]−m2

X . (2.18.)

Èòàê,

D[X] = M [X2]−m2
X =

∫ +∞

−∞
x2f(x)dx−m2

X , (2.19.)
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òî åñòü äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàâíà ðàçíîñòè ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êâàäðàòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è êâàäðàòà
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ôîðìóëà (2.19.) óäîáíà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ äèñ-
ïåðñèè. Ðàçìåðíîñòü äèñïåðñèè ðàâíà êâàäðàòó ðàçìåðíîñòè âå-
ëè÷èíû X. Âåëè÷èíà σ[X] =

√
D[X] íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðà-

òè÷íûì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Å¼ ðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ âåëè÷èíû X.

Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë äèñïåðñèè: äèñïåðñèÿ èçìåðÿåò ìåðó
ðàññåèâàíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îòíîñèòåëüíî ñâîåãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Ìåõàíè÷åñêèì àíàëîãîì äèñïåðñèè ñëóæèò ìîìåíò èíåðöèè
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàñïðåäåëåííûõ íà ïðÿìîé, îòíî-
ñèòåëüíî ñâîåãî öåíòðà ìàññ.

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè:

1. D[C] = 0, ãäå C = const;

2. D[X] > 0;

3. D[C · X] = C2 · D[X] äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X è
ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà C ;

4. D[X±Y ] = D[X]+D[Y ] äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
X è Y.

Ñâîéñòâà ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ:

1. σ[C] = 0, ãäå C = Const;

2. σ[C ·X] = C · σ[X];

3. σ[X +Y ] =
√
σ2[X] + σ2[Y ] äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí X è Y.

Äîïîëíåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè áîëåå îáøèõ ïîíÿòèé ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëå-
íèÿ (ïî àíàëîãèè ñ ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê).
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Ðàçëè÷àþò íà÷àëüíûå ìîìåíòû k−ãî ïîðÿäêà

αk = M [xk] (2.20.)

è öåíòðàëüíûå ìîìåíòû k−ãî ïîðÿäêà

µk = M [(x−M [x])k]. (2.21.)

Âûâåäåì ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó öåíòðàëüíûìè è íà÷àëüíûìè
ìîìåíòàìè. Ïîëîæèì (M [x] = m). Ðàçëîæèì (x − m]k ïî ôîðìóëå
áèíîìà Íüþòîíà:

(x−M [x])k = ((−m) + x)k =
k∑
i=0

(−1)i · Ci
k ·mi · xk−i.

Âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé äàííîãî
âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì:

µk = M
[
(x−M [x])k

]
=

k∑
i=0

(−1)i · Ci
k ·mi · αk−i (2.22.)

Èñïîëüçóÿ (2.22.), âû÷èñëèì íåñêîëüêî ìîìåíòîâ.

k µk αk
0 1 1
1 0 M [X]
2 D[X] = α2 − α2

1 M [X2]
3 α3 − 3α1 · α3 − 2α2

1 M [X3]
4 α4 − 4α1α3 + 6α1α2 − 3α4 M [X4]
· · · · · · · · ·

Òàáëèöà 2.2. Öåíòðàëüíûå ìîìåíòû, êàê ôóíêöèè íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ

Äëÿ áîëåå ¾òîíêîé¿ õàðàêòåðèñòèêè ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ ââîäÿòñÿ
êîýôôèöèåíòû àñèììåòðèè γ1 è ýêñöåññà γ2:

γ1 =
µ3

σ3
(2.23.)

γ2 =
µ4

σ4
− 3 (2.24.)

Íàáîð íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ èíäèâèäóàëåí äëÿ êàæäîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ è ñëóæèò äëÿ åãî èäåíòèôèêàöèè êàê îòïå÷àòêè ïàëüöåâ äëÿ
èäåíòèôèêàöèè ÷åëîâåêà.
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Ðèñ. 2.4. Ïðèìåðû íåñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé

2.2.3. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 1. Äàí ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû X:

x 10 20 30 40
p 0.2 0.15 0.25 0.4

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ, ñðåäíåå êâàäðà-
òè÷íîå îòêëîíåíèå, M [2X + 3], D[−3X + 2].

H Ðåøåíèå.

Ïî ôîðìóëå (2.12.) íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

M [X] = x1p1 + x2p2 + x3p3 + x4p4 =

= 10 · 0.2 + 20 · 0.15 + 30 · 0.25 + 40 · 0.4 = 28.5.

M [2X + 5] = 2M [X] +M [5] = 2M [X] + 5 = 2 · 28.5 + 5 = 62.

Ïî ôîðìóëå (2.19.) íàéäåì äèñïåðñèþ:

D[X] = M [X2]−m2
X =

= (102 · 0.2 + 202 · 0.15 + 302 · 0.25 + 402 · 0.4)− (28.5)2 =

= 945− 812.25 = 132.75.

D[−3X + 2] = 9D[X] +D[2] = 9D[X] = 9 · 132.75 = 1194.75

σ[X] =
√
D[X] =

√
132.75 = 11.52.

N
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Çàäà÷à 2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è
ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé

F (x) =


0, x < 0

3
4x

2 − 1
4x

3, 0 6 x 6 2
1, x > 2

.

H Ðåøåíèå. Íàéäåì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

f(x) = F ′(x) =


0, x < 0
3
2
x− 3

4
x2, 0 6 x 6 2

0, x > 2
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íàéäåì ïî ôîðìóëå (2.13.):

M [X] =

∫ ∞
−∞

x · f(x)dx =

=

∫ 0

−∞
(x · 0)dx+

∫ 2

0

x · (3x

2
− 3x2

4
)dx+

∫ ∞
2

(x · 0)dx =

= (x3/2− 3x4/16) |20= 1.

Äèñïåðñèþ íàéäåì ïî ôîðìóëå (2.19.):
Íàéäåì ñíà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

M [X2] =
∞∫
−∞

x2f(x)dx =
2∫
0

x2
(

3
2
x− 3

4
x2
)
dx =

=
2∫
0

(
3
2
x3 − 3

4
x4
)
dx = 3

8
x4 − 3

20
x5
∣∣2
0

= 6
5
.

Òîãäà D[X] = 6
5
− 1 = 1

5
= 0.2.

Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå

σ[X] =
√
D[X] =

√
1

5
= 0.4472.

N

Çàäà÷à 3. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðÿä ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ:

x −1 0 1 2

p 0.2 0.3 0.4 0.1
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2.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû Y = eX .

H Ðåøåíèå. M [Y ] = M [eX ] = e−1 · 0.2 + e0 · 0.3 + e1 · 0.4 + e2 · 0.1 =

= 0.2 · 0.3679 + 1 · 0.3 + 2.71828 · 0.4 + 7.389 · 0.1 = 2.2.

D[Y ] = D[ex] = M
[
(eX)2

]
−M2[eX ] =

=
[
(e−1)2 · 0.2 + (e0)2 · 0.3 + (e1)2 · 0.4 + (e2)2 · 0.1

]
− (2.2)2 =

=
(
e−2 · 0.2 + 0.3 + e2 · 0.4 + e4 · 0.1

)
− 4.84

= 8.741− 4.84 = 3.9.

N

Çàäà÷à 4. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ìîæåò ïðèíè-
ìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ x1 è x2, ïðè÷åì x1 < x2. Èçâåñòíû âåðî-
ÿòíîñòü p1 = 0.2 âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ x1, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå M [X] = 3.8 è äèñïåðñèÿ D[X] = 0.16. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

H Ðåøåíèå. Òàê êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà-
÷åíèÿ x1 è x2, òî âåðîÿòíîñòü p2 = P (X = x2) = 1− p1 = 1− 0.2 = 0.8.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è èìååì:

M [X] = x1p1 + x2p2 = 0.2x1 + 0.8x2 = 3.8;

D[X] = (x2
1p1 + x2

2p2)−M2[X] = (0.2x2
1 + 0.8x2

2)− (0.38)2 = 0.16.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
2x1 + 8x2 = 38
2x2

1 + 8x2
2 = 146

⇒
{
x1 + 4x2 = 19
x2

1 + 4x2
2 = 73

⇒

⇒
{
x1 = 19− 4x2

(19− 4x2)
2 + 4x2

2 = 73
⇒

⇒ 5x2
2 − 38x2 + 72 = 0 ⇒ x′2 = 4 x′′2 = 3.6

x′1 = 3 x′′1 = 4.6
.

Óñëîâèþ x1<x2 óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå x1 = 3. x2 = 4. Ïîýòîìó èñêîìûé

çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:
x 3 4
p 0.2 0.8

N

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîä÷èíåíà çàêîíó ðàñïðå-
äåëåíèÿ, ãðàôèê ïëîòíîñòè êîòîðîãî èìååò âèä:
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Ãëàâà 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàä-
ðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.

H Ðåøåíèå. Íàéäåì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x).
Âíå èíòåðâàëà (0, 3) f(x) = 0. Íà èíòåðâàëå (0, 3) ãðàôèê ïëîòíîñòè åñòü ïðÿ-
ìàÿ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k = 2/9, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
Òàêèì îáðàçîì,

f(x) =


0, x 6 0
2
9
x, 0 < x < 3

0, x > 3
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

M [X] =
∞∫
−∞

xf(x)dx =

=
0∫
−∞

x · 0dx+
3∫
0

x · 2
9
xdx+

∞∫
3

x · 0dx =

= 2
9

3∫
0

x2dx = 2
9·3

∣∣3
0

= 2.

Íàéäåì äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå:

D[X] = M [X2]−m2
X =

∞∫
−∞

x2f(x)dx− 22 =

= 2
9

3∫
0

x3dx− 4 = 2
9·4x

4
∣∣2
0
− 4 = 9

2
− 4 = 0.5.

σ[X] =
√
D[X] =

√
0.5 == 0.707.

N

Çàäà÷à 6. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñóì-
ìû î÷êîâ, âûïàäàþùèõ íà ÷åòûðåõ èãðàëüíûõ êóáèêàõ ïðè îäíîì
áðîñàíèè.

H Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì A � ÷èñëî î÷êîâ íà îäíîì êóáèêå ïðè îäíîì
áðîñàíèè, B � ÷èñëî î÷êîâ íà âòîðîì êóáèêå, C � íà òðåòüåì êóáèêå, D � íà
÷åòâåðòîì êóáèêå.
Äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí A,B,C,D çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îäèí.
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2.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

A, . . . , D 1 2 3 4 5 6
p 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Òîãäà M [A] = M [B] = M [C] = M [D] = 1
6
· (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 3.5

è
M [A+B + C +D] = M [A] +M [B] +M [C] +M [D] = 14
M [A2] = M [B2] = M [C2] = M [D2] =
= 1/6 · (12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62) = 91

6

D[A] = D[B] = D[C] = D[D] = 91
6
− (3.5)2 = 91

6
− 49

4
= 35

12

D[A+B + C +D] = D[A] +D[B] +D[C] +D[D] =
= 4 · 35

12
= 35

3
= 11.7

σ[A+B + C +D] =
√

11.7 = 3.415.

N

2.2.4. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Ïðèáîð ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ íåçàâèñèìî ðàáîòàþ-
ùèõ ýëåìåíòîâ.
×èñëî ðàáîòàþùèõ ýëåìåíòîâ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàñïðåäå-
ëåííàÿ ïî çàêîíó:

x 0 1 2 3 4
p 0.02 0.15 0.35 0.36 A

Íàéòè: A, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M [X], M [2X + 4], äèñïåðñèþ
D[X], D[5X − 6], ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå σ[X].

Îòâåò: A = 0.12; M [X] = 2.41; M [2X + 4] = 8.82;
D[X] = 0.9; D[5X − 6] = 22.5; σ[X] = 0.95.

Çàäà÷à 2. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðÿä ðàñïðå-
äåëåíèÿ

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-x −1 0 1 2

p 0.3 0.1 0.5 0.1 ïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y= X3.
Îòâåò: M [Y ] = 1, D[Y ] = 6.2.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ:

f1(x) =


0, x 6 0
(x/18), 0 < x 6 6
0, x > 6

, f2 (x) = (1/2) exp{− |x|}.
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Ãëàâà 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.
Îòâåò: M [X1] = 4, D[X1] = 2, M [X2] = 0, D[X2] = 2.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

f(x) =

{
(1/2) · cos(x), x ∈

[
−π

2 ,
π
2

]
0, x /∈

[
−π

2 ,
π
2

]
Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû Y = sin(2x).
Îòâåò: M [Y ] = 0, D[Y ] = 16/15.

Çàäà÷à 5. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X, êîòîðàÿ èìååò äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ x1 è x2, ïðè-
÷åì x1 < x2. Èçâåñòíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M [X] = 3.5; äèñ-
ïåðñèÿ D[X] = 0.25; âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ x1 : p1 = 0.5.

Îòâåò:
x 3 4

p 0.5 0.5

2.3. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

2.3.1. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïóñòü ïðîèçâîäÿòñÿ èñïûòàíèÿ ïî ñõåìå Áåðíóëëè:

1. Îïûòû íåçàâèñèìû, ò.å. ðåçóëüòàò êàæäîãî îïûòà íå îêàçû-
âàåò âëèÿíèÿ íà äðóãèå;

2. Âåðîÿòíîñòü P (A) = p íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì îïû-
òå îäíà è òà æå.

×åðåç X îáîçíà÷èì ÷èñëî íàñòóïëåíèé ñîáûòèÿ A â ñåðèè èç n
îïûòîâ.
Îïðåäåëåíèå 2.5. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåò-
ñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó, åñëè ñâîè âîçìîæ-
íûå çíà÷åíèÿ îíà ïðèíèìàåò ñ âåðîÿòíîñòÿìè

Pn(k) = Ck
np

k(1− p)n−k, (k = 0, 1, 2, . . . , n). (2.25.)
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2.3. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ

x 0 1 2 3 . . . n
p (1− p)n np(1− p)n−1 C2

np
2(1− p)n−2 C3

np
3(1− p)n−3 . . . pn

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ:

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

M [X] = n · p. (2.26.)

Äèñïåðñèÿ
(2.27.)

Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå

σ[X] =
√
np(1− p). (2.28.)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) èìååò âèä ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè
ñ ðàçðûâàìè â òî÷êàõ x = 0, 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì âåëè÷èíà ñêà÷êà
â òî÷êå x = m ðàâíà âåðîÿòíîñòè Pn(m) = Cm

n p
m(1− p)n−m.

2.3.2. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåííîé ïî çàêîíó Ïóàññîíà, åñëè ñâîè âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ xk, k =
0, 1, 2, . . . , n, . . . îíà ïðèíèìàåò ñ âåðîÿòíîñòÿìè

Pn(k) =
λke−λ

k!
, (2.29.)

ãäå λ � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ (îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäå-
ëåíèå).

Çàìå÷àíèÿ. Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ
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Ãëàâà 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà, åñëè ÷èñëî èñïûòà-
íèé âåëèêî, à âåðîÿòíîñòü p ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â êàæäîì èñïûòà-
íèè î÷åíü ìàëà è λ = n · p � ñðåäíåå ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ â
n èñïûòàíèÿõ. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ:

x 0 1 2 3 . . . m . . .

p e−λ λe−λ
λ2

2!
e−λ

λ3

3!
e−λ . . .

λm

m!
e−λ . . .

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà:

M [x] = λ; D[x] = λ; σ[X] =
√
λ. (2.30.)

Îòñþäà ñëåäóåò ñìûñë ïàðàìåòðà λ.

2.3.3. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.7. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâà-
åòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà [a, b], åñëè åå äèôôåðåíöè-
àëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

f(x) =

{ 1
b−a , a 6 x 6 b

0, x < a, x > b.
(2.31.)

Èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååò âèä

F (x) =


0, x 6 a
x−a
b−a , a < x 6 b

1, x > b

. (2.32.)
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2.3. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ðèñ. 2.5. Ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è F (x) ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåííàÿ â èíòåðâàëå (α, β), ïðèíàäëåæàùåì [a, b], âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

P (α < x < β) =

β∫
α

f(x)dx =
β − α
b− a

. (2.33.)

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

M [x] =
a+ b

2
, (2.34.)

ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ïðîìåæóòêà
[a, b];

D[x] =
(b− a)2

12
, σ[X] =

b− a
2
√

3
. (2.35.)

Ïðèìåð. Îøèáêà îòñ÷åòà ïîêàçàíèé ñòðåëî÷íîãî ïðèáîðà ðàñ-
ïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå, ðàâíîì öåíå äåëåíèÿ.

2.3.4. Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå 2.8. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâà-
åòñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó (ïîêàçàòåëüíîìó) çà-
êîíó, åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

f(x) =

{
0, x < 0
λe−λx, x > 0

, (2.36.)
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Ãëàâà 2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è èõ ðàñïðåäåëåíèÿ

ãäå λ � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ. Èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ èìååò âèä:

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt =

{
0, x < 0
1− e−λx, x > 0

. (2.37.)

Ðèñ. 2.6. Ãðàôèêè ôóíêöèé f(x) è F (x) :

×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ:

M [x] =
1

λ
, D[x] =

1

λ2 , σ[x] =
1

λ
. (2.38.)

Ýòè ôîðìóëû óñòàíàâëèâàþò âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ïàðàìåò-
ðà λ.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë (α, β) äàåòñÿ âûðàæåíèåì:

P (α 6 x < β) =

β∫
α

f(x)dx = e−λα − e−λβ. (2.39.)

Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ
ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó:

� ïðîäîëæèòåëüíîñòü òåëåôîííîãî ðàçãîâîðà;

� ñðîê ñëóæáû ðàäèîýëåêòðîííîé àïïàðàòóðû;

� âðåìÿ îæèäàíèÿ ïðè òåõíè÷åñêîì îáñëóæèâàíèè;
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� äëèíà ïóòè ìîëåêóëû ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëê-
íîâåíèÿìè ñ äðóãèìè ìîëåêóëàìè;

� âðåìÿ îáíàðóæåíèÿ öåëè ëîêàòîðîì.

2.3.5. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà)

Îïðåäåëåíèå 2.9. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX íàçûâàåò-
ñÿ ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó èëè èìååò ãàóññîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå, åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
èìååò âèä:

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 , (2.40.)

ãäå a, σ � ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ãðàôèê ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé êðèâîé. Ôóíê-

öèÿ f(x) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ýêñòðåìóìà x = a, â êîòî-
ðîé ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå f(A) = 1

σ
√

2π
. Â òî÷-

êàõ x = a ± σ êðèâàÿ èìååò ïåðåãèá è f(a ± σ) = 1
σ
√

2πe
. Òàê êàê

lim
x→±∞

f(x) = 0, òî îñü Ox � ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà äëÿ íîð-

ìàëüíîé êðèâîé. Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà σ âåäåò ê èçìåíåíèþ ôîð-
ìû êðèâîé: ÷åì ìåíüøå σ, òåì êðèâàÿ êðó÷å; ïðè óâåëè÷åíèè σ

îíà ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïîëîãîé.
Íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = a.

Ðèñ. 2.7. Íîðìàëüíàÿ êðèâàÿ

Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ:

M [X] = a, D[X] = σ2, σ[X] = σ, (2.41.)
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Ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =

x∫
−∞

f(ξ)dξ =
1

σ
√

2π

x∫
−∞

e−
(ξ−a)2

2σ2 dξ. (2.42.)

Ýòîò ¾íåáåðóùèéñÿ¿ èíòåãðàë óäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç òàáóëè-
ðîâàííóþ ôóíêöèþ Ëàïëàñà:

Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−
ξ2

2 dξ. (2.43.)

Èìåííî

F (x) =
1

2
+ Φ

(
x− a
σ

)
. (2.44.)

Ôóíêöèÿ Φ(x) � íå÷åòíàÿ.

Ðèñ. 2.8. Ãðàôèê ôóíêöèè F (x) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðè a = 0, σ = 1 ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå (íîðìèðîâàííîå)
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ íåãî

f0(x) =
1√
2π
e−

x2

2 = ϕ(x). (2.45.)

Ôóíêöèÿ ϕ(x) � ÷åòíàÿ. Äëÿ íåå ñîñòàâëåíû ïîäðîáíûå òàá-
ëèöû.

F0(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
ξ2

2 dξ (2.46.)
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Ôóíêöèÿ F0(x) � òàáóëèðîâàíà.
Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â èíòåðâàë [α, β):

P (α 6 x < β) = F (β)− F (α) = Φ

(
β − a
σ

)
− Φ

(
α− a
σ

)
. (2.47.)

Åñëè α = a− δ, β = a+ δ, ãäå δ � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî

P (a− δ 6 x < a+ δ) = Φ

(
δ

σ

)
− Φ

(
− δ
σ

)
= 2Φ

(
δ

σ

)
.

Ïðè δ = 3σ

P (a− 3σ 6 x < a+ 3σ) = 2Φ (3) = 2 · 0.49865 = 0.9973.

Ïðàâèëî òðåõ ñèãì. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïîä÷èíåíà

íîðìàëüíîìó çàêîíó, òî âåðîÿòíîñòü åå îòêëîíåíèÿ îò ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ áîëüøå òðåõ ñðåäíèõ êâàäðàòè÷-

íûõ îøèáîê, áëèçêà ê íóëþ (p = 0.0027). Èëè ïðàêòè÷åñêè äî-

ñòîâåðíî, ÷òî íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ â [a− 3σ, a+ 3σ], òàê êàê p = 0.9973.
Íà ïðàêòèêå ìíîãèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ðàñïðåäåëåíû íîð-

ìàëüíî èëè ïî÷òè íîðìàëüíî. Íàïðèìåð: îøèáêè ïðÿìûõ èçìåðå-
íèé; îøèáêè ñòðåëüáû, íàâåäåíèÿ; îòêëîíåíèå íàïðÿæåíèÿ â ñåòè
îò íîìèíàëà; ñóììàðíàÿ âûïëàòà ñòðàõîâîãî îáùåñòâà çà áîëüøîé
ïåðèîä; äàëüíîñòü ïîëåòà ñíàðÿäà; ÷àñòîòà ñîáûòèÿ ïðè áîëüøîì
÷èñëå îïûòîâ; ìàññà âûëàâëèâàåìîé ðûáû îäíîãî âèäà; ðîñò ìóæ-
÷èí (æåíùèí) îäíîãî âîçðàñòà è íàöèîíàëüíîñòè.

2.3.6. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòèöà, âûëåòåâøàÿ èç ðà-
äèîàêòèâíîãî èñòî÷íèêà, áóäåò çàðåãèñòðèðîâàíà ñ÷åò÷èêîì, ðàâ-
íà 0.0001. Çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ èç èñòî÷íèêà âûëåòåëî 30000 ÷à-
ñòèö. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ÷åò÷èê çàðåãèñòðèðîâàë:
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1. Ðîâíî 3 ÷àñòèöû;

2. Íè îäíîé ÷àñòèöû;

3. Íå ìåíåå 10 ÷àñòèö.

H Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ n = 30000, p = 0.0001. Ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå â
òîì, ÷òî ÷àñòèöû, âûëåòåâøèå èç ðàäèîàêòèâíîãî èñòî÷íèêà, çàðåãèñòðèðîâà-
íû, íåçàâèñèìû; ÷èñëî n âåëèêî, à âåðîÿòíîñòü p ìàëà, ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ
ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà: Pn(k) = λke−λ

k!
. Íàéäåì λ : λ = np = 30000 · 0.0001 =

3 = M [X]. Èñêîìûå âåðîÿòíîñòè:

1. P30000(3) = 33e−3

3!
= 0.224042, k = 3.

2. P30000(0) = 30e−3

0!
= 0.049787, k = 0.

3. P30000(x > 10) = 1−
9∑

k=0

3ke−3

k!
=

= 1−
[

30e−3

0!
+

31e−3

1!
+

32e−3

2!
+

33e−3

3!
+

+
34e−3

4!
+

35e−3

5!
+

36e−3

6!
+

37e−3

7!
+

38e−3

8!
+

39e−3

9!

]
=

= 1− (0.049787 + 0.149361 + 0.224042+

+ 0.224042 + 0.168031 + 0.100819 + 0.050409 + 0.021604+

+ 0.008102 + 0.002701) = 1− 0.998898 = 0.001102.

N

Çàäà÷à 2. Â ïàðòèè 5% íåñòàíäàðòíûõ äåòàëåé. Íàóäà÷ó îòî-
áðàíû 5 äåòàëåé. Íàïèñàòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X � ÷èñëà íåñòàíäàðòíûõ äåòàëåé ñðåäè ïÿòè
îòîáðàííûõ; íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

H Ðåøåíèå. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X � ÷èñëî íåñòàíäàðòíûõ
äåòàëåé � èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è ìîæåò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ: x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3, x5 = 4, x6 = 5. Âåðîÿòíîñòü íåñòàí-
äàðòíîé äåòàëè â ïàðòèè p = 5/100 = 0.05. Íàéäåì âåðîÿòíîñòè ýòèõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé:

x1 = 0 P5(0) = C0
5 · 0.050 · 0.955 = 0.7737809

x2 = 1 P5(1) = C1
5 · 0.051 · 0.954 = 0.2036267

x3 = 2 P5(2) = C2
5 · 0.052 · 0.953 = 0.02143433

x4 = 3 P5(3) = C3
5 · 0.053 · 0.952 = 0.0011281

x5 = 4 P5(4) = C4
5 · 0.054 · 0.951 = 0.0000297

x6 = 5 P5(5) = C5
5 · 0.055 · 0.950 = 0.0000003
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Íàïèøåì èñêîìûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ:

x 0 1 2 3 4 5
p 0.773780 0.203626 0.021434 0.001128 0.000029 0.0000003

Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè:

M [X] =
5∑
i=0

xipi = 0 · 0.7737809 + 1 · 0.2036267 + 2 · 0.0214343+

+ 3 · 0.0011281 + 4 · 0.0000297 + 5 · 0.0000003 = 0.2499999 ≈ 0.250

èëè

M [X] = n · p = 5 · 0.05 = 0.25.

D[X] = M [X2]−M2[X] = 02 · 0.7737809 + 12 · 0.2036267+

+ 22 · 0.0214343 + 32 · 0.0011281 + 42 · 0.0000297 + 52 · 0.0000003−
− 0.0625 = 0.2999995− 0.0625 = 0.2374995 ≈ 0.2375

èëè

D[X] = n · p · (1− p) = 5 · 0.05 · 0.95 = 0.2375.

N

Çàäà÷à 3. Âðåìÿ îáíàðóæåíèÿ öåëè ðàäèîëîêàòîðîì ðàñïðå-
äåëåíî ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó

F (t) =

{
0, t < 0

1− e−λt, t > 0
,

ãäå 1
λ = 10 ñ � ñðåäíåå âðåìÿ îáíàðóæåíèÿ öåëè. Íàéòè âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî öåëü áóäåò îáíàðóæåíà çà âðåìÿ îò 5 äî 15 ñ ïîñëå
íà÷àëà ïîèñêà.

H Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â èíòåðâàë
(5, 15) íàéäåì ïî ôîðìóëå (2.8.):

P (5 < x < 15) =
15∫
5

f(t)dt =

= F (15)− F (5) =
[
1− e−15λ

]
−
[
1− e−5λ

]
= e−5λ − e−15λ.

Ïðè λ = 1
10

= 0.1 ïîëó÷àåì

P (5 ≤ x < 15) = e−0.5 − e−1.5 =

=
1√
e
− 1

e
√
e

=
1√
e

(
1− 1

e

)
=

= 0.6065(1− 0.3679) = 0.6065 · 0.6321 = 0.3834.
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N

Çàäà÷à 4. Ñëó÷àéíûå îøèáêè èçìåðåíèÿ ïîä÷èíåíû íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè a = 0, σ = 20 ìì. Çàïèñàòü
äèôôåðåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) è íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè èçìåðåíèè äîïóùåíà îøèáêà â èíòåðâàëå îò
5 äî 10 ìì.

H Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è σ â äèôôåðåíöèàëü-
íóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (2.40.):

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 =
1

20
√

2π
e
− x2

2·(20)2 =
1

20
√

2π
e−

x2

8002 .

Ïî ôîðìóëå (2.47.) íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
â èíòåðâàëå [0, 5) :

P (5 6 x < 10) = Φ

(
β − a
σ

)
− Φ

(
α− a
σ

)
=

= Φ

(
10− 0

20

)
− Φ

(
5− 0

20

)
= Φ(0.5)− Φ(0.25) = 0.19146− 0.09871 = 0.9275.

Çäåñü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ëàïëàñà âçÿòû ïî òàáëèöå. N

Çàäà÷à 5. Öåíà äåëåíèÿ øêàëû àìïåðìåòðà ðàâíà 0.1 àìïåðà.
Ïîêàçàíèÿ àìïåðìåòðà îêðóãëÿþòñÿ äî áëèæàéøåãî öåëîãî äåëå-
íèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè îòñ÷åòå áóäåò ñäåëàíà îøèá-
êà, ïðåâûøàþùàÿ 0.03 àìïåðà. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,
äèñïåðñèþ îøèáêè îêðóãëåíèÿ îòñ÷åòà è ôóíêöèþ F (x).

H Ðåøåíèå. Îøèáêó îêðóãëåíèÿ îòñ÷åòà ìîæíî ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåí-
íîé ðàâíîìåðíî íà [0; 0.1], ò.å. a = 0, b = 0.1. Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) áóäåò èìåòü âèä

f(x) =


0, x < 0

1
0.1−0

= 10, 0 6 x 6 0.1

0, x > 0.1
.

Íàéäåì

M [X] = a+b
2

= 0+0.1
2

= 0.1
2

= 0.05.

D[X] = (b−a)2
12

= (0.1−0)2

12
= 0.01

12
= 0.0008

P (0.03 < x < 0.07) = β−α
b−a = 0.07−0.03

0.1−0
= 0.04

0.1
= 0.004.

N

86



2.3. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

2.3.7. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Ïî äàííûì ÎÒÊ íà ñîòíþ ìåòàëëè÷åñêèõ áðóñêîâ,
çàãîòîâëåííûõ äëÿ îáðàáîòêè, ïðèõîäèòñÿ 30 ñ çàçóáðèíàìè. Çà-
ïèñàòü áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X ÷èñëà áðóñêîâ ñ çàçóáðèíàìè ñðåäè ñëó÷àéíî âçÿòûõ
4 áðóñêîâ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå
êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.

Îòâåò: M [X] = 1, 2; D[X] = 0.84; σ[X] = 0.916
x 0 1 2 3 4

p 0.2401 0.4116 0.2646 0.0756 0.0081
Çàäà÷à 2. Ìàãàçèí ïîëó÷èë 5000 áóòûëîê ìèíåðàëüíîé âî-

äû. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïåðåâîçêå áóòûëêà îêàæåòñÿ ïî-
âðåæäåííîé, ðàâíà 0.0001. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìàãàçèí
ïîëó÷èò ïîâðåæäåííûõ áóòûëîê:

1. Ðîâíî 3;

2. Ìåíåå òðåõ;

3. Õîòÿ áû îäíó.

Îòâåò: P (x < 3) = 0.985612;P (k > 0) = 0.393469;P (k = 3) =
0.012636.

Çàäà÷à 3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íà [3; 5]. Íàéòè äèôôåðåíöèàëüíóþ è èíòåãðàëüíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîèòü èõ ãðàôèêè, íàéòè ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è P (2 < x < 4).

Îòâåò: M [X] = 4; D[X] = 1/3; P (2 < x < 4) = 1/2.
Çàäà÷à 4. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëå-

íà ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó, çàäàííîìó èíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) =

{
0, x < 0

1− e−0.4x, x > 0
.

Íàéòè äèôôåðåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) è âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ
ïîïàäàåò â èíòåðâàë (5, 10).
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Îòâåò: P = 0.11698.

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì M [X] = A è äèñïåðñèåé D[X] = σ2.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X îòêëîíÿåò-
ñÿ îò ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íå áîëüøå, ÷åì íà k(k =
1, 2, 3, 4) ñðåäíèõ êâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé.

Îòâåò: P1 = 0.68278;P2 = 0.9545;P3 = 0.99730;P4 = 0.999994.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Êàêàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé?

2. Äàéòå îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí.

3. ×òî íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?

4. ×òî íàçûâàåòñÿ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû?

5. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. ïå-
ðå÷èñëèòå è äîêàæèòå ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

6. Êàê íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â çà-
äàííûé èíòåðâàë?

7. Â ÷åì ðàçëè÷àþòñÿ ãðàôèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñ-
êðåòíîé è íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí?

8. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Ïåðå÷èñëèòå è äîêàæèòå åå ñâîéñòâà. Ïðèãîäíî ëè ïîíÿòèå
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí?

9. Êàê îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
â çàäàííûé èíòåðâàë ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ?
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10. ×òî íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû?

11. ×òî íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì íåïðåðûâíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû?

12. Êàêîâà ìåõàíè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ?

13. ×òî íàçûâàåòñÿ ìîäîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû? ×òî íàçûâàåòñÿ
ìåäèàíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?

14. Äàéòå îïðåäåëåíèå äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ïåðå÷èñ-
ëèòå åå ñâîéñòâà.

15. ×òî íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû?

16. ×òî íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì ìîìåíòîì k−ãî ïîðÿäêà ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû?

17. ×òî íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì k−ãî ïîðÿäêà ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû?

18. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ áèíî-
ìèàëüíûì? ×åìó ðàâíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-
ñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå?

19. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèåì Ïóàññîíà? ×åìó ðàâíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèåì
Ïóàññîíà?

20. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ðàâíî-
ìåðíûì?

21. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ïîêà-
çàòåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì?
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22. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ íîð-
ìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì?

23. Êàê íàçûâàåòñÿ ãðàôèê ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ è êàêîâû åãî ñâîéñòâà?

24. ×òî íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëàïëàñà è êàêîâû åå ñâîéñòâà?

25. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñóùíîñòü çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë?

26. Êàê çàïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà?

27. Êàêîå ïðàêòè÷åñêîå è òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò íåðàâåí-
ñòâî ×åáûøåâà?

28. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå òåîðåìó ×åáûøåâà.

29. Êàêîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò òåîðåìà ×åáûøåâà?

30. Îáúÿñíèòå, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Áåðíóëëè, ñâîéñòâî óñòîé÷è-
âîñòè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â ñåðèè èñ-
ïûòàíèé.

31. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñóùíîñòü öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-
ìû?

32. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû çàäà÷, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà
Ìóàâðà-Ëàïëàñà?
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Ãëàâà 3.

Ìíîãîìåðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Íà ïðîñòðàíñòâå Ω ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé êàæäîìó ýëåìåí-
òàðíîìó ñîáûòèþ ωi ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå n ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí:

ïî çàêîíó ϕ1 îäíîìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X1;

ïî çàêîíó ϕ2 îäíîìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X2;

. . . . . .

ïî çàêîíó ϕn îäíîìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Xn.

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî, íà Ω îïðåäåëåíà ñèñòåìà ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí (X1, X2, . . . Xn). Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ òåðìèíà ¾ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà¿ �
ÑÂ.

Ïðèìåðû:

1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � ìíîæåñòâî ñòó-
äåíòîâ äàííîé ãðóïïû, ó÷àñòâóþùèõ â ñîöèîëîãè÷åñêîì îïðî-
ñå. Ââåäåì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: X1− ðîñò ÷åëîâåêà, X2− åãî
ìàññà. Òîãäà X = (X1, X2)− äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

2. Ïóñòü X1, X2, X3 − êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè â íåêîòî-
ðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà ñëó÷àéíîå ïîëîæå-
íèå öåíòðà òÿæåñòè ðàêåòû â ïðîñòðàíñòâå � òð¼õìåðíàÿ ÑÂ
X = (X1, X2, X3).

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äâóõìåðíûé ñëó÷àé (X, Y ). Âîç-
ìîæíûå çíà÷åíèÿ äâóõìåðíîé ÑÂ (X, Y ) åñòü ïàðû ÷èñåë (x, y).

Ãåîìåòðè÷åñêè äâóìåðíóþ ÑÂ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñëó÷àé-
íóþ òî÷êó M (X, Y ) íà ïëîñêîñòè xOy. Åñëè ñîñòàâëÿþùèå ÑÂ X
è Y � äèñêðåòíûå (íåïðåðûâíûå) ÑÂ, òî è äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé (íåïðåðûâíîé).
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3.1. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõìåðíîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû

3.1.1. Ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé äèñêðåòíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïóñòü X (x1, x2, . . . , xn) è Y (y1, y2, . . . , ym) − îäíîìåðíûå
äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Òîãäà ñèñòåìà (X, Y ) ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå (xi, yj) (i = 1, n; j = 1,m).

Îáîçíà÷èì pij = P (X = xi, Y = yj) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÑÂ
X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå xi, à ÑÂ Y � çíà÷åíèå yj. Èç ÷èñåë pij ìîæíî
ñîñòàâèòü òàáëèöó ðàçìåðà m × n. Ýòà òàáëèöà íàçûâàåòñÿ çàêî-
íîì ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ÑÂ èëè ìàòðèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ
ñèñòåìû (X, Y ) .

X
Y

x1 x2 . . . xn
y1 p11 p12 . . . p1n

y2 p21 p22 . . . p2n

. . . . . . . . . . . . . . .
ym pm1 pm2 . . . pmn

Òàáëèöà 3.1. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Òàê êàê ñîáûòèÿ (X = xi, Y = yj) îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó,

òî
m∑
j=1

n∑
i=1

pji = 1.

Çíàÿ ìàòðèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X, Y ), ìîæíî íàéòè
÷àñòíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ X è Y , âõîäÿùèõ â ñèñòåìó.

Òàê, ÑÂ X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå xi â êîìáèíàöèÿõ

(xi, y1) , (xi, y2) , (xi, y3) , . . . , (xi, ym)

ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1i, p2i, p3i, . . . , pmi.

Ñîáûòèå A = (X = xi) (i � ôèêñèðîâàíî) ïðåäñòàâëåíî â âèäå
ãðóïïû m íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé.
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3.1. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõìåðíîé ÑÂ

A = (X = xi) = (X = xi, Y = y1) ∪ (X = xi, Y = y2) ∪ . . .
. . . ∪ (X = xi, Y = ym) (3.1.)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåñîâìåñò-
íûõ ñîáûòèé, èìååì

P (X = xi) =
m∑
j=1

P (X = xi, Y = yj) =
m∑
j=1

pji = p1i + p2i + . . .+ pmi

(i� ôèêñèðîâàíî).
Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ Y . Â ðåçóëü-

òàòå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ:

X x1 x2 . . . xn

px
m∑
j=1

pj1
m∑
j=1

pj2 . . .
m∑
j=1

pjm

Òàáëèöà 3.2. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ X

Y y1 y2 . . . ym

py
n∑
i=1

p1i

n∑
i=1

p2i . . .
n∑
i=1

pmi

Òàáëèöà 3.3. Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ Y

3.1.2. Ôóíêöèè îò äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü X � äèñêðåòíàÿ ÑÂ ñ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ

X x1 x2 x3 . . . xn
p p1 p2 p3 . . . pn

Ðàññìîòðèì ÑÂ Y = ϕ (X), ãäå ϕ − çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Åñ-
ëè ÑÂ X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ x1, x2, . . . , xn, òî ÑÂ Y = ϕ (X)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ϕ (x1) , ϕ (x2) , . . . , ϕ (xn) ñ âåðîÿòíîñòÿìè
p1, p2, . . . , pn. Åñëè çíà÷åíèÿ ϕ (xi) ðàçëè÷íû, òî çàêîí ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÑÂ Y = ϕ (X) èìååò âèä

X x1 x2 . . . xn
Y ϕ (x1) ϕ (x2) . . . ϕ (xn)
p p1 p2 . . . pn

Òàáëèöà 3.4.
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Åñëè ϕ (Xi) = ϕ (Xj) , (i 6= j), òî â ñèëó íåñîâìåñòíîñòè ñîáû-
òèé (X = xi) è (X = xj) ïîëó÷àåì (X = xj)∪(X = xi) = (Y = ϕ (xi)).

Ïî òåîðèè ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé ïðè
i 6= j

P (Y = ϕ (xi)) = P (X = xi) + P (X = xj) = Pi + Pj

Ïóñòü X è Y � äèñêðåòíûå íåçàâèñèìûå ÑÂ ñ çàêîíàìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

X x1 x2 . . . xn
px p1 p2 . . . pm

Y y1 y2 . . . ym
py p1 p2 . . . pm

Íàéä¼ì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ Z = X + Y . Äëÿ ýòîãî íàäî
íàéòè âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Z è èõ âåðîÿòíîñòè. Âîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ Z åñòü ñóììû êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ X ñî âñåìè
âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè Y : zij = xi · yj.

Íàéä¼ì âåðîÿòíîñòè ýòèõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.

Êàæäîå ñîáûòèå {Z = zij} åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé:
{X = xi} è {Y = yj}, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ ðàâíû pi è pj ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òàê êàê {X = xi} è {Y = yj} � íåçàâèñèìûå, òî âåðî-
ÿòíîñòè èõ ñîâìåñòíîãî íàñòóïëåíèÿ ïî òåîðèè óìíîæåíèÿ ðàâíû
pi · pj.

Åñëè çíà÷åíèÿ Zij = xi+yj ðàçëè÷íûå, òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
ÑÂ Z èìååò âèä

P (Zij) = pi · pj (3.2.)

Åñëè ñðåäè çíà÷åíèé Zij åñòü îäèíàêîâûå, òî èõ âåðîÿòíîñòè
íàäî ñëîæèòü.

×òîáû ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ Z = XY, íàäî íàé-
òè âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Z è èõ âåðîÿòíîñòè. Âîçìîæíûå çíà-
÷åíèÿ Z åñòü ïðîèçâåäåíèÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ X ñî
âñåìè âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè Y : Zij = xi + yj. Âåðîÿòíîñòè ýòèõ
çíà÷åíèé ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé pi · pj. Åñëè çíà÷åíèÿ
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Zij ðàçëè÷íûå, òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Z èìååò âèä òàêîé æå êàê
è äëÿ ñóììû (3.2.).

P (Zij) = pi · pj
Åñëè ñðåäè çíà÷åíèé Zij åñòü îäèíàêîâûå, òî íóæíî ñëîæèòü

èõ âåðîÿòíîñòè.

3.1.3. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû

Ïóñòü (X, Y ) − äâóìåðíàÿ ÑÂ.

Ââåäåì âåðîÿòíîñòü ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ äâóõ ñîáûòèé (X <

x) è (Y < y)

P (X < x, Y < y)∀x, y ∈ R

Ôóíêöèÿ

F (x, y) = P (X < x, Y < y)∀x, y ∈ R (3.3.)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ÑÂ (X, Y ).

Ãåîìåòðè÷åñêè F (x, y) çàäà¼ò âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àé-
íîé òî÷êè (X, Y ) â áåñêîíå÷íûé ïðÿìîé óãîë ñ âåðøèíîé â òî÷êå
(x, y)

Ðèñ. 3.1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ÑÂ

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:
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1. 0 6 F (x, y) 6 1, ∀x, y ∈ R;

2. F (x, y) - íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó:

åñëè x2 > x1, y ôèêñèðîâàíî, òî F (x2, y) > F (x1, y),

åñëè y2 > y1, x − ôèêñèðîâàíî, òî F (x, y2) > F (x, y1).

3. lim
x→−∞

F (x, y) = 0,

4. lim
y→−∞

F (x, y) = 0,

5. lim
x→ −∞
y → −∞

F (x, y) = 0

6. lim
x→ +∞
y → +∞

F (x, y) = 1,

Ïåðâûå òðè ïðåäåëà ñîîòâåòñòâóþò âåðîÿòíîñòÿì íåâîçìîæíûõ
ñîáûòèé à ÷åòâ¼ðòûé � äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ.

×àñòíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ÑÂ X è Y F1 (x) è F2 (y)
ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé:

F1 (x) = lim
y→+∞

F (x, y) ; F2 (y) = lim
x→+∞

F (x, y) (3.4.)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

P (x1 6 X 6 x2, y1 6 Y 6 y2) =

= [F (x2, y2)− F (x1, y2)]− [F (x2, y1)− F (x1, y1)] =

= [F (x1, y1) + F (x2, y2)]− [F (x1, y2) + F (x2, y1)] (3.5.)

3.1.4. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé äâóìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) ñèñòåìû (X, Y ) íåïðå-
ðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå F ′x, F ′y, F ′′xy.
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Ôóíêöèÿ

f (x, y) = lim
∆x→ 0
∆y → 0

P (x 6 X 6 x+ ∆x, y 6 Y 6 y + ∆y)

∆x ·∆y
=
∂2F (x, y)

∂x∂y

(3.6.)
íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñèñòåìû (X, Y ).

Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé f (x, y) ñèñòåìû (X, Y ) .

Íåîòðèöàòåëüíîñòü.

f (x, y) > 0, ∀x, y 6 R; (3.7.)

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü. Åñëè f (x, y) íåïðåðûâíà â
ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè, òî

P ((X, Y ) ∈ D) =

∫∫
D

f (x, y) dxdy. (3.8.)

Ñâÿçü ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f (x, y) dxdy; (3.9.)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè.
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f (x, y) dxdy = 1; (3.10.)

×àñòíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

F1 (x) =

x∫
−∞

 +∞∫
−∞

f (x, y) dy

dx (3.11.)

F2 (y) =

y∫
−∞

 +∞∫
−∞

f (x, y) dx

dy; (3.12.)
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×àñòíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

f1 (x) =

+∞∫
−∞

f (x, y) dy, f2 (y) =

+∞∫
−∞

f (x, y) dx. (3.13.)

3.1.5. Çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Óñëîâ-
íûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè-
ìûìè, åñëè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîé èç íèõ íå çàâèñèò îò òî-
ãî, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíÿëà äðóãàÿ âåëè÷èíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ÷èòàþòñÿ çàâèñèìûìè.
Îïðåäåëåíèå 3.2. Ðàñïðåäåëåíèå îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, âõî-
äÿùåé â ñèñòåìó, íàéäåííîå ïðè óñëîâèè, ÷òî äðóãàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, âõîäÿùàÿ â ñèñòåìó, ïðèíÿëà îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå,
íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñèñòåìà äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñîáûòèå A = (X = xi, Y = yj) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
ñîáûòèé B = (X = xi) è C = (Y = yj). Åñëè ñîáûòèÿ B è C íåçà-
âèñèìû, òî è ÑÂ X è Y , âõîäÿùèå â ñèñòåìó, íàçûâàþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè çàâèñèìû.

Òîãäà

P (A) = P (BC) =

=

{
P (B) · P (C) B è C íåçàâèñìû

P (B) · P (C |B ) = P (C) · P (B |C ) B è C çàâèñèìû

(3.14.)

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

P (Y = yj| X = xi) =
P (X = xi, Y = yj)

P (X = xi)
=
pij
pi

(3.15.)
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P (X = xi| Y = yj) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=
pij
pj

(3.16.)

è åñòü óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó.

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, òî èç óñëîâèÿ íåçàâè-
ñèìîñòè (3.14.) ñëåäóåò, ÷òî pij = pj · pi è óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ñîâïàäàþò ñ áåçóñëîâíûìè:

P (y | X = xi) =
pji
pi

=
pj · pi
pi

= pj

P (x | Y = yj) =
pji
pj

=
pj · pi
pj

= pi (3.17.)

Óñëîâíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ÑÂ ââîäÿòñÿ
àíàëîãè÷íî:

F (y | X = xi) = P (Y < y | X = xi) =
P (Y < y,X = xi)

P (X = xi)

F (x | Y = yj) = P (X < x | Y = yj) =
P (X < x, Y = yj)

P (Y = yj)
(3.18.)

Íåïðåðûâíûå ÑÂ

Äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèìåò êàêîå-ëèáî íàïåðåä çàäàííîå çíà÷åíèå
ðàâíà íóëþ:

P (X =
∗
x) = F (

∗
x)− F (

∗
x) = 0,

ïîýòîìó îïðåäåëåíèå óñëîâíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà (3.18.)
íåâîçìîæíî.

Óñëîâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìû ïîëó÷èì ñîâåðøèâ ïðå-
äåëüíûé ïåðåõîä â âûðàæåíèè

P (Y < y, x 6 X 6 X+ M x)

P (x 6 X < x+ M x)
.
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Ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà M x è çàìåíèì âåðîÿòíîñòè
ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðèðàùåíèÿìè ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ, à çàòåì ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè ñòðåìëåíèè M x
ê íóëþ.

F (y | x) = lim
Mx→0

F (x+ M x, y)− F (x, y)

M x
F1(x+ M x)− F1(x)

M x

=

=

∂F (x, y)

∂x
f1(x)

=

y∫
−∞

f(x, t)

f1(x)
dt =

y∫
−∞

f(t | x) dt (3.19.)

Ìû ââåëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ X f1(x) ïîä çíàê èíòåãðà-
ëà, ïîñêîëüêó îíà îò y íå çàâèñèò.

Àíàëîãè÷íî íàéäåì óñëîâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ
ÑÂ X.

F (x | y) =

∂F (x, y)

∂y

f2(y)
=

x∫
−∞

f(t, y)

f2(y)
dt =

x∫
−∞

f(t | y) dt (3.20.)

Ââåäåì ïëîòíîñòè óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé

f(x | y) =
∂

∂x
F (x | y) =

f(x, y)

f2(y)

f(y | x) =
∂

∂y
F (y | x) =

f(x, y)

f1(x)
(3.21.)

Òåîðåìà 3.1.1. Äëÿ íåçàâèñèìîñòè ÑÂ X è Y íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

F (x, y) = F1 (x) · F2 (y) (3.22.)

èëè (äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí)

f (x, y) = f1 (x) · f2 (y) . (3.23.)
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3.1.6. Ðåøåíèå çàäà÷.

Çàäà÷à 3.1.6.1. Äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ âåëè÷èíà (X, Y ) çàäàíà
ìàòðèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

X
Y

1 2 3
−1 17a 13a 25a
1 10a 30a 5a

� Íàéòè: êîíñòàíòó a;

� ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y ;

� ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ X, åñëè èçâåñòíî, ÷òî Y ïðèíÿëà çíà÷åíèå
1;

� ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ Y , åñëè èçâåñòíî, ÷òî X ïðèíÿëà çíà÷åíèå
2;

� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M [X] è M [Y ];

� M [X|Y = 1],

� M [Y |X = 2].

H Ðåøåíèå. Èìååì ÑÂ X = (1, 2, 3) è ÑÂ Y = (−1, 1). Òàê êàê ñîáûòèÿ

(X = xi, Y = yj) îáðàçóåò ïîëíóþ ãðóïïó, òî
m∑
j=1

n∑
i=1

pji = 1.

Òîãäà a (17 + 13 + 25 + 10 + 30 + 5) = 1 è a = 1
100

= 0, 01.
Ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

X
Y

1 2 3
−1 0.17 0.13 0.25
1 0.10 0.30 0.05

Ñóììèðóÿ ïî ñòîëáöàì è ñòðîêàì â òàáëèöå, ïîëó÷àåì ðÿäû ðàñïðåäåëå-
íèÿ X è Y :

X 1 2 3
Px 0, 27 0, 49 0, 30

Y −1 1
Py 0, 55 0, 45
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Êîíòðîëü:
0, 27 + 0, 43 + 0, 30 = 1, 0, 55 + 0, 45 = 1.

Òàê êàê, íàïðèìåð P (X = 3, Y = −1) = 0, 05 6= 0, 30 · 0, 55, òî ÑÂ X è Y çàâèñè-
ìû. Íàõîäèì ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ X ïðè Y = 1 :

P (X|Y = 1) =
P (X = xi, Y = 1)

P (Y = 1)
⇒ P (X = 1|Y = 1) =

=
P (X = 1, Y = 1)

P (Y = 1)
=

0, 10

0, 45
=

2

9

P (X = 2|Y = 1) =
P (X = 2, Y = 1)

P (Y = 1)
=

0, 30

0, 45
=

6

9

P (X = 3|Y = 1) =
P (X = 3, Y = 1)

P (Y = 1)
=

0, 05

0, 45
=

1

9

Àíàëîãè÷íî íàéä¼ì:

P (Y = −1|X = 2) =
P (Y = −1, X = 2)

P (X = 2)
=

0, 13

0, 43
=

13

43
,

P (Y = 1|X = 2) =
P (Y = 1, X = 2)

P (X = 2)
=

0, 30

0, 43
=

30

43
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûå ðÿäû ðàñïðåäåëåíèé:

{X |Y = 1} 1 2 3
P 2/9 6/9 1/9

{Y |X = 2} −1 1
P 19/43 30/43

Êîíòðîëü:
2

9
+

6

9
+

1

9
= 1;

13

43
+

30

43
= 1.

Èñïîëüçóÿ ðÿäû ðàñïðåäåëåíèé X è Y , íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ:

mx = M [x] = 1 · 0, 27 + 2 · 0, 43 + 3 · 0, 30 = 2, 03
my = M [y] = −1 · 0, 55 + 1 · 0, 45 = −0, 1.

Èñïîëüçóÿ ðÿäû ðàñïðåäåëåíèéX ïðè Y=1 è Y ïðèX=2, íàéä¼ì óñëîâíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ:

M [X|Y = 1] = 1 · 2

9
+ 6 · 2

9
+ 3 · 1

9
=

17

9
,

M [Y |X = 2] = −1 · 13

43
+ 1 · 30

43
=

17

43
.

N
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Çàäà÷à 3.1.6.2. Äâà ñòðåëêà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñòðåëÿþò
ïî îäíîé öåëè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âû-
ñòðåëå äëÿ ïåðâîãî ñòðåëêà ðàâíà 0,8; äëÿ âòîðîãî - 0,9. Íàïèñàòü
ìàòðèöó ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X, Y ), ãäå X − ÷èñëî ïîïàäà-
íèé â ìèøåíü ïåðâûì ñòðåëêîì ïðè òð¼õ âûñòðåëàõ, Y− ÷èñëî
ïîïàäàíèé â ìèøåíü âòîðûì ñòðåëêîì ïðè äâóõ âûñòðåëàõ.

H Ðåøåíèå. Ñ.Â. X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ (0, 1. 2, 3), à Ñ.Â. Y=(0, 1, 2).
Íàéä¼ì ðÿäû ðàñïðåäåëåíèé Ñ.Â. X è Y , èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áåðíóëëè

P3 (0) = C0
3 · 0, 80 · 0, 23 = 0, 008 P2 (0) = C0

2 · 0, 90 · 0, 12 = 0, 01

P3 (1) = C1
3 · 0, 81 · 0, 22 = 0, 096 P2 (1) = C1

2 · 0, 91 · 0, 11 = 0, 18

P3 (2) = C2
3 · 0, 82 · 0, 21 = 0, 384 P2 (2) = C2

2 · 0, 92 · 0, 10 = 0, 81

P3 (3) = C3
3 · 0, 83 · 0, 20 = 0, 512

X 0 1 2 3
P 0, 008 0, 096 0, 384 0, 512

Y 0 1 2
P 0, 01 0, 18 0, 81

Òàê êàê ñîáûòèå A (X = n) n = 0, 1, 2, 3 è B (Y = m) m = 0, 1, 2
íåçàâèñèìû, òî P (X = n, Y = m) = P (X = n) · P (Y = m).

Ñîñòàâèì òàáëèöó:

X
Y

0 1 2 3
0 0, 00008 0, 00096 0, 00384 0, 00512
1 0, 00144 0, 01728 0, 06912 0, 09216
2 0, 00648 0, 07776 0, 31104 0, 41472

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ìàòðèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X, Y ) . N

Çàäà÷à 3.1.6.3. Íåçàâèñèìûå Ñ.Â. X è Y çàäàíû çàêîíàìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

X −1 0 1
P 0, 2 0, 5 0, 3

Y 0 1 2 3
P 0, 1 0, 2 0, 4 0, 3

1. Ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ, ñóììû è
ôóíêöèè îò ÑÂ:

� U = X · Y ;
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� V = X + Y ;

� W = 2X + 3Y

2. Íàéòè:

� M [U ], D[U ], σ[U ];

� M [V ], D[V ], σ[V ];

� M [W ], D[W ], σ[W ].

H Ðåøåíèå. 1. Ïåðåìíîæèì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Ñ Â X è Y è èõ
âåðîÿòíîñòè. Îáúåäèíèì îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ Ñ.Â., ñêëàäûâàÿ ïðè ýòîì èõ
âåðîÿòíîñòè, è çàïèøåì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

U = X · Y −3 −2 −1 0 1 2 3
Pu 0, 06 0, 08 0, 04 0, 55 0, 06 0, 12 0, 09

Êîíòðîëü:

0, 06 + 0, 08 + 0, 04 + 0, 55 + 0, 06 + 0, 12 + 0, 09 = 1.

Ýòî è åñòü èñêîìûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. U = X · Y.
Îòñþäà íàõîäèì:

M [U ] = −3 · 0, 06− 2 · 0, 08− 1 · 0, 04 + 0 · 0, 55 + 1 · 0, 06 + 2 · 0, 12 + 3 · 0, 09 = 0, 19

M
[
U2
]

= 9 · 0, 06 + 4 · 0, 08 + 1 · 0, 04 + 0 · 0, 55 + 1 · 0, 06 + 4 · 0, 12 + 9 · 0, 09 = 2, 25

D[U ] = M
[
U2
]
−M2[U ] = 2, 25− (0, 19)2 = 2, 2139

σ[U ] =
√
D[U ] = 1, 4879

2. Ñëîæèì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Ñ.Â. X è Y è ïåðåìíîæèì èõ âå-
ðîÿòíîñòè. Îáúåäèíèì îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ Ñ.Â. X, ñêëàäûâàÿ ïðè ýòîì èõ
âåðîÿòíîñòè

V −1 0 1 2 3 4
Px 0, 02 0, 09 0, 21 0, 32 0, 27 0, 09

Êîíòðîëü:

0, 02 + 0, 09 + 0, 21 + 0, 32 + 0, 27 + 0, 9 = 1

Ýòî è åñòü èñêîìûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. V = X · Y
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Îòñþäà íàõîäèì

M [V ] = −1 · 0, 02 + 0 · 0, 09 + 1 · 0, 21 + 2 · 0, 32 + 3 · 0, 27 + 4 · 0, 09 = 2

M
[
V 2
]

= 1 · 0, 02 + 1 · 0, 21 + 4 · 0, 32 + 9 · 0, 27 + 16 · 0, 09 = 5, 38

D[V ] = M
[
V 2
]
−M2[V ] = 1, 38

σ[V ] = 1, 1747

W1 = 2X −2 0 2
P 0.2 0.5 0.3

W2 = 3Y 0 3 6 9
P 0.1 0.2 0.4 0.3

3. Çàïèøåì çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. W1 = 2X è Ñ.Â. W2 = 3Y. Ñëî-
æèì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ Ñ.Â. W1 è W2, ïåðåìíîæàÿ èõ ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðîÿòíîñòè. Ïîëó÷èì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. W = 2X + 3Y.

W −2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11
PW 0, 02 0, 05 0, 04 0, 03 0, 10 0, 08 0, 06 0, 20 0, 06 0, 12 0, 15 0, 09

Îòñþäà íàõîäèì

M [W ] = 4 · 0, 02 + 1 · 0, 04 + 4 · 0, 03 + 9 · 0, 10 + 16 · 0, 08 + 25 · 0, 06+
+36 · 0, 20 + 49 · 0, 06 + +9 · 0, 15 + 11 · 0, 09 = 5, 90

èëè èíà÷å

M [2X + 3Y ] = 2M [X] + 3M [Y ] = 2 · 0, 1 + 3 · 1, 9 = 5, 9

M [W 2] = 4 · 0, 02 + 1 · 0, 04 + 4 · 0, 03 + 9 · 0, 10 + 16 · 0, 08 + 25 · 0, 06+
+36 · 0, 20 + 49 · 0, 06 + +64 · 0, 12 + 81 · 0, 15 + 121 · 0, 09 = 44, 78

D[W ] = M
[
W 2
]
−M2[W ] = 44, 78− (5, 9)2 = 9, 97

èëè èíà÷å

D[2X + 3Y ] = 4D[X] + 9D[Y ] = 4 · 0, 49 + 9 · 089 = 9, 97

σ[W ] =
√
D[W ] = 3, 1575

N

Çàäà÷à 3.1.6.4. Äàíà ôóíêöèÿ

F (x, y) =

{
0, åñëè x < 0 èëè y < 0,

1− 5−x − 5−y + 5−x−y, åñëè x ≥ 0, y ≥ 0.
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� Äîêàçàòü, ÷òî F (x, y)� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé
Ñ.Â. (X, Y ).

� Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. X è Y .

� Âûÿñíèòü, çàâèñèìû ëè X è Y ?

� Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (X, Y ) â êâàä-
ðàò ñ âåðøèíàìè (1, 1) , (2, 1) , (2, 2) , (1, 2).

� Íàéòè ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (X, Y ) â
òî÷êå A (2, 1).

H Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ.

Ïðîâåðèì, ÷òî ñâîéñòâî îãðàíè÷åííîñòè: 0 6 F (xy) 6 1 ñïðàâåäëèâî.
Òàê êàê F (x, y) = 0 ïðè x < 0 èëè y < 0, òî

lim
x→−∞

F (xy) = lim
y→−∞

F (xy) = lim
x→ −∞
y → −∞

F (xy) = 0

lim
x→∞
y→∞

F (x, y) = 1

òàêèì îáðàçîì, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ.
Ïîêàæåì. ÷òî ôóíêöèÿ F (x, y) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé ïî êàæ-

äîìó àðãóìåíòó ïðè ôèêñèðîâàííîì âòîðîì.
Íàõîäèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. X è Y :

F1 (x) = lim
y→+∞

F (x, y) = lim
y→+∞

(
1− 1

5x
− 1

5y
+

1

5x · 5y

)
= 1− 5−x

F2 (y) = lim
x→+∞

F (x, y) = lim
x→+∞

(
1− 1

5x
− 1

5y
+

1

5x · 5y

)
= 1− 5−y

Òàêèì îáðàçîì,

F1 (x) =

{
1− 5−x, x > 0

0, x < 0
,

è

F2 (y) =

{
1− 5−y, y > 0

0 y < 0
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� èñêîìûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. X è Y . Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ
â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàâíû:

f1(x) = 5−x ln 5 > 0

f2(y) = 5−y ln 5 > 0.

Ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû, òî ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ � íåóáûâàþùàÿ ïî êàæäîé èç ñâîèõ ïåðåìåííûì â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ íå èçìåíÿåòñÿ.

Òàê êàê

F1 (x) · F2 (y) =
(
1− 5−x

) (
1− 5−y

)
= 1− 5−x − 5−y + 5−x−y = F (x, y) ,

òî Ñ.Â. X è Y íåçàâèñèìû.
Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïî-

ðÿäêà, òî ìû ìîæåì íàéòè ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ f(x, y) =
F ′′xy(x, y) :

f(x, y) = F ′′xy(x, y) =

{
5−x−y ln2 5 åñëè x ≥ 0, y ≥ 0

0, åñëè x < 0 èëè y < 0

Òîãäà f(2, 1) = 5−3 ln2 5.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ áûëà çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñè-

ñòåìû íåîáõîäèìî íå òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå ïëîòíîñòè (3.6.), íî è âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ (3.9.) � ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü. Ïîêà-
æåì, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ:

y∫
0

x∫
0

5−u−v ln2 dudv =

y∫
0

5−v ln 5 dv ·
x∫

0

5−u ln 5 du

= (1− 5−y)(1− 5−x) = 1− 5−x − 5−y + 5−x−y

Íàõîäèì äàëåå âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êâàäðàò:

P (1 6 X 6 2, 1 6 Y 6 2) = [F (1, 1) + F (2, 2)]− [F (1, 2)− F (2, 1)] =

=

(
1− 1

5
− 1

5
− 1

5 · 5

)
+

(
1− 1

25
− 1

25
+

1

625

)
−

−
(

1− 1

5
− 1

5
+

1

125

)
−
(

1− 1

25
− 1

5
+

1

125

)
=

16

625

N
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Çàäà÷à 3.1.6.5. Äâóìåðíàÿ Ñ.Â. (X, Y ) çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

f (x, y) =

{ 1

2
sin (x+ y) , â êâàäðàòå 0 6 x 6

π

2
, 0 6 y 6

π

2
0, âíå êâàäðàòà

Íàéòè:

� ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y);

� P
(
X <

π

4
, Y < π

)
;

� ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f1 (x) è f2 (y);

� óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f (x|y) è f (y|x).

H Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) ñèñòåìû (X, Y ) ñâÿçàíà ñ
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f (x, y) ñîîòíîøåíèåì (3.9.)

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(x, y) dxdy =

x∫
0

y∫
0

1

2
sin (x+ y) dxdy =

=
1

2

x∫
0

dx

y∫
0

sin(x+ y) dy = −1

2

x∫
0

dx [− cos (x+ y)]|y0 =

=
1

2

x∫
0

[cos (x+ y)− cosx] dx = −1

2
[sin (x+ y)− sinx]|x0 =

= −1

2
[sin (x+ y)− sinx− sin y] =

1

2
[sinx+ sin y]− sin(x+ y)

Òàêèì îáðàçîì,èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

F (x, y) =


1

2
[sinx+ sin y − sin(x+ y)]; 0 6 x 6

π

2
, 0 6 y 6

π

2
0, âíå êâàäðàòà

.

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P
(
X <

π

4
, Y < π

)
ðàâíà çíà÷åíèþ ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ F (x, y) â òî÷êå
(π

4
, π
)
.

P
(
X <

π

4
, Y < π

)
= F

(π
4
, π
)

=

π/4∫
0

π/2∫
0

1

2
sin (x+ y) dxdy =

1

2

108



3.1. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõìåðíîé ÑÂ

Ïî ôîðìóëàì (3.13.) íàõîäèì

f1 (x) =
+∞∫
−∞

f (xy) dy = 1
2

π/2∫
0

sin (x+ y) dy =−1
2

cos (x+ y)
∣∣π/2
0

=

= −1

2

[
cos
(
x+

π

2

)
− cosx

]
=

1

2
(sinx+ cosx)

f2 (x) =

+∞∫
−∞

f (xy) dx =
1

2

π/2∫
0

sin (x+ y) dx =
1

2
(sinx+ cosx)

Òàêèì îáðàçîì,

f1(x) =

{
1
2

(sinx+ cosx) , åñëè x ∈ [0, π/2]
0, âíå [0, π/2]

f2 (y) =

{
1
2

(sin y + cos y) , åñëè y ∈ [0, π/2]
0, âíå [0, π/2]

.

Òàê êàê f1 (x) ·f2 (y) 6= f (xy), òî Ñ.Â. X è Y çàâèñèìû. Òîãäà ïî ôîðìóëàì
(3.21.) íàõîäèì

f (x|y) =
f (x, y)

f2 (y)
=


sin (x+ y)

sin y + cos y
ïðè 0 6 x 6 π/2, 0 6 y 6 π/2

0 âíå êâàäðàòà

f (y|x) =
f (x, y)

f1 (x)
=

 sin (x+ y)

sinx+ cosx
ïðè 0 6 x 6 π/2, 0 6 y 6 π/2

0 âíå êâàäðàòà

N

3.1.7. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.1.7.1. Äàíà ìàòðèöà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñè-
ñòåìû (X, Y )

X
Y

1 2 3
0 0, 2 0, 1 0, 1
1 0, 2 0, 1 0, 1
2 0, 1 0, 1 0

Íàéòè:
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� çàêîí ðàñïðåäåëåíèé X è Y ;

� çàâèñèìû ëè X è Y ;

� M [x], M [y], D[x], D[y], G[x], G[y];

� óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ X ïðè óñëîâèè, ÷òî Y ïðèíè-
ìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå;

� óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Y ïðè óñëîâèè, ÷òî X ïðèíè-
ìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå;

� P (X = 3|Y = 1) , P (Y = 1|X = 3) .

Îòâåò: mx = 0, 8; my = 1, 7; dx = 0, 56; dy = 0, 61

gx = 0, 75; gy = 0, 78.

P (X = 3|Y = 1) = 0, 25, P (Y = 1|X = 3) = 0, 5

Çàäà÷à 3.1.7.2. Äàíû äâå ñèñòåìû (X, Y ) äèñêðåòíûõ Ñ.Â. ìàò-
ðèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ

X
Y

2 4 6
1 0, 15 0, 25 0, 20
3 0, 10 0, 12 0, 18

X
Y

1 3 5
6 0.12 0.13 0.17
3 0.21 0.19 0.18

Â êàêèõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíû X è Y çàâèñèìû?
Îòâåò: Â îáîèõ.

Çàäà÷à 3.1.7.3. Äàíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñè-
ñòåìû Ñ.Â.

f (x, y) =

{
10e−(5x+2y), x > 0, y > 0

0, x < 0 èëè y < 0

Íàéòè óñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé f (x|y) è f (y|x).

Îòâåò: f (x|y) =

{
5e−5x, x > 0
0, x < 0

;

f (y|x) =

{
2e−2y, y > 0
0, y < 0
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3.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû

Çàäà÷à 3.1.7.4. Çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû
Ñ.Â. (X, Y )

f (x, y) =
1

(16 + x2) (25 + y2)

Íàéòè èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ F (x, y) ñèñòåìû (X, Y )

Îòâåò: F (x, y) = 1
4

(
arctg x4 + π

2

)
· 1

5

(
arctg y5 + π

2

)
Çàäà÷à 3.1.7.5. Çàäàíà èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóìåðíîé Ñ.Â.
(X, Y )

F (x, y) =

{
(1− e−4x)(1− e−2y), x > 0, y > 0

0, x < 0, y < 0
.

Íàéòè äèôôåðåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû.

Îòâåò: f (x, y) =

{
8e−4x−2y, x > 0, y > 0

0, x < 0, y < 0
.

3.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû äâóõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí

3.2.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äâóìåðíîé Ñ.Â.

Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ïóñòü äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ âåëè÷èíà (X, Y ) çàäàíà ìàòðè-
öåé ðàñïðåäåëåíèÿ (3.1). Ñóììèðóÿ ïî ñòîëáöàì, à çàòåì ïî ñòðî-
êàì ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàñïðåäåëåíèÿ, íàõîäèì ðÿäû ðàñïðåäå-
ëåíèé Ñ.Â. X è Y (3.2) è (3.3). Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
Ñ.Â. X è Y ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M [x] = mx =
∑
i

xipi =
∑
i

xi
∑
j

pij =
∑
i

∑
j

xipij.

M [y] = my =
∑
j

yjpj =
∑
j

yj
∑
i

pij =
∑
j

∑
i

yjpij.
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Åñëè Z = ϕ (X), òî

M [Z] =
n∑
i=1

piϕ(xj) =
m∑
j=1

n∑
i=1

pjiϕ(xj).

Åñëè Z = Ψ (Y ), òî

M [Z] =
m∑
j=1

pjΨ(yj) =
n∑
i=1

m∑
j=1

pjiΨ (yj).

Íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ïóñòü ñèñòåìà íåïðåðûâíûõ âåëè÷èí (X, Y ) ðàñïðåäåëåíà â
îáëàñòè D ïëîñêîñòè x0y ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f (x, y) .
Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Ñ.Â.X è Y áóäóò ðàññ÷èòûâàòüñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M [X] = mx =

∫∫
D

x · f (x, y) dxdy =

+∞∫
−∞

x · f1 (x) dx

M [Y ] = my =

∫∫
D

y · f (x, y) dxdy =

+∞∫
−∞

y · f2 (y) dy.

Åñëè Z = ϕ (x), òî

M [Z] = mz =

∫∫
D

ϕ (x) · f (x, y) dxdy

Åñëè Z = ϕ (X, Y ), òî

M [Z] = mz =

∫∫
D

ϕ (x, y) · f (x, y) dxdy.
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3.2.2. Äèñïåðñèÿ äâóìåðíîé Ñ.Â. (X, Y ).

Ïóñòü Ñ.Â. X è Y − äèñêðåòíûå è èìåþò ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ mx è my.Òîãäà äèñïåðñèè íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

D[X] = dx = M
[
(X −mx)

2
]

=
n∑
i=1

(xi −mx)
2 · Pi = M

[
X2]−m2

x,

D[Y ] = dy = M
[
(Y −my)

2
]

=
m∑
j=1

(yj −my)
2 · Pj = M

[
Y 2]−m2

y.

Ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ

σ[X] = σx =
√
D[X]; σ[Y ] = σy =

√
D[Y ].

Äëÿ íåïðåðûâíûõ Ñ.Â. X è Y ôîðìóëû ïðèíèìàþò âèä:

D[X] =

+∞∫
−∞

(x−mx)
2 · f1 (x) dx;

D[Y ] =

+∞∫
−∞

(y −my)
2 · f2 (y) dy;

èëè

D[X] =

+∞∫
−∞

x2 · f1 (x) dx−m2
x = M

[
X2]−m2

x

D[Y ] =

+∞∫
−∞

y2 · f2 (y) dy −m2
y = M

[
Y 2]−m2

y.

Èíîãäà óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå äèôôå-
ðåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû:

M [X] =

∫∫
D

x · f (x, y) dx, M [Y ] =

∫∫
D

y · f (x, y) dy ,
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D[X] =

∫∫
D

(x−mx)
2 · f (x, y) dxdy =

∫∫
D

x2 · f (x, y) dxdy −m2
x,

D[Y ] =

∫∫
D

(y −my)
2 · f (x, y) dxdy =

∫∫
D

y2 · f (x, y) dxdy −m2
y.

Çäåñü äâîéíûå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ñèñòåìû.

3.2.3. Êîâàðèàöèÿ è êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Êîâàðèàöèåé èëè êîððåëÿöèîííûì ìîìåíòîì Ñ.Â. X è Y
íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Kx,y = cov (X, Y ) = M [(X −mx) · (Y −my)].

Äëÿ äèñêðåòíûõ Ñ.Â. X è Y

Kx,y = cov (X, Y ) =
n∑
i=1

m∑
j=1

(xi −mx) (yj −my) · Pij

èëè

cov (X, Y ) =
n∑
i=1

m∑
j=1

xiyj · Pij −mx ·my.

Ôîðìóëû ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó

cov (X, Y ) = M [X · Y ]−mxmy

Áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà

ρx,y =
Kx,y

σxσy
=
cov (X, Y )

σxσy

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè.

Åñëè ρx,y = 0, òî Ñ.Â. X è Y íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè;
åñëè ρx,y 6= 0, òî X è Y êîððåëèðîâàíû.
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3.2.4. Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê äâóìåðíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

1. M [C] = C, C − const;

2. Åñëè mx è my− êîíå÷íû, è α, β − êîíñòàíòû, òî

M [αX + βY ] = αM [X] + βM [Y ].

Ïðè α = β = 1 M [X + Y ] = M [X] +M [Y ];

3. Åñëè mx è my− êîíå÷íû, òî

M [XY ] = M [X] ·M [Y ] + cov (X, Y ) .

Åñëè Ñ.Â. X è Y íå êîððåëèðîâàíû (íåçàâèñèìû), òî

M [XY ] = M [X] ·M [Y ] (3.24.)

(ò.ê. cov (X, Y ) = 0).

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè

1. D[C] = 0 C − const

2. D[CX] = C2D[X]

3. Åñëè dx è dy − êîíå÷íû, òî

D[αX + βY ] = α2dx + β2dy + 2αβ cov (X, Y ) .

Åñëè Ñ.Â.X è Y íå êîððåëèðîâàíû (ò.å. íåçàâèñèìû), òî cov (X, Y ) =
0 è

D[αX + βY ] = α2dx + β2dy.

Ôîðìóëó ìîæíî îáîáùèòü íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàå-
ìûõ

D
[∑

αiXi

]
=

n∑
i=1

α2
iD[Xi] + 2

n∑
i, j = 1
i 6= j

αiαj cov (Xi, Yj).
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Äëÿ íåçàâèñèìûõ Ñ.Â.

D
[∑

αiXi

]
=

n∑
i=1

α2
iD[Xi].

4. Åñëè Ñ.Â. X è Y íåçàâèñèìû è dx è dy − êîíå÷íû, òî

D[X · Y ] = dx ·m2
y + dy ·m2

x + dx · dy.

Ñâîéñòâà êîâàðèàöèè

1. Êîâàðèàöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ñâîèõ àðãóìåíòîâ:
cov(X, Y ) = cov(Y,X) � ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

2. Åñëè Ñ.Â. X è Y íåçàâèñèìû, òî îíè íåêîððåëèðîâàíû.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåçàâèñèìûõ Ñ.Â. X è Y Y f1 (x) · f2 (y) =
f (x, y).

Òîãäà

cov (X, Y ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xy · f1 (x) f2 (y) dxdy −mxmy =

=

+∞∫
−∞

x · f1 (x) dx ·
+∞∫
−∞

y · f2 (y) dy −mxmy =mxmy −mxmy = 0

3. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, â îáùåì ñëó÷àå, íå âåðíî, ò.å. èç ðà-
âåíñòâà íóëþ êîâàðèàöèè íå ñëåäóåò íåçàâèñèìîñòü X è Y .

Òîëüêî â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñïðàâåäëèâî
òàêæå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè:

1. ρx,x = 1

2. ρx,y = ρy,x
116



3.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû

3. Åñëè Ñ.Â. X è Y íåçàâèñèìû, òî ρx,y = 0

4. |ρx,y| 6 1

5. |ρx,y| = 1 ⇔ Y = aX + b, ãäå a, b � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå,
ò.å. ìåæäó Ñ.Â. X è Y ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ
çàâèñèìîñòü.

Ñâîéñòâà 1�3 ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèé íåçàâèñèìîñòè (3.23.) è
êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè.

Äîêàæåì ñâîéñòâî 4. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòðóêòóðó âûðà-
æåíèÿ ρx,y :

ρx,y =
M
[
(X −mX)(Y −mY )

]
σX · σY

=

= M

[(
X −mX

σX

)
·
(
Y −mY

σY

)]
=

= M
[
X̃ · Ỹ

]
(3.25.)

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X̃ è Ỹ ïîëó÷åíû èç èñõîäíûõ ñ ïîìî-
ùüþ îïåðàöèé öåíòðèðîâàíèÿ è íîðìèðîâàíèÿ. Öåíòðèðîâàíèå
� ïåðåíîñ íà÷àëà êîîðäèíàò â öåíòð ðàñïðåäåëåíèÿ (mX , mY ), à
íîðìèðîâàíèå � èçìåíåíèå ìàñøòàáà, êîãäà çà åäèíèöó èçìåðå-
íèÿ áåðåòñÿ ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå. Òàêèå ÑÂ íàçûâà-
þò ñòàíäàðòèçèðîâàííûìè. Ñòàíäàðòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê:

mX̃ = M
[X −mX

σX

]
=
M [X]−mX

σX
= 0;

mỸ = 0

(3.26.)

DX̃ = M
[
X̃2] = D

[X −mX

σX

]
=
M
[
(X −mX)2

]
σ2
X

= 1;

DỸ = M
[
Ỹ 2] = 1

(3.27.)

Ðàññìîòðèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî:

(X̃ ± Ỹ )2 > 0
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èëè, ïåðåõîäÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ,

M
[
(X̃ ± Ỹ )2] > 0 (3.28.)

Ðàñêðîåì ñêîáêè è âûäåëèì ïðîèçâåäåíèå ÑÂ:

M
[X̃2 + Ỹ 2

2

]
> ∓M

[
X̃Ỹ

]
(3.29.)

Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé
ýòîãî íåðàâåíñòâà:

M
[
X̃2
]
+M

[
Ỹ 2
]

2
> ∓M

[
X̃ · Ỹ

]
= ∓ρX,Y (3.30.)

èëè, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ñòàíäàðòíûõ âåëè÷èí

1 > ∓ρX,Y =⇒ 1 >| ρX,Y |,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîêàæåì ñâîéñòâî 5.
Ïóñòü ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñóùåñòâóåò ôóíêöèî-

íàëüíàÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü Y = aX + b. Òîãäà èìååì:

mY = a ·mX + b

σ2
Y = a2 · σ2

X , σY =| a | ·σX
cov(X, Y ) = M

[
(X −mx)(aX + b− amx − b)

]
=

= M
[
a(X −mx)

2] = a · σ2
X

ρx,y =
a · σ2

X

| a | ·σ2
X

=
a

| a |
=

{
1, ïðè a > 0
−1, ïðè a < 0

.

Ïóñòü òåïåðü ρx,y = ±1. Ñòðîãîå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò ñòðî-
ãîìó ðàâåíñòâó â âûðàæåíèè (3.28.).

M
[
(X̃ ± Ỹ )2] = 0.

Íî ðàâåíñòâî íóëþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé
âåëè÷èíû âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà òîæäåñòâåííî
ðàâíà íóëþ. Òîãäà

(X̃ ± Ỹ )2 = 0⇒ (X̃ ± Ỹ ) = 0⇒ ±X̃ = Ỹ . (3.31.)
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Îòñþäà ïîëó÷àåì

Y = ±σy
σx
·X ∓ σy

σx
·mx = a ·X + b, (3.32.)

ò.å ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñâÿçàíû ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ.

3.3. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè óñëîâíûõ çàêîíîâ

ðàñïðåäåëåíèÿ

3.3.1. Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Ëèíèè ðåãðåñ-
ñèè

Äëÿ äèñêðåòíîé äâóìåðíîé Ñ.Â. (X, Y ) íàõîäèì ðÿä ðàñïðå-
äåëåíèÿ X ïðè Y = yj � ôèêñèðîâàííûì, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû
(3.15.,3.16.)

P (X = xi|Y = yj ) =
P (X = xi, Y = yj)

P (Y = yj)
=
Pij
Pj

è ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ Y ïðèX = xi −ôèêñèðîâàííîì ïî ôîðìóëå

P (Y = yj|X = xi ) =
P (Y = yj, X = xi)

P (X = xi)
=
Pji
Pi
.

Òîãäà óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ íàõîäèì ïî ôîð-
ìóëàì:

M [X|Y = yj ] = x1 ·
P1j

Pj
+ x2 ·

P2j

Pj
+ . . .+ xn ·

Pnj
Pj

=
n∑
i=1

xi ·
Pij
Pj
,

M [Y |X = xi ] = y1 ·
P1i

Pi
+ y2 ·

P2i

Pi
+ . . .+ ym ·

Pmj
Pj

=
m∑
j=1

yj ·
Pji
Pi
.

Äëÿ íåïðåðûâíûõ Ñ.Â. X è Y
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M [X|Y = y ] =

+∞∫
−∞

y · f (x|y ) dx, (3.33.)

M [Y |X = x ] =

+∞∫
−∞

y · f (y|x) dy (3.34.)

Ýòè óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåêî-
òîðûìè ôóíêöèÿìè ϕ (y) è ψ (x) ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ
M [X|Y = y ] = ϕ (y) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðåãðåññèè X íà Y .

Ãðàôèê ôóíêöèè x = ϕ (y) íàçûâàåòñÿ êðèâîé ðåãðåññèè X

íà Y .

Ôóíêöèÿ ψ (x) = M [Y |X = x ] íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðåãðåñ-

ñèè Ñ.Â. Y íà Ñ.Â. X.

Ãðàôèê ôóíêöèè y = ψ (x) íàçûâàåòñÿ êðèâîé ðåãðåññèè Y

íà X.

Åñëè Ñ.Â. X è Y íåçàâèñèìû, òî óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ ðàâíû áåçóñëîâíûì è êðèâûå ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ ïðÿ-
ìûìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò.

Çàâèñèìîñòè ψ (x) è ϕ (y), ïîêàçûâàþùèå, êàê ñðåäíåå çíà÷å-
íèå îäíîé âåëè÷èíû èçìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè äðóãîé âåëè÷èíû,
íàçûâàþòñÿ êîððåëÿöèîííûìè (ñëó÷àéíûìè, ñòàòèñòè÷åñêè-
ìè, ñòîõàñòè÷åñêèìè)1.

Â îòëè÷èè îò êîððåëÿöèîííûõ, ôóíêöèîíàëüíûå çàâèñèìî-
ñòè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî íå ñðåäíåå, à êàæäîå çíà÷åíèå îäíîé âåëè-
÷èíû åñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äðóãîé âåëè÷èíû.

1Â îáùåì ñëó÷àå, êîððåëÿöèîííàÿ çàâèñèìîñòü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èçìåíåíèå îäíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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3.3.2. Óñëîâíûå äèñïåðñèè

Óñëîâíûå äèñïåðñèè äëÿ äèñêðåòíûõ Ñ.Â. X è Y :

D[X|Y = yj ] =
n∑
i=1

(xi −M [X|Y = yj ])
2 · P (xi|yj ) ;

D [Y |X = xi ] =
m∑
j=1

(yj −M [Y |X = xi ])
2 · P (yj |xi ) .

Óñëîâíûå äèñïåðñèè äëÿ íåïðåðûâíûõ Ñ.Â. X è Y :

D[X|Y = y ] =

+∞∫
−∞

(x−M [X|Y = y ])2 · f (x|y )dx, (3.35.)

D[Y |X = x ] =

+∞∫
−∞

(y −M [Y |X = x ])2 · f (y|x)dy. (3.36.)

Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y î÷åíü ïîëåç-
íoå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå óñëîâíóþ äèñïåðñèþ D[Y | X = x]
è ôóíêöèþ ðåãðåññèè ψ (x) .

Óñëîâíûå äèñïåðñèè õàðàêòåðèçóþò ðàçáðîñ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè ðåãðåññèè. Åñëè
óñðåäíèòü D [Y | X = x] ïî X, òî ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ
îáîáùàþùåé ìåðîé ðàçáðîñà Ñ.Â. Y îòíîñèòåëüíî ëèíèè ðåãðåñ-
ñèè.

∞∫
−∞

D
[
Y | X = x

]
· f1(x) dx =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
y − ψ(x)

)2
f(y | x) · f1(x) dy dx =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
y − ψ(x)

)2
f(x, y) dy dx = Dψ(Y )

(3.37.)

Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñîñòàâëÿþùèõ áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè:
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D[Y ] =

∫∫
D

(y −my)
2 · f (x, y) dxdy =

=

∫∫
D

[y − ψ(x) + ψ(x)−my]
2 · f (x, y) dxdy =

=

∫∫
D

[y − ψ(x)]2 · f (x, y) dxdy +

∫∫
D

[ψ(x)−my]
2 · f (x, y) dxdy+

+ 2

∫∫
D

[y − ψ(x)][ψ(x)−my] · f (x, y) dxdy (3.38.)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü:∫∫
D

[y − ψ(x)][ψ(x)−my] · f (x, y) dxdy =

=

∞∫
−∞

[ψ(x)−my]


∞∫

−∞

[y − ψ(x)f(y | x) dy]

 f1(x) dx =

=

∞∫
−∞

[ψ(x)−my] {ψ(x)− ψ(x)} f1(x) dx = 0 (3.39.)

Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì:

D[Y ] = Dψ(y) +Dmy
(ψ) (3.40.)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü äèñïåðñèÿ Ñ.Â. îòíîñèòåëüíî ëèíèè ðåãðåñ-
ñèè (â ðåãðåññèîííîì àíàëèçå îíà íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íîé äèñïåð-
ñèåé), à âòîðîå ñëàãàåìîå � äèñïåðñèÿ ôóíêöèè ðåãðåññèè îòíîñè-
òåëüíî áåçóñëîâíîãî ñðåäíåãî.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðåãðåññèè îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì îñòà-
òî÷íîé äèñïåðñèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïðîáíûìè ôóíêöèÿìè,
ïîäñòàâëÿåìûìè âìåñòî íå¼ â (3.37.).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ g(x) è ïîäñòàâèì åå âìåñòî
ôóíêöèè ðåãðåññèè â âûðàæåíèå äëÿ îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè:
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Dg(Y ) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(y − g(x))2f(x, y) dy dx =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(y − ψ(x) + ψ(x)− g(x))2f(x, y) dy dx =

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

{
(y − ψ(x))2 + (ψ(x)− g(x))2} f(x, y) dy dx+

+ 2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

{(y − ψ(x))(ψ(x)− g(x))} f(x, y) dy dx =

= DY (ψ) +M
[
(ψ(x)− g(x))2]+

+ 2

∞∫
−∞

[ψ(x)− g(x)]


∞∫

−∞

(y − ψ(x))f(y | x) dy

 f1(x), dx =

= Dψ(Y ) +M
[
(ψ(x)− g(x))2]

(3.41.)

Çäåñü ïîñëåäíèé èíòåãðàë, êàê è â (3.39.), îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Dg(Y ) > Dψ(Y ), (3.42.)

òàê êàê M
[
(ψ(x)− g(x))2

]
åñòü âåëè÷èíà íåîòðèöàòåëüíàÿ.

Ñâîéñòâî ôóíêöèè ðåãðåññèè ìèíèìèçèðîâàòü îñòàòî÷íóþ äèñ-
ïåðñèþ ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ìåòîäà âûáîðà îï-
òèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êðèâûõ, èñïîëüçóþùèõñÿ äëÿ
àïïðîêñèìàöèè ðåãðåññèîííûõ çàâèñèìîñòåé.2

2Áîëåå îáùèé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ çàâèñèìîñòåé èçâåñòåí
êàê ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí Ê.Ãàóññîì è À.Ëåæàíäðîì, ñòðîãîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå äàíî À.À. Ìàðêîâûì è À.Í. Êîëìîãîðîâûì
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3.3.3. Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ è êîððåëÿöèÿ

Íà ïðàêòèêå îñîáóþ âàæíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñëó÷àè, êîãäà
ôóíêöèþ ðåãðåññèè ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòüþ. Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y :

M [Y |X = x ] = ψ(x) = A · x+B (3.43.)

Ïàðàìåòðû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè A, B ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òî-
áû îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ DY (A·x+B) äîñòèãàëà ñâîåãî ìèíèìóìà.

Èòàê, ìû áóäåì èñêàòü ìèíèìóì ôóíêöèè

DA·x+B(Y ) = M
[
(y − A · x−B)2] , (3.44.)

ðàññìàòðèâàÿ å¼ êàê ôóíêöèþ ïàðàìåòðîâ A è B.
Êàê èçâåñòíî èç êóðñà äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, íåîá-

õîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ ïå-
ðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî ýòèì
ïåðåìåííûì: 

∂

∂A
M
[
(y − A · x−B)2

]
= 0

∂

∂B
M
[
(y − A · x−B)2

]
= 0.

(3.45.)

Âíåñÿ îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàê ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ (ýòî ýêâèâàëåíòíî äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî ïàðà-
ìåòðó ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè), ïîëó÷èì: M [(Y − A ·X −B) ·X] = 0

M [(Y − A ·X −B)] = 0.
(3.46.)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò:

M [X · Y ] = A ·M [X2] +B ·mx,

à èç âòîðîãî

my = A ·mx +B. (3.47.)
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Èñêëþ÷àÿ B, ïîëó÷èì:

M [X · Y ]−mx ·my = A ·
(
M [X2]−m2

x

)
.

Îòñþäà

A =
M [X · Y ]−mx ·my

M [X2]−m2
x

=

=
cov
(
X · Y

)
σx2 =

cov
(
X · Y

)
σx · σy

· σy
σx

= (3.48.)

= ρx,y ·
σy
σx
,

B = my − ρx,y ·
σy
σx
·mx. (3.49.)

Îáîçíà÷èâ ôóíêöèþ ðåãðåññèè ψ(x) êàê y, çàïèøåì óðàâíåíèå
ëèíåéíîé ðåãðåññèè â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå:

y −my

σy
= ρx,y ·

x−mx

σx
(3.50.)

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè îöåíèâàåò òåñíîòó ëèíåéíîé ñâÿçè
ìåæäó X è Y . ×åì áëèæå àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà
êîððåëÿöèè ê åäèíèöå, òåì ñâÿçü ñèëüíåå, òî åñòü áëèæå ê ôóíê-
öèîíàëüíîé; ñâÿçü ñëàáååò, êîãäà àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîýôôèöè-
åíòà êîððåëÿöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â ïðåäåëå, êîãäà ρx,y = 0, ëè-
íèÿ ðåãðåññèè âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè àáñöèññ:
y = mY , ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè (3.44.). Äëÿ ýòî-
ãî ïîäñòàâèì â íåãî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ëèíåéíîé ðå-
ãðåññèè:

Dψ(Y ) =M
[(

(y −my)− ρ
σy
σx

(x−mx)
)2]

=

=σ2
y − 2ρ

σy
σx

cov(X, Y ) +
(
ρ
σy
σx

)2
σ2
x =

=σ2
y(1− ρ2)

(3.51.)
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Âèäíî, ÷òî â îòñóòñòâèè êîððåëÿöèè (ρ = 0) îñòàòî÷íàÿ äèñ-
ïåðñèÿ ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå áåçóñëîâíîé
äèñïåðñèè, à â ñëó÷àå ôóíêöèîíàëüíîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
(ρ = 1) îñòàòî÷íàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà íóëþ.

3.3.4. Ðåøåíèå çàäà÷

Çàäà÷à 3.3.4.1. Äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ Ñ.Â. (X, Y ) çàäàíà ìàòðè-
öåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

X
Y −1 0 1
0 1/12 1/2 1/12
2 1/12 1/6 1/12

Íàéòè:

� óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿM [X|Y = 0],M [X|Y = 2];

� cov (X, Y )

� Êîððåëèðîâàíû ëè X è Y ?

� Çàâèñèìû ëè X è Y ?

H Ðåøåíèå. 1. Íàéä¼ì ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. X è Y :

P (X = −1|Y = 0) =
P (X = −1, Y = 0)

P (Y = 0)
=

1/12

2/3
=

1

8

X −1 0 1
Px 1/6 4/6 1/6

P (X = 0|Y = 0) =
P (X = 0, Y = 0)

P (Y = 0)
=

1/2

2/3
=

3

4

P (X = 1|Y = 0) =
P (X = 1, Y = 0)

P (Y = 0)
=

1/12

2/3
=

1

8

Y 0 2
Py 2/3 1/3
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Äëÿ M [X|Y = 2]

P (X = −1|Y = 2) =
P (X = −1, Y = 2)

P (Y = 2)
=

=
1/12

1/3
=

1

4
P (X = 0|Y = 2) =

P (X = 0, Y = 2)

P (Y = 2)
=

=
1/6

1/3
=

1

2
P (X = 1|Y = 2) =

P (X = 1, Y = 2)

P (Y = 2)
=

1/12

1/3
=

1

4

Óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ X ïðè Y = 0

X −1 0 1
P (X|Y = 0) 1/6 4/6 1/6

Óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ X ïðè Y = 2

X −1 0 1
P (X|Y = 2) 1/4 1/2 1/4

Òîãäà

M [X|Y = 0] = −1 · 1

8
+ 0 · 3

4
+ 1 · 1

8
= 0,

M [X|Y = 2] = −1 · 1

4
+ 0 · 1

2
+ 1 · 1

4
= 0.

2. Íàõîäèì:

mx = −1 · 1

6
+ 0 · 4

6
+ 1 · 1

6
= 0;

my = 0 · 2

3
+ 2 · 1

3
=

2

3
.

3. Ïðîâåðÿåì êîððåëèðîâàííîñòü

cov (X, Y ) = M [XY ]−mxmy =

=

(
−1 · 0 · 1

12
+ 0 · 0 · 1

2
+ 1 · 0 · 1

12
− 1 · 2 · 1

12
+ 0 · 2 · 1

6
+

+1 · 2 · 1

12

)
− 0 · 2

3
= 0,

ñëåäîâàòåëüíî Ñ.Â. X è Y íåêîððåëèðîâàíû.
4. Ïðîâåðèì óñëîâèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè X è Y .
Íàïðèìåð:

P (X = −1, Y = 0) =
1

12
,
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P (X = −1) · P (Y = 0) =
1

6
· 2

3
=

1

9
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

P (X = −1, Y = 0) 6= P (X = −1) · P (Y = 0) ,

ò.å. X è Y çàâèñèìû. N

Çàäà÷à 3.3.4.2. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. X è Y èìååò âèä

X
Y

3 10 12
4 0, 17 0, 13 0, 25
5 0, 10 0, 30 0, 05

Íàéòè:

1. M [X], M [Y ], M [2x+ 4y], M [XY ];

2. cov (X · Y ); çàâèñèìû ëè X è Y ?

3. D[X], D[Y ], D[2x+ 4y]

4. rx,y; êîððåëèðîâàíû ëè X è Y ?

H Ðåøåíèå. 1. Íàéä¼ì ðÿäû ðàñïðåäåëåíèÿ Ñ.Â. X è Y :

X 3 10 13
Px 0, 27 0, 43 0, 30

Y 4 5
Px 0, 55 0, 45

Òîãäà mx = 3 ·0, 27+10 ·0, 43+12 ·0, 30 = 8, 71, my = 4 ·0, 55+5 ·0, 45 = 4, 45.
Òàê êàê mx è my− êîíå÷íû, òî

M [2x+ 4y] = 2 ·mx + 4 ·my = 2 · 8, 71 + 4 · 4, 45 = 35, 22.

M [XY ] = 3 · 4 · 0, 17 + 4 · 10 · 0, 13 + 4 · 12 · 0, 25 + 3 · 5 · 0, 10+

+ 5 · 10 · 0, 30 + 5 · 12 · 0, 05 = 38, 74

2. Íàõîäèì êîâàðèàöèþ:

cov(X, Y ) = M [XY ]−mxmy = 38, 74− 8, 71 · 4, 45 = −0, 0195.

Ïðîâåðèì óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè. Íàïðèìåð,
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P (X = 3, Y = 5) = 0, 10, P (X = 3) · P (Y = 5) = −0, 27 · 0, 45 = 0, 1215;

òàê êàê
P (X = 3, Y = 5) 6= P (X = 3) · P (Y = 5) ,

òî Ñ.Â. X è Y çàâèñèìû.
3. Íàéä¼ì:

M
[
X2
]

= 9 · 0, 27 + 100 · 0, 43 + 144 · 0, 30 = 2, 43 + 43 + 43, 20 = 88, 63,

M
[
Y 2
]

= 16 · 0, 55 + 25 · 0, 45 = 8, 80 + 11, 85 = 20, 25.

Òîãäà:

D[X] = M
[
X2
]
−m2

x = 88, 63− (8, 71)2 = 12, 7659, σ[X] = 3, 5729,

D[Y ] = M
[
Y 2
]
−m2

y = 20, 25− (4, 45)2 = 0, 2475, σ[Y ] = 0, 4975.

Òàê êàê X è Y çàâèñèìû, òî

D[2x+ 4y] = 22 · dx + 42 · dy + 2 · 24cov (X, Y ) =

= 4 · 12, 7659 + 16 · 0, 1475− 16 · 0, 0195 = 51, 0636 + 3, 9600− 0, 3120 = 54, 7116.

4. Âû÷èñëÿåì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè:

rx,y =
cov (X, Y )

σx · σy
=

−0, 0195

3, 5729 · 0, 4975
= −0, 011.

Òàê êàê rx,y 6= 0, òî Ñ.Â. X è Y êîððåëèðîâàíû. N

Çàäà÷à 3.3.4.3. Äàíà ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé Ñ.Â. X
è Y :

f (x, y) =

{
1
4 sinx sin y â êâàäðàòå 0 6 x 6 π, 0 6 y 6 π

0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Íàéòè:

1. mx, my

2. cov (X, Y ); êîððåëèðîâàíû ëè X è Y ?
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3. M [XY ], M [2x+ 3y]

4. D[X], D[Y ], σ[X], σ[Y ]

5. D[2x− 3y]

H Ðåøåíèå. 1. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé:

f1 (x) =

+∞∫
−∞

f (x, y) dy =
1

4

π∫
0

sinx sin ydy =
1

4
sinx · (− cos y)

∣∣∣∣π
0

=
1

2
sinx,

f2 (y) =

+∞∫
−∞

f (x, y) dy =
1

4

π∫
0

sinx sin ydy =
1

4
sin y · (− cosx)

∣∣∣∣π
0

=
1

2
sin y

è ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

mx =

+∞∫
−∞

x · f1 (x) dx =
1

2

π∫
0

x · sinxdx =
π

2

my =

+∞∫
−∞

y · f2 (y) dy =
1

2

π∫
0

y · sin ydy =
π

2
.

2. Òàê êàê

f1 (x) · f2 (y) =
1

2
sinx · 1

2
sin y =

1

4
sinx · sin y = f (x, y) ,

òî X è Y íåçàâèñèìû.
Òîãäà cov (X, Y ) = 0 è Ñ.Â. X è Y íåêîððåëèðîâàíû.
3. Òàê êàê Ñ.Â. X è Y íåçàâèñèìû, òî

M [XY ] = M [X] ·M [Y ] =
π2

4
.

è
M [2X + 3Y ] = 2mx + 3my = 5

π

2
.

4. Íàõîäèì

M
[
X2
]

=

+∞∫
−∞

x2 · f1 (x) dx =
1

2

π∫
0

x2 · sinxdx =
π2

2
− 2,

M
[
Y 2
]

=

+∞∫
−∞

y2 · f2 (y) dy =
1

2

π∫
0

y2 · sin ydy =
π2

2
− 2.
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Òîãäà

D[X] = D[y] = M
[
x2
]
−m2

x =
π2

2
− 2− π2

4
=
π2

4
− 2

è

σ2
x = σ2

y =
π2

4
− 2.

5. Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè X è Y

D[2x− 3y] = 22dx+ 32dy = (4 + 9) ·
(
π2

4
− 2

)
= 13

(
π2

4
− 2

)
.

N

Çàäà÷à 3.3.4.4. Ñèñòåìà íåïðåðûâíûõ Ñ.Â. X è Y çàäàíà ïëîò-
íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x, y) =

{
Cx2y2 â òðåóãîëüíèêå A(0, 0), B(0, 1), C(1, 1)

0 âíå òðåóãîëüíèêà

Íàéòè:

1. f1 (x) , f2 (y); Ç çàâèñèìû ëè X è Y ?

2. êîíñòàíòó C;

3. F1 (x) , F2 (y);

4. f (X|Y ) , f (y|x);

5. M [X], M [Y ], M [XY ];

6. cov (x, y);

7. D[X], D[Y ], σ[X], σ[Y ];

8. rx,y; êîððåëèðîâàíû ëè X è Y ?

9. Ôóíêöèè ðåãðåññèè Y íà X è X íà Y ; Ïîñòðîèòü ëèíèè ðå-
ãðåññèè â ∆ABC.
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H Ðåøåíèå. 1. Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè èìååì

C

1∫
0

x2dx

1∫
x

y2dy =
C

3

1∫
0

x2(1− x3)dx = 1⇒ C = 18

2. Íàõîäèì ÷àñòíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y .

f1 (x) =

+∞∫
−∞

f (x, y) dy = 18x2

1∫
x

y2dy = 6x2(1− x3), 0 6 x 6 1

f2 (y) =

+∞∫
−∞

f (x, y) dx = 18y2

y∫
0

x2dx = 6y5, 0 6 y 6 1

Òàê êàê
f1 (x) · f2 (y) 6= f (x, y) ,

òî X è Y çàâèñèìû.
3.Íàõîäèì ÷àñòíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y .

F1 (x) =

x∫
−∞

f1 (x) dx =

=

x∫
0

6x2(1− x3) dx =

= 6

x∫
0

(x2 − x5)0dx = x3(2− x3), 0 6 x 6 1

F2 (y) =

y∫
−∞

f2 (y) dy = 6

y∫
0

y5dy = y6, 0 6 y 6 1.

4. Âû÷èñëÿåì óñëîâíûå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y :

f (Y |X ) =
f (x, y)

f1 (x)
=

18x2y2

6x2(1− x3)
=

{
3y2

1−x3 , åñëè (X, Y ) âíóòðè ∆ABC

0, âíå ∆ABC

f(X|Y ) =
f (x, y)

f2 (y)
=

18x2y2

6y5
=

{
3x2

y3
, åñëè (X, Y )âíóòðè ∆ABC

0, âíå ∆ABC.
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5. Âû÷èñëÿåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ X è Y

M [x] =

+∞∫
−∞

x · f1 (x) dx =

1∫
0

x · 6x2(1− x3)dx =
9

14

M [y] =

+∞∫
−∞

y · f2 (y) dy =

1∫
0

y · 6y5dy =
6

7

è

M [XY ] =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xy · f (x, y) dxdy = 18

1∫
0

x3dx

1∫
x

y3dy =

=
9

2

1∫
0

x3(1− x4)dx =
9

16
.

6. Âû÷èñëÿåì êîâàðèàöèþ:

cov (X, Y ) = M [XY ]−mxmy =
9

16
− 9

14
· 6

7
=

9

784
= 0, 01148.

7. Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ êâàäðàòîâ ÑÂ:

M
[
X2
]

=

+∞∫
−∞

x2 · f1 (x) dx = 6

1∫
0

x2 · x2(1− x3)dx =
9

20

M
[
Y 2
]

=

+∞∫
−∞

y2 · f2 (y) dy = 6

1∫
0

y7dy =
3

4

Òîãäà

D[X] = M
[
X2
]
−m2

x =
9

20
−
(

9

14

)2

=
9

245
= 0, 0367

è

σx =
√
D[X] = 0, 1917

D[Y ] = M
[
Y 2
]
−m2

y =
3

4
−
(

6

7

)2

=
3

196
= 0, 0153
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è

σy =
√
D[Y ] = 0, 1237.

8. Íàõîäèì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

rx,y =
cov (X, Y )

σx · σy
= 0, 48.

Òàê êàê rx,y 6= 0, òî Ñ.Â. X è Y − êîððåëèðîâàííû.
9. Çàôèêñèðóåì êàêèì-ëèáî îáðàçîì Y = y â ïðîìåæóòêå [0, 1]. Ïðè ýòîì

çíà÷åíèè y âåëè÷èíà Xèìååòñÿ â [0, Y ]. Ïî ôîðìóëå (3.33.) íàõîäèì óñëîâíûå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

M [X|Y = y ] =

+∞∫
−∞

x · f (x|y ) dx =

y∫
0

x · 3x2

y3
dx =

y∫
0

x3dx =
3

4
y.

Çàôèêñèðóåì êàêèì-ëèáî îáðàçîì X = x â [0, 1]. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè x
âåëè÷èíà Y ìåíÿåòñÿ â [x, 1]. Òîãäà

M [Y |X = x ] =

+∞∫
−∞

y · f (y|x) =

1∫
x

y · 3y2

1− x3
dy =

=
3

1− x3

1∫
x

y3dy =
3(1− x4)

4(1− x3)

Òîãäà

ϕ (y) =
3

4
y − ôóíêöèÿ ðåãðåññèè X íà Y.

ψ (x) =
3

4
· 1− x4

1− x3
− ôóíêöèÿ ðåãðåññèè Y íà X.

N

3.3.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 3.3.5.1. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ÑÂ èìååò âèä:

X
Y −1 0 1
−2 0, 15 0, 35 0, 05
3 0, 10 0, 25 0, 10
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Íàéòè:

1. Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ M [y|X = −1], M [y|X =
0], M [y|X = 1]

2. êîâàðèàöèþ cov(X, Y )

3. óñòàíîâèòü: êîððåëèðîâàíû ëè X è Y ? Çàâèñèìû ëè X è Y ?

4. M [2X + 4Y ];

5. D[X], D[Y ], σ[X], σ[Y ], D[2X + 4Y ];

6. rx,y.

Îòâåò: cov (X, Y ) = 0, 225; Çàâèñèìû.

Çàäà÷à 3.3.5.2. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ÑÂ X è Y
èìååò âèä:

f(x, y) =


1

2
sin(x+ y) â êâàäðàòå 0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2
0 â îñòàëüíûõ òî÷êàõ.

Íàéòè:mx, my, dx, dy, σx, σy, M [XY ], cov(x, y), rx, y.

Îòâåò: mx = my =
π

4
, dx = dy = σ2

x = σ2
y =

π2 + 8π − 32

16
,

cov(x, y) =
−π2 + 8π − 16

16
.

Çàäà÷à 3.3.5.3. Äàíî: D[X + Y ] = 25; D[X] + D[Y ] = 13; Íàéòè
cov(X, Y ).

Îòâåò: cov(x, y) = 6

Çàäà÷à 3.3.5.4. Äàíî: D[X] = 7, D[Y ] = 5, cov(x, y) = 3. Íàéòè:
D[x− 2y + 3].

Îòâåò: D[x− 2y + 3] = 15.

Çàäà÷à 3.3.5.5. Äàíà ôóíêöèÿ

f(x, y) = Axy · exp(−(x2 + y2)), x ≥ 0, y ≥ 0

1. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè A ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñèñòåìû (X, Y )?
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2. Íàéòè

� f1(x), f2(y); âûÿñíèòü, çàâèñèìû ëè X è Y ?

� f(X | Y ), f(Y | X);

� M [X], M [Y ], M [XY ], M [X − Y ];

� D[X], D[Y ], D[X − Y ], D[XY ], σx, σy;

� cov(X, Y ), rXY ; êîððåëèðîâàíû ëè X è Y ?

� ëèíèè ðåãðåññèè X íà Y è Y íà X è òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Îòâåò: A = 4; f1(x) = 2xe−x
2

, f2(y) = 2ye−y
2

, mx = my =

√
π

2
,

D[X] = D[Y ] = 1− π2

16
.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èå?

2. Êàê ìîæíî òðàêòîâàòü ñèñòåìó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí7

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è óêàæèòå åå ñâîéñòâà.

4. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïåðå÷èñëèòå è äîêàæèòå
åå ñâîéñòâà.

5. Êàê îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â äàííóþ îáëàñòü?

6. ×òî íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ?

7. Êàê âûðàæàåòñÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êàæäîé èç âåëè-
÷èí, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó, ÷åðåç ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñè-
ñòåìû?

8. êàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè (íåçàâè-
ñèìûìè)?
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9. ×òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåçàâè-
ñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí?

10. ×òî íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííûì ìîìåíòîì? êîýôôèöèåíòîì
êîððåëÿöèè?

11. ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí?

12. Êàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííû-
ìè?

13. Ñëåäóåò ëè èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èõ íåêîððå-
ëèðîâàííîñòü è íàîáîðîò?

14. Ðàâíîñèëüíû ëè ïîíÿòèÿ íåêîððåëèðîâàííîñòè è íåçàâèñèìî-
ñòè äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû?
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