 Статистика ядерных излучений
§1. Случайные ошибки

       Результат физического измерения всегда отклоняется от действительного значения измеряемой величины. Это отклонение (ошибка измерения) складывается из большого числа малых случайных и систематических ошибок, допускаемых при измерении. Ошибка, обусловленная случайными отклонениями, подчиняется известному закону распределения Гаусса для случайных величин. Согласно этому закону  вероятность в результате измерения величины 
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 получить значение в пределах  
[image: image2.wmf],
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где α - математическое ожидание величины 
[image: image4.wmf]x

, 
[image: image5.wmf]2
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 – так называемая “дисперсия измеряемой величины”, обозначаемая часто D(x). D(x) – сокращенная запись выражения “дисперсия случайной величины” x, а отнюдь не знак функциональной зависимости. Дисперсия есть средний квадрат отклонения измеренной величины от ее действительного значения:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image7.wmf](
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Дисперсия  является характеристикой экспериментальной установки и методики измерений. Чем грубее измерения (больше разброс), тем больше дисперсия. Величина 
[image: image8.wmf]()
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 называется стандартным или средним квадратичным уклонением (отклонением) случайной величины. В большинстве случаев дисперсия заранее неизвестна и может  быть  определена  только  из  разброса   результатов   измерения.
       Приближенно в качестве оценки дисперсии принимают  средний квадрат отклонений результатов измерений от их среднего значения 


[image: image9.wmf](

)

(

)

2

2

2

1

()/

N

i

i

DxxxxxN

s

=

æö

ç÷

ç÷

èø

==-=-

å

,                              (3)
 где 
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 – среднее значение, полученное в данной серии измерений, 
[image: image11.wmf]N

 – число измерений. Но лучшее приближение к точной величине имеет так называемая «исправленная» выборочная несмещённая дисперсия, которая находится по правилу: 
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       Распределение Гаусса является хорошим приближением для описания широкого круга статистических процессов. В ядерной физике оно описывает, например, распределение углов упругого рассеяния при прохождении заряженной частицы через вещество, распределение пробегов тяжёлых заряженных частиц в веществе, распределение импульсов по амплитудам в полупроводниковом детекторе и т.д.   Оно широко используется при анализе погрешностей эксперимента.
       Зная дисперсию, можно с помощью закона Гаусса оценить надежность однократного измерения случайной величины 
[image: image13.wmf]x

, т.е. ответить на вопрос: с какой вероятностью действительное значение измеренной величины лежит в пределах 
[image: image14.wmf]
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.  Искомая вероятность равна (приближенно заменяя под интегралом α на 
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 Введём новую переменную  
[image: image19.wmf]22
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. Тогда выражение (5) в функции этой переменной приобретает вид:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image21.wmf]
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В таблице Приложения приведены значения функции Лапласа 
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, по которым находится вероятность попадания действительного значения в интервал от 
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 введём переменную 
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. Тогда искомая вероятность  в соответствии с уравнением (5) в функции от 
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Для интервала от   
[image: image31.wmf]xx
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 вероятность, очевидно, вдвое больше.  Таблица интеграла 
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, так называемого “интеграла ошибок Гаусса”, приводится в каждом курсе теории вероятностей.   С  помощью таблиц находим:
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 Из таблицы следует, что с вероятностью 68% истинное значение отличается от результата измерения не более чем на одну среднеквадратичную ошибку, с вероятностью 95% – не более чем на две среднеквадратичных ошибки и с вероятностью 99,7% – не более чем на 3 ошибки. Результат измерения приводится всегда вместе со своей ошибкой. Так, например, для некоторой величины T=2,25±0,04 мин (0,04 – ср.кв. ошибка). Как следует из сказанного выше, это отнюдь не означает, что ошибка измерения не превосходит 0,04 мин; наоборот, вероятность большей ошибки значительна – 32%. Делая выводы из результатов измерений, нужно считаться с реальностью двукратной ошибки, вероятность больших отклонений уже мала – < 5%.
      Кроме   стандартного    отклонения   
[image: image37.wmf]s

   часто   пользуются   ещё вероятным     
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 отклонениями.    Вероятным называют   такое  отклонение  от  среднего  значения,   для  которого вероятность  нахождения  случайной  величины в пределах 
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Средним отклонением называют среднее значение абсолютных величин всех возможных отклонений. Среднее отклонение связано со стандартным соотношением:
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      Нередко точки, отличающиеся от среднего значения более чем на три ошибки, отбрасывают на том основании, что вероятность таких отклонений всего 0,3%. Это допустимо только при достаточном числе измерений 
[image: image45.wmf]N

. При малом числе измерений приближения, сделанные при выводе соотношений (4) и (6), влекут за собой недооценку вероятности больших ошибок. Точный расчет дает, например, для 5 измерений вероятность ошибки большей двукратной – 12% и большей трехкратной – 4%  вместо соответственно 5%  и  0,3% по (6).
       При многократном измерении одной и той же случайной величины усредненный результат серии измерений, естественно, меньше отклоняется от точного значения, чем результат отдельного измерения. Величина                                                                                                   
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,                                              (10)                                                  полученная в результате усреднения по 
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 измерениям, подчиняется гауссову распределению с дисперсией в 
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 раз меньшей дисперсии 
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 случайной величин 
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       Между 
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  имеется принципиальная разница. Увеличение числа измерений приводит к уменьшению средней квадратической погрешности  
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 среднего значения 
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, в то время как стандартное отклонение  
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 определяется самим физическим процессом и не зависит от числа измерений. От числа измерений зависит только степень приближения оценки D(x), полученной в опыте, к истинному значению. При увеличении числа замеров можно получать значения 
[image: image57.wmf]x

, всё более приближающиеся к истинному значению, но при этом отдельные замеры будут флуктуировать пропорционально стандартному отклонению 
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 самой случайной величины. Часто используемая запись результатов измерения
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предполагает, что с вероятностью 0,68 неизвестное истинное значение 
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 находится в интервале 
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. Эта вероятность повышается до 0,95, если интервал 
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 увеличить до 
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§2. Статистические ошибки

        Важным частным случаем ошибок являются так называемые “статистические ошибки”, зависящие не от несовершенства измерительной аппаратуры, а от вероятностного характера самой измеряемой величины. Статистические ошибки – это флуктуации измеряемой величины вокруг своего среднего значения. При измерении числа частиц или зависящих от него величин флуктуация есть следствие дискретной, атомарной структуры вещества и проявляется тем резче, чем с меньшим числом частиц мы имеем дело. При измерениях со счетчиками, когда производится счет небольшого числа частиц, флуктуации нередко являются основным источником погрешности и прочими случайными ошибками можно пренебречь. 

      Так как функция распределения в этом случае дается известной формулой Пуассона, то дисперсию можно вычислить теоретически. Пусть среднее число частиц, пересекающих счетчик за интервал t,  равно 
[image: image64.wmf]N

. Тогда вероятность пролета за этот же интервал 
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 частиц выражается формулой Пуассона: 
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Вычислим дисперсию 
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, т.е. средний квадрат отклонения 
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 от своего среднего значения 
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Таким образом, дисперсия числа частиц, пролетающих за некоторый интервал времени, равна среднему числу пролетающих за этот интервал частиц. Истинное среднее значение 
[image: image71.wmf]N

, как правило, неизвестно, поэтому приближенно принимают
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Среднеквадратичная ошибка равна корню из числа частиц:  
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      Вероятность того, что число 
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, полученное при однократном измерении, будет лежать в пределах 
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, очевидно, равно сумме вероятностей:
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Вероятность того, что 
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 будет отличаться от 
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 на величину, большую 
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, равна 
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. В таблице даны значения 
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   вероятности  
[image: image85.wmf]P

  могут существенно отличаться от значений, приведённых в таблице. При 
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 это отличие менее значительно.
Для большого числа частиц (практически для 
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) огибающая распределения Пуассона (дискретного!) мало отличается от распределения Гаусса (непрерывного!) с дисперсией 
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      С увеличением числа частиц кривая распределения растет вширь медленнее, чем возрастает 
[image: image90.wmf]N

. Иначе говоря, абсолютная величина среднеквадратичной ошибки 
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 растет с 
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, но относительная ошибка δ падает. Величина δ  обратно пропорциональна корню из числа сосчитанных частиц: 
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Отсюда можно найти число частиц, которые нужно сосчитать для получения заданной точности: 
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Таким образом, чтобы измерить среднее число частиц с точностью 10%, нужно сосчитать 100 частиц, с точностью 1% –104 частиц, с точностью 0,1% – 106 частиц. 
§3.  Приближённые выражения для закона Пуассона

      Вычисление вероятностей 
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 по формуле (11) несложно только при небольших 
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 и 
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. Для больших  
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 значения 
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 можно находить по формуле Стирлинга:
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Для 
[image: image101.wmf]10
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 можно использовать лишь первый член формулы. Подстановка в (12) 
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 по формуле Стирлинга даёт:
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Эта формула уже более удобна для вычисления   
[image: image104.wmf]()
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. И, наконец, распределение Пуассона хорошо аппроксимируется нормальным распределением (17) при условии, что 
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 и область изменений случайной величины 
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 ограничена условием  
[image: image107.wmf]1

NN

N

-

=

. 

§4.  Ошибка функции измеренных величин

      Пусть 
[image: image108.wmf]x

 , 
[image: image109.wmf]y

 – независимые случайные величины со средними значениями 
[image: image110.wmf]x

 и 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image112.wmf]y

, с дисперсиями 
[image: image113.wmf]2
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 и 
[image: image114.wmf]2
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, и пусть Z(x,y) – некоторая функция этих величин. Спрашивается, по какому закону распределяются значения Z(x,y)   вокруг своей средней величины и какова дисперсия D[Z(x,y)]? Чтобы выяснить этот вопрос, нам понадобятся следующие простые теоремы. 

1.Умножение случайной величины на постоянное число и прибавление постоянной только меняют масштаб и сдвигают начало отсчета. Поэтому после таких операций функция распределения должна оставаться гауссовой, но, вообще говоря, с другим средним значением и дисперсией. 

2. Прибавление к случайной величине постоянного числа не меняет ее дисперсии 
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3. При умножении случайной величины на постоянное число дисперсия изменяется пропорционально квадрату этого числа 
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4. В теории вероятностей доказывается, что сумма двух независимых случайных величин, подчиняющихся распределению Гаусса, подчиняется тому же распределению, но с суммарной дисперсией. 

Докажем последнюю часть этого утверждения. 
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Отклонения 
[image: image118.wmf](
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 независимы и могут принимать любой знак, поэтому последний член справа равен нулю, и мы имеем:
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Если ошибки достаточно малы, то функцию Z(x,y) можно разложить в ряд Тейлора вокруг средних значений 
[image: image121.wmf]x

 и 
[image: image122.wmf]y

 и оставить только первые члены разложения:
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Здесь 
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 означают значения производных при 
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Усредняя это выражение, имеем:  
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Из теорем (1-4) следует, что 
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 имеет гауссово распределение вокруг среднего значения 
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или, в других обозначениях, 
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Среднеквадратичная ошибка функции равна, следовательно,  
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Для случая суммы или разности двух величин имеем отсюда 
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т.е. ошибка суммы или разности равна корню из суммы квадратов отдельных ошибок. На практике обычно принимают 
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 Из (23) вытекает совершенно очевидное следствие. Пусть за время 
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 зарегистрировано 
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 частиц, т.е. число частиц в единицу времени 
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Дисперсия   и  среднеквадратичная ошибка скорости счёта 
[image: image139.wmf]n

 соответственно равны: 
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       Пусть 
[image: image143.wmf](,,)

Zabc
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. Используем часто применяемое обозначение среднеквадратичного отклонения 
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[image: image146.wmf]Zabc

=+-

 получаем:

                                
[image: image147.wmf](

)

(

)

(

)

2

22

Zabc

D=D+D+D

 ,                             (34)
                                
[image: image148.wmf](

)

(

)

(

)

2

22

abc

Z

Z

abc

D+D+D

D

=

+-

 .                           (35)
Если 
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 Для 
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При 
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Если 
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       Например, эффективное мёртвое время счётчика можно определить по формуле:
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где 
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 – скорости счёта от источников 1 и 2, а 
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 – скорость счёта от обоих источников. Найдём погрешность нахождения 
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 таким способом в зависимости от статистической  ошибки измерения скоростей  счёта  
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.    Подставив  в  формулу  (29)  производные: 
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,                           получаем:
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 Учитывая, что согласно (33) 
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 одинаковыми  и равными  
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, имеем:
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где 
[image: image173.wmf]N

 – число отсчётов. При выбранной скорости счёта 
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Поскольку  
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 сравнительно мало отличается от  
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,  в  качестве оценки (завышенной) можно использовать соотношения:
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       В случаях, когда статистические  ошибки доминируют, важно правильно распределить время между отдельными измерениями, чтобы ошибка результата была наименьшей. Пусть измеряются скорости счёта 
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 при длительности измерения каждой величины соответственно 
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Вариационным методом ищется минимум 
[image: image185.wmf]s

 при условии 
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 – полное время измерения, 
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Так как вариации 
[image: image189.wmf]i

t

d

 независимы, все коэффициенты при 
[image: image190.wmf]i

t

d

 равны нулю, т.е.: 
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Таким образом, ошибка будет минимальна при распределении времени между измерениями по закону 
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Например, скорость счёта с препаратом равна 
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, фон равен 
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. Измеряется скорость счёта  препарата 
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. Согласно (48) времена измерений должны относиться следующим образом: 
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Таким образом, в данном случае на измерение с препаратом следует тратить в 3 раза больше времени, чем на измерение фона. 

       Приводя результаты измерений, необходимо всегда указывать их среднеквадратичную ошибку. Если результаты подвергаются обработке, т.е. приводится некоторая функция от данных измерений, то ошибка вычисляется по формуле (29). Условие пригодности этой формулы: среднеквадратичные ошибки столь малы, что в разложении функции в ряд Тейлора вокруг средних значений можно пренебречь членами высших порядков по сравнению с линейными. Если результаты приводятся в виде графиков, то для каждой точки наносится среднеквадратичная ошибка, как указано, например, на рис.1.
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[image: image198]
§5.  Проверка статистических гипотез и критерии согласия

        На разных стадиях обработки экспериментальной информации возникает необходимость в формулировке и экспериментальной проверке некоторых гипотез относительно природы или значений неизвестных параметров. Процедура сопоставления высказанной гипотезы с имеющимися данными осуществляется с помощью того или иного статистического критерия и называется статистической проверкой гипотезы.

      Разнообразные статистические критерии объединяет общность логической схемы, по которой они конструируются.

1. Выдвигается гипотеза.

2. Задаётся уровень значимости  ( – вероятность отвергнуть правильную гипотезу, когда она в действительности верна. Например,  (=0,05 означает, что в среднем в 5 случаях из 100 ошибочно отвергается или ошибочно принимается проверяемая гипотеза.

3. Задаётся некоторая функция 
[image: image199.wmf]12
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 результатов наблюдения   
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, которая служит статистическим критерием проверки гипотезы. Эта функция является случайной величиной и в предположении справедливости проверяемой гипотезы подчиняется известному закону распределения 
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4. Из таблиц распределения  
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 находим критические точки: левую 
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 и правую 
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. Эти точки находятся из условия: вероятности случайной величины 
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 иметь значения 
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равны 
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, т.е. суммарная вероятность попасть в один из этих интервалов равна 
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5. По результатам измерений 
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 подсчитывается числовое значение 
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. Если вычисленное значение попадает в область допустимых значений 
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, то проверяемая гипотеза не противоречит данным наблюдений с вероятностью 
[image: image213.wmf]1
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. Вероятность же ошибочности этого вывода равна 
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. Если же числовое значение попадает в критическую область 
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, то делается вывод об ошибочности высказанной гипотезы. Этот вывод сопровождается вероятностью ошибки 
[image: image217.wmf]a

.
       В данном случае применяется двухсторонний критерий проверки гипотезы – проверяется попадание значения 
[image: image218.wmf]эксп
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 в области и слишком   малых и слишком больших значений, вероятность попадания в которые мала.  В зависимости от вида проверяемой гипотезы применяется и односторонний критерий проверки, когда для принятия гипотезы достаточно знать, не превышает ли 
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 некоторого критического значения, задаваемого уровнем значимости 
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. Критерием правильности проверяемой гипотезы в этом случае будет условие 
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      В любом случае решение, принимаемое на основании любого статистического критерия, может оказаться ошибочным. Статистически проверенную гипотезу следует расценивать не как установленный факт, а лишь как не противоречащее опытным данным утверждение.

1. Критерий Пирсона
      В результате измерения постоянной случайной величины 
[image: image222.wmf]x

 получены значения 
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 раз. Общий объём наблюдаемой выборки случайных чисел равен 
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. Делаем предположение, что закон распределения наблюдаемой случайной величины имеет какой-то конкретный вид – например, Пуассон, Гаусс и т.д. Это предположение нужно проверить на уровне значимости 
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где 
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– теоретическая вероятность наблюдения случайной величины со значением 
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, которая следует из закона проверяемого распределения; 
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 – вероятность наблюдения случайной величины, полученная в эксперименте. При этом безразлично, к какой генеральной совокупности принадлежит выборка 
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      При достаточно большом объёме выборки случайная величина 
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 степенями свободы, в котором  
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 следует принимать как переменную. В таблицах               
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Отсюда следует, что при данном числе степеней свободы  
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 вероятность того, что 
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      Число степеней свободы 
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-распределения находится из условия:
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где 
[image: image245.wmf]k

– число случайных величин в выборке, 
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– число параметров предполагаемого распределения. Например, для закона Пуассона 
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      Из построения 
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 видно, что чем меньше различие экспериментальных и теоретических вероятностей, тем меньше будет величина 
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 и, следовательно, тем более правдоподобной будет принятая гипотеза. Получение малых значений 
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 не может служить основанием для того, чтобы отвергнуть принадлежность имеющейся выборки предполагаемому закону распределения. Поэтому в этом случае используется односторонний критерий проверки – полученное в эксперименте значение 
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, то гипотеза отвергается, т.к. вероятность получить такое значение 
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 в случае соответствия имеющейся выборки проверяемому распределению мала. 

      Таблицы 
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–критерия составлены для ограниченного числа степеней свободы, например, до некоторого значения 
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, весь диапазон значений случайной величины разбивается на 
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 интервалов группирования. Число интервалов должно быть не менее 8 и в каждый интервал должно попадать не менее 7(10 значений 
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где индекс 
[image: image275.wmf]i

 относится к номеру интервала группирования.

2. Критерий Стьюдента

      В результате 
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 измерений постоянной физической величины 
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 получены значения 
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Требуется ответить на вопрос: какова вероятность нахождения истинного значения 
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 в этом интервале, т.е. чему равна вероятность того, что
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Возможны два варианта решения задачи: 

а) задаются верхнее 
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 и нижнее 
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 значения величины 
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 (доверительные пределы) и ищется вероятность 
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б) задаётся вероятность 
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 и ищется интервал 
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     На практике чаще по заданной вероятности необходимо находить интервал. Для этого вводится случайная величина
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которая подчиняется стандартному распределению 
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, называемому распределением Стьюдента, с 
[image: image297.wmf]1

fn

=-

 степенями свободы. Отличительной особенностью этого распределения является то, что оно не содержит неизвестных параметров рассматриваемой генеральной совокупности, т. е.  
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     Доверительные пределы имеют вид:
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причём параметр 
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 находится с использованием табулированных значений из уравнения вида:
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Критические точки  
[image: image304.wmf]0
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 (коэффициенты Стьюдента)  приведены в таблице 1 Приложения.
§6.  Неравноточные измерения

      До сих пор молчаливо предполагалось, что степень доверия к различным 
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 в ряде наблюдений  
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, представляющих собой выборку, одинакова. Однако на практике часто случается, что данный ряд замеров получен либо разными экспериментаторами, либо разными приборами или методами и т.п. В такой ситуации различные 
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 в выборке заслуживают разной степени доверия, т.е. такой ряд наблюдений неравноточный. В этом случае для учёта достоверности измерений используются  величины, называемые статистическими весами измерений 
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. Чем больше статистический вес измерения, тем в меньшей степени оно отклоняется от истинного значения. В качестве статистического веса могут выступать, например, время измерения, число отсчётов, погрешность измерительного устройства и т.п. Например, в случае неравноточного ряда измерений вместо среднего арифметического (10) необходимо использовать среднее взвешенное: 
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вместо средней погрешности отдельного замера (4) – средневзвешенную погрешность:


[image: image310.wmf](

)

2

2

1

ii

i

xx

sw

w

=-

å

,                                   (57)

вместо погрешности среднего арифметического (11) – погрешность среднего взвешенного:
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Здесь 
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§7.  Метод наименьших квадратов

Распространённой задачей обработки экспериментальных данных является аппроксимация набора точек, полученных в опыте, аналитической кривой. Эта задача возникает при сравнении теоретических представлений с результатами эксперимента, при получении эмпирических формул и т. д. 

В общем виде эта задача может быть сформулирована следующим образом. В эксперименте получена исходная таблица данных – для каждого 
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 с погрешностью 
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. Требуется построить непрерывную функцию 
[image: image317.wmf]()

x

j

 таким образом, чтобы она наилучшим образом аппроксимировала экспериментальные результаты. При 
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, называемую невязкой. За меру различия между функцией 
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 и экспериментальными данными принимается сумма квадратов невязок:
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Метод построения аппроксимирующей  функции 
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 из условия минимума величины Q
[image: image325.wmf]называется методом наименьших квадратов (МНК). Вид аппроксимирующей функции 
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 выбирается исходя из физики или априорной модели исследуемого процесса.
Наиболее распространен способ выбора функции 
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где 
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– коэффициенты, определяемые при минимизации величины Q .

Математически условия минимума суммы квадратов отклонений Q  запишем, приравнивая нулю частные производные от Q по коэффициентам 
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Из данной системы алгебраических уравнений определяются все коэффициенты 
[image: image337.wmf]k
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. . Это система нормальных  уравнений. Матрица этой системы имеет вид:
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и называется матрицей Грамма. Элементы матрицы Грамма являются скалярным произведением базисных функций
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Расширенная матрица системы уравнений получится добавлением справа к матрице Грамма столбца свободных членов:
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где скалярные произведения, являющиеся элементами столбца, определяются аналогично:
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При обработке экспериментальных данных, определенных с погрешностью (  в каждой узловой точке, обычно начинают с аппроксимации функцией 
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, представимой одной–двумя базисными функциями. После определения коэффициентов 
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вычисляют величину Q. Если получится, что 
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. Расширение необходимо осуществлять до тех пор, пока не выполнится условие  
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Выбор конечных  базисных функций зависит от свойств аппроксимирующей функции 
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, таких как периодичность, экспоненциальный или логарифмический характер, свойства симметрии, наличие асимптотики и т.д. Например, выберем базисные функции 
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 в виде последовательности степеней аргумента 
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В этом случае будем аппроксимировать экспериментальную зависимость полиномом. Степень полинома обычно выбираем m<<n. Аппроксимирующая  кривая  в МНК не проходит через значения исходной функции в узлах, но проведена из условия наименьшего суммарного квадратичного отклонения. Экспериментальные данные  ”сглаживаются” с помощью функции 
[image: image354.wmf]()
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Запишем расширенную матрицу системы нормальных уравнений для степенного базиса:
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Нетрудно видеть, что для формирования расширенной матрицы достаточно вычислить только элементы первой строки и двух последних столбцов, остальные элементы не являются  “оригинальными” и заполняются с помощью циклического присвоения.

Для решения систем уравнений с матрицей Грамма при 
[image: image356.wmf]45
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 наиболее удобен метод исключения Гаусса.

На практике довольно часто оказывается возможным при обработке экспериментальных данных ограничиться построением линейной аппроксимирующей функции 
[image: image357.wmf]()
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. Зная качественное поведение аппроксимируемой зависимости, иногда удается перейти от нелинейной функции к  линейной. Сведение нелинейной регрессии к линейной выполняется с помощью линеаризующих преобразований в ходе ввода      
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 и при  выводе  a и b. Эта процедура сводится к выбору новой независимой переменной 
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 таким образом, чтобы получить линейную функцию относительно новой переменной 
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Используя линейный вариант метода наименьших квадратов, находим параметры функции 
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 и вычисляем искомые параметры 
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 и 
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 нелинейной функции 
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. Примеры линеаризующих преобразований некоторых функций приведены в таблице 1. Последние два столбца дают значения параметров  
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 аппроксимируемых функций в зависимости полученных в результате обработки 
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Таблица 1
Преобразования, сводящие нелинейную регрессию к 

линейной  (ее параметры помечены штрихами)

	№
	  Функция 

       y(x)
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	y’
	a
	b

	1
	a+bx
	     x
	y
	a’
	b’

	2
	1/(a+bx)
	     x
	    1/y
	a’
	b’

	3
	a+b/x
	   1/x
	      y
	a’
	b’

	4
	x/(a+bx)
	     x
	    x/y
	a’
	b’

	5
	abx
	     x
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      Итак, линейный вариант МНК предполагает определение параметров эмпирической линейной зависимости y(x)=a+bx, описывающей связь между некоторым числом n пар значений xi  и yi , обеспечивая при этом наименьшую среднеквадратичную погрешность. Графически эту задачу можно представить следующим образом – в облаке точек xi , yi плоскости xy требуется провести прямую так, чтобы величина всех отклонений отвечала условию 
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где  
[image: image375.wmf]()
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.  Для этого нужно приравнять нулю частные производные: 
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что дает для определения неизвестных коэффициентов  a и b систему линейных уравнений:
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Решение этой системы:
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Среднеквадратичная погрешность позволяет количественно оценить степень приближения точек xi , yi   к прямой:
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При обработке неравноточного ряда 
[image: image380.wmf]()
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 ищется минимум суммы взвешенных квадратов невязок, в которой учитываются веса отдельных измерений 
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§8.   Систематические ошибки, вызванные просчётами

    В силу вероятностного характера ядерных процессов потоки частиц распределены во времени статистически. Пусть в среднем в детектор поступает 
[image: image383.wmf]0

n

 частиц в единицу времени. При этом возможны значительные отклонения длительности между двумя последовательными отсчётами от среднего 
[image: image384.wmf]0
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. Имеется конечная вероятность того, что время  
[image: image385.wmf]t
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 между двумя последовательными отсчётами будет сколь угодно мало. Все разнообразные электронные системы, широко применяющиеся для регистрации, отбора и сортировки событий по каким-либо характеристикам (амплитуде, совпадению или сдвигу во времени и др.), обладают ограниченным быстродействием. Ошибки в этом случае определяются не только статистическими флуктуациями, но и просчётами аппаратуры. Просчёты приводят  к систематической ошибке, зависящей от скорости счёта и параметров регистрирующей системы, в том числе и от мёртвого времени самого детектора. По свойствам временного разрешения системы регистрации можно разделить на две группы. К первой группе относятся системы, которые при каждом срабатывании полностью теряют чувствительность к последующим импульсам на время 
[image: image386.wmf]0
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, называемое мёртвым временем. Спустя это время система готова к регистрации. Для таких систем просчёты нетрудно определить для практически важного случая, когда 
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, где 
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 – среднее число частиц, попадающих в детектор в единицу времени. Если за время измерения 
[image: image389.wmf]t

 в счётчик попало 
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 частиц, а зарегистрировано 
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 импульсов, то часть времени, равного 
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, система была нечувствительна к попаданию частиц. За это время не зарегистрировано 
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 частиц. Можно составить равенство:
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откуда находим:
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Относительное число не зарегистрированных частиц (просчётов):
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Поправка на просчёты вносит в конечный результат измерений погрешность, вызванную неопределённостью в значении 
[image: image398.wmf]0

t

.

     Счётная система второй группы после срабатывания не теряет чувствительности к последующим импульсам, но не регистрирует их, если не успело пройти время 
[image: image399.wmf]0

t

 после момента попадания предыдущей частицы. Кроме того, незарегистрированные частицы удлиняют интервал времени до восстановления способности зарегистрировать последующий импульс.

      В системах первого типа время восстановления всегда равно мёртвому времени 
[image: image400.wmf]0

t

, в системах второго типа при наличии просчётов время восстановления больше 
[image: image401.wmf]0

t

.

      Идеальных систем первого и второго типа не существует. Реальные системы, и даже отдельные элементы их, часто являются системами со смешанными свойствами. Однако в большинстве случаев они с большей определённостью могут быть отнесены к системам первого типа. 

      В сложной системе погрешность в счёте определяется просчётами во многих её элементах. Например, в спектрометрических устройствах во избежание искажений спектра амплитуд из-за наложения двух близких импульсов на время обработки очередного импульса и записи результата вход системы для последующих импульсов закрывается на время 
[image: image402.wmf]t

,  необходимое для этой обработки. При этом  
[image: image403.wmf]t

 может существенно превышать мёртвое время детектора  
[image: image404.wmf]0

t

. Характер просчётов в такой системе иллюстрирует рис.2. Вертикальными штрихами с цифрами отмечены моменты попадания частиц в детектор. 
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Рис.2   Просчёты в сложной счётной системе.
На верхней оси показаны возникающие в детекторе импульсы. Их длительность принимается равной  
[image: image406.wmf]0

t

. Они обусловлены частицами 1(4, 6, 7, 9. Частицы 5, 8, 10 детектором не зарегистрированы. На нижней оси показаны срабатывания выходного элемента, показано время нечувствительности, равное 
[image: image407.wmf]t

. Из 10 частиц, попавших в детектор, выходное устройство зарегистрировало только 5 – частицы 1, 2, 4, 6, 9. Импульсы, вызванные частицами 3 и 7, оказались пропущенными. В данном случае примерное соотношение между частотой поступления частиц в детектор 
[image: image408.wmf]0
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 и скоростью счёта на выходе 
[image: image409.wmf]n

 даётся формулой:
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Величину 
[image: image411.wmf](
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 можно рассматривать как среднее удлинение времени нечувствительности  
[image: image412.wmf]t

 за счёт мёртвого времени детектора 
[image: image413.wmf]0
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.

      В более сложных случаях, когда мёртвое время зависит от скорости счёта или амплитуды импульсов, при работе с источниками переменной интенсивности, при больших просчётах (например, 50%), поправки на просчёты не могут быть корректно учтены. В спектрометрических устройствах, например, часто время обработки сигнала 
[image: image414.wmf]t

 не является величиной постоянной, а зависит от амплитуды импульса. Если 
[image: image415.wmf]0
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, то просчёты  можно учесть, используя измерение «живого» или «мёртвого» времени. Мёртвое время 
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 – суммарное время нечувствительности к входным импульсам за время экспозиции 
[image: image417.wmf]T

, живое время 
[image: image418.wmf]æì
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 – полное время, когда аппаратура готова к регистрации. Если параллельно времени экспозиции 
[image: image419.wmf]T

 измеряется живое или мёртвое время, то составляя равенство, аналогичное (68), получаем: 
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Задание №1                                                             
· Выбрать оптимальные условия измерения скорости счёта с заданной точностью при наличии фона.

· Выполнить контроль работы счётной аппаратуры с помощью 
[image: image421.wmf]2

c

-распределения Пирсона.
Выбор оптимальных условий измерения
Практически всегда при работе счётными физическими приборами приходится исключать фон прибора, обусловленный посторонними излучателями. Например, необходимо измерить скорость счёта от препарата при наличии фона. Измеряемая скорость счёта находится как разность скоростей счёта 
[image: image422.wmf]n

 от препарата вместе с фоном и скорости счёта фона 
[image: image423.wmf]ф

n

 при удалённом препарате:
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Полное время измерения 
[image: image425.wmf]0
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 складывается из времени измерения с препаратом в присутствии фона 
[image: image426.wmf]t

 и времени измерения фона 
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Предполагаем, что время измеряется с много лучшей точностью, чем число импульсов 
[image: image429.wmf]N

 и поэтому дисперсию 
[image: image430.wmf]t

 полагаем равной нулю. Тогда погрешность измерения разности скоростей счёта:
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     Возможны два пути оптимизации процесса измерений. Во-первых, можно найти то наименьшее время всех измерений 
[image: image432.wmf]0

t

, которое необходимо для получения наперёд заданной погрешности искомой величины 
[image: image433.wmf]0
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. Во-вторых, при заданном общем времени 
[image: image434.wmf]0
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, которое отводится для всех измерений, можно найти такое его распределение между  
[image: image435.wmf]t

 и 
[image: image436.wmf]ф
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, которое обеспечивает минимальную погрешность измеряемой величины  
[image: image437.wmf]0
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.
      В реальных экспериментах обычно ставят пробные опыты, в которых проверяется работа отдельных элементов установки, определяется интервал значений каждой из величин и оцениваются их возможные погрешности. Последнее оказывает непосредственное влияние на проведение всего эксперимента – большее внимание следует уделять измерению тех величин, погрешности которых вносят основной вклад в погрешность конечного результата. Поэтому при проведении эксперимента следует по возможности провести предварительные измерения, а затем составить план с указанием величин, которые необходимо измерить, и времени, отводимого на каждое измерение.

      Пусть задана необходимая относительная точность измерения 
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Необходимо найти времена измерения  
[image: image440.wmf]t

 и  
[image: image441.wmf]ф

t

, обеспечивающие эту точность. Из формулы (75) выразим  
[image: image442.wmf]ф
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 с учётом соотношения (76)  
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и  подставим в (74):
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Введём обозначения:   
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      Условием минимума  
[image: image448.wmf]0
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 при заданной ошибке 
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 будет равенство нулю производной  
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Отсюда:    
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где    
[image: image456.wmf]ф
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Время измерения фона находим подстановкой (80) в (77):
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Оптимальное число отсчётов (требуемая статистика) находится умножением вычисленных значений для времён измерения на соответствующую скорость счёта: 
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[image: image461.wmf](
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      Значения 
[image: image462.wmf]n

 и 
[image: image463.wmf]ф

n

 неизвестны. Чтобы время, отведённое для измерений, потратить с наибольшей пользой необходимо, как указывалось выше, провести пробные опыты – за короткое время оценить значения 
[image: image464.wmf]n

 и 
[image: image465.wmf]ф
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. Найденные грубые оценки значений 
[image: image466.wmf]n

 и 
[image: image467.wmf]ф
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 используются для оптимального разбиения полного времени измерения, т. е. для вычисления необходимых времён измерения 
[image: image468.wmf]t

 и 
[image: image469.wmf]ф

t

, обеспечивающих заданную точность.

Порядок работы

1. Установить радиоактивный препарат таким образом, чтобы отношение  
[image: image470.wmf]ф

rnn

=

 составляло несколько единиц.

2. Грубо оценить значения 
[image: image471.wmf]n

 и 
[image: image472.wmf]ф

n

.

3. Используя программу Статистика, вычислить необходимые времена измерения  
[image: image473.wmf]t

 и 
[image: image474.wmf]ф

t

, обеспечивающие погрешность измерения 3%.

4. Измерить скорость счёта 
[image: image475.wmf]0

n

, оценить погрешность результата, сравнить с заданной и сделать вывод.
Контроль  работы аппаратуры

В ходе измерений с радиометрической аппаратурой могут наблюдаться как редкие нарушения её работы, так и постоянные изменения её чувствительности. Разброс экспериментальных значений может быть обусловлен как статистическим характером самой измеряемой величины, так и нарушениями работы аппаратуры. Такие нарушения обычно бывают связаны с генерированием ложных импульсов, утечкой высокого напряжения, плохой работой фотоумножителей и счётчиков, нестабильностью порога срабатывания электронных схем и т. п. Если закон распределения измеряемой величины известен, то отклонение от этого закона служит признаком нарушения работы прибора.
      Для оценки существенности такого отклонения применяют           
[image: image476.wmf]2

c

–критерий. Если измеряемая величина 
[image: image477.wmf]x

 распределена по нормальному закону, то величина   
[image: image478.wmf]2
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 равна:
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где: 
[image: image480.wmf]2

s

 – стандартное отклонение нормального распределения, 
[image: image481.wmf]1
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 – среднее арифметическое случайной величины  
[image: image482.wmf]x

. Число степеней свободы  
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fn

=-

  равно числу независимых уклонений  
[image: image484.wmf]i
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 (одно из 
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 уклонений при заданном 
[image: image486.wmf]x

 можно выразить через остальные 
[image: image487.wmf]1
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 уклонения).

      Число частиц, испускаемых в единицу времени радиоактивным изотопом, распределено по закону Пуассона. Если число отсчётов в опыте 
[image: image488.wmf]N

 велико (реально 
[image: image489.wmf]100

N>

), то, как известно, закон Пуассона можно аппроксимировать нормальным распределением. Тогда по закону 
[image: image490.wmf]2
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 будет распределена величина:
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где 
[image: image492.wmf]i

N

 – число отсчётов в 
[image: image493.wmf]i

-ом изменении (все измерения проводятся за одно и то же время), 
[image: image494.wmf]N

 – среднее значение из 
[image: image495.wmf]n

 измерений.

      Заключение о работе аппаратуры на основании полученной величины  
[image: image496.wmf]2

c

 производится с помощью таблицы  
[image: image497.wmf]2

c

–распределения Пирсона. Для этого по таблице находятся критические точки 
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max

2

a

cc

=

 и 
[image: image499.wmf]22

12

min

a

cc

-

=

, ограничивающие область значений  
[image: image500.wmf]2
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, соответствующих хорошей работе аппаратуры. Они находятся следующим образом. Вероятность 
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Если 
[image: image507.wmf]a

 мало, то почти невероятно в результате опыта обнаружить 
[image: image508.wmf]22

2

a

cc

>
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При малом 
[image: image511.wmf]a

 почти невозможно получить 
[image: image512.wmf]22
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      Таким образом, удовлетворительной работа аппаратуры признаётся, если полученное значение 
[image: image514.wmf]2
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 оказывается в пределах:
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Вероятность ошибочности этого вывода равна 
[image: image516.wmf]a

.

Значения 
[image: image517.wmf]2
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 и  
[image: image518.wmf]2
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 находятся из таблиц 
[image: image519.wmf]2

c

– распределения           (см. Приложение). 

      Выбор уровня значимости 
[image: image520.wmf]a

, который кладётся в основу избранного способа контроля работы аппаратуры, определяется двумя противоречивыми требованиями. 

1. Вероятность выхода величины  
[image: image521.wmf]2

c

 из области допустимых значений при нормальной работе аппаратуры должна быть мала. Но чем меньше 
[image: image522.wmf]a

, тем шире эта область и, следовательно, меньше вероятность забраковать нормально работающую аппаратуру.

2. С другой стороны, область допустимых значений 
[image: image523.wmf]2

c

 должна быть достаточно узкой, чтобы надёжно обнаружить помехи в работе аппаратуры.

Обычно принимается 
[image: image524.wmf]0,05
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. Поэтому если полученное значение 
[image: image525.wmf]2

c

 выходит за границы, соответствующие вероятностям 0,975 и 0,025, то аппаратура бракуется. Если полученная величина выходит за границы, определяемые вероятностями  0,95 и 0,05, то для окончательного заключения следует сделать дополнительную серию контрольных измерений.

      В некоторых случаях заведомо известно, что помехи могут только увеличить разброс данных. Тогда используется односторонний критерий проверки, когда область допустимых значений 
[image: image526.wmf]2

c

 определяется из условия:
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      Вероятность обнаружения помех при данном значении 
[image: image529.wmf]a

 зависит от их величины и числа контрольных измерений 
[image: image530.wmf]n

. Чем большее количество контрольных измерений проведено, тем меньшее отклонение от нормальной работы аппаратуры может быть обнаружено.

Порядок работы

1. Задать уровень значимости 
[image: image531.wmf]a

=0,05.

2. Провести 15 одноминутных измерений числа отсчётов 
[image: image532.wmf]N

 с радиоактивным препаратом.

3. Вычислить среднее 
[image: image533.wmf]N

 и значение 
[image: image534.wmf]2

c

.

4. Оценить работу аппаратуры с помощью 
[image: image535.wmf]2

c

– критерия.

5. Используя коэффициенты Стьюдента вычислить ошибку 
[image: image536.wmf]N

 при разной доверительной вероятности.
6. Оценить ошибку скорости счёта 
[image: image537.wmf]Nt

.
 Контрольные вопросы

1. Пояснить смысл терминов «доверительный интервал» и «доверительная вероятность».

2. Что такое «критические точки» распределения Пирсона?

3. Показать, что при определении отношения двух интенсивностей меньшую интенсивность следует измерять в течение большего времени, а при определении разности интенсивностей – наоборот.
Задание №2
· Проверить степень согласия экспериментальной выборки распределениям Пуассона и Гаусса.
Любую физическую величину экспериментально можно определить лишь приближённо, указав некоторый интервал её возможных значений. Существование разброса в экспериментальных данных требует, чтобы результаты эксперимента были подвергнуты статистической обработке для правильного определения средних значений, указания интервалов, в которых можно с заданной вероятностью обнаружить значение физической величины при последующих измерениях. 

Статистические методы в атомной и ядерной физике имеют особое значение, т.к. настоятельная необходимость статистического подхода в микромире вытекает из статистического характера самих явлений микромира. При измерениях макровеличин можно утверждать, что практически с любой наперёд заданной точностью сама величина имеет вполне определённое значение. Результаты же измерений имеют некоторый разброс из-за несовершенства измерительных приборов или методики измерения. При измерении величин, характеризующих процессы в микромире, появление разброса в показаниях приборов обусловлено в существенной мере флуктуациями самой измеряемой величины. Никакое улучшение аппаратуры не может уменьшить или исключить этот разброс. Например, радиоактивный распад ядер происходит в случайные моменты времени, число распадов с вылетом регистрируемых частиц за определённый интервал времени флуктуирует от измерения к измерению, что обусловлено статистическим характером радиоактивного распада. Статистика здесь нужна не только для обработки результатов измерений, но и для изучения самой природы исследуемых явлений. Например, природа радиоактивности была окончательно установлена только после завершения подробного анализа, показавшего, что различные акты распада между собой статистически независимы. 
Распределение числа зарегистрированных импульсов в соответствии с законом распада подчиняется биномиальному закону. Однако если число радиоактивных атомов в источнике велико по сравнению с числом распадов за время измерения, то биномиальное распределение приближается к распределению Пуассона, позволяющему вычислить вероятность 
[image: image538.wmf]()
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 получения 
[image: image539.wmf]k

 отсчётов в отдельном опыте, если известно среднее число отсчётов 
[image: image540.wmf]k

за такое же время:
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В свою очередь при большом  
[image: image542.wmf]k

 закон Пуассона хорошо аппроксимируется нормальным распределением со средним значением 
[image: image543.wmf]k

и дисперсией 
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Если число опытов равно 
[image: image546.wmf]N

, то 
[image: image547.wmf]k

 отсчётов будет получено в среднем 
[image: image548.wmf]()()
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 раз. Как распределение 
[image: image549.wmf]()
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 вокруг среднего значения 
[image: image550.wmf]()
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 (если серию из 
[image: image551.wmf]N

 опытов повторять многократно), так и зависимость от 
[image: image552.wmf]k

среднего количества случаев 
[image: image553.wmf]()

nk

 регистрации 
[image: image554.wmf]k

 импульсов, описываются распределением Пуассона.

      Целью настоящей работы является экспериментальная проверка закона распределения Пуассона. Пусть в результате  
[image: image555.wmf]N

 измерений за одно и то же время получено 
[image: image556.wmf]m

 разных значений чисел отсчётов:       
[image: image557.wmf]12
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, каждое из которых получено 
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 раз. Очевидно, что

среднее число отсчётов будет равно:
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Количественная оценка степени согласия полученной в эксперименте выборки  
[image: image561.wmf]()

nk

 с распределением Пуассона осуществляется с помощью  
[image: image562.wmf]2

c

– критерия, в котором в качестве статистического критерия используется величина 
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распределение которой известно и можно указать вероятность попадания её в любой заданный интервал. Здесь 
[image: image564.wmf]()

pk

 вычисляется для 
[image: image565.wmf]k

, полученного в опыте.

Порядок работы

1. Включить счётную установку и проверить её работу.

2. Подобрать режим измерений таким образом, чтобы за время измерения регистрировалось в среднем 4(5 импульсов.

3. Произвести многократно (
[image: image566.wmf]N

=500) измерения числа импульсов за выбранный интервал времени. 

Для удобства регистрации чисел импульсов, встречающихся в отдельных опытах, рекомендуется следующий приём. На числовую ось наносятся значения 
[image: image567.wmf]k

, которые могут встретиться в работе. Каждый случай выпадения  
[image: image568.wmf]k

 импульсов в очередном опыте отмечается точкой над соответствующим делением оси  
[image: image569.wmf]k

. Подсчёт количества точек над каждым значением   
[image: image570.wmf]k

 даёт соответствующие значения  
[image: image571.wmf]()

nk

 (рис.3).

4. Повторить измерения при среднем числе импульсов 10(15.

5. Вычислить средние значения числа импульсов 
[image: image572.wmf]k

 для обоих случаев.

6. Вычислить теоретические распределения Гаусса и Пуассона для найденных значений  
[image: image573.wmf]k

. Для этого воспользо- ваться программой               «Статистика» (можно воспользоваться и таблицами в (5(). Порядок работы с программой приведён в Приложении. Теорети-ческие и эксперимен-тальные  распределения 
          построить на одном 
        графике.
7. Вычислить значения критерия 
[image: image574.wmf]2

c

 для проверки согласия экспериментальных распределений с распределениями Гаусса и Пуассона.

8. Задаться  уровнем значимости 
[image: image575.wmf]0,05

a

=

  и по таблице 2 Приложения сделать заключение о степени согласия экспериментальных и теоретических распределений.

Результаты опытов и вычислений рекомендуется заносить в таблицы:
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 Контрольные вопросы

1. При каких условиях распределение Стьюдента переходит в распределение Пуассона а последнее можно аппроксимировать нормальным распределением?

2. Для проверки каких распределений можно использовать           
[image: image585.wmf]2

c

– критерий?

3. Чему равна дисперсия случайной величины, распределённой по закону Пуассона?
4. Как определяется истинное среднее в распределении Пуассона?
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Рис.1. Кривая распада радиоактивного  


препарата.
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Рис.3. Способ записи результатов


                 измерений.
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