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Для дискретного множества Х в первом случае в В найдётся един-
ственный такой элемент b, что ybbBy <∈∀ }{\ , ∅=),( bcO , во втором 
случае в А найдётся такой элемент а, что }{\ aAx∈∀  ax <  и ∅=),( caO
. 

Условимся называть классы А и В разбиения Х левым (нижним) и, 
соответственно, правым (верхним). Так что для любого разбиения дис-
кретного множества Х на левый и правый классы в левом классе есть 
наибольший элемент Aa sup=  и в правом наименьший Bb inf= . 

 

Пример 3.10. Пусть }2,1{=А  и ...},4,3{=B , т. е. =BАU N. Тогда  
Asup2 = , Binf3 = . 

 

Для всюду плотного множества М всякая (а, с)-окрестность не пус-
та и потому при любом разбиении М на левый и правый классы либо в 
классе А нет Asup , либо в В нет Binf . Более того, если разбиение всю-
ду плотного множества М задано не с помощью элемента из М, то мо-
жет не оказаться ни в классе А наибольшего элемента, ни в классе В 
наименьшего. Подробнее об этом скажем в главе 5. 

 
Определение 3.17. Дедекиндовым сечением линейно упорядоченно-

го множества М в точке с называется такое его разбиение BАМ U= , 
baBAba <×∈∀ ,),( , когда либо в нижнем классе А есть элемент 

Ac sup= , но в верхнем классе В нет наименьшего, либо в верхнем классе 
В есть элемент Bc inf= , но в классе А нет наибольшего. 

Определение 3.18. Линейно упорядоченное множество М называ-
ется непрерывным в точке с∈M множеством, если разбиение его точ-
кой с является дедекиндовым сечением. Непрерывное в каждой своей 
точке х множество М с линейным порядком ρ  называется непрерывным 
относительно порядка ρ .  

 
Теорема 3.2. Всюду плотное множество М непрерывно в каждой 

своей точке с. 
 Так как множество М всюду плотно, то для всякого (а,b)-

интервала, где bca << , интервалы ),( ca  и ),( bc  не пусты. Точка с, раз-
бивая множество М на два класса, может принадлежать лишь одному из 
них. Если, например, Bc∈ , где В – верхний класс разбиения, то Аx∈∀  
и (х, с)-интервал не пуст и, следовательно, в классе А нет Aa sup=∗ . Ес-
ли Аc∈ , то Ac sup= . Если теперь допустить, что и в верхнем классе В 
есть элемент Bb inf=∗ , то bb <∗ , и тогда МBА ≠U , ибо (с, ∗b )-
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интервал не пуст в силу всюду плотности множества М. Таким образом, 
данное разбиение множества М есть дедекиндово сечение и, значит, М 
непрерывно в точке с.  

 
Упражнение 3.8. Найти точки непрерывности множества 
 

},)1(1,)1(1:,{ 11 N∈−+=−+== −+Δ nbabaM n
n

n
n n

n
n

nnn   
 

относительно естественного порядка в M из R. 
 

В заключение этого параграфа введём понятие эквивалентности во 
множестве линейно упорядоченных множеств. Пусть ρ  и ϕ  суть линей-
ные порядки во множествах Х и Y, соответственно. Биективное отобра-
жение YX →β:  называют изоморфным отображением или изоморфиз-
мом, если из ba p

ρ  следует )()( ba ββ ϕ
p  для любых элементов а и b из 

Х. Линейно упорядоченные пространства Х и Y называют изоморфными, 
если хотя бы одна биекция между ними является изоморфизмом (см. 
также п. 4.2).  

Отношение изоморфности линейно упорядоченных множеств об-
ладает следующими свойствами: 

 
а) рефлексивностью, ибо тождественное отображение XXI →:  

есть изоморфизм; 
 
б) симметричностью, ибо если YX →β: – изоморфизм, то и 

XY →β− :1  тоже изоморфизм; 
 
в) транзитивностью; действительно, если YX →β:  и XY →τ:  

изоморфизмы, т. е. из ⇒β<β⇒< )()( baba ))(())(( ba βτ<βτ , то из ba <  
следует и ))(())(( ba βτ<βτ . 

 
Поэтому изоморфные множества образуют класс эквивалентных 

множеств, неразличимых, одинаковых по отношению к структуре ли-
нейного порядка. 

Так, например, изоморфны (эквивалентны) все конечные, следова-
тельно, дискретные множества с равным количеством элементов, для 
которых изоморфизм устанавливается простым перечислением соответ-
ствующих пар элементов, начиная, например, с наименьших. 

 

Вопрос любознательному Читателю: можно ли доказать, что для 
каждого дискретного бесконечного множества М можно выбрать поря-
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док ρ такой, что множество М с этим порядком ρ будет изоморфно 
множеству N натуральных чисел? 

 
3.7. Добавления к Главе 3 

 

3.7.1. Парадоксы наивной Канторовской теории множеств 
 

А. Парадокс Б. Рассела (1902 г.). Множество М состоит из эле-
ментов, некоторые из которых могут быть, в свою очередь, множества-

ми. Например, множество }}3,2{,1{Δ=М состоит из двух элементов, один 
из них {2, 3} – множество. В большинстве случаев множества не явля-
ются элементами самих себя. Рассмотрим-определим множество S всех 
таких множеств Р, что PP∉ . Теперь если само SS ∉ , то по определе-
нию множества S оно есть одно из множеств Р и поэтому должно SS∈ . 
Если же SS∈ , то опять, в соответствии с определением множества S, 
оно не есть ни одно из Р и потому SS ∉ . Так что в любом случае одно-
временно SS∈  и SS ∉ . Противоречие. Это пример логического пара-
докса. 

 

В. Парадокс Берри (1906). Из конечного числа букв русского ал-
фавита можно составить лишь конечное число слогов. Тогда конечным 
будет число фраз, которое содержит не более 60 слогов, и, значит, лишь 
конечное число натуральных чисел можно описать фразами, состоящи-
ми из не более чем 60 слогов. Пусть k есть наименьшее из натуральных 
чисел, каждое из которых не характеризуются никакой фразой русско-
го языка, содержащей не более шестидесяти слогов. Выделенная фраза 
характеризует число k и содержит не более 60 слогов. Парадокс. 

 

С. Парадокс лжеца. Некто говорит: “… Я всегда лгу”. Если этот 
некто действительно лжец, то он говорит правду. Если же этот некто 
всегда правдив, то его оговор себя ложен. 

 

Парадокс Берри и парадокс лжеца относятся к семантическим ан-
тиномиям. Именно стремление избежать парадоксов разумным ограни-
чением языка и набора исходных понятий привело в начале ХХ века к 
идее аксиоматизации всей математики, и в первую очередь, к аксиома-
тизации математической логики и теории множеств (см. [15], [37], [83] и 
др.). Но и в начале ХХI века в этой области математики есть нерешён-
ные проблемы. 

 

3.7.2. Об основаниях математики 
 

Среди математиков почти общепризнано значение теории мно-
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жеств как фундамента всех математических дисциплин. Но из общепри-
знанности не следует необходимость построения всей математики на 
базе исключительно теории множеств. Для примера можно назвать ра-
боты А. А. Маркова [48], Л. С. Понтрягина [59] и др., в которых авторы 
минимально используют символы, терминологию и понятия теории 
множеств. Что касается соответствия логики и математики, роли логики 
в обосновании математики, то в среде математиков на этот предмет 
имеется много, в том числе и противоположных,  точек зрения. В неко-
тором смысле примирительной является позиция одного из ведущих 
специалистов XX века по математической логике американского учёно-
го Алонза Черча (р. 1903), изложенная в его статье “Математика и логи-
ка” [49, c. 209–215]. Анализируя утверждение о приоритете логики 
(имеется в виду логика в широком смысле, т. е. значительно расширен-
ная традиционная логика) перед математикой, он предлагает “… под-
вести итоги и даже предпринять попытку вывести решение” [49, c. 209]. 
Не умаляя заслуг сторонников логицизма, т. е. сторонников выводимо-
сти всей математики из логики, А. Черч резюмирует:  

“Любое обоснование математики или логики действительно в ка-
кой-то мере содержит круг, так как в нём всегда имеются необосно-
ванные предпосылки, которые должны быть приняты на веру или ин-
туитивно. Мы можем уменьшить число таких предпосылок, но не мо-
жем их уничтожить. Как назвать минимум предпосылок, оставшихся 
после такого сокращения, математикой или логикой, или и тем и дру-
гим, или ни тем ни другим – это вопрос терминологии” [49, c. 214]. 

 
3.7.3. Теория ZF  – аксиоматическая теория множеств 

 Цермело−Френкеля 
 

Теория ZF была разработана в начале XX века и опубликована в 
1908 году (см. [1], [15], [83], [86]). Излагаемая ниже система аксиом 
этой теории достаточно полна, чтобы получить из неё все обычные ут-
верждения теории множеств, и в то же время позволяет избежать из-
вестных парадоксов.  

 
1. Аксиома объёмности: два множества А и В равны тогда и толь-

ко тогда, когда они состоят из одних и тех же элементов.1 
 

2. Аксиома пары: если А и В – множества, то существует множест-

                                                      
1 Из аксиомы объёмности вытекают такие два свойства множества: 1) если имеется 
множество М={a, b} и некоторое выражение с переменной F(х), то после подстанов-
ки вместо х элемента а из М само множество М не изменится, 2) {a, a, b}={a, b}. 
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во С, единственными элементами которого являются А и В: },{ BAC = . 
 

3. Аксиома пустого множества: существует множество ∅  –
 пустое множество, не содержащее элементов. 

 

4. Аксиома объединения: если М есть множество некоторых мно-
жеств iM , т. е. },,{ 21 KМММ = , то объединение i

i
MU  этих множеств 

iM  есть множество. 
 

5. Аксиома степени: если М – множество, то совокупность Р(М) 
всех подмножеств множества М есть множество. Множество Р(М) на-
зывается степенью множества М. 

 

6. Аксиома регулярности: если М – множество, то либо ∅=М , 
либо в М найдется такой элемент b, что ∅=MbI . 

 

7. Аксиома содержательности: если М – множество и )(xϕ  –
высказывательная форма языка теории, то совокупность D всех таких 

Мa∈ , что )(aϕ  – истинное высказывание, есть множество, так что 
},)(:{ МaИaaD ∈∼ϕ= . Множество D называется частью множества 

М, определяемой высказывательной формой )(xϕ .  
 

8. Аксиома бесконечности: существует по крайней мере одно бес-
конечное множество, например N }...,3,2,1,0{= . 

 

9. Аксиома выбора: для каждого множества А непустых множеств 
iA , Ii∈ , i

i
AA U= , существует функция AIf →: , сопоставляющая каж-

дому i элемент ii Aifa ∈= )( . 
 
Последняя аксиома не всегда включается в список аксиом теории 

множеств, хотя в теории множеств есть много эквивалентных ей утвер-
ждений, а в анализе она часто присутствует в доказательствах неявно 
(см. [29]). Мы это иллюстрировать не будем, но докажем три теоремы. 

 
Теорема 3.3. Существует одноэлементное множество {A}. 

 В аксиоме пары положим В А= , тогда  
}{)1.(},{ AАkcААC === .  

 
Теорема 3.4. Пусть А – множество, тогда АА∉ . 

 Если ∅=А , тогда по Акс. 3 АА∉ . Пусть ∅≠А , тогда к множе-
ству }{A – одноэлементному множеству, которое существует по Теореме 
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3.3, применим Аксиому регулярности 6, по которой }{Ab∈∃  такой, что 
∅=}{Ab I . Так как }{A  есть одноэлементное множество и }{Ab∈ , то 

Ab =  по Акс. 1. Теперь из ∅=}{AАI  следует, что АА∉ .  
 
Теорема 3.5. Если А и В суть множества и если BA∈ , то АB∉ . 
 

 Для доказательства вновь обратимся к Аксиоме регулярности, 
применив её к множеству },{ BА , по этой аксиоме ∅≠∈∃ },{ BАb  такой, 
что ∅=},{ BАb I . 

1) Пусть Bb = , тогда АBАB =},{I  (ибо по условию теоремы 
BА∈  и по Теореме 3.4 BB∉ ). Далее пусть 1а): ∅=А . Тогда по Ак-

сиоме 3 ∅=∉ АB . Условие 1б) ∅≠A  противоречит Аксиоме 6. Значит, 
2) Ab = , тогда по Аксиоме 6 ∅=},{ BААI , т. е. АB∉ .   
Мы убедились в том, что аксиома регулярности избавляет теорию 

ZF от парадокса Б. Рассела. 
 

3.7.4. О понятии функция 
 
Анализ разных подходов к понятию функции проведён В.А. Успен-

ским в предисловии [75] к книге [90], библиографию вопроса можно 
найти у Медведева Ф. А. [51]. Более 100 лет назад в 1899 году Эмиль 
Пикар (24.7.1856 – 11.12.1941) говорил, что “…общее понятие функции 
весьма неопределённо, и мы можем получить сколько-нибудь значи-
тельные результаты только при помощи некоторых ограничений” ([58, 
c. 22]). К такому типу ограничений можно отнести сложившуюся тра-
дицию, пришедшую от Н. Бурбаки [7] во все учебники и основания ана-
лиза. По этой традиции происходит отождествление функции YXf →:  
с её графиком )}:)(,{( XxxfxGrf ∈= . 

Даже невооружённым глазом в этой записи виден “порочный 
круг”: функция f отождествляется с графиком fGr  функции f, а график 

fGr  функции f определяется через множество }:)({ Xxxf ∈  значений 
функции f. И, по нашему мнению, здесь дело не в плохой записи, причи-
ны глубже. Недостатки этой традиции мы видим в следующем. 

Во-первых, нет никакой необходимости в учебниках (и не только в 
учебниках!) смешивать два исторически сложившихся различных поня-
тия: понятие функции и понятие графика функции. 

Во-вторых, аксиома пары и аксиома степени (см. п. 3.7.3) гаранти-

руют существование подмножества },:),{( YyXxyxG ∈∈=Δ , и не более. 
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А задать или выделить из произвольного отношения YXG ×⊆  функ-
циональное отношение fGr  нельзя, не обратившись к Аксиоме выбора. 
Не постулируется существование функции и в аксиоме подстановки, га-
рантирующей для каждого множества Х и функции f, заданной на Х, су-
ществование лишь множества Р, содержащего все объекты )(xf  для 

Хx∈ . 
Кроме того, в-третьих, перечислением можно задать лишь конеч-

ное множество пар. Для задания счётного множества M пар m Δ= ))(,( nfn , 
нужно правило f или формула f(n), Nn∈ . 

Так как аксиома выбора часто игнорируется даже и не в учебных 
курсах, то очевидно, с нашей точки зрения, неполноценное, научно не 
достаточно обоснованное введение одного из основных понятий курса 
математики, при котором либо слушателям или читателям предлагается 
“круг”, либо происходит апелляция к их опыту или интуиции. Наш ва-
риант введения понятия функция начинается следующей аксиомой.  

 
Аксиома существования функции (АФ). Для любых двух мно-

жеств Х и Y существуют два такие множества F и G, что для каж-
дой пары (x, y)∈ YX ×  найдётся такая пара GFgf ×∈),( , что пара 

),( xf  с точностью до метаязыкового символа Δ=  совпадает с элемен-
том у, а пара ),( yg  – с элементом х. Элементы множества F (множе-
ства G) при этом называем функциями, заданными в Х (в Y) со значе-
ниями в Y (в Х). 

Множество F  (множество G) обозначают обычно символом XY  
)( YX  по традиции, идущей от теории отображений конечных множеств, 

где этот символ определяет количество отображений множества Х 
(множества Y) во множестве Y (во множество Х). 

Вводя общепринятый символ ),()( xfxf Δ= , графиком функции f на-
зовём множество  

}:))(,{( XxxfxGrf ∈= YX ×⊆ . 
Множество )(Pr fIf GrD =  назовём областью определения функции 

f, а множеством значений функции f или полным образом множества 

fD  для f назовём множество ff RDf Δ=)( YDxxfyy f ⊆∈==Δ }),(:{ . 
Легко видеть, что )(Pr fIIf GrR = . Наконец, равенство )(xfy = , 

fDx∈ , мы будем называть уравнением графика функции f. 



 57

“Однозначность” функции YXf →: , вводимой с помощью АФ, 
является теоремой. Действительно, допустим противоположное, т. е. 
что для двух различных пар ),( yx  и ),( zx  из YX ×  найдётся одна и та 

же такая пара ),( gf , что ),( xfy Δ= , ),( xfz Δ=  и, соответственно, 

),,( ygx Δ=  ),,( zgx Δ=  Тогда из аксиомы пары следует, что zy =  (или zy Δ=
, что можно понимать как два символа одного и того же элемента).  

В книге [39] её авторы академик А.Н. Колмогоров и профессор 
А.Г. Драгалин этот способ введения понятия функции описали на стр. 
21 одной краткой фразой “Для любых множеств 1M , 2M  существует 
множество )( 21 MM →  всех отображений из 1M  в 2M ”.  

 
3.7.5. Определение множества натуральных чисел 
 
Линейно упорядоченное бесконечное множество N назовём множе-

ством натуральных чисел, если каждое его подмножество 

},,:{ NnxnxxAn ∈≤=Δ  является конечным множеством. Наименьший 
элемент множества N будем называть нулём и обозначим символом 0. 
Таким образом,  

inf0 Δ= N, })0{\inf(1 NΔ= . 
Все последующие натуральные числа определим по индукции: 

+n inf1Δ= {N\ }},,1,0{ nK , n>0. 
Индуктивное определение множества N составляет основу метода 

математической индукции: 
если некоторое высказывание )(kf , ∈k N, 
1) истинно для 0nk = , т. е. )( 0nf ∼И, и  
2) из f(n)∼И следует )1( +nf ∼И, для 0nn ≥ , то 0nk >∀  )(kf ∼И. 
 
В школьном курсе математики этим методом, например, доказано 

неравенство Бернулли:  
nn ⋅α+≥α+ 1)1( , 1−>α , ∈n N. 

 
Упражнение 3.9.  Рассмотрев предварительно три частных случая: 
1−=α , 2−=α  и 12 <α<−  для kn 2= , доказать неравенство Бернулли 

для 12 −≤α≤− . 
 
Академик А. Н. Колмогоров о значении множества натуральных 
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чисел сказал следующее: “Математикам, по существу, нужен один нату-
ральный ряд чисел, который может обслуживать все их нужды. Свойст-
ва этого натурального ряда, существенные для математиков, полностью 
описываются аксиомами Пеано ... .” (см. [38, c. 246]).  

 
Аксиомы Пеано множества N натуральных чисел можно записать 

так: 
I. 1∈N. 

II. a∈N⇒а′′ Δ=a+1∈N. 
III. a′=b′ ⇒a=b,  a∈N. 
IV. a∈N ⇒ a′≠1. 
V. (A(1)&A(b)⇒A( )b′ )⇒A(a), a∈N. 
Последнюю аксиому называют аксиомой математической индук-

ции или аксиомой бесконечности (потенциальной) множества N нату-
ральных чисел. 

 
3.7.6. Мощность и бесконечность множеств 
 
Биективные отображения (биекции) разбивают множество U на 

классы эквивалентных множеств, а именно: множества А и В называ-
ются эквивалентными, если существует биекция BA→β: , при этом 
пишут A ∼ B и говорят, что множество А эквивалентно множеству В или 
что множества А и В биективны. Покажем, что отношение биективности 
множеств (а) рефлексивно, (б) симметрично и (в) транзитивно. Действи-
тельно, (а): существует тождественное отображение AAI →: , являю-
щееся биекцией, (б): для каждой биекции BAf →:  существует биек-
ция ABf →− :1 , (в): для биекций BAf →:  и CBh →:  существует би-
екция CAfh →:o . 

Очевидно, что среди конечных множеств Fk , k∈N, класс эквива-
лентности {Fn} образуют множества с равным количеством (числом) n 
элементов, где, конечно, ∈n N. 

Понятие биективности множеств положено в определение, по Де-
декинду, бесконечного множества: множество М называется беско-
нечным, если оно эквивалентно своему собственному подмножеству. 
Например, формула nnk 2)( =  определяет (по Дедекинду) биекцию ме-
жду множеством N={1, 2, …} натуральных чисел и его собственным 
подмножеством E={2, 4,…,2n,...} чётных чисел (E ≠ N). Очевидно, что 
любое конечное множество F таким свойством не обладает. Новейшие ре-
зультаты автора (см. [103], [104], [107], п. 3.7.7 и Главу 6 этой книги) вызы-
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вают сомнения в корректности содержания этого абзаца. 
 

Эквивалентность бесконечных множеств является инструментом 
градуировки бесконечных множеств по мощности, которая обобщает на 
бесконечные множества понятие количества элементов конечного мно-
жества. Множества А и В называются равномощными или считаются 
имеющими одинаковую, равную мощность если А и В эквивалентны, при 
этом пишут |||| BA = . Естественно, для конечных множеств P и Q равно-
мощность означает равенство количеств их элементов. 

Существование неэквивалентных, не равномощных бесконечных 
множеств гарантирует следующее ниже утверждение. 

 
Теорема 3.6. Не существует биекции между множеством А и 

множеством Р(А) всех подмножеств множества А. 
 Пусть )(: APAf →  – любая функция. Покажем, что ( ) ( )APAf ⊂ , 

т. е. |)(|||)()( APAAPAf ≠⇒≠ .  
Очевидно, что Aa∈∀  )()( APaf ∈ , т. е. )(af  – некоторое подмно-

жество в А, и потому либо )(afa∈ , либо )(afa∉ .  
Обозначим через В множество }),(:{ Axxfxx ∈∉ , AB ⊂  и потому 

)(APB∈ , но )(AfB∉ .  
Действительно, если )(afa∉ , то Ba∈  и поэтому )(afB ≠ , если 

)(Bfb∈ , то Bb∉  и потому )(bfB ≠ , из чего следует )(AfB∉ .  
Итак, функция )(: APAf →  не является биекцией.  
 
Множества, равномощные множеству N натуральных чисел, назы-

вают счётными и пишут N 0ℵ=ω=  (алеф-нуль). Мощность множества 
чисел единичного отрезка [0,1]⊂R называют континуумом и пишут 

1|]1,0[| ℵ== c  (алеф-один). 
Так как RN ⊂  и, как легко доказать, |||| RN ≠ , то пишут |||| RN p , 

т. е. cpω . 
Детали любознательный читатель найдёт в книгах [1], [3], [4], [22], 

[29], [54], [62], [83] и др., а также в [100], [103], [104]. 
 

3.7.7. Об отображениях бесконечных множеств  
 
Следуя [39, Гл. 1.3.4], мы будем считать, что для любых множеств 

А и В существует множество )( BA→  всех отображений из А в В. Ото-
бражение BA→ϕ :  называется (см. п. 3.6.1) сюръективным, если 
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BA =ϕ )( , если для любых элементов a и q множества А справедлива 
импликация ( )()( qa ϕ=ϕ )⇒(a=q), тогда отображение ϕ  называется инъ-
ективным. Инъективное и сюръективное отображение BA→ϕ :  назы-
вается биективным отображением или биекцией в этом случае говорят, 
что множества A и B биективны (см. п. 3.7.6) и пишут A∼B. В силу этих 
определений справедлива  

 

Теорема 3.7. Пусть F(A, B) )}())()(,:(|{ qaqaBA =⇒ϕ=ϕ→ϕϕ=Δ . 
Если ∈ϕ∀ F(A, B) BA ⊂ϕ )( , тогда множества A и B не биективны, т. 
е. ALB.  

 

Следующее утверждение также очевидно, но мы его докажем. 
 

Теорема 3.8. Пусть отображение ϕ будет произвольной функцией 
BA→ϕ : , и для любого разбиения множества А на непересекающиеся 

подмножества: 
∅=∩⊂∈∪= jii AAIiAA ,, N  при ji ≠ ,  (3.7.1) 

ограничение iAi
ϕ=ϕ Δ , Ii∈ , отображения ϕ на каждое из подмножеств 

iA  будет отображением BAii →ϕ : . Если )( iii AB ϕ=Δ  и ),( ji∃ , ji ≠ : 
∅≠∩ ji BB , тогда отображение BA→ϕ :  не будет инъективным.  

• Если существует такой индекс i∈I, что отображение BAii →ϕ :  
не инъективно, тогда, очевидно, и отображение BA→ϕ : , не будет инъ-
ективным. Пусть Ii∈∀  отображение BAii →ϕ :  есть инъекция, и по-
прежнему для некоторых i и j, ji ≠ , ∅≠∩ ji BB . Тогда, ji BBb ∩∈∃ . 
Значит, существует такое подмножество {a, q}⊂A, iAa∈ , jAq∈ , что 

bqa =ϕ=ϕ )()(  при a≠q, т. е. функция BA→ϕ :  не инъективнa. ■ 
 

Теорема 3.9. (Критерий биективности). Множества А и В биек-

тивны, т. е. ∈ϕ∃ ),( BAF  и BA =ϕ )( , тогда и только тогда, когда для 

некоторого разбиения iAA ∪=  множества A будут выполняться сле-

дующие три условия: 1) 
iAi ϕ=ϕ Δ ∈ ),( ii BAF , где )( iii AB ϕ=Δ , 2) при ji ≠  

∅=∩ ji BB  и 3) .BBB ji =∪   
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•Достаточность. Пусть условия теоремы выполнены для некоторого 

разбиения множества А. Так как iAaIiAa ∈∈∃∈∀ :  и 

BBba ii ⊂∈=ϕ Δ)( , то определено отображение BA→ϕ : . Покажем инъ-

ективность отображения BA→ϕ : . Действительно, во-первых, в силу 

условия 1) теоремы ∀i I∈  отображение BAii →ϕ :  будет инъективно. 

Во-вторых, при ji ≠  ∅=∩ ji AA  по условию (3.7.1) разбиения множе-

ства A и ∅=∩ ji BB  по условию 2) теоремы; теперь инъективность 

отображение BA→ϕ :  следует из этих трёх условий. Наконец, по усло-

вию 3) теоремы IiBBi ∈=∪ , , т. е. отображение ϕ будет и сюръекцией:

BA =ϕ )( . 

Необходимость. Пусть отображение BA→ϕ :  является биекцией, 

т. е. BA =ϕ )(  и ∈ϕ ),( BAF . Тогда для произвольного разбиения мно-

жества А ∀i ограничение BAii →ϕ :  отображения ϕ на подмножество 

iA  будет инъективным отображением и, следовательно, при ji ≠  и 

)( iii AB ϕ=Δ  ∅=∩ ji BB . Осталось показать, справедливость равенства 

IiBBi ∈=∪ , . Предположим противное, что С Δ= BBi ⊂∪ . Тогда 

CBb \∈∃  и, значит, Aba ∈ϕ=∃ − )(1 . Далее, iAaIi ∈∈∃ :  и, следова-

тельно, CBab ii ⊂∈ϕ= )( . Это противоречит тому, что CBb \∈ .■ 
 

Ниже идёт непосредственное и очевидное следствие Теоремы 3.9.  
 
Теорема 3.10. Если ∅=∩∪= DCDCA , , ∅=∩∪= FEFEB ,  и 

C∼E, D∼F, тогда A∼B. 
 
Теорема 3.11. Если даны два разбиения множества А:  

∅=∩∪= DCDCA ,  и ∅=∩∪= FEFEA , , 
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тогда из условия C∼E следует D∼F. 
● Если C∼E, т. е. существует биекция EC →ξ : , EC =ξ )( , тогда и 

CE =ξ− )(1 . При построении биекции DF →θ :  возможны следующие 
четыре ситуации: 1) ∅=∩ FC , 2) FFFC ≠=∩ 1 , 3) CF ⊂ , 4) CF ⊃ . 
В первом случае ,CfFf ∉⇒∈∀  и так как ,\ DCAf =∈  то F=D и ут-

верждение теоремы очевидно. 2) Пусть FFFC ≠=∩ Δ
1  и FDF ∩=Δ2 , то-

гда 
22 FDF idΔ

⊂ =θ  и CFF ⊂
Δ ξ=θ

11
. 3) Пусть CF ⊂ , тогда ∅≠∩ EC  и, сле-

довательно, ED⊂ . Тогда )(: feEeCFf ξ=∈∃⊂∈∀ . Если De∈ , то 

Cff ∈
Δ ξ=θ . Если De∉ , то Ce∈  и EeeEe ∈ξ=∈∃ )(: 11 . Если De ∈1 , то 

ff )(ξξ=θ Δ  и т. д. длина суперпозиций в ff ))(( Lξξ=θ Δ  функций ξ зави-

сит от этой функции EC →ξ :  и от выбора элемента f∈F.  Вопрос о ко-
нечности такой длины мы  здесь не обсуждаем. Пусть, наконец, 4) 

CF ⊃  и CFF \1
Δ= , тогда DE ⊂  и EDD \1

Δ= . Легко показать, что 

11 DF = . Теперь CFC ξ=θ Δ
⊂  и 

11 FF idΔ=θ . ■ 
 

Теорема 3.11 имеет следующее обобщение, доказательство которо-
го мы оставляем читателю в качестве упражнения. 

 
Теорема 3.12. Если даны разбиения множеств А: 

∅=∩∪= DCDCA ,  и ∅=∩∪= FEFEB , , тогда из условий A∼B и 
C∼E следует D∼F. 

Очевидно, что справедливость Теорем 3.8 и 3.9 не нарушится, если 
одно из подмножеств iA , iA ⊂А, и, соответствующее подмножество iB , 

iB ⊂B, будет пустым. 
 
Теорема 3.13. Если BA→ϕ : , В⊂А, и BA =ϕ )( , то ∉ϕ ),( BAF .  
• Допустим противное, что функция BA→ϕ :  является инъекцией 

и, следовательно, A∼B. Пусть в условии Теоремы 3.12 C Δ=E Δ=B и F Δ=∅. 
Тогда BDA ∪= , ∅=∩ BD  и ∅≠D . Так как ∅∪=∪= BFBB , то по 
Теореме 3.12 из A∼B и B∼B должно следовать, что D≠∅ ∼F=∅, т. е. 
∅L∅. Поэтому предположение A∼B является ложным. Так как по усло-
вию теоремы BA =ϕ )( , то, следовательно, ∉ϕ ),( BAF . ■ 
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3.7.7. Переменная 
 

Определение 3.19. Переменной X назовём тройку ),,( ϕAx , где x –
 символ переменной, A – некоторое множество, элементы которого 
можно ставить вместо x в некоторое выражение )(xF , ϕ  – порядок 
во множестве А. 

В этой формулировке фраза “элементы которого … )(xF ” может 
быть опущена (см. Глава 1, стр. 14−16). Но в неформализованном изло-
жении понятие переменной, свободной переменной формулируется в 
связи с понятием “выражение с переменной”. 

Порядок ϕ  в переменной ),,( ϕAx , вообще говоря, не может быть 
нелинейным и чаще всего устанавливается процедурой “вставить вме-
сто символа переменной элемент множества A”.  

Традиционно по умолчанию за порядок ϕ переменной принимается 
некоторый естественный порядок множества M, A⊆M. Так, например, в 
теории последовательностей и теории рядов за порядок принят естест-
венный порядок множества N натуральных чисел. Иначе пусть, напри-
мер, A={1,2,3}, и ( )xF  есть слово “x<3”, а порядок ϕ  в A задаёт после-
довательность (2,1,3). Пусть A=Z, тогда для 10|2| <−x , x∈Z, порядок ϕ  

во множестве A определим условием: ,21 xx ϕ
p , если |x2|>|x1| или −x1=|x2|.  

Более подробно об этом написано Г.М. Фихтенгольцом в Дополне-
нии к III тому его Курса дифференциального и интегрального исчисле-
ния [81, с. 632-639 и 643-649].  

В математической статистике (ещё один интересный пример) поря-
док случайной переменной задают с помощью таблиц или иных алго-
ритмов получения случайных чисел. 

 
Вопросы Читателю 

 
1. Как возникла необходимость построения математических дисци-

плин на аксиоматической основе? 
 
2. Что такое алгебра множеств и чем она отличается от алгебры 

целых чисел? 
 
3. Как можно описать линейный порядок для точек М(X,Y) числовой 

плоскости XOY? 
 
4. При каких условиях произведение fg o  двух функций CBg →:  
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и f: A→B будет сюръекцией, но не инъекцией? Постройте соответствую-
щую диаграмму. 

 
5. Является ли монотонность на интервале (a,b) функции f: X→Y 

необходимым условием непрерывности этой функции на этом интерва-
ле, если X и Y суть линейно упорядоченные множества? 


