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���� pONQTIE I SWOJSTWA

������ pONQTIE OPREDELENNOGO INTEGRALA

pUSTX W PROMEVUTKE � a� b 	 ZADANA NEPRERYWNAQ FUNKCIQ y � f�x��

�� rAZOBXEM PROMEVUTOK � a� b 	 PROIZWOLXNYM OBRAZOM NA n
�ASTEJ S DLINAMI �xi �i � �� � � � � � n��

�� w KAVDOM �ASTI�NOM PROMEVUTKE WYBEREM TO�KU �i I WY�IS�
LIM ZNA�ENIQ FUNKCII y � f�x� W KAVDOJ IZ �TIH TO�EK� pOLU�IM
ZNA�ENIQ

f����� f����� f����� � � � � f��n��

�� �TI ZNA�ENIQ f��i� UMNOVIM NA DLINY SOOTWETSTWU��IH �AS�
TI�NYH PROMEVUTKOW �xi� A POLU�ENNYE PROIZWEDENIQ f��i� � xi
SLOVIM� pOLU�ITSQ SUMMA

f���� ��x� � f���� ��x� � � � � � f��n� ��xn �
nX

i��

f��i� � xi�

KOTORAQ NAZYWAETSQ INTEGRALXNOJ SUMMOJ FUNKCII y � f�x� W DAN�
NOM PROMEVUTKE�

o P R E D E L E N I E� oPREDELENNYM INTEGRALOM OT FUNKCII y � f�x� W
INTERWALE �a� b	 NAZYWAETSQ KONE�NYJ PREDEL SOOTWETSTWU��EJ INTEG�
RALXNOJ SUMMY PRI NEOGRANI�ENNOM UWELI�ENII �ISLA RAZBIENIJ PRO�
MEVUTKA NA �ASTI �n 	 
� I STREMLENII DLIN WSEH �ASTI�NYH

PROMEVUTKOW K NUL� �� xi 	 �� I OBOZNA�AETSQ SIMWOLOM

bZ
a

f�x� dx � lim
n��

nX
i��

f��i� � xi�

tEOREMA SU�ESTWOWANIQ OPREDELENNOGO INTEGRALA� eSLI FUNKCIQ f�x�
QWLQETSQ NEPRERYWNOJ ILI KUSO�NO�NEPRERYWNOJ W INTERWALE � a� b 	�
�T�E� IMEET W �TOM INTERWALE KONE�NOE �ISLO TO�EK RAZRYWA ��GO
RODA�� TO OPREDELENNYJ INTEGRAL OT �TOJ FUNKCII W �TOM PROME�
VUTKE WSEGDA SU�ESTWUET�

��



pRI WYPOLNENII �TIH USLOWIJ OPREDELENNYJ INTEGRAL NE ZAWISIT

NI OT WYBORA TO�EK �i� NI OT SPOSOBA RAZBIENIQ PROMEVUTKA NA

�ASTI� eSLI OPREDELENNYJ INTEGRAL OT FUNKCII SU�ESTWUET� T�E� SU�
�ESTWUET KONE�NYJ PREDEL SOOTWETSTWU��EJ INTEGRALXNOJ SUMMY�
TO FUNKCIQ NAZYWAETSQ INTEGRIRUEMOJ W �TOM PROMEVUTKE� oTME�
TIM� �TO MONOTONNAQ OGRANI�ENNAQ FUNKCIQ WSEGDA INTEGRIRUEMA�

gEOMETRI�ESKIJ SMYSL OPREDELENNOGO INTEGRALA
oPREDEL
NNYJ INTEGRAL OT NEOTRICATELX�
NOJ W PROMEVUTKE FUNKCII UDOBNO TRAKTO�
WATX KAK PLO�ADX KRIWOLINEJNOJ TRAPECII�
OGRANI�ENNOJ SWERHU GRAFIKOM �TOJ FUNK�
CII� SNIZU OSX� OX� SLEWA I SPRAWA PRQ�
MYMI x � a� x � b� PARALLELXNYMI OSI

OY �

wELI�INY SLEDU��IH INTEGRALOW POLU�ENY NA OSNOWANII IH GEOMET�
RI�ESKOGO SMYSLA
�Z
�

�x � �� dx � � �PLO�ADX PRQMOUGOLXNOGO TREUGOLXNIKA� OGRANI�

�ENNOGO PRQMYMI y � x � �� x � �� x � � I OSX� OX��
�Z

��

p
�� x� dx � � �PLO�ADX POLUKRUGA y � �

p
� � x� RADIUSA ��

������ CWOJSTWA OPREDELENNOGO INTEGRALA

	� pO�LENNOE INTEGRIROWANIE�
oPREDELENNYJ INTEGRAL OT ALGEBRAI�ESKOJ SUMMY FUNKCIJ RAWEN

ALGEBRAI�ESKOJ SUMME INTEGRALOW OT SLAGAEMYH

bZ
a

�f�x� � g�x�	 dx �
bZ
a

f�x� dx �
bZ
a

g�x�dx�

�� wYNESENIE POSTOQNNOGO MNOVITELQ �
pOSTOQNNYJ MNOVITELX WYNOSITSQ ZA ZNAK OPREDELENNOGO INTEGRALA

bZ
a

k f�x� dx � k
bZ
a

f�x� dx�

sWOJSTWA � I  POWTORQ�T SWOJSTWA NEOPREDELENNOGO INTEGRALA I

ISPOLXZU�TSQ NEPOSREDSTWENNO PRI WY�ISLENIQH�
��




� rAZBIENIE OTREZKA INTEGRIROWANIQ NA �ASTI�
eSLI PROMEVUTOK INTEGRIROWANIQ �a� b	 RAZBIT TO�KOJ c NA �ASTI�
TO OPREDELENNYJ INTEGRAL MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY INTEG�
RALOW PO OTDELXNYM �ASTQM PROMEVUTKA

bZ
a

f�x� dx �
cZ
a

f�x� dx �
bZ
c

f�x� dx�

sWOJSTWO � ISPOLXZUETSQ� W OSNOWNOM� PRI WY�ISLENIQH S POMO�X� OPREDELENNOGO INTEG�

RALA PLO�ADEJ FIGUR� OB�EMOW TEL� DLIN DUG I T�D�

�� sMENA NAPRAWLENIQ INTEGRIROWANIQ�
pRI PEREMENE MESTAMI PREDELOW INTEGRIROWANIQ OPREDELENNYJ IN�
TEGRAL MENQET SWOJ ZNAK

bZ
a

f�x� dx � �
aZ
b

f�x� dx�

�� iNTEGRAL PO PROMEVUTKU NULEWOJ DLINY�
iNTEGRAL S RAWNYMI PREDELAMI INTEGRIROWANIQ RAWEN NUL�

aZ
a

f�x� dx � ��

� iNTEGRAL OT NE�ETNOJ I �ETNOJ FUNKCIJ W SIMMETRI�NOM INTERWALE�
oPREDELENNYJINTEGRAL W SIMMETRI�NYHPREDELAH OT NE�ETNOJ FUNK�
CII RAWEN NUL��

eSLI f�x� � �f��x�� TO

aZ
�a

f�x� dx � ��

pRI �TOM� DLQ �ETNOJ FUNKCII � f�x� � f��x��� IMEEM
aZ

�a
f�x� dx � 

aZ
�

f�x� dx�

sWOJSTWO 
 I GEOMETRI�ESKIJ SMYSL INTEGRALA MOGUT BYTX �FFEKTIWNO ISPOLXZOWANY W

PODHODQ�IH DLQ �TOGO SLU�AQH�

nAPRIMER� WSE SLEDU��IE INTEGRALY RAWNY NUL�� TAK KAK PODYN�
TEGRALXNYE FUNKCII NE�ETNYE� A PROMEVUTOK INTEGRIROWANIQ SIM�
METRI�EN
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�� O ZNAKE INTEGRALA�

eSLI f�x� � � DLQ WSEH x � �a� b	� TO

bZ
a

f�x� dx � ��

�� iNTEGRIROWANIE POD ZNAKOM NERAWENSTWA�

eSLI f�x� � g�x� DLQ WSEH x � �a� b	� TO
bZ
a

f�x� dx �
bZ
a

g�x� dx�

�� oCENKA OPREDELENNOGO INTEGRALA�
�� mODULX INTEGRALA NE BOLX�E INTEGRALA OT MODULQ FUNKCII�������

bZ
a

f�x� dx

������� �
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a

j f�x� j dx�

� eSLI f�x� 
 NEPRERYWNAQ W INTERWALE �a� b	 FUNKCIQ I m� NAI�
MENX�EE� A M� NAIBOLX�EE ZNA�ENIQ FUNKCII W DANNOM INTER�
WALE� TO

m � �b� a� �
bZ
a

f�x� dx �M � �b� a��

sWOJSTWO � MOVET BYTX ISPOLXZOWANO DLQ OCENKI WELI�INY TRUDNO WY�ISLQEMOGO OPRE�

DELENNOGO INTEGRALA�

� oCENITX WELI�INU INTEGRALA
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�
p
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�

�
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�

q
�x� � �x� � ����

� � PRI x � �� x � �� x � �

tO�KA x � � NE PRINADLEVIT DANNOMU PROMEVUTKU� iMEEM
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p
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p
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p
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p
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dLINA PROMEVUTKA �b� a� � � � ���� � �� �b� a�m � � � � � ��
�b� a�M � � � � � � �� tOGDA
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�
p
x� � �x� � �� dx � ��
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	�� tEOREMA O SREDNEM DLQ OPREDELENNOGO INTEGRALA�
eSLI FUNKCIQ y � f�x� NEPRERYWNA W PROMEVUTKE �a� b	� TO

bZ
a

f�x�dx � f�c��b� a�� GDE �b� a�
 DLINA OTREZKA� A c � �a� b��

w GEOMETRI�ESKOM SMYSLE TEOREMA O SREDNEM

OZNA�AET� �TO PLO�ADX KRIWOLINEJNOJ TRA�
PECII RAWNA PLO�ADI PRQMOUGOLXNIKA S TEM

VE OSNOWANIEM I WYSOTOJ� RAWNOJ ZNA�ENI�

PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII W NEKOTOROJ TO�KE

c PROMEVUTKA INTEGRIROWANIQ�

wELI�INA f�c� PRI �TOM NAZYWAETSQ SREDNIM ZNA�ENIEM FUNKCII W

INTERWALE I WY�ISLQETSQ SOOTWETSTWENNO PO FORMULE

fSR�ZN� � f�c� �
�

b� a

bZ
a

f�x�dx�

� nAJTI SREDNEE ZNA�ENIE FUNKCII y �
dxp

x � ��px W INTER�

WALE ��� ��	�
sOGLASNO FORMULE DLQ SREDNEGO ZNA�ENIQ FUNKCII NAHODIM

fSR�ZN� � f�c� �
�

b � a

bZ
a

f�x�dx �
�

�� � �

��Z
�

dxp
x � � �px  �� ���

zDESX NE PRIWEDENO SAMO WY�ISLENIE INTEGRALA� TAK KAK METODY WY�ISLENIQ OPREDE�

LENNYH INTEGRALOW PRIWODQTSQ NIVE�

iNTEGRAL S PEREMENNYM WERHNIM PREDELOM

iNTEGRALOM S PEREMENNYM WERHNIM PREDELOM NAZYWAETSQ INTEGRAL
xZ
a

f�t� dt � ��x�� KOTORYJ QWLQETSQ FUNKCIEJ WERHNEGO PREDELA�

t E O R E M A bARROU� pROIZWODNAQ INTEGRALA S PEREMENNYM WERHNIM

PREDELOM RAWNA ZNA�ENI� PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII NA �TOM PREDELE�
� xZ
a

f�t� dt

	
A
�

x

� f�x��

iZ �TOJ TEOREMY WYTEKAET ODNO WAVNOE SLEDSTWIE� iNTEGRAL S PERE�
MENNYM WERHNIM PREDELOM QWLQETSQ PERWOOBRAZNOJ DLQ PODYNTEG�
RALXNOJ FUNKCII� �TO SLEDSTWIE POZWOLQET WYWESTI OSNOWNU� FOR�
MULU INTEGRALXNOGO IS�ISLENIQ 
 FORMULU nX�TONA�lEJBNICA�
��



������ fORMULA nX�TONA �lEJBNICA

wY�ISLENIE OPREDELENNOGO INTEGRALA� SLEDUQ EGO OPREDELENI��
KAK PREDELA INTEGRALXNOJ SUMMY WESXMA TRUDNAQ I GROMOZDKAQ OPE�
RACIQ� sU�ESTWUET BOLEE LEGKIJ PUTX WY�ISLENIQ� OSNOWANNYJ NA

PRIMENENII SLEDU��EJ TEOREMY�

t E O R E M A� wELI�INA OPREDELENNOGO INTEGRALA RAWNA RAZNOSTI

ZNA�ENIJ L�BOJ PERWOOBRAZNOJ OT PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII� WZQTYH
PRI NIVNEM I WERHNEM PREDELAH INTEGRIROWANIQ

tAKIM OBRAZOM� ESLI F �x� ESTX KAKAQ�LIBO PERWOOBRAZNAQ DLQ FUNK�
CII f�x�� TO SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

bZ
a

f�x� dx � F �x�

�����
b

a
� F �b�� F �a��

�TA FORMULA NAZYWAETSQ FORMULOJ nX�TONA�lEJBNICA�

wWEDENNAQ FORMULA POZWOLQET TEPERX SFORMULIROWATX NE TOLXKO RAZ�
LI�IE� NO I SHODSTWO NEOPREDELENNOGO I OPREDELENNOGO INTEGRALOW�
r A Z L I � I Q�

nEOPREDELENNYJ INTEGRAL ESTX SEMEJSTWO PERWOOBRAZNYH FUNKCIJ

F �x� �C� I W GEOMETRI�ESKOM SMYSLE ESTX SEMEJSTWO INTEGRALXNYH
LINIJ 
 GRAFIKOW WSEH PERWOOBRAZNYH FUNKCIJ� POLU�A��IHSQ PRI
NEPRERYWNOM PARALLELXNOM PEREME�ENII L�BOJ IZ NIH PO WERTIKA�
LI�

oPREDELENNYJ INTEGRAL ESTX KONKRETNOE �ISLO� KOTOROE S GEOMET�
RI�ESKOJ TO�KI ZRENIQ UDOBNO TRAKTOWATX KAK PLO�ADX SOOTWETSTWU�
��EJ KRIWOLINEJNOJ TRAPECII�
s H O D S T W O �SWQZX��

nESMOTRQ NA RAZLI�NU� PRIRODU NEOPREDELENNOGO I OPREDELENNOGO

INTEGRALOW� MEVDU NIMI ESTX MNOGO OB�EGO� �TO KASAETSQ NE TOLX�
KO WNE�NEGO SHODSTWA� NO I SWOJSTW �TIH INTEGRALOW I METODOW IH

WY�ISLENIQ� kROME �TOGO� WSQKIJ OPREDELENNYJ INTEGRAL� SOGLASNO
FORMULE nX�TONA
lEJBNICA� ESTX PRIRA�ENIE PERWOOBRAZNOJ FUNK�
CII NA OTREZKE �a� b	 � �F � F �b�� F �a��
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���� wY�ISLENIE OPREDELENNOGO INTEGRALA

fORMULA nX�TONA
lEJBNICA� SWQZYWA��AQ WY�ISLENIQ OPREDELEN�
NOGO I NEOPREDELENNOGO INTEGRALOW� POZWOLQET SDELATX WYWOD� �TO
WSE METODY NEOPREDELENNOGO INTEGRIROWANIQ MOVNO S OPREDELENNY�
MI OGOWORKAMI PERENESTI NA SLU�AJ OPREDELENNOGO INTEGRIROWANIQ�

������ nEPOSREDSTWENNOE INTEGRIROWANIE
k �TOMU METODU MY OTNESLI TAKIE INTEGRALY� PRI RE�ENII KO�

TORYH ISPOLXZU�TSQ TABLICY NEOPREDELENNYH INTEGRALOW I PODWEDE�
NIQ POD ZNAK DIFFERENCIALA� SWOJSTWA INTEGRALOW I FORMULA nX�TONA�
lEJBNICA� SOGLASNO KOTOROJ MY SNA�ALA NAHODIM PERWOOBRAZNU� FUNK�
CI�� A ZATEM WY�ISLQEM RAZNOSTX EE ZNA�ENIJ W WERHNEM I NIVNEM

PREDELAH INTEGRIROWANIQ� rASSMOTRIM PRIMERY�
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������ iNTEGRIROWANIE PO �ASTQM

iNTEGRIROWANIE PO �ASTQM W OPREDELENNOM INTEGRALE PROWODITSQ

PO FORMULE
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������ zAMENA PEREMENNOJ� pODSTANOWKA

pRAWILO ZAMENY PEREMENNOJ W OPREDELENNOM INTEGRALE TREBUET

K SEBE ZNA�ITELXNO BOLX�EGO WNIMANIQ� �EM ANALOGI�NOE PRAWILO W

NEOPREDELENNOM INTEGRALE� sFORMULIRUEM EGO�

pRAWILO ZAMENY PEREMENNOJ W OPREDELENNOM INTEGRALE�
eSLI FUNKCIQ f�x� NEPRERYWNA W INTERWALE �a� b	� A FUNKCIQ ��t� MO�
NOTONNA I NEPRERYWNA WMESTE SO SWOEJ PROIZWODNOJ W INTERWALE ��� �	�
PRI�EM ���� � a� ���� � b� TO IMEET MESTO FORMULA

bZ
a

f�x� dx �
�Z
�

f � �� �t� 	 � ���t� � dt�

�TA FORMULA I NAZYWAETSQ FORMULOJ PODSTANOWKI ILI ZAMENY PERE�
MENNOJ W OPREDELENNOM INTEGRALE�
sHEMA PRIMENENIQ SPOSOBA PODSTANOWKI DLQ WY�ISLENIQ INTEGRALA

WYGLQDIT SLEDU��IM OBRAZOM�

�� wYBRATX PODSTANOWKU �SDELATX ZAMENU PEREMENNOJ�
x � ��t�� TAK �TOBY FUNKCIQ ��t� BYLA NEPRERYWNOJ I MONOTONNOJ
W INTERWALE � �� � 	�

� nAJTI dx � ���t� � dt� PRI�EM PROIZWODNAQ ���t� TAKVE DOLVNA
BYTX NEPRERYWNOJ FUNKCIEJ�

�� pODYNTEGRALXNU� FUNKCI� f�x� PREOBRAZOWATX S U�ETOM WY�
BRANNOJ PODSTANOWKI�

�� sMENITX PREDELY INTEGRIROWANIQ� T�E� W SOOTWETSTWII S PRO�
IZWEDENNOJ ZAMENOJ NAJTI ZNA�ENIQ PEREMENNOJ t� t� � � I

t� � �� SOOTWETSTWU��IE ZNA�ENIQM PEREMENNOJ x� x� � a I

x� � b�
�� pODSTAWITX WSE W ISHODNYJ INTEGRAL I WY�ISLITX EGO�

iTAK� SHEMA DEJSTWIJ PRI ZAMENE PEREMENNOJ W OPREDELENNOM IN�
TEGRALE TA VE� �TO I W NEOPREDELENNOM� rAZNICA SOSTOIT LI�X W TOM�
�TO POSLE WYPOLNENENIQ INTEGRIROWANIQ NE NUVNO WOZWRA�ATXSQ K

STAROJ PEREMENNOJ x� A WY�ISLENIQ PROWODITX DLQ PEREMENNOJ t W

INTERWALE � �� � 	�

�	
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���� nESOBSTWENNYE INTEGRALY

rANEE BYLO OTME�ENO� �TO� ESLI FUNKCIQ y � f�x� 
 NEPRE�
RYWNA ILI KUSO�NO�NEPRERYWNA W KONE�NOM INTERWALE � a� b 	� TO
OPREDELENNYJ INTEGRAL �KAK PREDEL INTEGRALXNOJ SUMMY� OT DANNOJ
FUNKCII W �TOM PROMEVUTKE SU�ESTWUET� RAWEN OPREDELENNOMU �ISLU
I W GEOMETRI�ESKOM SMYSLE ESTX PLO�ADX KRIWOLINEJNOJ TRAPECII�
eSLI PROMEVUTOK BESKONE�EN ILI FUNKCIQ NEOGRANI�ENA W KONE��

NOM INTERWALE� TO INTEGRAL NELXZQ OPREDELITX KAK PREDEL INTEG�
RALXNOJ SUMMY T�K��
BESKONE�NYJ PROMEVUTOK NELXZQ RAZBITX NA KONE�NOE �ISLO PRO�

MEVUTKOW KONE�NOJ DLINY�
W SLU�AET VE NEOGRANI�ENNOJ FUNKCII INTEGRALXNU� SUMMU FOR�

MALXNO SOSTAWITX MOVNO� NO ONA NE BUDET IMETX KONE�NOGO PREDELA�
w SOOTWETSTWII SO SKAZANNYM RAZLI�A�T DWA TIPA NESOBSTWENNYH

INTEGRALOW�

������ iNTEGRAL PO BESKONE�NOMU PROMEVUTKU

pUSTX FUNKCIQ y � f�x� NEPRERYWNA W POLUBESKONE�NOM PROMEVUTKE
�a� 
��
o P R E D E L E N I E� nESOBSTWENNYM INTEGRALOM I�GO RODA NAZYWA�

ETSQ KONE�NYJ ILI BESKONE�NYJ PREDEL WIDA

�Z
a

f�x� dx � lim
b��

bZ
a

f�x� dx�

k NESOBSTWENNOMU INTEGRALAM I�GO RODA OTNOSITSQ TAKVE INTEGRAL

bZ
��

f�x� dx � lim
a���

bZ
a

f�x� dx�

oPREDELENIE NESOBSTWENNOGO INTEGRALA DAET ODNOWREMENNO I METOD

EGO WY�ISLENIQ� wY�ISLENIE TAKIH INTEGRALOW SWODITSQ K NAHOV�
DENI� PREDELA OBY�NOGO OPREDELENNOGO INTEGRALA� KOTORYJ MOVET

BYTX NAJDEN PO FORMULE nX�TONA � lEJBNICA�
tAK� ESLI FUNKCIQ y � f�x� NEPRERYWNA NA INTERWALE �a�
�� I

F �x�� PERWOOBRAZNAQ DLQ f�x�� TO
��



�Z
a

f�x� dx � lim
b��

F �x�

�����
b

a
� lim

b��
F �b�� F �a��

eSLI �TOT PREDEL SU�ESTWUET� TO INTEGRAL S H O D I T S Q� w PROTIW�
NOM SLU�AE INTEGRAL R A S H O D I T S Q�

aNALOGI�NO MOVET BYTX RASSMOTREN INTEGRAL

bZ
��

f�x�dx� lim
a���

bZ
a

f�x�dx� lim
a��� �F �b�� F �a���F �b�� lim

a���F �a��

iTAK� PRI WY�ISLENII NESOBSTWENNYH INTEGRALOW I� GO TIPA MY ZAME�
NQEM BESKONE�NYJ PREDEL INTEGRIROWANIQ PEREMENNYM WERHNIM �ILI
NIVNIM� PREDELOM� RE�AEM INTEGRAL KAK OBY�NYJ OPREDELENNYJ� A
ZATEM PEREHODIM K PREDELU PRI b	 �
 �ILI a	 �
��
iNTEGRAL S DWUMQ BESKONE�NYMI PREDELAMI OPREDELQETSQ TAK

�Z
��

f�x� dx �
cZ

��
f�x� dx �

�Z
c

f�x� dx�

mOVNO NE PRIBEGATX K WWEDENI� PROMEVUTO�NOJ TO�KI c I WY�ISLQTX
DWOJNOJ PREDEL

�Z
��

f�x�dx � lim
a	 �

b	 �


bZ
a

f�x�dx � lim
b��

F �b�� lim
a���F �a��

w GEOMETRI�ESKOM SMYSLE NESOBSTWENNYE INTEGRALY I�GO RODA MOVNO
RASSMATRIWATX KAK PLO�ADI BESKONE�NYH WPRAWO� WLEWO ILI W OBE

STORONY KRIWOLINEJNYH TRAPECIJ�

� ��
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dx

� � x�
� lim
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� � x�
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a���a sina� �� lim

a��� cos a�

iNTEGRAL RASHODITSQ T�K� KONE�NOGO PREDELA NET� POSKOLXKU sin
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iNTEGRAL SHODITSQ�

zDESX PRI WY�ISLENII ISPOLXZOWANY ZNA�ENIQ arctg��
� � ��


w RQDE SLU�AEW NAHOVDENIE PERWOOBRAZNOJ FUNKCII TREBUET LIBO

GROMOZDKIH WY�ISLENIJ� LIBO PERWOOBRAZNOJ W KLASSE �LEMENTARNYH
FUNKCIJ NE SU�ESTWUET �INTEGRAL NEBERU�IJSQ�� w TAKIH SLU�AQH NA
PERWYJ PLAN WYSTUPAET RE�ENIE WOPROSA O SU�ESTWOWANII INTEGRALA

WOOB�E� T�E� O EGO SHODIMOSTI� tOGDA� ESLI INTEGRAL RASHODITSQ� TO
I NE NUVNO PRISTUPATX K EGO WY�ISLENI�� eSLI VE WYQSNITSQ� �TO
INTEGRAL SHODITSQ� TOGDA� PRI NEOBHODIMOSTI� NUVNO ISPOLXZOWATX
WSE WOZMOVNYE PRIEMY DLQ EGO WY�ISLENIQ�
oSTANOWIMSQ PODROBNEE NA WOPROSE O PRIZNAKAH SHODIMOSTI NESOB�

STWENNYH INTEGRALOW I�GO RODA�

�



pRIZNAK SRAWNENIQ

pUSTX DLQ WSEH �PO KRAJNEJ MERE DLQ DOSTATO�NO BOLX�IH� ZNA�E�
NIJ x WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO jf�x�j � jg�x�j� tOGDA�
ESLI SHODITSQ INTEGRAL

�Z
a

g�x� dx� TO SHODITSQ I INTEGRAL
�Z
a

f�x� dx�

eSLI RASHODITSQ INTEGRAL

�Z
a

f�x�dx� TO RASHODITSQ I INTEGRAL
�Z
a

g�x�dx�

iLI� DRUGIMI SLOWAMI� ESLI SHODITSQ INTEGRAL OT BOLX�EJ FUNK�
CII� TO SHODITSQ INTEGRAL I OT MENX�EJ FUNKCII�
eSLI RASHODITSQ INTEGRAL OT MENX�EJ FUNKCII� TO INTEGRAL OT

BOLX�EJ FUNKCII TEM BOLEE RASHODITSQ�
	A�E WSEGO NA PRAKTIKE ISPOLXZUETSQ PREDELXNYJ WARIANT PRI�

ZNAKA SRAWNENIQ� SUTX KOTOROGO KRATKO MOVNO SFORMULIROWATX SLE�
DU��IM OBRAZOM�

eSLI PREDEL OTNO�ENIQ DWUH FUNKCIJ lim
x��

f�x�

��x�
� Const �� ��

TO NESOBSTWENNYE INTEGRALY OT �TIH FUNKCIJ

�Z
a

g�x� dx�
�Z
a

f�x� dx

WEDUT SEBQ ODINAKOWO � LIBO OBA SHODQTSQ� LIBO OBA RASHODQTSQ�

pRI ISPOLXZOWANII PRIZNAKA SRAWNENIQ W KA�ESTWE FUNKCII� S KO�
TOROJ SRAWNIWAETSQ PODYNTEGRALXNAQ� ISPOLXZU�TSQ DWE

g�x� �
A

xk
I g�x� � qx�

mOVNO DOKAZATX� �TO NESOBSTWENNYE INTEGRALY OT �TIH FUNKCIJ WE�
DUT SEBQ SLEDU��IM OBRAZOM�

�Z
a

dx

xk
PRI

k  �� SHODITSQ
k � �� RASHODITSQ�

������
�Z
a

qx dx PRI
q 
 �� SHODITSQ�
q � �� RASHODITSQ�

iTAK� NESOBSTWENNYJ INTEGRAL S BESKONE�NYMI PREDELAMI SHODITSQ�
ESLI PRI x 	 
 PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ QWLQETSQ BESKONE�NO

MALOJ FUNKCIEJ� �KWIWALENTNOJ
A

xk
� k  � ILI qx� q 
 ��

iSSLEDUEM NA SHODIMOSTX INTEGRALY�
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pRI ASIMPTOTI�ESKOM PREDSTAWLENII FUNKCII �ASTO ISPOLXZUETSQ

TABLICA �KWIWALENTNYH BESKONE�NO MALYH WELI�IN�

sin��x� � ��x�� arcsin��x� � ��x�� � � cos��x� � ���x�
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x � �
dx� iNTEGRAL SHODITSQ� T�K� PRI x	


arctg���x�

x � �
� ��x

x
� �

x�
� k �   ��

������ iNTEGRAL OT NEOGRANI�ENNOJ FUNKCII

pUSTX FUNKCIQ y � f�x� NEPRERYWNA W POLUOTKRYTOM KONE�NOM PRO�
MEVUTKE �a� b� I lim

x�b��
f�x� � �
� T�E� FUNKCIQ NA PRAWOM KONCE

PROMEVUTKA TERPIT BESKONE�NYJ RAZRYW� tOGDA
o P R E D E L E N I E� nESOBSTWENNYM INTEGRALOM II�GO RODA NAZY�

WAETSQ KONE�NYJ ILI BESKONE�NYJ PREDEL WIDA

bZ
a

f�x� dx � lim
���

b��Z
a

f�x� dx�

tAK KAK W PROMEVUTKE �a� b� �	 FUNKCIQ y � f�x� QWLQETSQ NEPRE�

RYWNOJ� TO INTEGRAL

b��Z
a

f�x� dx QWLQETSQ OBY�NYM OPREDELENNYM

INTEGRALOM I K NEMU PRIMENIMA FORMULA nX�TONA�lEJBNICA�

bZ
a

f�x� dx � lim
���

b��Z
a

f�x� dx � lim
���

F �b� �� � F �a��

eSLI FUNKCIQ y � f�x� NEPRERYWNA W KONE�NOM PROMEVUTKE �a� b	 I
lim

x�a��
f�x� � �
� T�E� BESKONE�NYJ RAZRYW FUNKCIQ TERPIT NA LEWOM

KONCE PROMEVUTKA� TO IMEEM INTEGRAL WIDA

bZ
a

f�x� dx � lim
���

bZ
a��

f�x� dx�

oPREDELQETSQ ON PO ANALOGI�NOJ SHEME

bZ
a

f�x� dx � lim
���

bZ
a��

f�x� dx � F �b�� lim
���

�F �a� ��� �

eSLI FUNKCIQ TERPIT BESKONE�NYJ RAZRYW WO WNUTRENNEJ TO�KE c
PROMEVUTKA� TO NESOBSTWENNYJ INTEGRAL OPREDELQETSQ SLEDU��IM

OBRAZOM
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bZ
a

f�x� dx �
cZ
a

f�x� dx �
bZ
c

f�x� dx�

w KAVDOM IZ SLAGAEMYH RAZRYW PROISHODIT NA ODNOM IZ KONCOW PRO�
MEVUTKA I ZADA�A SWODITSQ K UVE RASSMOTRENNYM WY�E SLU�AQM

bZ
a

f�x� dx � lim
���

c��Z
a

f�x� dx � lim
���

bZ
c��

f�x� dx�

tAKIM OBRAZOM� PRI RASSMOTRENII NESOBSTWENNYH INTEGRALOW II�GO
RODA MY OTSTUPAEM OT TO�KI RAZRYWA WNUTRX PROMEVUTKA NA MALU��
STREMQ�U�SQ K NUL�� WELI�INU �� WY�ISLQEM POLU�A��IJSQ INTEG�
RAL PO FORMULE nX�TONA � lEJBNICA� A ZATEM PEREHODIM K PREDELU

PRI �	 ��
eSLI PREDEL SU�ESTWUET� TO INTEGRAL NAZYWAETSQ SHODQ�IMSQ� ES�

LI NET� TO RASHODQ�IMSQ�
w GEOMETRI�ESKOM SMYSLE NESOBSTWENNYE INTEGRALY II�GO RODA

ESTX TAKVE PLO�ADI BESKONE�NYH KRIWOLINEJNYH TRAPECIJ�

z A M E � A N I E� pOSKOLXKU PO WNE�NEMU WIDU NESOBSTWENNYJ INTEG�
RAL II�GO RODA NE OTLI�AETSQ OT OBY�NOGO OPREDELENNOGO INTEGRALA�
TO PRI RE�ENII OPREDELENNOGO INTEGRALA NEOBHODIMO PREVDE WSEGO

PROWERITX� NE QWLQETSQ LI ON NESOBSTWENNYM� dLQ �TOGO NUVNO ISSLE�
DOWATX PODYNTEGRALXNU� FUNKCI� NA NEPRERYWNOSTX� T�E� UZNATX� NE
IMEET LI ONA TO�EK RAZRYWA II�GO RODA W INTERWALE INTEGRIROWANIQ�
A ZATEM UVE PRISTUPATX K WY�ISLENIQM SOOTWETSTWENNO SITUACII�
pEREJDEM K RE�ENI� PRIMEROW�

� ��
�Z
�

dxp
x� �

� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ STREMITSQ K BESKONE��

NOSTI PRI x	 �� PO�TOMU DEJSTWUEM PO OPREDELENI� NESOBSTWENNOGO

INTEGRALA
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nESOBSTWENNYJ INTEGRAL SHODITSQ�
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x dx

�x� � ���
� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ TERPIT BESKONE�NYJ

RAZRYW NA PRAWOM KONCE PROMEVUTKA PRI x � � PO�TOMU DEJSTWUEM
PO OPREDELENI� NESOBSTWENNOGO INTEGRALA
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x dx
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nESOBSTWENNYJ INTEGRAL RASHODITSQ�
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dx
�px�
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pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ TERPIT BESKONE�NYJ RAZRYW WO WNUTREN�

NEJ TO�KE PROMEVUTKA PRI x � �� T�K� lim
x���

�
�p
x�

� �
� PO�TOMU

DEJSTWUEM PO OPREDELENI� NESOBSTWENNOGO INTEGRALA�

lim
���
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�
p
x�
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���
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p�� � � �

p�� � � �
p
� � lim

���
� �
p
�� � � �

p
� � � �

p
� � ��

nESOBSTWENNYJ INTEGRAL SHODITSQ�

kAK I DLQ INTEGRALOW I�GO TIPA W RQDE SLU�AEW� KOGDA NEPOSREDST�
WENNOE WY�ISLENIE INTEGRALA ZATRUDNITELXNO� LIBO INTEGRAL NEBE�
RU�IJSQ� NA PERWYJ PLAN WYSTUPAET RE�ENIE WOPROSA O SU�ESTWOWA�
NII INTEGRALA WOOB�E� oSTANOWIMSQ PODROBNEE NA WOPROSE O PRIZNA�
KAH SHODIMOSTI NESOBSTWENNYH INTEGRALOW II�GO RODA�
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pRIZNAK SRAWNENIQ

dLQ NESOBSTWENNYH INTEGRALOW �GO RODA
bZ
a

g�x� dx MOVNO

SFORMULIROWATX PRIZNAKI SRAWNENIQ TAKVE� KAK I DLQ INTEGRALOW

��GO RODA�
nA PRAKTIKE �ASTO ISPOLXZUETSQ PREDELXNYJ WARIANT PRIZNAKA

SRAWNENIQ PRI�TOM W KA�ESTWE �ABLONNOJ FUNKCII� S KOTOROJ SRAW�
NIWAETSQ PODYNTEGRALXNAQ� ISPOLXZU�TSQ FUNKCII WIDA

A

�b� x�k
�

A

�x� a�k
�

PERWAQ IZ NIH IMEET BESKONE�NYJ RAZRYW W TO�KE x � b� A WTORAQ 

W TO�KE x � a�
lEGKO POKAZATX� �TO NESOBSTWENNYE INTEGRALY OT �TOJ FUNKCIJ WE�
DUT SEBQ SLEDU��IM OBRAZOM�

bZ
a

dx

�b� x�k
I

bZ
a

dx

�x � a�k
PRI

k 
 �� SHODQTSQ�
k � �� RASHODQTSQ�

tAKIM OBRAZOM� PRI RE�ENII WOPROSA O SHODIMOSTI NESOBSTWENNYH
INTEGRALOW II�GO RODA SLEDUET


 OPREDELITX TO�KU RAZRYWA PODYNTEGRALXNOJ FUNKCII�

 PODYNTEGRALXNU� FUNKCI� WBLIZI TO�KI RAZRYWA PREDSTAWITX

W WIDE
A

�b� x�k
ILI

A

�x � a�k
�O�ENX �FFEKTIWNO PRI �TOM ISPOLX�

ZOWANIE TABLICY �KWIWALENTNYH BESKONE�NO MALYH WELI�IN��

 PO WELI�INE POKAZATELQ STEPENI �k� SDELATX WYWOD O SHODIMOSTI

ISHODNOGO INTEGRALA�
iSSLEDUEM NA SHODIMOSTX SLEDU��IE INTEGRALY�

� ��
�Z
�

x� dx

�x� � ���
� rAZLOVIW ZNAMENATELX NA MNOVITELI� WIDIM�

�TO PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ TERPIT BESKONE�NYJ RAZRYW W TO�KAH

x � ��� w INTERWAL INTEGRIROWANIQ WHODIT TOLXKO x � �� PRI �TOM

lim
x����

x�

�x� � ���
� lim

x����

x�

�x� ����x� ���
� �
�

tOGDA�
x�

�x� � ���
�

x�

�x� ����x� ���
� ��

��
�

�x � ���
�

A

�x� ���
�

T�K� k � �  �
 INTEGRAL RASHODITSQ�

�	



� ��

����Z
��

x� dx
�
q
�� � x���

� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ TERPIT RAZRYW

NA LEWOM KoNCE INTERWALA INTEGRIROWANIQ 
 W TO�KE x � ��� TAK
KAK lim

x�����

x�

�
q
�� � x���

�
�

zAPI�EM ASIMPTOTI�ESKOE PREDSTAWLENIE FUNKCII W OKRESTNOSTI TO��
KI RAZRYWA

x�

�
q
���x���

�
x�

���x�������x�x����� �
�

����
�

���x����
�

A

���x����
�

T�K� k � �� 
 � 
 INTEGRAL SHODITSQ�

� ��
�Z
�

dxq
�x� � �x��

� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ TERPIT RAZRYW W

TO�KE x � � PROMEVUTKA INTEGRIROWANIQ lim
x���

�q
�x� � �x��

�
�

zAPI�EM
�q

�x� � �x��
�

�

x����x � �����
� �

����
�

x���
�

A

x���
�

T�K� k � ��  �
 INTEGRAL RASHODITSQ�
pRIWEDEM PRIMERY ISPOLXZOWANIQ TABLICY �KWIWALENTNYH BESKONE��
NO MALYH WELI�IN�

� ��
�Z

��

dx

ex�� � �
� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ TERPIT BESKONE�NYJ

RAZRYW PRI x � ��� TAK KAK lim
x�����

�

ex�� � �
�
�

iMEEM� �TO PRI x	 ��� �x � ��	 �� ex�� � � � �x� ���
PO�TOMU

�

ex�� � �
� �

�x� ��
� iNTEGRAL RASHODITSQ� T�K� k � �

� 	�
�Z

��

dx
�p�� cos x

� pODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ TERPIT BESKONE��

NYJ RAZRYW PRI x � � � ��� �	� lim
x���

�
�p�� cos x

�
�

iMEEM� �TO PRI x	 �� ��� cos x�	 �� �� cos x � �x���� PO�
�TOMU

�
�p�� cos x

� �
�
q
�x���

� A

x���
iNTEGRAL SHODITSQ�

T�K� k � �� 
 ��

��



���� pRILOVENIQ OPREDELENNOGO INTEGRALA

oPREDELENNYJ INTEGRAL PRIMENQETSQ O�ENX �IROKO W GEOMETRII� FI�
ZIKE� HIMII� ESTESTWOZNANII�

������ oB�AQ SHEMA PRIMENENIQ INTEGRALA
rE�ENIE L�BOJ ZADA�I GEOMETRII� HIMII ILI FIZIKI� KOTORAQ SWED�TSQ� W KONE�NOM

S��TE� K WY�ISLENI� INTEGRALA� DOLVNO� STROGO GOWORQ� OSU�ESTWLQTXSQ PO STANDART�
NOJ SHEME� 	TA SHEMA POWTORQET SHEMU POSTROENIQ OPREDEL�NNOGO INTEGRALA� T�E� DELENIE
PROMEVUTKA NA �ASTI� WYBOR TO�EK W PREDELAH KAVDOGO �ASTI�NOGO PROMEVUTKA� SOSTAW�
LENIe INTEGRALXNOJ SUMMY� PEREHOD K PREDELU� oDNAKO� PRI RE�ENII ZADA�� KAVDYJ
RAZ �TU POLNU� SHEMU POWTORQTX NET NEOBHODIMOSTI� dOSTATO�NO WYPOLNITX PRAWILXNO
LI�X ODNO ZWENO �TOJ SHEMY � SOSTAWITX WYRAVENIE DLQ OB�EGO �LENA INTEGRALXNOJ

SUMMY� zADA�A RE�AETSQ PO SLEDU��EJ UPRO�ENNOJ SHEME�

pUSTX TREBUETSQ OPREDELITX NEKOTORU� WELI�INU Q �PLO�ADX FIGURY� DLINA DUGI�
RABOTA SILY� KOLI�ESTWO TEPLA� KINETI�ESKAQ �NERGIQ I T�D��� SWQZANNU� S PROMEVUTKOM

x � a� b��

�� wYDELQEM �LEMENT �Q ISKOMOJ WELI�INY Q� SOOTWETSTWU��IJ �LEMENTARNOMU

PROMEVUTKU �x�

�� sOSTAWLQEM PRIBLIV�NNOE RAWENSTWO DLQ �LEMENTA WELI�INY

�Q � q�x� �x� �PRI �TOM ISPOLXZU�TSQ IZWESTNYE GEOMETRI�ESKIE FORMULY� FIZI�ESKIE
ZAKONY� SOOTNO�ENIQ I T�D�� KOTOROE NE DOLVNO OTLI�ATXSQ OT TO�NOGO ZNA�ENIQ WELI�I�
NY �Q BOLEE� �EM NA BESKONE�NO MALU� WYS�EGO PORQDKA MALOSTI� dALEE PRIBLIV�NNOE
RAWENSTWO MOVNO ZAMENITX TO�NYM W DIFFERENCIALXNOJ FORME dQ � q�x� dx�

�� zNA�ENIE ISKOMOJ WELI�INY Q OPREDELITSQ KAK INTEGRAL OT dQ � Q �
bZ
a

q�x� dx�

������ nEKOTORYE FIZI�ESKIE ZADA�I
zADA�A �� tELO DWIVETSQ PRQMOLINEJNO SO SKOROSTX�

v�t� � �t� �


t� �
� � M�SEK nAJTI PUTX� KOTORYJ PROJDET TELO ZA

WREMQ OT t� � c DO t� � �c�

r E � E N I E� tELO DWIVETSQ S PEREMENNOJ SKOROSTX�� PO�TOMU
WYDELIM MALYJ PROMEVUTOK WREMENI dt� W PREDELAH KOTOROGO MOVNO
S�ITATX SKOROSTX NEIZMENNOJ� tOGDA PROJDENNYJ ZA �TOT PROMEVU�

TOK WREMENI PUTX RAWEN dS � v�t� � dt �
�
�t� �



t � �
� �

�
� dt�

wESX PROJDENNYJ PUTX ZA ZADANNYJ INTERWAL WREMENI

S �
t�Z
t�

dS �
�Z
�

v�t� � dt �
�Z
�

�
�t� �



t � �
� �

�
� dt �

�


t� �  ln jt� �j� �t

� �����
�

�
� ��� �  ln  � ��  ���� � M�

��



zADA�A �� nAJTI RABOTU� SOWER�AEMU� SINUSOIDALXNYM TOKOM

I � I� sin�t W PROWODNIKE SOPROTIWLENIEM R ZA PERIOD WREMENI OT

t� � � DO t� � �����
r E � E N I E � nAPOMNIM� RABOTA� SOWER�AEMAQ POSTOQNNYM TOKOM

I W PROWODNIKE SOPROTIWLENIEM R ZA WREMQ t OPREDELQETSQ
A � I� �R � t�
w PREDELAH BESKONE�NO MALOGO PROMEVUTKA WREMENI �t PEREMEN�

NYJ TOK MOVNO S�ITATX POSTOQNNYM I� PO�TOMU� DLQ PROIZWOLXNOGO
�t IZ RASSMATRIWAEMOGO WREMENNOGO PROMEVUTKA TOK SOWER�IT �LE�
MENTARNU� RABOTU

�A � I��t�R�t ILI dA � I��t�R dt � I�� sin
� �t �R dt�

tAK KAK WREMQ OT t� � � DO t� � ���� PREDSTAWLQET SOBOJ WREMQ ��
POLNYH PERIODOW� ILI � POLUPERIODOW� W KAVDOM IZ KOTORYH SOWER�
�AETSQ ODNA I TA VE RABOTA� IMEEM OKON�ATELXNO

A�
����	Z
�

I�� sin� �t R dt�� I�� R
�
t


� sin �t

��

� �����
��	

�
�
��� I�� R

�
�DV��

zADA�A �� nAJTI MOMENT INERCII ODNORODNOGO STERVNQ MASSOJ M
I DLINOJ l OTNOSITELXNO ODNOGO IZ EGO KONCOW�
r E � E N I E � nAPOMNIM� MOMENT INERCII TELA MASSOJ m OT�

NOSITELXNO TO�KI ILI OSI� RAWEN PROIZWEDENI� MASSY TELA NA KWADRAT

RASSTOQNIQ OT NEGO DO TO�KI I � mr��

wYDELIM �LEMENT DLINY STERVNQ �x� NAHODQ�IJSQ NA RASSTOQNII
x �� � x � l� OT EGO LEWOGO KONCA�
tAK KAK STERVENX ODNORODNYJ� TO MASSA EDINICY DLINY �PLOT�

NOSTX� OPREDELITSQ KAK
M

l
� TO MASSA WYBRANNOGO �LEMENTA BUDET

RAWNA PROIZWEDENI� PLOTNOSTI NA DLINU �m �
M

l
� x�

w SILU MALOSTI U�ASTKA �x MOVNO POLAGATX� �TO RASSTOQNIQ OT NA�
�ALA KOORDINAT DO WSEH TO�EK �TOGO �LEMENTA ODINAKOWY I RAWNY

x� �rIS� ���� tOGDA� ISPOLXZUQ PRIWEDENNU� FORMULU DLQ MOMEN�
TA INERCII� POLU�IM PRIBLIVENNOE RAWENSTWO DLQ MOMENTA INERCII

�LEMENTA �x �I � �m x� �
M

l
� x � x�� ILI TO�NOE RAWENSTWO W

��



DIFFERENCIALAH

dI � dmx� �
M

l
dx�x� � M

l
x��dx�

oKON�ATELXNO IMEEM

I �
lZ

�

M

l
x� dx �

M

l

x�

�

�����
l

�
�
Ml�

�
�

zADA�A �� nAJTI KINETI�ESKU� �NERGI� ODNORODNOGO DISKA MASSY

M I RADIUSA R� WRA�A��EGOSQ WOKRUG CENTRALXNOJ OSI S POSTOQNNOJ
SKOROSTX� ��
r E � E N I E � nAPOMNIM� KINETI�ESKAQ �NERGIQ MATERIALXNOJ

TO�KI MASSOJ m� DWIVU�EJSQ SO SKOROSTX� v RAWNA POLOWINE PROIZ�
WEDENIQ MASSY TO�KI NA KWADRAT E� SKOROSTI K � �

� m v��

wYDELIM �LEMENT DISKA �S W

WIDE BESKONE�NO UZKOGO KOLX�
CA �IRINOJ �r� I RADIU�
SOM r �� � r � R�� tAK KAK

MASSA EDINICY PLO�ADI DIS�
KA �POWERHNOSTNAQ PLOTNOSTX�

RAWNA
M

� R�
�

A PLO�ADX WYBRANNOGO �LEMENTA �KOLXCA� �S � � r � r� TO MASSA

�LEMENTA ZAPI�ETSQ �m �
M

�R�
� S �

M

�R�
�r� r�

lINEJNU� SKOROSTX WSEH TO�EK KOLXCA MOVNO S�ITATX ODINAKOWOJ W

SILU MALOSTI WELI�INY �r I RAWNOJ v�r� � � r�

kINETI�ESKAQ �NERGIQ �LEMENTA

�K � �


�m v��r� �

�



M

�R�
�r� r � �� r�� �

M��

R�
r�� r� ILI

dK �
�


dm v��r� �

�



M

�R�
�r dr � �� r�� �

M��

R�
r� dr�

oKON�ATELXNO POLU�IM

K �
RZ
�

M��

R�
r� dr �

M��

R�

r�

�

�����
R

�
�

�

�
M��R��

�



zADA�A �� wY�ISLITX RABOTU� KOTORAQ BYLA ZATRA�ENA NA POSTROJKU
PIRAMIDY hEOPSA� �pIRAMIDA hEOPSA 
 PRAWILXNAQ �ETYREHUGOLX�
NAQ PIRAMIDA� STORONA OSNOWANIQ ��M� WYSOTA ���M� UDELXNYJ WES
KAMNQ � � �� T

M� ��
r E � E N I E� w ZADA�E TREBUETSQ OPREDELITX RABOTU� ZATRA�EN�

NU� NA PREODOLENIE SILY TQVESTI� wYDELIM SLOJ TOL�INOJ dx NA

WYSOTE x OT OSNOWANIQ� w KA�ESTWE �LEMENTA RABOTY PRIMEM RABOTU�
KOTORAQ BYLA ZATRA�ENA NA WOZWEDENIE �TOGO SLOQ� oNA WY�ISLQETSQ
KAK PROIZWEDENIE WESA �TOGO SLOQ dP � � � dV� �GDE dV �
 OB�EM
�TOGO SLOQ�� NA WYSOTU x� NA KOTORU� EGO NUVNO BYLO PODNQTX
dA � dP � x � � � dV � x�
tAK KAK OB�EM SLOQ

dV � S�x� � dx� TO
dA � � S�x� dx � x � � x S�x� � dx�
nEOBHODIMO TEPERX WYRAZITX PLO�
�ADX SLOQ S�x� KAK FUNKCI� RAS�
STOQNIQ x OT OSNOWANIQ PIRAMIDY

DO �TOGO SLOQ�

kAK IZWESTNO IZ GEOMETRII� PLO�ADI PARALLELXNYH SE�ENIJ W PIRA�
MIDE OTNOSQTSQ KAK KWADRATY IH RASSTOQNIJ DO WER�INY

S�x�

S�
�

�H � x��

H�
� S�x� �

SOSN�
H�

�H � x���

oKON�ATELXNO �LEMENT RABOTY PRIMET WID

dA � � x
SOSN�
H�

�H � x�� dx �
� SOSN�
H�

x �H � x�� dx�

wSQ RABOTA A �
Z
dA �

� SOSN�
H�

HZ
�

x �H � x�� dx �

�
� SOSN�
H�

HZ
�

�H� x� Hx�� x�� dx �
� SOSN�
H�

�
�H�x

�


� H

�
x� �

x�

�

	
A �����

H

�
�

�
� SOSN�
H�

�
�H�


� H�

�
�
H�

�

	
A �

� SOSN�
H�

H� �

�
�

�

�
� SOSN� H

��

iTAK� RABOTA� A �
�

�
� SOSN� H

�� wY�ISLIM EE� ISPOLXZUQ ISHODNYE

DANNYE� A �
�

�
� � � � ��� N

M�
� � � ��� M� � �� �� � ��� M� � �� �� � ���� dV�

�TA �NERGIQ SOIZMERIMA S �NERGIEJ TOL�KA PRI RAZRU�ITELXNOM ZEM�
LETRQSENII�

��



������ wY�ISLENIE PLO�ADEJ PLOSKIH FIGUR
nIVE PRIWEDENY FORMULY DLQ WY�ISLENIQ PLO�ADEJ PLOSKIH FIGUR� OHWATYWA��

�IE PRAKTI�ESKI WSE WOZMOVNYE SITUACII� pRI RE�ENII ZADA�I NEOBHODIMO NARISOWATX

FIGURU� SOPOSTAWITX SO SLU�AQMI� UKAZANNYMI W TABLICE I PODOBRATX NUVNU� FORMULU�

tABLICA ����

��a� S �
bZ
a

y�x� dx

��b�

�
� x � x�t�
y � y�t�

� S �
t�Z
t�

y�t� x��t� dt

�� S �
bZ
a

�y��x�� y��x�	 dx

�� S �
dZ
c

x�y� dy �� S �
dZ
c

�x��y�� x��y�	 dy

�� S �
�



�Z
�

����� d�

�� S �
�



�Z
�

�������� ������	 d�

��



� �� nAJTI PLO�ADX FIGURY� OGRANI�ENNOJ LINIQMI� PARABOLOJ

y � �� � x� I PRQMOJ x� y � � � ��

sTROIM FIGURU� nAILU��IM OBRAZOM
W DANNOM SLU�AE PODHODIT FORMULA 
TABLICY ��� nAHODIM ABSCISSY TO�EK

PERESE�ENIQ LINIJ

�� � x � �� � x� ��
x��x�� � � �� x� � ��� x� � ��
w PREDELAH IZMENENIQ ARGUMENTA

�� � x � � WERHNEJ GRANICEJ SLU�
VIT y��x� � �� � x�� A NIV�
NEJ y��x� � �� � x�

rIS� ��	�

pLO�ADX FIGURY S �
bZ
a

�y��x��y��x�	 dx�
�Z

��

h
����x�������x�

i
dx�

�
�Z

��

�� � x� � x� dx � ��x � x�

�
�
x�


�

�����
�

��
� ��� � ���

�
�

�


� ��� ��

� � nAJTI PLO�ADX FIGURY� OGRANI�ENNOJ LINIQMI
xy � � y � x� y � ��

sTROIM FIGURU� wIDIM� �TO NAIBO�
LEE PODHODIT DLQ RE�ENIQ ZADA�I

FORMULA � W TABLICE ���

S �
dZ
�x��y�� x��y�	 dy�

w NA�EM SLU�AE

x��y� � �y� x��y� � y��
c � � d � ��
�zNA�ENIE c �  POLU�ILI KAK

TO�KU PERESE�ENIQ GRAFIKOW FUNK�
CIJ xy � � y � x�� iTAK�

S �
�Z
�

�
y


� 

y

�
dy �

�
�y�
�
�  ln y

	
A

�����
�

�
�

�

�
�  ln

�


�

��



� �� nAJTI PLO�ADX PETLI KRIWOJ x � t� � �� y � t� � t�

rIS� �����

sTROIM KRIWU�� wIDIM� �TO FIGURA SIMMET�
RI�NA OTNOSITELXNO OSI OX� nAJDEM PLO�
�ADX WERHNEJ POLOWINKI I REZULXTAT UMNO�
VIM NA � �TO KRIWOLINEJNAQ TRAPECIQ� iZ�
MENENI� x OT �� DO � SOOTWETSTWUET

IZMENENIE PARAMETRA t OT � DO ���

sLEDOWATELXNO� PLO�ADX� OGRANI�ENNAQ PETLEJ� MOVET BYTX NAJDENA
PO FORMULE ��b� TABLICY ���

S�
��Z
�

�t��t���t�����dt�
��Z
�

�t��t��tdt���
�Z

��

�t��t��dt���
�
�

�
��

�

�
�

�

��
�

� �� nAJTI PLO�ADX FIGURY� OGRANI�ENNOJ �LLIPSOM
x � a cos t� y � b sin t�

sTROIM FIGURU� w SILU SIMMETRII MOVNO

WY�ISLITX PLO�ADX ZA�TRIHOWANNOJ OBLAS�
TI� A ZATEM REZULXTAT UMNOVITX NA �� dLQ
WY�ISLENIQ PLO�ADI ISPOLXZUEM FORMULU

��b� TABLICY ��� S �
t�Z
t�

y�t� x�t dt�

w NA�EM PRIMERE y � b sin t� x�t dt � �a sin t dt�
pREDELY IZMENENIQ PEREMENNOJ t NAJDEM IZ USLOWIJ

x � a cos t� PRI x� � � t� � ��� PRI x� � a t� � ��

tOGDA DLQ IZMENENIQ x OT x � � DO x � a PARAMETR t BUDET

IZMENQTXSQ OT t� � �� DO t� � ��

S �
t�Z
t�

y�t� x�t dt � �� �
�Z

���

b sin t � a sin t dt � � � a b
���Z
�

sin� t dt �

� � � a b
�
t


� sin t

�

� �����
���

�
� � � a b �

�
� � a b�

iTOG � PLO�ADX FIGURY� OGRANI�ENNOJ �LLIPSOM RAWNA S�L� � � a b�

�




� �� nAJTI PLO�ADX FIGURY� OGRANI�ENNOJ KARDIOIDOJ � � ��cos��
sTROIM LINI� W POLQRNYH KOORDINATAH�
pLO�ADX FIGURY� OGRANI�ENNOJ KARDIOI�
DOJ� BUDEM WY�ISLQTX PO FORMULE � TABLICY
���
fUNKCIQ ���� � � � cos�� pRI OPREDE�
LENII PREDELOW INTEGRIROWANIQ U�TEM SIM�
METRI� FIGURY� mOVNO WZQTX INTEGRAL PO
� W PREDELAH OT � DO �� I REZULXTAT UDWOITX�
tOGDA PLO�ADX FIGURY

S �
�
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�

�� ��� d� �
�Z
�

��� cos ��� d� �
�Z
�

��� cos ��cos� �� d� �

�
�Z
�

�
� �  cos� �

� � cos �



�
d� �

�Z
�

�
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�
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�
�
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� �  sin� �

sin �
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������ wY�ISLENIE DLIN DUG PLOSKIH KRIWYH
tABLICA ����

�� y � y�x�� L �
bZ
a

q
� � y��x dx�

��

�
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� �� nAJTI DLINU LINII y � ln� cos x� MEVDU SOSEDNIMI

TO�KAMI PERESE�ENIQ S OSX� OX�

lINIQ ZADANA W DEKARTOWOJ SISTEME KOOR�
DINAT� PO�TOMU ISPOLXZUEM FORMULU � TAB�
LICY �� pREDELY INTEGRIROWANIQ � TO�KI
PERESE�ENIQ KRIWOJ S OSX� OX NAHODIM IZ

USLOWIQ
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� �� nAJTI DLINU �ASTI ASTROIDY�
� x �  cos� t�
y �  sin� t

OT ZNA�ENIQ t� � � DO t� � ���

lINIQ ZADANA PARAMETRI�ESKI�
x � x�t�� y � y�t�� dLINU DUGI WY�ISLQEM

PO FORMULE  TABLICY ��

L �
t�Z
t�

q
x��t � y��t dt

�PARAMETR t DOLVEN MENQTXSQ OT MENX�EGO

ZNA�ENIQ K BOLX�EMU��
nAJDEM OTDELXNO x�t � �� cos� t sin t� y�t � � sin� t cos t�

x��t �y
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tAK KAK cos t I sin t POLOVITELXNY W PERWOJ �ETWERTI� POLU�IM

L��

���Z
�

sint dt���


cos t

�����
���

�
� ��


�cos ��cos �� � ��


���������

� �� nAJTI DLINU PERWOGO WITKA SPIRALI aRHIMEDA � � ���

lINIQ � � �� ZADANA W POLQRNOJ SISTEME

KOORDINAT URAWNENIEM WIDA � � ����� DLINA
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	TOBY WY�ISLQTX DLINU DUGI� NEOBHODIMO
OPREDELITX PREDELY IZMENENIQ UGLA �� SO�
OTWETSTWU��IE KRAJNIM TO�KAM DUGI�
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������ wY�ISLENIE OB�EMOW TEL WRA�ENIQ I
PLO�ADEJ POWERHNOSTI WRA�ENIQ tABLICA ����
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� � y��x dx�

oTMETIM� �TO PRI RE�ENII ZADA�I NEOBHODIMO NARISOWATX FIGURU�
SOPOSTAWITX SO SLU�AQMI� UKAZANNYMI W TABLICE ��� I PODOBRATX

NUVNU� FORMULU�
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� �� nAJTI OB�EM TELA WRA�ENIQ WOKRUG OSI OX FIGURY� OGRANI�
�ENNOJ LINIQMI y � cos x� y � ��
dELAEM RISUNOK I WIDIM� �TO DANNYJ SLU�
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� �� nAJTI OB�EM TELA WRA�ENIQ WOKRUG OSI OX FIGURY� OGRA�
NI�ENNOJ LINIQMI y � 
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dELAEM RISUNOK I WIDIM� �TO DANNYJ SLU�AJ
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dELAEM RISUNOK I WIDIM� �TO DANNYJ SLU�AJ
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� �� nAJTI OB�EM TELA WRA�ENIQ WOKRUG OSI OX FIGURY� OGRANI�
�ENNOJ LINIQMI y �
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dELAEM RISUNOK I WIDIM� �TO DANNYJ SLU�AJ SO�
OTWETSTWUET SLU�A� ��a� TABLICY � NO S TOJ RAZ�
NICEJ� �TO PRI IZMENENII x OT �� DO  FIGURA
SWERHU OGRANI�ENA DWUMQ LINIQMI� I OB�EM TELA

WRA�ENIQ BUDET RAWEN SUMME OB�EMOW�

nAJDEM KOORDINATY TO�KI PERESE�ENIQ PRQMOJ I PARABOLY
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� �� nAJTI OB�EM TELA WRA�ENIQ WOKRUG OSI OY FIGURY� OGRANI�
�ENNOJ LINIQMI y � sinx� y � �� � � x � ��

pRI NAHOVDENII OB�EMA TELA WRA�ENIQ PO

FORMULE Voy � �
dZ
c

x��y� dy NAM POTREBUETSQ

RE�ATX INTEGRAL
R
arcsin� y dy� �TO QWLQETSQ DOWOLXNO TRUDOEMKOJ

ZADA�EJ� PO�TOMU WOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ �� TABLICA ��
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x � y�x� dx � �
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x � sinx dx � j iNTEGRIRUQ PO �ASTQM�
POLU�IM j � �x � cos x j�� � sinx j�� � �� � cos��� � �� � ���� � ��
� 	� nAJTI OB�EM TELA WRA�ENIQ WOKRUG OSI OY FIGURY� OGRANI�
�ENNOJ CIKLOIDOJ
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� x � t� sin t�
y � � � cos t

I OSX� OX � y � ��

zDESX TAKVE UDOBNEE ISPOLXZOWATX FORMULU � DLQ WY�ISLENIQ OB�EMA
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x � y�x� dx� W KOTOROJ DELAEM ZAMENU PEREMENNOJ

x � t� sin t� y � � � cos t� dx � x�t � dt � ��� cos t� dt
pRIRAWNIWAQ y � � � cos t I y � �� NAHODIM PREDELY INTEGRI�
ROWANIQ t� � �� t� � ��
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������ nEBERU�IESQ INTEGRALY

nARQDU S RASSMOTRENNYMI KLASSAMI INTEGRIRUEMYH FUNKCIJ SU�
�ESTWUET BOLX�OJ KLASS NEINTEGRIRUEMYH FUNKCIJ� T�E� FUNKCIJ�
INTEGRALY OT KOTORYH NE WYRAVA�TSQ W �LEMENTARNYH FUNKCIQH�
nAPRIMER� K NEBERU�IMSQ OTNOSQTSQ INTEGRALYZ

ex
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Z
cos�x�� dx�

Z
sin�x�� dx�

Z dx

lnx
�

Z sinx

x
dx�Z cos x

x
dx�

Z
arctg�x dx�

Z
xtg x dx�

A TAKVE SLU�AI NEINTEGRIRUEMOSTI DIFFERENCIALXNYH BINOMOW

I DR�

oDNAKO� ESLI INTEGRALY OT TAKIH FUNKCIJ QWLQ�TSQ OPREDELENNY�
MI� A TAKVE� ESLI NAHOVDENIE PERWOOBRAZNOJ QWLQETSQ O�ENX TRU�
DOEMKOJ ZADA�EJ� PRIBEGA�T K PRIBLIVENNYM METODAM WY�ISLENIQ

OPREDELENNYH INTEGRALOW� SREDI KOTORYH NAIBOLEE TO�NYM QWLQETSQ
METOD sIMPSONA� KOTORYJ LEGKO REALIZOWATX NA �wm�

pRIBLIVENNOE RAWENSTWO

bZ
a

f�x� dx 
b� a

�n
� � y� � y�n � �y� � � � � � y�n��� � ��y� � � � � � y�n��� 	 �

NAZYWAETSQ FORMULOJ PARABOL ILI FORMULOJ sIMPSONA�

sOGLASNO �TOJ FORMULE PROMEVUTOK INTEGRIROWANIQ DELITSQ NA �ET�
NOE �ISLO �ASTEJ n I WY�ISLQ�TSQ ZNA�ENIQ PODYNTEGRALXNOJ

FUNKCII WO WSEH TO�KAH

x�� x�� x�� � � � � x�n��� x�n��� x�n�
pOLU�ENNYE ZNA�ENIQ FUNKCII

y�x�� � y�� y�x�� � y�� y�x�� � y�� � � � �
� � � � y�x�n��� � y�n��� y�x�n��� � y�n��� y�x�n� � y�n
PODSTAWLQ�TSQ W FORMULU� W KOTOROJ� KAK LEGKO ZAMETITX� SGRUP�

PIROWANY ZNA�ENIQ S NE�ETNYMI I �ETNYMI NOMERAMI� mETOD LEGKO
REALIZOWATX DAVE WRU�NU�� WZQW NE O�ENX BOLX�IE ZNA�ENIQ n� OD�
NAKO TO�NOSTX METODA WOZRASTAET PRI UWELI�ENII �ISLA RAZBIENIJ

PROMEVUTKA� pO�TOMU DLQ DOSTIVENIQ BOLX�OJ STEPENI TO�NOSTI

ISPOLXZUETSQ �wm�
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