Проверка статистических гипотез.
1. Статистические гипотезы и критерии. Уровень значимости и мощность критерия

Любое предположение 
[image: image1.wmf]H

 о распределении выборочных наблюдений называется статистической гипотезой 
[image: image2.wmf]H

. 
Процедура обоснованного сопоставления высказанной гипотезы с выборочными данными называется статистической проверкой гипотезы. 
Гипотеза, подлежащая проверке, называется основной или нулевой (обозначается
[image: image3.wmf]0
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), гипотеза же принимаемая при отклонении 
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 называется альтернативной (обозначается   
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).
Правило 
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, по которому на основе выборочных значений 
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 принимается одна из гипотез 
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, называется статистическим критерием 
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.
 Для критерия 
[image: image10.wmf]d

 говорят, что произошла ошибка 1-го рода, если гипотеза 
[image: image11.wmf]0
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 отвергнута критерием, в то время как она верна. Если же гипотеза 
[image: image12.wmf]0
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 принята критерием, в то время как была верной гипотеза 
[image: image13.wmf]1
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, то говорят, что произошла ошибка 2 рода.
Вероятность ошибки первого рода 
[image: image14.wmf]a

 называется уровнем значимости критерия, а величина 
[image: image15.wmf]b
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, где 
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 - вероятность ошибки второго рода - мощностью критерия.

Как правило, ошибки первого и второго рода неравноправны. Обычно 
[image: image17.wmf]0
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 представляет утверждение, которое при отсутствии явно противоречащих данных желательно бы считать справедливым. В этом случае при выборе критерия фиксируется уровень ошибки первого рода 
[image: image18.wmf]a

, и рассматриваются критерии, обладающие такой же или еще меньшей вероятностью ошибки первого рода. Среди этих критериев разумно предпочесть наиболее мощный критерий.
Критерии заданного уровня значимости 
[image: image19.wmf]a

 строятся следующим образом. Задается статистика 
[image: image20.wmf]Z

, называемая статистикой критерия, которая характеризует степень отклонения эмпирического распределения от теоретического, причем если 
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 верна, то 
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,  где 
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 - некоторое известное распределение, либо 
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 (закон распределения величины 
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 стремится к 
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). Если же 
[image: image27.wmf]0

H

 не верна, то (как правило) при 
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Для заданного уровня значимости 
[image: image30.wmf]a

 определяется критическая область  статистики 
[image: image31.wmf]Z

 -  множество значений 
[image: image32.wmf]кр
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, вероятность попадания в которое статистики 
[image: image33.wmf]Z

 при истинности 
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 равна 
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. Границы критической области 
[image: image36.wmf]кр
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 называют критическими точками. Различают правостороннюю критическую область (определяется из условия 
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), левостороннюю критическую область (определяется из условия 
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) и двустороннюю критическую область (определяется из условия 
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Таким образом, если наблюдаемое значение статистики для данного набора данных  
[image: image40.wmf]набл

z

 попадает в критическую область, то мы считаем такое событие маловероятным и отвергаем 
[image: image41.wmf]0
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, если же наблюдаемое значение статистики не попало в критическую область, то мы полагаем, что нет оснований отвергать гипотезу  
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H

:


[image: image43.wmf]ï

î

ï

í

ì

Î

Ï

=

кр

набл

кр

набл

V

z

если

H

V

z

если

H

,

,

1

0

d

.

В современных пакетах статистических программ, при реализации того или иного статистического критерия, вычисляется так называемый наблюдаемый (или достигнутый) уровень значимости критерия 
[image: image44.wmf]набл
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, который в зависимости от вида критической области вычисляется следующим образом:
для правосторонней критической области:  
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для левосторонней критической области:  
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для двусторонней симметричной критической области:  
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Все вероятности вычисляются при условии истинности 
[image: image48.wmf]0
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. По сути, величина 
[image: image49.wmf]набл
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 дает уровень значимости, на котором мы бы могли отвергнуть/приять гипотезу 
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. По величине 
[image: image51.wmf]набл
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  судят о значимости различий между наблюдаемым и теоретическим распределением.
Для 
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 различие считается не значимым,
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[image: image53.wmf]1

,

0

05

,

0

<

£

набл

a

 слабо значимым,
для 
[image: image54.wmf]05

,

0

01

,

0

<

£

набл

a

 статистически значимым,
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 сильно значимым, 
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 высоко значимым.
2. Проверка гипотез о законе распределения.


Пусть 
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 выборка из генеральной совокупности 
[image: image58.wmf]F

 признака (случайной величины) 
[image: image59.wmf]X

. Проверяется гипотеза 
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 против альтернативы 
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Универсальным критерием для проверки гипотезы о законе распределения является критерий Хи-квадрат Пирсона. Данный критерий можно применять, как к количественным, так и категориальным данным. Также к универсальным критериям можно отнести критерий Колмогорова-Смирнова. Однако данный критерий применим только в предположении, что генеральная совокупность имеет непрерывное распределение. Кроме того, критерий Колмогорова-Смирнова предполагает, что гипотеза 
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 однозначно определяет распределение, или, как говорят в математической статистике, является простой. На практике же, как правило, рассматривается сложная гипотеза 
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, определяющая распределение 
[image: image64.wmf]0
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 с точностью до параметров (например, мы говорим, что 
[image: image65.wmf]0
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 - нормальный закон распределения, но параметры распределения не указываем).
Кроме универсальных критериев, можно выделить группу критериев для проверки гипотезы о распределении данных по нормальному закону. Если предположение о нормальности принимается, то можно использовать параметрические методы статистики, основанные на предположении о нормальности данных. В противном случае следует применять непараметрические методы. Параметрические критерии проверки гипотез обладают большей мощностью по сравнению с непараметрическими. 
Среди критериев проверки на нормальность можно выделить критерии Лиллиефорса и Шапиро-Уилка. Критерий Лиллиефорса является модификацией критерия Колмогорова–Смирнова и используется для проверки нулевой гипотезы о том, что выборка распределена по нормальному закону для случая, когда параметры нормального распределения (математическое ожидание и дисперсия) априори неизвестны. Критерий Шапиро-Уилка считается одним из наиболее мощных критериев проверки гипотезы о нормальности распределения.
Рассмотрим проверку гипотезы о законе распределения на примере критерия Хи-квадрат Пирсона.
Пусть 
[image: image66.wmf]}
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 выборка из генеральной совокупности 
[image: image67.wmf]F

, причем предполагается, что данные измерены в количественной шкале. Проверяется гипотеза 
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Представим выборку в виде интервального ряда, разбив наблюдаемую область значений случайной величины на 
[image: image70.wmf]m

 интервалов(число интервалов группирования определяют, например, по формуле Стерджесса: 
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 - число элементов выборки попавших в 
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-ый интервал, а 
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 - теоретическая вероятность попадания в этот интервал, вычисленная при условии истинности 
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. Заметим, что если параметры закона распределения 
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 неизвестны, необходимо предварительно найти оценки этих параметров, чтобы вычислить вероятности 
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 (правильнее говорить в этом случае не о вероятностях 
[image: image78.wmf]i
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, а об их оценках). Составим статистику
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которая характеризует сумму квадратов отклонений наблюдаемых значений 
[image: image80.wmf]i
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 от ожидаемых 
[image: image81.wmf]i

np

 по всем интервалам группирования.

Если 
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 верна, то при фиксированном 
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 статистика 
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 стремится к распределению Хи-квадрат с 
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 степенью свободы, где 
[image: image87.wmf]k

 - число неизвестных параметров распределения, оцениваемых по выборке. Очевидные, что малые наблюдаемые значения статистики 
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 в пользу 
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, большие же значения в пользу 
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, поэтому критическую область значений статистики следует выбрать правостороннюю. Выберем в качестве  
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 квантиль распределения Хи-квадрат уровня 
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, тогда критерий уровня значимости 
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где 
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 - квантиль распределения Хи-квадрат уровня 
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 степенью свободы, 
[image: image100.wmf]k

 - число неизвестных параметров распределения, оцениваемых по выборке.

Данный критерий носит название критерия Хи-квадрат Пирсона. Наблюдаемый  уровень значимости критерия: 
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Для корректного применения критерия Пирсона, важно чтобы ожидаемое значение
[image: image102.wmf]i
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 для каждого интервала было не слишком мало. Считается, минимально допустимое значение 
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. Если данное условие для каких то интервалов не выполняется, следует либо объединять интервалы, либо по другому осуществлять разбивку на интервалы, в том числе, используя интервалы разной длины.

Критерий можно применять и для простого статистического ряда. В этом случае 
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 - количество наблюдавшихся значений 
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 - теоретическая вероятность этих значений, вычисленная при условии истинности 
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Можно применять критерий и для категориальных данных. В этом случае 
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 - различные категории признака, 
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 - количество наблюдавшихся значений для категории 
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 - заданный ряд вероятностей этих значений. То есть, гипотеза 
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 в этом случае должна иметь вид: 
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3. Гипотеза однородности двух совокупностей. Критерии Хи-квадрат и Колмогорова-Смирнова. 
Пусть имеются две выборки 
[image: image114.wmf]}
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  значений одного и того же признака, но для разных совокупностей объектов. Требуется проверить гипотезу о однородности данных совокупностей. Поскольку противоположным понятием «однородности» является «различие», можно переформулировать гипотезу и так: «проверить различаются ли данные совокупности объектов».

Понятие «однородность», т. е. «отсутствие различия», может быть выражено в терминах вероятностной модели различными способами. Можно проверять значимо ли различаются распределения двух совокупностей (т.е. 
[image: image116.wmf]X

r

 и 
[image: image117.wmf]Y

r

 относятся к генеральным совокупностям с различными законами распределения). Можно проверять не различие функций распределения, а различие некоторых характеристик случайных величин: математических ожиданий, медиан, дисперсий и др.
Для проверки гипотезы о различии распределений обычно используют критерии Колмогорова-Смирнова и Хи-квадрат.
В критерии Колмогорова-Смирнова в качестве статистики критерия используется величина, характеризующая степень различия эмпирических функций распределения:


[image: image118.wmf])

(

)

(

sup

*

*

2

1

2

1

2

1

x

G

x

F

n

n

n

n

K

n

n

x

-

+

=

,

здесь 
[image: image119.wmf])

(

),

(

*

*

2

1

x

G

x

F

n

n

 - эмпирические функции распределения, построенные по выборкам 
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. При истинности 
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«распределения совокупностей не различаются», статистика 
[image: image123.wmf]K

 имеет приближенно распределение Колмогорова. Соответственно, если 
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  - квантиль распределения Колмогорова уровня  
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, то нулевая гипотеза об отсутствии различий между двумя совокупностями принимается. В противном случае признается значимым различие в распределениях двух совокупностей. Наряду с критерием Колмогорова-Смирнова, при малых 
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 применяется также его модификация, основанная на статистике 
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Критерий Колмогорова-Смирнова применяется для совокупностей имеющих непрерывное распределение,  то есть, не может быть применен для категориальных данных, а также для количественных данных, имеющих дискретное распределение.
Критерий однородности Хи-квадрат, в отличии от других критериев, является универсальным критерием для проверки гипотезы о различии распределений двух и более совокупностей. Однако и данный критерий имеет свои ограничения, связанные с минимальным количеством наблюдаемых значений для каждой категории рассматриваемого признака.
Пусть статистические ряды, построенные по выборкам 
[image: image129.wmf]X

r

 и 
[image: image130.wmf]Y

r

, имеют вид, представленный в табл. 1.
Таблица 1. Сравнение распределений статистических рядов.  
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Заметим, что для интервального статистического ряда, категория – это соответствующий интервал.
Обозначим через 
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 теоретические вероятности для каждой категории признака при условии истинности 
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 «распределения совокупностей не различаются». Составим статистику: 
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которая характеризует сумму квадратов отклонений наблюдаемых значений 
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Заметим, что число оцениваемых неизвестных параметров равно 
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, поскольку оценки связаны соотношением 
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. Тогда, в соответствии с теоремой Пирсона для сложной гипотезы при истинности 
[image: image163.wmf]0

H

 данная статистика стремится к распределению 
[image: image164.wmf]2

c

 с  числом степеней свободы 
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Возьмем в качестве критической точки 
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 квантиль распределения Хи-квадрат уровня 
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 степенью свободы. Тогда, если 
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, то принимается гипотеза 
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 об однородности двух распределений, в противном случае различие распределений признается значимым.
Условие для корректного применения критерия Хи-квадрат остается прежним: необходимо, чтобы наблюдаемое значение 
[image: image171.wmf]i
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 для каждой ячейки статистических рядов было не меньше 5. 
Данный критерий легко можно обобщить на случай произвольного числа совокупностей.

4. Гипотеза о равенстве средних двух совокупностей. 
t – критерий однородности Стьюдента.

Достаточно распространенной статистической задачей является задача сравнения средних значений каких-либо количественных показателей. Например, необходимо сопоставить величину средней заработной платы в группах респондентов, опрошенных в разных типах населенных пунктов, либо сравнить средний возраст людей, проголосовавших за разных кандидатов на выборах, и т.п. 
Наиболее часто используемым критерием обнаружения различия между средними значениями двух выборок является t-критерий Стьюдента для независимых выборок, основанный на статистике:
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где:  
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 - выборочные средние двух выборок, а 
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 - несмещенные выборочные дисперсии.
Если основная гипотеза 
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 – математические ожидания совокупностей) верна, то статистика 
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 имеет распределение Стьюдента с 
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 числом степеней свободы. Возьмем в качестве 
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 квантиль распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
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, нулевая гипотеза отвергается и различие между средними признается значимым. Наблюдаемый уровень значимости критерия: 
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Теоретически, t-критерий может применяться, даже если размеры выборок очень небольшие, при условии, что переменные нормально распределены, а дисперсии двух совокупностей не слишком различны. Предположение о нормальности распределения выборочных данных можно проверить, применяя один из критериев, рассмотренных ранее: Хи-квадрат, Лиллиефорса или Шапиро-Уилка. Равенство дисперсий в двух группах можно проверить с помощью F критерия. Если условия применимости t-критерия не выполнены, следует использовать непараметрические альтернативы t-критерия.
Если сравниваемые группы основываются на одной и той же совокупности объектов, которые тестировались дважды (например, «до» и «после» некоторого события), то используется t-критерий обнаружения различия между средними значениями двух зависимых выборок. В подобных экспериментах значительная часть внутригрупповой изменчивости (вариации) в обеих группах может быть объяснена индивидуальными различиями объектов. Если одна и та же самая выборка тестируется дважды, то можно легко исключить эту часть вариации. Вместо исследования каждой группы отдельно и анализа исходных значений, можно рассматривать просто разности между двумя измерениями (например, "до приема лекарства" и "после приема лекарства") для каждого объекта. Вычитая первые значения из вторых, и анализируя затем только эти "чистые (парные) разности", мы исключаем ту часть вариации, которая является результатом различия в исходных уровнях индивидуумов. Именно так и проводятся вычисления в t-критерии для зависимых выборок. 
5. Сравнение средних характеристик порядковых данных (непараметрические альтернативы t-критерия).

Задача, аналогичная сравнению средних количественных показателей двух выборок, зачастую возникает при сравнении данных, представленных в порядковых шкалах. Так, при анализе ответов пенсионеров г. Томска и г. Северска на вопрос  «Как Вы оцениваете Ваше здоровье», можно выдвинуть не просто гипотезу о различии в оценках здоровья респондентов двух населенных пунктов, а гипотезу о том, что в одном из населенных пунктов респонденты лучше оценивают свое здоровье, чем в другом. По сути это и есть гипотеза о различии средних характеристик ранжированных данных. Для проверки подобного типа гипотез следует использовать непараметрические альтернативы t-критерия.
 Непараметрическими альтернативами t-критерию для независимых выборок являются критерий серий Вальда-Вольфовица, U-критерий Манна-Уитни и медианный тест. 
В критерии Манна-Уитни в качестве статистики критерия используется общее число случаев U, когда элементы одной выборки превосходят элементы другой выборки:
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Критерий проверяет нулевую гипотезу 
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. Критерий чувствителен к сдвигу двух распределений, поэтому применяется обычно для проверки гипотезы 
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Если гипотеза 
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 верна, то статистика 
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 имеет распределение Манна-Уитни с параметрами 
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 соответственно, основная гипотеза однородности двух совокупностей отвергается и признается значимым различие распределений двух совокупностей. Заметим, что - квантили распределения Манна-Уитни 
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Значение статистики 
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 проще вычислять через ранги элементов в общем вариационном ряду. Объединим выборки в одну, построим общий вариационный ряд и обозначим через 
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 в общем вариационном ряду (ранг – порядковый номер элемента в ряду). Вычислим суммы рангов: 
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При 
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 имеет приближенно нормальное распределение с параметрами: 
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. Поэтому для вычисления квантилей распределения Манна-Уитни при 
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Критерий предполагает, что в выборках 
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 и 
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 нет совпадающих значений. Если такие значения все же есть, то им присваиваются ранги, равные среднеарифметическому значению их порядковых номеров в общем вариационном ряду. Следует заметить, что распределение статистики в этом случае лишь приближенно описывается распределением Манна-Уитни. При нормальной аппроксимации в этом случае дисперсия статистики с учетом средних рангов будет иметь вид:
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где 
[image: image223.wmf]k

 - общее число групп совпадающих величин, 
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 - число совпадающих величин в 
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-ой группе (совпадения учитываются только тогда, когда совпавшие величины принадлежат разным выборкам).

Заметим, что выборочные медианы,  при малом числе категорий исследуемого признака, могут совпадать, однако относительные частоты категорий по разные стороны медианы для двух выборок могут значимо различаться, что и позволяет нам говорить о различии медиан двух совокупностей, даже при условии равенства выборочных медиан.
Критерий серий Вальда-Вольфовица строится следующим образом. Из двух выборок составляется общий вариационный ряд. Последовательность элементов в общем вариационном ряду, стоящих рядом и относящихся к одной и той же выборочной совокупности называется «серией». В качестве статистики критерия Вальда-Вольфовица используется, либо общее количество серий в вариационном ряду 
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, либо величина 
[image: image227.wmf])

(

/

))

(

(

R

D

R

M

R

Z

-

=

. При  истинности 
[image: image228.wmf]:

0

H

«распределения совокупностей не различаются», число серий должно незначимо отличатся от своего среднего значения 
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. Также, как и для критерия Манна-Уитни, при наличии совпадающих значений в выборках для расчета статистики используются соответствующие формулы с поправками. Тем не менее, данный тест практически не пригоден для переменных с малым числом категорий.
В медианном тесте сначала определяется медиана общего вариационного ряда.  Затем для каждой выборки подсчитывается число значений меньше либо равных медианы и, соответственно, больших медианы. Полученные статистические ряды частот для двух категорий («значение меньше либо равно медиане», «значение больше медианы») сравниваются на однородность по рассмотренному выше критерию Хи-квадрат.
Альтернативными t-критерию для зависимых выборок непараметрическими тестами являются: критерий знаков и критерий Вилкоксона парных сравнений. Если рассматриваемые переменные являются дихотомическими, то можно использовать критерий хи-квадрат Макнемара.

6. Анализ таблиц сопряженности признаков. Критерий независимости Хи-квадрат Пирсона.


Наиболее интересные вопросы, при анализе статистической информации, связаны, как правило, с одновременным анализом значений более одной переменной. Обычный подход к анализу собранных данных предполагает фор​мирование моделей типа: «социальные группы с разным уровнем дохода (уровнем образования, местом жительства и т.п.) отличаются по степени удов​летворенности жизнью (степени удов​летворенности здоровьем, политическим предпочтениям т.п.)». Другими словами, допускается, что существует переменная (например, «место проживания»), которая определенным образом влияет на значения другой переменной (например, «степень удов​летворенности здоровьем»).  В традиционной терминологии объясняющие переменные называются независимыми, а объясняемые переменные - зависимыми.

К наиболее часто используемым инструментам изучения взаимосвязи двух переменных относятся методы анализа таблицы сопряженности. Анализ таблицы является весьма простым и наглядным, и вме​сте с тем эффективным инструментом изучения одновременно двух переменных. Таблица сопряжённости является наиболее универсальным средством изучения статистических связей, в ней могут быть представлены переменные, измеренные в любой шкале. Как уже отмечалось ранее, чтобы высказать предположение о зависимости признаков, следует анализировать не абсолютные частоты в таблице, а относительные, отнесенные либо к маргинальным частотам строк, либо к маргинальным частотам столбцов. Значительное расхождение в распределениях данных частот свидетельствует о наличии связи между признаками. 

Основным критерием для проверки гипотезы о наличии связи между признаками на основе таблицы сопряженности является критерий Хи-квадрат Пирсона. Пусть таблица сопряженности двух признаков 
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, содержащих, соответственно, 
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 категорий имеет вид, представленный в таблице 2. 

Таблица 2. Общий вид таблицы сопряженности двух признаков
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Относительные маргинальные частоты 
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 оценивают, соответственно, одномерные распределения признаков 
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 будет являться оценкой ожидаемой частоты для ячейки с индексами 
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Составим статистику: 
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которая характеризует сумму квадратов отклонений наблюдаемых значений 
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 от ожидаемых по всем ячейкам. В соответствии с теоремой Пирсона, при истинности 
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  данная статистика стремится к распределению 
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 числом степеней свободы (
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 -  это число неизвестных оцениваемых параметров двух распределений). 
Возьмем в качестве критической точки 
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 квантиль распределения Хи-квадрат уровня 
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 числом степеней свободы. Тогда, если 
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 о независимости двух признаков, в противном случае принимается гипотеза о наличии связи между двумя признаками.
Условие для корректного применения критерия Хи-квадрат остается прежним: желательно, чтобы наблюдаемое значение 
[image: image294.wmf]n

n

n

j

i

n

×

m

×

 для каждой ячейки таблицы сопряженности было не меньше 5. 
Заметим, что статистика критерия с точностью до обозначений совпадает со статистикой критерия Пирсона для проверки гипотезы однородности, то есть, по сути, это один и тот же критерий.  Действительно, любая задача однородности нескольких совокупностей может быть переформулирована в терминах независимости тех или иных признаков. Допустим, мы проверяем гипотезу о равенстве (различии) средних доходов двух групп респондентов, которые различаются, скажем, по половому признаку. Данная гипотеза равенства (различия) средних доходов респондентов равносильна гипотезе о независимости (зависимости) средних доходов респондентов от пола респондента.
Помимо критерия Хи-квадрат Пирсона при анализе таблиц сопряженности используется также критерий Хи-квадрат, основанный на методе максимального правдоподобия. На практике статистика максимума правдоподобия Хи-квадрат очень близка по величине к рассмотренной статистике Пирсона Хи-квадрат.
Для таблиц сопряженности 2x2 используют критерий Хи-квадрат с поправкой Йетса на непрерывность, а также точный критерий Фишера. В случае зависимых выборок  для таблиц сопряженности 2x2 используют критерий Mакнемара.
Для характеристики степени связи между признаками в таблице сопряженности наиболее часто используют коэффициент сопряженности Пирсона и статистику V Крамера.
 Коэффициент сопряженности Пирсона (коэффициент контингенции) вычисляется по формуле:
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Значения коэффициента сопряженности лежат в пределах от 0 до 1. Чем ближе значения коэффициента сопряженности к 1, тем более зависимы признаки. Недостаток коэффициента сопряженности в том, что его максимальное значение зависит от размера таблицы. Этот коэффициент может достигать значения 1 только в случае, если число категорий не ограничено.
Более распространен коэффициент сопряженности Крамера V, вычисляемый по формуле:
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. Равно как и значения коэффициента сопряженности Пирсона, значения коэффи​циента Крамера меняется от 0 до 1. Оба коэффициента принимают значение равное 0, при значении статистики 
[image: image298.wmf]0

2

=

c

, то есть при отсутствии связи между признаками. Однако, в отличие от коэффициента сопряженности Пирсона, который всегда меньше 1, коэффициент Крамера равен единице, в ситуации жестко детерминированной связи между перемен​ными.


Положив в формуле для статистики V Крамера 
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, получим коэффициент сопряженности Фи, который используется при анализе таблиц сопряженности 2x2:
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7. Анализ коэффициентов связи для количественных и порядковых данных.
В предыдущем разделе были рассмотрены коэффициенты связи между признаками, построенные на основе таблицы сопряженности. При этом не делалось никаких ограничений в отношении уровня измерения тех переменных, которые образуют таб​лицу. Однако, в случае анализа данных измеренных в порядковых или количественных шкалах, подобной характеристики связи не достаточно. Для такого рода переменных порядок расположения градаций уже существен, посколь​ку он фиксирует степень выраженности измеряемого свойства. Коэффициенты связи для порядковых и количественных данных, должны по возможности использовать всю содержащуюся в переменных информацию и отражать не только наличие связи, но и характер связи, ее направленность.
В качестве оценки степени связи между количественными признаками обычно используют значение  выборочного коэффициента корреляции Пирсона:
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 - выборочная ковариация,


[image: image303.wmf]å

=

-

=

n

i

i

X

X

X

n

D

1

2

)

(

1

, 
[image: image304.wmf]å

=

-

=

n

i

i

Y

Y

Y

n

D

1

2

)

(

1

 - выборочные дисперсии величин 
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Выборочный коэффициент корреляции является оценкой коэффициента корреляции 
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 генеральной совокупности, который характеризует степень линейной связи между признаками. Значения коэффициента корреляции по модулю не превышают единицу: 
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, причем значение коэффициента корреляции по модулю равно единице только в случае линейной зависимости между 
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, то при возрастании одной переменной другая проявляет в среднем тенденцию также возрастать. Если  
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, то при возрастании одной переменной другая проявляет в среднем тенденцию убывать. В первом случае говорят, что 
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 положительно коррелированны, а во втором, соответственно, что 
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 отрицательно коррелированны. Если 
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, то это означает только отсутствие линейной связи между значениями одной величины и средним значением другой величины, то есть, в общем случае, не говорит о отсутствии связи между 
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Поскольку значения выборочного коэффициента корреляции 
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, могут отличаться от нуля, необходима проверка значимости выборочного коэффициента корреляции. Для нормальной совокупности для проверки гипотезы 
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 можно использовать критерий Стьюдента, основанный на статистике:
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 - квантиль распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
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 отвергается и признается значимым отличие от нуля коэффициента корреляции  
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. Заметим, что с точки зрения формулировки альтернативной гипотезы 
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, следующие утверждения эквивалентны: «Коэффициент корреляции значимо отличается от нуля» и «Значение выборочного коэффициента корреляции значимо».
В качестве оценки степени связи между признаками, измеренными в порядковой шкале, используют коэффициенты ран​говой корреляции - 
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 Спирмена, 
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 Кендалла, 
[image: image333.wmf]g

 Гудмена- Краскела. Данные коэффициенты могут также применяться для характеристики степени связи между количественными признаками, если их распределение существенно отличается от нормального.
Коэффициент корреляции 
[image: image334.wmf]R

 Спирмена есть не что иное, как коэффициент корреляции Пирсона для случайных величин, представленных в ранговой шкале, и соответственно, характеризует силу линейной связи между рангами. 
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Соответственно выборочный коэффициент корреляции Спирмена:
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При условии истинности 
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 стремится к нормальному распределению 
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. Соответственно асимптотический критерий для проверки истинности 
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 - квантиль стандартного нормального распределения. 
Коэффициент ранговой корреляции Кендалла вычисляется по формуле:
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 - число согласованных пар, то есть случаев, когда 
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 - число несогласованных пар, то есть случаев, когда 
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Значения коэффициента корреляции Кендалла также, как и коэффициента корреляции Спирмена лежат в интервале 
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При условии истинности 
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“корреляция между рангами равна нулю”, закон распределения статистики Кендалла стремится к нормальному распределению 
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, что и используется для проверки гипотезы о значимости данного коэффициента. 
При наличии в рядах 
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 совпадающих значений, им присваиваются ранги, равные среднеарифметическому соответствующих рангов в вариационном ряду, и используют коэффициент корреляции Кендалла с поправками на равные ранги:
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 длина i-ой связи в ряду 
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. Под связью понимается набор значений с одинаковыми рангами. 

Если в данных имеется много совпадающих значений можно также использовать 
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-статистику Гудмана-Краскела, которая вычисляется по формуле: 
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Эта мера имеет прямую вероятностную интерпретацию, поскольку она есть не что иное, как разность между относительными частотами правильного и неправильного порядка для двух совокупностей. При условии истинности 
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 стремится к стандартному нормальному распределению, что и используется для проверки гипотезы о значимости данного коэффициента.
8. Проверка статистических гипотез в пакете STATISTICA.

Пример 1.  Значения среднего дохода на одного члена семьи в месяц (тыс. руб.) 400 опрошенных респондентов составляют выборку «Доход». Проверить гипотезы о нормальном и лог-нормальном распределении выборочных данных.
Существует несколько различных вариантов решения данной задачи в системе STATISTICA. Например, при построении таблицы частот можно заказать проверку гипотезы о нормальном распределении, если на вкладке «Normality» («Нормальность») в окне модуля «Frequency Tables»  (рис. 1) пометить галочками один из тестов Колмогорова – Смирнова, Лиллиефорса или Шапиро – Уилка.
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Рис. 1. Выбор статистических критериев для проверки гипотезы о нормальности распределения на вкладке «Normality» модуля «Frequency Tables»

Как уже отмечалось выше, критерий Колмогорова-Смирнова лучше в данном случае не использовать, поскольку параметры распределения неизвестны. Однако для иллюстрации приведем результаты использования всех критериев, которые мы получим, нажав на кнопку «Test for normality» (Рис. 2).
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Рис. 2. Результаты тестов на нормальность распределения
В столбцах таблицы последовательно указаны: общее число наблюдений; значение статистики Колмогорова-Смирнова 
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;  наблюдаемый уровень значимости для критерия Колмогорова-Смирнова; наблюдаемый уровень значимости для критерия Лиллиефорса; значение статистики 
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 Шапиро-Уилка; наблюдаемый уровень значимости для критерия Шапиро-Уилка. Согласно всем трем критериям, наблюдаемый уровень значимости существенно ниже значения 
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. Это означает, что нулевая гипотеза, которая предполагает нормальность распределения, должна быть отвергнута, то есть распределение значимо отличается от нормального. Можно также графически проверить соответствие гистограммы графику плотности нормального распределения. Кривая плотности, нормированная на число наблюдений, добавляется к гистограмме автоматически.

Аналогичным образом (и по тем же критериям) осуществляется проверка на нормальность в модуле «Descriptive statistics». Более широкие возможности для проверки гипотез о законе распределения предоставлены в модулях «Distribution fitting» (находится в модуле «Statistics» основного меню) и модуле «Hystograms…» (находится в модуле «Graphs» основного меню).

Откроем в головном меню модуль  «Statistics»  и выберем раздел «Distribution fitting» («Подбор распределения»). В стартовом окне модуля «Distribution fitting» выберем тип распределения - «Normal» и нажимаем «OK». В открывшемся окне выбираем переменную - «Доход» и на вкладке «Options»можем заказать дополнительно к критерию Хи-квадрат критерий Колмогорова-Смирнова (рис. 3.)
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Рис. 3. Выбор критериев для проверки гипотезы о законе распределения в модуле «Distribution fitting».


Заметим, что значение статистики Хи-квадрат строится по интервальному ряду и зависит от разбиения на интервалы. При этом не допускаются интервалы, частоты для которых меньше 5. Чтобы вручную не подбирать подходящее, с точки зрения использования критерия Хи-квадрат распределение интервалов, надо поставить галочку у параметра «Combine Categories» (рис. 3). Количество интервалов группирования все же лучше указать, в параметре «Number of categories», на вкладке «Parameters». Ориентируясь на формулу Стерджесса 
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. Затем переходим на вкладку «Quick» и выбираем форму отображения результатов. Если выбрать: «Summary: Observed and expected distribution» - получим результаты тестирования вместе со статистическим рядом наблюдаемых и ожидаемых частот. Если выбрать: «Plot of observed and expected distribution» - получим результаты тестирования вместе с гистограммой и нормированным графиком плотности выбранного (нормального) распределения. Соответствующие результаты тестирования приведены на рис. 4 и 5.
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Рис. 4. Результаты проверки гипотезы о нормальности распределения вместе со статистическими рядами наблюдаемых и ожидаемых частот.
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Рис. 5. Гистограмма с наложенной нормированной кривой плотности нормального распределения и результатами тестов на нормальность распределения

На рис 4, в первом столбце указаны верхние границы интервалов группирования, в последующих столбцах - наблюдаемые (Observed) и ожидаемые (Expected) частоты при условии истинности выдвинутой гипотезы о законе распределения. Результаты тестирования по критериям Колмогорова – Смирнова, Лиллиефорса, Хи-квадрат приведены в заголовке таблицы частот на рис. 4 и в заголовке гистограммы на рис. 5.  Согласно всем трем критериям, наблюдаемый уровень значимости существенно ниже значения 
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. Это означает, что нулевая гипотеза, которая предполагает нормальность распределения, должна быть отвергнута, то есть, распределение значимо отличается от нормального. Заметим, что число степеней свободы 
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 для критерия Хи-квадрат равно 4. Поскольку число неизвестных параметров нормального распределения равно 2, то использованное в критерии число интервалов равно  
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, то есть оно меньше, чем заданное число интервалов 9. Это связано с тем, что программа объединяет интервалы таким образом, чтобы наблюдаемое значение частоты для каждого интервала было не менее 5.

Нормальное распределение может являться неплохой моделью распределения для  данных, принимающих только положительные значения. Однако, теоретически значения нормальной случайной величины лежат в интервале 
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, т.е., теоретически доход не может иметь нормальное распределение (хотя с практической точки зрения, доход может приближенно описываться нормальным распределением). В этом смысле более подходящей моделью распределения данных, принимающих только положительные значения, является лог-нормальное распределение. 

Для проверки гипотезы о распределении данных по лог-нормальному закону, в стартовом окне модуля «Distribution Fitting» выберем тип распределения - «Log-normal» (рис. 6) и нажимаем «OK».
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Рис. 6. Проверка гипотезы о распределении по лог-нормальному закону
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Рис. 7. Гистограмма с наложенной нормированной кривой плотности лог-нормального распределения и результатами тестов
Результаты тестирования (действуем по выше рассмотренной схеме) приведены на рис. 7. Заметим, что наблюдаемый уровень значимости для критерия Хи-квадрат равен: 
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. Значение статистики, соответствующее такому уровню, не является значимым, значит, нулевая гипотеза о распределении по лог-нормальному закону принимается. Наблюдаемый уровень значимости для критерия Колмогорова-Смирнова не высок: 
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, однако заметим, что данный критерий корректно можно применять только для гипотез, однозначно определяющих распределение, то есть когда не требуется по выборке определять параметры распределения. Таким образом, и в данном, и в предыдущем случаях, данный критерий не рекомендуется применять.

Пример  2. Результаты ответов 400 респондентов на вопрос анкеты «Томск 400» «Насколько Вы удовлетворены своим здоровьем», с вариантами ответов {“Да, полностью доволен”, “ Скорее да, чем нет”, “ Скорее нет, чем да”, “ Нет, полностью не доволен”, “ Затрудняюсь ответить”} представлены в виде числовой выборки кодов ответов со значениями, соответственно, {1,2,3,4,5}. Также имеется выборка числовых кодов, соответствующих полу респондента (1 – «М», 2 - «Ж»). Требуется проверить гипотезу: мужчины-пенсионеры и женщины-пенсионеры в равной степени удовлетворены своим здоровьем.

Основная гипотеза в терминах математической статистики есть, по сути, гипотеза о равенстве распределений двух выборочных совокупностей. Заметим, что две сравниваемые выборки, мы формируем из одной исходной выборки, отбирая из нее значения, соответствующие разным категориям для второй выборки. Переменная, на основании которой происходит отбор (в нашем случае – «Пол») называется группирующей или независимой, а переменная, значения которой разбиваются на две выборки - зависимой.

Альтернативная гипотеза может быть сформулирована различными способами. Можно в качестве альтернативы выбрать просто гипотезу о различии распределений  двух совокупностей (это просто означает, что мужчины и женщины по разному оценивают свое здоровье). В этом случае для проверки основной гипотезы об однородности двух совокупностей следует применять критерии Хи-квадрат и Колмогорова. Следует заметить, что для данных, представленных в номинальной шкале (а тем более в “бедной” шкале, с малым числом категорий) критерий Колмогорова-Смирнова не применим. Единственное ограничение для критерия однородности Хи-квадрат - число наблюдаемых значений для каждой категории рассматриваемого признака должно быть не слишком мало (не менее 5).

Можно сформулировать альтернативную гипотезу и так: «мужчины и женщины в разной степени удовлетворены своим здоровьем». В этом случае мы не просто говорим о различии распределений, но и указываем, как они различаются. Это возможно, при условии, что данные представлены как минимум в порядковой шкале. В данном случае для проверки гипотезы следует использовать критерии различия средних характеристик совокупностей. Для данных, представленных в порядковой шкале,  для проверки основной гипотезы о отсутствии различия средних можно применять непараметрические критерии Манна-Уитни, Вальда-Вольфовица, а также медианный тест. Заметим, что наши данные содержат всего четыре категории, в такой ситуации критерий Вальда-Вольфовица, который улавливает наличие тренда в различии функций распределения (монотонного или периодического характера), практически не применим. Медианный критерий в этом случае даст удовлетворительные результаты, только при условии, что выборочная медиана равна 2. Если, скажем, медиана будет равна 3, то при использовании медианного критерия мы будем проверять гипотезу о различии частот для категории 4. Конечно, можно всегда перекодировать данные, и проверять гипотезу о различии частот для двух первых (или двух последних) категорий. Но это требует дополнительных усилий. Таким образом, для проверки нашей гипотезы у нас остается всего лишь один приемлемый критерий – Манна-Уитни.


Начнем с проверки нашей гипотезы по критерию Хи-квадрат. Добавим в  файл-таблицу “Tomsk400.sta” столбец значений кодов ответов на вопрос анкеты «Насколько Вы удовлетворены своим здоровьем» с названием «В_65_3» (номер вопроса анкеты) и столбец значений кодов полов респондентов с названием «Пол». Чтобы исключить из рассмотрения респондентов, давших на вопрос «Насколько Вы удовлетворены своим здоровьем» ответ «Затрудняюсь ответить», необходимо указать код категории, которые мы исключаем из анализа. Для этого в таблице данных дважды кликаем на имени переменной «В_65_3» и в раскрывшемся окне свойств переменной устанавливаем значение параметра «MD code» равным значению 5 (код ответа «Затрудняюсь ответить»).


Предварительно можно качественно сравнить два выборочных распределения, построив гистограммы. Это можно сделать, например, в модуле  «Graphs» в  разделе «Hystograms…». Однако в модуле, который мы использовать для проверки гипотезы однородности, также можно построить гистограммы.

Заметим, что процесс формирования двух выборок из одной по некоторому группирующему признаку (в нашем случае это «пол»), взятому из другой, связанной с первой, выборки, есть не что иное, как процесс кросстабуляции, т.е. процесс построения таблицы сопряженности признаков.


Итак, для проверки гипотезы о различии двух распределений по критерию Хи-квадрат, строим таблицу сопряженности признаков. Запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Basic Statisics/Tables». В появившемся меню модуля «Basic Statistics and Tables» выбираем пункт «Tables and banners». В окне модуля «Crosstabulation tables» на вкладке «Crosstabulation», выбираем переменные, нажав на кнопку «Specify tables (select variables)». В появившемся окне в разных листах отмечаем переменные, для которых будем строить таблицу сопряженности: «Пол» и «В_65_3» (рис. 8). Нажимаем на кнопку «OK», переходим в окно результатов кросстабуляции: «Crosstabulation tables: Results» и выбираем вкладку «Advanced».
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Рис. 8. Выбор переменных для таблицы сопряженности признаков

Нажав на кнопку «Categorized histograms» получим две гистограммы, соответствующие различным категориям переменной “пол” (рис. 9). Как видим, гистограммы существенно различаются, что и позволяет нам выдвинуть гипотезу о различии распределений двух совокупностей, то есть о различии в удовлетворенности своим здоровьем мужчин и женщин.
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Рис. 9. Гистограммы сравниваемых совокупностей
Для того, чтобы заказать тест Хи-квадрат, в окне результатов кросстабуляции: «Crosstabulation tables: Results», выбираем вкладку «Options» и отмечаем галочками параметры, как показано на рис. 10. Тем самым мы заказываем тест Хи-квадрат (параметр «Pearson & M-L Chi-square»), ранговый коэффициент корреляции Спирмена (параметр «Spearman rank order correlation») и таблицу ожидаемых частот при условии истинности основной гипотезы (параметр «Expectef frequencies»).
Нажав на кнопку «Summary» получим таблицу сопряженности признаков и таблицу ожидаемых частот на разных страницах в рабочей книге «Проверка гипотез» в разделе «Crosstabulation results dialog». В заголовке таблицы ожидаемых частот приведены результаты теста Хи-квадрат: значения статистики критерия, число степеней свободы df и наблюдаемый уровень значимости p  (рис. 11).
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Рис. 10. Выбор критерия для проверки гипотезы однородности
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Рис. 11. Таблица ожидаемых частот и результаты теста на однородность

Наблюдаемый уровень значимости 
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 говорит о статистически значимом различии выборочных распределений. Таким образом, нулевая гипотеза отвергается, и мы признаем, что удовлетворенность своим здоровьем  мужчин и женщин различается.


Обычно социолога интересует вопрос не просто о различии распределений, а о том, как они различаются. Например, можем ли мы в данном случае утверждать, что мужчины больше удовлетворены своим здоровьем, чем женщины?  Из анализа гистограмм (рис. 9),  ответ на это вопрос будет, скорее всего, положительным. Статистически можно подтвердить данное утверждение, например анализом коэффициента ранговой корреляции Спирмена.

Вернемся в  окно результатов кросстабуляции: «Crosstabulation tables: Results» на вкладку «Advanced» и нажмем кнопку «Detailed two-way tables» («подробные двухвходовые таблицы»). В результате, на странице «Statistics» в рабочей книге «Проверка гипотез» в разделе «Crosstabulation results dialog», получим значения всех заказанных статистик с указанными уровнями значимости (рис. 12).
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Рис. 12. Значения статистик критериев Хи-квадрат и коэффициента ранговой корреляции Спирмена с указанными уровнями значимости

Значение коэффициента ранговой корреляции Спирмена невелико: 
[image: image400.wmf]1048619

,

0

=

R

, но оно значимо: 
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. То есть, коэффициент ранговой корреляции статистически значимо отличается от нуля. С учетом того, что положительная корреляция соответствует возрастающей в среднем зависимости, это означает, что большому рангу переменной «Пол» соответствует в среднем больший ранг переменной «В_65_3». То есть, женщины в меньшей степени  удовлетворены своим здоровьем, чем мужчины.


Рассмотрим также применение для проверки гипотезы: «Мужчины и женщины в равной степени удовлетворены своим здоровьем» критерия Манна-Уитни. Данный критерий улавливает смещение в двух распределениях порядковых данных, поэтому, если мы получим значимое значение статистики, можно сразу будет сделать вывод о том, какая из двух категорий пенсионеров в большей степени удовлетворена своим здоровьем.


Запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Nonparametrics». В меню модуля «Nonparametric Statistics» (рис. 13) выбираем раздел «Comparing two independent Samples (groups)» («Сравнение двух независимых выборок)». 
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Рис. 13. Стартовое окно модуля «Nonparametric Statistics»

В появившемся окне модуля «Comparing Two Groups» (рис. 14), для выбора переменных нажимаем на кнопку «Variables». 

[image: image403.png]/a1 Comparing Two Groups: Tomsk400 —

B Verisbles [

Dependent B_65_3 Cancel

Grouping:  TMon

Codesfor. Group1: 2 Groupz [T
& oOptons ~

Quick Al =
W s | B w

i Wald-Wolfowitz runs test —

By Grou

B Kolmogorov-Smimov wo-sample test S0
[—

i Mann-Whitney U test S
Carave vaas

= Box & whisker plot by group

= prievel for

BE  Categorized histograms by group highlighting
|





Рис. 14. Окно для выбора непараметрического теста сравнения двух независимых выборок

В открывшемся окне (рис. 15) в первом листе отмечаем зависимую переменную «В_65_3», а во втором листе группирующую переменную «Пол».
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Рис. 15. Окно выбора зависимой и группирующей переменных 


После выбора переменных реализуем один из трех предлагаемых в окне модуля «Comparing Two Groups» (рис. 14) непараметрических тестов однородности Вальда-Вольфовица, Колмогорова-Смирнова или Манна-Уитни, нажав на соответствующую кнопку. Как мы уже отмечали ранее, для нашей задачи подходит только тест Манна-Уитни, тем не менее выполним все тесты, чтобы убедиться в верности наших предположений. Результаты тестирования приведены на рис. 16 - 18.
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Рис. 16. Результаты сравнения двух выборок по критерию Вальда-Вольфовица 
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Рис. 17. Результаты сравнения двух выборок по критерию Колмогорова-Смирнова
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 Рис. 18. Результаты сравнения двух выборок по критерию Манна-Уитни

Сразу заметим, что значимое значение статистики, соответствующее уровню значимости 
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 наблюдается только для теста Манна-Уитни (значения, соответствующие 
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, выделены красным цветом). Для критерия Вальда-Вольфовица уровень значимости равен 
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. Для критериев Вальда-Вольфовица и Манна-Уитни берем значение статистики с поправками на совпадающие ранги («adjusted»).  Таким образом, согласно критерию Манна-Уитни различие между выборками является статистически значимым.


Может показаться, что мы из трех результатов просто выбрали тот, который нас устраивает. На самом деле это ни так. Критерии согласия устроены таким образом, что вывод “данные противоречат основной гипотезе” всегда весомее, чем “данные не противоречат основной гипотезе”, поэтому, чтобы отвергнуть нулевую гипотезу достаточно одного соответствующего результата. Следует заметить, что применяя несколько тестов, мы можем чисто случайным образом отвергнуть нулевую гипотезу. Поэтому, желательно использовать один из тестов, наиболее подходящий (наиболее мощный) для данной ситуации.

Поскольку тест Манна-Уитни улавливает смещение в распределениях выборок, можно по значению статистики сделать вывод, как смещены распределения. Хотя для этого потребуется выполнить некоторые вычислительные процедуры, что не слишком удобно. Во первых, определим среднее значение статистики: 
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. Наблюдаемое значение статистики: 
[image: image414.wmf]14982

=

набл

U

. Вспоминаем, что значение статистики Манна-Уитни это число случаев, когда элементы первой выборки меньше элементов второй выборки. Так как 
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, то можно утверждать, что элементы первой выборки больше в среднем элементов первой выборки. А вот здесь внимание: STATISTICA первой считает ту выборку, с элементов которой начинается зависимая выборка. И получается, что в данном случае, под первой выборкой понимается выборка, соответствующая коду «2» переменной «Пол». Это можно заметить и по результатам выдачи на рис. 18: объем выборки для «Group1» равен 250, т.е. первая выборка – это женщины. Ну и соответственно мы получаем тот же вывод, что сделали ранее: женщины в меньшей степени  удовлетворены своим здоровьем, чем мужчины. Конечно, вместо этих выкладок, можно было также обратиться к анализу коэффициента ранговой корреляции Спирмена. 

Пример  3.  Значения среднего дохода на одного члена семьи в месяц (тыс. руб.) 400 опрошенных респондентов-пенсионеров составляют выборку «Доход». Также имеется выборка «НП» числовых кодов, соответствующих месту проживания респондента (1 – «Томск», 2 - «Северск», 3 – «Томский район», 4 - «Асино», 5 – «Асиновский район», 6 - «Каргасокский район», 7 – «Каргасок», 8 - «Тегульдет»). Требуется проверить гипотезы: 1) «Средние доходы семей опрошенных пенсионеров г. Томска и г. Северска не различаются»; 2)  «Средние доходы семей опрошенных пенсионеров проживающих в городе и сельской местности не различаются».


В данном случае мы имеем дело с «классической» задачей  проверки гипотезы о равенстве средних двух выборок, представленных в интервальной шкале. Соответственно, основной используемый критерий в данном случае – это t-критерий Стьюдента для независимых выборок. Если объем выборок мал  (
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) и гипотеза о нормальности не подтверждается, то для проверки гипотезы равенства средних следует использовать один из непараметрических критериев, например Манна –Уитни.

Для проверки гипотезы «Средние доходы семей опрошенных пенсионеров г. Томска и г. Северска не различаются» запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Basic Statisics/Tables». В меню модуля «Basic Statistics and Tables» (рис. 19) выбираем пункт «t-test, independent, by groups» («t-тест для независимых выборок по группам») и в появившемся окне модуля «T-Test for Independent Samples By groups» (рис. 20) выбираем в качестве зависимой переменной переменную «Доход», а в качестве группирующей переменную «НП». Кроме того, указываем коды населенных пунктов для первой и второй групп, так как это показано на рис. 20. Для первой группы указываем код «1» - «Томск», для второй группы код «2» - «Северск».
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Рис. 19. Выбор t-критерия Стьюдента для независимых выборок с группирующей переменной
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Рис. 20. Окно модуля «T–критерий для независимых выборок».

Нажимая на кнопку  «Summare: T-tests» на вкладке «Quiсk»,  получим результаты тестирования по критерию Стьюдента (рис. 21)
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Рис. 21. Результаты сравнения средних доходов двух групп (Томск, Северск) по t-критерию Стьюдента

В таблице последовательно приведены средние для двух групп, значение t-статистики, число степеней свободы статистики, наблюдаемый уровень значимости, объемы выборок, стандартные отклонения для двух групп, значение статистики F критерия Фишера равенства дисперсий, уровень значимости статистики Фишера.


Поскольку  уровень значимости  
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, то различие средних высоко значимо. Таким образом, нулевая гипотеза о равенстве средних отвергается. 


Строго говоря, для корректного применения критерия Стьюдента необходимо два условия – нормальность распределения и равенство дисперсий двух выборок. Из приведенной таблицы (рис. 21), видно, что значения дисперсий различаются значимо 
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 . Однако, поскольку объемы двух выборок велики, а значение статистики Стьюдента высоко значимо, этими условиями можно пренебречь. При необходимости, нормальность распределений можно проверить, если на вкладке «Advanced» выбрать построение гистограмм (кнопка «Categorized histograms» (рис. 22).
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Рис. 22. Результаты сравнения средних доходов двух групп (Томск, Северск) по t-критерию Стьюдента

Для того, чтобы на гистограммах отображались значения статистик критериев на нормальность и соответствующих уровней значимости, следует выделить мышью столбцы гистограммы, правой кнопкой мыши открыть всплывающее окно, выбрать «Properties…», и в открывшемся окне «Histogram» нажать на кнопку «Statistics…» (рис. 23). В открывшемся окне можно заказать тесты Шапиро-Уилка и Колмогорова-Смирнова. По уровню значимости статистик Шапиро-Уилка, приведенным на рис. 22, делаем вывод, что распределение данных значимо отличается от нормального для обеих выборок. Но, как мы уже отмечали ранее, в данном случае этим можно пренебречь.


Представляет также интерес сравнение доверительных интервалов для средних двух групп на одном графике. Для этого на вкладке «Quiсk» или «Advanced» нажимаем на кнопку «Box & whisker plot» и в появившемся окне выбираем параметры для диаграммы типа «ящики-усы» вида «Mean/ SE/ 1,96∙SE», что будет соответствовать доверительным интервалам для среднего уровней 0,68 и 0,95. Получившаяся диаграмма, приведена на рис. 24. На диаграмме квадраты – средние значения, прямоугольники – стандартный размах (68% доверительный интервал), усы –  95% доверительный интервал. Для сравнения приведены аналогичные диаграммы для разброса самих выборочных значений. 
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Рис. 23. Выбор теста на нормальность в окне свойств гистограммы
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Рис. 24. Диаграммы размаха для значений доходов (слева) двух групп (Томск, Северск) и средних доходов двух групп (справа)
Проверка гипотезы «Средние доходы семей опрошенных пенсионеров проживающих в городе и сельской местности не различаются» осуществляется по той же схеме, отличие только в том, что предварительно мы должны создать новую группирующую переменную с различными кодами для городских и сельских респондентов. Это можно сделать и вручную и программно: выбираем новую переменную (назовем ее ГС) и дважды кликая на имени переменной в таблице значений, заходим в свойства переменной. В поле «Long name» записываем формулу, как показано на рис. 25.
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Рис. 25. Построение новой переменной с различными кодами для городских и сельских респондентов
В результате код «1» переменной  «ГС» будет соответствовать кодам «1», «2» и «4» переменной «НП», а код «2» переменной «ГС» будет соответствовать остальным кодам переменной «НП». Далее, переменную «ГС» выбираем в качестве группирующей и действуем также, как при проверке предыдущей гипотезы. Результаты тестирования приведены на рис. 26.
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Рис. 26. Результаты сравнения средних доходов двух групп (Город, Село) по t-критерию Стьюдента
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Рис. 27. Диаграммы размаха для значений доходов (слева) двух групп (Город, Село) и средних доходов двух групп (справа)
Как видим, и в данном случае различие средних двух групп значимо: наблюдаемый уровень значимости 
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. Заметим, что дисперсии двух групп различаются не значимо: 
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. На рис. 27, на диаграмме типа «ящики-усы», приведены соответствующие доверительные интервалы для выборочных и средних значений двух групп стандартного (68%) и 95% размаха. 
_1535273175.unknown

_1535551813.unknown

_1535788458.unknown

_1566925605.unknown

_1566925650.unknown

_1566925795.unknown

_1566925876.unknown

_1566926234.unknown

_1566926290.unknown

_1566925910.unknown

_1566925914.unknown

_1566925900.unknown

_1566925873.unknown

_1566925762.unknown

_1566925765.unknown

_1566925657.unknown

_1566925758.unknown

_1566925654.unknown

_1566925629.unknown

_1566925640.unknown

_1566925646.unknown

_1566925637.unknown

_1566925610.unknown

_1566925623.unknown

_1566925607.unknown

_1566925609.unknown

_1535788559.unknown

_1536154991.unknown

_1536154999.unknown

_1536155007.unknown

_1566925514.unknown

_1566925595.unknown

_1566925598.unknown

_1566925592.unknown

_1536155009.unknown

_1536155011.unknown

_1566925200.unknown

_1536155010.unknown

_1536155008.unknown

_1536155003.unknown

_1536155005.unknown

_1536155006.unknown

_1536155004.unknown

_1536155001.unknown

_1536155002.unknown

_1536155000.unknown

_1536154995.unknown

_1536154997.unknown

_1536154998.unknown

_1536154996.unknown

_1536154993.unknown

_1536154994.unknown

_1536154992.unknown

_1536154987.unknown

_1536154989.unknown

_1536154990.unknown

_1536154988.unknown

_1536154985.unknown

_1536154986.unknown

_1535788561.unknown

_1535788490.unknown

_1535788508.unknown

_1535788554.unknown

_1535788557.unknown

_1535788510.unknown

_1535788502.unknown

_1535788505.unknown

_1535788499.unknown

_1535788471.unknown

_1535788485.unknown

_1535788488.unknown

_1535788477.unknown

_1535788478.unknown

_1535788473.unknown

_1535788467.unknown

_1535788469.unknown

_1535788462.unknown

_1535551984.unknown

_1535552405.unknown

_1535552417.unknown

_1535552423.unknown

_1535552428.unknown

_1535552420.unknown

_1535552411.unknown

_1535552414.unknown

_1535552408.unknown

_1535552384.unknown

_1535552396.unknown

_1535552402.unknown

_1535552394.unknown

_1535552161.unknown

_1535552164.unknown

_1535551988.unknown

_1535551996.unknown

_1535551927.unknown

_1535551971.unknown

_1535551979.unknown

_1535551981.unknown

_1535551976.unknown

_1535551936.unknown

_1535551939.unknown

_1535551932.unknown

_1535551850.unknown

_1535551887.unknown

_1535551924.unknown

_1535551856.unknown

_1535551829.unknown

_1535551845.unknown

_1535551816.unknown

_1535273389.unknown

_1535273865.unknown

_1535274763.unknown

_1535551773.unknown

_1535551805.unknown

_1535551808.unknown

_1535551788.unknown

_1535551799.unknown

_1535274765.unknown

_1535274766.unknown

_1535274764.unknown

_1535273880.unknown

_1535274759.unknown

_1535274761.unknown

_1535274762.unknown

_1535274760.unknown

_1535274671.unknown

_1535274757.unknown

_1535274758.unknown

_1535274755.unknown

_1535274756.unknown

_1535274754.unknown

_1535274668.unknown

_1535273873.unknown

_1535273877.unknown

_1535273869.unknown

_1535273439.unknown

_1535273848.unknown

_1535273859.unknown

_1535273863.unknown

_1535273851.unknown

_1535273830.unknown

_1535273841.unknown

_1535273844.unknown

_1535273835.unknown

_1535273838.unknown

_1535273446.unknown

_1535273823.unknown

_1535273443.unknown

_1535273415.unknown

_1535273433.unknown

_1535273436.unknown

_1535273428.unknown

_1535273406.unknown

_1535273412.unknown

_1535273393.unknown

_1535273277.unknown

_1535273311.unknown

_1535273333.unknown

_1535273376.unknown

_1535273383.unknown

_1535273339.unknown

_1535273325.unknown

_1535273329.unknown

_1535273322.unknown

_1535273297.unknown

_1535273305.unknown

_1535273308.unknown

_1535273301.unknown

_1535273290.unknown

_1535273294.unknown

_1535273286.unknown

_1535273248.unknown

_1535273265.unknown

_1535273271.unknown

_1535273274.unknown

_1535273268.unknown

_1535273256.unknown

_1535273259.unknown

_1535273252.unknown

_1535273204.unknown

_1535273241.unknown

_1535273245.unknown

_1535273233.unknown

_1535273237.unknown

_1535273218.unknown

_1535273198.unknown

_1535273201.unknown

_1535273194.unknown

_1535272560.unknown

_1535272670.unknown

_1535272947.unknown

_1535272963.unknown

_1535273166.unknown

_1535273172.unknown

_1535273043.unknown

_1535272957.unknown

_1535272960.unknown

_1535272950.unknown

_1535272865.unknown

_1535272889.unknown

_1535272892.unknown

_1535272886.unknown

_1535272679.unknown

_1535272684.unknown

_1535272674.unknown

_1535272605.unknown

_1535272631.unknown

_1535272638.unknown

_1535272666.unknown

_1535272634.unknown

_1535272611.unknown

_1535272626.unknown

_1535272608.unknown

_1535272578.unknown

_1535272584.unknown

_1535272602.unknown

_1535272581.unknown

_1535272568.unknown

_1535272571.unknown

_1535272563.unknown

_1535272483.unknown

_1535272520.unknown

_1535272532.unknown

_1535272551.unknown

_1535272554.unknown

_1535272543.unknown

_1535272526.unknown

_1535272529.unknown

_1535272523.unknown

_1535272503.unknown

_1535272511.unknown

_1535272516.unknown

_1535272508.unknown

_1535272496.unknown

_1535272499.unknown

_1535272487.unknown

_1535272417.unknown

_1535272445.unknown

_1535272456.unknown

_1535272460.unknown

_1535272452.unknown

_1535272434.unknown

_1535272439.unknown

_1535272430.unknown

_1535272395.unknown

_1535272407.unknown

_1535272411.unknown

_1535272403.unknown

_1535272124.unknown

_1535272354.unknown

_1535272391.unknown

_1535272134.unknown

_1535272140.unknown

_1535272129.unknown

_1535272063.unknown

_1535272078.unknown

_1535271991.unknown

