
Блочные методы дифференцирования назад  
 

Формулы дифференцирования назад (ФДН) являются одними из наиболее популярных в 
классе неявных методов решения жестких обыкновенных дифференциальных уравнений. Запишем 
начальную задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения (ОДУ) первого порядка 
вида 

у'= f(х, у),           (1) 
с заданным начальным условием у(а) = y0, a≤ x≤b. 

 
Цель состоит в том, чтобы построить множество неявных методов ФДН в виде r-точечных 

блочных методов BDF с использованием ранее вычисленных значений решения и их производные, 
где r обозначает размер блока для получения значений решения в блоке в точках хn+1, ..., хn+i, ..., хn+r. 
В каждом случае применение r-точечного блочного метода одновременно вычисляются r новых 
значений численного решения: yn+1, ..., yn+i, ..., yn+r в точках хn+1, ..., хn+i, ..., хn+r. 

Если r обозначает размер блока, h размер шага, то размер блока во времени r∙h. Пусть m=0, 1, 
2, ... представляют номер блока, пусть n= m∙r, то k-блочный r-точечный метод можно записать в 
следующем общем виде: 

퐴( )푌 = ∑ 퐴( )푌 + ℎ ∑ 퐵( )퐹 ,      (2)  
где Ym=(yn+1, ..., yn+i,…, yn+r)T, Fm=(fn+1, ..., fn+i,…, fn+r)T, A(i) и B(i) являются матрицами коэффициентов  
размера r на r. 

 
Предположим, что точное решение у(х) локально представлена в диапазоне [x0, x0+6h] 

непрерывным решением Y(х) в виде 
푌(푥) = ∑ 푏 휑 (푥) ,         (3)  

где bj неизвестные коэффициенты, которые будут определены и φj(x) – полиномиальные базисные 
функций степени j= 0,1, ... , 6.  

Построим один блок 6-точечного блочного метода ФДН с φj(x) = xj путем наложения 
следующих коллокационных условий 

Y(xn+j) = yn+j, j = 0,1, ..., 5, and Y’(xn+6) = fn+6,        (4) 
где yn+j является приближением для точного решения y(xn+j),  fn+6=f(xn+6, yn+6), n – номер.  

Следует отметить, что уравнение (4) приводит к системе уравнений, которые должны быть 
решены для получения коэффициентов bj, j= 0,1, ..., 6, которые подставляются в (3) и после 
некоторых алгебраических вычислений 

푌(푥) = ∑ 훼 (푥)푦 + ℎ훽 (푥)푓 ,,       (5) 
где αj(х) и β6(х) являются непрерывными коэффициентами. Способ (5) затем используется для 
генерации 6-точечного блочного метода ФДН: 

푦 = − 푦 + 푦 − 푦 + 푦 − 푦 + 푦  + ℎ푓  ,  (6) 
в точке x=xn+6 с постоянной ошибкой C7 = -20/343. Остальные формулы блочного метода 
получаются с помощью вычисления первой производной выражения (5) в точках x=xn+j, j=1,2,…, 6. 

푌 (푥) = ∑ 훼 ′(푥)푦 + ℎ훽 ′(푥)푓 ) = 푓(푥 , 푦 .    (7) 
Окончательно имеем 

ℎ푓 + 푓 = − 푦 − 푦 + 푦 − 푦 + 푦 − 푦  , (8) 

ℎ푓 + 푓 = 푦 − 푦 − 푦 + 푦 − 푦 + 푦  , (9) 
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Порядок работы 

 
A. Построить блочные методы 

 
1. Записать матрицу c помощью цикла матрицу А в символьном виде 

 
2. Вычислить обратную матрицу B=A-1. 
3. Записать символьное выражение с помощью 
E = a(1)*y[n]+a(2)*y[n+1]+a(3)*y[n+2]+a(4)*y[n+3]+a(5)*y[n+4]+a(6)*y[n+5]+a(7)*y[n+6], 

где a(i) это i-ый столбец матрицы B, i= 1, 2, ..., 7. 
4. В матрице сделать E замену x[n]=k, результат сохранить в матрице Z. 
5. В матрице сделать Z замену x=x[n]+6h, результат сохранить в матрице F. 
6. В матрице сделать F замену k=x[n], результат сохранить в матрице G. 
7. Упростить матрицу G (привести подобные), результат сохранить в матрице H. 
8. Сделать присвоение y[n+6]:=H; % должна получиться формула (6) 
9. Вычислить производную матрицы Z по x, результат записать в матрицу FF. 
10. Для всех i начиная 6 до 1 с шагом 1 выполнить 
11. Сделать в матрице FF замену x = x[n]+i*h, результат записать в матрице AA. 
12. сделать в матрице AA замену k = x[n], результат записать в матрице ВВ. 
13. Упростить матрицу ВВ, результат записать в CC. 
14. Сделать присвоение f[n+i]:=CC; % должны получаться формулы (8)-(12). 
15. Конец цикла. 
 

Самостоятельно выполнить построение 4-точечного и 8-точечного блочных методов.  
Для проверки использовать системы: 



 

 
В. Выполнить проверку согласованности коэффициентов и вычислить порядок точности 
построенных методов. 
 
Для проверки согласованности коэффициентов 6-точечного метода использовать формулы: 
for q to 7 do  

c7 = 0  
for i to s do  
c7 = c7+i^q*a[i]  
end 

c7 = (c7-q*s^(q-1)*b[0])/factorial(q) 
disp(c7) 

end; 
В результате должно получиться 0, 0, 0, 0, 0, 0, - 20/343. В данной формуле a[i] и b[0] 

выбраны из (6). 
 

Самостоятельно выполнить проверку согласованности коэффициентов для формул (8)-(12). В 

результате должны получиться значения:  соответственно (приведены 
только последние значения).  
 
Самостоятельно выполнить проверку согласованности коэффициентов для 4-точечных и 8-

точесных блочных методов. В результате должны получиться значения:  и 
. 

 
 
 

 


