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Введение

В задачах анализа многомерных наблюдений типичными являются ситуации,
когда общее число признаков, регистрируемых на каждом из наблюдаемых
объектов, очень велико. В этом случае вполне естественным выглядит
стремление представить каждое из наблюдений в виде вектора 𝑍 с
существенно меньшим числом компонент.

Предполагается, что непосредственно наблюдаемые признаки (индикаторы)
являются функциями гораздо меньшего числа неявных (скрытых), но
объективно существующих признаков, называемых обычно факторами. Эта
фундаментальная идея является основой целого класса статистических
методов, называемых факторным анализом, к которому относят и метод
главных компонент.
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Основные определения

Постановка задачи

Формально задача перехода к новому набору признаков может быть описана
следующим образом. Пусть имеется 𝑝-мерная величина 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝) с
вектором средних значений 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑝) и ковариационной матрицей
Σ = (𝜎𝑖𝑗), где 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝 и 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑝. Определим на множестве признаков в
качестве класса допустимых преобразований всевозможные линейные
ортагональные нормированные комбинации, то есть будем полагать, что

𝑧𝑗 =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖𝑗(𝑥𝑖 − 𝑎𝑖), (1)

где
∑︀𝑝

𝑖=1 𝑙𝑖𝑗
2 = 1 и

∑︀𝑝
𝑖=1 𝑙𝑗𝑖𝑙𝑘𝑖 = 0 для 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑝 и 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑝, но 𝑘 ̸= 𝑝. При

этом потребуем, чтобы эти преобразования удовлетворяли условиям
монотонности дисперсии 𝐷(𝑧1) > 𝐷(𝑧2) > ... > 𝐷(𝑧𝑝). Полученные таким
образом переменные 𝑧1(𝑋), 𝑧2(𝑋), ..., 𝑧𝑝(𝑋) и называются главными
компонентами.
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Основные определения

Определения главных компонент

Первой главной компонентой 𝑧1(𝑋) системы признаков 𝑋 называется такая
нормированно-центрированная линейная комбинация этих показателей,
которая среди всех прочих линейных комбинаций такого рода обладает
наибольшей дисперсией.

k-ой главной компонентой 𝑧𝑘(𝑋) системы 𝑋 при 𝑘 = 2, 3, ..., 𝑝 называется
такая линейная комбинация этих показателей, которая не коррелированна с
предыдущими (𝑘 − 1) главными компонентами и среди всех прочих
некоррелированных с предыдущими (𝑘 − 1) главными компонентами линейных
комбинаций переменных 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝 обладает наибольшей дисперсией.
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Основные определения

Определения главных компонент

Замечание: так как все главные компоненты ранжированы по величине, то
это позволяет отбросить часть компонент, созранив для анализа только те
𝑧1(𝑋), 𝑧2(𝑋), ..., 𝑧𝑚(𝑋), где 𝑚 6 𝑝, которые воспроизводят большую часть
дисперсии:

𝑝∑︁
𝑖=1

𝐷(𝑥𝑖) ≈
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐷(𝑧𝑗). (2)
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Основные определения

Вычисление главных компонент

Покажем, что для того, чтобы величина 𝐷(𝑧1) достигала максимума при
условии

∑︀𝑝
𝑖=1 𝑙1𝑖

2 = 1, необходимо, чтобы вектор 𝑙1 был собственным вектором,
соответствующим максимальному собственному значению ковариационной
матрицы Σ = (𝜎𝑖𝑗). Пусть дана матрица исходных стандартизированных
данных

X=

⎛⎜⎜⎝
𝑥11 𝑥12 . . . 𝑥1𝑝
𝑥21 𝑥22 . . . 𝑥2𝑝
. . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 . . . 𝑥𝑛𝑝

⎞⎟⎟⎠
Тогда произведение 𝑅 = 𝑋𝑇𝑋 будет соответствовать корреляционной матрице.
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Основные определения

Вычисление главных компонент

Предположим, что матрица 𝐿 = (𝑙𝑖𝑗), где 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝 и 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑝,
позволяющая вычислить координаты объектов в пространстве компонент,
известна. Тогда можно определить матрицу 𝑍.

𝑍 = 𝑋𝐿 =

⎛⎜⎜⎝
𝑧11 𝑧12 ... 𝑧1𝑝
𝑧21 𝑧22 ... 𝑧2𝑝
... ... ... ...
𝑧𝑛1 𝑧𝑛2 ... 𝑧𝑛𝑝

⎞⎟⎟⎠ (3)

По определению первой главной компоненты вектор 𝑧1 = (𝑧11, 𝑧21, ..., 𝑧𝑛1)
⊤

должен иметь максимальную дисперсию. В результате получаем задачу
условной оптимизации:

𝐷(𝑧1) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑧𝑗1
2 −→ max при

𝑝∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖1
2 = 1, (4)
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Основные определения

Вычисление главных компонент

Для решения задачи условной оптимизации (4) составим функцию Лагранжа

𝜙(𝑙1, 𝜆1) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑙𝑗1𝑥𝑘1)
2 − 𝜆1(

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑙𝑗1
2). (5)

Продифференцируем (5) по компонентам 𝑙1 и приравняем полученные
выражения к нулю:

𝜕𝜙

𝜕𝑙𝑗1
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

(

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑙𝑘1𝑥𝑗𝑘)𝑥𝑗1 − 𝜆1𝑙𝑘1 = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑝. (6)

Изменяя порядок суммирования в (6) и внося постоянный множитель 1
𝑛 под

знак суммы, получим
𝑝∑︁

𝑘=1

((
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗𝑙𝑥𝑗𝑘)𝑙𝑘1 − 𝜆1𝑙𝑘1)) = 0. (7)
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Основные определения

Вычисление главных компонент

Для стандартизированных данных 𝑋 внутреннюю сумму можно обозначить
как 𝑟𝑚𝑘 = 1

𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗𝑚𝑧𝑗𝑘. Тогда уравнение (7) примет вид

𝑝∑︁
𝑘=1

(𝑟𝑚𝑘𝑙𝑘1 − 𝜆1𝑙𝑘1) = 0, 𝑚 = 1, 2, ..., 𝑝. (8)

В матричной форме уравнение (8) представляет собой характеристическое
уравнение для корреляционной матрицы 𝑅.

𝑅𝑙1 − 𝜆1𝑙1 = 0 (9)

Из характеристического уравнения (9) следует, что вектор 𝑙1 является
собственным вектором матрицы 𝑅, а множитель 𝜆1 – соответствующим
собственным значением.
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Основные определения

Вычисление главных компонент

С учетом (3) дисперсия 𝐷(𝑍) = 𝑍𝑇𝑍 = (𝑋𝐿)𝑇𝑋𝐿 = 𝐿𝑇𝑋𝑇𝑋𝐿 = 𝐿𝑇𝑅𝐿. Для
первой главной компоненты будем иметь 𝐷(𝑧1) = 𝑙𝑇1 𝑅𝑙1. Умножив уравнение
(9) слева на 𝑙𝑇1 и принимая во внимание условие нормировки (4), получим

𝑙𝑇1 𝑅𝑙1 = 𝑙𝑇1 𝑙1𝜆1 = 𝜆1𝐷(𝑧1) (10)

Таким образом, для выполнения условий (4) для первой главной компоненты
𝑧1, необходимо взять максимальное собственное значение матрицы 𝑅 и
соответствующий собственный вектор. Аналогичным образом находятся
остальные главные компоненты.
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Лабораторная работа 7

Постановка заданий

1. Используя выборочные данные по ирисам Фишера 𝑖𝑟𝑖𝑠(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) для
𝑖 = 1, 2, ..., 150 выбрать главные компоненты 𝑧1 и 𝑧2, обеспечивающие
оптимальную визуализацию данных. Сохранить скрипт в файлe (*.r).

2. Установите пакет VIM, загрузите экспериментальный набор данных sleep.
Примените критерий Кайзера-Гуттмана для оценки необходимого числа
главных компонент. Выполните построение линейной модели регрессии на
главные компоненты. Вычислите значение AIC критерия для полученной
модели. Сохранить скрипт в файлe (*.r). Сохраните экспериментальные
данные sleep в файлe (*.csv).

3. Построить ординационную диаграмму методом главных компонент.
Сохранить скрипт в файлe (*.r).
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Лабораторная работа 7

Скрипт на R [Буховец and Москалев, 2015]

Алгоритм 1 Выбор главных компонент, обеспечивающих оптимальную визуа-
лизацию данных

Вход: 𝑖𝑟𝑖𝑠 – выборочные данные
1: data(iris)
2: iris[c(1:2,75:76,149:150),]
3: pairs(x <- iris[-5], pch = dots <- as.numeric(iris[,5]))
4: summary(pca <- prcomp(x, center = TRUE, scale = TRUE))
Выход: распределение средних квадратичных отклонений и относительные доли дисперсии по выде-

ленным главным компонентам.
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Лабораторная работа 7

Результат

Рисунок 1 – Результат выполнения алгоритма №1. Описательная часть
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Лабораторная работа 7

Результат

Рисунок 2 – Результат выполнения алгоритма №1. Графическая часть
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Лабораторная работа 7

Скрипт на R [Мастицкий and Шитиков, 2014]

Алгоритм 2 Применение критерия Кайзера-Гуттамана, построение линейной
модели регрессии на главные компоненты и вычисление значения AIC критерия

Вход: 𝑠𝑙𝑒𝑒𝑝 – экспериментальный набор данных
1: load(file="sleep_imp.Rdata")
2: sleep_imp <- as.data.frame(scale(sleep_imp3))
3: sleep.pca <- princomp(∼BodyWgt + BrainWgt + Span + Gest + Pred + Exp + Danger,

data=sleep_imp)
4: summary(sleep.pca)
5: ev <- sleep.pca$sdev #Оценка необходимого числа главных компонент
6: ev[ev > mean(ev)] # Критерий Кайзера-Гуттмана
7: T <- predict(sleep.pca)[,1:3]
8: sleep_PCA <- as.data.frame(cbind(Sleep = sleep_imp3[,5],T))
9: M.PCA <- lm(Sleep∼., data=sleep_PCA)
10: summary(M.PCA)
11: AIC(M.PCA)
Выход: распределение средних квадратичных отклонений и относительные доли дисперсии по выде-

ленным главным компонентам; коэффициенты линейной модели на главные компоненты; значение
критерия AIC
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Лабораторная работа 7

Результат

Рисунок 3 – Результат выполнения алгоритма №2
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Лабораторная работа 7

Результат

Рисунок 4 – Результат выполнения алгоритма №2
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Лабораторная работа 7

Скрипт на R [Шитиков and Мастицкий, 2017]

Рисунок 5 – Пример построения ординационной диаграммы методом главных
компонент
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Лабораторная работа 7

Результат

Рисунок 6 – Результат выполнения алгоритма №3

Семёнов М.Е. Томcкий политехнический университет 26 мая 2020 г. 20 / 21



Список использованных источников

Буховец, and Москалев, (2015).
Алгоритмы вычислительной статистки в системе R.

Мастицкий, and Шитиков, (2014).
Статистический анализ и визуализация данных с помощью R.

Шитиков, and Мастицкий, (2017).
Классификация, регрессия и другие алгоритмы Data Mining с
использованием R.

Семёнов М.Е. Томcкий политехнический университет 26 мая 2020 г. 21 / 21


	Введение
	Основные определения
	Постановка задачи
	Определения главных компонент
	Вычисление главных компонент

	Лабораторная работа 7
	Список использованных источников

