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ВВЕДЕНИЕ

Вся история развития человеческого общества связана с необходимостью измерения тех или иных физических величин: массы, времени, размеров, расстояний – и сопровождается созданием и совершенствованием методов измерений и приборов. Человек сталкивается с необходимостью измерений в обыденной повседневной жизни, но особое значение они имеют в производственных условиях и при проведении научных исследований.

Практически любое исследование или эксперимент представляют собой измерение тех или иных физических величин. Д. И. Менделеев писал: «Наука начинается с тех пор, когда начинают измерять».


С развитием технического прогресса повышаются требования к точности и достоверности результатов измерения регистрируемых параметров, а также к глубине изучения взаимодействия составных частей исследуемого объекта. Возникает необходимость изучения объектов, процессы, функционирования которых носят сложный характер и подвержены влиянию внешней среды.


Все большее применение в науке и промышленности имеют автоматизированные системы управления научным экспериментом и технологическими процессами, которые обеспечивают бесперебойную работу управляемых объектов. Для гибкого управления такими системами необходимо в каждый момент времени иметь сведения о состоянии объекта управления. Эту задачу выполняют многочисленные датчики, от совершенства которых зависит достоверность получаемой информации.

В настоящее время измерительная техника позволяет контролировать около двухсот различных физических величин – механических, тепловых, электрических, магнитных, акустических и т.д. Большая часть этих величин в процессе измерения преобразуется в электрический сигнал, который является наиболее удобным для точного измерения, передачи, в том числе на большие расстояния, усиления и математической обработки.

Большинство ученых, независимо от их специальности, объединяет то, что все они проводят экспериментальные исследования. Инженеры сравнивают различные технологии производства изделий, физики исследуют явления в природе, медики проверяют новые лекарственные препараты. Все они проводят эксперименты, методы проведения которых имеют много общего. И при этом всех их интересует точность измеряемых параметров, возможность контролировать протекание эксперимента и исключить влияние внешнего воздействия.


Исследователи стремятся уменьшить число измеряемых переменных, поскольку это упрощает работу и снижает вероятность появления ошибок. В конце эксперимента исследователи должны проанализировать полученные результаты и дать им объяснение.

Измерения являются основой любого научного эксперимента. От работоспособности и точности измерений прибора или преобразователя, квалификации и аккуратности исследователя во многом зависит успех исследования. Считается, что проведение эксперимента является «искусством, которому можно научиться, но которому нельзя научить». Некоторые исследователи, имея весьма ограниченные сведения, способны выявить новые важные закономерности, другие же не могут заметить очевидные факты и при избытке информации.

Каждый исследователь должен уметь:
· Исключать или принимать во внимание воздействие внешней среды;

· Планировать проведение экспериментов;

· Обнаруживать и оценивать ошибки измерений;

· Многократно проверять полученные данные;

· Представлять результаты эксперимента в наглядном и упорядоченном виде;

· Проанализировать полученные результаты и дать им объяснение.

1. ИЗМЕРЕНИЕ

Давайте дадим определение понятия «измерение». Хотя интуитивно этот термин представляется понятным, точно определить его трудно. Дискуссия, проведенная во второй половине прошлого века на страницах журнала «Измерительная техника», не привела к решению этого вопроса. Наиболее полно смысл этого понятия раскрывает следующее определение:
Измерение это операция (или процесс), посредством которой определяется отношение одной (измеряемой) величины к другой однородной величине (принимаемой за единицу); число, выражающее такое отношение, называется численным значением измеряемой величины.

          Измерение — одна из древнейших операций, применявшаяся человеком в практической деятельности (при распределении земельных участков, в строительном деле, при ирригационных работах и т. д.); современная хозяйственно-экономическая и общественная жизнь немыслима без измерений. 
     Законченное измерение включает следующие элементы:
· объект измерения, свойство или состояние которого характеризует измеряемая величина;
· единицу измерения;
· технические средства измерения, проградуированные в выбранных единицах; 
· метод измерения;
· наблюдателя или регистрирующее устройство, воспринимающее результат измерения; 
· окончательный результат измерения.
 
Простейшим и исторически первым известным видом измерений является прямое измерение, при котором результат получается непосредственно из измерения самой величины (например, измерение длины проградуированной линейкой, измерение массы тела при помощи гирь и т. д.). Однако прямые измерения не всегда возможны. В этих случаях прибегают к косвенным измерениям, основанным на известной зависимости между искомой величиной и непосредственно измеряемыми величинами.
Классификация измерений


По физическому смыслу измерения делятся на прямые и косвенные. Однако, если иметь в виду различия в методах обработки экспериментальных данных, то целесообразно различать четыре категории измерений:
· прямые; 
· совокупные (обобщение прямых измерений);

· косвенные;

· совместные (обобщение косвенных измерений).

Совокупные и совместные измерения по способам нахождения искомых величин очень близки: и в том, и в другом случае они находятся путем решения системы уравнений, коэффициенты в которых и отдельные члены получены в результате измерений (обычно прямых). Основное отличие состоит в том, что при совокупных измерениях одновременно измеряют несколько одноименных величин, а при совместных - разноименных.
Международная система единиц

При измерениях очень важно знать единицы физических величин. Развитие техники и науки, общение между народами, международная торговля побудили многие страны применять одни и те же единицы физических величин. В настоящее время для этой цели разработана Международная система единиц, и большинство стран мира уже применяют эту систему. В нашей стране она введена в законодательном порядке.
 Международная система единиц (Systeme International d ‘Unitées), система единиц физических величин, принятая 11-й Генеральной конференцией по мерам и весам (1960). Сокращённое обозначение системы — SI (в русской транскрипции — СИ). Международная система единиц разработана с целью замены сложной совокупности систем единиц и отдельных внесистемных единиц, сложившейся на основе метрической системы мер, и упрощения пользования единицами. Достоинствами Международной системы единиц являются её универсальность (охватывает все отрасли науки и техники) и когерентность, то есть согласованность производных единиц, которые образуются по уравнениям, не содержащим коэффициент пропорциональности. Благодаря этому при расчётах, если выражать значения всех величин в единицах Международной системы единиц, в формулы не требуется вводить коэффициенты, зависящие от выбора единиц.

  В таблице приведены наименования и обозначения (международные и русские) основных, дополнительных и некоторых производных единиц Международной системы единиц.  Русские обозначения даны в соответствии с действующими ГОСТами. 
Таблица 1.1
Основные и производные единицы Международной системы единиц
	Величина
	Наименование единиц
	Обозначение

	
	
	международное
	российское

	Основные единицы

	Длина
	метр
	m
	м

	Масса
	килограмм
	kg
	кг

	Время
	секунда
	s
	с

	Сила электрического тока
	ампер
	A
	А

	Термодинамическая температура
	кельвин
	K
	К

	Сила света
	кандела
	cd
	кд

	Количество вещества
	моль
	mol
	моль

	Дополнительные единицы

	Плоский угол
	радиан
	rad
	рад

	Телесный угол
	стерадиан
	sr
	ср

	Производные единицы

	Площадь
	квадратный метр
	m2
	м2

	Объём, вместимость
	кубический метр
	m3
	м3

	Частота
	герц
	Hz
	Гц

	Скорость
	метр в секунду
	m/s
	м/с

	Ускорение
	метр на секунду в квадрате
	m/s2
	м/с2

	Угловая скорость
	радиан в секунду
	rad/s
	рад/с

	Угловое ускорение
	радиан на секунду в квадрате
	rad/s2
	рад/сек2

	Плотность
	килограмм на кубический метр
	kg/m3
	кг/м3

	Сила
	ньютон
	N
	Н

	Давление, механическое напряжение
	паскаль
	Pa
	Па (Н/м2)

	Кинематическая вязкость
	квадратный метр на секунду
	m2/s
	м2/c

	Динамическая вязкость
	паскаль-секунда
	Pa·s
	Па·с

	Работа, энергия, количество теплоты
	джоуль
	J
	Дж

	Мощность
	ватт
	W
	Вт

	Количество электричества
	кулон
	C
	Кл

	Электрическое напряжение, электродвижущая сила
	вольт
	V
	В

	Напряжённость электрического поля
	вольт на метр
	V/m
	В/м

	Электрическое сопротивление
	ом
	W
	Ом

	Электрическая проводимость
	сименс
	S
	См

	Электрическая ёмкость
	фарада
	F
	Ф

	Магнитный поток
	вебер
	Wb
	Вб

	Индуктивность
	генри
	H
	Гн

	Магнитная индукция
	тесла
	T
	Т

	Напряжённость магнитного поля
	ампер на метр
	A/m
	А/м

	Магнитодвижущая сила
	ампер
	A
	А

	Энтропия
	джоуль на кельвин
	J/K
	Дж/К

	Теплоёмкость удельная
	джоуль на килограмм-кельвин
	J/(kg·K)
	Дж/(кг·К)

	Теплопроводность
	ватт на метр- кельвин
	W/(m·K)
	Вт/(м·К)

	Интенсивность излучения
	ватт на стерадиан
	W/sr
	Вт/ср

	Волновое число
	единица на метр
	m–1
	м–1

	Световой поток
	люмен
	lm
	лм

	Яркость
	кандела на квдратный метр
	cd/m2
	кд/м2

	Освещённость
	люкс
	lx
	лк


 

  Первые три основные единицы (метр, килограмм, секунда) позволяют образовывать когерентные производные единицы для всех величин, имеющих механическую природу, остальные добавлены для образования производных единиц величин, не сводимых к механическим: ампер — для электрических и магнитных величин, кельвин — для тепловых, кандела — для световых и моль — для величин в области физической химии и молекулярной физики. Дополнительные единицы радиан и стерадиан служат для образования производных единиц величин, зависящих от плоского или телесного углов. Для образования наименований десятичных кратных и дольных единиц служат специальные приставки СИ: деци (для образования единиц, равных 10-1 по отношению к исходной), санти (10-2), милли (10-3), микро (10-6), нано (10-9), пико (10-12), фемто (10-15), атто (10-18), дека (101), гекто (102), кило (103), мега (106), гига (109), тера (1012).
Эталоны единиц физических величин


Современные эталоны единиц физических величин создаются на основе последних достижений науки и техники и представляют собой весьма сложные устройства. Перечень эталонов не повторяет перечня принятых единиц. Для большинства единиц эталоны не создаются. Эталон не создается в том случае, когда нет возможности непосредственно сравнивать соответствующие физические величины (например – эталон площади). Не создаются эталоны и тогда, когда единица физических величин воспроизводится с достаточной точностью на основе сравнительно простых средств измерений других физических величин.

Эталоны строятся на основе значений фундаментальных физических постоянных и соответствующих технических средств воспроизводства и измерения этих значений. Например, эталон метра в современных условиях определяется так: 

Метр равен длине отрезка, которую свет проходит в вакууме за 1/299792458 долю секунды. 


Скорость света выбрана для определения метра потому, что она является одной из фундаментальных постоянных природы и измерена с высокой точностью для современных условий с = 299 792 458 м/с.
 
Особое место среди основных физических величин занимает масса. До сих пор пока не удается достаточно точно выразить величину эталонной массы через фундаментальные постоянные. Еще даже непонятно, как это можно сделать. Поэтому массу определяют путем сравнения с эталоном, который хранится в Международном бюро мер и весов в Севре, близ Парижа. Этот эталон представляет собой цилиндр из сплава 90% платины и 10% иридия, высота и диаметр которого равны 39 мм.

Единицей массы служит килограмм. Он равен массе международного эталона килограмма.

Единица времени секунда в настоящее время определяется следующим образом:


Секунда равна 9 192 631 770 периодам излучения, соответствующего перехода между двумя уровнями сверхтонкой структуры основного состояния атома 
[image: image1.wmf].
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Очевидно, что в будущем появятся генераторы частоты, которые будут более точными, чем «атомные часы» на изотопе цезия. Тогда потребуется новое определение единицы времени.

Взаимосвязь между электродинамикой и механикой позволила определить единицу силы тока:


Ампер равен силе постоянного электрического тока, который, протекая по двум параллельным прямолинейным бесконечно длинным проводникам с пренебрежимо малым круговым сечением, находящимся в вакууме на расстоянии 1 м друг от друга, вызывает на участке проводника длиной 1 м силу взаимодействия между ними 2·10-7 Н.

Основной термодинамической величиной является термодинамическая температура. Она измеряется в кельвинах. Поскольку для температуры существует значение абсолютного нуля, то для определения этой величины необходимо зафиксировать еще одну точку. В качестве нее выбрана тройная точка воды.


Кельвин, единица термодинамической температуры, равен 1/273,16 части термодинамической температуры тройной точки воды.

В действительности эталоны не используются для измерений – это немыслимо и нецелесообразно, а служат только для воспроизведения единиц соответствующих величин и передачи их размера другим средствам измерений.

Другие средства в зависимости от назначения и использования делятся на рабочие и образцовые средства измерений. Рабочие средства измерений – это те измерительные приборы, меры, измерительные преобразователи, измерительные установки и измерительные системы, с помощью которых выполняются бесчисленные измерения в технике, в сельском хозяйстве, при научных исследованиях, в быту – во всех сферах деятельности людей. Образцовые средства измерений находятся в ведении метрологических служб и для практических измерений, как правило, не применяются, они служат только для передачи размеров единиц от эталонов рабочим средствам измерений и для обеспечения контроля, ревизии и экспертизы средств измерений. Обеспечение единства измерений в стране возлагается на метрологическую службу, хранящую национальные эталоны единиц и производящую поверку применяемых средств измерений. 
Измерение следует отличать от других приёмов количественной характеристики величин, применяемых в тех случаях, когда нет однозначного соответствия между величиной и её количественным выражением в определённых единицах. Так, визуальное определение скорости ветра по шкале Бофорта  или твёрдости минералов по шкале Мооса  следует считать не измерением, а оценкой. 
Оценка в метрологии, приближённое значение величины или параметра, найденное по экспериментальным данным.
Шкала Бофорта, условная шкала для визуальной оценки силы (скорости) ветра в баллах по его действию на наземные предметы или по волнению на море. Была разработана английским адмиралом Ф. Бофортом в 1806 и сначала применялась только им самим. В 1874 Постоянный комитет Первого метеорологического конгресса принял шкалу Бофорта для использования в международной синоптической практике. В последующие годы шкала Бофорта менялась и уточнялась. В 1963 Всемирный метеорологической организацией была принята шкала Бофорта. Приведённая в таблице шкала Бофорта широко используется в морской навигации.
  
Таблица 1.2

Сила ветра у земной поверхности по шкале Бофорта (на стандартной высоте 10 м над открытой ровной поверхностью)
	Баллы Бофорта
	Словесное определение силы ветра
	Скорость ветра, м/с
	Действие ветра

	
	
	
	на суше
	на море

	0
	Штиль
	0-0,2
	Штиль. Дым поднимается вертикально
	Зеркально гладкое море

	1
	Тихий
	0,3-1,5
	Направление ветра заметно по относу дыма, но не по флюгеру
	Рябь, пены на гребнях нет

	2
	Лёгкий
	1,6-3,3
	Движение ветра ощущается лицом, шелестят листья, приводится в движение флюгер
	Короткие волны, гребни не опрокидываются и кажутся стекловидными

	3
	Слабый
	3,4-5,4
	Листья и тонкие ветви деревьев всё время колышутся, ветер развевает верхние флаги
	Короткие, хорошо выраженные волны. Гребни, опрокидываясь, образуют стекловидную пену, изредка образуются маленькие белые барашки

	4
	Умеренный
	5,5-7,9
	Ветер поднимает пыль и бумажки, приводит в движение тонкие ветви деревьев
	Волны удлинённые, белые барашки видны во многих местах

	5
	Свежий
	8,0-10,7
	Качаются тонкие стволы деревьев, на воде появляются волны с гребнями
	Хорошо развитые в длину, но не очень крупные волны, повсюду видны белые барашки (в отдельных случаях образуются брызги)

	6
	Сильный
	10,8-13,8
	Качаются толстые сучья деревьев, гудят телеграфные провода
	Начинают образовываться крупные волны. Белые пенистые гребни занимают значительные площади (вероятны брызги)

	7
	Крепкий
	13,9-17,1
	Качаются стволы деревьев, идти против ветра трудно
	Волны громоздятся, гребни срываются, пена ложится полосами по ветру

	8
	Очень крепкий
	17,2-20,7
	Ветер ломает сучья деревьев, идти против ветра очень трудно
	Умеренно высокие длинные волны. По краям гребней начинают взлетать брызги. Полосы пены ложатся рядами по направлению ветра

	9
	Шторм
	20,8-24,4
	Небольшие повреждения; ветер срывает дымовые колпаки и черепицу
	Высокие волны. Пена широкими плотными полосами ложится по ветру. Гребни волн начинают опрокидываться и рассыпаться в брызги, которые ухудшают видимость

	10
	Сильный шторм
	24,5-28,4
	Значительные разрушения строений, деревья вырываются с корнем. На суше бывает редко
	Очень высокие волны с длинными загибающимися вниз гребнями. Образующаяся пена выдувается ветром большими хлопьями в виде густых белых полос. Поверхность моря белая от пены. Сильный грохот волн подобен ударам. Видимость плохая

	11
	Жестокий шторм
	28,5-32,6
	Большие разрушения на значительном пространстве. На суше наблюдается очень редко
	Исключительно высокие волны. Суда небольшого и среднего размера временами скрываются из вида. Море всё покрыто длинными белыми хлопьями пены, располагающимися по ветру. Края волн повсюду сдуваются в пену. Видимость плохая

	12
	Ураган
	32,7 и более
	 
	Воздух наполнен пеной и брызгами. Море всё покрыто полосами пены. Очень плохая видимость


2. Погрешности измерений физических величин
При измерении любой физической величины возникают погрешности (ошибки) измерений.
Погрешностью измерения называется отклонение результата измерения от истинного значения измеряемой величины.

В приведенном определении погрешности измерения использованы понятия «результат измерения» и «истинное значение измеряемой величины». Под результатом измерения понимается оценка измеряемой физической величины в виде некоторого числа принятых для нее единиц, полученная путем измерения. Истинное значение измеряемой величины – значение физической величины, которое идеальным образом отражало бы в качественном и количественном отношении соответствующее свойство объекта. 

Для истинного значения формулируются постулаты:
· Истинное значение измеряемой величины существует.

· Истинное значение измеряемой величины отыскать невозможно.

· Истинное значение измеряемой величины постоянно.

По форме выражения погрешностей измерений различают погрешности абсолютные и относительные.  Абсолютная погрешность измерений – это погрешность, выраженная в единицах измеряемой величины. Так, если х0 – истинное значение измеряемой величины, хi – результат измерения, Δхi – абсолютная погрешность измерения, то
Δхi = х0 – хi.                                               (2.1)       
Относительная погрешность измерения – это погрешность, выраженная в долях истинного значения измеряемой величины:
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Чаще всего на практике относительные погрешности выражают в процентах:
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Из вышесказанного следует, что абсолютная погрешность измеряется теми же единицами, что и измеряемая величина. Поэтому нельзя сравнивать абсолютные погрешности измерения разнородных величин, имеющих разную размерность. Для сравнения погрешностей разнородных величин используют относительную погрешность.
Измерение тем более точно, чем меньше его погрешность. Однако абсолютные погрешности в общем случае зависят от значения измеряемой величины и поэтому не годятся для количественной характеристики точности измерений. Этого недостатка не имеют относительные погрешности. Поэтому -
Точностью измерений называют число обратное значению относительной погрешности.   
Так, например, если относительная погрешность измерения составляет 2% = 2·10-2, то точность этого измерения будет равна 50.

Для нахождения погрешности измерения соотношение (2.1) нельзя использовать по той простой причине, что истинное значение измеряемой величины всегда неизвестно (второй постулат); если же его можно считать известным, то измерение не нужно. 

Поэтому погрешности измерений приходится оценивать с использованием косвенных данных.
Классификация погрешностей измерений

Обязательными компонентами всякого измерения являются метод измерения и средства измерения; очень часто измерения выполняются с участием человека. Несовершенство каждого компонента измерения вносит вклад в погрешность измерения. Поэтому в общем виде

Δх = Δхм + Δхи + Δхл ,                                         (2.4)  

где Δхм – погрешность методическая; Δхи – погрешность инструментальная;  Δхл – погрешность личная.

Каждая из составляющих погрешности измерения в свою очередь может вызываться рядом причин. Так, методические погрешности могут возникать вследствие недостаточной разработанности теории тех явлений, которые положены в основу измерения, и неточности тех соотношений, которые используются для нахождения оценки измеряемой величины.

Инструментальные погрешности измерения – погрешности из-за несовершенства средств измерений. Обычно различают основную погрешность средств измерений – погрешность в условиях принятых за нормальные (давление, температура, влажность и т.д., которые указываются в паспорте прибора), и дополнительные погрешности, обусловленные отклонением влияющих величин от их нормальных значений или старением средств измерений.

Личные погрешности. Обычно измерения выполняются людьми. Человек отсчитывает показания приборов, фиксирует момент исчезновения нити накаливания на экране оптического пирометра и т.д. Индивидуальные особенности лица, выполняющего измерения, обуславливают появление индивидуальных, свойственных данному лицу погрешностей.


Приведенная классификация погрешностей измерений – классификация по причинам возникновения погрешностей. Для Вас это будет важно, если будете профессионально заниматься научной работой (например, при планировании эксперимента) или будете работать в метрологических учреждениях.

При выполнении лабораторного практикума, т.е. при проведении эксперимента для Вас будет важна другая классификация – это классификация погрешностей измерений по их свойствам. В этом отношении различают погрешности систематические, случайные и грубые.

Систематические и случайные (статистические) погрешности подчиняются абсолютно разным закономерностям, поэтому различаются и «способы борьбы» с этими погрешностями.

Систематической погрешностью измерения называется составляющая погрешности измерения, которая остается постоянной или закономерно изменяется при повторных измерениях одной и той же величины.


Величина и знак систематической погрешности одинаковы во всех повторных измерениях, выполненных в тех же условиях, посредством одних и тех же средств измерения (приборов) и тем же экспериментатором (или закономерно изменяются). Причинами систематических погрешностей могут являться: недостатки выбранного метода измерений, неточности изготовления прибора и т.п. Так как эти причины в большинстве случаев известны, то систематические погрешности можно в принципе устранить путем введения поправки. 

Однако существуют такие виды погрешностей, которые невозможно устранить и на которые нельзя ввести поправку. Эти погрешности, определяемые точностью измерительного прибора, называют приборными (инструментальными). Они частично относятся к статистическим, и частично к случайным погрешностям. Любой прибор обладает определенной погрешностью, обусловленной свойствами конкретного физического явления, а также допусками при изготовлении его деталей. Об оценке приборной погрешности мы будем говорить позже. 

Случайной погрешностью измерения называется составляющая погрешности измерения, величину и знак которой заранее предсказать невозможно, т.е. меняется случайным образом от измерения к измерению.

Случайные погрешности тоже имеют вполне определенные причины, обычно довольно многочисленные, определяемые как свойствами исследуемого объекта, так и неконтролируемым воздействием факторов внешней среды. Взаимодействие этих причин приводит к такому разбросу измеряемых значений, который зависит уже только от случая. Предсказать величину случайной ошибки для одного измерения в принципе невозможно. Поэтому приходится повторять измерения до определенного разумного предела, а полученную совокупность данных обрабатывать с помощью методов теории вероятностей и математической статистики. Обе математические дисциплины образуют основу так называемой теории погрешностей.

К погрешностям третьего типа относят так называемые грубые погрешности или промахи, которые могут быть вызваны ошибками экспериментатора или отказами измерительного оборудования. Эти погрешности в принципе легко заметить, а дефектные измерения исключить.
 И последнее, но принципиальное замечание в этом разделе: 

Невозможно провести измерения с любой точностью (нулевой погрешностью). Существуют естественно – физические пределы точности измерений.

Это связано со следующими ограничениями:
 а) квантовомеханическим принципом неопределенностей;

 б) случайными флуктуациями измерительных устройств, называемых шумами.


Причины случайных флуктуаций:

· Броуновское движение.

· Шумы сопротивлений (тепловые шумы Джонсона). Всякое электрическое сопротивление R представляет источник случайных ЭДС, которые возникают в результате теплового движения электронов проводимости. Чтобы исключить случайные ЭДС, возникающие в металле, его нужно охладить до Т = 0, что невозможно.
· Шумы, обусловленные дискретностью вещества. Эти шумы связаны с тем, что, например, ток переносится отдельными электронами, или дырками (полупроводники).

· Помехи. Помехи могут возникать при скоплении статического электричества, при появлении паразитных колебаний напряжения в сети, внешним электромагнитным излучением и т.д.

3. Теория погрешностей

Теория погрешностей справедлива только для случайных погрешностей. 
Для оценки случайной погрешности физической величины Х необходимо проводить многократные измерения. 
Мы начнем с наиболее простого случая, когда физическая величина Х измеряется n раз. Это означает, что процедуру измерения X надо проделать не менее n раз, причём обязательно в одних и тех же условиях.
 Если бы никакие случайные факторы не влияли на результаты измерений, то, сколько бы раз не повторялась процедура измерения X, все результаты были бы совершенно идентичными. 
Наличие случайных факторов приводит к тому, что серия (или выборка) из n измерений даёт n (объем выборки)  разных значений величины X: (x, x, ..., хi, …,  xn). То, насколько велик разброс в этих n числах, и определяет случайную погрешность. 
Частотное распределение измеренных значений можно представить с помощью диаграммы, которую называют гистограммой. Для этого область измеренных значений величины Х разбивают на некоторое количество интервалов (классов) одинаковой ширины Δх и определяют количество измерений ni, попавших в каждый из этих интервалов (хi ± Δх/2).
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 Гистограмма позволяет наглядно показать исход серии измерений. Хотя результат каждого измерения хi определяется случайными причинами, из рис. 3.1 хорошо видно, что эта случайность подчиняется определенным законам.
Для описания серии измерений удобно вместо абсолютных частот ni (ni – количество результатов, попавших в класс хi) ввести относительные частоты hi = ni/n (относительная частота появления результата хi). Она нормирована на единицу: Σhi = 1. При увеличении числа измерений n это распределение стремится к теоретическому распределению вероятностей, которое характеризует результаты бесконечного числа опытов.
Существование теоретического распределения вероятностей является основополагающим предположением теории погрешностей, которое, строго говоря, нельзя проверить экспериментально.

Математический предел при n → ∞ для каждого класса хi выражается в виде
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Величина Р есть не что иное, как вероятность попадания измеряемого значения в интервал (i) при однократном измерении.    

Теоретическое распределение вероятностей переходит при Δх → 0 в гладкую кривую. Вероятность попадания исхода одного измерения х в интервал Δх равна р(х)Δх. Функцию р(х) называют плотностью вероятности. В пределе при Δх → 0 плотность вероятности равна
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Тогда вероятность Р попадания результата измерения в интервал [x1, x2] равна    
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Справедливо условие нормировки
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3.1. Распределение вероятностей


Из предыдущего раздела следует, что при обработке результатов измерений для оценки погрешностей измерений, важную роль играют функции распределения вероятностей. На практике могут реализовываться различные распределения вероятностей, поскольку кроме разброса измеряемых значений из-за случайных ошибок существуют статистические флуктуации самой измеряемой величины. В качестве примера можно привести радиоактивный распад, который является случайным процессом по своей природе.

В лабораторном практикуме для нас будут играть важную роль два распределения вероятностей: нормальное распределение (распределение Гаусса) и равномерное распределение.

Нормальное распределение (распределение Гаусса)

Важная роль гауссова распределения объясняется тем, что, с одной стороны, оно хорошо описывает плотность вероятностей для многих физических величин, а с другой – распределение численных значений при самых разных измерениях. Кроме того, многие другие распределения переходят в предельном случае в нормальное распределение. Поэтому их можно заменить распределением Гаусса.

Плотность вероятностей в распределении Гаусса для случайной переменной х имеет вид

                                      
[image: image8.wmf],

2

1

)

,

;

(

2

2

0

2

)

(

0

s

p

s

s

x

x

e

x

x

p

-

-

=

                                (3.1.1)

где х0 – математическое ожидание случайной величины (истинное значение измеряемой величины при отсутствии систематических погрешностей), σ2 – дисперсия случайной величины; 
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 - среднеквадратичное отклонение (стандарт) распределения.


Среднеквадратичное отклонение σ непосредственно характеризует ширину распределения вероятностей, те. разброс измеряемых значений.               
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На рис 3.2. показано нормальное распределение со значениями параметра σ = 0,5; 1 и 2. Оно характеризуется следующими особенностями:


1. Распределение симметрично относительно точки х = х0. 

2. Математическое ожидание (среднее значение)  вычисляется как 

	Рис.3.2. Плотности вероятностей для нормального распределения при значениях параметра σ = 0,5; 1; 2.                                                                                          
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Ему соответствует максимальная плотность вероятностей 
[image: image11.wmf].
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3. По обе стороны от максимума величина р монотонно падает и асимптотически стремится к нулю.
4. Дисперсия и среднеквадратичное отклонение определяются как

                           Дисперсия = 
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среднеквадратичное отклонение (стандарт) = 
[image: image13.wmf].

2

s

s

=


5. На рис. 3.2 показано, что при увеличении среднеквадратичного отклонения распределение становится шире, а максимальное значение уменьшается. Вследствие условия нормировки 
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 площадь под кривой остается постоянной.

Решая уравнение (3.1.3) с учетом (3.1.2) , получим
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  (3.1.4)
Это выражение справедливо для всех распределений вероятностей и имеет большое практическое значение.


Совокупность всех возможных исходов измерения в данных условиях называют в математической статистике генеральной совокупностью. В нашем случае эта совокупность бесконечно велика (бесконечное число измерений), и поэтому теоретическое распределение вероятностей никогда не реализуется. Мы всегда имеем дело с конечным числом n измерений, которые называют выборкой объемом n. Эти значения представляют собой случайную выборку величин из генеральной совокупности. По результатам выборки мы должны как можно точнее узнать характеристики генеральной совокупности. Поэтому нужно определить соответствующие величины выборки, причем следует постоянно помнить, что величины в выборке случайным образом «извлечены» из генеральной совокупности. Поэтому, когда студенты (вне одного маршрута) приносят одинаковые данные – это говорит (мягко говоря)  об их недобросовестности.

Наилучшим приближением истинной величины 
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 является так называемое выборочное среднее значение
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т.е. при конечном значении n,  
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. Этот факт мы обоснуем непосредственно при расчете погрешностей.

По аналогии с выражением (3.1.3) можно ввести выборочную дисперсию 
[image: image20.wmf]2
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, которая определяется, как среднее значение квадрата отклонений 
[image: image21.wmf]).
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 Здесь не идет речь об истинной ошибке, поскольку не известно истинное значение 
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[image: image24.wmf]                                    (3.1.6)
В этой формуле вместо n появляется множитель 1/(n -1), поскольку для расчета разностей 
[image: image25.wmf])
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нужно иметь, по меньшей мере, два результата. С математической точки зрения это означает, что только с учетом этого множителя выборочная дисперсия 
[image: image26.wmf]2
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 будет равна в пределе дисперсии генеральной совокупности.


Корень квадратный из выборочной дисперсии называют выборочным стандартным отклонение σn. Оно характеризует разброс отдельных результатов измерений вблизи среднего значения и является наилучшей оценкой среднеквадратичного отклонения σ генеральной совокупности, которое можно определить по выборке из n результатов.

Кроме среднего значения результатов измерений экспериментатора интересует еще и его точность. Мы можем определить ее, несколько раз повторяя серии по n измерений. Тогда величины математических ожиданий (выборочных средних значений) 
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образуют распределение, стандартное отклонение которого 
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 будет характеризовать разброс средних значений 
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от выборки к выборке. Поэтому величину 
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 называют стандартным отклонением выборочного среднего (или его средней ошибкой). Пользуясь законом сложения ошибок, получим
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Стандартное отклонение среднего, полученного по n измерениям, отличается в 
[image: image32.wmf]n
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 раз от стандартного отклонения отдельного измерения. Таким образом, точность измерений достаточно медленно растет с увеличением количества измерений при больших n. Поэтому нужно стремиться не к увеличению количества опытов, а к улучшению измерительных методов, которые позволяют уменьшить стандартные отклонения 
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отдельного измерения.
Статистическая достоверность (доверительная вероятность)


Вероятность того, что случайная переменная х, распределенная по нормальному закону, попадет в интервал [x1, x2], равна (3.3)
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Этот интеграл нельзя представить в виде элементарных функций, и поэтому он табулирован в стандартизированном (нормированном) виде и представлен в математических приложениях в виде интеграла ошибок Гаусса erf(u).


Величину Р, иногда выраженную в процентах, называют также статистической достоверностью или доверительной вероятностью (надежностью) α (т. е. Р = α).       

На рис. 3.3 показаны области ±σ и ±2σ для нормального распределения.
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	Рис. 3.3. Интервалы х0 – σ ≤ х ≤ х0 + σ и 

                                      х0 – 2σ ≤ х ≤ х0 + 2σ.


Таблица 3.1

	                                           Интервал                                                                               Р(или α), %

	               х0 – σ                       ≤ х ≤                   х0 + σ                                                            68,3

               х0 – 1,96σ                ≤ х ≤                   х0 + 1,96σ                                                     95

               х0 – 2σ                     ≤ х ≤                   х0 + 2σ                                                          95,5

               х0 – 2,58σ                ≤ х ≤                   х0 + 2,58σ                                                     99

               х0 – 3σ                     ≤ х ≤                   х0 + 3σ                                                          99,7                                 


В таблице 3.1 приведены значения доверительной вероятности для нескольких практически важных интервалов.
Равномерное распределение

Равномерное распределение, прямоугольное распределение, специальный вид распределения вероятностей случайной величины х, принимающей значения из интервала (х0 - h, х0 + h); характеризуется плотностью вероятности
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Вид функции плотности вероятности для равномерного распределения непрерывной величины представлен на рис. 3.1.3. 

Равномерное распределение также характеризуется  математическим ожиданием (средним значением)
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Дисперсией
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и среднеквадратичным отклонением 
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Доверительный интервал

Понятие статистической достоверности или доверительной вероятности согласно формуле (3.1.8) мы ввели, когда обсуждали нормальное распределение. Вероятность того, что истинное значение измеряемой величины при фиксированной функции распределения окажется в пределах заданных границ. Эти границы называют доверительными границами, а интервал – доверительным интервалом. Величина статистической достоверности в каждом конкретном случае зависит от требуемой надежности измерений. 

Стандартное отклонение выборочного среднего (или среднюю ошибку) определяют из серии измерений при помощи приближенной формулы (3.1.7), которой нельзя пользоваться при малых объемах выборки n. 


В теории вероятности разработан метод оценки истинного значения измеряемой величины по результатам небольшого числа опытов (даже двух). В этом методе вводят переменную t:
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которая  не распределена по нормальному закону. Закон распределения величины (3.1.13) называют t – распределением, или распределением Стьюдента. Оно впервые было опубликовано английским математиком и химиком У. С. Госсетом под псевдонимом «Студент». Для вероятности появления случайной величины t имеет место распределение, не зависящее от дисперсии σ2, т.е. одинаково для нормальных распределений с различными σ2, но зависящие от числа измерений n.

	Рис. 3.5. Распределения Стьюдента для n = 2,               n =3 и n = ∞.                                                          
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На рис. 3.5 представлены распределения Стьюдента для различных n. При n → ∞ (практически при n > 20) распределение Стьюдента переходит в нормальное распределение с единичной дисперсией. Величина статистической достоверности (надежности) будет определяться так же как и в распределении Гаусса (см. рис. 3.3).

В таблице 3.2 приведены значения коэффициента Стьюдента tαn для различных значений надежности α при различных значениях n.
Таблица 3.2

Коэффициенты Стьюдента

	Объём серии n
	Доверительная вероятность (

	
	0,5
	0,6
	0,7
	0,8
	0,9
	0,95
	0,98
	0,99

	4
	0,77
	0,98
	1,2
	1,6
	2,4
	3,2
	4,5
	5,8

	5
	0,74
	0,94
	1,2
	1,5
	2,1
	2,8
	3,7
	4,6

	6
	0,73
	0,92
	1,2
	1,5
	2,0
	2,6
	3,4
	4,0

	7
	0,72
	0,90
	1,1
	1,4
	1,9
	2,4
	3,1
	3,7

	8
	0,71
	0,90
	1,1
	1,4
	1,9
	2,4
	3,0
	3,5

	9
	0,71
	0,89
	1,1
	1,4
	1,8
	2,3
	2,9
	3,4

	10
	0,70
	0,88
	1,1
	1,4
	1,8
	2,3
	2,8
	3,3

	15
	0,69
	0,87
	1,1
	1,3
	1,8
	2,1
	2,6
	3,0

	20
	0,69
	0,86
	1,1
	1,3
	1,7
	2,1
	2,5
	2,9


Как видно из этой таблицы, коэффициент Стьюдента t зависит от двух факторов – от заданной надёжности измерений ( и от объёма серии измерений n. С ростом надёжности коэффициент Стьюдента быстро нарастает, с ростом объёма серии – медленно падает.


Избранное значение надежности α определяет границы доверительного интервала
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и говорит о том, что истинное значение измеряемой величины х0 находится внутри доверительного интервала относительно среднего значения 
[image: image42.wmf]n

х

 с доверительной вероятностью (надежностью) α.

Графически доверительный интервал для оценки погрешности случайной величины  представлен на рис. 3.6.
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Из (3.1.14) следует, что оценка абсолютной погрешности случайной величины определяется формулой   
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т.е. абсолютной погрешностью измерения величины X является полуширина доверительного интервала Δхсл.

В случае равномерного распределения, оценка абсолютной погрешности измерения, с учетом формулы (3.1.9), равна
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Отсюда следует, что в случае равномерного распределения абсолютная погрешность измерения (с надежностью α) равна
Δхи = αh.                                                  (3.1.16)

3.2. Оценка погрешности прямых измерений

В основе теории погрешностей случайной величины для распределения Гаусса лежат два постулата:
· При большом количестве измерений случайные погрешности одинаковой величины, но разного знака встречаются одинаково часто.
· Большие (по абсолютной величине) случайные погрешности наблюдаются реже, чем малые.
Пусть произведено n измерений величины Х (х1, х2, … хi, …, хn), где хi результаты измерений. Истинное значение х0 величины Х нужно оценить из этих измерений.
Результаты измерений можно представить в виде (2.1) 
х1 = х0 – Δх1;
х2 = х0 – Δх2;

…………….                                              (3.2.1)       

xi = х0 – Δхi;
…………….

xn = х0 – Δхn.

Суммируя, левые и правые части равенства (3.2.1), получим
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По первому постулату теории погрешностей при большом числе измерений n всякой положительной погрешности можно сопоставить ей по абсолютной величине отрицательную погрешность, и тогда
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С учетом этого обстоятельства и формулы (3.2.2), получим
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Повторяю, что при n ≠ ∞  
[image: image50.wmf]n
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Вывод: выборочное среднее арифметическое значение 
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, определяемое из ограниченного числа измерений, является лучшей оценкой истинного значения измеряемой величины 
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Следовательно, оценка погрешности прямых измерений  величины Х, разброс измеренных значений которой, определяется нормальным распределением, производится согласно формуле (3.1.15)
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Приборная погрешность прямого измерения

Для того чтобы оценить приборную погрешность прямого измерения, достаточно знать класс точности ( применяемого прибора, который указывается на шкале или корпусе прибора в виде одного из чисел: 0,01; 0,02; 0,1; 0,5; 1,0; 1,5; 2,5; 4,0. Смысл термина “класс точности” зависит от типа прибора. Отличить эти типы друг от друга можно по способу указания на них класса точности.

1 тип. Класс точности ( указан на приборе в виде числа без каких-либо дополнительных значков. Например, прибор, шкала которого изображена на рис.3.7, обладает классом точности 1,5.
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Рис.3.7. Шкала прибора с указанием класса точности

Приборы этого типа выполнены так, что их абсолютная приборная погрешность (xи не зависит от результата измерения x, и поэтому относительная погрешность 
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 уменьшается с ростом x. При этом под классом точности понимается следующая величина:
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               (3.2.4)

где xN – так называемое “нормирующее значение”. Для всех приборов, которые применяются в учебной лаборатории, нормирующее значение – это предел измерения, то есть максимальное значение величины, которое может показать прибор. Например, у микроамперметра на рис.3.7 нормирующее значение xN = 100 мкА. Зная класс точности ( и нормирующее значение xN, можно определить абсолютную приборную погрешность (xи по формуле
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                 (3.2.5)

Относительная приборная погрешность, как указывалось выше, зависит от результата измерения x. 

Микроамперметр, показанный на рис.3.7, обеспечивает абсолютную приборную погрешность измерения тока (Iи = 1,5(100/100 = 1,5 мкА, относительная приборная погрешность того результата, который показывает микроамперметр, то есть I = 36 мкА, составляет ( и(I) = 1,5/36 = 0,04 = 4%.

2 тип. Класс точности ( указан на приборе в виде числа, обведённого кружком. Пример такого прибора показан на рис.3.8. Приборы этого типа выполнены так, что их относительная приборная погрешность (и(x) не зависит от результата измерения x. Класс точности ( в этих приборах – это относительная приборная погрешность (и(x), измеренная в процентах. Абсолютная приборная погрешность при этом зависит от результата измерения x – чем больше x, те больше (xи:
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            (3.2.6)

Например, относительная погрешность измерения напряжения с помощью вольтметра, изображённого на рис.3.8, равна 2,5%, а абсолютная погрешность того результата, который показывает вольтметр, то есть U = 38 В, составляет 
(Uи = 2,5(38/100 = 1 В.
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Рис.3.8. Шкала прибора с указанием класса точности
3 тип. Класс точности не указан. В этом случае, как и для приборов 1 типа, абсолютная погрешность (xи не зависит от результата измерения x. Если прибор – цифровой, то (xи равна 1 в младшем разряде прибора. Если прибор – не цифровой, например, миллиметровая линейка, то (xи равна половине цены наименьшего деления прибора. Для приборов, имеющих нониус (например, штангельциркуль), погрешность равна цене наименьшего деления нониуса.

В этом случае оценка погрешности измерительного прибора основывается на том, что распределение случайных отклонений при измерении, подчиняется равномерному распределению внутри наименьшего деления и рассчитывается по формуле (3.1.16)
Δхи = αh,

где α = 0,95; h – половина цены наименьшего деления прибора (цене наименьшего деления нониуса).
Оценка полной погрешности прямых измерений

Оценка полной погрешности прямых измерений основывается не на простом суммировании случайной и приборной (систематической) погрешностей, а на статистическом суммировании отдельных погрешностей. 

Дело здесь в том, что измерения следует организовывать так, чтобы погрешность результата целиком определялась систематической погрешностью измерений, которая не может быть меньше погрешности измерительного прибора. Для этого рекомендуется провести такое число измерений, чтобы случайная погрешность результата была незначительна по сравнению с приборной погрешностью.


Однако не всегда возможно осуществить необходимое число измерений. Этому может препятствовать высокая стоимость измерений, а для изменяющихся со временем величин иногда процесс измерения оказывается слишком длительным, и мы просто не успеваем произвести достаточное число измерений.

В результате часто приходится мириться с положением, когда приборная (систематическая) и случайная погрешности измерений близки друг к другу и они обе, в одинаковой степени, определяют точность результата. К сожалению, в этом случае трудно дать достаточно строгое определение суммарной погрешности измерений.


Статистическое (математическое) суммирование отдельных случайных погрешностей предполагает знание  их функций распределения. Однако для систематических (приборных) погрешностей функции распределения, как правило, неизвестны.

Поэтому, не имея строгого решения, вопрос о правилах сложения приборной (систематической) и случайной погрешностей можно решать разным образом.


Иногда рекомендуют вообще отказаться от нахождения суммарной погрешности и давать в качестве оценки погрешности измерений две погрешности – систематическую (приборную) и случайную.


Однако чтобы воспользоваться результатом измерений, нам, как правило, нужно знать общую его погрешность вне зависимости от причин, ее породивших. Поэтому приходится каким-то образом комбинировать систематическую (приборную) и случайную погрешности для получения единой числовой характеристики точности измерений.


Одно из возможных правил нахождения такой суммарной погрешности состоит в том, что мы условно полагаем систематическую (приборную) погрешность распределенной по определенному закону. В нашем случае принято, что приборная (систематическая) погрешность подчиняется равномерному закону распределения.

Тогда, в соответствии с принципом оценивания погрешностей «сверху», правило оценки полной погрешности прямых измерений в нашем случае выглядит следующим образом:
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Алгоритм обработки результатов прямых измерений

1. Записать результаты измерений в таблицу.

2. Вычислить среднее значение каждой измеренной величины:
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3. Вычислить стандартное отклонение выборочного среднего (среднеквадратичную погрешность) для каждой измеренной величины:
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4. Определить по таблице коэффициент Стьюдента для доверительной вероятности α = 0,95 и числа измерений n.
5. Вычислить случайную погрешность для каждой измеренной величины:
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6. Вычислить приборную погрешность по классу точности прибора. В случае отсутствия класса точности, рассчитать погрешность по формуле
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7. Рассчитать полную погрешность прямых измерений для каждой измеренной величины:
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8. Записать окончательный результат в виде (с учетом округления): 
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9. Рассчитать относительную погрешность результатов измерений:
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3.3. Оценка погрешностей косвенных измерений

Косвенные измерения – это измерения, при которых искомое значение величины находят путем согласованных измерений других величин, связанных с измеряемой величиной известной зависимостью. Эти другие величины будем называть измеряемыми аргументами (в краткой форме – аргументами).

Значения аргументов чаще всего находят в результате прямых измерений, но иногда – в результате совместных, совокупных или косвенных измерений.

Измеряемая величина (ее истинное значение У) связана с измеряемыми аргументами Хi (i = 1, …, m) зависимостью, которую обычно можно разрешить относительно А, т.е. представить в виде
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где m – число аргументов в функциональной зависимости.

Пусть xi – результат прямого измерения величины аргумента Xi, погрешность этого результата известна и равна Δхi. Пусть далее y = f(x1, …, xi, …, xm), и надо найти (y. Считая, что погрешности Δхi и (y малы, можно воспользоваться формулой, связывающей дифференциалы 
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Знак модуля | | здесь поставлен потому, что в отличие от дифференциалов погрешности всегда положительны.

Пользуясь законом сложения погрешностей, запишем формулу для оценки погрешности косвенных измерений (y
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Относительную погрешность  у легко вычислить, написав
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Используя свойство производной,
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запишем оценку погрешности косвенных измерений в другой форме
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Формулы (3.3.2) и (3.3.4) эквивалентны. Применение каждой из них – это вопрос удобства. Формулу (3.3.2) удобнее применять тогда, когда функциональная зависимость содержит сумму и (или) разность аргументов. В остальных случаях удобнее (3.3.4).

Алгоритм обработки результатов косвенных измерений

1. Рассчитать средние значения и абсолютные погрешности аргументов функции, согласно алгоритму обработки результатов прямых измерений.

2. Вычислить среднее значение функции 
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3. Вывести расчетную формулу для абсолютной погрешности косвенной величины в соответствии с конкретным видом функциональной зависимости, используя
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4. Записать окончательный результат в виде (с учетом округления)
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5. Рассчитать относительную погрешность косвенных измерений
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3.4. Правила расчета, округления и представления результата

В физике обычно имеют дело с приближенными числами, т.к. точные значения физических величин неизвестны. Данные числа получены с разной точностью и поэтому имеют разное количество значащих цифр. Следовательно, возникает естественный вопрос, что называют значащими цифрами и какие они бывают?

Значащими цифрами называются все цифры в десятичном изображении числа, кроме нулей, стоящих в начале числа.

Например, число 0, 0027030 содержит 5 нулей, три первых не являются значащими. Они устанавливают десятичный разряд остальных цифр. Нули после 7 и 3 являются значащими. Если число имеет большое количество нулей в начале или в конце числа, то его следует писать, используя степень. 
0,0027030 = 2,7·10-3 = 2,70·10-3 = 2,703·10-3 = 2,7030·10-3 – правильно,
0,0027030 = 0,027·10-1 = 0,270·10-2 = 0,2703·10-2 = 0,27030·10-2 - не правильно.

Или

173000 = 1,73·105 = 1,730·105 – правильно, 

173000 = 0,017·107 = 0,173·106 = 0,1730·106 – не правильно.

Отсюда совет: никогда не надо загромождать число большим числом нулей спереди или сзади. В этом случае нужно придерживаться такого правила:

	Результат измерения рекомендуется писать в виде х = а·10n, где число а содержит перед запятой одну цифру, которая должна быть значащей. Число 10n следует вынести за скобки вправо (см. ниже).


Правило 1.

В большинстве случаев, когда вопрос о точности измерений «остро» не стоит, приводят приближенную величину без указания ее погрешности. В этом случае, читатель или экспериментатор знают ее величину по принципу «умолчания». 


Например: скорость тела задана как v0 = 85 м/с, угол β = 35º, ускорение g = 9,8 м/с2, то это значит, что Δv0 = 1 м/с, Δβ = 1º, Δg = 0,1 м/с2.   

Тогда истинное значение скорости находится в пределах:
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 = (35 ± 1)º;

ускорения 
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 = (9,8 ±0,1) м/с2.


В примере со степенями:
2,7·10-3 → (2,7 ± 0,1) ·10-3;
2,70·10-3 → (2,70 ± 0,01) ·10-3;

2,703·10-3 → (2,703 ± 0,001) ·10-3, и т.д.

При использовании приближенных значений физических величин, без указания погрешности этой величины, следует пользоваться следующим правилом:

	Правило 2.
	 В приближенном значении физической величины, все значащие цифры, кроме последней, нужно считать верными, а последняя цифра может отличаться от истинной на 1, но не более.
 


 Обычно при расчете приближенных физических величин используют калькулятор, не важно какой карманный или калькулятор персонального компьютера, которые высвечивают на табло от 8 до 32 цифр. Возникает вопрос – сколько их оставить? 


Например:
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Неправильное округление приводит к погрешностям, которые называются погрешностями вычислений, ничего общего не имеющие с погрешностями эксперимента. Наличие большого числа значащих цифр приводит к иллюзии, что результат получен с очень высокой точностью (1031), что недостижимо в современных экспериментах.

Анализ приближенных чисел в примере показывает, что приближенное значение физической величины 1,3 получено с наименьшей точностью. Следовательно, погрешность этой величины на порядок и на два порядка превышает погрешность остальных величин. Из закона сложения погрешностей следует, что если погрешности отличаются в 3 и более раз, то меньшими погрешностями  пренебрегают.
В данном примере результат должен быть записан так
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Однако, при вычислении разных функций с разноточными значениями аргументов, применяют разные правила округления результата вычислений. (Привести примеры).

 Существуют таблицы предельных абсолютных и относительных погрешностей вычислений для различного рода функций, которые можно найти в соответствующих книгах или в памяти РС.

Для нас в примере с округлением важно то, что мы округлили результат расчета до второй значащей цифры после запятой, хотя приближенная величина (с наименьшей точностью) известна до первой значащей цифры после запятой. Отсюда сформулируем следующее правило:

	Правило 3.
	Во всех вычислениях, промежуточные величины и их погрешности следует округлять на один, два порядка  менее грубо.



Мы научились в приближенных физических величинах, представленных без погрешности, определять погрешность измерений и проводить с ними вычисления, сформулировав ряд правил.

Теперь сформулируем правила округления и записи результатов измерений в случае, когда мы сами рассчитываем абсолютную погрешность измерений. 
Правила округления и представления результата измерений с учетом абсолютной погрешности измерений
Как уже отмечалось выше, ни одну физическую величину невозможно измерить абсолютно точно. Поэтому, если, например, наш исследователь измерил плотность тела и сообщил Вам, что она равна 6,3(10 кг/м, то Вы можете быть уверены – это число несколько отличается от истинного значения плотности тела (исследователь и сам об этом знает). Если теперь ту же физическую величину (то есть плотность) измерит другой исследователь, то он может Вам назвать другое число – например, 6,27(10 кг/м. Но и это число тоже отличается от истинного значения.

С другой стороны, оба числа  (6,3(10 кг/м и 6,27(10 кг/мразные. Какое же из них ближе к истинному? Наверное, то, у которого больше цифр. Тот исследователь, который сообщил больше цифр, наверное, измерял точнее, следовательно, допустил меньшую погрешность.

Погрешность показывает, насколько тот, кто проводил измерения, гарантирует результат.

Как первый, так и второй исследователи, сообщив Вам свой результат, непременно сообщат и то, насколько они могли ошибиться. Сделают они это так.

· Первый исследователь: «плотность тела равна (6,3 (0,1)(10 кг/м
· Второй исследователь: «плотность тела равна (6,27 (0,03)(10 кг/м
Это значит, что первый исследователь гарантирует Вам, что значение плотности находится в интервале (6,2 ( 6,4)(10 кг/м3, а его коллега гарантирует, что значение плотности находится в интервале (6,24 ( 6,30)(10 кг/м3. Они не противоречат друг другу, и они оба правы. Однако второй исследователь провёл измерения точнее, допущенная им погрешность меньше.

Приведённый пример показывает, для чего нужно знать погрешность, если целью эксперимента является измерение некоторой физической величины. А если эксперимент ставится для проверки физической закономерности или закона? В необходимости знания погрешностей в этом случае мы убедимся в дальнейшем. 
А вот студенты иногда дают ответы, например, такого типа: 
[image: image84.wmf](2,83540,127)
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. Результат измерения содержит пять цифр, и это создаёт впечатление высокой точности измерения. Значение же абсолютной погрешности показывает, что студент, проводивший измерения, уверен только в первой цифре результата измерения 2, а во второй цифре 8 он сомневается (возможно, на самом деле 7 или 9). Но как он тогда может утверждать, что в третьей цифре он ошибается не более чем на 2? Ведь ошибка во второй цифре на единицу означает, что истинное значение измеряемого напряжения лежит в интервале 
[image: image85.wmf](2,73542,9354)
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. Это означает, что третья цифра в истинном значении напряжения может быть любой – от 0 до 9. То же самое относится, естественно, и ко всем остальным цифрам. Итак, правильно записать результат измерения надо так: 
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. Несмотря на то, что здесь в результате измерения значительно меньше цифр, чем написал студент, ответ не стал менее точным. Студент же просто написал пять лишних (недостоверных) цифр – лишних потому, что ни в одной из них совершенно не уверен, ведь он сомневается уже во второй цифре результата измерения 8, поэтому цифры 3, 5 и 4 результата измерения и цифры 2 и 7 погрешности совершенно недостоверны.

Запомните это и никогда не пишите лишних цифр. А чтобы Вам легче было это запомнить, прочитайте внимательно следующее правило.
	Правило 4.
	При записи результата измерения абсолютную погрешность нужно округлять так, чтобы осталась только одна значащая цифра. После этого округляется результат измерения так, чтобы его последняя цифра находилась в том разряде, в котором находится единственная значащая цифра абсолютной погрешности.




Здесь необходимо отметить следующее, что погрешность – это всегда потеря
. В измерениях - это потеря информации об измеряемой величине.
Поясним на примере. Пусть в ходе эксперимента измерено количество теплоты, полученное каким – то объектом, среднее значение которого равно 
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= 334, 4775 кДж.
Пусть абсолютная ошибка измерений составила, 

в первом случае,                        
[image: image88.wmf]Q
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= 0,0584 кДж. 

Тогда результат измерений должен быть записан в виде
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= (334,48 ± 0,06) кДж = (334,48 ± 0,06)·103 Дж.
Во втором случае                  
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= 0,584 кДж, тогда
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= (334,5 ± 0,6) кДж.

В третьем случае                      
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= 5,84 кДж, тогда
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= (334 ± 6) кДж.

В четвертом случае                 
[image: image94.wmf]Q
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= 58,4 кДж, тогда
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= (330 ± 60) кДж = (33 ± 6)·104 Дж.

В пятом случае                          
[image: image96.wmf]Q
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= 584 кДж, тогда


[image: image97.wmf]Q

= (300 ± 600) кДж =(3 ± 6)·105 Дж.

Все! Информация об измеряемой величине потеряна. В этом случае необходимо применить измерительные приборы с более высокой точностью, и (или) изменить метод измерений.


Отсюда следует важный вывод: Чем выше точность измерений, тем больше значащих цифр в среднем значении измеряемой величины.
Правила округления и представления результата измерений с учетом относительной погрешности измерений

Рассмотрим правила на примерах.

Примеры:
· Результат измерения тока: I = 1,818 А, расчётное значение абсолютной погрешности измерения: Δ(I) = 0,028 А. Относительная погрешность равна:

.
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Обратите внимание на два факта в этом примере.

· Во-первых, при вычислении относительной погрешности использовались не окончательно округлённые значения абсолютной погрешности и результата измерения. Это сделано для того, чтобы на результат вычисления не повлияла вычислительная ошибка, то есть ошибка, связанная с процедурой вычисления (Правило 3). Повторим еще раз, правило здесь состоит в том, что во все формулы, по которым производятся какие-либо вычисления, нужно подставлять или точные числа, или приближенные числа, округлённые на один-два порядка менее грубо, чем это необходимо для записи окончательного результата. В данном примере в запись окончательного результата войдут числа: I = 1,82 А, Δ(I) = 0,03 А, поэтому при вычислении относительной погрешности использовались значения тока и абсолютной погрешности, округлённые менее грубо – в них было оставлено дополнительно по одной значащей цифре справа.

· Во-вторых, после вычисления относительной погрешности полученное число округлено. Казалось бы, оно должно быть округлено по тому же правилу, по которому округляется абсолютная погрешность, то есть до  одной значащей цифры,  но мы видим число ((I) = 0,015 = 1,5%, в котором две значащих цифры. Причина этого в том, что в записи относительной погрешности допускается оставлять одну или две значащие цифры. Если при округлении относительной погрешности до одной значащей цифры эта цифра оказывается равной 1, 2 или 3, а следующая за ней цифра (отброшенная) близка к 5, то округлить число надо до двух значащих цифр, причём вторую цифру надо заменить на 5. Например, число 6,62% надо округлить до 7%, а число 23,1% – можно до 20%, но лучше – до 25%. В нашем примере число 0,154 = 1,54% можно округлить до 2%, но лучше – до 1,5%.

При записи результата измерения следует дополнять его как абсолютной, так и относительной погрешностью. Рекомендуется это делать так:

· Пример 1.
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· Пример 2.
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· Пример 3.
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Указание погрешности есть одно из обязательных правил для тех, кто публикует результаты своих измерений
.
Отчет по лабораторной работе – есть публикация Ваших измерений.
4. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ
4.1. Цели физического эксперимента

Что такое физический эксперимент.

Всякая лабораторная работа, которую вы будете делать, есть маленький физический эксперимент. А всякий физический эксперимент состоит из следующих трёх этапов.

Этап 1. Подготовка экспериментальной установки.

Это очень важный и трудный этап. Нужно где-то приобрести приборы, материалы – например, лазер, линзы, провода, конденсаторы… Потом надо всё это собрать вместе, настроить, много раз проверить. Наконец, надо, чтобы всё это выглядело не очень страшно, а лучше – красиво.

К счастью для Вас, мы этот этап мы выполнили сами. Вам осталось немного. Например, включить напряжение, иногда собрать простую электрическую схему, расставить в удобном порядке оборудование, начертить в рабочей тетради таблицы для записи результатов измерений.

Этап 2. Проведение измерений.

С помощью собранной и настроенной установки в определённом порядке измеряются некоторые физические величины, а полученные цифры обязательно и очень аккуратно заносятся в заранее заготовленные таблички. Это очень ответственный этап, требующий собранности и точности действий. Например, иногда приходится быстро измерять сразу несколько величин, поэтому надо быть достаточно ловким, либо работать с напарником (а то и в большем составе). Есть и другие проблемы на этом этапе, но это – лекции на другую тему.

Этап 3. Обработка результатов измерений.

На этом этапе происходит работа с числами, записанными в таблицах. Используя их, экспериментатор вычисляет, строит графики, думает и делает выводы.

Ясно, что третий этап невозможен без второго, но и второй этап имеет мало смысла без третьего. Целью данных лекций является подробное обсуждение третьего этапа, то есть обработки результатов измерений. И всё же главное в физическом эксперименте – это измерения. Измерения – суть эксперимента. От того, как внимательно, как аккуратно они проделаны, зависит чистота эксперимента, его польза.
Правила построения графиков

[image: image129.wmf]0
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Результат экспериментального исследования зависимости одной величины от другой очень наглядно иллюстрирует график зависимости. Рассмотрим для примера график, изображённый на рис. 4.1.
Рис. 4.1. Вольтамперная характеристика фотодиода

На этом рисунке вольтамперная характеристика, то есть кривая зависимости силы тока на аноде I от напряжения между анодом и катодом U, выглядит в виде плавно изогнутой линии, которая с ростом напряжения постепенно превращается в прямую, параллельную оси абсцисс (оси напряжения), отражая явление насыщения фототока. Построена эта линия по восьми экспериментальным точкам, причём только одна из точек лежит на кривой. Но это вполне допустимо. Дело в том, что экспериментальная точка представляет собой два результата измерения – напряжения и тока. Каждый из этих результатов обладает погрешностью, эти погрешности и изображены около каждой точки в виде двух доверительных интервалов с центрами в экспериментальной точке: вертикальный интервал – это доверительный интервал результата измерения силы тока, его ширина равна 2(I, горизонтальный интервал – это доверительный интервал результата измерения напряжения, его ширина равна 2(U. Так как доверительный интервал есть множество возможных результатов измерения, то кривую зависимости I(U) совсем не обязательно проводить строго через экспериментальные точки, достаточно, чтобы эта кривая прошла через доверительные интервалы всех экспериментальных точек.

Итак, последовательность действий при построении графика такова.

· Выбрать рациональный масштаб величин, изображаемых на графике, так чтобы экспериментальные точки разместились на всей площади графика, а не в какой-то небольшой её части.

· Начертить оси графика и расставить на них масштабные метки. Метки должны располагаться на одном и том же расстоянии друг от друга и не слишком часто, чтобы не загромождать рисунок. Рядом с метками надо проставить опорные числа – значения величин, соответствующих масштабным меткам. Разрешается, чтобы отличие соседних опорных чисел друг от друга было таким: (Δ1; Δ2; Δ5) единиц, или (Δ0,1; Δ0,2; Δ0,5) единиц, или (Δ10; Δ20; Δ50) единиц и так далее. Опорные числа можно проставлять не у всех меток – метки на осях могут быть расположены в 2 или в 5 раз чаще, чем числа. Кроме опорных чисел и масштабных меток, никакие другие числа и метки у осей графика отмечать нельзя.

· Нанести на график экспериментальные точки в виде не закрашенных кружочков диаметром примерно 2 мм. Вокруг каждой из точек нанести два доверительных интервала – вертикальный и горизонтальный. Доверительный интервал можно не наносить только в том случае, если его геометрический размер меньше диаметра экспериментальной точки, то есть менее 2 мм. Рассчитывают доверительные интервалы обычно только для двух крайних точек графика, остальные интервалы наносят приблизительно – так, чтобы их размеры были промежуточными между размерами интервалов крайних точек.

· С помощью лекала проводят плавную линию так, чтобы она пересекла доверительные интервалы всех экспериментальных точек, сами точки не обязательно должны попасть на линию.
· Указать номер рисунка и подписать его.
Для чего нужно измерять.

На этот вопрос существуют два ответа в зависимости от того, какую цель преследует эксперимент.

Первый ответ: для того, чтобы измерить.

 
Например, металлург создал новый сплав и хочет узнать его характеристики – плотность (удельный вес), удельное сопротивление, температуру плавления, коэффициент деформации,…Металлург ставит эксперимент с образцами нового сплава и узнаёт значения интересующих его физических величин. При этом его задача состоит в том, чтобы узнать эти значения поточнее. Можно подумать, что в таком эксперименте третий этап не нужен. Это неверно. Третий этап нужен как минимум для того, чтобы оценить точность, с которой экспериментатор провёл измерения.

В составе лабораторного практикума по физике ТПУ есть только одна работа, выполняемая с чисто измерительной целью. Она называется «Измерительный практикум». Кроме того, во многих работах измерение какой-то характеристики изучаемого объекта является одной из главных целей.

Второй ответ: для того, чтобы проверить некоторую физическую закономерность или физический закон.

Возьмём, к примеру, того же металлурга с его новым сплавом. У него может возникнуть подозрение, что для нового сплава не выполняется закон Ома. И металлург, естественно, поставит эксперимент по проверке этого закона при использовании в качестве проводника нового сплава.

Закон Ома
, как известно, гласит:

Сила тока I, протекающего по проводнику, пропорциональна разности потенциалов (напряжению) U на его концах.
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где k называется проводимостью проводника, а величина R, обратная проводимости, называется сопротивлением проводника.

Металлург соберёт электрическую схему, и будет подавать на проводник из нового сплава различные напряжения, измеряя при этом силу протекающего по проводнику тока. Окончив измерения, экспериментатор начертит график, где ось абсцисс будет осью напряжений, а ось ординат – осью силы тока. Затем он, используя заполненную им табличку со значениями силы тока и напряжения, нанесёт на график экспериментальные точки. Если закон Ома справедлив, то между напряжением и силой тока существует линейная зависимость и, следовательно, экспериментальные точки на графике должны лежать на одной прямой линии.

Рассмотрим два возможных варианта этого эксперимента.

Вариант №1.

Результаты измерений записаны в таблице 4.1. В колонке «Примечания» указан сплав, номер образца, серия измерений и погрешности измерений (ΔU и ΔI). Слово «серия 2» означает, что данный эксперимент (серия измерений) с образцом 371с сплава  MV51 был проведён несколько раз, а в таблице 4.1 приведён результат второго эксперимента. 

Таблица 4.1.

 Зависимость силы тока I в проводнике от напряжения U.

	Номер

измерения
	U
	I
	Примечания

	
	В
	мА
	

	1
	1
	9
	Установка № 1.

	2
	2
	12
	Сплав MV51.

	3
	3
	21
	Образец 371с.

	4
	4
	30
	Серия 2.

	5
	5
	35
	ΔU = 0,1 В.

	6
	6
	46
	ΔI = 3 мА.

	7
	7
	50
	

	8
	8
	56
	

	9
	9
	68
	

	10
	10
	74
	


(Рассказать правила оформления таблиц)
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Результаты измерений, записанные в таблице 4.1, изображены в виде экспериментальных точек на графике (рис. 4.2). Маленький вертикальный отрезок, в середине которого находится экспериментальная точка, показывает погрешность измерения.  Вертикальную пунктирная линия даст нам возможность увидеть, как легли экспериментальные точки.

Как вы видите, экспериментальные точки не легли строго на одну прямую. Тем не менее не стоит торопиться с выводом, что закон Ома не выполняется. Дело в том, что ни одно измерение нельзя провести абсолютно точно. Поэтому каждая из десяти экспериментальных точек немного отклоняется от истинной точки. Если снова провести эксперимент (получить ещё одну серию), то новые десять экспериментальных точек будут немного отклоняться и от старых точек, и от истинных. Именно для того и снабжается каждая экспериментальная точка маленьким вертикальным отрезком (повторяю - это графическое представление доверительного интервала), чтобы показать, что истинная точка находится недалеко от экспериментальной точки, а именно: где-то на этом интервале. Чем меньше доверительный интервал, тем точнее, стало быть, экспериментатор провёл измерения. Если теперь взять линейку и приложить её к экспериментальным точкам, то вы заметите, что можно так провести прямую линию, что она пойдёт через все десять доверительных интервалов. Это значит, что результаты эксперимента (серии 2) не опровергают закон Ома.
Вариант №2.

Результаты измерений в этом случае записан в таблице 4.2 и изображены в виде экспериментальных точек на графике (рис. 4.3).

Таблица 4.2. 

Зависимость силы тока I в проводнике от напряжения U.

	Номер

измерения
	U
	I
	Примечания

	
	В
	мА
	

	1
	1
	5
	Установка № 2.

	2
	2
	13
	Сплав MV51.

	3
	3
	17
	Образец 812b.

	4
	4
	28
	Серия 3.

	5
	5
	31
	((U) = 0,1 В.

	6
	6
	43
	((I) = 3 мА.

	7
	7
	50
	

	8
	8
	65
	

	9
	9
	78
	

	10
	10
	90
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Попробуйте теперь приложить линейку к экспериментальным точкам. Как бы вы ни расположили линейку, вам не удастся провести прямую линию так, чтобы пронзить ею все десять доверительных интервалов. Следовательно, если верить эксперименту, закон Ома для сплава MV51 не выполняется.
Если, однако, внимательно приглядеться к графику, то можно заметить, что вплоть до напряжения 5 – 6 вольт экспериментальные точки ведут себя хорошо, и через них (точнее, через их доверительные интервалы) можно провести прямую линию. Только после 6 вольт кривая зависимости силы тока от напряжения изгибается вверх. Самое интересное, что, начиная с напряжения примерно 7 вольт и выше, точки опять позволяют провести через них прямую линию. 
Чтобы убедиться в этом, наш металлург непременно продолжит эксперимент – будет повышать напряжение выше 10 В. Может быть, кривая дальше действительно опять превратится в прямую. Ну, а выяснив это, надо будет заняться анализом причин таких свойств нового сплава, поиском гипотез (например, кривая становится похожей на вольтамперную характеристику полупроводника? Красной стрелкой указана точка перегиба, которая очень важна при анализе экспериментальных данных), их экспериментальной проверкой, новыми графиками и новыми кривыми (или прямыми). 
Так всегда – стоит только найти ответ на один вопрос, как сразу возникают новые.

В курсе лабораторных работ по физике вашей главной задачей в каждой работе будет как раз проверка некоторой физической закономерности или физического закона. Но, кроме главной задачи, почти во всех работах будет и вторая задача – измерять, чтобы измерить.

Пояснить это можно на примере того же металлурга, изучающего новый сплав. Рассмотрим первый вариант его эксперимента, результаты которого записаны в таблице 4.1. В этом случае, как мы уже обсуждали, металлург может сделать вывод, что закон Ома не нарушается. Тогда построенная на рисунке 4.2 прямая линия позволит узнать проводимость и сопротивление образца из нового сплава (образец 371с). В самом деле, проводимость проводника k есть коэффициент пропорциональности в формуле (4.1), связывающей силу тока с напряжением. Другое название этого коэффициента – угловой коэффициент прямой линии, геометрический смысл которого – тангенс угла наклона этой линии к оси абсцисс. Найдём этот коэффициент (тангенс). Для этого проведём на рисунке 4.2 в любом месте вертикальную прямую так, чтобы образовался прямоугольный треугольник (желательно, побольше). На рисунке эта прямая указана пунктиром. Тогда в прямоугольном треугольнике тангенс угла ( между экспериментальной прямой и осью абсцисс (осью силы тока) равен отношению катета, противолежащего углу ( (вертикального катета) к прилежащему катету (горизонтальному).
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Обратите внимание: тангенс угла ( мы вычислили, не измеряя угол (, но как отношение катетов. Именно так всегда надо определять угловой коэффициент, так как значение угла ( зависит от масштаба, выбранного при построении графика, а отношение катетов от масштаба не зависит. Тангенс – это лишь интерпретация углового коэффициента, который равен отношению приращения функции (длина вертикального катета) к приращению аргумента (длина горизонтального катета).

Итак, проводимость образца 371с равна 7,26 мА/В. Сопротивление образца есть величина, обратная проводимости:
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Проводимость и сопротивление есть характеристики образца, но не характеристики сплава. А характеристиками сплава являются удельная проводимость ( и удельное сопротивление (. Их тоже можно определить, используя результаты проведённого эксперимента. Что такое удельное сопротивление (? – Это коэффициент пропорциональности в формуле, определяющей зависимость сопротивления проводника от его длины l и площади поперечного сечения S:
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Отсюда следует, что
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Сопротивление образца нам уже известно. Осталось измерить его длину и площадь поперечного сечения. Скорее всего, этого делать уже не надо, а надо только заглянуть в рабочий журнал нашего металлурга – он наверняка все свои образцы уже промерил и все размеры аккуратно записал в рабочем журнале. Удельная проводимость ( есть величина, обратная удельному сопротивлению (:
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так что, зная (, можно вычислить и значение (.
Таким образом, в результате проделанного эксперимента получена следующая информация (следующий вывод) о сплаве MV51.

· Проводники, выполненные из этого сплава, подчиняются закону Ома.

· Измерены удельное сопротивление и удельная проводимость сплава (с указанием абсолютной и относительной погрешностей измерений).

Что измерять.

Этот вопрос не возникал, когда надо было проверить закон Ома, – ясно, что измерять надо было напряжение и силу тока. Но не всегда всё так просто. 
Рассмотрим теперь другой пример. Пусть нам надо проверить закон Джоуля-Ленца. Как вы помните, он состоит в следующем:

Количество теплоты Q, выделенное за время t в проводнике, по которому течёт постоянный электрический ток, прямо пропорционально квадрату напряжения на концах проводника U и времени t и обратно пропорционально сопротивлению проводника R. 




[image: image108.wmf]t

R

U

с

Q

2

=








(4.2)

Где с – константа, зависящая от выбора системы единиц. В СИ с = 1.
Как проверять этот закон? Что нужно измерять? Какие графики строить?

Обычно эта проблема решается путём исследования частных зависимостей. 
Рассмотрим подробнее, что это означает. Формула (4.2) показывает, что Q зависит от трёх физических величин: U, R и t. Поэтому закон Джоуля-Ленца можно понимать как три отдельных закона и проверять эти три закона по отдельности. Таким образом, задача состоит из трёх этапов.

1 этап. Исследование зависимости Q(t).

Как следует из (4.2), при постоянных значениях напряжения U и сопротивления R Q зависит от t линейно, то есть количество тепла, выделяющееся в проводнике, пропорционально времени, в течение которого это тепло выделяется. Здесь очень важно, что пропорциональность между Q и t соблюдается только при условии постоянства U и R. В самом деле, если, например, сопротивление образца с течением времени будет нарастать, а напряжение поддерживаться неизменным, то в формуле (4.2) с течением времени будут расти числитель и знаменатель. При этом может оказаться, что всё вместе, то есть количество теплоты Q, от t вообще зависеть не будет. 
Поэтому эксперимент по проверке зависимости Q(t) должен проходить так, чтобы с течением времени величины U и R не менялись, то есть не зависели от времени.

Итак, что же измерять? – На рассматриваемом первом этапе необходимо измерять Q и t и контролировать U и R. Термином «контролировать» называют такие измерения физической величины, которые нужно проделывать для того, чтобы убедиться в её неизменности. Если же она изменилась, то нужно так подрегулировать экспериментальную установку, чтобы прежнее значение физической величины восстановилось.

Изменяться же в ходе опыта будут только t и Q. И если закон Джоуля-Ленца справедлив, то они будут изменяться пропорционально друг другу. При этом на графике, где осью абсцисс служит ось времени, а осью ординат – ось теплоты, экспериментальные точки выстроятся вдоль прямой линии. Точнее говоря, прямой линией можно будет пересечь доверительные интервалы всех экспериментальных точек.

2 этап. Исследование зависимости Q(U).

Прежде всего, заметим, что при проверке зависимости Q(U) мы должны контролировать (обеспечить постоянство) R и t. Правда, у вас может возникнуть вопрос – а как обеспечить постоянство t? Ведь время остановить нельзя. Да, нельзя, но ведь t – это не время, бегущее без остановки неизвестно откуда и неизвестно куда, а отрезок (промежуток) времени, в течение которого через проводник пропускается электрический ток. 
Поэтому эксперимент можно себе представить так: включается таймер (секундомер) и одновременно с ним включается источник питания, подающий напряжение на исследуемый проводник. Время идёт, тепло выделяется, а мы записываем показания вольтметра (напряжение U). Ровно через 1 минуту, например, мы выключаем таймер, выключаем источник питания и измеряем выделившееся тепло. Затем подкрутим ручку в нашей установке, изменяющую напряжение, которое подаёт на проводник источник питания, и снова ровно на 1 минуту включаем таймер и источник питания. Так можно проделать столько опытов, сколько мы захотим, и получить нужное нам количество экспериментальных точек.

Только вот какой график нам надо строить? Из формулы (4.2) вытекает, что при постоянстве R и t зависимость между U и Q не линейная, а квадратичная. Следовательно, если закон Джоуля-Ленца справедлив, то на графике с осями U (ось абсцисс) и Q (ось ординат) экспериментальные точки выстроятся не по прямой, а по кривой (по параболе). 
Но вот мы построили все экспериментальные точки и видим: да, прямую по точкам не проведёшь, а если провести кривую, то она в самом деле похожа на параболу. Но парабола ли это? Кривые зависимостей 
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 и ещё ряда зависимостей похожи, и отличить их по внешнему виду подчас невозможно. 
Что же делать? – Нужно вернуться к прямой линии, ведь мы легко отличаем её от всех кривых. Вспомним, в законе Джоуля-Ленца сказано, что количество теплоты Q пропорционально квадрату напряжения. Это значит, что между U и Q зависимость пропорциональная, то есть линейная. Следовательно, если построить график с осями U (абсцисса) и Q (ордината), то при справедливости закона Джоуля-Ленца экспериментальные точки должны выстроиться по прямой линии.

Рассмотрим пример исследования частной зависимости Q(U). Результаты измерений записаны в таблице 4.3 и представлены в виде экспериментальных точек на графике (рис. 4.4).

Таблица 4.3. 
Зависимость количества тепла Q, выделившегося в проводнике, от напряжения U, поданного на проводник.

	Номер

измерения
	U
	U
	Q
	Примечания

	
	В
	В
	кДж
	

	1
	10
	0,100(10
	0,2
	Установка № 2

	2
	15
	0,225(10
	0,3
	Сплав MV51

	3
	20
	0,400(10
	0,6
	Образец 610

	4
	25
	0,625(10
	0,9
	Серия 2

	5
	30
	0,900(10
	1,4
	t = (5,0 ( 0,1) мин

	6
	32
	1,02(10
	1,5
	R = (200 ( 5) Ом

	7
	34
	1,15(10
	1,7
	ΔU = 0,1 В

	8
	36
	1,30(10
	2,0
	ΔQ = 0,2 кДж

	9
	38
	1,45(10
	2,2
	

	10
	40
	1,60(10
	2,4
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Как видите, экспериментальные точки в самом деле выстроились по прямой линии, то есть данные эксперимента подтверждают следующую из закона Джоуля-Ленца пропорциональность между количеством выделившегося тепла Q и квадратом напряжения U на концах проводника. 

3 этап. Исследование зависимости Q(R).

Теперь изменять и измерять будем R и Q, а контролировать (измерять и поддерживать постоянными) будем t и U. А какой график строить? Если строить график с осями R (абсцисса) и Q (ордината), то при справедливости закона Джоуля-Ленца экспериментальные точки должны лечь не на прямую, а на кривую, которая, как известно, называется гиперболой. А она для нас ничуть не лучше параболы, ведь мы умеем отличать только прямые линии. 
И опять выход есть. Надо построить такой график, у которого осями являются не сопротивление и количество тепла, а проводимость 
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 (абсцисса) и количество тепла Q (ордината). Ведь из формулы (4.2) следует, что
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Если U и t постоянны в течение всего эксперимента, то Q пропорционально k, то есть зависимость между  Q и k – линейная.

Описанный метод построения таких графиков, на которых при правильности проверяемой закономерности или закона точки ложатся на прямую линию, называется методом линеаризации. 
Суть его состоит в переходе от двух физических величин A и B, связанных не пропорциональной (нелинейной) зависимостью, к двум другим величинам C и D, составленных из A и B так, чтобы C и D зависели друг от друга линейно. 
Тогда экспериментальная проверка линейной зависимости между C и D означает экспериментальную проверку предполагаемой зависимости между A и B. Пользуясь методом линеаризации, можно проверять даже такие закономерности, которые выражены в виде очень сложных на первый взгляд формул.

Итак, мы рассмотрели, как решается проблема экспериментальной проверки физических закономерностей или законов путём исследования частных зависимостей. Этот путь имеет, однако, один серьёзный недостаток. 
Пусть мы провели все три эксперимента и убедились, что во всех трёх этапах экспериментальные точки расположились на прямых линиях. Можно ли при этом с уверенностью утверждать, что закон Джоуля-Ленца выполняется? – Нет! 
Возьмём, например, первый этап. Мы убедились, что зависимость Q(t) линейная при постоянных значениях U и R. Пусть, например, эти значения были такие: U = 20 В, R = 3 кОм. Можем ли мы быть уверены, что линейная зависимость получилась бы при U = 40 В, R = 100 Ом? – Нет, не можем. Такого эксперимента мы не проводили. 
Для того, чтобы эта уверенность у нас была, нам нужно каждый этап проделать несколько раз. В итоге весь эксперимент становится очень длинен. Подсчитаем, сколько нам понадобится провести различных измерений. Для снятия одной зависимости нужно примерно 10 экспериментальных точек, то есть около 20 чисел. На каждом этапе нужно снять минимум три зависимости, то есть получить 30 точек (60 чисел). Всего этапов три, итого 90 экспериментальных точек (180 чисел). Кроме того, на каждом из этапов ещё две величины нужно контролировать.

Для упрощения экспериментальной проверки таких физических закономерностей, которые связывают много физических величин, можно пойти по пути линеаризации всей функции
. Обозначим в формуле (4.2) всю правую часть без постоянного коэффициента c одной буквой x:
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Тогда вместо формулы (4.2) у нас получится:
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Следовательно, проверка закона Джоуля-Ленца состоит всего-навсего в проверке линейной зависимости между Q и x.

Итак, теперь отпадает необходимость в поддерживании неизменных значений каких-то величин. Надо проделать несколько опытов с наугад выбранными значениями U, R и t. При этом получится несколько значений x и столько же значений Q. А затем надо построить экспериментальные точки на графике с осями x (абсцисса) и Q (ордината).

Желательно при проведении эксперимента стремиться к тому, чтобы диапазон изменений U, R и t был достаточно велик. Можно рекомендовать выбирать значения U, R и t в каждом из опытов так. Выберем три значения напряжения U, U, U, три значения сопротивления R, R, R и три значения времени пропускания тока t, t, t. Первый опыт проводим при значениях U, R, t, второй опыт – при U, R, t, третий – при U, R, t, четвёртый – при U, R, t и так далее, перебирая все возможные комбинации. Легко сообразить, что таких комбинаций будет 
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Итак, вместо 90 экспериментальных точек только 27.

· Замечание. Линеаризацию всей формулы обычно можно проделать разными способами. Например, формулу (4.2) можно линеаризовать ещё и так. Избавимся в этой формуле от знаменателя, умножив левую и правую часть на сопротивление R.

                                     
[image: image115.wmf]2

QRcUt

=

.

Если теперь ввести обозначения
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то получим, что y и x должны быть связаны линейной зависимостью

у = с·х.
4.2. Метод наименьших квадратов
Если есть основания предполагать, что исследуемая зависимость двух величин Y и X является линейной, то есть удовлетворяет формуле








,





(4.5)

и экспериментальный график зависимости y(x) это подтверждает, то есть через доверительные интервалы всех экспериментальных точек можно провести прямую линию, то по результатам измерения величин Y и X, то есть по значениям координат экспериментальных точек, можно определить параметры линейной зависимости k и b. Это можно сделать, по крайней мере, двумя способами. 

Первый способ – графический.

· Надо провести прямую линию на графике так, чтобы она пересекла доверительные интервалы всех точек и при этом как можно ближе прошла ко всем точкам. После этого можно приступить к определению k и b.

· k представляет собой угловой коэффициент прямой, поэтому его можно найти как отношение приращения функции (y к приращению аргумента (x. В качестве (x удобнее всего выбрать разность координат крайних точек графика (xn – x). При этом (y = y(xn) – y(x).
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Рис.4.5. Графический способ определения параметров прямой линии
Обратите внимание: y(x) и y(xn) – это не ординаты экспериментальных точек y и yn, физической величины Y, которые получены до построения графика зависимости y(x). Это значения линейной функции y(x), которую изображает проведённая на графике прямая.

· b – это отрезок, который прямая линия графика отсекает на оси ординат (на вертикальной оси), поэтому для нахождения b надо довести экспериментальную прямую до оси ординат и определить ординату их точки пересечения. Но это правило справедливо только в том случае, когда координатные оси пересекаются в начале координат, то есть в точке с координатами (0; 0). Если же удобнее выбрать другую точку пересечения осей, как это сделано при построении графика на рис.4.5, то нужно использовать другое правило: надо выбрать две точки на прямой, например, точки с координатами (x; y(x)) и (xn; y(xn)) и записать уравнение прямой, проходящей через эти точки:







.




(4.6)

Приведение этого уравнение к виду (4.5) даёт следующее выражение для b:
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(4.7)

Описанный метод определения параметров прямой линии k и b есть метод их косвенного измерения. А так как всякое измерение обладает погрешностью, то возникает вопрос: как оценить погрешности ((k) и ((b)? Проще всего это сделать так.

· Надо провести через доверительные интервалы ещё две прямые линии: для первой из них параметры k и b должны быть максимально возможными, поэтому её надо провести как можно круче и выше, для второй – значения k и b должны быть минимально возможными, её надо провести как можно полого и ниже.

· После этого погрешности ((k) и ((b) можно определить очевидным образом:









(4.8)

Второй способ определения параметров линейной зависимости, полученной экспериментальным путём, – аналитический.

Он называется методом наименьших квадратов. Его идея в том, что среди всевозможных комплектов пары чисел k и b существует такой единственный комплект, для которого сумма квадратов отклонений ординат экспериментальных точек от соответствующих ординат прямой линии с параметрами k и b, минимальна. Не рассматривая этот метод в деталях, приведём конечные выражения, позволяющие определить k и b.
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где обозначено:



[image: image119.wmf]22

123441

1111

,  ,  ,  ,  =.

nnnn

iiiii

iiii

SxSySxySxDnSS

====

====-

åååå



(4.10)

В этих формулах n – число экспериментальных точек, а наборы чисел (xi) и (yi) – результаты измерений, то есть абсциссы и ординаты экспериментальных точек.

Проделав вычисления по формулам (4.9) – (4.10), следует сделать проверку. Для этого надо по формуле (4.5) вычислить значения ординат прямой линии при двух произвольных значениях x, например при x и при xn, затем нанести на график две контрольные точки, то есть точки с координатами (x, y(x)) и (xn, y(xn)), и соединить их прямой линией. Если все вычисления проделаны верно, то прямая автоматически пройдёт оптимальным образом, то есть пересечёт доверительные интервалы всех экспериментальных точек и при этом будет максимально приближена к экспериментальным точкам.

Погрешности косвенного измерения параметров прямой линии k и b методом наименьших квадратов определяются по следующим формулам:
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где
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Рис. 3.1. Гистограмма для                 


                серии измерений.             
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Рис. 3.4. Функция плотности вероятности равномерного распределения.
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Рис. 4.3. Вольтамперная характеристика


	проводника.
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Рис. 4.2. Вольтамперная характеристика


	проводника.
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Рис. 3.6. Доверительный интервал и абсолютная погрешность случайной величины
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Рис. 4.4. Зависимость тепла Q от U2 в эффекте Джоуля –           Ленца.                                   
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� Это справедливо для нормального закона распределения случайной величины (см. постулаты), но может быть не оправдано для других статистических распределений.


� Вопрос о сложении приборных (систематических) и случайных погрешностей актуален только тогда, когда одна из них не более чем в несколько (обычно в 2 – 3) раз превышает другую. В противном случае в качестве оценки погрешности измерения следует указывать только бόльшую погрешность. 


� Правила округления погрешностей измерения и среднего значения измеренной величины обсудим позже.


� Как во всяком правиле, так и в этом - существуют исключения. Это связано с принадлежностью к определенной физической школе. В некоторых лабораториях принято считать все указанные цифры приближенного числа – истинными, а сомневаться начинают в следующей – ненаписанной. Величину погрешности определяют как половину величины ненаписанного разряда, например: ускорение � EMBED Equation.3  ��� = (9,80 ±0,05) м/с2. В нашей лаборатории величина погрешности определяется с «запасом».


� Достижимо ли это в принципе? См. естественно – физические пределы точности измерений.


� Как во всяком правиле, так и в этом - существуют исключения. См., например, таблицу точных физических констант.


� Потеряв сто рублей, о рубле не плачем.


�Как минимум, это – правило хорошего тона.


� Точнее, закон Ома для участка цепи.


� К сожалению, упрощение при этом достигается ценой уменьшения наглядности
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