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1. НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Справочный материал 

Понятие неопределённого интеграла тесно связано с понятием пер-
вообразной, когда по известному результату дифференцирования нужно 
восстановить искомую функцию. 

Определение 1.1. Функция F(x), где RXx   называется перво-
образной для функции f(x) на множестве Х, если она дифференцируема 
для любого Xx  и выполняется равенство    xfxF  . 

Теорема 1.1. Если на промежутке Х функция F(x) является перво-
образной для функции f(x), то функция   cxF  , где constc  , также 
будет первообразной для функции f(x). 

Определение 1.2. Множество всех первообразных функции f(x) на 
множестве Х называется неопределённым интегралом и обозначается 

  cxFdxxf )()( , (1.1) 

где знак  – знак интеграла; 
f(x) – подынтегральная функция; 
f(x)dx – подынтегральное выражение; 
х – переменная интегрирования; 
с – постоянная интегрирования. 
Запись  dxxf )(  читаем: интеграл эф от икс дэ икс. 
Определение 1.3. Операция нахождения первообразной для функ-

ции f(x) называется интегрированием. 

Свойства неопределённого интеграла 

Свойство 1.1. Неопределенный интеграл от дифференциала неко-
торой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной: 

cudu  , где  xuu  , constc  . 
Свойство 1.2. Постоянный множитель можно выносить за знак 

интеграла: 
  duufkduukf )()( , где constk  . 

Свойство 1.3. Интеграл от алгебраической суммы (разности) 
функций равен алгебраической сумме (разности) неопределённых инте-
гралов: 

    duuduufduuuf )()()()(  . 

Свойство 1.4.   cbauFadubauf )(1)( , где а, b, c – константы. 
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З а м е ч а н и е . Объединив свойства 1.1 и 1.2, запишем свойство 
линейности неопределенного интеграла: 

    duuduufduuuf )()()()( ,  
где α и β – const . 
Чтобы научиться интегрировать, нужно знать таблицу неопреде-

лённых интегралов основных элементарных функций (табл. 1.1), свой-
ства интегралов, различать классы интегрируемых функций и помнить 
основные формулы математики. Интегралы, внесённые в табл. 1.1, 
впредь будем называть табличными. 

Таблица 1.1 

Таблица неопределённых интегралов 
1   cxdx , constc   2 

c
n
xdxx

n
n 






1

1
, 1n  

3   cxx
dx ln  4   cedxe xx  

 
5 c

a
adxa

x
x  ln

, 0a , 1a  
 
6 

 
  cxdxx cossin  

 
7   cxdxx sincos   

8   cx
x

dx tg
cos2  

 
9   cx

x
dx ctg

sin 2  
 

10 













ca
x

a

ca
x

a
xa

dx

arcctg1

,arctg1

+ 22  

 
11 














 ca
x

ca
x

xa

dx

arccos

,arcsin

22
 

 
12  







cax
ax

aax
dx ln2

1
22  

13 caxx
ax

dx



 22

22
ln  14 

 






cax
ax

axa
dx ln2

1
22  

1.1. Непосредственное интегрирование 

Простейший метод интегрирования – непосредственное интегриро-
вание. Суть непосредственного интегрирования – с помощью основных 
алгебраических действий, основных формул и свойств неопределённого 
интеграла привести (преобразовать) заданный интеграл к табличному. 
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Пример 1.1. Найдите интегралы: 

 1.1.1.  dxx5 ;  1.1.2. 
 23 x
dx ; 1.1.3. dxx

x 





  3 25 ; 

 1.1.4.   dxe xx2 ;  1.1.5. 
916 2x

dx ; 1.1.6.   dxxx  212 ; 

 1.1.7.  xdx2tg ;  1.1.8. dxx
 2sin2 ; 1.1.9. dx

x

xx




3
3443 ; 

 1.1.10. dx
x
x


 3)2( ;  1.1.11.  dx

xx
x





22

2

1
21 . 

Решение. 1.1.1. Интеграл находим по формуле 2 табл. 1.1: 

cxcxdxx 





 615

615
5 . 

1.1.2. По формуле 14 табл. 1.1, при 3a , получаем 

 
c

x
x

x

dx
x

dx











 3
3ln

32
1

33 222 . 

1.1.3. Запишем подынтегральную функцию в виде разности сте-
пенных функций и воспользуемся свойствами 1.2 и 1.3: 

dxx
x 






  3 25 














 cxxdxxdxx
13

2

1

12
1

1
55

3
2

2
1

3
2

2
1

 

cxxcxx  3 53
5

2
1

5
3105

310 . 

1.1.4. Преобразуем подынтегральную функцию и получим интеграл 
5 табл.1.1: 

c
e

edxedxe
x

xxx   )2ln(
)2()2(2 . 

1.1.5. Вынесем в знаменателе множитель при 2x  и применим фор-
мулу 10 табл. 1.1: 


916 2x

dx

 






  222

4
316

1

16
916

1

x

dx
x

dx
 cx

4
3arctg

4
3
1

16
1  

cx
 3

4arctg12
1 . 
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1.1.6. Чтобы проинтегрировать данное выражение, раскроем скоб-
ки, и затем воспользуемся свойствами 1.2 и 1.3: 

  dxxx  212   cxxxxdxxxx   2232422
234

23 . 

О б р а т и т е  в н и м а н и е : В примере 1.1.6 мы пропустили за-
пись суммы интегралов и сразу записали сумму первообразных. В даль-
нейшем будем поступать так же, помня о существовании правил интегри-
рования 1.2 и 1.3. 

Некоторые интегралы можно находить несколькими способами. 
Приведём один из способов интегрирования. 

1.1.7. Преобразуем подынтегральную функцию, получим таблич-
ные интегралы 8 и 1 табл. 1.1: 

 xdx2tg 





 


  dx

x
dxdx

x
dx

x
xdx

x
x

222

2

2

2

cos
1

cos
1

cos
cos1

cos
sin  

cxtgx  . 

1.1.8. Применим тригонометрическую формулу 2
2cos1sin2  

 , 

свойство линейности неопределённого интеграла и формулы 1 и 7 
табл. 1.1: 

dxx
 2sin2  


  xdxdxdxx cos2

1
2
cos1 cxx  )sin(2

1 . 

1.1.9. Производя почленное деление, преобразуем частное в сумму 
функций. Получим табличные интегралы 5 и 1 табл. 1.1: 


 dx

x

xx

3
3443 .4

3
4ln
3
43

43
43

3
34

3
43 cxdxdxdx

x

x

x

x

x

x


























 



  

1.1.10. Воспользуемся формулой 32233 33)( babbaaba  , 
свойством линейности неопределённого интеграла и формулами 3, 1, 2 
табл. 1.1: 

dx
x
x


 3)2(




  dxxxdxdx
x

dxdx
x

xxx 2
32

61286128

cxxxx  3312ln8
3

2 . 

1.1.11. Выполнив элементарные преобразования в числителе дроби, 
представим частное в виде суммы функций: 
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 dx
xx

x





22

2

1
21

      










 















dx

xx
x

xx
xdx

xx
xx

22

2

22

2

22

22

11
1

1
)1(  

cxxcxx
x

dx
x
dx




  arctg1arctg
1

1
22 . 

Здесь воспользовались формулами 2 и 10 табл. 1.1. 

1.2. Метод замены переменной или подстановки 

Справочный материал 

Теорема 1.2. Пусть: 
 функция  tx   определена и дифференцируема на некотором 

промежутке Т; 
 функция f(x) определена на множестве значений Х функции 
 tx  , т. е. на промежутке Т определена сложная функция ))(( tf  ; 
 функция f(x) на множестве Х имеет первообразную F(x). 
Тогда справедлива формула 

dtttfdxxf   )()]([)( . (1.2) 
Таким образом, существует класс интегрируемых функций, кото-

рые легко преобразовать к табличному интегралу с помощью некоторой 
подстановки или методом замены переменной. 

Метод замены переменной основан на знании таблицы 1.1 неопре-
делённых интегралов и умении дифференцировать. 

Для применения этого метода требуется: 
 увидеть под знаком интеграла функцию и её производную, 
 обозначить эту функцию за новую переменную, 
 выразить dx через новую переменную и свести интеграл к таб-

личному, 
 после нахождения первообразной функции вернуться к старой 

переменной. 
Заметим, что в этом методе все вычисления удобно производить в 

строку, отделяя процедуру замены переменной вертикальными линиями. 
Пример 1.2. Найдите интегралы: 

1.2.1.  2

2
cos

x
dx

x
; 1.2.2.   x

x

e
dxe
6

3

1
; 1.2.3.  )(cos 32

2

x
dxx ; 
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1.2.4.   2

arctg

1 x
dxe x

;  1.2.5.  dx
x
xln ; 1.2.6.   )tg31(cos 2 xx

dx
; 

1.2.7.   dxx x2328 ; 1.2.8.   2x

x

e
dxe ; 1.2.9. dx

x

x





297

1 ; 

1.2.10.    xx
dx

2ln1
; 1.2.11.  12x

xdx ; 1.2.12. dxxe x sincos . 

Решение. 1.2.1. Сделаем замену tx 2 : 

 2

2
cos

x
dx

x
 

tx 2 , dtdx
x


2

2 , 
22
dt

x
dx    






 2cos dtt  

cxcttdt 
2sin2

1sin2
1cos2

1 . 

1.2.2. Сделаем замену te x 3 : 


 x

x

e
dxe
6

3

1


 23

3

)(1 x

x

e
dxe  te x 3 , dtdxe x 33 , 3

3 dtdxe x   


  213
1

t
dt  

cect x  3arctg3
1arctg3

1 . 

1.2.3. Сделаем замену tx 3 : 

 )(cos 32

2

x
dxx  tx 3 , dtdxx 23 , 

3
2 dtdxx     t

dt
2cos3

1

 

cxct  )tg(
3
1

tg
3
1 3 . 

1.2.4. Сделаем замену tarctgx  : 


 2

arctg

1 x
dxe x

 tx arctg , dt
x

dx 
 21

   dte t cece xt  arctg . 

1.2.5. Сделаем замену tx ln : 

 dx
x
xln  tx ln , dtx

dx     cxcttdt   2
ln

2

22

. 

1.2.6. Сделаем замену tx  tg31 : 




 )tg31(cos2 xx
dx  ttgx  31 ,  

dt
x

dx 
2cos

3 , 
3cos2
dt

x
dx   

 
 ctt

dt ln3
1

3
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cx  3tg1ln3
1 . 

1.2.7. Сделаем замену tx  232 : 
  dxx x2328  tx  232 , dtxdx  6 , 

6 dtxdx  
  dtt86

1  

cc
xt




8ln6
8

8ln
8

6
1

2
32

. 

1.2.8. Cделаем замену tx  )12ln( : 

                 2x

x

e
dxe = te x  2  dtdxe x     

ct
t
dt

  ln c 2eln x . 

1.2.9. Производя почленное деление, представим интеграл в виде 
разности двух интегралов: 

dx
x

x





297

1








22 9797 x

dx

x

xdx . 

 Вычислим отдельно интеграл от каждого слагаемого: 

а) 


 297 x

xdx  tx  297 , dtxdx 18 , 

18
 dtxdx  

= 
 


dtt

t
dt 2

1

18
1

18
 

cxctct
 2

2
1

97
9
1

9
1

2
118

1 ; 

б) 
 








222

)3(797 x

dx

x

dx
 

tx 3 , dtdx 3 , 

3
dtdx    




 
22

73
1

t

dt

 

cxct


7
3arcsin3

1
7

arcsin3
1 . 

 Окончательно получаем: 





 dx

x

x
297

1 cxx





7
3arcsin

3
1

9
97 2

. 

1.2.10. Сделаем замену tx ln : 

   xx
dx

2ln1
= 

tx ln ,  xct
t

dt



  lnarctgarctg

1 2
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dt
x

dx
  

. 

1.2.11. Сделаем замену tx 12 : 


 12x

xdx  tx 12 , dtxdx 2 , 

dtxdx
2
1

  
cxct

t
dt

  1ln
2
1ln

2
1

2
1 2 . 

1.2.12. Сделаем замену tx cos : 
 dxxe x sincos  tx cos , 

dtxdx  sin , 
dtxdx sin  

cecedte xtt   cos . 

Тождественное преобразование подынтегрального выражения 
с выделением дифференциала новой переменной 

Справочный материал 

Данный метод основан на знании таблицы неопределённых инте-
гралов (см. табл. 1.1) и таблицы дифференциалов для основных элемен-
тарных функций dxydy   (табл. 1.2). 

Таблица 1.2 
Таблица дифференциалов 

1   cdxbcxd  , 
с = const, b = const 

2 dxnxxd nn 1)(   

3   x
dxxd ln  4 dx

ax
xd a ln

1
)(log   

5 dxeed xx )(  6 adxaad xx ln)(   
7   xdxxd cossin   8   xdxxd sincos   
 
9  

x
dxxd 2cos

tg    
10  

x
dxxd 2sin

ctg   

 
11  

21
arcsin

x

dxxd


   
12  

21
arccos

x

dxxd


  

13  
21

arctg
x

dx
xd


  14  

21
arcctg

x
dxxd


  

Пример 1.3. Найдите интегралы: 
 1.3.1.  xdxx 5cos5sin 3 ;  1.3.2. dxx  )12(ctg ; 

 1.3.3.  dxxx )cos( 43 ;  1.3.4. dxx x  sin3cos ; 
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 1.3.5. dxx  )72sin( ;  1.3.6.  
 dx

x
x

14
12

2 ; 

 1.3.7.   44x
dxx ;   1.3.8.   x

x

e
dxe
6

3

9
; 

 1.3.9.   4

3

1 x
dxx ;   1.3.10. dx

x
x


3 ln1 . 

Решение. 1.3.1. Воспользуемся тем, что )5(sin5
15cos xdxdx   и по-

лучим табличный интеграл 2 табл. 1.1: 

 xdxx 5cos5sin3   )5(sin5sin5
1

5
)5(5cos5sin 33 xxdxxdx

cxc
x

 5sin
20
1

4
5sin

5
1 4

4

. 

1.3.2. Воспользуемся формулами 



sin
cosctg  , )(sincos xdxdx   и 

получим табличный интеграл 3 табл. 1.1: 

dxx  )12(ctg cx
x
xddx

x
x









  )12sin(ln
2
1

)12sin(
))12(sin(

2
1

)12sin(
)12cos( . 

1.3.3. Воспользуемся тем, что dxxxd 34 4)(   и получим табличный 
интеграл 7 табл. 1.1: 

 dxxx )cos( 43   4
)()cos(

4
4 xdx cx )sin(4

1 4 . 

1.3.4. Воспользуемся тем, что xdxxd cos)(sin   и получим таблич-
ный интеграл 5 табл. 1.1: 

dxx x  sin3cos   )(sin3sin xdx c
x


3ln
3sin

. 

1.3.5. Умножим и разделим интеграл на (7) и воспользуемся ра-

венством 7
)72(





xddx : 

dxx  )72sin( 



  7
)72()72sin( xdx cx  )72cos(7

1 . 

1.3.6. Производя почленное деление, представим интеграл в виде 
суммы интегралов: 
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


 dx
x
x

14
12

2  






1414

2
22 x
dx

x
xdx

cxc
x
xx

x
xd

x
xd












  12ln2

1
12
12ln4

114ln4
1

1)2(
)2(

2
1

14
)14(

4
1 2

22

2
. 

1.3.7. Внесём под знак дифференциала функцию 2x , учитывая ра-
венство xdxxd )(

2
1 2 , и получим табличный интеграл 10 табл. 1.1: 

  44x
dxx







  222

2

222 2)(
)(

2
1

2)( x
xd

x
dxx c

x


2
arctg

4
1 2

. 

1.3.8. Внесём под знак дифференциала функцию xe3 , учитывая ра-
венство dxeed xx 33 3)(  , и получим табличный интеграл 10 табл. 1.1: 

  x

x

e
dxe
6

3

9



  ce

e
ed x

x

x

3
arctg

3
1

3
1

)(3
)(

3
1 3

232

3

c
e x


3

arctg
9
1 3

. 

1.3.9. Воспользуемся тем, что  43 1
4
1 xddxx  , и получим таблич-

ный интеграл 3 табл. 1.1: 


 4

3

1 x
dxx   cx

x
xd





  4

4

4
1ln

4
1

1
)1(

4
1 . 

1.3.10. Воспользуемся формулой 3 табл. 1.2 и получим табличный 
интеграл 2 табл. 1.1: 

dx
x

x


3 ln1 cxxdx 


  4
)ln1(3)ln1()ln1(

3
4

3
1

cx  3 4)ln1(
4
3 . 

1.3. Метод интегрирования по частям 

Справочный материал 

Метод интегрирования по частям основан на применении формулы
   vduuvudv ,  (1.3) 
которую называют формулой интегрирования по частям.  

Выделим некоторые классы функций, интегрируемых по частям. 
Класс I. Произведение многочлена п-й степени (п  N) 

n
nnn

n axaxaxaxP   2
2

1
10)(  

на тригонометрическую или показательную функцию 
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xxPn sin)( , xxPn cos)( , x
n exP )( , x

n axP )( . 
Класс II. Произведение многочлена целой степени Р(х) (или функ-

ция Р(х) – иррациональная алгебраическая функция) на обратную три-
гонометрическую функцию или на логарифмическую функцию 

xxP n arcsin)( , xxP n arccos)( , xxP narctg)( , xxP narcctg)( , 
xxP nln)( , xxP n

alog)( , где a > 0, a  0, n  N. 
Класс III. Интегралы, содержащие под знаком интеграла функции 

вида xe x  cos , xe x  sin , )cos(ln x , )sin(ln x , 22 xa  , называются 
циклическими. 

Разбивая подынтегральную функцию на части (множители) и и dv, 
следует придерживаться следующих правил: 

Правило 1. Интегрирование дифференциала dv не должно пред-
ставлять затруднений. 

Правило 2. Применение формулы (1.3) должно привести к упроще-
нию подынтегральной функции (приблизить её к табличному интегралу). 

Правило 3. Чтобы найти dи, нужно продифференцировать функ-
цию и. Чтобы найти v, нужно проинтегрировать dv, не прибавляя кон-
станту с. Формулу интегрирования по частям можно применять не-
сколько раз. 

Правило 4. В циклических интегралах, применив два раза формулу 
(1.3), приходим к первоначальному интегралу, затем из полученного ра-
венства выражаем искомый интеграл. 

З а м е ч а н и е  1. Если аргумент функции и дифференциала не сов-
падают, то лучше предварительно упростить подынтегральное выраже-
ние, введя новую переменную, и к полученному выражению применить 
формулу интегрирования по частям (1.3). 

Таблица 1.3 позволит быстрее распознать, к какому классу (I  III) 
относится наша функция и правильно выбрать и, dv. 

 
Таблица 1.3 

 
класс интеграл и(х), dv(х) dи(х), v(х) 

 
I 

1. dxexP x
n )(  и = nP (х), 

dxedv x  
dxxPdu n )( , 

xx edxedvv 


  1  

 2. dxaxP x
n )(  и = nP (х), 

dxadv x  
dxxPdu n )( , 

xx aadxadvv 
 ln

1   
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 3.  xdxxPn sin)(  и = nP (х), 
dv = sinxdx 

dxxPdu n )( , 

  dxxv sin x


cos1  

 4.  xdxxPn cos)(  и = nP (х), 
dv = cosxdx 

dxxPdu n )( , 

  dxxv cos x


sin1  

 
II 

5.  xdxxP narcsin)( , 
n  N 

u = arcsinп x,  
dv = P(x)dx dx

x

xndu
n

2

1

)(1

arcsin








, 

 dxxPv )(  
 6.  xdxxP narccos)( , 

n  N 
xu n  arccos , 

dv = P(x)dx dx
x

xndu
n

2

1

)(1

arccos








, 

 dxxPv )(  
 
 

7.  xdxarcsin , 
 
 
 xdxarccos  

u = arcsinx, 
dv = dx, 

 
u = arcсоsx 

2)(1 x

dxdu



 , 

xdxv   , 

2)(1 x

dxdu



  

 
 
 

8.  xdxxP narctg)( , 
n  N 

xu n arctg ,  
dv = P(x)dx 

dx
x

xn
du

n

2

1

)(1
arctg








, 

 dxxPv )(  
 

 
 
 

9.  xdxxP narcctg)( , 
n  N 

xu n arcctg , 
dv = P(x)dx 

dx
x

xn
du

n

2

1

)(1
arcctg








, 

 dxxPv )(  
 10.  xdxarctg , 

 
 
 xdxarcctg  

u = arctgx, 
dv = dx, 

 
u = arcctgx 

2)(1 x
dx

du



 , xdxv   , 

2)(1 x
dxdu



  

 11.  xdxxP nln)( , 

xdxxP n
a log)( , 

a > 0, a  1, n  N 

xu nln ,  
dv = P(x)dx, 

xu n
alog  

dx
x

xndu
n 1ln 

 , 

 dxxPv )(  , 

dx
ax

xn
du

n
a

ln
log 1





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 12.  xdxnln , n  N xu n  ln , 
dv = dx x

dxxndu n  1ln , xv  

 
III 

13. xdxe x   sin  1) xeu  ,  
dv = sinxdx 

dxedu x , 

 


 xxdxv cos1sin  

  2) xeu  ,  
dv = cosxdx 

dxedu x , 

 


 xxdxv sin1cos  

 
 

14. xdxe x   cos  1) xeu  , 
dv = cosxdx 

dxedu x , 

 


 xxdxv sin1cos  

  2) xeu  , 
dv = sinxdx 

dxedu x , 

 


 xxdxv cos1sin  

 15.  dxx)cos(ln  1) u = cos(lnx),  
dv = dx x

dxxdu )sin(ln , xv  

  2) u = sin(lnx), 
dv = dx x

dxxdu )cos(ln , xv  

 16.  dxx)sin(ln  1) u = sin(lnx), 
dv = dx x

dxxdu )cos(ln , xv  

  2) u = cos(lnx), 
dv = dx x

dxxdu )sin(ln , xv  

З а м е ч а н и е  2. В интегралах 13, 14 табл. 1.3 можно взять за 
dxedv x , а за u – оставшееся выражение, это не усложнит процесс ин-

тегрирования. 
З а м е ч а н и е  3. Интегралы 15, 16 табл. 1.3 сводятся к виду 13, 14, 

если выполнить предварительно замену переменной tx ln , tex  , 
dtedx t . 

Пример 1.4. Найдите интегралы: 
 1.4.1. dxxe x 5 ;  1.4.2.  xdxxcos2 ;  1.4.3. dxe x ; 

 1.4.4. dxxx 23 sin ; 1.4.5.  xdx2arccos ; 1.4.6.  2
ln

x
dxx ;

 1.4.7.  xdxe x 3sin ; 1.4.8. dxx )cos(ln . 
Интегралы 1.4.1 – 1.4.8 находятся с помощью формулы интегриро-

вания по частям   vduuvudv  и табл. 1.3. 
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Решение. 1.4.1. Имеем интеграл вида 1 табл. 1.3. Полагаем xu  , 
dxedv x5 . Найдём du и v и применим формулу интегрирования по час-

тям: 
 dxxe x5  xu  , dxdu  , 

dxedv x5 , 

5
55 xx edxev    

  dxeex xx 55

5
1

5  

ceex xx


255

55
. 

1.4.2. Имеем интеграл вида 4 табл. 1.3. Полагаем xu  , тогда 
xdxdv 2cos . Найдём du и v и применим формулу интегрирования по 

частям: 

 xdxxcos2  xu  , dxdu  , 
xdxdv 2cos , xxdxv 2sin2

12cos    
 xx 2sin2

1  

cxxxxdx   2cos4
12sin22sin

2
1 . 

1.4.3. Сделаем замену переменной 2tx  , tdtdx 2 , получим инте-
грал вида 1 табл. 1.3: 

 dxe x  2tx  , tdtdx 2    dttetdte tt 22  
 
 
  

tu  , dtedv t ,  
dtdu  , tt edtev    

      cetedtete tttt 22   .12 cxe x   

1.4.4. Отделим от 3x  один множитель и сделаем замену перемен-
ных 2x  = t, 2xdx = dt. Получившийся интеграл найдём с помощью фор-
мулы интегрирования по частям: 

 dxxx 23 sin  xdxxx 22 sin  tx 2 , dtxdx 2 , 

2
dtxdx   

  2sin dttt  

 

  dttt sin2
1  tu  , dtdu  , 

tdtdv sin , tv cos  
    tdttt coscos2

1  

   cttt sincos2
1   cxxx  222 sincos

2
1

. 

1.4.5. Имеем интеграл вида 7 табл. 1.3. Полагаем xu 2arccos , 
dxdv  . Найдём du и v и применим формулу (1.3): 
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 xdx2arccos

 

xu 2arccos , 
241

2
x

dxdu


 , 

dxdv  , xdxv    

 
 xx2arccos  

  
















 


xxxdxxx

x

dxx 2arccos)41(41
8
2

2arccos
41

2 22
1

2
2

 




 cx

2
1

)41(
4
1 2

1
2

cxxx  2412
12arccos . 

1.4.6. Имеем интеграл вида 11 табл. 1.3. Полагаем xu ln , 
2x

dxdv  . 

Интегрируем: 

 2

ln
x

dxx  xu ln , x
dxdu  , 

2x
dxdv  , xv 1

  

  





  x

dx
xxx 11ln  

  2

ln
x
dx

x
x cxxcxx

x
 )1(ln11ln . 

1.4.7. Имеем циклический интеграл 13 табл. 1.3. Применим два раза 
формулу интегрирования по частям, полагая xeu  : 

 
 xdxe x 3sin  

xeu  ,  dxedu x , 
xdxdv 3sin , xxdxv 3cos3

13sin    







 xe x 3cos

3
1

 

 





 dxex x3cos

3
1

  xdxexe xx 3cos
3
1

3cos
3
1

 

 
  

xeu  ,  dxedu x , 
xdxdv 3cos , xxdxv 3sin3

13cos    
xe x 3cos

3
1

 + 

 

 xdxexe xx 3sin
9
1

3sin
9
1

. 
Выразим искомый интеграл из равенства 

 xdxe x 3sin xe x 3cos
3
1

  xdxexe xx 3sin
9
1

3sin
9
1

, 
получаем 







   xedxexxe xxx 3cos

3
1

3sin
3
1

3sin
3
1

3
1
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 xdxe x 3sin xexexdxe xxx 3sin
9
1

3cos
3
1

3sin
9
1

  , 

 xdxe x 3sin
9

10  xx
e x

3cos33sin
9

 ; 

 xdxe x 3sin cxx
e x

 )3cos33(sin
10

. 

1.4.8. Имеем циклический интеграл 15 табл. 1.3: 
 

 dxx)cos(ln  
)cos(ln xu  ,  x

dxxdu )sin(ln , 

dxdv  , xdxv    

 
  
 

    dxxxxx
dxxxxx )sin(ln)cos(ln)sin(ln)cos(ln  

 
  

)sin(ln xu  , x
dxxdu )cos(ln , 

dxdv  , xdxv    

 
 xxxx )sin(ln)cos(ln  

 x
dxxx )cos(ln  dxxxxxx )cos(ln)sin(ln)cos(ln . 

Выразим искомый интеграл из равенства 
dxx )cos(ln  dxxxxxx )cos(ln)sin(ln)cos(ln ; 

dxx )cos(ln )sin(ln)cos(ln)cos(ln xxxxdxx   ; 

))sin(ln)(cos(ln)cos(ln2 xxxdxx  ; 

 dxx)cos(ln   cxxx
 )sin(ln)cos(ln2 . 

1.4. Интегралы от функций, содержащих квадратный трёхчлен 

Справочный материал 

1. Интегралы вида  
 dx

cbxax
CBx

2 , 



dx

cbxax

CBx
2

. 

При интегрировании функций, содержащих в знаменателе дроби 
квадратный трёхчлен cbxax 2  рекомендуется придерживаться сле-
дующей схемы: 

 выделить полный квадрат из квадратного трёхчлена, в результате 
чего он преобразуется в квадратный двучлен 
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














 

a
c

a
b

a
b

a
b

xxa
a
c

x
a
b

xacbxax 2

2

2

2
222

442
2  



















 



















  2

2

2

22

242
k

a
b

xa
a

b
a
c

a
b

xa , где 
2

2
2

4a
b

a
ck  ; 

 выражение 





  a

bx 2  заменить через новую переменную t. Пере-

менную х выразить через t и найти дифференциал dx; 
 проинтегрировать табличные интегралы, используя формулы: 

cuu
ud

 ln , cu
u

du
 2 , где cbxaxu  2 ; 

  


c
A
t

AAt
dt arctg

1
22 ,  







c
At
At

AAt
dt ln

2
1

22 ; 

 


cAtt
At

dt 22
22

ln ; 

 


c
A
t

tA

dt arcsin
22

, где a
bxt 2 , constA  ; 

 вернуться к старой переменной х. 
З а м е ч а н и е . Эти интегралы можно найти, выделив в числителе 

дроби производную квадратного трёхчлена cbxax 2  и представив 
интеграл в виде суммы двух табличных интегралов. 

2. Интегралы вида dxcbxax 2 . 
Выделением под знаком радикала полного квадрата рассматривае-

мые интегралы сводятся к интегралам одного из следующих видов: 
dttA  22 , dttA  22 , dtAt  22 , где constA  . 

3. Интегралы вида 
 cbxaxx

xd
2

. 

Данные интегралы сводятся к интегралу вида 
 11

2
1 ctbta

td  с 

помощью подстановки 
t

x 1
 . 

Пример 1.5. Найдите интегралы: 

 1.5.1. dx
xx

x
  52

6
2 ;  1.5.2. dx

xx
x

 



284
3

2 ; 
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 1.5.3. dx
xx

x






84

2
2

;  1.5.4. dx
xx

x





261

12 ; 

 1.5.5. 
 22 xxx

xd . 

Решение. 1.5.1. Выделим полный квадрат в знаменателе дроби 
4)1(51)112(52 22222  xxxxx  и сделаем замену 

tx 1 : 




 52
6

2 xx
dxx

 

выделим полный квадрат: 
4)1(52 22  xxx  




  4)1(
6 2x

dxx
 

 
 
  

замена 
tx 1 , 1 tx , dtdx     












4
6

4
6

4
1

6 222 t
dt

t
tdtdt

t
t

 

  






   c

t
t

t
dt

t
td

2
arctg34ln3

2
6

4
)4(

2
6 2

222

2

 

  c
x

xx 





 


2

1
arctg52ln3 2 . 

1.5.2. Выделим в знаменателе дроби полный квадрат и введём но-
вую переменную: 





 284

)3(
2 xx

dxx

 

 22)2222)2((284 2222 xxxx
2)22( 2  x , 

tx  22 , 2
2 tx , 2

dtdx  , 2284 22  txx  

 
  






















  2
)2(

24
1

2
4

4
1

24
1

2
4

4
1

222

3
2

2

2

2

222 t
td

t
dt

t
tdtdt

t
ttd

t

t
 

 



  22 2t

dt





 c

t
t

t
2
2

ln
22

1
2ln

8
1 2  

c
x
x

xx 





222
222

ln
22

1
284ln

8
1 2 . 

1.5.3. В подкоренном выражении выделим полный квадрат и вве-
дём новую переменную: 
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





84

)2(
2 xx

dxx   82)222(84 2222 xxxx
4)2( 2  x , tx  2 , 2 tx , dtdx  , 

484 22  txx  

 
  














 



4
4)4()4(

2
1

4
4

44

)22(
2

22
1

2
222 t

dttdt
t

dt

t

dtt

t

dtt




 cttt 4ln4

2
1

)4(
2
1 2

2
1

2

cxxxxx  842ln484 22 . 

1.5.4. В знаменателе дроби выделим полный квадрат и введём но-
вую переменную: 

 





 261

)12(

xx

dxx

 
10)3(

)13332(

)16(61

2

222

22







x

xx

xxxx

 

tx  3 , 3 tx , 
dtdx  , 22 1061 txx   

 
  

 



















 

222

2

222
10

7
10

)10(

10
7

10

2

10

1)3(2

t

dt

t

td

t

dt

t

tdtdt
t

t

 

 ctt
10

arcsin710 2 cxxx 



10

3arcsin761 2 . 

1.5.5. Преобразуем подынтегральную функцию и применим под-

становку t
x


1 : 


 22 xxx

xd
 










 


112

112
2

2

2
2

xx
x

dx

xx
xx

dx  

 
  

t
x


1 , dt
x
dx

 2
, dt

x
dx

2
 




12 2 tt

td . 

Выделим в подкоренном выражении полный квадрат:  

  












 1

22
1

22
1

22
122212

22
22 tttt  
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8
9

22
121

8
1

22
12

22







 






  tt . 

Найдём интеграл: 










 







 










 




 

8
9

22
12

22
12

2
1

8
9

22
12

12 222

t

td

t

dt

tt

td
I








  ctt
8
9

22
1

2
22

1
2ln

2
1 2

 

.
22

122
ln

2
1

1
12

22
12ln

2
1 2

2
c

x
xx

c
xxx






1.5. Интегрирование рациональных дробей 

1.5.1. Рациональные дроби 

Справочный материал 

Определение 1.4. Дробь 
)(
)(

xQ
xP

n

m  называется рациональной, если 

mP (x), nQ (x) – многочлены степени m и n соответственно (т  0, n > 0, 
m  Z, n  Z): 

m
mm xaxaxaaxP  2

210)( , 
n

nn xbxbxbbxQ  2
210)( , 

где maaa ,,, 10  , nbbb ,,, 10   – любые числа ( ma  0, nb  0). 
Если т < n, то рациональная дробь называется правильной; если 

т  n, то дробь называется неправильной. 
Теорема 1.3. Уравнение 02

210  n
n xbxbxbb   имеет ровно 

п корней действительных или комплексных (включая их кратность), 
причём каждый комплексный корень (a + bi) имеет сопряжённый ком-
плексный корень (a  bi). 

Теорема 1.4. Каждый целый многочлен с вещественными коэффи-
циентами разлагается, и притом единственным способом, на вещест-
венные множители 

 n
nn xbxbxbbxQ 2

210)( 21 )()( 21
ll

n xxxxb   
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jri k
jj

kl
r

l
i qxpxqxpxxxxx ,

2
11

2 )()()()( 1    (1.4) 
где il  – кратность действительных корней ix ;  

jk  – кратность комплексных корней;  
nkklll jr  )(2 121  , ,...2,1i , jr, 1, 2, ..., n – r, 

причём паре сопряжённых комплексных корней (a  bi) соответствует 
квадратный трёхчлен ( qpxx 2 ). 

З а м е ч а н и е . Квадратный трёхчлен qpxx 2  (или 

jj qxpx 2 ) не имеет действительных корней. 
Теорема 1.5. Каждая правильная дробь может быть представле-

на в виде суммы конечного числа простых дробей вида 

  1) 
ax

A


;   2) kax
A

)( 
, где k  2, k  Z; 

  3) 
qpxx

CBx



2 ;  4) kqpxx

CBx
)( 2 

 , где k  2, k  Z, 

а именно  


)(
)(

xQ
xP

n

m

1

1

xx
A








 
1

1

)()(
1

2
1

2

l

l

xx

A

xx
A





 2

21

)( ii xx
B

xx
B

+ 

   



















 

2
11

2
22

11
2

111

)( qxpx
DxC

qxpx
DxC

xx

E
xx

E

xx

B
r

r

i

i

l
r

l

rl
i

l















  22

22
2

11

11
2 )()( 1

11

jjjjk

kk

qxpx
NxM

qxpx
NxM

l
qxpx

DxC
 

j

jj

k
jj

kk

qxpx

NxM

)( 2 


 , (1.5) 

где ,...2,1i , jr, 1, 2, ..., n – r. 

Правило разложения правильной рациональной дроби 
)(
)(

xQ
xP

n

m  

в виде суммы простых дробей 

1. Приравнять знаменатель дроби – многочлен nQ (x) к нулю и най-
ти его корни (вещественные и комплексно сопряжённые). 
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2. Разложить многочлен nQ (x) по формуле (1.4) на вещественные 
множители, линейные или квадратичные 
  х – а;    kax )(  , где k  2, k  Z; 
  qpxx 2 ;   kqpxx )( 2  , где k  2, k  Z. 

З а м е ч а н и е . При разложении можно использовать формулы: 
  22 ba (a  b)(a + b); 
  33 ba (a  b) )( 22 baba  ; 
  33 ba (a + b) )( 22 baba  ; 
 ))(( 21

2 xxxxacbxax  , где 1x , 2x – действительные корни 
квадратного трёхчлена cbxax 2 . 

3. Каждому множителю в знаменателе дроби поставить в соответ-
ствие простую дробь вида 1 – 4 формулы (1.5), пользуясь табл. 1.4. 

Таблица 1.4 
 

 
Тип множителя в 

знаменателе дроби 

Число 
про-
стых 

дробей 

 
Вид дробей в разложении на простые дроби 

1. ax   1 
ax

A


 

2. kax )(   k 
(k  2, 
k  Z) 

k
k

ax
A

ax
A

ax
A

)()( 2
21








  

3. qpxx 2  1 
qpxx

CBx



2  

4. kqpxx )( 2   k 
(k  2, 
k  Z) 

k
kk

qpxx
CxB

qpxx
CxB

qpxx
CxB

)()( 222
22

2
11















 
4. Найти неопределённые коэффициенты. Для этого в правой час-

ти равенства (1.5) все дроби привести к наименьшему общему знамена-
телю и приравнять числители исходной и полученной дробей. 

Приравнивая коэффициенты при х в одинаковых степенях, соста-
вить систему уравнений для определения неизвестных коэффициентов. 
Число уравнений должно быть равно числу неизвестных коэффициен-
тов. Полученная система линейных уравнений всегда совместна и опре-
делена. 
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5. Записать разложение правильной рациональной дроби 
)(
)(

xQ
xP

n

m  в 

виде суммы простых дробей с учётом найденных коэффициентов. 
 

1.5.2. Интегрирование простых рациональных дробей 

Согласно теореме 1.5 интегрирование рациональных дробей сво-
дится к интегрированию простых дробей типа 1  4 табл. 1.4. Проинтег-
рируем каждую из простых дробей: 

1. caxA
ax
axdA

ax
dxA






  ln)( , где а и с – константы. 

2. 








 c

k
ax

AaxdaxA
ax

dxA k
k

k 1
)(

)()(
)(

1

 

c
axk

A
k 




1))(1(
, где k  2, k  Z, a, c – константы;  

3.  



qpxx
dxCBx

2

)(
, где многочлен qpxx 2  не имеет вещественных 

корней, т. е. 042  qpD . 
В знаменателе дроби выделим полный квадрат: 

2
222

22

2222
2 apxpqpxpxqpxx 






 













  , 

где 0
2

2
2 








pqa , 24
2
1

pqa  . 

Сделаем замену tpx  2 , откуда 2
ptx  , dtdx  , и найдём ин-

теграл типа 3: 

 



qpxx
dxCBx

2

)(









 












 

  222222 2
2

at
dtC

pB
at

tdtBdt
at

CptB
 










 




  2222

22

2
)(

2 at
dtpB

C
at
atdB

 




 c
a
t

a
pBC

at
B

arctg1
2

2
)ln(

2
22  
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







 c

pq

px

pq

BpCqpxxB
22

2

4
2
1

2arctg
4

2
12

2)ln(
2

 

c
pq

px

pq

BpC
qpxx

B











22
2

4

2
arctg

4

2
)ln(

2
. 

4. Интеграл dx
qpxx

CBx
k 


)( 2 , где k  2, k  Z, находится анало-

гично предыдущему. 

1.5.3. Интегрирование рациональных дробей 

Правило интегрирования рациональных дробей 

1. Установить, является ли рациональная дробь 
)(
)(

xQ
xP

n

m  правильной 

или неправильной. Неправильную дробь представить в виде суммы 
многочлена и правильной рациональной дроби. 

2. Найти корни знаменателя – многочлена )(xQn  и записать его в 
виде произведения простых сомножителей типа 1 – 4 по формуле (1.4). 

3. Правильную рациональную дробь представить в виде суммы 
простых дробей, пользуясь табл. 1.4. 

4. Найти коэффициенты разложения. 
5. Воспользовавшись свойством линейности, найти интеграл от ра-

циональной дроби, как от суммы функций. 
Пример 1.6. Найдите интегралы: 

 1.6.1.  


dx

xxx
x

)6(
15

2 ;  1.6.2.  
dx

xx
x

2)2)(3(
2

; 

 1.6.3.   62

2

xx
dxx ;   1.6.4.  


dx

xxx
x

)2)(2(
3
22

2

; 

 1.6.5.  
 dx

xx
x

23

4 1 . 

Решение. 1.6.1. Имеем правильную рациональную дробь. Предста-
вим дробь в виде суммы простых дробей с помощью табл. 1.4: 

23)2)(3(
15

)6(
15

2 












x

C
x

B
x
A

xxx
x

xxx
x

; 
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)2)(3(
)3()2()2)(3(

)6(
15

2 






xxx

xCxxBxxxA
xxx

x
; 

)3()2()2)(3(15  xCxxBxxxAx . 
Используя действительные корни знаменателя, находим коэффици-

енты А, В, С: 

 01 x  6
12)3(1  AA ; 

 32 x  15
1453135  BB ; 

 23 x  10
11)5()2(1)2(5  CC . 

Интегрируем: 

 


dx

xxx
x

)6(
15

2 









  3
)3(

15
14

6
1

210
11

315
14

6
1

x
xd

x
dx

x
dx

x
dx

x
dx





  2
)2(

10
11

x
xd

c
x

xx
cxxx 






10 11

15 146

)2(

)3(
ln2ln

10
11

3ln
15
14

ln
6
1

. 

1.6.2. Представим правильную рациональную дробь в виде суммы 
простых дробей с помощью табл. 1.4 и найдём коэффициенты: 











 22 )2(23)2)(3(

2
x

C
x
B

x
A

xx
x

 

2

2

)2)(3(
)3()2)(3()2(






xx
xCxxBxA

; 

CCxBBxBxAAxAxx 36442 22  ; 
)364()4()(2 2 CBACBAxBAxx  . 

Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х: 
2x  

x 
0x  

0 BA , 
24  CBA , 

0364  CBA , 





















,3
10

,23
104

,

AC

AAA

AB

 






















.5
4

,25
6

,25
6

C

A

B

 

Интегрируем: 
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  2)2)(3(
2

xx
xdx














  3
)3(

25
6

)2(5
4

225
6

325
6

2 x
xd

x
dx

x
dx

x
dx

 





   )2()2(
5
4

2
)2(

25
6 2 xdx

x
xd

 2ln25
63ln25

6 xx

c
xx

xcx















)2(5
4

2
3ln

25
6

1
)2(

5
4 1

. 

1.6.3. У неправильной рациональной дроби выделим целую часть, 
разделив числитель на знаменатель: 

6
16

6
2

22






x
xx

xxx

 

Запишем результат деления:  

6
61

6 22

2





 xx

x
xx

x . 

Представим правильную рациональную дробь в виде суммы про-
стых дробей с помощью табл. 1.4: 

)2)(3(
)3()2(

23)2)(3(
6

6
6

2 

















xx

xBxA
x

B
x

A
xx

x
xx

x
; 

)3()2(6  xBxAx . 
Используя действительные корни знаменателя, найдём коэффици-

енты А и В: 

  )5(6221 Bx 5
4

B ; 

  56332 Ax 5
9

A . 

Интегрируем: 

  62

2

xx
dxx




































  3

)3(
5
9

2
5
4

3
5
9

1
6

61 2 x
xddxdx

xx
dx

xx
x

cxxx
x
xd





  2ln5
43ln5

9
2

)2(
5
4 . 

1.6.4. Представим правильную рациональную дробь в виде суммы 
простых дробей, найдём неопределённые коэффициенты и проинтегри-
руем: 
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
















22)2()2(

3
)2)(2(

3
22

2

22

2

x
D

x
C

x
BAx

xxx
x

xxx
x

 

)2()2(
)2()2)(2()2()(

2

22






xxx
xxDxxCxxBAx

; 

 32x (Ах + В)х(х  2) + С( 2x + 2)(х  2) + Dx( 2x + 2). 
Используя действительные корни знаменателя дроби, найдём ко-

эффициенты С и D: 

 01 x  4
3)2(23  CC ; 

 22 x 
12
1

6232 2  DD . 

Для нахождения коэффициентов А и В приравняем коэффициенты 
при 3x  и 2x  в последнем равенстве и подставим в полученную систему 
уравнений значения коэффициентов С и D: 

 
3x  
2x  

 

0 DCA , 

12  CB , 
 










.2
5

4
32121

,6
5

CB

DCA
 

Интегрируем: 

 


dx

xxx
x

)2)(2(
3
22

2





























  dx

xxx

x

xxx
dxx

2
12
1

4
3

2
2
5

6
5

)2()2(
)3(

22

2

 

 













  )2ln(

12
5

2
)2(

12
1

4
3

22
5

2
)2(

26
5 2

222

2

x
x
xd

x
dx

x

dx
x
xd

 cxxx 2ln12
1ln4

3
2

arctg
22

5  

c
x

xxx







12 52

124 3

)2(

2ln
2

arctg
22

5
. 

1.6.5. Рациональная дробь 23

4 1
xx

x

  неправильная, выделим целую 

часть: 
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1

1

1

1

2

23

3

34

234












x

xx

x

xxx

xxx

 

Результат деления: 
23

2

23

4 111
xx

xx
xx

x






 . 

Представим правильную рациональную дробь в виде суммы про-
стых дробей и приравняем числители исходной и полученной дробей: 

)1(
)1()1(

1)1(
11

2

2

22

2

23

2















xx
CxxBxAx

x
C

x
B

x
A

xx
x

xx
x ; 

12x А 2x  + Ах + Вх + В + С 2x ; 
12x 2x (А + С) + х(А + В) + В. 

Составим систему для нахождения неопределённых коэффициен-
тов (приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х в послед-
нем равенстве) и решим её: 

2x  
х 

0x  

1CA , 
0 BA , 

1B , 










.1

,1
,21

B
BA

AC
 

Запишем разложение дроби: 

1
211

)1(
1

22

2







xxxxx

x
. 

Интегрируем: 

 
 dx
xx

x
23

4 1























  dx
xxx

xdx
xx

x
x

1
211

1
1

1 223

2





  

1
)1(

22

x
xd

dxx
x

dxdxxdx

cx
x

xx
x

 12ln
1

ln
2

2

. 

 

 



 31  

1.6. Интегрирование тригонометрических функций 
Таблица 1.5 

Методы интегрирования тригонометрических функций 
 

Вид интеграла Подстановка или метод 
интегрирования 

Примечания 

1.   xdxx sinsin , 

  xdxx coscos , 

  xdxx cossin  

Применяются формулы 
 sinsin  

 )cos()cos(
2
1   

 coscos

 )cos()cos(
2
1   

 cossin
 )sin()sin(2

1   

Получаются интегра-
лы 

ckxkkxdx  sin1cos

, 
 kxdxsin  

ckxk  cos1 , 

constk  , constc   

2. 
dxxx nm  22 cossin  

n  N, m  N 
(n = 0 или m = 0) 

Применяются формулы по-
нижения степени 

2
2cos1

sin 2 
 ,

2
2cos1

cos2 
 , 

 2sin
2
1cossin  

xsin  и xcos  вхо-
дят в подынтеграль-
ную функцию в чёт-
ных степенях 

3. 

  xdxx pm cossin , 

  xdxx pm sincos , 
m – целое, нечётное 
(m > 0), 
р – рациональное 
или целое 

 
 )(coscossin 1 xxdx pm

 

xx  22 cos1sin ; 

 
 )(sinsincos 1 xxdx pm

, 

xx  22 sin1cos  

От нечётной степени 
xm sin  или xm cos  

отделим один мно-
житель и внесём его 
под знак дифферен-
циала, а к чётной 
степени [т. к. (т – 1) 
– чётное число] при-
меним формулу: 

1sincos 22   
4.  dxxxR )cos,(sin  Применяется универсаль-

ная тригонометрическая 
подстановка 

txtx arctg22tg  , 

R(sinx, cosx) – рацио-
нальная дробь, зави-
сящая от функций 
sinx и cosx 
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21
2

t
tddx


 , 2

2

1
1cos

t
tx




 ,

21
2sin

t
tx


  

5. 

 ,cos,(sin 22 xxR mk  
,)cossin dxxx  

 dxxxR nm )cos(sin , 
k  N, m  N 

Подстановка 
tx tg  tx arctg , 

21 t
tddx


 , 2

2

1
1cos
t

x


 , 

2

2
2

1
sin

t
tx




21
cossin

t
txx


  

R( x2sin , x2cos , 
sinxcosx) – рацио-
нальная дробь, зави-
сящая от x2sin , 

x2cos , sinxcosx; 
т + п – целое отрица-
тельное число 

6.  dxxR )tg( , 

 xdxntg , n  N 

Подстановка 
tx tg  tx arctg , 

21 t
tddx


  

R(tgx) – рациональная 
дробь, зависящая от  
tgx 

7.  dxxR )ctg( , 

 xdxnctg , n  N 

Подстановка 
tx ctg   tx arcctg , 

21 t
tddx


  

R(сtgx) – рациональ-
ная дробь, зависящая 
от сtgx 

Пример 1.7. Найдите интегралы: 
 1.7.1.   xx

dx
cos7sin48 ;  1.7.2.   x

dx
sin32 ;  

 1.7.3. dx
x
x

 4sin
2cos ;    1.7.4.  xdx5ctg ;  

 1.7.5.  xdx5sin 4 ;    1.7.6. xdx 3tg ; 

 1.7.7.  xdxx 4sin3cos ;   1.7.8.  xdxx 43 sincos ; 

 1.7.9.  x
dxx

3

5

cos
sin ;    1.7.10.  dxxx 3cos3sin 22 ; 

 1.7.11.   xx
dx

22 sin16cos9
;  1.7.12.   xx

dx
sincos3

. 
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Решение. 1.7.1. Данный интеграл – вида 4 табл. 1.5. Делаем уни-
версальную тригонометрическую подстановку tx 2tg : 

 


 xx
dx

cos7sin48
 

tx
2tg , 21

2
t

dtdx


 , 

21
2sin

t
tx


 , 2

2

1
1cos

t
tx




  











 
2

2

2

2

1
17

1
248

1
2

t
t

t
t

t
dt

 










  158
2

77888
2

)1(78)1(8
2 22222 tt

dt
ttt

dt
ttt

dt  

 





 222 1)4(
)4(2

1)4(
2

t
td

t
dt










 ct

tct
t

3
5ln14

14ln12
2

.
32tg

52tg
ln cx

x





  

1.7.2. Данный интеграл – вида 4 табл. 1.5. Делаем универсальную 
тригонометрическую подстановку tx 2tg : 

 
 


 x

dx
sin32

 
t

x


2
tg , 21

2
t

dtdx


 , 

21
2sin

t
tx


  









  tt
dt

t
t

t
dt

6)1(2
2

1
232

1
2

2

2

2

 
























 
1

2
3

2
3

2
32

13)31(2
2 22

2
22

tt

dt
tt

dt
tt

dt  









 



4
5

2
3 2

t

dt























 






 

  c
t

t

t

td

2
5

2
3

2
5

2
3

ln

2
52

1

2
5

2
3

2
3

22
 





 c
t
t

532
532ln

5
1 cx

x






532tg2

532tg2
ln

5
1 . 

1.7.3. Применим тригонометрические формулы 
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 22 sincos2cos , 

 sin

cosctg : 

dx
x
x

 4sin
2cos =  dx

x
xx

4

22

sin
sincos 








 dx

xx
x

24

2

sin
1

sin
cos

 

cxxxxdx
x

dx
x

dxx   ctg
3

ctgctg)ctg(ctg
sinsin

ctg
3

2
22

2 . 

1.7.4. Согласно п. 7 табл. 1.5 делаем подстановку tx ctg : 
 

 xdx5ctg
 

tx ctg , tx arcctg  

21 t
dtdx


  











  2

5

1 t
dtt 




2

5

1 t
dtt . 

Получили неправильную рациональную дробь. Выделим целую 
часть, разделив числитель дроби на знаменатель: 

t
tt

t
tttt

tt









3

3

335

25 1

 

Запишем результат деления: 

11 2
3

2

5




 t
ttt

t
t . 

Тогда 

I 
























  1

)1(
2
1

2411 2

224

2
3

2

5

t
tdttdt

t
ttt

t
dtt  

cttt  )1ln(
2
1

24
2

24
= cxxx  )1ctgln(

2
1

ctg
2
1

ctg
4
1 224 = 

cxxx  sinlnctg
2
1

ctg
4
1 24 . 

Здесь воспользовались формулой 
x

x
2

2

sin
11ctg  . 

1.7.5. Согласно п. 2. табл. 1.5 воспользуемся тригонометрическими 
формулами 

2
2cos1

sin 2 
 , 

2
2cos1

cos2 
  

и проинтегрируем: 
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  





 

   dxxxdxxdxxxdx 10cos10cos21
4
1

2
10cos1)5(sin5sin 2

2
224



 






 

  )10(10cos10
2

2
3

4
1

2
20cos110cos214

1 xxddxdxxx  






  )20(20cos202

1 xxd cxxx  20sin160
110sin20

1
8
3 . 

1.7.6. Первый способ. Согласно п. 6 табл. 1.5 делаем подстановку 
tx tg : 

 xdx3tg  tx tg , 
21 t

dtdx


   
 2

3

1 t
dtt . 

Получили неправильную рациональную дробь. Выделим целую 
часть, разделив числитель на знаменатель: 

t
ttt

tt







3

23 1

 

Запишем результат деления:  

22

3

11 t
tt

t
t





. 

Интегрируем: 

  















   ctt

t
tdtdtdt

t
tt

t
dttI 1ln

2
1

21
)1(

2
1

11
2

2

2

2

22

3

 

   c
x

xcxx
2

2
2

2

cos
1ln

2
1

2
tg1tgln

2
1

2
tg  

  cxxcxx
  cosln

2
tgcosln

2
1

2
tg 2

2
2

. 

Второй способ. Преобразуем подынтегральную функцию и проин-
тегрируем: 

xdx 3tg        xdxdxxxdxtgxtgxxtg tg1tgtg 23  

cxx
x
xdxxddx

x
xdx

x
x

    cosln
2

tg
cos

)(cos)tg(tg
cos
sin

cos
tg 2

2
. 

1.7.7. Согласно п. 1 табл. 1.5 применим формулу 

 )sin()sin(
2
1

cossin  : 
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 xdxx 4sin3cos     dxxdxxxxx sin2
1)43sin()34sin(2

1  




  )7(7sin72
1)cos(2

17sin2
1 xxdxdxx cxx  7cos14

1cos2
1 . 

1.7.8. Данный интеграл вида 3 табл. 1.5. От функции x3cos  отде-
лим cosx в первой степени, внесём функцию sinx под знак дифферен-
циала и применим формулу xx 22 sin1cos  : 

 xdxx 43 sincos   )(sinsin)sin1(cossincos 4242 xxdxxdxxx

   )(sinsinsin 64 xdxx cxx  75 sin
7
1

sin
5
1

. 

1.7.9. Преобразуем подынтегральную функцию к рациональной 
функции R(cost): 

 



  x

xdx
x

dxxx
x
dxx

3

22

3

4

3

5

cos
)(coscos1

cos
sinsin

cos
sin

 

 
tx cos  

 

 
  

 







 





  dtt

tt
dt

t
tt

t
dtt 21211

33

42

3

22

cxx
x

ctt
t







 

2
coscosln2

cos2
1

2
ln2

2
1 2

2

2

2
. 

1.7.10. Применяя тригонометрические формулы (см. п.2 табл. 1.5), 
понижаем порядок подынтегральной функции и сводим интеграл к таб-
личному виду: 

   dxxxdxxx 222 )3cos3(sin3cos3sin

  c
x

xdxxdxx 





   12

12sin
8
112cos1

8
16sin

4
1 2 . 

1.7.11. Данный интеграл есть интеграл вида 5 табл. 1.5. Делаем 
подстановку tx tg : 


 xx
dx

22 sin16cos9
 

tx tg , 
21 t

dtdx


 , 

2

2
2

1
sin

t
tx


 , 
2

2

1
cos

t
tx


  

 
  

 























  222

2

2

2
2 )4(3

)4(
4
1

169
1
16

1
91

t
td

t
dt

t
t

t
t

dt  
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cxct


3
tg4arctg

12
1

3
4arctg

3
1

4
1 . 

1.7.12. Данный интеграл есть интеграл вида 5 табл. 1.5, т. к. выра-
жение 431  nm  есть целое отрицательное число. Делаем 
подстановку tx tg : 

 


 xx

dx
sincos3

 

tx tg , 
21 t

dtdx


 , 

21
sin

t

tx


 , 
21

1cos
t

x


  

 
  

 
 
  






 

























  dtt
t

dt
t
t

tt
t

t

t

t
t

dt 11
1
1

11

11

2

2

22

2

3

2
2

 

cxxctt 
2

tgtgln
2

ln
22

. 

1.7. Интегрирование иррациональных выражений 
 

Таблица 1.6 
 

Вид интеграла Подстановка  
или метод интегрирования 

Примечания 

1.  ,...,,, 2

2

1

1

( q
p

q
p

xxxR  

dxx k

k
q
p

)...,  

x = st , s – наименьшее общее 
кратное чисел kqqq ,,, 21  , 

s xt   

Рациональная 
функция относи-
тельно х и ради-
калов х; ip , iq  – 
целые числа, 
i = 1, 2, ..., k 

2. 

 








 ,...,, 1

1

(
q
p

dcx
baxxR  

dx
dcx
bax k

k
q
p

)..., 








  





dcx
bax st , s – наименьшее об-

щее кратное чисел kqqq ,,, 21  , 

s
dcx
baxt




  

х выразим через 
t: 

cta
bdt

x
s

s




  

3.    dxxaxR 22,  tax sin , tdtadx cos , 
taxa 2222 cos  a

xt arcsin  
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4.    dxxaxR 22,  tatx g , 
t

dta
dx 2cos

 , 

 22 ax
t

a
2

2

cos
 

a
xt arctg  

5.    dxaxxR 22,  
t

ax cos , dt
t
ta

dx 2cos
sin

 , 

22 ax   =
t
ta 2

2
2

cos
sin  

x
at arccos  

6.    dxbxax
pnm  Подстановки Чебышева П. Л.: 

1) р – целое  stx  , s – наи-
меньшее общее кратное знаме-
нателей т и п, dtstdx s 1 ; 

2) n
m 1 – целое  

 sn tbxa  , где 

s – знаменатель дроби р, 
ns

b
atx

1








 
 ,

b
dtst

b
at

n
dx

sns 111

1 








 
 ; 

3) pn
m


1  – целое  

 nsn xtbxa  , где 
s – знаменатель дроби р, 

nn btax s
11

)( 
 ,

dtstbt
n

adx snsn 1111
)(1 






  

Выражение 
pnm bxax )(  dx,  

где т, п, р – ра-
циональные чис-
ла, называется 
дифференци-
альным бино-
мом 

 
Пример 1.8. Найдите интегралы: 

 1.8.1.   xx
dx

3 ;   1.8.2. 
 1)1(3 2 xx

dx ; 

 1.8.3. 
 32 )9( x

dx ;  1.8.4. 


6

32 )9(
x

dxx
; 
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 1.8.5. dx
x

x


162
;  1.8.6. 

 4

11

1 x

dxx ; 

 1.8.7. 
3 232 )1( xx

dx . 

Интегралы 1.8.1 – 1.8.7 содержат иррациональные функции. Для 
выбора правильной подстановки воспользуемся табл. 1.6. 

Решение. 1.8.1. Согласно п. 1 табл. 1.6 делаем подстановку 6tx  : 


 xx
dx

3

 

3
1

x 2
1

x   6tx  , 
dttdx 56 , 6 xt   

 





 32

5

63 6

5

66
tt

dtt

tt

dtt  

=  


 t
dtt

tt
dtt

1
6

)1(
6

3

2

5

. 

Получили неправильную рациональную дробь. Выделим целую 
часть: 

1
1

1

1

2

2

223

3














t
t
tt

t

tttt

tt

 

Запишем результат деления:  

t
tt

t
t




 1
11

1
2

3
. 

Интегрируем: 







 









  cttttdt

t
ttI 1ln

23
6

1
116

23
2  

 cxxxx 1ln6632 666 26 3 cxxxx  1ln6632 663 . 

З а м е ч а н и е .  Выделить целую часть у дроби 
1

3

t
t  можно было, 

воспользовавшись элементарными преобразованиями и формулой 
))(( 2233 babababa  : 
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1

3

t
t

1
11

1
1

1
)1)(1(

1
1)1( 2

23
















t
tt

tt
ttt

t
t .  

1.8.9. Интегрируемая функция зависит от 3
2

)1( x  и 2
1

)1( x . Де-
лаем подстановку 61 tx  , dttdx 56  (см. п. 2 табл. 1.6): 





1)1(3 2 xx

dx

 

3
2

)1( x , 2
1

)1( x  61 tx  , 
16  tx , dttdx 56 , 6 1 xt  




  63 26

5

)(
6

tt
dtt  














  dt

t
t

t
dtt

tt
dtt

tt
dtt

1
1)1(

6
1

6
)1(

66
22

3

5

34

5
 


































  ctt
t

dt
t

tdt
tt

tt
1ln

2
6

1
1

16
1

1
1

)1)(1(
6

2

 

 cxxx 11ln616)1(3 666 2  

cxxx  11ln61613 663 . 

1.8.3 Согласно п. 4 табл. 1.6 делаем подстановку tx tg3 : 
 




 32 )9( x

dx  
tx tg3 , 

t
dtdx

2cos
3 , 

 ttgx 22 999
t2cos

9 ,

3arctg xt  











  3

2

2

cos
9

cos
3

t

t
dt


t

t
dt

3

3

2

cos
3

cos
3

 

  cttdt sin9
1cos9

1 cx









3arctgsin9
1 . 

1.8.4. Согласно п. 3 табл. 1.6 делаем подстановку tx sin3 : 




 6

32 )9(
x

dxx

 

tx sin3 , tdtdx cos3 , 
,cos9sin999 222 ttx 

3arcsin xt   

 
  




  t
dt

t
t

t
tdtttdt

t
t

24

4

266

33

6

32

sinsin
cos

3
1

sin3
cos3cos3cos3

)sin3(
)cos9(

 

ctttd   5
ctg

9
1)ctg(ctg

9
1

5
4  ct5ctg

45
1

cx 





 3arcsinctg45

1 . 
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1.8.5. Согласно п. 5 табл. 1.6, при 4a , делаем тригонометриче-
скую подстановку 

tx cos
4

 , dt
t
t

dx 2cos
sin4

 , 

t
t

tt
x 2

2

2
2

cos
sin

161
cos

1
1616

2cos

1616 





  : 




 dx
x

x 162

 tx cos
4

 , dt
t
t

dx 2cos
sin4

 , 

t
tx

2

2
2

cos
sin1616  , xt 4arccos  

 dt
t
t

t

t
t

2

2

2

cos
sin4

cos
4
cos
sin16

 







 


  dt

t
dt

t
tdt

t
tdt

t
tt 1

cos
14

cos
cos14

cos
sin4

cos
sinsin4

22

2

2

2

2
 

cxxctt 





 4arccos44arccostg4)tg(4 . 

1.8.6. Имеем дифференциальный бином. Согласно п. 6 табл. 1.6 
проверим условия интегрируемости бинома: 


 4

11

1 x

dxx   


dxxx 2
1

411 1  

 
 
  

2
1,4,11  pnm , 31 

n
m целое, второй случай  

 241 tx  , 4
1

2 )1(  tx , dtttdx 4
3

2 )1(
2


 , 41 xt   

 
 
  

          





 


 dtttttdttttt 4

3
214

11
24

3
22

1
2

11
4
1

2 11
2
11

2
1  

    





   54

35
2422 )1(

10
1

3
2

52
112

2
11

2
1 xctttdtttdtt  

cxx  434 1
2
1)1(

3
1 . 

1.8.7. Имеем дифференциальный бином. Согласно п. 6 табл. 1.6 
выберем подстановку Чебышева: 


 3

2
32 )1( xx

dx   
 dxxx 3

2
32 1  

 
 
  

3
2,3,2  pnm , 11  pn

m целое  3331 xtx  ,  
 
  
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1
1

3
3




t
x , 3

13 )1( 
 tx , dtttdx 3

432 )1( 
 , 

x
x

t
3 31

  

 




 





















 






 dttt
t

t 3
432

3
2

2
3

13 )1(
13

11)1(  

      

















 dtt
t

ttdttt
t

tt 2

3
23

3
23

3
233

432
3

2

3

3
3

23

)(

)1(11
1

1  

  ctdt c
x

x





3 31
. 
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2. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Справочный материал 

Определение 2.1. Определённым интегралом от функции f(x) на 

отрезке [a, b] называется предел интегральной суммы 



n

i
ii xf

1
)( , ко-

гда отрезок [a, b] разбивается произвольным образом на п отрезков 
[ 1ix , ix ], в каждом из которых произвольно выбирается точка i . 
Значение функции, вычисленное в точке i , распространяется на весь 
отрезок [ 1ix , ix ],  ix  – длина i-го отрезка: 







n

i
ii

n
d

b

a
xfdxxf

1)(
0

)(lim)( , 

где d – наибольшая из длин отрезков  ix  при ni ...,,2,1 . 
Определённый интеграл обозначается так: 


b

a
dxxf )( , 

где f(x) – подынтегральная функция, 
f(x)dx – подынтегральное выражение, 
а – нижний предел интегрирования, 
b – верхний предел интегрирования. 

Если существует интеграл 
b

a
dxxf )( , то функция f(x) называется ин-

тегрируемой на отрезке [a, b]. 

Запись 
b

a
dxxf )(  читаем: интеграл от о до бэ эф от икс дэ икс. 

Теорема 2.1 (о существовании определённого интеграла). Функ-
ция f(x) интегрируема на отрезке [a, b], если выполняется одно из сле-
дующих условий: 

 функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b]; 
 функция f(x) монотонна и ограничена на отрезке [a, b]; 
 функция f(x) имеет конечное число точек разрыва первого рода. 

Свойства определённого интеграла 

Свойство 2.1. Если функция равна единице на отрезке (a, b), то ве-
личина определённого интеграла равна длине интервала: 
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abdx
b

a
 . 

Свойство 2.2. Если нижний предел интегрирования равен верхнему 

пределу, то интеграл равен нулю: 0)( 
a

a
dxxf . 

Свойство 2.3. При перестановке пределов интегрирования опреде-
лённый интеграл меняет знак на противоположный: 

 
a

b

b

a
dxxfdxxf )()( . 

Свойство 2.4. Постоянный множитель можно выносить за знак 

определённого интеграла:  
b

a

b

a
dxxfcdxxcf )()( , где constc  . 

Свойство 2.5. Определённый интеграл от алгебраической суммы 
конечного числа интегрируемых на отрезке [a, b] функций 

)(,),(),( 21 xfxfxf n  равен алгебраической сумме определённых инте-
гралов от слагаемых функций: 

  



n

k

b

a
k

b

a

n

k
k dxxfdxxf

11
)()( . 

Свойство 2.6. Аддитивность:  
b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxf )()()( , 

где с  (a, b). 
Свойство 2.7. Если функция f(x) – нечётная, т. е.    xfxf  , то 

0)( 


a

a
dxxf . 

Свойство 2.8. Если функция f(x) – чётная, т. е.    xfxf  , то 

 


aa

a
dxxfdxxf

0
)(2)( . 

Свойство 2.9. Если функция   0xf  для любого  bax , , то 

0)( 
b

a
dxxf , где ba  . 
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Свойство 2.10. Монотонность. Если для любого  bax ,  выполня-
ется неравенство    xgxf  , то имеет место неравенство 

 
b

a

b

a
dxxgdxxf )()( . 

Свойство 2.11. Теорема об оценке определённого интеграла. Ес-
ли т – наименьшее, М – наибольшее значение непрерывной функции f(x) 
на отрезке [a, b], то выполняется неравенство 

)()()( abMdxxfabm
b

a
  , где ba  . 

Свойство 2.12. Теорема о среднем. Если функция f(x) непрерывна 
на отрезке [a, b], то существует такая точка  ba, , что выполня-
ется равенство 

))(()( abfdxxf
b

a
  . 

Задача 1. Используя определение определенного интеграла, вы-

числить  
5

0
)1( dxx . 

Решение. Разобьём отрезок  5,0  на n равных частей (в данном 
случае это удобно) точками 5.0 1210   nii xxxxxx  . 
Длина каждого частичного отрезка находится по формуле 

2
abxi


 , 

где 0a , 5b . Тогда 
n

xi
5

 . В качестве промежуточных точек 

 iii xx ,1  возьмем правые концы частичных отрезков: 

ai
n

abxii 


 ,  ni ,,2,1  . 

Получим 
n
i

i
5

 . Найдем значение функции   1 xxf  в точке i : 

 
n

in
n
if i

515 
 . 

Составим соответствующую интегральную сумму: 

   


  
 

n

i

n

i

n

i
ii in

nnn
inxf

1
2

1 1
5555  
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              nnn
n

nnnn
n

4105551055
22   

 
n

nnnn
n 2

1525
2

455
2





 . 

Вычислим предел интегральной суммы при n . Получим 

5,7
2

15
2

1525lim 


 n
n

n
. 

Следовательно, по определению, 

 



n

i
ii

n
xfdxx

1

5

0
5,7lim)1(  . 

Задача 2. Вычислить определенный интеграл по определению от 
функции   3 xxf  на отрезке  1;1 , разбив отрезок интегрирования 
любым произвольным образом. 

Решение. Разобьём отрезок  1;1  на n равных частей точками 
1.1 1210   nii xxxxxx  . 

Длина каждого частичного отрезка  
nn

abxi
211

2






 . В качестве 

промежуточных точек  iii xx ,1  возьмем правые концы частичных 
отрезков: 

n
ni

n
iai

n
abxii







212 . 

Найдем значение функции   3 xxf  в точке i : 

 
n

in
n

inf i
2432 




 . 

Составим соответствующую интегральную сумму: 

    


  
 

n

i

n

i

n

i
ii in

nnn
inxf

1
2

1 1
24224  

     nnn
n

22124
2

 
n

nnnn
n

26
2
124

2





 . 

Вычислим предел интегральной суммы при n : 

626lim 


 n
n

n
. 

 Следовательно, по определению, 

 



n

i
ii

n
xfdxx

1

5

0
6lim)1(  . 
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 Замечание: Сумму n первых членов арифметической прогрессии 
нашли по формуле 

n
aa

S n
n 




2
1 . 

Задача 3. Оцените интеграл  
2

1

431 dxx . 

Решение. Воспользуемся теоремой об оценке определенного ин-
теграла (свойство 2.11). 

Функция   431 xxf   достигает своего наименьшего и наи-
большего значений либо на концах интервала  2;1 , либо в критических 

точках. Найдем критические точки функции   431 xxf  : 

      0
31

61231
2
131

4

3
32

1
42

1
4 


















x

xxxxxf 0 x . 

Но точка 0x  не принадлежит отрезку  2;1 . Найдем значение функции 
на концах отрезка интегрирования: 

  2311 f ;   72312 4 f . 
Тогда 2m  – наименьшее значение функции, 7M  – наибольшее зна-
чение функции, 112  ab , и по свойству 2.11 получаем 

7312
2

1

4   dxx . 

2.1. Методы вычисления определённого интеграла 

2.1.1. Непосредственное интегрирование 

Данный метод применяется к вычислению интегралов, когда при 
решении задачи используется таблица 1.1 неопределённых интегралов и 
формула Ньютона-Лейбница 

)()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a
 , (2.1) 

где )()( xfxF  . 
Пример 2.1. Вычислите интегралы: 

 2.1.1. dx
x

xx
 

3

0
2

4

1
)arctg( ;   1.1.2. dx

x
xe




1

2ln32 ; 
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 2.1.3. dx
x

x

 

0

1
2 )1(cos

)1(tg ;   2.1.4. dx
xx

xxx





2

4
2)sin(

sincos ; 

 2.1.5. 


0

64 cos2 xdx ;   2.1.6. dxxx


0
7cos3sin ; 

 2.1.7. dx
x

xxe




1

22 ln ;   2.1.8. dx
x

x





2

0
2cos1

2sin ; 

 2.1.9.  

1

0
21 x

x

e
dxe ;    2.1.10. 



2

0
24 x

xdx . 

Решение. 2.1.1. Разделим каждое слагаемое в числителе дроби на 
знаменатель )1( 2x . 

Учитывая, что )1(
2
1 2  xdxdx , )arctg(

1 2
xd

x
dx 


, представим 

интеграл в виде разности табличных интегралов и применим формулу 
Ньютона-Лейбница: 
















3

0
2

23

0
2

43

0
2

3

0
2

4

1
)1(

2
1

1
)arctg(

11
)arctg(

x
xd

x
dxx

x
xdxdx

x
xx  

  )1ln4(ln
2
1

5
)arctg(

)1ln(
2
1

)arctg()arctg(
3

0

53

0

2
3

0

4 x
xxdx  

  .
35

12ln
35

14ln
2
1)0arctg()3arctg(

5
1 55

55 




 





   

2.1.2. Разделим каждое слагаемое в числителе дроби на х, сведём к 
сумме двух табличных интегралов и применим формулу Ньютона-
Лейбница: 




 )1ln(ln2)(lnln3ln2ln32ln32

1

2
1

1

2

11

2
exxdxdxx

x
x

dxdxx
x eeeee

 

 3121lnln2
3

ln3 33

1

3
 ex

e

.  

2.1.3. Внесём под знак дифференциала функцию  1tg x , т.к. 

 )1(tg
)1(cos2 


xd

x
xd

, далее применим формулу 2 табл. 1.1 и форму-

лу Ньютона-Лейбница: 
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










0

1

20

1

0

1
2 2

)1(tg
))1(tg()1(tg

)1(cos
)1(tg x

xdxdx
x

x

  1tg
2
10tg1tg

2
1 222  . 

2.1.4. Так как xxxxx cossin)sin(  , внесём функцию xx sin  под 
знак дифференциала и проинтегрируем: 

    
 











 2

4

2

4

2
2

4
2 sin

1sinsin
)sin(
sincos

xx
xxdxxdx

xx
xxx  

4
sin

4

2
sin

2





  1222242
2
242















 . 

2.1.5. Запишем  326 coscos xx   и применим тригонометрическую 

формулу понижения степени 
2

2cos1
cos2 

  (см. табл. 1.5, п. 2): 




0

64 cos2 xdx   





 

 


dxxdxx
0

3
4

0

324

2
2cos12cos2 




0

3

4
2cos31(

2
2 x  

dxxx )2cos2cos3 32  





  



dxxx
0

)4cos1(
2
3

2cos312  







 




00

2 4sin
4
1

2
3

2
3

2sin
2
3

22cos2cos2 xxxxxdxx  

 



0

2

2
2sin

2sin12
xd

x 




 

2
32 






 



5
3

2sin2sin
0

3 xx . 

2.1.6. Согласно п. 1 табл. 1.5 получим 

   


dxxxxxxx
00

)73sin()73sin(
2
17cos3sin  

010cos
10
14cos

4
1

2
1)10sin4sin(

2
1

00







 



 xxdxxx . 

2.1.7. Разделим каждое слагаемое в числителе дроби на х и приме-
ним формулу Ньютона-Лейбница: 





eeeeee xxxdxdxdx

x
xdx

x
xdx

x
xx

1

2

111

2

1

2

1

22

2
)(lnln2lnln  
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 1
2
11

2
1

2
1lnln

2
1

2
ln 2

2
22

2

1
2  eeeex

e
. 

2.1.8. Учитывая, что xdxxdxxxd 2sinsincos2)cos1( 2  , по-
лучим табличный интеграл 

  





 











 2
cos1lncos1ln

cos1
)cos1(

cos1
2sin 22

0
2

2

0
2

22

0
2

x
x
xd

x
xdx  

  2ln2ln1ln0cos1ln 2  . 
2.1.9. Воспользуемся формулой )( xx eddxe   и получим табличный 

интеграл 

 
  eee

e

ed
e
dxe x

x

x

x

x

arctg0arctgarctgarctg
1

)(
1

1

0

1

0
2

1

0
2





  . 

2.1.10. Найдём производную подкоренного выражения: 

  xx 24 2 


 . 
Тогда  

 24
2
1 xdxdx  .  

Интегрируем: 








 042442

2
1

4

)4(
2
1

4

2

0

2
2

0
2

22

0
2

x
x

xd

x

xdx  

22  . 
2.1.11. Умножим и разделим подынтегральную функцию на 2: 







 




















 4

tg
3

tg
2
12tg

2
1

2cos
)2(

2
1

2cos
2

2
1

2cos

6

8

6

8
2

6

8
2

6

8
2 x

x
xd

x
dx

x
dx  

 13
2
1

 . 
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2.1.2. Замена переменной в определённом интеграле 

Справочный материал 

Пусть f(x) – непрерывная функция на отрезке [a, b]. 
Тогда, если: 
 функция х = (t) дифференцируема на отрезке  ,  и )(t  не-

прерывна на этом отрезке; 
 множеством значений функции )(tx   является отрезок [a, b]; 
 a )( , b )( , 

то справедлива формула 

dtttfdxxf
b

a





 )()]([)( . (2.2) 

 
Схема применения метода замены переменной, 

или метода подстановки 
 

1. Выбрать подстановку (или сделать замену переменной) )(tx  , 
где )(t  – непрерывная функция на отрезке [, ]. 

2. Найти dttdx )( , где )(t  также непрерывная функция на от-
резке [, ]. 

3. Найти пределы изменения новой переменной: 
  11 )( ttaax ; 
  22 )( ttbbx . 

4. Преобразовать подынтегральную функцию. 
5. Записать интеграл, используя замену переменной, и вычислить 

его. 
З а м е ч а н и е .  При замене переменной в определённом интеграле 

не нужно возвращаться к старой переменной в найденной первообраз-
ной, т. к. были изменены границы интегрирования. 

Пример 2.2. Вычислите интегралы: 

 2.2.1. 
 

3
2arcsin

4
22 7sin83cos

tg8
xx

dxx ;  2.2.2. 




3

6
3cos

sin
x

xdx ;  

 2.2.3. dxx 
4

0

216 ;    2.2.4. 


8ln

3ln 1 xe

dx ; 
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2.2.5. 
 

arctg22

2
)sin1(sin xx

dx ;   2.2.6.  

9

2
3 1x

dxx ; 

 2.2.7. 


2

0 2
32

4

)4( x

dxx ;    2.2.8. 


2

1 2
32 )4( x

dx . 

Решение. 2.2.1. Согласно п. 5 табл. 1.5 сделаем подстановку 
tx tg . Найдём пределы интегрирования для переменной t: 

 



41x 1

4
tg1 


t ; 

 
3
2

arcsin2x  
































3
2arcsinsin1

3
2arcsinsin

3
2arcsintg

2
2t 2

3
21

3
2




 . 

Вычисляем интеграл: 
 

 






3
2arcsin

4
22 7sin83cos

tg8
xx

dxx  

tx tg , ,
t

dtdx
21

  





41x 11 t , 


3
2arcsin2x 22 t , 

2
2

1
1cos
t

x


 , 2

2
2

1
sin

t
tx


  

 
 
  











 
















2

1
2

2

2
2 7

1
8

1
13)1(

8

t
t

t
t

tdt











 
2

1
2

2

1
2

22
2 4

8

1
7783

)1(
8

t
tdt

t
tt

t

tdt 



 
2

1
2

2

4
)4(

2
18

t
td  

 
3
2

ln4)3ln2(ln441ln42ln44ln4
2

1

2  t . 
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2.2.2. Сделаем замену переменной dtdxxtx  sincos . 
Найдём пределы интегрирования переменной t: 

 значению 6


x  соответствует 
2
3

6
cos1 


t ; 

 значению 3


x  соответствует 
2
1

3
cos2 


t . 






3

6
3cos

sin
x

xdx
3
4

3
44

2
1

2
1 2

1

2
32

2
1

2
3

3 





   

t
dtt . 

2.2.3. Сделаем подстановку: 
  txtx 22 sin11616sin4 t2cos16 , dttdx cos4 . 

Найдём пределы изменения новой переменной: 
 при 0x  имеем 00sinsin40 1  ttt , 

 при 4x  имеем 
2

1sinsin44 2


 ttt . 

Находим интеграл 

 
4

0

216 dxx  


2

0

2

0

2 cos4cos4cos4cos16 dtttdttt  

   


2

0

2

0

2 2cos1
2

16cos16 dttdtt 




 


2

02
2sin8 tt  







 


 4)0sin(sin
2
1

2
8 . 

Здесь ttt coscoscos 2  , т. к. 
2

0 
 t . 

2.2.4. Сделаем замену 21 te x  . Тогда  1ln 2  tx , 
1

2
2 


t

tdtdx . 

Найдём пределы интегрирования для переменной t: 
  3ln1x 241 3ln

1  et ; 

  8ln2x 391 8ln
2  et . 

Вычисляем интеграл: 





8ln

3ln 1 xe

dx  21 te x  , 
1

2
2 


t

tdtdx , 

 3ln1x 21 t , 
 8ln2x 32 t  

  





 
3

2
2

3

2
2 1

2
1

2
t

dt
tt

tdt
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2
3ln

3
1ln

2
1ln

12
12ln

13
13ln

1
1ln

2
12

3

2














t
t . 

2.2.5. Согласно п. 4 табл. 1.5 делаем замену tx
2tg  и находим пре-

делы изменения переменной t: 

 



21x 1

4
tg1 


t ;  

 222 arctgx   2
2

2arctg2
tg2 t . 

Вычисляем интеграл: 






arctg22

2
)sin1(sin xx

dx  

 

tx
2tg , 21

2
t
dt

dx


 , 21
2

sin
t
t

x


 , 





21x 11 t ,  222 arctgx 22 t  

 
  



















 















dt

tt
t

t
ttt

dt

t
t

t
tt

dt 2

1
2

22

1
2

2

2

1
22

2 )1(
1

1
21

1
21

1
2)1(

2  

dt
tt

ttt
 




2

1
2

2

)1(
2)21(








 

2

1
2

2

1
2

2

)1(
2

)1(
)1(

tt
tdt

dt
tt

t
 




  
2

1

2

1

2

1

2
2

1 1
2ln)1()1(2

t
ttdt

t
dt

3
12ln13

22ln11
2

12
21ln2ln 





 . 

2.2.6. Подынтегральная функция зависит от х и от 3
1

)1( x ; следо-
вательно, делаем подстановку 31 tx   (см. табл. 1.6, п. 2).  

Выразим переменную t через х:  
3 1 xt . 

Найдём пределы изменения новой переменной: 
  21x 1123

1 t ,    92x 2193
2 t . 

Вычисляем интеграл: 




9

2
3 1x

dxx
 

31 tx  , 13  tx , dttdx 23 , 
12 11  tx , 29 22  tx  


 

2

1

23 3)1(
t

dttt  
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





 






   2

1
5
1

2
2

5
23

25
3)(3)1(3

252

1

252

1

4
2

1

3 ttdttttdtt  

1,2310
773

2
3

5
313 






  . 

2.2.7. Согласно табл. 1.6, п. 3 делаем подстановку tx sin2 . Пре-
образуем подкоренное выражение: ttx 222 cos4sin444  .  

Выразим переменную t через х:  

2arcsin xt  . 

Найдём пределы её изменения: 

  01x 00arcsin1 t ,   22x
42

2arcsin2
t . 

Вычисляем интеграл: 





2

0 2
32

4

)4( x

dxx  
tx sin2 , tdtdx cos2 , tx 22 cos44  , 

2arcsin xt  , 00 11  tx , 
4

2 22


 tx  

 
  

 


4

0
2

44

0
3

4

3

54

0 2
32

4

cos
sin4

cos
cossin

2
2

)cos4(

cos2)sin2(
t

tdt
t

tdtt

t

tdtt  







4

0
2

22

cos
)cos1(4
t

dtt



 


4

0
2

42

cos
)coscos21(4

t
dttt  

dt
t

t









 


4

0
2 2

2cos1
2

cos
1

4 





 


4

0

2sin
4
1

2
1

2tg4 tttt  







 








2

sin
4
1

42
3

4
tg4 






 




4
1

8
3

14
2

3
5


 . 

2.2.8. Согласно табл. 1.6, п. 4 сделаем замену tx tg2 . 
Выразим переменную t:  

2arctg xt  . 

Для переменной t найдём пределы изменения: 

 0arctg00 11  tx ,  
4

arctg12 22


 tx . 

Вычисляем интеграл: 
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 


2

0 2
32 )4( x

dx  
tx tg2 , 

t
td

dx 2cos
2

 , 

t
x 2

2

cos
4

4  , 

00 11  tx , 
4

2 22


 tx  











 


4

0 2
3

2
2

cos
4cos

2

t
t

dt  

.
8
20

2
2

4
10sin

4
sin

4
1sin

4
1cos

4
1

cos
cos2

2 4

0

4

0

4

0
3

23 














 









 ttdt

t
t

dt  

2.1.3. Метод интегрирования по частям 
Формула интегрирования по частям для определённого интеграла 

имеет вид 

 
b

a

b
a

b

a
vduuvudv , (2.3) 

где )(xuu   и )(xvv   – функции, имеющие непрерывные производные 
на отрезке [a, b]. 

При этом необходимо помнить классы функций, интегрируемых 
по частям, и таблицу 1.3. 

Пример 2.3. Вычислите интегралы: 

 2.3.1. dxex x
1

0

32 ;   2.3.2. 
2

1

2ln xdxx ;   

 2.3.3. 
1

0
arctgxdx ;   2.3.4. 

4

0

2sin


xdxx ;

 2.3.5. dxxx 
2

1
)1ln( ;  2.3.6. xdxx 3cos)4(

0

2

2


 .   

Решение. 2.3.1. Применим формулу интегрирования по частям. 
Данный интеграл относится к классу I табл. 1.3. Обозначим 2xu  , 

dxedv x3 . Найдём du и v и применим формулу интегрирования по час-
тям два раза: 

 dxex x
1

0

32  
2xu  , xdxdu 2 , 

dxedv x3 , xev 3

3
1

  
 

1

0

3
1

0

32

3
2

3
1 dxxeex xx  
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 
1

0

33

3
2

0
3
1

dxxee x  
xu  , dxdu  , 

dxedv x3 , xev 3

3
1

  







1

0

33

3
1

3
2

3
1 xexe  

   .25
27
1

27
2

9
2

3
1

9
1

3
1

3
2

3
1

3
1 30333

1

0

333
1

0

3 












  eeeeeeeedxe xx

2.3.2. Интеграл относится к классу II табл. 1.3. Обозначим xu 2ln , 

xdxdv  . Найдём x
dxxdu ln2 , 

2

2x
xdxv    и два раза применим 

формулу интегрирования по частям: 


2

1

2ln xdxx  xu 2ln , ,x
dxxdu ln2  

xdxdv  , 
2

2xv   

  x
dxxxxx 2

1

2
2

1

2
2

lnln
2

 

 

 
2

1

22 ln1ln
2
1

2ln2 xdxx

 

xu ln , ,x
dxdu   

xdxdv  , 
2

2xv   

2ln2 2  




2

1

ln
2
2

xx  





  2ln2

2
2

2

1

2

x
dxx 








 

2

1

2
2

2

1 22
1

2ln22ln21ln2ln4
2
1 x

xdx  

75,02ln22ln2
4
3

2ln22ln2)14(
4
1

2ln22ln2 222  . 

2.3.3. Обозначим xu arctg , dxdv   (см. п. 10 табл. 1.3). Найдём 

21 x
dxdu


 , xdxv    и применим формулу интегрирования по частям: 


1

0
arctgxdx

 

xu arctg , ,
x

dxdu
21

  

dxdv  , xv   




 
1

0
2

1
0 1

arctg
x

xdx
xx  

2ln
2
1

4
)1ln2(ln

2
1

4
)1ln(

2
1

41
)1(

2
1

1arctg
1

0
2

1

0
2

2














  x

x
xd

. 

2.3.4. Имеем интеграл вида 3 табл. 1.3. Обозначим xu  , 

xdxdv 2sin . Тогда найдём xxdx
x

xdxv 2sin
4
1

2
1

2
2cos1

sin 2 


  , 

dxdu  . Применим формулу интегрирования по частям: 
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


4

0

2sin xdxx  
xu  , dxdu  , 

xdxdv 2sin , xxv 2sin4
1

2
1

  





 


4

0

2sin
4
1

2
1

xxx

 
















 













 




4

0

24

0
2cos

8
1

22
1

2
sin

4
1

42
1

4
2sin

4
1

2
1

x
x

dxxx  






























 






 



8
1

641632
0cos

8
1

2
cos

8
1

44
1

4
1

84

222

8
1

1664

2







  84
64
1 2  . 

2.3.5. Интеграл относится к классу II табл. 1.3. Обозначим 
)1ln(  xu , xdxdv  . Найдём du, v и применим формулу (2.3): 

 dxxx
2

1
)1ln(  )1ln(  xu , 

1


x
dxdu , 

xdxdv  , 
2

2xv   


2

1

2

)1ln(
2

xx  








  dx

x
x

x
dxx 2

1

22

1

2

1
1)1(

2
12ln

2
13ln2

12
1  





  dx

x
xx2

1 1
1)1)(1(

2
12ln

2
13ln2  










 

2

1

2

1

22

1 222
12ln

2
13ln2

1
11

2
12ln

2
13ln2 xxdx

x
x  

4
13ln

2
32ln

2
13ln

2
1

2
11

4
112ln

2
13ln2)1ln(

2
1 2

1
 x . 

2.3.6. Данный интеграл относится к классу I табл. 1.3. Обозначим 

42  xu , xdxdv 3cos . Тогда xdxdu 2 , xv 3sin
3
1

 . Формулу (2.3) 

применим два раза: 




xdxx 3cos)4(
0

2

2  42  xu , xdxdu 2 , 

xdxdv 3cos , xv 3sin
3
1

  

 
  
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   


0

2

0

2

2 3sin
3
23sin

3
14 xdxxxx  

xu  , dxdu  , 

xdxdv 3sin , xv 3cos
3
1

  

 
  













 



0

2

0

2
3cos

3
13cos

33
2)6sin(

3
1)44(0sin

3
1)40( xdxxx  





 



0

2
3sin

9
13cos

33
2 xxx  







 




 





  6sin

9
16cos

3
2

3
2)6sin(

9
1)6cos(

3
20sin

9
10

3
2  

)6cos66(sin
27
2

 . 

2.2. Несобственные интегралы 

Справочный материал 

Определение 2.2. Несобственным интегралом от непрерывной 
функции f(x) в интервале [a, +), или несобственным интегралом пер-
вого рода, называется конечный предел (если он существует) интегра-

ла 
b

a
dxxf )( при b : 







b

aba
dxxfdxxf )(lim)( . (2.4) 

Тогда  

)()(lim)( aFbFdxxf
ba






 . 

Если данный предел существует, то несобственный интеграл назы-
вается сходящимся, а если предел не существует или равен бесконечно-
сти, то интеграл называется расходящимся. 

Аналогично определяются несобственные интегралы для других 
бесконечных интервалов: 





b

aa

b
dxxfdxxf )(lim)( , 










c

c
dxxfdxxfdxxf )()()( , 

где с – любая точка оси Ох, f(x) непрерывна для любого ),( x . 
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Теорема 2.2. Пусть функции f(x) и )(x  интегрируемы и для всех 
ax   выполняется неравенство )()(0 xxf  . Тогда: 

 если интеграл 


a
dxxf )(  расходится, то расходится и интеграл 





a

dxx)( ; 

 если интеграл 



a

dxx)(  сходится, то сходится и интеграл 




a
dxxf )( , при этом 



a
dxxf )( 




a

dxx)( ; 

 если c
x
xf

x


 )(
)(lim , где  c0 , constc   и 0)(  x , то инте-

гралы 


a
dxxf )(  и 




a

dxx)(  сходятся или расходятся одновременно. 

Определение 2.3. Несобственным интегралом от интегрируемой 
функции f(x), непрерывной на bxa   и неограниченной при bx  , или 
несобственным интегралом второго рода, называется предел инте-

грала 
b

a
dxxf )(  при 0 : 







b

a

b

a
dxxfdxxf )(lim)(

0
. (2.5) 

Если предел, стоящий справа в формуле (2.5), существует, то не-
собственный интеграл второго рода называется сходящимся, а если 
предел не существует или равен бесконечности, то несобственный инте-
грал второго рода называется расходящимся. 

Аналогично определяется интеграл от функции f(x), неограничен-
ной при ax  : 







b

a

b

a
dxxfdxxf )(lim)(

0
. (2.6) 

Если функция имеет бесконечный разрыв внутри отрезка [a, b], т. е. 
в точке bca  , то полагают 











b

c

c

a

b

c

c

a

b

a
dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )(lim)(lim)()()(

00
. 
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Теорема 2.3. Если на интервале [a, b) функции f(x) и (x) непрерыв-
ны и при bx   терпят разрыв второго рода, причём во всех точках 
этого промежутка выполняется неравенство )()(0 xxf  , то: 

 если интеграл 
b

a
dxxf )(  расходится, то расходится и интеграл 


b

a
dxx)( ; 

 если интеграл 
b

a
dxx)(  сходится, то сходится и интеграл 


b

a
dxxf )( ; 

 если c
x
xf

x


 )(
)(lim , где  c0 , constc  , то интегралы 


b

a
dxxf )(  и 

b

a
dxx)(  сходятся или расходятся одновременно. 

При исследовании на сходимость некоторых несобственных интегра-
лов удобно пользоваться теоремами 2.2. и 2.3, либо таблицей 2.1 эквива-
лентных бесконечно малых величин. Напомним наиболее часто встре-
чающиеся соотношения эквивалентности бесконечно малых при 

0)(  x . 
Таблица 2.1 

Эквивалентность бесконечно малых при (x)  0 
 

1 sin(x)  (x) 6  xe  1  (x) 
2 tg(x)  (x) 7  xa  1  (x)lna 
3 1  cos(x)   x2

2
1   8    11  kx   k(x) 

4 arcsin(x)  (x) 9 ln(1 + (x))  (x) 
5 arctg(x)  (x) 10   xa 1log    

a
x

ln
  

 
Для сравнения будем использовать следующие интегралы: 

1) 


a
kx
xd  

при k > 1 интеграл сходится, 
при k  1 интеграл расходится, 
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2) 


a

x dxq  
при q < 1 интеграл сходится, 
при q  1 интеграл расходится. 

Внешне несобственный интеграл второго рода не отличается от 
обычного определённого интеграла, поэтому при вычислении опреде-
лённого интеграла нужно проверить, не имеет ли подынтегральная 
функция точки разрыва второго рода в интервале интегрирования, затем 
приступать к вычислению. 

Пример 2.4. Вычислите или докажите расходимость интегралов: 

 2.4.1. 


2
2ln xx

dx ; 2.4.2. dx
x

x



1
2

ln ;  2.4.3. 


5

0
225

5

x

dx ;  

 2.4.4. 
5

1
ln xx
dx ; 2.4.5.  

1

0
2 34xx

dx ; 2.4.6. 


2

0 3
2

)1(x

dx ;  

 2.4.7. 


1

0
5

4

1 x

dxx ; 2.4.8. 
1

0
ln xdx ;  2.4.9. dx

x
x


 

1
4

cos32 ; 

2.4.10. 
2

1

0
2ln xx

dx ; 2.4.11. 


1
532 xx

dx ; 2.4.12. 


1 )1( xx
xd ; 

2.4.13. dxxe x



0 2

; 2.4.14. 


  21 x
dx . 

2.4.1. Пользуясь определением 2.2 и формулой (2.4), получим 

  



 b

b
xxd

xx
dx

2

2

2
2 )(lnlnlim

ln

2ln
1

2ln
1

ln
1limln

1lim
2







 












 bx b

b

b
. 

Следовательно, интеграл сходится. 
2.4.2. Пользуясь определением 2.2 и формулой (2.4), получим 

dx
x

x



1
2

ln
 

dx
x

xb

b 1
2

lnlim  xu ln , x
xddu  , 

2x
xddv  , 

xx
xd

v
1

2    

 
  



































 
bb

b

bb

b xx
x

x
dx

x
x

111
2

1

1lnlim1lnlim  
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111lnlim11
1
1lnlnlim 






 






 


 bb

b
bb

b
bx

. 

Предел b
b

b

lnlim


 нашли, применяя правило Лопиталя: 

01
1

1
limlnlim 




















b
b
b

bb
. 

Таким образом, несобственный интеграл dx
x

x



1
2

ln  сходится. 

2.4.3. Функция 
225

5
x

 не определена в точке 5x . Пользуясь 

определением 2.3 и формулой (2.5), получим 




















 
5

0
0

5

0
220

5

0
2 5

arcsinlim5
5

lim5
25
5 x

x
dx

x
dx  

2
51arcsin50arcsin

5
5

arcsinlim5
0







 





, 

следовательно, интеграл сходится. 
2.4.4. Функция не определена в точке 1x . Согласно формуле (2.6) 

получим  

 )1ln(lnlim)5ln(lnlnlnlim
ln

)(lnlim
ln 0

5

10

5

10

5

1





  x
x
xd

xx
dx . 

Логарифм нуля не существует, следовательно, данный интеграл 
расходится. 

2.4.5. Функция не определена в точке 1x . Пользуясь определени-
ем 2.3 и формулой (2.5), получим 










 








1

0
220

1

0
20

1

0
2 1)2(

)2(lim
1)2(

lim
34 x

xd
x

dx
xx

dx  








 















)3ln(

2
1

1
3ln

11
31lnlim

2
1

12
12lnlim

2
1

0

1

0
0 x

x , 

следовательно, данный интеграл расходится. 
2.4.6. Так как внутри отрезка интегрирования находится точка 

1x , в которой функция не определена, представим данный интеграл в 
виде суммы двух интегралов второго рода: 
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








2

1 3
2

1

0 3
2

2

0 3
2

)1()1()1( x

dx

x

dx

x

dx ; 

а) 









 
1

0

3
1

0

1

0

3
2

0

1

0 3
2 )1(3lim)1()1(lim

)1(
xxdx

x

dx  

3)10()11(lim3 3
1

3
1

0






 


; 

б) 
 





 
2

1

3
1

0

2

1

3
2

0

2

1 3
2 )1(3lim)1()1(lim

)1(
xxdx

x

dx  

3)01(3)11()12(lim3 3
1

3
1

0






 


. 

Тогда  

633
)1(

2

0 3
2 




x

dx . 

Следовательно, интеграл сходится. 
2.4.7. Функция не определена в точке 1x . Воспользуемся форму-

лой (2.5). Вычислим интеграл: 















 
1

0

5

0

51

0

2
15

0

1

0
5

4

12lim
5
1

5
)1()1(lim

1
xxdx

x

dxx

  4,0
5
2)10(

5
201)1(1lim

5
2 5

0



. 

Следовательно, интеграл сходится. 
2.4.8. Функция lnx не определена в точке 0x . Согласно формуле 

(2.6) получаем 


1

0
ln xdx  




dxx
1

0
lnlim  xu ln , x

xddu  , 

dxdv  , xdxv  









 




1
1

0
lnlim dxxx  

    


lnlim11ln1ln1limlnlim
00

1

0
xxx . 

Для вычисления предела воспользуемся правилом Лопиталя 

)(
)(lim

)(
)(lim

x
xf

x
xf

axax 



 

, где f(x) и )(x  – бесконечно малые или бесконечно 

большие функции, причём 0)(  x : 
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  0)(lim
1

1
lim

1
lnlim)0(lnlim

0
2

000


















. 

Таким образом, получим  

1ln
1

0
 xdx .  

Следовательно, интеграл сходится. 
2.4.9. Используем теорему сравнения (2.2): 

444

532cos32
xxx

x





 , т. к. 1cos x . 

Исследуем на сходимость интеграл 


1
4

5
x
dx : 


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x
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5)10(3

5
 , 

т. е. интеграл 


1
4

5
x
dx  сходится, следовательно, интеграл dx

x
x


 

1
4

cos32  

сходится. 

2.4.10. Функция 
xx

xf 2ln
1)(   не определена в точке 0x . Поль-

зуясь формулой (2.6), получим 
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. 

Следовательно, интеграл сходится. 
2.4.11. Используем теорему сравнения (2.2): сравним функцию 

532
1

)(
xx

xf


  с функцией 5
1)(
x

x  . 

Исследуем на сходимость интеграл 


1
5x

dx : 
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
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. 

Так как интеграл сходится и 0
3
1

)(
)(lim 

 x
xf

x
, то сходится и инте-

грал 


1
532 xx

dx . 

2.4.12. Заметим, что знаменатель подынтегральной функции 
3)1( xxxx   3x  при x , а интеграл 
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1
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xd  сходится 

при 12
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, 

т.е. интеграл сходится. 
Согласно признаку сравнения (теорема 2.2) вычислим предел 

)(
)(lim

x
xf

x 
, где 
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xf

)1(
1)(


 , 

3

1
)(
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, 

следовательно, интеграл 


1 )1( xx
xd  также сходится. 

2.4.13. Согласно формуле dxxfdxxf
a

bb

a



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Следовательно, интеграл сходится. 
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2.4.14. Воспользуемся формулой dxxfdxxfdxxf
c

c









 )()()( , 

где ),( c . 
Исследуем на сходимость данный интеграл. Пусть 0с . Тогда 
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







 


 22
)0arctgarctg(lim b

b
. 

Следовательно, интеграл сходится. 

2.3. Приложения определённого интеграла 

2.3.1. Вычисление площадей плоских фигур 

Чтобы найти площадь плоской фигуры, необходимо построить 
данную фигуру в декартовой или полярной системах координат и вос-
пользоваться одной из формул для вычисления площади, которые при-
ведены в табл. 2.2 и табл. 2.3. 

Таблица 2.2 
Вычисление площадей плоских фигур 

в декартовой системе координат 
 
1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 


b

a
dxxfS )( , ba   

 
 
 
 
2 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 dxxydxxyS
b

a
  )()( 21 , ba   

       y 
                            y = y1(x) 
 
 
 a   O             b       x 
                               y = y2(x) 

       y 
                             y = f(x) 
 
 
 a   O             b       x 
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Таблица 2.3 

Вычисление площадей плоских фигур 
в полярной системе координат 

 
 
 
1 
 

 
 
 
 
 
 

 
 






 dS )(
2
1 2  

 
 
 
 
2 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

   




dS ))()((
2
1 2

2
2
1  

 
 
Если область интегрирования ограничена несколькими линиями, 

для нахождения площади фигуры необходимо: 
 найти пределы интегрирования; 
 составить подынтегральное выражение; 
 вычислить интеграл. 
Решение задачи начинается с отыскания точек пересечения линий, 

ограничивающих область интегрирования, для чего решаем систему 
уравнений этих кривых. Рисунок поможет правильно составить подын-
тегральное выражение. 

Пример 2.5. Найдите площадь фигур, ограниченных линиями: 
2.5.1. 332  xxy  , xy  ; 

2.5.2. 24 yx  , 0y , 1y , 0x ; 

2.5.3. 24
8
x

y


 , 
4

2xy  ; 

2.5.4. 24 yx  , yyx 22  ; 

      y           
            d 
 
      O                  x 
              c 
x = x2(y)      x = x1(y) 

                           = () 
  =  
 
                               =  
                
 O                                 

                       = 1() 
 
 
    
                      = 2() 
 O                                      
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2.5.5.  3cos4 , 2 , где 2 ; 

2.5.6. 










,sin22

;cos2

ty

tx
2,2  yy . 

Решение. 2.5.1. Построим область, ограниченную параболой 
332  xxy  и прямой xy   (рис. 2.1). 

 
     y                                y1 = x 
     3                                  
                       
     2                                               
     1                     y2 = x2 – 3x + 3       
      
  
     O       1             3         x  

Рис. 2.1 
 

 
Найдём точки пересечения линий: 








,
;332

xy
xxy  








,
;0342

xy
xx  








,1
;1

1

1

y
x

 







.3
;3

2

2

y
x

 

Найдём площадь фигуры по формуле 2 табл. 2.2: 

    dxxxxS
3

1

2 )33(  

  





  

3

1

3
2

3

1

2 3
3

234 xxxdxxx   3
433

12)9918(  . 

2.5.2. Построим область, ограниченную прямыми 0y , 1y , 

0x  и линией 24 yx    левой половиной окружности 422  yx  
(см. рис. 2.2). По формуле 3 табл. 2.2 найдём площадь: 

 
 

  dyyS
1

0

24

 

ty sin2 , tdtdy cos2 , 

tty 222 cos4sin444   2arcsin yt  , 

00 11  ty , 
62

1arcsin1 22


 ty  

 
 
  
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 


6

0

2
6

0

2 cos4cos2cos4 dtttdtt  







 







6

0

6

0
2sin

2
12

2
2cos14 ttdtt  







 





 0sin

2
1

0
3

sin
2
1

6
2

2
3

32
3

2
1

6
2 














. 

Здесь tt coscos2  , т. к. 
6

0 
 t . 

     y                        
     2                                 
                       
     1                             
                               
     O                2     x  
        
    2             

Рис. 2.2 
 

2.5.3. Найдём точки пересечения параболы 
4

2xy   и кривой 

24
8
x

y


 . Для этого решим систему уравнений: 












































.0
44

8)44(
;4

,
44

8
;4

,
4

8

;
4

22

2

2

y
yy

yx

y
y

yx

x
y

x
y

 

Решая квадратное уравнение 0844 2  yy , получим 

1) 








,4

;1
2
1

yx

y
 







,2
;1

1

1

x
y

 и 







,2
;1

2

2

x
y

 

2) 








yx

y

4

;2
2
2   система не имеет решения. 

Построим область интегрирования (см. рис. 2.3). Кривую 

24
8
x

y


  строим по точкам, записав данные в таблицу: 
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х 3 2 1 0 1 2 3 
у 

13
8  

1 
5
8  

2 
5
8  

1 
13
8  

Для нахождения площади данной фигуры воспользуемся формулой 
2 табл. 2.2. Поскольку фигура симметрична относительно оси Oу, доста-
точно найти площадь половины фигуры и результат умножить на два: 
























 

2

0

2
2

0
22

2

0

2

2 4
1

2
82

44
82 dxx

x
dxdx

x
x

S  




















2

0

32

0

3

122
arctg42

34
1

2
arctg

2
182 xxxx  

3
4

2
3
2

4
420arctg04

12
8

arctg142 





 









  . 

 
 

2.5.4. Построим область, ограниченную параболами 2
1 4 yx  , 

yyx 22
2   (рис. 2.4). 

 
       y  
               x2 = y2 – 2y 
                       
            2         x1 = 4 – y2  
        1                        
      
  
    1  O                          4    x 
        1          

 
Рис. 2.4 

 

                          y 
                                    
                         2 
                                                    
                                     
   
          3    2        O          2    3           x        

Рис. 2.3 
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Найдём точки пересечения данных линий, решив систему уравне-

ний 










,2

;4
2

2

yyx
yx

  022 yy  11 y , 22 y . 

По формуле 3 табл. 2.2 найдём площадь фигуры: 

 


dyyxyxS
2

1
21 ))()((    


dyyyy

2

1

22 )2(4

   


dyyy
2

1

2 224 











2

1

2
3

3
24 yyy   43

168   913
24  . 

 
2.5.5. Построим область, ограниченную трёхлепестковой розой 

 3cos41  и окружностью радиуса 2R  с центром в начале коорди-
нат 22   (рис. 2.5). Найдём точки пересечения данных линий: 

23cos4  , 
2
1

3cos  , n 2
2
1

arccos3 ; 

n


 2
3

3 , 
3

2
9

n



 , Zn . 

С учётом симметрии фигуры можно найти площадь заштрихован-
ной части (рис. 2.5) и умножить на 6. Применим формулу 2 табл. 2.3 и 
найдём площадь: 

 
  2/3                /2                   

                                    /3                
                       
                                                  /9 
                                          

                                        2            4      
                 

 
 
 
 

         4/3                   
3/2             

5/3 
 

Рис. 2.5 
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      
 

9

0

9

0

22
2

2
1 )43cos16(3)(

2
16 ddS  

  





 






 





 

  9
0

9

0

9

0
6sin

6
8436cos8434

2
6cos1163 dd  













 







3
2sin4

3
40sin

3
40

3
2sin

3
4

9
43

32
3

4
2
3

4
3

4






 . 

 

2.5.6. Параметрические уравнения 







tby
tax

sin
;cos
 определяют эллипс с 

полуосями а и b. Значит, фигура ограничена эллипсом 










ty

tx

sin22

;cos2
 с 

полуосями 2a  и 22b  и прямой 2y  (см. рис. 2.6). 
Найдём точки пересечения этих линий: 

2sin22 t , 
2

1sin t , или 2
2sin t . 

Тогда  

nt n 



4

)1( , Zn . 

 Точке 1x  соответствует параметр 1t  при 1n : 
4

3
41





t ; 

1
2
2

2
4

3
cos21 











x . 

 Точке 2x  соответствует параметр 2t  при 0n : 
42


t ; 

1
2
2

2
4

cos22 


x . 
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                   y                        
            22                                  
                       
                  2                     
                                    
      
  
  2     x1    O        x2     2        x  
                 

 
 
 

Рис. 2.6 
 

Применим формулу 2 табл. 2.2: 

dxxydxxydxxyxyS
x

x

x

x

x

x
)()())()((

2

1

2

1

2

1

2121   . 

Вычислим отдельно каждый из интегралов: 

  2ln212
8

15
100ln21

16
9

4
3

ln2
4

3

0

2 







  d

   dttt sin2sin22
4

4
3




 





4

4
3

2sin4 tdt







 










4

4
3

4

4
3

2sin2
12)2cos1(2

4 ttdtt  







 











2
3

sin
2
1

4
3

2
sin

2
1

4
2

211
2
1

2
1

2
2

2
3

sin
2
1

2
sin

2
1

2
2 






 









 







 ; 

4)11(222)( 1
1

1

1
2

2

1





 xdxdxxy

x

x
. 

Таким образом, площадь искомой фигуры  
242 S . 
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2.3.2. Вычисление длины дуги кривой 
Чтобы найти длину дуги кривой, необходимо воспользоваться од-

ной из формул для вычисления длины дуги, которые приведены в табл. 
2.4. 

Таблица 2.4 
 

 Способ задания кривой Формула для вычисления 
длины дуги кривой 

 
1 

Кривая задана уравнением )(xyy  ,  
bxa     dxyl

b

a
x  21  

 
2 

Кривая задана параметрическими 

уравнениями 







),(
),(
tyy
txx

 21 ttt   
    dtyxl

t

t
tt 

2

1

22  

 
3 

Кривая задана в полярной системе 
координат уравнением )( , 

  
   





dl 22 )()(  

З а м е ч а н и е . Если заданы пределы, по которым ведётся интег-
рирование, то при вычислении длины дуги кривой эту кривую строить 
не обязательно. 

Пример 2.6. Найдите длину дуги кривой: 

2.6.1. 21arcsin xxy  , 16
150  x ; 

2.6.2. xy sinln1 , 
23



 x ; 

2.6.3. 







),cos(sin6
);sin(cos6

ttty
tttx   t0 ; 

2.6.4. 












,2sin4
1sin2

1
;2cos4

1cos2
1

tty

ttx
 

3
2

2





t ; 

2.6.5. 










ty
tx

3

3

sin10

;cos10
 ( 0,0  yx ). 

2.6.6. 3
4

4


 e , 
3

0


  (логарифмическая спираль). 

2.6.7.  2 , 
4
30  . 
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Решение. 2.6.1. Кривая задана явно уравнением 
21arcsin xxy  , 

поэтому для нахождения длины дуги воспользуемся формулой 1 
табл. 2.4. Найдём xy : 

x
x

xx
x

x
x

x
y
















1
1

)1)(1(
1

12
2

1
1

22
; 

 
xx

xx
x
x

y x 

















1

2
1

11
1
1

11
2

2 . 

Вычисляем длину дуги кривой: 




 
 16

15

0

2
116

15

0

2
116

15

0
)1(22)1()1(2

1
2 xxdxdx

x
l  

2
2314

1220116
51122 






 








 . 

2.6.2. Так как кривая задана явно уравнением xy sinln1 , где 

23





x , воспользуемся формулой 1 табл. 2.4: 

x
x

y x sin
cos

  
xx

xx
x
xy x 22

222
2

sin
1

sin
cossin

sin
cos11 









 . 

Вычисляем длину дуги кривой: 







 




















2

3
2

2

3
2

2

3
2

2

3

2

3
2 1cos

)(cos
cos1

)(cos
sin
sin

sinsin
1

x
xd

x
xd

x
xdx

x
dxdx

x
l  



























































 1
2
1

1
2
1

ln
10
10

ln
2
1

1
3

cos

1
3

cos
ln

1
2

cos

1
2

cos
ln

2
1

1cos
1cos

ln
2
1 2

3
x
x

3ln2
1

3
1ln2

1
3
1ln1ln2

1







  . 

Здесь 
xx sin

1
sin

1
2

 , т. к. 
23



 . 

2.6.3. Кривая задана параметрическими уравнениями, поэтому для 
вычисления длины дуги кривой воспользуемся формулой 2 табл. 2.4: 

ttttttxt cos6)cossinsin(6  , 
tttttty t sin6)sincos(cos6  ; 
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    22222 36)sin6()cos6( tttttyx tt  . 
Вычисляем длину дуги кривой: 

2

0

2

00

2 3
2

6636 


 ttdtdttl . 

2.6.4. Кривая задана параметрическими уравнениями, поэтому для 
вычисления длины дуги кривой воспользуемся формулой 2 табл. 2.4: 

)2sinsin(
2
1

2sin
2
1

sin
2
1

ttttxt  ;  

)2cos(cos
2
1

2cos
2
1

cos
2
1

ttttyt  ; 

       ttttttttyx tt 2cos2coscos2cos2sin2sinsin2sin
4
1 222222

       ttttttt cos12
1))2(cos(224

1)2coscos2sin(sin224
1  

2
sin

2
sin2

2
1 22 tt

 . 

При преобразованиях воспользовались формулой 

2
sin2cos1 2  . 

Вычисляем длину дуги кривой: 







 
















 4

cos
3

cos2
2

cos2
2

sin
2

sin
3

2

2

3
2

2

3
2

2

2 tdttdttl  

122
2

2
12 








 . 

Здесь 
2

sin
2

sin 2 tt
 , т. к. 

324



 t . 

2.6.5. Для части астроиды, расположенной в первой четверти (см. 

рис. 2.7), параметр t изменяется от нуля до 2
 , т. е. 

2
0 

 t . Астроида 

задана параметрическими уравнениями, поэтому для нахождения длины 
дуги воспользуемся формулой 2 табл. 2.4. 
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            y 
          10 
 
 
  10      O         10     x 
 
           10 

Рис. 2.7 
 

Преобразуем выражение 22 )()( tt yx  , предварительно вычислив 
производные tx  и ty : 

ttttxt sincos30)sin(cos310 22  ; 
ttttyt cossin30cossin310 22  ; 

 22 )()( tt yx  2222 )cossin30()sincos30( tttt tt 24 sincos900  
tttttttt 22222224 cossin900)sin(coscossin900cossin900  . 

Вычисляем длину дуги кривой: 

 


2

0

2

0

2

0

22 )(sinsin30cossin30cossin900 ttdtdttdtttl  

150sin
2

sin15
2

sin
30 22

2

0

2







 





t

. 

Здесь tttt sincossincos 22  , т. к. 
2

0 
 t . 

2.6.6. Кривая задана в полярной системе координат, поэтому при 
вычислении длины дуги кривой применим формулу 3 табл. 2.4: 

3
4

3
44



 e ,  

      





 









 9
1614

3
164

22222 3
4

3
4

3
4

eee  

3
8

3
8

9
40016

9
25 

 ee . 

Вычисляем длину дуги кривой: 

 




 03

0

3

0

3

0

9
4

3
4

3
4

3
8

5
4
3

3
20

3
20

9
400 eeededel  
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 15 9
4




e . 
2.6.7. Кривая  a , где consta  , называется спиралью Архимеда 

(см. рис. 2.8). При вычислении длины дуги применим формулу 3 табл. 2.4: 
Найдём   и преобразуем выражение  22

 : 

 2   )1(42)2( 22222   . 
Составим интеграл и вычислим его, используя формулу (2.3): 

  ddl
4

3

0

2
4

3

0

2 12)1(4  12 u , 
12 




d
du , 

 ddv ,   dv  

 
  





































 

4
3

0
2

24
3

0
2

4
3

0

2

1

1)1(01
16
9

4
32

1
12 dd  






























 

4
3

0
2

2

1

1
1

4
5

4
3

2 d  

 





4
3

0
2

4
3

0

2

1
212

16
152 dd  

  dd
4

3

0

24
3

0

2
4

3

0

2 12
8

151ln212
8

15  

  2ln212
8

15
100ln21

16
9

4
3

ln2
4

3

0

2 







  d . 

                                
                               2              
                                                             
                                                                
5                                                                
 6                                                                6 
 
 
                                                                                              
 
                                              
 
  7                                                          
   6                                                              
                                                               
                                         

 
                              3                        
                               2 

  
Рис. 2.8 
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Из полученного равенства 2ln28
15

 ll  находим длину дуги 

кривой: 2ln16
152ln28

15
2
1







 l . 

2.3.3. Нахождение объёма тела 
Нахождение объёмов некоторых тел можно свести к вычислению 

определённых интегралов. Для решения задач на вычисление объёмов 
тела воспользуемся табл. 2.5. 

 
Таблица 2.5 

 
 Способ образова-

ния тела 
Тело Формула для вы-

числения объёма 
тела 

 
 
 
1 

S(х) – площадь сече-
ния тела плоскостью, 
перпендикулярной оси 
Oх 
 

    y 
                          
                         S(x) 
    O  a                                   b  x 
 

 

 

dxxSV
b

a
 )( , 

ba   

 
 
 
2 

Криволинейная трапе-
ция АВСD вращается 
вокруг оси Oх 
  y                          C 
  B          y = f(x)               
  A                          D 
 O                                x  

     y                            C 
     B        y = f(x)                
   A                                D 
         O                                 x 
 z 

 

 

  dxxfV
b

a
ox  2)( , 

ba   

 
 
 
 
3 

Криволинейная трапе-
ция АВСD вращается 
вокруг оси Oу 
     y 
                  C                  
      B 
                     x = (y) 
 
     O                           x 
 
     A     D 

 

           y 
                           C                  
            B 
                               x = (y) 
 
               O                           x 
             A 
    z                D 

 

 
 

  dyyV
d

c
oy   2)( , 

dc   
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Пример 2.7. Найдите объём тела, ограниченного поверхностями: 
2.7.1. 22 182 yxz  , 6z ; 

2.7.2. 1
163

22


yx , 3yz  , 0z , 0y . 

Решение. 2.7.1. Построим тело, ограниченное плоскостью 6z  и 
параболоидом 22 182 yxz   (рис. 2.9). Сечением параболоида любой 
плоскостью 0zz   является эллипс 0

22 182 zyx  . 
                        z                        
                         
                       
                       6                                               
                                    
      
           
  
                           O                             y           

                       2
0z

       
18
0z

            

            x 
Рис. 2.9 

 
Для нахождения объёма тела воспользуемся формулой 1 табл. 2.5 


6

0
)( dzzSV . 

Приведём уравнение эллипса к каноническому виду: 

1182
0

2

0

2


z
y

z
x , 

2
0z

a  , 
18

0z
b  . 

Площадь эллипса вычисляется по формуле abzS )( . 

Тогда 
6182

)( zzzzS  , где 0zz  . 

Вычисляем объём тела 







 
6

0

26

0 266
zdzzV 4248,93)06(

12
2 


 (куб. ед.). 

2.7.2. Построим тело, ограниченное цилиндром 1
163

22


yx , на-

правленным вдоль оси Oz, плоскостью 0z  – плоскостью хOу и 
3yz   – плоскостью, проходящей через ось Oх (рис. 2.10). Сечениями 
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тела плоскостями 0xx   являются прямоугольные треугольники с кате-
тами у и 3yz  . 

Найдём площадь треугольника 2

2
3

3
2
1

)( yyyyS  . 

По формуле 1 табл. 2.5 вычислим объём тела  


b

a
dxxSV )( , где 33  x . 

Тогда 

dxyV 



3

3

2

2
3 . 

                         z 
 
                     
                   
                   
 
  
                     
 
                         O               4     y 

                            3                           
                                         x 

Рис. 2.10 
 

Из уравнения цилиндра выразим 2y : 







 

3
116

2
2 xy . 

Окончательно 







  



dxxV
3

116
2
3 23

3







 



3

3

3

9
38 xx







  9

3339
33338  

323
34383

323238 





   (куб. ед.). 
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Пример 2.8. Найдите объём тела, образованного вращением вокруг 

оси Oх фигуры, ограниченной линиями: 
2.8.1. 21 xy  , 2 yx , 0x , 1x ; 

2.8.2. 02  xy , 2xy  . 
Решение. 2.8.1. Построим фигуру, ограниченную параболой 

21 xy  , линией 2 yx – правой ветвью параболы 22  yx  и 
прямыми 0x , 1x  (рис. 2.11). Построим тело, полученное при вра-
щении криволинейной трапеции вокруг оси Ох (рис. 2.12). 

По формуле 2 табл. 2.5 найдём объём полученного тела: 

      dxxxdxxyxyVOx

1

0

2222
1

0

2
2

2
1 )1()2()()(  

  





  

1

0

31

0

2
1

0

4224 3
3

6)36(2144 xxdxxdxxxxx  

 5)32()32(
1

0
3 xx   15,708 (куб. ед.). 

 
               y                                                                            y 
                                y1 = 2 + x2  
               3                            
                                            
               2                                                                           2 
  
               1                                                                           1 

 
               O           1                     x                                          O                      x 
              1                y2 = 1  x2 
 
              2 
              3                                                  z 
                    
                Рис. 2.11                                                           Рис. 2.12 

 
2.8.2. Построим фигуру, ограниченную параболами 2

2 xy  , xy 2
1  

(см. рис. 2.13). Тело, образованное вращением вокруг оси Oх получен-
ной фигуры, представлено на рис. 2.14. 
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Из уравнения 2yx   получим уравнение верхней ветви этой пара-
болы: xy 1 . Найдём координаты точек пересечения: 











,

,
2

2

yx
xy

  










,

,
2

4

yx
yy

  










,

,0)1(
2

3

yx

yy
  








,0
,0

1

1

x
y

 и 







.1
,1

2

2

x
y

 

Пользуясь формулой 2 табл. 2.5, вычисляем объём полученного тела: 

         dxxxdxxxdxxyxyVOx

1

0

4
1

0

2221

0

2
2

2
1 )()((  

1

0

52

52 





  xx

10
3

5
1

2
1 





    0,9425 (куб. ед.). 

Пример 2.9. Найдите объём тела, образованного вращением вокруг 
оси Oу фигуры, ограниченной линиями: 

2.9.1. 3arccos xy  , xy arccos , 0y ; 

2.9.2. 22  xy , 3xy  , 0y , 1y . 
Решение. 2.9.1. Построим фигуру, ограниченную линиями 

3arccos xy  , xy arccos , 0y  (см. рис. 2.15). Построим тело, образо-

ванное вращением вокруг оси Oу полученной фигуры (см. рис. 2.16). 
 

     y                                                                      y 

                y2 = x2  
                       
   1                                    y1 = x         
                                
      
  
   O          1                           x                               O                                   x 
                 

 
                                                         z 
               Рис. 2.13                                                     Рис. 2.14 
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Объём тела вычисляем по формуле  dyyxyxVOy 



2

0

2
2

2
1 )()( . 

Выразим переменную х из уравнений кривых: 

 
3

arccos1
x

y    yx cos31  ; 

 xy arccos2    yx cos2  . 
Вычисляем объём тела: 

     


dyyydyyyVOy

2

0

22
2

0

22 coscos9cos)cos3(  







 







2

0

2

0

2

0

2 2sin
2
14

2
2cos18cos8 yydyydyy  

719,192sin
2
1

2
4 2 






 


  (куб. ед.). 

 
2.9.2. Построим фигуру, ограниченную линиями 22  xy , 3xy  , 

0y , 1y  (см. рис. 2.17). Построим тело, образованное вращением 
вокруг оси Oу полученной фигуры (см. рис. 2.18). 

Объём тела найдём по формуле 3 табл. 2.5: 

 dyyxyxVOy  
1

0

2
2

2
1 )()( , где 22

1  yx , 3
2 yx  . 

Тогда 
 
 
 
 

                            y                                                                   y  

                           
2
                y1 = arccos

3
x   

  
                     y2 = arccosx 
      3               1    O         1               3    x                                   O                           x 
                                                                                                    
                                                                                         z 
                       Рис. 2.15                                                             Рис. 2.16 
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     




   dyyyydyyyVOy

1

0

3
224

1

0

2322 442  

= 









1

0

3
535

5
34

3
4

5
yyyy 499,15

15
74

5
34

3
4

5
1 





  (куб. ед.). 

2.3.4. Применение определённого интеграла 

1. Площадь плоской области, ограниченной линиями )(xfy  , 
bxaxy  ,,0  находится по формуле 

dxxfS
b

a
 )( , где ba  . 

2. Длина дуги незамкнутой кривой )(xfy  , bxa   вычисляется 
по формуле 

dxxyl
b

a
  2))((1 . 

3. Площадь поверхности тела, полученного при вращении вокруг 
оси Oх кривой )(xfy  , bxa  , определяется по формуле 

  dxxfxfQ
b

a
  2)(1)(2 . 

4. Объём тела, полученного при вращении вокруг оси Oх плоской 
области, ограниченной линиями )(xfy  , bxaxy  ,,0 , находится 
по формуле 

  dxxfV
b

a
 2)( , ba  . 

5. Масса т материальной кривой АВ с плотностью )(x  вычис-
ляется по формуле 

       y               y = x3                                                          y 
                             
                                                y2 = x – 2         
                                               y = 1 
  
       O        1      2      3            x                                             O                      x 
                                                                                     z 
                   Рис. 2.17                                                      Рис. 2.18 
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    dxxyxm
b

a
  2)(1 , 

где кривая АВ задана уравнением )(xfy  , bxa  . 
6. Статические моменты для плоской кривой )(xyy   с точеч-

ной плотностью )(x  определяют по формулам 

  dxxyxyxM
b

a
x   2)(1)()( ,   dxxyxxM

b

a
y   2)(1)( . 

7. Моменты инерции плоской кривой )(xyy   с точечной плот-
ностью )(x  определяют по формулам 

  dxxyxyxI
b

a
x   22 )(1)()( ,   dxxyxxI

b

a
y   22 )(1)( , 

yx III 0 , x  [a, b]. 
8. Координаты центра масс плоской кривой находят по формулам  

m
M

x y
c  , 

m
M

y x
c  , 

где xM , yM  – статические моменты, т – масса плоской кривой. 
9. Вычисление силы давления жидкости на вертикально погру-

жённую в жидкость пластину, ограниченную прямыми ax  , bx   и 
кривыми )(1 xyy  , )(2 xyy  , осуществляется по формуле 

    dxxyxyxxgP
b

a
12)(   , 

где ba  ,   )(21 xyxy  ; (х) – точечная плотность пластины; g – уско-
рение свободного падения. 

10. Вычисление работы переменной силы. 
Работа переменной силы F(x), затраченная на передвижение тела из 

точки ax   в точку bx   по прямой Oх, совпадающей с направлением 
силы, определяется по формуле 

 dxxFA
b

a
 . 

1 1 .  Вычисление работы электродвигателя переменной мощно-
сти N(t) на отрезке a, b] осуществляется по формуле 

 dttNA
b

a
 . 
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