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Примеры решения типовых задач 

Задача 1. Определить, является ли данная функция оригиналом: 







<

≥
−=

0,0

0,
3

1
)(

t

t
ttf . 

Решение. По определению функция f(t) называется оригиналом, если 
она удовлетворяет следующим условиям: 

1. 0,0)( <= ttf
2. Существуют такие постоянные σ и Μ, что 0,|)(| >< tMetf tσ

3. На любом конечном интервале [0,τ] функция f(t) имеет не более
чем конечное число точек разрыва I рода, причем f(0)=f(+0).

Функция 






<

≥
−=

0,0

0,
3

1
)(

t

t
ttf  оригиналом не будет, так как t=3 является 

для нее точкой разрыва II рода, т.е. нарушено третье условие 
определения оригинала.  

Задача 2. Найти изображение tttf 7cos5sin)( ⋅= . 
Решение. Воспользуемся тригонометрической формулой 

[ ])sin()sin(
2
1cossin βαβαβα −++=⋅ , чтобы избавиться от 

произведения. Тогда [ ]tttf 2sin12sin
2
1)( −= . Так как t12sin ≓

144
12

2 +p
, 

t2sin ≓
4

2
2 +p

(см. таблицу), используя теорему линейности, 

окончательно имеем: 

)(tf ≓
4

2
144

12
22 +

−
+ pp

Задача 3. Найти изображение tshetetf tt 2)3sin()( 2 −+= − . 
Решение. Прежде всего, учитывая, что синус суммы 

ttt sin3coscos3sin)3sin( ⋅+⋅=+ , преобразуем f(t): 
tshetetetf ttt 2sin3coscos3sin)( 22 −⋅+⋅= −− . Чтобы найти 

изображение f(t), воспользуемся теоремой линейности, таблицей и 
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теоремой смещения: если )(tf ≓ )( pF , то )(tfe tα ≓ )( α−pF , где 
0)Re( σα >−p . По теореме смещения имеем  

tshet 2 ≓
4)1(

2
2 −−p

; te t cos2− ≓
1)2(

2
2 ++

+

p
p ; te t sin2− ≓

1)2(
1

2 ++p
. Таким 

образом, )(tf ≓
4)1(

2
1)2(

3cos)2(3sin
22 −−

−
++

++⋅

pp
p . 

 

Задача 4. Найти изображение ∫=
t

dtf
0

2 cos)( τττ . 

Решение. В данном случае воспользуемся теоремой об интегрировании 
оригинала:   

∫
t

df
0

)( ττ ≓
p
pF )( , где )(tf ≓ )( pF .   

Тогда ∫
t

d
0

2 cos τττ ≓ )(1 p
p
Ψ , где )( pΨ  − изображение подынтегральной 

функции ttt cos)( 2=ψ . Функцию )( pΨ  можно найти двумя способами: 

а) по таблице: 32

3

32

3

)1(
)3(2

)1(
)(Re!2)(

+

−
=

+

+
=Ψ

p
pp

p
ipp ;   

б) используя свойство дифференцирования изображения: 
)(tt nϕ ≓ )()1( )( pnnΦ− , где )(tϕ ≓ )( pΦ ; отсюда 

32

3'

22

2''

2 )1(
62

)1(
1

1
)(

+
−

=








+
−

=








+
=Ψ

p
pp

p
p

p
pp

ppp

. Окончательно имеем 

∫
t

d
0

2 cos τττ ≓ 32

3

)1(
)3(21

+

−
⋅

p
pp

p
 

 
Задача 5. Найти изображение   

)1()1cos()3()3(2sin)1()( −++−−−= ttttttf ηη . 
Решение. Так как единичная функция в первом слагаемом действует с 
запаздыванием на три единицы, а во втором слагаемом на одну 
единицу, то сделаем преобразования:   

4)3(1 +−=− tt ,  
[ ]2)1(cos)1cos( +−=+ tt = 2sin)1sin(2cos)1cos( ⋅−−⋅− tt . 

Тогда  
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+−−+−−−= )3()3(2sin4)3()3(2sin)3()( ttttttf ηη   
)1()1sin(2sin)1()1cos(2cos −−⋅−−−⋅+ tttt ηη . 

Далее воспользуемся теоремой запаздывания:  
если )(tf ≓ )( pF , то )()( τητ −− ttf ≓ )( pFe pτ− , причем 0)( =−τtf  при 

τ<t . Затем, используя таблицу, имеем: 

)3()3(2sin)3( −−⋅− ttt η ≓ 22

3

22

23

)4(
4

)4(
)2(Im

+
⋅

=
+

+ −−

p
ep

p
ipe pp

; 

)3()3(2sin −− tt η ≓
4

2
2

3

+

−

p
e p

; 

)1()1cos( −− tt η ≓
12 +

⋅ −

p
ep p

; )1()1sin( −− tt η ≓
12 +

−

p
e p

. 

Окончательно получаем  

)(tf ≓
1

2sin
1

2cos
4

8
)4(

4
222

3

22

3

+
⋅−

+
⋅

⋅+
+

+
+
⋅ −−−−

p
e

p
ep

p
e

p
ep pppp

. 

 

Задача 6. Найти изображение функции ∫ −=
t

dtshtf
0

3 )(6)( τττ . 

Решение. В данном случае изображение находится по теореме о свертке 
оригиналов: 

∫ −
t

dtgf
0

)()( τττ ≓ )()( pGpF ⋅ . 

Поэтому ∫ −
t

dtsh
0

3 )(6 τττ ≓
36

6!3
24 −

⋅
pp

. 

 
Задача 7. Найти изображение функции, заданной 
графически (рис. 5.1).   
Решение. Найдем аналитическое выражение 

функции f(t): 








>
≤<−
≤<

=
2,0

21,2
10,0

)(
t

tt
t

tf . Предполагая, 

что f(t)=0 для всех 0≥t , найдем функцию )(1 tψ , которую надо 
прибавить к f(t)=0, чтобы получить функцию f(t)=2 – t для всех 1>t : 

t−=+ 20 1ψ  ⇒ )1()2()(1 −−= ttt ηψ . Затем найдем такую )(2 tψ , чтобы 

t 

f(t) 

1   2 

1 

Рис. 5.1. 
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в сумме с f(t)=2 – t иметь f(t)=0 для всех 2>t : 0)(2 2 =+− tt ψ  ⇒ 
)2()2()(2 −−= ttt ηψ . Поэтому  

)2()2()1()2()()()( 21 −−+−−=+= tttttttf ηηψψ  ⇒ 
)2()2()1()1()1()( −−+−+−−−= ttttttf ηηη . 

Остается записать изображение этой функции, используя теорему 
запаздывания и таблицу:  

)(tf ≓ 2

2

2 p
e

p
e

p
e ppp −−−

++−  

 
Задача 8. Найти изображение функции )1()13()( 2 −−= tttf η  
Решение. Данная задача аналогична задачам 5 и 7. Т.е. так как 
единичная функция запаздывает на одну единицу ( )1( −tη ), необходимо 
выразить )13( 2 −t  через степени разностей )1( −t . Имеем  

2)1(6)1(3)13( 22 +−+−=− ttt  ⇒ 
)1(2)1()1(6)1()1(3)( 2 −+−−+−−= ttttttf ηηη . 

Используя теорему запаздывания, запишем изображение  

)(tf ≓
p

e
p

e
p

e ppp −−−
++ 266 23  

 

Задача 9. Найти изображение функции [ ] 222 )()( tetttf t ⋅
″





 ⋅

′
= −η . 

Решение. То, что в данной функции в качестве сомножителя имеется t2, 
подсказывает использовать свойство дифференцирования изображения: 

)()( pF n ≓ )()( tft n− . При n=2 получим: [ ] 222 )( tett t ⋅
″





 ⋅

′ −η ≓[ ] '')( pppΨ , 

где )( pΨ  – изображение функции [ ]
″





 ⋅

′ − tett 22 )(η . Функцию )( pΨ  

найдем пользуясь свойством дифференцирования оригинала: 
)()( tf n ≓ )0(...)0()( )1(1 −− −−′− nnn ffppFp . При n=2 получим:  

[ ]
″





 ⋅

′ − tett 22 )(η ≓ )0()0()(2 ϕϕ ′−−Φ ppp , 
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f(t) 

1   2    3    4   5    6   7 t 

1 

Рис. 5.2. 

где функция )( pΦ ≓ [ ] tett 22 )( −⋅
′

η , причем, 0)0( =ϕ , а 2)0( =′ϕ , 

поэтому остается найти изображение функции [ ] tett 22 )( −⋅
′

η . Функцию 
)( pΦ  также можно искать различными способами; укажем лишь, что 

2)2(
2)(
+

=Φ
p

p . Таким образом, возвращаясь по цепочке, найдем 

изображение исходной функции f(t):   

)(tf ≓ 4

''

2

''

2

2

)2(
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)2(
882

)2(
2

+
−

−=








+
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pppp
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−
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Задача 10. Найти изображение функции 












⋅









+
= ∫−−

t
t tdte

p
pL

dt
dt

0

2
2

1 )(
1

)( ηϕ . 

Решение. Так как t
p

pL 2cos
12

1 =








+
− , то требуется изобразить 

выражение 
′









⋅⋅= ∫−

t
t tdtett

0

2 )(2cos)( ηϕ . Воспользуемся свойством 

дифференцирования оригинала: )(tf ′ ≓ )0()( fppF − , где 
)( pF ≓ )(2cos 2 ttet t η−⋅ . Для изображения же последней функции 

используем теорему смещения и таблицу: tt ωcos⋅ ≓
222

2

)(
)(Re

ω
ω

+
+

p
ip , 

поэтому tet t 2cos2−⋅ ≓
[ ] [ ]2222

2

4)2(

)4(

4)2(

)22(Re

++

+
=

++

++

p

pp

p

ip , откуда 

)(tf ≓ [ ]
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Задача 11. Найти изображение 
периодической функции f(t), которая 
задана графически (рис. 5.2).  
Решение. Для нахождения изображения 
периодической функции f(t) 
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воспользуемся формулой: ∫ −
−−

=
T

tp
pT dtetf

e
pF

0
)(

1
1)( , где Т – период 

функции f(t). Аналитическое выражение функции f(t) имеет вид: 









≤<
≤<−
≤<

=
42,0
21,2

10,
)(

t
tt
tt

tf , а период Т=4. Тогда изображение данной 

функции f(t) найдем по формуле:  









−−

−
= ∫∫ −−

−

2

1

1

0
4 )2(

1
1)( dtetdtte
e

pF tptp
p , 

откуда   )(tf ≓ 2

2

4
)1(

1
1

p
e

e

p

p

−

−
−

⋅
−

. 

 

Задача 12. Найти изображение функции ∫ −−=
t

t dttet
t

tf
0

2 )(1)( . 

Решение. Прежде всего используем свойство интегрирования 
изображения:  

если )(tf ≓ )( pF , то 
t
tf )( ≓ ∫

∞

p
pdpF )( . 

Таким образом, нам нужно найти функцию )( pΨ , которая изображает 

∫ −−
t

t dttet
0

2 )( . Для этого используем свойство интегрирования 

оригинала, а именно:  

∫
t

dttf
0

)( ≓
p
pF )( , где )(tf ≓ )( pF . 

Так как ttet 2−− ≓ 22 )2(
11
+

−
pp

, то ∫ −−
t

t dttet
0

2 )( ≓ 








+
− 22 )2(

111
ppp

. 

Поэтому, окончательно имеем  

)(tf ≓
p

p
pp

pd
pppp

2ln
4
1

)2(2
1

2
1

)2(
11

223
+

−
+

+=








+
−∫

∞
 

 

Задача 13. Найти оригинал для функции 2

3

)4(
2)(
−

=
−

p
epF

p
.  
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Решение. Наличие сомножителя pe 3−  подсказывает, что в оригинале 
аргумент запаздывает на τ = –3 (т.е. пользуемся теоремой 
запаздывания); смещение аргумента изображения указывает на 
необходимость применения теоремы смещения. Таким образом,  

)( pF ≓ )3()3(2 )3(4 −− − tet t η  
 

Задача 14. Найти оригинал 
)22(

1)( 2 +−
=

ppp
pF .  

Решение. Так как функция представляет собой правильную 
рациональную дробь, то для нахождения оригинала можно 
воспользоваться или второй теоремой разложения, или разложением 
функции F(p) на элементарные дроби с последующим использованием 
таблицы и свойств преобразования. 
I способ: разлагаем функцию на элементарные дроби:  

,
)22(2

1
)22(22

1
22)22(

1

22

22

+−
+

+−
−=

=
+−

+
+=

+−

pppp
p

p

pp
CBp

p
A

ppp
 

где коэффициенты А, В, С найдены методом неопределенных 
коэффициентов. Выделение полного квадрата знаменателя 

1)1(22 22 +−=+− ppp  приводит к выражению 

[ ] [ ]1)1(2
1

1)1(2
1

2
1)( 22 +−

+
+−

−
−=

pp
p

p
pF  ⇒  

)( pF ≓ [ ]tete tt sincos1
2
1

+− . 

Последнее равенство получено с помощью таблицы и теоремы 
смещения.  
II способ: найдем тот же оригинал, пользуясь II теоремой разложения. 

Находим особые точки функции 
)22(

1)( 2 +−
=

ppp
pF : 

ipipp −=+== 1,1,0 321 . Все три точки являются простыми 
полюсами функции )( pF , поэтому для нахождения оригинала 

воспользуемся формулой 
[ ]∑ ′

+−
=

)( 2 )22(
)(

kp

tp

ppp

etf . Так как 

[ ] 243)22( 22 +−=
′

+− ppppp , то  
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f(t) 

1      2     3 t 

1 

Рис. 5.3. 
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22222
)(
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i
e

i
eetf

tittitt [ ])cos(sin1
2
1 ttet −+  

Задача 15. Найти оригинал 
)4)(2)(1(

2)( 2 +−+
+

=
ppp

ppF .  

Решение. Разложим функцию на элементарные дроби: 

)4(5
2

)4(10)2(6
1

)1(15
1)( 22 +

−
+

−
−

+
+

−=
pp

p
pp

pF . Использование 

таблицы и теоремы линейности позволяет найти оригинал: 

tteetf
tt

2sin
5
12cos

10
1

615
)(

2
−−+−=

−
. 

 
Задача 16. Решить дифференциальное уравнение: )(9 tfxx =+′′ , ,0)0( =x  

1)0( =′x , где функция f(t) задана графически (рис. 5.3). 
Решение. Запишем для функции f(t) ее  
аналитическое выражение:  
 










>
≤<−
≤<−
≤<

=

3,0
32,3

21,1
10,0

)(

t
tt

tt
t

tf .  

Найдем функцию )(1 tψ  такую, чтобы при 1>t  выполнялось 
соотношение 10 1 −=+ tψ  ⇒ )1()1()(1 −−= ttt ηψ . Затем найдем )(2 tψ  
такую, чтобы для всех 2>t  было справедливо: ttt −=+− 3)(1 2ψ  ⇒ 

)3()3()(2 −−= ttt ηψ . Таким образом,  
)3()3()2()2(2)1()1()( −−+−−−−−= tttttttf ηηη . 

Теперь можно записать операторное уравнение, используя таблицу или 

различные свойства изображения: 
2

3

22
2 2)(91)(

p
e

p
e

p
epXpXp

ppp −−−
+−=+− . 

Выражаем функцию )( pX :  

)9()9(
2

)9(9
1)( 22

3

22

2

222 +
+

+
−

+
+

+
=

−−−

pp
e

pp
e

pp
e

p
pX

ppp
. 

Разложив дробь 
)9(

1
22 +pp

 на элементарные, получаем:  
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)9(99)9(9
2

9
2

)9(999
1)( 2

3

2

3

2

2

2

2

222 +
−+

+
+−

+
−+

+
=

−−−−−−

p
e

p
e

p
e

p
e

p
e

p
e

p
pX

pppppp
 

Возвращаемся к оригиналам, используя теорему запаздывания и 
таблицу:  

−−



 −

−−⋅+= )1(
3

)1(3sin)1(
9
1

3
3sin)( tttttx η  

)3(
3

)3(3sin)3(
9
1)2(

3
)2(3sin)2(

9
2

−



 −

−−⋅+−



 −

−−⋅− tttttt ηη . 

 
Задача 17. Решить уравнение: ttxxx 3sin3cos47103 −=−′+′′ , 
удовлетворяющее начальным условиям 1)0(,3)0( −=′= xx . 
Решение. Пользуясь свойством дифференцирования оригинала, 
таблицей и теоремой линейности: x ′′ ≓ 13)(2 +− ppXp , x′≓ 3)( −ppX , 

)(tx ≓ )( pX ; t3cos ≓
92 +p

p , t3sin ≓
9

3
2 +p

 

составим операторное уравнение:  

9
3

9
47)(109)(313)( 22

2

+
−

+
=−−++−

pp
ppXppXppXp , откуда 

103
83

)103)(9(
347)( 222 −+

+
+

−++
−

=
pp

p
ppp

ppX . Раскладываем полученное 

выражение на элементарные дроби: 
2

3
5

3
9

3
9

2)( 22 −
+

+
+

+
+

+
−

=
pppp

ppX .  

Остается вернуться к оригиналу, используя свойства преобразования и 
таблицу: 

tt eetttx 25 333sin3cos2)( +++−= −  
Задача 18 решается аналогично.  
 
Задача 19. Решить систему дифференциальных уравнений 





++=′

−=′
taexyy

xyx 3
 при заданных начальных условиях 1)0(,1)0( == yx . 

Решение. Запишем операторную систему. Обозначим   
  )(tx ≓ )( pX , )(ty ≓ )( pY  ⇒ 
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 ⇔ 
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Решим систему при помощи определителей:  

 
∆
∆

= xpX )( , 
∆

∆
= ypY )( , где  
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Следовательно,  
)4)((

3
4

2)( 22 −−
+

−
+

=
papp

ppX  

 
)4)((

1
4

3)( 22 −−
+

+
−
+

=
pap

a
p
ppY . 

Осталось перейти от изображений функций )( pX  и )( pY  к их 
оригиналам. Для этого разложим дроби на элементарные или 

используем вторую теорему разложения: дробь 
)4)((

1
2 −− pap

 имеет 

три простых полюса: 2,2, −=== ppap . Поэтому для нахождения 

оригинала используем формулу ∑ ′=
)( )(
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etf . Откуда  
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Окончательно имеем: 
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Задача 20. Применяя формулу Дюамеля, решить дифференциальное 

уравнение при заданных начальных условиях: 
1cos

1
2 +

=+′′
t

xx  

0)0()0( =′= xx . 
Решение. Рассмотрим вспомогательную задачу:  

111 =+′′ xx  0)0()0( 11 =′= xx  

Применяя операционный метод, находим: 
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+

⋅=
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pX , откуда по 

свойству интегрирования оригинала 1cossin)(
0

1 +−== ∫ ttdttx
t
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Формула Дюамеля имеет вид: ∫ −′=
t

dtxftx
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