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§ 1. Основные понятия

Дифференциальные уравнения – уравнения, связывающие
независимые переменные, неизвестную функцию от этих
переменных и её производные или дифференциалы.

Если неизвестная функция зависит от одной переменной, то
дифференциальное уравнение называют обыкновенным,
если от нескольких переменных, то в частных производных.

Наивысший порядок производной, входящей в
дифференциальное уравнение, называется порядком этого
уравнения.

Решением дифференциального уравнения называется
функция, которая при подстановке в уравнение обращает его
в тождество.
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обыкновенное дифференциальное 
уравнение третьего порядка

0=+−′+ ′yxeyyx

дифференциальное уравнение в 
частных производных первого 
порядка
обыкновенное дифференциальное 
уравнение первого порядка

Процесс отыскания решения дифференциального
уравнения называется его интегрированием, а
график его решения – интегральной кривой.

F(x, y , y ′ , y ′′ , y ′′′ , … , y(n)) = 0

Общий вид обыкновенного дифференциального
уравнения:



§ 2. Дифференциальные уравнения
первого порядка 

Общий вид дифференциального уравнения первого 
порядка:

x – независимая переменная,
y(x) – искомая функция,
F – заданная функция трех переменных.

y' = f (x, y) уравнение, разрешённое 
относительно  производной.

F ( x, y, y' ) = 0
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Дифференциальное уравнение 1-го порядка, разрешенное
относительно y ′, имеет две формы записи:
1) обычную, то есть y ′ = f(x,y) ,
2) дифференциальную, то есть

P(x , y)dx + Q(x , y)dy = 0 .

⇒

Замечание. Если уравнение записано в дифференциальной
форме, то обычно предполагают, что переменные x и y
равноправны.

),( yxfy =′ ),( yxf
dx
dy

=

0),( =− dxyxfdy

⇒1.

),,(),( yxfyxP −= 1),( =yxQ,  то есть

2. 0),(),( =+ dyyxQdxyxP ⇒ dxyxPdyyxQ ),(),( −= ⇒

),(
),(

yxQ
yxP

dx
dy

−= ,  то есть
),(
),(),(

yxQ
yxPyxf −=



xy 2=′ ?=y 2xy = 52 −= xy Cxy += 2

Интегрирование дифференциального уравнения в 
общем случае приводит к бесконечному множеству 

решений.

Задача Коши. Найти решение дифференциального
уравнения первого порядка, удовлетворяющее
начальному условию.

00 )( yxy =y' = f (x, y),
начальное условие

,
x
yy −=′ 1)4( =y – задача Коши



Задача Коши. Найти решение дифференциального
уравнения первого порядка, удовлетворяющее начальному
условию.

00 )( yxy =y' = f (x, y),

Теорема (существования и единственности решения задачи
Коши).
Пусть для уравнения y ′ = f(x,y) выполняются два условия:

1) f(x,y) непрерывна в некоторой области D плоскости xOy,
2) fy′(x,y) в области D ограничена.

Тогда для любой точки (x0 ,y0)∈D существует единственное
решение y = ϕ(x) этого уравнения, удовлетворяющее условию
y(x0) = y0.

Геометрически, задание начального условия означает, что
на плоскости xOy задается точка (x0,y0), через которую
проходит интегральная кривая y(x).



Замечания.
Из теоремы следует, что вся область D покрыта
интегральными кривыми, которые нигде между собой
не пересекаются.

1.

Теорема дает достаточные условия существования и
единственности решения задачи Коши.

2.

Возможно, что в точке (x0,y0) условия теоремы не
выполняются, а решение, удовлетворяющее начальному
условию, существует и единственно.
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Общим решением дифференциального уравнения y ′ = f(x,y) в
области D существования и единственности решения задачи
Коши называется функция

y = ϕ(x , C) ,
зависящая от x и одной произвольной постоянной C, кото-
рая удовлетворяет следующим двум условиям:
1) при любом допустимом значении постоянной С она

является решением данного уравнения;
2) каково бы ни было начальное условие y(x0) = y0 (где

(x0 ,y0)∈D), можно найти единственное значение C = C0
такое, что функция y = ϕ(x , C0) удовлетворяет данному
начальному условию.

Уравнение Φ(x , y , C) = 0 , задающее общее решение в неявном
виде, называется общим интегралом уравнения.

Любое решение (интеграл), получающееся из общего решения
(интеграла) при конкретном значении постоянной C (вклю-
чая C = ±∞), является частным.



Общее решение дифференциального уравнения 
первого порядка: ),( Cxy ϕ=

Cyyx +=+ ||ln

Общий интеграл дифференциального уравнения 
первого порядка: 0),,( =Φ Cyx

Функция y задана неявно.

xy 2=′

2xy =
52 −= xy

Cxy += 2 – общее решение
02 =+− Cyx – общий интеграл

0=C
5−=C

частные 
решения
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Общее решение не всегда описывает все множество решений
дифференциального уравнения.

Интегрируя дифференциальное уравнения, необходимо всегда
проверять, не были ли потеряны в процессе преобразования
какие-либо решения.

Решение y = ψ(x), в каждой точке которого нарушено условие
единственности (т.е. через каждую точку кривой y = ψ(x)
проходит еще хотя бы одна, отличная от y = ψ(x),
интегральная кривая), называется особым.

Особое решение не входит в общее решение дифференциаль-
ного уравнения, оно всегда «теряется» в процессе интегри-
рования.



§ 3. Методы интегрирования 
дифференциальных уравнений 

первого порядка
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1. Уравнения с разделяющимися 
переменными
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Рассмотрим уравнение
y ′ = f(ax + by + c) ,

где a , b и c – некоторые числа.
Оно приводится к уравнению с разделяющимися переменными

заменой z(x) = ax + by + c .
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Пример 4.
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дифференциальная форма 
записи уравнения
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Функция M(x , y) называется однородной степени m (или изме-
рения m), если ∀t ≠ 0 справедливо равенство

M(tx , ty) = tm ⋅ M(x , y) .

Примеры однородных функций:

,3),( 23 yxxyxf += ,),(
22

xy
yxyxf +

=

txx → tyy →Подставляем в функцию М(x, y):

2. Однородные уравнения

Дифференциальное уравнение первого порядка
y ′ = f(x , y)

называется однородным, если функция f(x,y) является
однородной нулевой степени.
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2. Однородные уравнения

Подставим в уравнение вместо x выражение tx, 
вместо y выражение ty.

2

22

)(
)()(

tx
txtyy +

=′ 22

2222

xt
xtyt +

= 22

222 )(
xt

xyt +
= 2

22

x
xy +

=

Если уравнение не изменилось, то это однородное 
уравнение.

Однородное уравнение приводится к уравнению с 
разделяющимися переменными при помощи замены 

x
yt =

или txy = y′ = =′)(tx =′+′ xtxt txt +′

txty +′=′ tdxxdtdy +=



Проверяем, однородное ли уравнение. 
Подставляем вместо x → tx, вместо y → ty.

Это однородное уравнение.

txy = txty +′=′

Пример.

xyyx +=′

txtyytx +=′ ⇒ )( xytytx +=′ ⇒ xyyx +=′

xtxtxtx +=+′ )(⇒ ⇒ 1+=+′ ttxt
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y
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Пример 3.

tydytydxtxdy =− однородное уравнение
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3. Линейные уравнения и 
уравнения Бернулли

nyxfyxpy ⋅=+′ )()(

0≠n 1≠n

– линейное уравнение

– уравнение Бернулли
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x
yy 32 x
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линейное уравнение
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)()( xfyxpy =+′

nyxfyxpy ⋅=+′ )()(

– линейное уравнение

– уравнение Бернулли

Ищем решение в виде произведения двух функций:
uvy = ⇒ )( ′=′ uvy vuvuy ′+′=′⇒

)()( xfuvxpvuvu =+′+′ ⇒ )())(( xfvxpvuvu =+′+′
0

0)( =+′ vxpv – находим функцию v
)(xfvu =′ – находим функцию u

Линейные уравнения и уравнения Бернулли 
приводятся к двум уравнениям с разделяющимися 

переменными
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Пример 2.
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Найти решение задачи Коши для уравнения
при начальном условии .0)1( =y
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Пример 2.

uvy =xv =

,3 2 yxyyx =−′

Найти решение задачи Коши для уравнения
при начальном условии .0)1( =y

2/131 xyy
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y =−′ nyxfyxpy ⋅=+′ )()( уравнение Бернулли

⇒

23 )( Cxu +=

23 )( Cxxy += – общее решение

23 )1(10 C+= ⇒ 2)1(0 C+= ⇒ C+=10 ⇒ 1−=C

23 )1( −= xxy – частное решение



4.  Уравнения в полных дифференциалах

Уравнение M(x , y)dx + N(x , y)dy = 0
называется уравнением в полных дифференциалах,

если его левая часть является полным дифференциалом
некоторой функции u(x , y) , то есть если

M(x , y)dx + N(x , y)dy = du(x , y) .

Общий интеграл уравнения в полных дифференциалах имеет
вид u(x , y) = C .

Задачи:
1) научиться определять, когда выражение

M(x , y)dx + N(x , y)dy
является полным дифференциалом;

2) научиться находить функцию u(x , y), зная ее полный диф-
ференциал.
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ТЕОРЕМА 1.
Пусть функции M(x , y) , N(x , y) определены и непрерывны в
области D плоскости xOy и имеют в ней непрерывные
частные производные

Для того чтобы выражение
M(x , y)dx + N(x , y)dy

представляло собой полный дифференциал некоторой
функции u(x , y) , необходимо и достаточно, чтобы во всех
точках области D выполнялось условие

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО
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1. Необходимость. Пусть ).,(),(),( yxdudyyxNdxyxM =+
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∂
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2. Достаточность. Пусть .
x
N

y
M

∂
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∂
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Найдём такую функцию u(x,y), что
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∂
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Сначала найдём такую функцию u(x,y), что =
∂
∂

x
u ),,( yxM

для этого проинтегрируем это равенство по х:

+= ∫ dxyxMyxu ),(),( ).( yϕ

Теперь необходимо подобрать функцию ),( yϕ такую, что

=
∂
∂

y
u ),( yxN ⇒ ( )=+

∂
∂

=
∂
∂

∫ )(),( ydxyxM
yy

u ϕ

( ) ),()(),( yxNydxyxM
y

=′+
∂
∂

= ∫ ϕ ⇒
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( )∫∂
∂

−=′ dxyxM
y

yxNy ),(),()(ϕ

Следовательно, искомая функция )(yϕ будет существовать,

если выражение ( )∫∂
∂

− dxyxM
y

yxN ),(),( не зависит от х.

Убедимся в этом, продифференцировав его по х,
в результате дифференцирования должен получиться ноль.
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∂∂
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∂∂
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=




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∂
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N ),(

( ) =
∂
∂

−
∂
∂

= ),( yxM
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∂
∂

−
∂
∂

y
M

x
N 0 ⇒

=)( yϕ ( ) .),(),( CdydxyxM
y

yxN +







∂
∂

−∫ ∫
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+= ∫ dxyxMyxu ),(),( =)( yϕ

+= ∫ dxyxM ),( ( ) .),(),( CdydxyxM
y

yxN +







∂
∂

−∫ ∫



§ 4. Дифференциальные уравнения
высших порядков 

Общий вид дифференциального уравнения:

x – независимая переменная,
y(x) – искомая функция,
F – заданная функция (n + 2) переменных.

y (n) = f (x, y , yʹ, …, y(n – 1)) уравнение, разрешённое 
относительно  старшей 
производной.

F ( x, y, yʹ, yʺ, …, y(n)) = 0

1lnln +′+−=′′ yyxy

3 sin( ) 0x y y y y′ ′′ ′′+ + − + =



Интегрирование дифференциального уравнения в 
общем случае приводит к бесконечному множеству 

решений.

Задача Коши. Найти решение дифференциального
уравнения

y (n) = f (x, y , yʹ, …, y(n – 1)),
удовлетворяющее начальным условиям:

( 1)
0 00 0 10 0 20 0 ( 1)0( ) , ( ) , ( ) , ..., ( )n

ny x y y x y y x y y x y−
−′ ′′= = = =

,0)( 2 =′−′+′′ yyxyx 1)2(,2)2( =′= yy – задача Коши

начальные условия



Теорема (существования и единственности решения задачи
Коши).
Пусть для уравнения

y(n) = f(x, y , y ′ , y ′′ , … , y(n–1))
выполняются два условия:
1) функция f(x, y , y ′ , y ′′ , … , y(n–1)) непрерывна как функция

(n + 1)-ой переменной x, y , y ′ , y ′′ , … , y(n–1) в некоторой
области D (n + 1)-мерного пространства;

2) функция f(x, y , y ′ , y ′′ , … , y(n–1)) имеет в этой области
D ограниченные частные производные по переменным
y , y ′ , y ′′ , … , y(n–1) .

Тогда для любой точки (x0 ,y0 ,y01 ,y02 , … , y0n–1)∈D
существует, и притом единственное, решение y = ϕ(x)
уравнения, определенное в некотором интервале, содер-
жащем точку x0 , и удовлетворяющее начальным условиям
ϕ(x0) = y0 , ϕ ′ (x0) = y01 , ϕ ′′ (x0) = y02 , … , ϕ(n–1)(x0) = y0n–1 .



Замечание. Единственность решения задачи Коши для урав-
нения n-го порядка (n > 1) НЕ ОЗНАЧАЕТ, что через дан-
ную точку M0(x0 ,y0) плоскости xOy проходит одна интег-
ральная кривая y = ϕ(x).
Кривых через точку M0 проходит бесконечное множество, а
единственность означает, что они различаются набором
значений y ′ (x0) , y ′′ (x0) , …, y(n–1)(x0) .

Общее решение дифференциального уравнения первого 
порядка: ),( Cxy ϕ=
Общее решение дифференциального уравнения n-го
порядка:

1 2( , , ,..., )ny x C C Cϕ=

Общий интеграл дифференциального уравнения n-го
порядка:

1 2( , , , ,..., ) 0nx y C C CΦ =



§ 5. Дифференциальные уравнения, 
допускающие понижение порядка 

( )( , ) 0nF x y =

( ) ( 1) ( )( , , ,..., ) 0k k nF x y y y+ =

( )( , ,..., ) 0nF y y y′ =

Подстановка: y(k) = t(x)

Подстановка:  y' = p(y)
y′′ =

Искомая функция: y= y(x)

Искомая функция:  y= y(x)

Искомая функция:  y= y(x)

p′ ⋅ y′ =p p′ ⋅

n-кратное интегрирование
1.

2.

3.

y(k+1) = tʹ(x) … y(n) = t(n – k)(x)

…



xy ln=′′Пример 1. Найти общее решение уравнения

– общее решение

=′′y =′′)(y =
′

dx
yd xln ⇒=′⇒ xdxyd ln)(

lny xdx′= =∫ ln dxx x x
x

= − =∫
u dv

1lnx x x C− +

1lny x x x C′ = − + ⇒ 1lny x xdx xdx C dx= − + ⇒∫ ∫ ∫
lnu x

dv xdx
=
=

21

222

24
ln

2
CxCxxxxy ++−−=

2

1 22
x C x C− + + =

dxdu
x

=
2

2
xv =

2 2

ln
2 2
x x dxy x

x
= − ⋅∫

1
2

xdx∫

( )( , ) 0nF x y =1.

∫ ∫

∫∫ −= VdUUVUdV

lnu x
dv dx
=
=

dxdu
x

=

v x=



x
x
yy +
′

=′′Пример 2. Найти общее решение уравнения

– линейное относительно t

Подстановка y'= t(x) ty ′=′′⇒

x
x
tt +=′ ,t uv

t u v uv
⇒ =
′ ′ ′= +

uvu v uv x
x

′ ′+ − = ⇒
vv
x

u v x

 ′ = ⇒

 ′ =

⇒=
x
v

dx
dv

⇒=
x

dx
v
dv

⇒= xv lnln

xv =

⇒=′ xxu ⇒=1
dx
du

⇒= dxdu 1Cxu +=

== uvt )( 1Cxx + )( 1Cxxy +=′⇒ dxxCxdy )( 1
2 +=⇒

21

23

23
CCxxy ++= – общее решение

∫∫

( ) ( 1) ( )( , , ,..., ) 0k k nF x y y y+ =2.

tt x
x

′⇒ − =



2)(ln yyyyyy ′=′−′′Пример 3. Найти общее решение уравнения
)(ypy ′=′′⇒

vuvupuvp ′+′=′= ,

lnuvu v uv y
y

′ ′+ − = ⇒

ln

vv
y

u v y

 ′ = ⇒

 ′ =

⇒=
y
v

dy
dv ⇒= yv lnln yv =

⇒=′ yyu ln ⇒=
y
y

dy
du ln

⇒=
y
ydydu ln

1
2ln

2
1 Cyu +=

– общий интеграл

Подстановка y' = p(y) y′⋅ pyp ⋅′= )(
⇒=−′ 2)(ln pyypppy





=
=−′

0
ln

p
pyypy

0=′⇒ y Cy =⇒
lnpp y

y
′ − = – линейное относительно p

∫∫

p uv= = 2
1

1 ln
2

y y C + 
 

( )2
12 ln 2dy y y C

dx
⇒ = + ⇒

( )2
1

2
ln 2

d dx
y y C

=
+ ∫∫ 2

1 1

2 ln
2 2

yarctg x C
C C

⇒ = +

y

y
1

ln

⋅

y

yyppy ln+=′

p y′=

( )( , ,..., ) 0nF y y y′ =3.

ln (ln )u yd y= ⇒∫



)()( xfyxpy =+′ – линейное уравнение

§ 6. Линейные дифференциальные 
уравнения высших порядков 

Линейным дифференциальным уравнением n-го порядка
называется уравнение, линейное относительно
неизвестной функции y и ее производных y ′ , y ′′ , … , y(n),
то есть уравнение вида

p0(x)⋅y(n) + p1(x)⋅y(n – 1) + … + pn – 1(x)⋅y ′ + pn(x)⋅y = g(x) ,
где pi(x) (i = 0, 1, 2, …, n) и g(x) – заданные функции.

Если g(x) ≡ 0, то уравнение называется линейным
однородным.
Если g(x) ≢ 0 , то уравнение называется линейным
неоднородным (или уравнением с правой частью).



Так как p0(x) ≢ 0 , то уравнение можно записать в виде:
y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = f(x) .

Такое уравнение называют приведенным.
В дальнейшем будем работать только с приведенным

уравнением.
Кроме того, будем предполагать, что ai(x) (i = 1, 2, …, n) и f(x)

непрерывны на некотором отрезке [a;b].
При этих условиях справедлива теорема существования и

единственности решения задачи Коши.



Линейные однородные дифференциальные 
уравнения n-го порядка

y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = 0

Теорема (свойство решений линейного однородного
дифференциального уравнения).
Если y1(x) и y2(x) являются решениями линейного
однородного дифференциального уравнения, то

y1(x) + y2(x)  и C ⋅ y1(x)  (∀C∈ℝ)  
тоже является решениями этого уравнения.

Доказательство
1) Покажем, что  у1 + у2 является решением.

=+⋅+′+⋅+++⋅++ −
− )()()()()()()( 21211

)1(
211

)(
21 yyxayyxayyxayy nn

nn


++′+++ −
− ][ 111

)1(
11

)(
1 yayayay nn

nn
 ≡+′+++ −

− ][ 221
)1(

21
)(

2 yayayay nn
nn



000 ≡+≡



Следствие. Если y1 , y2 , … , yn – решения линейного
однородного дифференциального уравнения, то их линейная
комбинация

C1 ⋅ y1 + C2 ⋅ y2 + … + Cn ⋅ yn
тоже является решением этого уравнения для любых
постоянных C1 , C2 , … , Cn .

2) Покажем, что  С∙у1 является решением.
=⋅⋅+′⋅⋅++⋅⋅+⋅ −

− )()()()()()()( 111
)1(

11
)(

1 yCxayCxayCxayC nn
nn



≡+′+++⋅ −
− ][ 111

)1(
11

)(
1 yayayayC nn

nn
 00 ≡⋅C

y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = 0

C1 ⋅ y1 + C2 ⋅ y2 + … + Cn ⋅ yn выражение, содержащее n констант
и являющееся решением.

Вопрос: будет ли это выражение являться общим решением?
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Пусть y1(x) , y2(x) , … , yn(x) – (n – 1) раз дифференцируемые на
[a;b] функции.

)1()1(
3

)1(
2

)1(
1

321

321

321

−−−−

′′′′′′′′
′′′′

=

n
n

nnn

n

n

n

yyyy

yyyy
yyyy
yyyy

W











Определитель W – функция, определенная на [a;b].
Его обозначают W(x) или W[y1 , y2 , … , yn ] и называют опреде-

лителем Вронского (вронскианом) функций y1 , y2 , … , yn .

Теорема (необходимое условие линейной зависимости
функций). Если функции y1(x) , y2(x) , … , yn(x) n – 1 раз
дифференцируемы и линейно зависимы на [a;b], то их опре-
делитель Вронского на [a;b] тождественно равен нулю.

Запишем для них определитель порядка  n вида
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Доказательство

Функции y1(x) , y2(x) , … , yn(x) линейно зависимы на [a;b] ⇒
по определению существуют числа α1, α2, …, αn, не все рав-
ные нулю одновременно, такие, что

02211 =+++ nn yyy ααα  для всех ].;[ bax∈

Пусть 01 ≠α ⇒ ,221 nn yyy ββ ++=  где .
1α

αβ i
i −=

Тогда .,, )1()1(
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−−− ++=′++′=′ n
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=
′′′

−−− )1()1(
2

)1(
1

21

21

n
n

nn

n

n

yyy

yyy
yyy









=

++

′′′++′
++

−−−− )1()1(
2

)1()1(
22

222

222

n
n

nn
nn

n

nnn

nnn

yyyy

yyyy
yyyy









ββ

ββ
ββ

Получаем, что  W[y1, y2, … , yn] = 

0
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Доказательство

Функции y1(x) , y2(x) линейно зависимы на [a;b] ⇒
по определению существуют числа α1, α2, не все равные нулю
одновременно, такие, что

1 1 2 2 0y yα α+ = для всех ].;[ bax∈

Пусть 01 ≠α ⇒ 1 2 2 ,y yβ= где 2
2

1

.αβ
α

= −

Тогда 1 2 2.y yβ′ ′=
1 2

1 2

y y
y y

=
′ ′

2 2 2

2 2 2

y y
y y

β
β

=
′ ′

Получаем, что  W[y1, y2, … , yn] = 0



49

Теорема (достаточное условие линейной независимости
решений линейного однородного дифференциального
уравнения n-го порядка).
Если n решений линейно независимы на [a;b], то их
определитель Вронского W[y1 , y2 , … , yn ] не может
обратиться в нуль ни в одной точке этого промежутка.

Доказательство
Пусть y1(x) , y2(x) , … , yn(x) линейно независимы на [a;b] и
существует  х0∈[a;b],  такое, что .0)](,,,[ 021 =xyyyW n

Обозначим
 1001 )( yxy = ,  2002 )( yxy = ,  …,  00 )( nn yxy = ; 
 )1(

1001 )( yxy =′ ,  )1(
2002 )( yxy =′ ,  …,  )1(

00 )( nn yxy =′ ; 
 ………………………………………………… 
 )1(

100
)1(

1 )( −− = nn yxy ,     )1(
200

)1(
2 )( −− = nn yxy ,  …,  )1(

00
)1( )( −− = n

n
n

n yxy . 

Рассмотрим систему линейных однородных уравнений, у 
которой коэффициентами являются полученные числа.
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

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



=+++

=+++
=+++

−−− .0
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yCyCyC









Определитель матрицы А этой системы
=A =)](,,,[ 021 xyyyW n 0 ⇒

система имеет ненулевое решение  С1, С2, …, Сn.

.2211 nn yCyCyCy +++= Рассмотрим функцию

Согласно следствию 2,  у – решение уравнения (9), причём 
=)( 0xy 0           (из 1-го уравнения системы)
=′ )( 0xy 0          (из 2-го уравнения системы)

…
=− )( 0

)1( xy n 0    (из (n–1)-го уравнения системы)
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y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = 0 . (9)

Решением этого уравнения также является функция ,0)( ≡xy
которая удовлетворяет тем же самым начальным условиям:

,0)( 0 =xy ,0)( 0 =′ xy …, .0)( 0
)1( =− xy n

Так как по теореме существования и единственности решения,
начальные условия для линейного уравнения определяют
единственное решение, получаем:

.02211 ≡+++= nn yCyCyCy 

Коэффициенты С1, С2, …, Сn не все равны нулю одновременно
⇒ противоречие с тем, что y1, y2, … , yn линейно независимы.



Теорема (достаточное условие линейной независимости
решений линейного однородного дифференциального
уравнения n-го порядка).
Если n решений линейно независимы на [a;b], то их
определитель Вронского W[y1 , y2 , … , yn ] не может
обратиться в нуль ни в одной точке этого промежутка.

Доказательство
Пусть y1(x) , y2(x) линейно независимы на [a;b] и
существует  х0∈[a;b],  такое, что 1 2 0[ , ]( ) 0.W y y x =

Рассмотрим систему линейных однородных уравнений:

1 1 0 2 2 0

1 1 0 2 2 0

( ) ( ) 0
( ) ( ) 0

C y x C y x
C y x C y x

+ =
 ′ ′+ =

Определитель матрицы А этой системы
=A 1 2 0[ , ]( )W y y x = 0 ⇒

система имеет ненулевое решение  С1, С2.



1 1 2 2.y C y C y= +Рассмотрим функцию

Согласно теореме она является решением уравнения, причём 
=)( 0xy 0           (из 1-го уравнения системы)
=′ )( 0xy 0          (из 2-го уравнения системы)

1 1 0 2 2 0

1 1 0 2 2 0

( ) ( ) 0
( ) ( ) 0

C y x C y x
C y x C y x

+ =
 ′ ′+ =

Но решением уравнения также является функция ,0)( ≡xy
которая удовлетворяет тем же самым начальным условиям.

Тогда по теореме существования и единственности решения:

1 1 2 2 0.y C y C y= + ≡

Коэффициенты С1, С2 не все равны нулю одновременно
⇒ противоречие с тем, что y1, y2 линейно независимы.



Следствие (двух предыдущих теорем).
Пусть y1(x) , y2(x) , … , yn(x) решения линейного однородного
дифференциального уравнения n-го порядка. Тогда
1) либо W[y1 , y2 , … , yn ] ≡ 0 и это означает, что решения

линейно зависимы;
2) либо W[y1 , y2 , … , yn ] ≠ 0 , ∀x∈[a;b] , и это означает,

что решения линейно независимы.

Система n линейно независимых решений линейного однород-
ного дифференциального уравнения n-го порядка называется
его фундаментальной системой решений.

Теорема. Если y1, y2, … , yn – фундаментальная система
решений линейного однородного уравнения n-го порядка, то его
общее решение имеет вид:

.2211 nn yCyCyCy +++= 



Линейные однородные
дифференциальные уравнения n-го порядка

с постоянными коэффициентами
y(n) + a1 ⋅ y(n – 1) + … + an – 1 ⋅ y ′ + an ⋅ y = 0
a1 , a2 , … , an – некоторые действительные числа.

Решения уравнения будем искать в виде y = eλ x , где λ –
некоторая постоянная.

Имеем:
y ′ = λ ⋅ eλ x ,   y ′′ = λ2 ⋅ eλ x ,   y ′′′ = λ3 ⋅ eλ x ,   … ,   y(n) = λn ⋅ eλ x .

Подставляем y , y ′ , y ′′ , … , y(n) в уравнение и получаем:
λn ⋅ eλ x + a1 ⋅ λn – 1 ⋅ eλ x + … + an – 1 ⋅ λ ⋅ eλ x + an ⋅ eλ x = 0 ,

⇒ λn + a1 ⋅ λn – 1 + … + an – 1 ⋅ λ + an = 0 .

Полученное уравнение называется характеристическим
уравнением дифференциального уравнения, а его корни –
характеристическими корнями.
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Замечания.
1. Формально характеристическое уравнение получается из

исходного заменой производных искомой функции на соответ-
ствующие степени λ, а самой функции – на λ0 = 1 .

2. Полученное уравнение – алгебраическое уравнение n-й
степени.
⇒ оно имеет n корней, но
1) каждый корень считается столько раз, какова его кратность;
2) корни могут быть комплексными (причем, комплексные

корни попарно сопряжены).
Следовательно, функции вида eλx в общем случае не дадут
всю фундаментальную систему решений.



Комплексные числа
2 1 0x + = 2 1x⇒ = − – решений нет

1x = ± −

Выражение 1− принято обозначать буквой i :

1i = − – мнимая единица 2 1i = −

Рассмотрим выражения вида a + bi, где a и b –
произвольные числа.

a bi+ – комплексное число
a – действительная часть комплексного числа
b – мнимая часть комплексного числа



Используя комплексные числа, можно решить любое 
квадратное уравнение.

2 4 0x + = 2 4x⇒ = − 4x⇒ = ± − 2 1= ± −

1i = −

2i= ±
2 2 2 0x x− + =

1.

2.
2( 2) 4 2 4D = − − ⋅ = − 0<

2 4
2

x ± −
=

2 2 1
2

± −
=

2 2
2

i±
= 1 i= ±

1 1x i= + 2 1x i= −

Числа a + bi и a – bi называются сопряженными.

Если дискриминант квадратного уравнения 
меньше 0, то это уравнение имеет два 

сопряженных комплексных корня.
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Теорема.
Пусть λ – характеристический корень. Тогда
1) если λ∈ℝ и λ – корень кратности k, то решениями
дифференциального уравнения являются функции

eλ x, x ⋅ eλ x, x2 ⋅ eλ x, …, xk – 1 ⋅ eλ x;
2) если λ = α + βi∈ℂ и λ – корень кратности k, то α – βi
тоже является корнем кратности k, а решениями
дифференциального уравнения являются функции
eα x ⋅ cosβx,  xeα x ⋅ cosβx,  x2eα x ⋅ cosβx,   …,   xk – 1eα x ⋅ cosβx
eα x ⋅ sinβx,  xeα x ⋅ sinβx,  x2eα x ⋅ sinβx,   …,   xk – 1eα x ⋅ sinβx .

Найденные таким образом n решений образуют
фундаментальную систему решений.



1. Составляем характеристическое уравнение.

0y py qy′′ ′+ + =

2 ,y k′′→ ,y k′→ y не пишем
2 0k pk q+ + =

023 =+′−′′ yyy 2 3 2 0k k⇒ − + =

2. Решаем характеристическое уравнение.
1 2

1 2,k x k xy e y e= =k1 ≠ k2

k1 = k2 = k
a ± bi

1 2,kx kxy e y xe= =

1 2cos , sinax axy e bx y e bx= =

3. Записываем общее решение:
1 1 2 2y C y C y= +



1 2
1 2,k x k xy e y e= =k1 ≠ k2

k1 = k2 = k
a ± bi

1 2,kx kxy e y xe= =

1 2cos , sinax axy e bx y e bx= =

Пример 1. Найти общее решение уравнения 054 =−′+′′ yyy

2 ,y k′′→ ,y k′→ y не пишем

Составляем характеристическое уравнение:
2 4 5 0k k⇒ + − =

24 4 ( 5) 36D = − ⋅ − =

4 36
2

k − ±
=

4 6
2

− ±
= 1

4 6 1
2

k − +
= = 2

4 6 5
2

k − −
= = −

5
1 2,x xy e y e−= =

Общее решение:

1 1 2 2y C y C y= +

5
1 2

x xy C e C e−= +

0y py qy′′ ′+ + =



1 2
1 2,k x k xy e y e= =k1 ≠ k2

k1 = k2 = k
a ± bi

1 2,kx kxy e y xe= =

1 2cos , sinax axy e bx y e bx= =

Пример 2. Найти общее решение уравнения 044 =+′+′′ yyy

⇒=++ 0442 kkХарактеристическое уравнение: ⇒=+ 0)2( 2k 22,1 −=k

xey 2
1

−= xxey 2
2

−= Общее решение: xx xeCeCy 2
2

2
1

−− +=

Пример 3. Найти общее решение уравнения 054 =+′+′′ yyy

⇒=++ 0542 kkХарактеристическое уравнение:

1,2
4 4 4 2 1

2 2
k − ± − − ± −

= =

2
1 cos ,xy e x−= xey x sin2

2
−=

Общее решение: xeCxeCy xx sincos 2
2

2
1

−− +=

i±−= 22 1= − ± −

24 4 5 4D = − ⋅ = −

2, 1a b= − =



Линейные неоднородные 
дифференциальные уравнения n-го порядка

y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x)⋅ y ′ + an(x)⋅ y = f(x)
a1(x), a2(x), … , an(x) – некоторые функции.

Рассмотрим соответствующее ему однородное уравнение
y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = 0 .

Пусть y1 , y2 , … , yn – фундаментальная система решений этого
уравнения. Тогда его общее решение имеет вид

y = C1 ⋅ y1 + C2 ⋅ y2 + … + Cn ⋅ yn ,
где C1 , C2 , … , Cn – произвольные постоянные.

Пусть решение неоднородного уравнения совпадает по
структуре с решением однородного, то есть имеет вид

y = C1(x) ⋅ y1 + C2(x) ⋅ y2 + … + Cn(x) ⋅ yn ,
где C1(x) , C2(x) , … , Cn(x) – некоторые функции.



Потребуем, чтобы производные y ′ , y ′′ , …, y(n – 1) функции
y = C1(x) ⋅ y1 + C2(x) ⋅ y2 + … + Cn(x) ⋅ yn

также структурно совпадали с производными функции
y = C1 ⋅ y1 + C2 ⋅ y2 + … + Cn ⋅ yn ,

[ ] [ ]=′++′+′++′=′ nnnn yxCyxCyxCyxCy )()()()( 1111 

0 nn yxCyxC ′++′= )()( 11 

[ ] [ ]=′′++′′+′′++′′=′′ nnnn yxCyxCyxCyxCy )()()()( 1111 

0 nn yxCyxC ′′++′′= )()( 11 …
[ ] [ ]=+++′++′= −−−−− )1()1(

11
)2()2(

11
)1( )()()()( n

nn
nn

nn
nn yxCyxCyxCyxCy 

0 )1()1(
11 )()( −− ++= n

nn
n yxCyxC 

[ ] [ ])()(
11

)1()1(
11

)( )()()()( n
nn

nn
nn

nn yxCyxCyxCyxCy +++′++′= −−


Получили (n – 1) условий для нахождения функций Сi(x).



Подставим найденные производные в исходное уравнение:
y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = f(x).

[ ] [ ]++++′++′ −− )()(
11

)1()1(
11 )()()()( n

nn
nn

nn
n yxCyxCyxCyxC 

++++⋅+ −− ...))()(()( )1()1(
111

n
nn

n yxCyxCxa 

+′++′⋅+ − ))()(()( 111 nnn yxCyxCxa 

)())()(()( 11 xfyxCyxCxa nnn =++⋅+ 

⇒

[ ]+′++′ −− )1()1(
11 )()( n

nn
n yxCyxC 

⋅)(1 xC ])()([ 1
)1(

11
)(

1 yxayxay n
nn +++ −



])()([ )1(
1

)(
nn

n
n

n
n yxayxay +++ −



++

⋅)(xCn )(xf=
0

0
⇒

)()()( )1()1(
11 xfyxCyxC n

nn
n =′++′ −−

 – ещё одно условие для 
нахождения функций Сi(x).



Таким образом, функции C1(x) , C2(x) , … , Cn(x) должны удовле-
творять системе

Это система n линейных уравнений с n неизвестными.
Ее определитель – определитель Вронского W[y1 , y2 , … , yn ] .















=′++′+′
=′++′+′

=′′′++′′′+′′′
=′′++′′+′′
=′++′+′

−−−

−−−

.)()()()(
,0)()()(

,0)()()(
,0)()()(
,0)()()(

)1()1(
22

)1(
11

)2()2(
22

)2(
11

2211

2211

2211

xfyxCyxCyxC
yxCyxCyxC

yxCyxCyxC
yxCyxCyxC
yxCyxCyxC

n
nn

nn

n
nn

nn

nn

nn

nn













Так как y1 , y2 , … , yn образуют фундаментальную систему
решений однородного уравнения, то по доказанному ранее
W[y1 , y2 , … , yn ] ≠ 0 , ∀x∈[a;b] .
⇒ система совместна и имеет единственное решение:

.),1(,)()( nixxC ii ==′ ψ



Откуда получаем

где Сi – произвольные постоянные.

Общее решение неоднородного уравнения тогда имеет вид

Изложенный выше метод нахождения решения линейного
неоднородного уравнения n-го порядка получил название
метода вариации произвольных постоянных.

.),1(,)()( nixxC ii ==′ ψ

,)()()( iiii CxdxxxC +== ∫ ϕψ

( ) .)(
1
∑
=

+=
n

i
iii yCxy ϕ
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Раскроем скобки в полученном решении и сгруппируем
слагаемые:

Первая сумма – общее решение однородного уравнения,
вторая сумма – частное решение неоднородного уравнения
(получается из общего решения при Ci = 0).

Теорема (о структуре решения неоднородного уравнения).
Общее решение линейного неоднородного уравнения n–го
порядка равно сумме общего решения соответствующего
ему однородного уравнения и любого частного решения ỹ(x)
неоднородного уравнения, то есть имеет вид

y(x) = C1 ⋅ y1 + C2 ⋅ y2 + … + Cn ⋅ yn + ỹ(x) ,
где y1 , y2 , … , yn – фундаментальная система решений соот-
ветствующего линейного однородного уравнения.

( ) .)()(
111
∑∑∑
===

+=+=
n

i
ii

n

i
ii

n

i
iii yxyCyCxy ϕϕ



Доказательство

y(x) = C1 ⋅ y1 + C2 ⋅ y2 + … + Cn ⋅ yn + ỹ(x)

1. Покажем, что y(x) является решением линейного неоднород-
ного уравнения

y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = f(x) .

+







++








+

−

==
∑∑

)1(

1
1
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1
)(~)()()(~)(

nn

i
ii

nn

i
ii xyxyCxaxyxyC

[ ] +⋅++⋅+=∑
=

−
n

i
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n
i

n
ii xyxaxyxaxyC

1

)1(
1

)( )()()()()( 

[ ] =⋅++⋅++ − )(~)()(~)()(~ )1(
1

)( xyxaxyxaxy n
nn



)()(0 xfxf =+=

=







++ ∑

=

)(~)()(
1

xyxyCxa
n

i
iin

0

f(x)



2. Покажем, что любое решение ŷ(x) неоднородного линейного
уравнения может быть получено из y(x) при некоторых
значениях констант C1, C2, … , Cn.

Рассмотрим  разность ŷ(x) – ỹ(x).
Эта функция является решением однородного уравнения.
[ ] [ ] [ ]=−++−+− − )(~)(ˆ)()(~)(ˆ)()(~)(ˆ )1(

1
)( xyxyxaxyxyxaxyxy n

nn


[ ]−⋅++⋅+= − )(ˆ)()(ˆ)()(ˆ )1(
1

)( xyxaxyxaxy n
nn



[ ]=⋅++⋅+− − )(~)()(~)()(~ )1(
1

)( xyxaxyxaxy n
nn

 −)(xf

Тогда ŷ(x) – ỹ(x) является линейной комбинацией фундамен-
тальной системы решений этого однородного уравнения

=− )(~)(ˆ xyxy )()()( 2211 xyCxyCxyC nn+++  ⇒
).(~)()()()(ˆ 2211 xyxyCxyCxyCxy nn ++++= 

)(xf 0=

y(x) = C1 ⋅ y1 + C2 ⋅ y2 + … + Cn ⋅ yn + ỹ(x)



Неоднородные уравнения  n-го порядка с 
постоянными коэффициентами и правой 

частью специального вида 
Пусть правая часть f(x) линейного неоднородного уравнения с

постоянными коэффициентами имеет вид
f(x) = eα x ⋅ [Pn(x) ⋅ cosβx + Qm(x) ⋅ sinβx ] ,

где Pn(x), Qm(x) – многочлены степени n и m соответственно,
α и β – некоторые числа.

Теорема (о структуре частного решения).
Если правая часть линейного неоднородного уравнения с
постоянными коэффициентами имеет специальный вид, то
частным решением уравнения является функция вида

y = xr ⋅ eα x ⋅ [Al(x) ⋅ cosβx + Bl(x) ⋅ sinβx ] ,
где Al (x) и Bl (x) – многочлены степени l (неизвестные),

l – наибольшая из степеней многочленов Pn(x), Qm(x) ,
r – кратность характеристического корня α ± βi
(r = 0, если α ± βi не характеристический корень).



,α β – некоторые числа

Pn

Qm

– некоторый многочлен степени n
– некоторый многочлен степени m

специальная правая часть

y(n) + a1 ⋅ y(n – 1) + … + an – 1 ⋅ y ′ + an ⋅ y = f(x)

( ) (P cos Q sin )x
n mf x e x xα= ⋅ β + ⋅ β

(A cos B sin )r x
l ly x e x xα= ⋅ β + ⋅ β

Вид частного решения подобен виду правой части.

iα+β

1. не является корнем характеристического уравнения
0r =

2. является корнем характеристического уравнения
r – кратность корня



( ) (P cos Q sin )x
n mf x e x xα= ⋅ β + ⋅ β

специальная правая часть

(A cos B sin )r x
l ly x e x xα= ⋅ β + ⋅ β

l – наибольшее из чисел n и m
Al и Bl – произвольные многочлены степени l

0l = A , Bl lA B= =

1l = A , Bl lAx B Cx D= + = +

2l = 2 2A , Bl lAx Bx C Dx Ex F= + + = + +

метод неопределённых коэффициентов



( ) (P cos Q sin )x
n mf x e x xα= ⋅ β + ⋅ β (A cos B sin )r x

l ly x e x xα= ⋅ β + ⋅ β

Примеры.
iα+β не является корнем характеристического уравнения

1.

0r =

f (x) = x eαx 0β = y = ( )A Bx+ ⋅ xeα

2. 3( ) 1f x x= + y =0( ) xe ⋅ 2 3( )A Bx Cx Dx+ + +0β =

3. 5 5( ) cos3 sin3x xf x xe x e x= + 5 ( cos3 sin3 )xe x x x= + 5 3α = β =

y = 5xe ⋅

1⋅

([ ]cos3A Bx x+ + [ ]sin3 )C Dx x+

1l =

3l =

1l =

4. ( ) sinxf x e x−= (1 sinxe x−= ⋅ 0 cos )x+ ⋅

y =

1 1α = − β =

( sin cos )xe A x B x− +

0l =



( ) (P cos Q sin )x
n mf x e x xα= ⋅ β + ⋅ β (A cos B sin )r x

l ly x e x xα= ⋅ β + ⋅ β

Пример. Найти общее решение уравнения 3296 2 +−=+′−′′ xxyyy

ooy y y= +

Найдем  yoo – общее решение однородного уравнения: 096 =+′−′′ yyy

⇒=+− 0962 kkХарактеристическое уравнение: ⇒=− 0)3( 2k

1,2 3k k= = xey 3
1 =

xx
oo xeCeCy 3

2
3

1 +=xxey 3
2 =⇒ ⇒

Найдем      – частное решение неоднородного уравнения.y

32)( 2 +−= xxxf

0 0α = β = iα+β = 0 0 0i+ = – не является корнем 0r⇒ =

2y Ax B′ = +
2y A′′ =

=++++− )(9)2(62 2 CBxAxBAxA2y Ax Bx C= + + 32 2 +− xx
2x

x
0x

=A9 2
=+− BA 912 1−
=+− CBA 962 3

9/2=A
27/5=B
27/11=C

22 5 11
9 27 27

y x x⇒ = + +

ooy y y= + xx xeCeC 3
2

3
1 +=

27
11

27
5

9
2 2 +++ xx

2y Ax Bx C⇒ = + +



Теорема (о наложении решений).
Если y1(x) и y2(x) – решения соответственно уравнений

y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = f1(x) ,
y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = f2(x) ,

то функция
y(x) = y1(x) + y2(x)

будет являться решением уравнения
y(n) + a1(x) ⋅ y(n – 1) + … + an – 1(x) ⋅ y ′ + an(x) ⋅ y = f1(x) + f2(x) .

Доказательство

[ ] [ ] [ ]( ) ( 1)
1 2 1 1 2 1 2( ) ( )n n

ny y a x y y a x y y−+ + + + + + =

( ) ( 1)
1 1 1 1( ) ( )n n

ny a x y a x y−+ ⋅ + + ⋅ = + 

( ) ( 1)
2 1 2 2( ) ( )n n

ny a x y a x y−+ ⋅ + + ⋅ + =  +)(1 xf )(2 xf



Системы дифференциальных 
уравнений

Пример. Найти общее решение системы




+=′
+=′

yxy
yxx
43

2

yxx +=′ 2 +′=′′ xx 2 y′ yx 43 + xxy 2−′=

432 ++′=′′ xxx )2( xx −′ xxx 56 −′=′′⇒ 056 =+′−′′⇒ xxx

Получили линейное однородное уравнение второго порядка.

0562 =+− kk 0)1)(5( =−−⇒ kk 1,5 21 ==⇒ kk

tt eCeCx 2
5

1 +=

xxy 2−′= tt eCeC 2
5

15 += 5
1 22( )t tC e C e− +

tt eCeCy 2
5

13 −=

 += tt eCeCx 2

5
1

tex 5
1 =

tex =2
5 5

1 2 1 2( ) 5t t t tx C e C e C e C e′ ′= + = +

5
1 23 t tC e C e= −
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