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8 Ñîäåðæàíèå



Î ñòðóêòóðå ó÷åáíèêà

Êóðñ «Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ýëåêòðîòåõíèêè» âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷åòûðå ÷àñòè.
Ïåðâàÿ, ñðàâíèòåëüíî êîðîòêàÿ, èìåíóåìàÿ «Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è çàêîíû òåî-
ðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ öåïåé», ñî-
äåðæèò îáîáùåíèÿ ïîíÿòèé è çàêîíîâ èç îáëàñòè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé
è ðàçâèòèå ôîðìóëèðîâîê è îïðåäåëåíèé îñíîâíûõ ïîíÿòèé è çàêîíîâ òåîðèè
ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ öåïåé. Ýòà ÷àñòü, ñâÿçûâàÿ êóðñû ôèçèêè è òåîðåòè-
÷åñêèõ îñíîâ ýëåêòðîòåõíèêè, îäíîâðåìåííî ôîðìèðóåò ó ÷èòàòåëÿ ïðàâèëüíûå
ôèçè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðîöåññàõ, ïðîèñõîäÿùèõ â ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàã-
íèòíûõ öåïÿõ è â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ. Îíà ïîìîãàåò òàêæå ãëóáæå ïîíÿòü
èçëàãàåìûå â ïîñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ êóðñà ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëèðîâêè è ìåòî-
äû ðåøåíèÿ çàäà÷.

Âòîðàÿ è íàèáîëüøàÿ ïî îáúåìó ÷àñòü êóðñà, èìåíóåìàÿ «Òåîðèÿ ëèíåéíûõ
ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé», ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîå èçëîæåíèå ýòîé òåîðèè, ñî-
ïðîâîæäàåìîå çíà÷èòåëüíûì êîëè÷åñòâîì ïðèìåðîâ. Çäåñü èçëàãàþòñÿ îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé è ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðàñ÷åòó
óñòàíîâèâøèõñÿ è ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â òàêèõ öåïÿõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ ìåòîäàì àíàëèçà, ïîçâîëÿþùèì ðàññ÷èòûâàòü õàðàêòåðèñòèêè ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ, ñòðóêòóðà è ïàðàìåòðû êîòî-
ðûõ èçâåñòíû. Âìåñòå ñ òåì, ðàññìîòðåíû òàêæå è îñíîâíûå ïîäõîäû ê çàäà÷àì
ñèíòåçà è äèàãíîñòèêè öåïåé, àêòóàëüíîñòü êîòîðûõ ðàñòåò â íàñòîÿùåå âðåìÿ.
Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ýòèõ ðàçäåëîâ ó÷åáíèêà ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü ýëåêòðè÷å-
ñêèå öåïè ñ íàïåðåä çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû èëè
äèàãíîñòèðîâàòü ñîñòîÿíèå ðåàëüíûõ óñòðîéñòâ.

Òðåòüÿ ÷àñòü êóðñà íàçûâàåòñÿ «Òåîðèÿ íåëèíåéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèò-
íûõ öåïåé». Â íåé èçëàãàþòñÿ ñâîéñòâà íåëèíåéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ
öåïåé è ìåòîäû ðàñ÷åòà ïðîèñõîäÿùèõ â íèõ ïðîöåññîâ. Ïàðàìåòðû íåëèíåéíûõ
öåïåé çàâèñÿò îò òîêà, íàïðÿæåíèÿ èëè ìàãíèòíîãî ïîòîêà, è ýòî ïðèâîäèò ê ñó-
ùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ è
ìåòîäîâ àíàëèçà ïðîöåññîâ â íåëèíåéíûõ öåïÿõ. Âìåñòå ñ òåì ýòè âîïðîñû èìå-
þò áîëüøîå çíà÷åíèå â ñâÿçè ñ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ öåïåé ñ íå-
ëèíåéíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè â ñîâðåìåííûõ óñòðîéñòâàõ.

Ïîñëåäíÿÿ, ÷åòâåðòàÿ, ÷àñòü — «Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ». Ìíîãèå
ýëåêòðîòåõíè÷åñêèå ïðîáëåìû íå ìîãóò áûòü ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåíû ïðè ïîìî-
ùè òåîðèè öåïåé è äîëæíû ðåøàòüñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäîâ òåîðèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðåæäå âñåãî, ýòè ìåòîäû íåîáõîäèìû äëÿ ðàñ÷åòà âàæíåéøèõ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, òàêèõ èíäóêòèâ-
íîñòü, åìêîñòü, ñîïðîòèâëåíèå, ÷åì, îäíàêî, äàëåêî íå èñ÷åðïûâàåòñÿ îáëàñòü èõ
ïðèìåíåíèÿ. Áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ íåâîçìîæíî ðàññìîòðåíèå âîïðîñîâ èçëó÷åíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ïîòåðü â ìîùíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòðîé-
ñòâàõ, ñîçäàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ óñòðîéñòâ ñ âûñîêîé íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè-



÷åñêîãî èëè ìàãíèòíîãî ïîëåé è ò. ï. Íàëè÷èå â ó÷åáíèêå ïåðâîé ÷àñòè: «Îñíîâ-
íûå ïîíÿòèÿ è çàêîíû òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ
è ìàãíèòíûõ öåïåé», äàåò âîçìîæíîñòü íà÷àòü ðàññìîòðåíèå òåîðèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ñ îáùèõ óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü ïîäõîäû
ê ðåøåíèþ çàäà÷ òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðèìåðû èõ ðåøåíèÿ â ðàì-
êàõ îãðàíè÷åííîãî îáúåìà ó÷åáíèêà.

Â ó÷åáíèêå ïðèíÿòà ñêâîçíàÿ íóìåðàöèÿ ãëàâ. Â ïåðâûé òîì ó÷åáíèêà âõîäèò
÷àñòü 1 «Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è çàêîíû òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è òåîðèè
ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ öåïåé» (ãëàâû 1–3) è íà÷àëî ÷àñòè 2 «Òåîðèÿ ëè-
íåéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé» (ãëàâû 3–8), âî âòîðîé òîì — îêîí÷àíèå ÷àñòè 2
«Òåîðèÿ ëèíåéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé» (ãëàâû 9–18), à òàêæå ÷àñòü 3 «Òåîðèÿ
íåëèíåéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé» (ãëàâû 19–22), â òðåòèé òîì — ÷àñòü 4 «Òåî-
ðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ» (ãëàâû 23–30). ×åòâåðòûé òîì âêëþ÷àåò â ñåáÿ
âîïðîñû, óïðàæíåíèÿ è çàäà÷è ïî âñåì ÷àñòÿì êóðñà, à òàêæå íàáîð ðàñ÷åòíûõ
çàäàíèé ïî âñåìó êóðñó ñ ìåòîäè÷åñêèìè óêàçàíèÿìè äëÿ èõ âûïîëíåíèÿ. Â íåì
ïðèâåäåíû òàêæå îòâåòû íà âîïðîñû, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé è çàäà÷.

10 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ



×ÀÑÒÜ ×ÅÒÂÅÐÒÀß

ÒÅÎÐÈß ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ ÏÎËß

Ãëàâà äâàäöàòü òðåòüÿ

Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

23.1. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå è åãî óðàâíåíèÿ
â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

Â ãë. 1, ò. 1 áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðè-
âåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è çàêîíû, õàðàêòåðèçóþùèå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ îñîáûì âèäîì ìàòåðèè. Âñÿêàÿ ýëåêòðè÷å-
ñêè çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà îêðóæåíà ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, ñîñòàâëÿþùèì ñ
íåé åäèíîå öåëîå. Íî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è â ñâîáîä-
íîì, îòäåëåííîì îò çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñîñòîÿíèè â âèäå äâèæóùèõñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ, áëèçêîé ê 3�108 ì/ñ, ôîòîíîâ èëè âîîáùå â âèäå èçëó÷åííîãî äâèæóùåãîñÿ
ñ ýòîé ñêîðîñòüþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí).

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì â
ïðîñòðàíñòâå, è âìåñòå ñ òåì îíî îáíàðóæèâàåò äèñêðåòíóþ ñòðóêòóðó â âèäå
êâàíòîâ èçëó÷åííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðèìåð ôîòîíîâ.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà ýíåð-
ãèè, êîòîðàÿ ñïîñîáíà ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â äðóãèå âèäû ýíåðãèè — õèìè÷åñêóþ,
òåïëîâóþ, ýíåðãèþ ìåõàíè÷åñêîãî äâèæåíèÿ è ò. ï.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ÿâëÿÿñü íîñèòåëåì îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà ýíåð-
ãèè, îáëàäàåò òàêæå è îïðåäåëåííîé ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé ýíåðãèè ìàññîé, êî-
òîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç îáùåé ñâÿçè W � mc2 ìåæäó ïîëíîé ýíåðãèåé W
è ïîëíîé ìàññîé m, ïðè÷åì c åñòü ñêîðîñòü ñâåòà â ïóñòîòå. Îäíàêî ïëîòíîñòü
ìàññû â èñïîëüçóåìûõ îáû÷íî ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ âåñüìà ìàëà. Ïóñòü ìàã-
íèòíàÿ èíäóêöèÿ ðàâíà 1 Òë è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà
108 Â/ì � 106 Â/ñì. Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî òîëüêî ïðè âåñüìà âûñî-
êîì âàêóóìå. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ, ðàâíàÿ ñóììå îáúåìíûõ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-
íîãî ïîëåé, èìååò çíà÷åíèå
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ò. å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà ìàëóþ âåëè÷èíó.
Íàëè÷èå ìàññû ïîëÿ èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå. Â ÷àñòíîñòè, ðàñïî-

ëàãàÿ çíà÷åíèåì ìàññû ïîëÿ, âåñüìà ëåãêî ïîäñ÷èòàòü äàâëåíèå ñâåòà íà ïîâåðõ-
íîñòü òåëà, íà êîòîðóþ îí ïàäàåò. Äàâëåíèå ñâåòà áûëî ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòà-
íîâëåíî è êîëè÷åñòâåííî èçìåðåíî â áëåñòÿùèõ îïûòàõ Ï. Í. Ëåáåäåâà,
ïîäòâåðäèâøèõ âûâîäû òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Íè÷òîæíàÿ ïëîòíîñòü ìàññû èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå ýëåêòðîìàãíèòíûõ
ïîëåé äàåò îñíîâàíèå îáû÷íî íå èíòåðåñîâàòüñÿ ýòîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ è
îáðàùàòü âíèìàíèå â îñíîâíîì íà ýíåðãåòè÷åñêóþ ñòîðîíó ðàññìàòðèâàåìûõ
ÿâëåíèé.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íàðÿäó ñ âûøåïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ îñîáûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè, íå ðàññìàòðèâàåìûìè â ìå-
õàíèêå, à èìåííî ñïîñîáíîñòüþ îêàçûâàòü ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà çàðÿæåííûå
÷àñòèöû. Ýòî âîçäåéñòâèå çàâèñèò îò ñêîðîñòè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

Â ïåðâîé ÷àñòè êóðñà áûëî óêàçàíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèøü äâóìÿ ñòîðîíàìè âñåãäà åäèíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äåëåíèå
îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùåãî íåçàâèñèìîãî îò íàøèõ íàáëþäåíèé ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ íà äâå åãî ñîñòàâëÿþùèå — ïîëå ýëåêòðè÷åñêîå è ïîëå ìàãíèò-
íîå — ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì, ò. å. çàâèñèò îò óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîèçâî-
äèòñÿ íàáëþäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ òåõ èëè èíûõ óñòðîéñòâ.
Â ïåðâîé ÷àñòè êóðñà áûëè óñòàíîâëåíû êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäå-
ëÿþùèå ñâÿçü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñòîðîíàìè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé.

Èç âñåãî ðàññìîòðåííîãî â ïåðâîé ÷àñòè êóðñà âûòåêàåò, ÷òî âñÿêèé ýëåêòðè-
÷åñêèé òîê îáÿçàòåëüíî ñîïðîâîæäàåòñÿ ìàãíèòíûì ïîëåì è, íàîáîðîò, ìàãíèò-
íîå ïîëå íåèçáåæíî ñâÿçàíî ñ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì. Ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü òðè
âèäà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà: òîê ïðîâîäèìîñòè, ïëîòíîñòü êîòîðîãî ïðîïîðöèî-
íàëüíà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; òîê ñìåùåíèÿ, ïëîòíîñòü êîòîðîãî
ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
è òîê ïåðåíîñà, ïëîòíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ äâèæóùèõñÿ ñâî-
áîäíûõ ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö èëè òåë, çàâèñÿùåé îò ýëåêòðè÷åñêîãî
íàïðÿæåíèÿ âäîëü ïóòè, ïðîéäåííîãî ýòèìè ÷àñòèöàìè èëè òåëàìè. Îäíàêî ôè-
çè÷åñêè ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ëèøü äâà âèäà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõñÿ èíûìè ïðèçíàêàìè. Ïåðâûé âèä òîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì. Ñþäà îòíîñÿòñÿ òîê
ïåðåíîñà, òîê ïðîâîäèìîñòè è ÷àñòü òîêà ñìåùåíèÿ, îáÿçàííàÿ ñâîèì ïîÿâëåíè-
åì èçìåíåíèþ ýëåêòðè÷åñêîé ïîëÿðèçîâàííîñòè âåùåñòâà. Âòîðîé âèä òîêà, êî-
òîðûé íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê äâèæåíèå èçâåñòíûõ íàì çàðÿæåííûõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ÷àñòèö, åñòü òîê ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ â ïóñòîòå.

12 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ



Â ïðîñòðàíñòâå, îêðóæàþùåì äâèæóùèåñÿ çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, ñóùåñòâóåò
êàê ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, òàê è ìàãíèòíîå ïîëå. Ýòè ïîëÿ îïðåäåëÿþò ñîáîé äâå
ñòîðîíû åäèíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Òîêè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ â ïóñòîòå âîçíèêàþò ïðè èçìåíåíèè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ âî âðåìåíè è òàêæå îêðóæåíû ìàãíèòíûì ïîëåì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè âñÿêîì èçìåíåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âî âðåìåíè âîçíèêàåò â òîì æå ïðî-
ñòðàíñòâå ñâÿçàííîå ñ íèì ìàãíèòíîå ïîëå. Îáà ýòè ïîëÿ îïðåäåëÿþò è â ýòîì
ñëó÷àå åäèíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.

Ñâÿçü ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì è íàïðÿæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ óñòà-
íàâëèâàåòñÿ çàêîíîì ïîëíîãî òîêà

H ld i� � ,

ãëàñÿùèì, ÷òî ëèíåéíûé èíòåãðàë íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ëþáîìó
çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí ïîëíîìó òîêó ñêâîçü ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ
ýòèì êîíòóðîì.

Óðàâíåíèå, âûðàæàþùåå çàêîí ïîëíîãî òîêà, ïîíèìàåìîå â óêàçàííîì âûøå
îáîáùåííîì ñìûñëå, êîãäà â ïðàâîé åãî ÷àñòè ñîäåðæàòñÿ âñå âèäû òîêîâ, â òîì
÷èñëå è òîê ñìåùåíèÿ â ïóñòîòå, äàíî Ìàêñâåëëîì. Ïîñðåäñòâîì ýòîãî óðàâíå-
íèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ îäíà èç âàæíåéøèõ ñâÿçåé ìåæäó ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèò-
íîé ñòîðîíàìè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé, à èìåííî, îíî îïðåäåëÿåò ìàãíèòíîå
ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè äâèæåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ïðè èçìåíåíèè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ.

Âòîðàÿ ñâÿçü îïðåäåëÿåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, âîçíèêàþùåå ïðè èçìåíåíèè âî
âðåìåíè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îíà îòêðûòà Ôàðàäååì è ñôîðìóëèðîâàíà èì â âèäå
çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè. Ìàêñâåëëó ïðèíàäëåæèò çàñëóãà îáîá-
ùåíèÿ ýòîãî çàêîíà äëÿ ëþáîé ñðåäû. Ñîãëàñíî ìàêñâåëëîâîé ôîðìóëèðîâêå
çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè, ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà, âîçíèêàþùàÿ â
êîíòóðå ïðè èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà ñêâîçü ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ
êîíòóðîì, ðàâíà âçÿòîé ñî çíàêîì ìèíóñ ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ýòîãî ïîòîêà. Ñóù-
íîñòü îáîáùåíèÿ Ìàêñâåëëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîíòóð, â êîòîðîì âîçíèêà-
åò ÝÄÑ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ðàñïîëîæåííûì â ëþáîé ñðåäå. Â ÷àñòíîñòè,
ýòî ìîæåò áûòü ëèøü ìûñëåííûé êîíòóð, íàõîäÿùèéñÿ öåëèêîì â ïóñòîòå.

Âîçíèêíîâåíèå ÝÄÑ â òàêîì êîíòóðå ïðè èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ åñòü
ðåçóëüòàò ïîÿâëåíèÿ èíäóöèðîâàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì ýëåêòðî-
äâèæóùàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ âäîëü êîíòóðà, ðàâíà ëèíåéíîìó èíòåãðàëó
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âçÿòîìó âäîëü ýòîãî êîíòóðà. Òàêèì îáðà-
çîì, îáîáùåííàÿ ìàêñâåëëîâà ôîðìóëèðîâêà çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóê-
öèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
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Ñóùíîñòü ÿâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè
âñÿêîì èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âðåìåíè âîçíèêàåò â òîì æå ïðîñòðàíñòâå
ñâÿçàííîå ñ íèì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò èíäóöèðîâàííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íà-
ïðÿæåííîñòü êîòîðîãî ìû îáîçíà÷àëè Eèíä. Èñòî÷íèêàìè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ÿâëÿþòñÿ òàêæå ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûå ÷àñòèöû è òåëà. Ñâÿçü ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ, îêðóæàþùåãî ýòè ÷àñòèöû è òåëà, ñ èõ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïîñòóëàòîì Ìàêñâåëëà
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êîòîðûé ãëàñèò: ïîòîê âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ ñêâîçü ëþáóþ çàìêíó-
òóþ ïîâåðõíîñòü â ëþáîé ñðåäå ðàâåí ñâîáîäíîìó çàðÿäó, çàêëþ÷åííîìó â îáúå-
ìå, îãðàíè÷åííîì ýòîé ïîâåðõíîñòüþ.

Ëèíèè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè èíäóöèðîâàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âñþäó
íåïðåðûâíû. Ëèíèè âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ çàðÿäàìè
òåë è ÷àñòèö, íà÷èíàþòñÿ è êîí÷àþòñÿ íà ýòèõ çàðÿäàõ.

Ëèíèè âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè âñþäó íåïðåðûâíû, ÷òî âûðàæàåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

B sd
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� � 0 .

Ïðèâåäåííûå âûøå ÷åòûðå ñîîòíîøåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè óðàâíåíèÿ-
ìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â èíòåãðàëüíîé ôîðìå.

Èçó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìåòîäîâ åãî ðàñ÷åòà èìååò âåñüìà áîëü-
øîå çíà÷åíèå.

Â ãë. 3, ò. 1, â êîòîðîé áûëè äàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ è
ìàãíèòíûõ öåïåé, áûëà îòìå÷åíà ñëîæíîñòü ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ýòèõ öåïÿõ.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèò-
íûõ öåïåé îñíîâàíà íà ðÿäå íàó÷íûõ àáñòðàêöèé, íà ïðåíåáðåæåíèè ðÿäîì ÿâ-
ëåíèé, êîòîðûå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü âòîðîñòåïåííûìè.
Òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ öåïåé îïåðèðóåò ñ ïàðàìåòðàìè öåïåé, íà-
ïðèìåð ñ èíäóêòèâíîñòüþ, åìêîñòüþ, ýëåêòðè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì, ìàãíèò-
íûì ñîïðîòèâëåíèåì è ò. ä., ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ êàê äàííûå.
Îäíàêî äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ öåïåé íåîáõîäèìî çíàòü ýëåêòðè÷åñêèå è ìàã-
íèòíûå ïîëÿ, îáðàçóþùèåñÿ íà ó÷àñòêàõ öåïåé ïðè íàëè÷èè â ýòèõ ó÷àñòêàõ
òîêîâ è íàïðÿæåíèé. Èçó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé âàæíî íå òîëüêî äëÿ
ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ öåïåé. Îíî íåîáõîäèìî, åñëè ìû æåëàåì áîëåå ïîëíî ðàñ-
ñìîòðåòü êàðòèíó ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé â òîì èëè èíîì óñòðîéñòâå, íå îã-
ðàíè÷èâàÿ ñåáÿ òåìè äîïóùåíèÿìè, íà êîòîðûõ îñíîâàíà òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ
è ìàãíèòíûõ öåïåé. Ïî ñóùåñòâó, äëÿ ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè ýëåêòðîìàãíèò-
íûõ ÿâëåíèé â ëþáîì óñòðîéñòâå íåîáõîäèìî çíàòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå îïðåäåëÿþùèõ èõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí — ïëîòíîñòè òîêà, íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ìàãíèòíîé èíäóêöèè è ò. ä. è èõ èçìåíåíèå âî âðåìåíè.
Ïîýòîìó äëÿ ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé íåîáõîäèìî èçó-
÷èòü õàðàêòåðèçóþùèå èõ ïîëÿ.

Äàëåêî íå âñåãäà ïðè àíàëèçå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé ìîãóò áûòü ââåäå-
íû è èñïîëüçîâàíû ïîíÿòèÿ îá ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé öåïÿõ, õîòÿ áû äàæå
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äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâóåò ìíîãî âàæíûõ ïðàêòè÷å-
ñêèõ ñëó÷àåâ, êîãäà ýòè ïîíÿòèÿ òåðÿþò ñâîé ñìûñë è êîãäà àíàëèç ýëåêòðîìàã-
íèòíûõ ÿâëåíèé ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí òîëüêî ïóòåì äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ ìîæíî óêà-
çàòü íà èçëó÷åíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí.

Ñòðîéíîñòü óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îòðàæàåò ñîáîé ïðåäåëüíî âû-
ñîêóþ óïîðÿäî÷åííîñòü âíóòðåííåãî äâèæåíèÿ ìàòåðèè, ñóùåñòâóþùåé â ôîðìå
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äàæå ïðè ñàìûõ ñèëüíûõ èñïîëüçóåìûõ íàìè ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ ïîëÿõ â íèõ íå âîçíèêàåò òóðáóëåíòíîå èëè õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå,
ñâîéñòâåííîå òåïëîâûì ïðîöåññàì è ïðîöåññàì ïðè äâèæåíèè æèäêîñòåé è ãàçîâ.
Îòìå÷åííàÿ âûøå âåñüìà ìàëàÿ ïëîòíîñòü ìàññû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñâÿçàí-
íàÿ ñ îòñóòñòâèåì ìàññû ïîêîÿ, îáóñëîâëèâàåò òî, ÷òî ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ëåãêî ïåðåäàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà âäîëü ïðîâîäîâ è â ñâîáîäíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ýòè ñâîéñòâà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äàþò âîçìîæíîñòü ñ ïîìîùüþ ýëåêò-
ðîìàãíèòíûõ óñòðîéñòâ îñóùåñòâëÿòü óïðàâëåíèå áîëüøèìè ïîòîêàìè ýíåðãèè,
ñîçäàâàòü ñëîæíûå áûñòðîäåéñòâóþùèå êèáåðíåòè÷åñêèå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, ïå-
ðåäàâàòü îãðîìíûå ïîòîêè èíôîðìàöèè, ïîñûëàòü ñèãíàëû íà ñîòíè ìèëëèîíîâ êè-
ëîìåòðîâ â êîñìè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ýëåê-
òðîííûõ ìàøèí ñ èñêëþ÷èòåëüíî áîëüøîé ñêîðîñòüþ.

Èññëåäóÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü âñå âåëè÷èíû, åãî
õàðàêòåðèçóþùèå, â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì óäîâëå-
òâîðèòüñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìîé óðàâíåíèé è äîëæíû ïðåäñòàâèòü èõ â äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ôîðìå.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â íåïîäâèæíûõ
ñðåäàõ, è â ÷àñòíîñòè â íåïîäâèæíûõ ïðîâîäíèêàõ. Ñîîòâåòñòâåííî âî âñåõ
óðàâíåíèÿõ áóäåì ââîäèòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè.

23.2. Çàêîí ïîëíîãî òîêà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå —
ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ H ld� � i, âûðàæàþùåìó çàêîí ïîëíîãî òîêà, ëèíåéíûé èí-

òåãðàë íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âçÿòûé ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìåðà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, ïðîõîäÿùåãî ñêâîçü ïîâåðõíîñòü
s, îãðàíè÷åííóþ ýòèì êîíòóðîì. Îäíàêî ïî âåëè÷èíå ýòîãî èíòåãðàëà íåëüçÿ ñó-
äèòü î ðàñïðåäåëåíèè òîêà ïî ïîâåðõíîñòè s. ×òîáû ðåøèòü ýòîò âîïðîñ, íåîáõî-
äèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèì æå óðàâíåíèåì â äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìå. Äîïóñòèì, ìû æåëàåì âûÿñíèòü, ïðîõîäèò
ëè òîê ñêâîçü ìàëóþ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíà
òî÷êà A, è êàêîâà ïëîòíîñòü òîêà â ýòîé òî÷êå (ðèñ. 23.1).

Ëèíåéíûé èíòåãðàë íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âçÿ-
òûé âäîëü ìàëîãî êîíòóðà, îãðàíè÷èâàþùåãî ïîâåðõíîñòü 
s,
ðàâåí ìàëîìó òîêó 
i, ïðîõîäÿùåìó ñêâîçü ýòó ïîâåðõíîñòü:

H ld� � 
i, è ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé òîêà 
i. Âåëè÷èíà 
i çà-

âèñèò îò ðàçìåðîâ ïîâåðõíîñòè 
s. ×òîáû ïîëó÷èòü âïîëíå
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îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó, ðàçäåëèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà íà 
s è íàé-
äåì ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ îòíîøåíèå, êîãäà 
s ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ñòÿãè-
âàÿñü â òî÷êå A. Áóäåì èìåòü

lim lim .
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Âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîñòàâëÿþ-
ùóþ âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè s â òî÷êå A:

lim cos .
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0
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 � n

Âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, êàê èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìà-
òèêè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ íà íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè s
â òî÷êå A âåêòîðà, íàçûâàåìîãî â è õ ð å ì, èëè ð î ò î ð î ì, âåêòîðà H. Âèõðü âåê-
òîðà H îáîçíà÷àþò rot H. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ åãî ïðîåêöèè èìååì îáîçíà÷åíèå

rot n
s

d

s
H

H l
�

�

�
lim .

 
0

Ñòàëî áûòü,

rot n nH � � .

Åñëè ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû ïîëîæèòåëüíàÿ íîðìàëü ê
íåìó ñîâïàäàëà ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà, òî ïðåäåë îòíîøåíèÿ

i/
s ïîëó÷èò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå ïëîòíîñòè òîêà â òî÷êå A, ïðè÷åì
íàïðàâëåíèå ïîëîæèòåëüíîé íîðìàëè ìû ñâÿçûâàåì ïðàâèëîì ïðàâîãî âèíòà ñ
íàïðàâëåíèåì îáõîäà êîíòóðà. Ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè
â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, íàïèñàííîãî â âåêòîðíîé ôîðìå, áóäåò ñòîÿòü âåêòîð
ïëîòíîñòè òîêà, à â ëåâîé — âåêòîð rot H. Òàêèì îáðàçîì, â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå çàêîí ïîëíîãî òîêà ïðåäñòàâèòñÿ â âèäå

rot H � ��.

Ýòî óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íîñèò íàçâàíèå ï å ð â î ã î ó ð à â -
í å í è ÿ Ì à ê ñ â å ë ë à. Öåííîñòü çàïèñè óðàâíåíèÿ ïîëÿ â âåêòîðíîé ôîðìå

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òàêàÿ çàïèñü íå çàâèñèò îò
âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îäíàêî âûðàæåíèÿ
äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ âèõðÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà A,
â ÷àñòíîñòè âåêòîðà H, ÷åðåç ñîñòàâëÿþùèå ñàìî-
ãî âåêòîðà A ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûìè â ðàçíûõ
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Âûðàçèì ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà rot A â äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìà-
ëûé ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð abcda (ðèñ. 23.2) â
ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè YOZ, è ñîñòà-
âèì ñóììó ïðîèçâåäåíèé A dl ïî âñåì ñòîðîíàì
êîíòóðà. Èìååì

16 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
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+ Ay dy âäîëü ñòîðîíû ab;

+ A
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y
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�
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�
dz âäîëü ñòîðîíû bc,

– A
A

z
dzy

y�
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�
��
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�
��

�

�
dy âäîëü ñòîðîíû cd;

– Az dz âäîëü ñòîðîíû da.

Ïðè ýòîì Ay, A
A

y
dyz

z�
�

�
�

�

�
�

�

�
, A
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z
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�

�
��
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��
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�
è Az — ñðåäíèå â ïðåäåëàõ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ñòîðîíû çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà A. Ñóììèðóÿ ýòè âåëè÷èíû
è äåëÿ ñóììó íà âåëè÷èíó ïëîùàäêè dy dz, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì, íàõîäèì

rot x
z yA

y

A

z
A � �

�

�

�

�
.

Îïðåäåëÿÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äðóãèå ñîñòàâëÿþùèå, ïîëó÷àåì

rot ; rot rotx
z y

y
x z

z

yA

y

A

z

A

z

A

x

A

x
A A A� � � � � �

�
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�

�

�

�

�
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�
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�

A

y
x .

Ïîñëåäíèå äâà âûðàæåíèÿ ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðâîãî öèêëè÷åñêîé ïåðåñòà-
íîâêîé áóêâ x, y, z.

Òàêèì îáðàçîì, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ïðè-
íèìàåò âèä

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

H

y

H

z

H

z

H

x

H

x

H

y
z y

x
x z

y

y x
z� � � � � �; ; .

Ïîëüçóÿñü ïðèâåäåííûìè âûøå ñîîáðàæåíèÿìè, ìîæåì ïîëó÷èòü âûðàæå-
íèÿ âåêòîðà rot A è â äðóãèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, â öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ �, �, z ðàäèàëüíàÿ, òàíãåíöèàëüíàÿ è îñåâàÿ ñîñòàâëÿþùèå ðàâíû

rot �
�

�

�

��

�

�
A � �

1 A A

z
z , rot �
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A � �
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z
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rot z A
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A � �
1 1

�
�
��

�
�

�

���
�

( ) .

Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ �, �, � ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà rot A ðàâíû
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� �
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23.3. Çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè
â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå —
âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà

Íàïèøåì â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå óðàâíåíèå E ld� � �
d

dt

	
, âûðàæàþùåå çà-

êîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè. Ïðè ýòîì, ðàññìàòðèâàÿ ïîëå â íåïîäâèæíûõ
ñðåäàõ, çàìåíèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé. Ñîñòà-

âèì ëèíåéíûé èíòåãðàë íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ ïî ìàëîìó êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùå-
ìó ìàëóþ ïîâåðõíîñòü 
s (ðèñ. 23.3); ðàçäåëèì åãî
íà âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòè è íàéäåì ïðåäåë, ê êîòîðî-
ìó ñòðåìèòñÿ ïîëó÷åííîå îòíîøåíèå, êîãäà ïîâåðõ-
íîñòü 
s ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ñòÿãèâàÿñü â íåêîòîðîé
òî÷êå A ïîëÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ïðîåêöèþ íà íà-
ïðàâëåíèå íîðìàëè ê âûáðàííîìó ýëåìåíòó ïîâåðõ-
íîñòè â òî÷êå A âèõðÿ âåêòîðà E:

lim

 
s

n

d

s
.

�

� �
0

E l
Erot

Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìû äîëæíû ïîòîê 
	 ñêâîçü ïîâåðõíîñòü 
s ðàç-
äåëèòü íà ïîâåðõíîñòü 
s è íàéòè ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ ýòî îòíîøåíèå,
êîãäà 
s � 0. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè B
â òî÷êå A, íîðìàëüíóþ ê âûáðàííîìó ýëåìåíòó ïîâåðõíîñòè:

lim .




	



	
s

n
s

d
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0

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

rot n
nB

t
E � �

�

�
.

Âûáåðåì ïîëîæåíèå ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè òàê, ÷òîáû íîðìàëü ê íåìó ñîâïà-
ëà ñ âåêòîðîì – �B/�t. Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîëó÷èì âèõðü âåêòîðà E.
Áóäåì èìåòü

rot n
t

.E
B

� �
�
�

Ýòî óðàâíåíèå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé
èíäóêöèè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Îíî íàçûâàåòñÿ â ò î ð û ì ó ð à â í å í è -
å ì Ì à ê ñ â å ë ë à.

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà �B/�t åñòü íàïðàâëåíèå, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ íàïðàâ-
ëåíèå ïðèðàùåíèÿ 
B âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ïðîèñõîäÿùåãî çà ïðîìå-
æóòîê âðåìåíè 
t, êîãäà 
t � 0. Åñëè âåêòîð B èçìåíÿåòñÿ íå òîëüêî ïî âåëè÷è-
íå, íî è ïî íàïðàâëåíèþ, òî ïðîèçâîäíàÿ äB/ät íå íàïðàâëåíà ïî îäíîé ïðÿìîé ñ
âåêòîðîì B.
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Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷àåì
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23.4. Òåîðåìà Ãàóññà è ïîñòóëàò Ìàêñâåëëà
â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

Òåîðåìà Ãàóññà â ïðèìåíåíèè ê ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ ãëàñèò: ïîòîê âåêòîðà íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñêâîçü çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü â îäíîðîäíîé
è èçîòðîïíîé ñðåäå ðàâåí îòíîøåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, çàêëþ÷åííîãî â
îáúåìå ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííîãî ýòîé ïîâåðõíîñòüþ, ê àáñîëþòíîé äèýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, ò. å.

E sd
q

s

� �
�

.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ, ðàñïðîñòðàíåííûé ïî íåêîòîðîé çàìê-
íóòîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 23.4), äëÿ îäíîðîäíîé è
èçîòðîïíîé ñðåäû ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìåðà
ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, çàêëþ÷åííîãî âíóòðè ýòîé
ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî ïî âåëè÷èíå ýòîãî èíòåãðàëà
åùå íåëüçÿ ñóäèòü î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî
çàðÿäà âíóòðè îáúåìà, îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîé
ïîâåðõíîñòüþ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà íåîáõî-
äèìî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ãàóññà â äèôôåðåíöèàëü-
íîé ôîðìå. Äîïóñòèì, ÷òî ìû æåëàåì âûÿñíèòü, íà-
õîäèòñÿ ëè ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä â ìàëîì îáúåìå 
V,
çàêëþ÷àþùåì â ñåáå òî÷êó A, è êàêîâà îáúåìíàÿ
ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â ýòîé òî÷êå.

Ïîòîê âåêòîðà E ñêâîçü ìàëóþ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ îáúåì 
V, ðà-
âåí äåëåííîìó íà � ìàëîìó çàðÿäó 
q, çàêëþ÷åííîìó âíóòðè ýòîé ïîâåðõíîñòè:

E sd
q

s

� �


�

.

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 
V è íàéäåì ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ
îòíîøåíèå, êîãäà 
V � 0. Èìååì

lim lim .
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Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ð à ñ õ î æ ä å í è -
å ì, èëè ä è â å ð ã å í ö è å é, âåêòîðà E è êðàòêî îáîçíà÷àåòñÿ div E. Â ïðàâîé ÷àñ-
òè ïîëó÷àåì îáúåìíóþ ïëîòíîñòü � ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â äàííîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà, äåëåííóþ íà �. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ãàóññà â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå ïðèíèìàåò âèä
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divE �
�
�

.

Òåðìèí «ðàñõîæäåíèå» õîðîøî õàðàêòåðèçóåò îñîáåííîñòè ïîëÿ â òåõ ìåñòàõ,
ãäå � � 0, è â òåõ ìåñòàõ, ãäå � � 0. Ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê «èñòî÷íèê» ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îêîëî íåãî íà÷èíà-
þòñÿ ýòè ëèíèè. Îòðèöàòåëüíûé çàðÿä ÿâëÿåòñÿ êàê áû «ñòîêîì» (îòðèöàòåëü-
íûì èñòî÷íèêîì) ëèíèé, îêîëî íåãî ëèíèè êîí÷àþòñÿ. Ïîýòîìó åñëè â íåêîòî-
ðîì îáúåìå 
V îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íå ðàâíà íóëþ, òî
÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ ýòîò îáúåì, ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàñõîäÿòñÿ â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî èëè ñõîäÿòñÿ èç íåãî
(ðèñ. 23.5, à, á), ÷òî êðàòêî âûðàæàåòñÿ ñëîâàìè: ðàñõîæäåíèå âåêòîðà E íå ðàâíî
íóëþ. Â îáëàñòè ïîëÿ, ãäå îòñóòñòâóþò îáúåìíûå çàðÿäû (� � 0), ëèíèè íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ íå íà÷èíàþòñÿ è íå êîí÷àþòñÿ; ÷åðåç ëþáîé ýëåìåíò îáúåìà òàêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ òîëüêî ïðîõîäÿò (ðèñ. 23.5, â), íî íå
ðàñõîäÿòñÿ îò íåãî è íå ñõîäÿòñÿ ê íåìó. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ðàñõîæäåíèå âåêòîðà E

âî âñåõ òî÷êàõ òàêîé îáëàñòè ðàâíî íóëþ: div E � 0. Ïîëå â îáëàñòè, ãäå div E � 0,
íàçûâàåòñÿ ñ î ë å í î è ä à ë ü í û ì (îò ãðå÷åñêîãî ñëîâà  !"#$%&�#'( — òðóáêî-
îáðàçíûé).

Çíà÷åíèå ðàñõîæäåíèÿ âåêòîðà íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò,
è ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èíâàðèàíòíî â îòíîøåíèè ñèñòåìû êîîð-
äèíàò. Îäíàêî âûðàæåíèÿ ðàñõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà A ÷åðåç åãî ñîñòàâ-
ëÿþùèå ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûìè â ðàçíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Âûðàçèì div A â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðåäñòàâèì ñåáå áåñêîíå÷íî ìà-
ëûé ïàðàëëåëåïèïåä ñî ñòîðîíàìè dx, dy è dz, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò
(ðèñ. 23.6). Ïîòîê âåêòîðà A ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ïàðàëëåëåïèïåäà ñëàãàåòñÿ èç
ïîòîêîâ ñêâîçü åãî ãðàíè. Èìååì

– Ax dy dz ñêâîçü äàëüíþþ ãðàíü;

+ A
A

x
dxx

x��

�
�

�

�
�

�

�
dy dz ñêâîçü áëèæíþþ ãðàíü;

– Ay dx dz ñêâîçü ëåâóþ ãðàíü;
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+ A
A

y
dyy

y�
�

�
��

�

�
��

�

�
dx dz ñêâîçü ïðàâóþ ãðàíü;

– Az dx dy ñêâîçü íèæíþþ ãðàíü;

+ A
A

z
dzz

z��

�
�

�

�
�

�

�
dx dy ñêâîçü âåðõíþþ ãðàíü.

Ïðè ýòîì Ax, A
A

x
dxx

x��

�
�

�

�
�

�

�
è ò. ä. — ñðåäíèå â ïðåäåëàõ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðà-

íè çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè ãðàíè ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà A. Ñóì-
ìèðóÿ ïîòîêè ÷åðåç âñå ãðàíè è äåëÿ ñóììó íà îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà dx dy dz,
íàõîäèì

divA � � �
�

�

�

�

�

�

A

x

A

y

A

z
x y z .

Ðàñõîæäåíèå âåêòîðà èíîãäà îáîçíà÷àþò )A* ãäå ) (÷èòàåòñÿ «íàáëà») ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèìâîëè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé âåêòîðíûé îïåðàòîð Ãà-
ìèëüòîíà. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îí èìååò âèä

) � �=
x y z

i j k
�
�

�
�

�
�

,

ãäå i, j è k — åäèíè÷íûå âåêòîðû ïî îñÿì OX, OY è OZ. Âåëè÷èíû
�
�x

� )x,
�
�y

� )y,

�
�z

� )z ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü êàê ñîñòàâëÿþùèå ) ïî îñÿì êîîðäèíàò.

Äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå )A ôîðìàëüíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ) è A. Äåéñòâèòåëüíî,

) � �
�

�
�

�

�
� � � �

� �

A i j k i j k=
x y z

A A A

x
A

y
A

x y z

x

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

( )

y z
x y z

z
A

A

x

A

y

A

z
� � � � �
�
�

�

�

�

�

�

�
div A,

òàê êàê ii � jj � kk � 1 è ij � jk � ki � 0.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìó Ãàóññà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ìîæíî íàïèñàòü

òàêæå â âèäå

)E =
�
�

.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îíà èìååò âèä

�

�

�

�

�

�
�
�

E

x

E

y

E

z
x y z� � � .

Âûðàæåíèÿ äëÿ div A ïðèíèìàþò âèä:
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div A
A A

z
zA � � �

1 1

�
�
��

�
�

�

��

�

��
�( ) — â öèëèíäðè÷åñêîé è

div A A
A

A � � �
1 1 1
2

2

�

�
��

�
� �

�
��

�
� �

�

��� �
�( )

sin
( sin )

sin
— â ñôåðè÷åñêîé ñèñòå-

ìàõ êîîðäèíàò.
Äëÿ íåîäíîðîäíîé è àíèçîòðîïíîé ñðåäû òåîðåìà Ãàóññà íå ïðèìåíèìà. Ïðè

ýòîì ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãè÷íûì, èìåþùèì çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùèé
õàðàêòåð óðàâíåíèåì äëÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ D. Èìåííî, ñîãëàñ-
íî ïîñòóëàòó Ìàêñâåëëà, ïîòîê âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ ñêâîçü ëþáóþ
çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü â ëþáîé ñðåäå ðàâåí ñâîáîäíîìó ýëåêòðè÷åñêîìó çàðÿ-
äó, çàêëþ÷åííîìó â ïðîñòðàíñòâå, îãðàíè÷åííîì ýòîé ïîâåðõíîñòüþ:

D sd q
s

� � .

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ïîñòóëàò Ìàêñâåëëà ïðèíèìàåò âèä

lim lim ,

 






V

s

V

d

V

q

V� �

�
�

0 0

D s

ò. å.

divD � �
èëè â èíîé çàïèñè

) �D �.
Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ýòî óðàâíåíèå ïèøåòñÿ â ôîðìå

�

�

�

�

�

�
�

D

x

D

y

D

z
x y z� � � .

Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî âûðàæåíèå rot A ìîæåò áûòü çàïèñàíî ÷åðåç çíàê )
â âèäå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [)A], â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ.

23.5. Âûðàæåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå
ïðèíöèïîâ íåïðåðûâíîñòè ìàãíèòíîãî ïîòîêà
è íåïðåðûâíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

Èìåþùèé ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè ìàãíèòíîãî ïî-
òîêà óòâåðæäàåò, ÷òî ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè íèãäå íå èìåþò íè íà÷àëà, íè
êîíöà — îíè âñþäó íåïðåðûâíû. Èíûìè ñëîâàìè, ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ëþ-
áóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ:

B sd
s

� � 0.

Â ïðèðîäå íå ñóùåñòâóåò ìàãíèòíûõ ìàññ, ÿâëÿþùèõñÿ èñòî÷íèêàìè ëèíèé
ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ïîäîáíûõ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäàì, êîòîðûå äàþò íà÷àëî
ëèíèÿì ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ. Ìàãíèòíîå ïîëå ïîðîæäàåòñÿ òîëüêî ýëåê-
òðè÷åñêèìè òîêàìè, è ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè, îêðóæàþùèå ýëåêòðè÷åñêèå
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òîêè, âñåãäà çàìêíóòû, íåïðåðûâíû. Äèôôåðåíöèàëüíîé çàïèñüþ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôîðìóëèðîâêè ýòîãî âàæíîãî ïðèíöèïà ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

divB � 0,

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ òî÷åê ëþáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ñòîëü æå ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå èìååò ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî òîêà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ëèíèè òîêà íèãäå íå ïðåðûâàþòñÿ, âñåãäà
ÿâëÿÿñü çàìêíóòûìè. Ïîëíûé òîê, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ òîêè ïðîâîäèìîñòè, ïå-
ðåíîñà è ñìåùåíèÿ, ïðîõîäÿùèé ñêâîçü ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü â íà-
ïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè, ðàâåí íóëþ:

�� d
s

s� � 0.

Êàê áûëî óêàçàíî â ïåðâîé ÷àñòè, ýòî âàæíåéøåå ïîëîæåíèå ïðèîáðåòàåò ñî-
âåðøåííî îáùèé õàðàêòåð ëèøü ñ ââåäåíèåì â ðàññìîòðåíèå, ïîìèìî òîêîâ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé äâèæåíèå ýëåìåíòàðíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, òàêæå è òî-
êîâ ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ â ïóñòîòå. Äèôôåðåíöèàëüíîé çàïèñüþ ïîñëåäíå-
ãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå

div �� � 0,

êîòîðîå, òàê æå êàê è âûðàæåíèå div B � 0, ñïðàâåäëèâî âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàí-
ñòâà.

Ñ ôîðìàëüíîé ñòîðîíû âûðàæåíèå div �� � 0 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Äåéñòâèòåëüíî, div �� � div rot H, íî äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà A ðàñõîæäåíèå åãî âèõðÿ òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

div rot rot rot rot=
x y z

x y zA A A A
�
�

�
�

�
�

� � �

x

A

y

A

z
z y� �

�

�
��

�

�
�� � �

�

�
�

�
�

�

�

�

�
�
�

�

�

�

�y

A

z

A

x
x z �

�
� � �

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�

�

�z

A

x

A

y

y x 0.

Ïîýòîìó â ïîëíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, â êîòîðóþ â
êà÷åñòâå îäíîãî èç îñíîâíûõ âõîäèò ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà, èç äâóõ
âûðàæåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðèíöèïû íåïðåðûâíîñòè ìàãíèòíîãî ïîòîêà è
ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ òîëüêî ïåðâîå.

23.6. Òåîðåìà Îñòðîãðàäñêîãî. Òåîðåìà Ñòîêñà

Óñòàíîâèì äâà âàæíûõ, èìåþùèõ áîëüøîå çíà÷åíèå â òåîðèè ïîëÿ, ðàâåíñòâà,
âûðàæàþùèõ ñîáîé òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî è òåîðåìó Ñòîêñà. Ýòè ðàâåíñòâà
èìåþò ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë è ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòî-
ðà A, íî ìû ïîëó÷èì èõ ñíà÷àëà íà îñíîâàíèè èìåþùèõñÿ â íàøåì ðàñïîðÿæå-
íèè óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé è çàòåì óæå äàäèì èì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ïóñòü çàðÿä q ðàñïðåäåëåí íåêîòîðûì îáðàçîì ïî îáúåìó V, îãðàíè÷åííîìó
ïîâåðõíîñòüþ s. Òîãäà q � � dV

V

� . Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãàóññà â èíòåãðàëüíîé ôîð-
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ìå, ìîæåì íàïèñàòü: E sd
s

� =
�
�

dV
V

� . Çàìåíÿÿ �/� ÷åðåç div E ñîãëàñíî òîé æå òåî-

ðåìå â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

E s Ed dV
s V

� �� div .

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü íàïèñàíî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà A, íåïðåðûâíîãî
âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè â îáëàñòè V è íà ïîâåðõíîñòè s:

A s Ad dV
s V

� �� div .

Îíî ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî è èìååò ÷èñòî ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåîáðàçîâàíèÿ îáúåìíîãî èíòåãðàëà â ïîâåðõíîñòíûé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì ñåáå îáúåì V ðàçäåëåííûì íà ýëåìåíòû îáúåìà dV.
Âåëè÷èíà div A â ñîîòâåòñòâèè ñ åå îïðåäåëåíèåì åñòü îòíîøåíèå ïîòîêà âåê-
òîðà A ñêâîçü ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ îáúåì dV, ê îáúåìó dV. Ñëåäî-
âàòåëüíî, div A dV åñòü ïîòîê âåêòîðà A ñêâîçü ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ
îáúåì dV. Ïðåäñòàâèì äâà ñîñåäíèõ îáúåìà dV, ñîïðèêàñàþùèõñÿ äðóã ñ äðóãîì
ïî íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè ds. Î÷åâèäíî, åñëè ïîòîê ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ñîïðè-
êîñíîâåíèÿ äëÿ îäíîãî îáúåìà áóäåò âûõîäÿùèì èç íåãî, ò. å. ïîëîæèòåëüíûì,
òî äëÿ äðóãîãî îí áóäåò âõîäÿùèì â íåãî, ò. å. îòðèöàòåëüíûì. Ïîýòîìó ïðè ñî-
ñòàâëåíèè èíòåãðàëà div AdV

V

� ïî âñåìó îáúåìó V ïîòîêè ñêâîçü âñå ïîâåðõíîñòè

ìåæäó ñìåæíûìè ýëåìåíòàðíûìè îáúåìàìè dV â ñóììå äàäóò íóëü. Îñòàíóòñÿ
òîëüêî ïîòîêè ñêâîçü òå ïîâåðõíîñòè ds êðàéíèõ ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ dV, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïîâåðõíîñòè s, îãðàíè÷èâàþùåé âåñü îáúåì V. Òà-
êèì îáðàçîì, èíòåãðàë div AdV

V

� äåéñòâèòåëüíî ðàâåí ïîòîêó âåêòîðà A ñêâîçü

ïîâåðõíîñòü s, ò. å. ðàâåí èíòåãðàëó A sd
s

� .

Óñòàíîâèì òåïåðü âòîðîå âàæíîå ðàâåíñòâî. Ïóñòü ñêâîçü íåêîòîðóþ íåçàìê-
íóòóþ ïîâåðõíîñòü s, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì l, ïðîõîäèò òîê i. Èìååì i � �� d .

s

s�
Ñîãëàñíî ïåðâîìó óðàâíåíèþ Ìàêñâåëëà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå, ìîæåì íàïè-
ñàòü H ld

l

� � �� d .
s

s� Èñïîëüçóÿ òî æå óðàâíåíèå â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, çà-

ìåíèì �� íà rot H. Ïîëó÷èì

H l H sd d .
l s

� �� rot

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü íàïèñàíî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà A, íåïðåðûâíîãî âìåñòå
ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè íà ïîâåðõíîñòè s è íà êîíòóðå l:

A l A sd d .
l s

� �� rot
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Îíî âûðàæàåò ñîáîé òåîðåìó Ñòîêñà è èìååò ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà â èíòåãðàë ïî êîíòóðó. Äåéñòâèòåëüíî,
ïðåäñòàâèì ñåáå ïîâåðõíîñòü s ðàçäåëåííîé íà ýëåìåíòû ds. Âåëè÷èíà íîðìàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà rot A â ñîîòâåòñòâèè ñ åå îïðåäåëåíèåì åñòü îòíîøå-
íèå ñóììû ïðîèçâåäåíèé A dl ïî âñåì ñòîðîíàì êîíòóðà, îãðàíè÷èâàþùåãî ýëå-
ìåíòàðíóþ ïëîùàäêó ds, ê âåëè÷èíå ïîâåðõíîñòè ds. Ñëåäîâàòåëüíî, rot A ds
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýòó ñóììó. Ïðè ñîñòàâëåíèè èíòåãðàëà rot d

s

A s� ïî âñåé ïî-

âåðõíîñòè s ïðîèçâåäåíèÿ A dl äëÿ âñåõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ ñòîðîí ñîñåäíèõ ýëå-
ìåíòàðíûõ ïëîùàäîê âçàèìíî êîìïåíñèðóþòñÿ, è îñòàþòñÿ òîëüêî ïðîèçâåäå-
íèÿ A dl ïî âñåì ýëåìåíòàì dl êîíòóðà l, îãðàíè÷èâàþùåãî âñþ ïîâåðõíîñòü s, ÷òî
è ïðèâîäèò ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó.

23.7. Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíòàðíûå çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ â ïóñòîòå, è îê-
ðóæàþùåå èõ ïîëå, ìû ðàçëè÷àåì äâà âèäà ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà: òîê ïåðåíîñà è
òîê ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ â ïóñòîòå. Â ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìîé äâè-
æóùèìèñÿ çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè, ñóùåñòâóþò òîêè ïåðåíîñà, ïëîòíîñòü êî-
òîðûõ èìååò âûðàæåíèå Jïep � �v. Â îñòàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, îêðóæàþùåì äâè-
æóùèåñÿ çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, ñóùåñòâóþò òîêè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ,
èìåþùèå ïëîòíîñòü �� ñì � �D/�t, ãäå D — ýëåêòðè÷åñêîå ñìåùåíèå â ïóñòîòå.

Â îáùåì âèäå ìîæíî íàïèñàòü: �� � �D/�t + �v, ïðè÷åì â îäíèõ òî÷êàõ ïðî-
ñòðàíñòâà ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, à â äðóãèõ òî÷êàõ ðàâíî íóëþ âòîðîå
ñëàãàåìîå.

Âåêòîðû D è E ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðû B è H ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ñâÿçàíû ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ �0 è ìàãíèòíóþ ïîñòîÿí-
íóþ �0 ñîîòíîøåíèÿìè:

D E B H� �� �0 0 .è

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ýòîì
ñëó÷àå èìååò âèä

rot rot

div

H E
B D

v

D E B H D

t t
� � � � �

� � �

��
�
�

+ ��
�
�

�

� � �

; ;

; ; ;0 0 divB � 0.

Èñïîëüçóÿ ñâÿçè D � �0 E è B � �0 H, ìîæíî ýòè óðàâíåíèÿ ïåðåïèñàòü òàê,
÷òîáû îíè ñîäåðæàëè òîëüêî âåêòîðû E è B. Ýòè âåêòîðû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü
êàê îñíîâíûå âåêòîðû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ìû âèäåëè
(ñì. ÷. I), ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ â ýëåêòðîìàã-
íèòíîì ïîëå, îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî ýòèìè âåêòîðàìè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �0 è �0 — ïî-
ñòîÿííûå âåëè÷èíû, ïîëó÷àåì

rot rot div div
t t

B E
B E

v E B� � � � � � �� ��
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�
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�
�0 0

0
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Ïðè ìèêðîñêîïè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ÿâëåíèé òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííûé ñëó-
÷àé ÿâëÿåòñÿ îáùèì. Ïðè ýòîì â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûå
÷àñòèöû, îáëàäàþùèå ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì, ìîãóò îòñóòñòâîâàòü, è ýëåêòðè-
÷åñêèå òîêè ìîãóò áûòü çàìêíóòûìè íà ñåáÿ òîêàìè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ,
÷òî, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî â èçëó÷åííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå.

Ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ â âåùåñòâå îáû÷íî íåò íåîáõî-
äèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ñëîæíóþ ìèêðîñòðóêòóðó âåùåñòâà. Äåéñòâèòåëüíîå
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âåùåñòâå âåñüìà ðåçêî èçìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå
â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè, âõîäÿùèìè â
ñîñòàâ âåùåñòâà, è â êàæäîé òî÷êå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëå, ÿâëÿþòñÿ
áûñòðî èçìåíÿþùèìèñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè âñëåäñòâèå äâèæåíèÿ ñ áîëüøîé
ñêîðîñòüþ ýòèõ ÷àñòèö. Îäíàêî ýòè íåîäíîðîäíîñòè èìåþò ìèêðîñêîïè÷åñêèé
õàðàêòåð, è ìû èìååì âñå îñíîâàíèÿ èõ îñðåäíèòü â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè
ïðè ðàññìîòðåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì îñðåäíåííûå âåëè÷è-
íû, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäóò ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò è âðåìåíè, íî èçìåíÿþùèìè-
ñÿ çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì èñòèííûå âåëè÷èíû ïðè ìèêðîñêîïè÷åñêîì ðàñ-
ñìîòðåíèè ÿâëåíèÿ.

Åñëè ñâîáîäíûå çàðÿæåííûå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â ñòîëü ðàçðåæåííîì âåùå-
ñòâå, ÷òî îíè ìîãóò áåñïðåïÿòñòâåííî óñêîðÿòüñÿ ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ, íå èñïûòûâàÿ èëè ïî÷òè íå èñïûòûâàÿ ñòîëêíîâåíèé ñ ìîëåêóëàìè
âåùåñòâà, òî â òàêîì ñëó÷àå ïîä äåéñòâèåì îñðåäíåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
âîçíèêàåò óïîðÿäî÷åííûé òîê ïåðåíîñà. Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü òîê ìåæäó
ýëåêòðîäàìè â ñèëüíî ðàçðåæåííîì ãàçå, êîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîäàìè
ìåíüøå ñðåäíåé äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà èîíîâ è ýëåêòðîíîâ.

Åñëè ýëåìåíòàðíûå çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, äâèæóùèåñÿ â âåùåñòâå, ìíîãî-
êðàòíî ïóòåì ñòîëêíîâåíèÿ ïåðåäàþò àòîìàì âåùåñòâà êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ,
ïðèîáðåòàåìóþ ïðè óñêîðåíèè â îñðåäíåííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, òî ïîä äåéñò-
âèåì ïîñòîÿííîãî îñðåäíåííîãî ïîëÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ñðåäíÿÿ ñêî-
ðîñòü çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ïðè ýòîì â èçîòðîïíîé ñðåäå îñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü
òîêà ìîæåò áûòü âûðàæåíà â ôîðìå ïðîèçâåäåíèÿ îñðåäíåííîé íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E è âåëè÷èíû ,, õàðàêòåðèçóþùåé ýëåêòðîïðîâîäíîñòü âå-
ùåñòâà è èìåíóåìîé óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ âåùåñòâà. Òàêîé òîê íàçûâàåì òî-
êîì ïðîâîäèìîñòè. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü òîêè â ìåòàëëàõ, ïîëóïðîâîäíè-
êàõ è ýëåêòðîëèòàõ.

Ïëîòíîñòü òîêà ïåðåíîñà Jïep è ïëîòíîñòü òîêà ïðîâîäèìîñòè Jïp ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îñðåäíåííîé îáúåìíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà
äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö íà îñðåäíåííóþ èõ ñêîðîñòü. Ïðè ýòîì åñëè â äâèæåíèè
ó÷àñòâóþò êàê ïîëîæèòåëüíî, òàê è îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, òî ïëîò-
íîñòü òîêà ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå J � �+v+ + �–v–, ãäå �+ è v+ — îáúåìíàÿ
ïëîòíîñòü çàðÿäà è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è �–

è v– — òîæå îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.
Äëÿ òîêà ïðîâîäèìîñòè èìååì âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ïëîòíîñòü òîêà â

èçîòðîïíîé ñðåäå òàêæå â ôîðìå

J ïð .� ,E
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Óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü , çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû ñðåäû è â îáùåì ñëó÷àå
ìîæåò çàâèñåòü òàêæå è îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñðåäó íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì õàðàê-
òåðèçîâàòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàâèñÿùåé îò òåìïåðàòóðû è íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ, ò. å. êîãäà ñâÿçü ìåæäó ïëîòíî-
ñòüþ òîêà è íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íûì âûðàçèòü â ôîðìå J � ,E, óñëîâèìñÿ ÿâëåíèå äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
èìåíîâàòü òîêîì ïåðåíîñà. Ïðè òàêîì óñëîâèè â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ëèáî òîê ïðîâîäèìîñòè, ëèáî òîê ïåðåíîñà, à íå îáà ýòè
âèäà òîêà îäíîâðåìåííî.

Âñÿêîå âåùåñòâî ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîëÿðèçóåòñÿ. Ýëåìåí-
òàðíûå çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ àòîìîâ è ìîëåêóë, ñìåùàþòñÿ:
÷àñòèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè çàðÿäàìè — â íàïðàâëåíèè ïîëÿ, ñ îòðèöàòåëüíûìè
çàðÿäàìè — ïðîòèâ ïîëÿ. Ýòîò ïðîöåññ ìû êîëè÷åñòâåííî õàðàêòåðèçîâàëè ïî-
ëÿðèçîâàííîñòüþ P âåùåñòâà. Ïîëíîå îñðåäíåííîå ýëåêòðè÷åñêîå ñìåùåíèå D
â âåùåñòâå ðàâíî ñóììå îñðåäíåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ D0 â ïóñòîòå
è ïîëÿðèçîâàííîñòè P âåùåñòâà:

D D P E P� � � �0 0 .�

Äëÿ îñðåäíåííûõ çíà÷åíèé D è E äëÿ èçîòðîïíîãî âåùåñòâà ìîæíî íàïèñàòü
ñîîòíîøåíèå

D E� � ,

ãäå � — àáñîëþòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà.
Â âûðàæåíèè äëÿ ïëîòíîñòè òîêà ñìåùåíèÿ â äèýëåêòðèêå
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áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ïîä ��ñì, D è E òàêæå îñðåäíåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ âåëè÷èí.

Ïðè âíåñåíèè âåùåñòâà âî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå â âåùåñòâå âîçíèêàþò
ñîãëàñîâàííûå ýëåìåíòàðíûå òîêè, ñîçäàþùèå ìàãíèòíûå ïîëÿ, íàïðàâëåííûå
ïðîòèâ âíåøíåãî ïîëÿ, åñëè âåùåñòâà äèàìàãíèòíûå, è â ñòîðîíó âíåøíåãî ïîëÿ,
åñëè âåùåñòâà ïàðàìàãíèòíûå è ôåððîìàãíèòíûå. Îñðåäíåííîå çíà÷åíèå ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ïðè ýòîì â âèäå ñóììû

B H M� �� �0 0 ,

ãäå H — îñðåäíåííàÿ íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è M — íàìàãíè÷åííîñòü
âåùåñòâà. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó B è H äëÿ èçîòðîïíîãî âåùåñòâà ïèøåòñÿ â âèäå

B H� � ,

ãäå � — àáñîëþòíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà.
Ðàññìàòðèâàÿ â äàëüíåéøåì îñðåäíåííûå â óêàçàííîì ñìûñëå çíà÷åíèÿ âñåõ

âåëè÷èí, áóäåì èìåòü äëÿ ëþáîãî èçîòðîïíîãî âåùåñòâà ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:
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Ïëîòíîñòü òîêà äëÿ îáùíîñòè âûðàæåíà â âèäå ñóììû òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ.
Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ïî ñàìîìó ñìûñëó ïåðâîé è òðåòüåé ñîñòàâëÿþ-
ùèõ îíè íå ìîãóò èìåòü ìåñòà â îäíîé è òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà îäíîâðåìåí-
íî. Äâå ïåðâûå ñîñòàâëÿþùèå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî â ïîëóïðîâîäÿùåé ñðå-
äå. Îäíàêî â õîðîøî ïðîâîäÿùèõ âåùåñòâàõ âñåãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðîé
ñîñòàâëÿþùåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé è â äèýëåêòðèêàõ îáû÷íî ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü ïåðâîé ñîñòàâëÿþùåé ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðîé.

Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ê ïðèâåäåííûì âûøå óðàâíåíèÿì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåîáõîäèìî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ, ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ãðàíèöàìè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñðåäàìè — ãðàíèöàìè ìåæäó äèýëåê-
òðèêàìè è ïðîâîäíèêàìè, ìåæäó äâóìÿ äèýëåêòðèêàìè ñ ðàçëè÷íûìè �, ìåæäó
äâóìÿ ïðîâîäÿùèìè ñðåäàìè ñ ðàçëè÷íûìè ,, ìåæäó äâóìÿ ñðåäàìè ñ ðàçëè÷íû-
ìè �. Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.
Ïðè èññëåäîâàíèè ïåðåìåííûõ ïîëåé â îáùåì ñëó÷àå äîëæíû áûòü çàäàíû òàê-
æå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Êðîìå òîãî, äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î ïåðåäà÷å ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíûì ïî-
ëåì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå äëÿ îáúåìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:

' � ' � ' � �W W Wý ì

ED BH

2 2
.

23.8. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ñðåä
ñ ðàçëè÷íûìè ýëåêòðè÷åñêèìè è ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè

Ðàññìîòðåíèå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàïèñàííûõ â äèôôåðåíöè-
àëüíîé ôîðìå â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíû H, E,
B, D äîëæíû áûòü íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, òàê êàê â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå èõ ïðîèçâîäíûå íå ñóùåñòâóþò. Ôóíêöèè H, E, B, D ìîãóò áûòü ðàçðûâ-
íûìè â òî÷êàõ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ýëåêòðè÷åñêèìè èëè ìàã-
íèòíûìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòåé ñ âåñüìà òîíêèìè ðàñïðåäå-
ëåííûìè íà íèõ ñëîÿìè çàðÿäîâ èëè òîêîâ.

Òàê êàê óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òàêèõ
òî÷êàõ, òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ìîæåò áûòü ðåøåíà,
åñëè íå äîïîëíèòü óðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿìè, ñâÿçûâàþùèìè ñîñòàâëÿþùèå
âåêòîðîâ H, E, B, D ïî îáå ñòîðîíû ïîâåðõíîñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíèöàìè ðàçäå-
ëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ýëåêòðè÷åñêèìè èëè ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè, è íàçûâàå-
ìûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîëÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ îäíîðîäíûõ è èçîòðîï-
íûõ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ýëåêòðè÷åñêèìè è ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè.

Â êàæäîé èç ñðåä ïîëå áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü âåêòîðàìè X, Y, ñâÿçàííûìè
ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì Y � aX, ãäå a — ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, è óäîâëåòâî-
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ðÿþùèìè óðàâíåíèÿì rot X = 0, div Y = 0, èëè â èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìå: X ld

l

� � 0, Y sd
s

� � 0 (ðèñ. 23.7).

Ïóñòü âåêòîð X â ïåðâîé ñðåäå ó ïîâåðõíîñòè ðàçäå-
ëà îáðàçóåò ñ íîðìàëüþ ê íåé óãîë �1. Îïðåäåëèì ñîîò-
âåòñòâóþùèé óãîë �2 âî âòîðîé ñðåäå. Äëÿ ëèíåéíîãî
èíòåãðàëà X ld

l

� ïî êîíòóðó abcda èìååì: X ld
l

� �

� X1 sin �1�ab – X2 sin �2 cd � 0, åñëè bc è ad áåñêîíå÷íî
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ab è cd.

Ââèäó òîãî, ÷òî ab � cd, ïîëó÷àåì:

X X1 1 2 2sin sin ,� �� (*)

ò. å. íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ðàâíû êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà X.
Âîîáðàçèì çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííóþ ïëîñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè

s1 è s2, ñëåäû êîòîðûõ â ïëîñêîñòè ðèñóíêà ñóòü ëèíèè ab è cd, è öèëèíäðè÷å-
ñêîé ïîâåðõíîñòüþ, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà ïî ëèíèÿì bc è ad.
Ïîòîê âåêòîðà Y ñêâîçü ýòó çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ, òàê êàê âíóòðè
ïîâåðõíîñòè íåò èñòî÷íèêîâ ïîëÿ Y. Ïðåíåáðåãàÿ ïîòîêîì ñêâîçü áåñêîíå÷íî
ìàëóþ öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àåì

Y s Y sd d Y s Y s
s s1 2

1 1 1 2 2 2 0� �� � � � �cos cos ,� �

îòêóäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî s1 � s2, íàõîäèì

Y Y1 1 2 2cos cos ,� �� (**)

ò. å. íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ðàâíû íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà Y.
Ðàçäåëèâ ðàâåíñòâî (*) íà (**), ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ Y1 � a1X1 è Y2 � a2X2,

ïîëó÷àåì óñëîâèå ïðåëîìëåíèÿ ëèíèé ïðè ïåðåõîäå èõ èç îäíîé ñðåäû â äðó-
ãóþ:

tg

tg

�

�
1

2

1

2

�
a

a
.

Åñëè ëèíèè âåêòîðà X íîðìàëüíû ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, òî âåêòîðû Y áóäóò
îäèíàêîâû â îáåèõ ñðåäàõ: Y1 � Y2, íî âåêòîð X íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñêà÷êîì
èçìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå, òàê êàê

X
Y

a
X

Y

a
1

1

1

2
2

2

� � � .

Ïîíèìàÿ ïîä ôóíêöèåé X îäíó èç âåëè÷èí E, H, à ïîä ôóíêöèåé Y — D, J èëè
B, ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå èõ êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå
ñîñòàâëÿþùèå íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè, õà-
ðàêòåðèçóåìûìè ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé a, ðàâíîé �, , èëè �.

Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ âåëè-
÷èí E, H, D, J, B íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñîõðàíÿþòñÿ òàêæå è â ñëó÷àå
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àíèçîòðîïíûõ ñðåä, ñâîéñòâà êîòîðûõ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåíçîðíîé âåëè÷èíîé (a).
Îäíàêî óñëîâèÿ ïðåëîìëåíèÿ ëèíèé ïðè ïåðåõîäå èõ èç îäíîé ñðåäû â äðóãóþ
ïðèíèìàþò áîëåå ñëîæíûé âèä.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ðàç-
ìåùàþòñÿ èñòî÷íèêè ïîëÿ, òàêèå êàê ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû ñ ïîâåðõíîñòíîé
ïëîòíîñòüþ  è ïîäâîäèìûå èçâíå ñòîðîííèå òîêè ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ j.
Â ýòèõ óñëîâèÿõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäîèçìåíÿþòñÿ, òàê êàê èíòåãðàëû D sd

s

� ,
H ld

l

� óæå íåëüçÿ ïðèðàâíÿòü ê íóëþ.

23.9. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå è ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ
êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Óæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè çàðÿæåííîãî òåëà îêîëî íåãî âîçíèêàþò
êàê ýëåêòðè÷åñêîå, òàê è ìàãíèòíîå ïîëÿ, ò. å. îáíàðóæèâàåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå, è ÷òî ëèøü â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîêîÿùåãîñÿ çàðÿæåííîãî òåëà îêîëî íåãî îá-
íàðóæèâàåòñÿ òîëüêî îäíî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Óæå èç ýòîãî ïðîñòîãî ôàêòà ñëå-
äóåò, ÷òî óðàâíåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, äîëæíû âûòå-
êàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èç îáùèõ óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Î÷åâèäíî, ýòî áóäåò ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé, õàðàêòåðíûé òåì, ÷òî âñþäó
ïëîòíîñòü òîêà ðàâíà íóëþ. Ðàññìîòðåíèþ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ áóäóò ïîñâÿ-
ùåíû ñëåäóþùèå äâå ãëàâû.

Äðóãèì ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà íåïîäâèæíûõ ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèõ êîíòóðîâ, ïî êîòîðûì ïðîòåêàþò ïîñòîÿííûå òîêè. Îêîëî òàêèõ êîíòóðîâ
îáíàðóæèâàåòñÿ òîëüêî ñòàòè÷åñêîå ìàãíèòíîå ïîëå. Äåéñòâèòåëüíî, ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå â òàêîé ñèñòåìå ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò, òàê êàê ìàãíèòíûé ïîòîê íå
èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè è, ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîñòðàíñòâå íå èíäóöèðóåòñÿ íèêà-
êèõ ÝÄÑ è, êðîìå òîãî, ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïàäåíèå
íàïðÿæåíèÿ â ïðîâîäíèêàõ ðàâíû íóëþ. Ìàãíèòíîå ïîëå íåïîäâèæíûõ ïîñòî-
ÿííûõ ìàãíèòîâ èìååò òàêîé æå õàðàêòåð, êàê è ïîëå îêîëî íåïîäâèæíûõ ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèõ êîíòóðîâ ñ òîêàìè, òàê êàê îíî ñîçäàåòñÿ ýëåìåíòàðíûìè òîêàìè â
òåëå ìàãíèòà, ïðîòåêàþùèìè áåç ïîòåðü ýíåðãèè. Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûì è
âìåñòå ñ òåì âåñüìà âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ â íåïîäâèæíûõ ïðîâîäíèêàõ, îáëàäàþ-
ùèõ îòëè÷íûì îò íóëÿ ýëåêòðè÷åñêèì ñîïðîòèâëåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå îêîëî
ïðîâîäíèêîâ è âíóòðè íèõ îáíàðóæèâàþòñÿ êàê ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå, òàê
è ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ðàññìîòðåíèþ ýòèõ ñëó÷àåâ ïîñâÿùàþòñÿ
äâàäöàòü øåñòàÿ, äâàäöàòü ñåäüìàÿ è äâàäöàòü âîñüìàÿ ãëàâû.

Â ïîñëåäíèõ äâóõ ãëàâàõ áóäåò ðàññìîòðåí îáùèé ñëó÷àé — ýëåêòðîìàãíèò-
íîå ïîëå, èçìåíÿþùååñÿ âî âðåìåíè.

Ïðîáëåìà ðàñ÷åòà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ñëîæíîé ôîðìå ãåîìåòðèè
îáëàñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå ìàòåìàòèêè, íàçûâàåìîì ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêîé.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
îïòèìàëüíûå äëÿ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå çàäà÷. Èç áîëüøîé ñîâîêóïíîñòè ïîäõî-
äîâ ìîãóò áûòü âûäåëåíû òðè: íåïîñðåäñòâåííûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ÷åòà

30 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ



íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè ðàññ÷èòûâàåìûõ âå-
ëè÷èí (íàïðÿæåííîñòåé Å, Í ïîëÿ, ïîòåíöèàëîâ U è äðóãèõ); ÷èñëåííûå ìåòîäû,
ïðè êîòîðûõ èñêîìûå âåëè÷èíû îòûñêèâàþòñÿ â êîíå÷íåé ñîâîêóïíîñòè òî÷åê,
íàçûâàåìûõ óçëàìè, ïðè ïîìîùè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé; ìåòîäû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïîëÿ â âèäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ìåòîäû
ôèçè÷åñêîãî è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
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Ãëàâà äâàäöàòü ÷åòâåðòàÿ

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå

24.1. Áåçâèõðåâîé õàðàêòåð ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ.
Ãðàäèåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà

Îñíîâíîé çàäà÷åé íàñòîÿùåé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ò. å. ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ îò-
íîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ çàðÿæåííûõ òåë ïðè îòñóòñòâèè ýëåêòðè÷åñêèõ òîêîâ.
Åñëè â ñèñòåìå íåò íàìàãíè÷åííûõ òåë, òî ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âñþäó

J � � �0 0 0; ; .B H

Íàëè÷èå â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ñâîáîäíûõ ðàñïðåäåëåííûõ â îáúåìå çàðÿäîâ
ïðèâåëî áû ê âîçíèêíîâåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
J � 0, âåäåò ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî âñþäó � � 0. Ìîãóò áûòü òîëüêî çàðÿäû, ðàñïðåäå-
ëåííûå ïî ïîâåðõíîñòÿì çàðÿæåííûõ òåë.

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îñòàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñîâî-
êóïíîñòü:

rot ; ; divE D E D� � �0 0.�

Óñëîâèå rot E � 0 ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå èìååò áåç-
âèõðåâîé õàðàêòåð. Ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ, íàçûâàþò áåçâèõðå-
âûì. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòîêñà, äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà èìååì

E l E sd d .
l s

� �� �rot 0

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå rot E � 0 âûðàæàåò â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå ðàíåå
âûñêàçàííîå âàæíîå ïîëîæåíèå: â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå ëèíåéíûé èíòåãðàë
âåêòîðà E âäîëü ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàâåí íóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî â ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîì ïîëå ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðà E, âçÿòûé îò òî÷êè A äî òî÷êè
B, íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ â çà-
äàííîì ïîëå ïîëîæåíèåì òî÷åê À è Â. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äàëî íàì âîçìîæíîñòü
ââåñòè ïîíÿòèå î ïîòåíöèàëå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå A ìû îïðåäåëèëè êàê ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðà E, âçÿ-

òûé îò òî÷êè A äî íåêîòîðîé çàäàííîé òî÷êè P, ò. å.U dA

A

P

� � E l. Ïîòåíöèàë â òî÷-

êå P ðàâåí íóëþ. Ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðà E âäîëü íåêîòîðîãî ïóòè îò òî÷êè
A äî òî÷êè B åñòü ðàçíîñòü ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ â òî÷êàõ A è B:

E ld U U .
A

P

A B� � �

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è èçìåíåíèåì
ïîòåíöèàëà â ïðîñòðàíñòâå. Äîïóñòèì, ÷òî ïîëîæåíèå òî÷êè A, â êîòîðîé ðàñ-
ñìàòðèâàåì ïîòåíöèàë U, îïðåäåëÿåòñÿ åå ðàññòîÿíèåì l îò íà÷àëüíîé òî÷êè O



âäîëü íåêîòîðîãî ïóòè (ðèñ. 24.1), èäóùåãî â òî÷êó
P, ãäå ïîòåíöèàë ïðèíÿò ðàâíûì íóëþ. Âûðàæåíèå
äëÿ ïîòåíöèàëà ïðè ýòîì ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

U d d
l

l

l

lP P

� �� �E l E lcos ,�

ïðè÷åì lP — äëèíà âñåãî ïóòè îò òî÷êè O äî òî÷êè P;
� — óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âåêòîðà E è êàñà-
òåëüíîé ê ïóòè.

Âçÿâ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïî íèæíåìó ïðåäåëó,
íàéäåì

�
�

*
U

l
E a� � cos

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëà, ðàññ÷èòàííîå íà åäèíèöó ïåðåìå-
ùåíèÿ â êàêîì-ëèáî íàïðàâëåíèè, ÷èñëåííî ðàâíî âçÿòîé ñ îáðàòíûì çíàêîì ñî-
ñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Â ÷àñòíîñòè, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååì

�
�

�
�

�
�

U

x
E

U

y
E

U

z
E .x y z� � � � � �; ;

Åñëè íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿ dl ñîñòàâëÿåò ïðÿìîé óãîë (� � �/2) ñ âåêòî-
ðîì E, òî cos � � 0 è �U/�l � 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìûñëåííî ïåðåìåùàÿñü â íàïðàâ-
ëåíèè, íîðìàëüíîì ê íàïðàâëåíèþ ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, áóäåì èìåòü
U � const, ò. å. áóäåì îñòàâàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà. Ëèíèè íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ íîðìàëüíû ê ïîâåðõíîñòÿì ðàâíîãî ïîòåíöèàëà. Óðàâíåíèå
U(x, y, z) � const îïðåäåëÿåò ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè ðàâíî-
ãî ïîòåíöèàëà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ýòîé ïîâåðõíîñòè. Ñëåäû ïîâåðõíîñòåé
ðàâíîãî ïîòåíöèàëà â ïëîñêîñòè ÷åðòåæà íàçûâàþò ë è í è ÿ ì è ð à â í î ã î ï î -
ò å í ö è à ë à. Ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ïåðåñåêàþòñÿ ñ ëèíèÿìè íàïðÿæåííî-
ñòè ïîëÿ âñþäó ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Ñîâìåùàÿ íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèÿ dl ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà E, áóäåì
èìåòü

� �
�
�

� � � �0 1; cos ;
U

t
E.

Ýòî õàðàêòåðíîå íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî
ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ïåðåìåùåíèå dl â ýòîì íàïðàâëåíèè
÷åðåç dn, â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷åì íàïèøåì:

�
�
U

n
E� � .

Î÷åâèäíî, dn åñòü ýëåìåíò äëèíû ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ïðè÷åì êîîð-
äèíàòó n ñ÷èòàåì ðàñòóùåé â íàïðàâëåíèè âåêòîðà E.

Ïðîèçâîäíàÿ îò ïîòåíöèàëà ïî êîîðäèíàòå èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â íà-
ïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà è ïðîòèâîïîëîæíîì
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íàïðàâëåíèþ âåêòîðà E. Ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ìîæåò áûòü èçî-
áðàæåíî âåêòîðîì, íàïðàâëåííûì ïðîòèâ âåêòîðà E è íîñÿùèì íàçâàíèå ã ð à -
ä è å í ò à ý ë å ê ò ð è ÷ å ñ ê î ã î ï î ò å í ö è à ë à. Åãî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì
grad U.

Ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà ðàâåí ïðèðàùåíèþ ïîòåíöèàëà, îòíåñåííîìó ê åäèíèöå
äëèíû è âçÿòîìó â íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì ýòî ïðèðàùåíèå èìååò íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå:

grad U
U

n
.�

�
�

Âåêòîðû E è grad U ðàâíû ìåæäó ñîáîé ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíû â ïðîòèâî-
ïîëîæíûå ñòîðîíû:

grad U .� �E

Ñîñòàâëÿþùèå ãðàäèåíòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïî îñÿì â äåêàðòîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò ñóòü
�
�
U

x
,
�
�
U

y
,
�
�
U

z
. Ñëåäîâàòåëüíî,

grad U
U

x

U

y

U

z
� � �i j k

�
�

�
�

�
�

.

Ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü îáîçíà÷åí ïðè ïîìîùè ñèìâîëè÷åñêîãî
îïåðàòîðà ) (çíàê «íàáëà») â âèäå )U. Ïðè ýòîì )U ôîðìàëüíî ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïðîèçâåäåíèå ñèìâîëè÷åñêîãî âåêòîðà ) íà ñêàëÿð U. Â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ èìååì

) � � �
�

�
�

�

�
� � � � �U

x y z
U

U

x

U

y

U

z
Ui j k i j k

�
�
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�

�
�

�
�

�
�

�
�

grad .

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî E � – grad U ìîæåò áûòü íàïèñàíî â ôîðìå

E � �)U.

Çíàê ìèíóñ â ýòîì ðàâåíñòâå óêàçûâàåò, ÷òî ïîòåíöèàë óáûâàåò â íàïðàâëå-
íèè ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ ïîòåí-
öèàëà êàê ëèíåéíîãî èíòåãðàëà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, âçÿòîãî îò
ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè A äî çàäàííîé òî÷êè P, â êîòîðîé U � 0. Òàêîå îïðåäåëå-
íèå öåëåñîîáðàçíî, òàê êàê ïðè ýòîì ïîòåíöèàë ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííîãî òåëà
îêàçûâàåòñÿ òàêæå ïîëîæèòåëüíûì ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîòåíöèàë áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûõ òî÷åê ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Âñå ñêàçàííîå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âñÿêîå áåçâèõðåâîå ïîëå åñòü ïîëå
ïîòåíöèàëüíîå, ò. å. òàêîå, êîòîðîå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèåé U(x, y, z).

Îáðàòíî, âñÿêîå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì, ÷òî âûòåêàåò èç
òîæäåñòâà rot grad U � 0. Äåéñòâèòåëüíî,

rot grad grad gradx z yU
y

U
z

U
y

U

z z
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�
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Àíàëîãè÷íî roty grad U � 0 è rotz grad U � 0. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî äëÿ çà-
äàííîãî ïîëÿ ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿí-
íîé, çàâèñÿùåé îò âûáîðà òîé òî÷êè, ãäå ïðèíèìàåòñÿ U � 0.

24.2. Óáûâàíèå ïîòåíöèàëà è íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû çàðÿæåííûõ òåë

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâåííî çíàòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ïîòåíöèàë ïðè óäàëåíèè
íà âåñüìà áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò ñèñòåìû çàðÿæåííûõ òåë.

Ïðîñòåéøèå ñëó÷àè áûëè ðàññìîòðåíû â ïåðâîé ÷àñòè. Òàê, íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ è ïîòåíöèàë óåäèíåííîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà q íà ðàññòîÿíèè r îò íåãî â îä-
íîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäå ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

E
q

r
U

q

r
� �

1

4

1

42� � � �
; ,

ïðè÷åì ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì íóëþ ïîòåíöèàë áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê.
Ëþáàÿ ñèñòåìà çàðÿæåííûõ òåë ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ ñóììàðíûì çàðÿäîì, ðàñ-

ïîëîæåííûõ â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèÿõ, âåñüìà áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè ýòîé îáëàñòè, êàê òî÷å÷-
íûé çàðÿä. Ïîýòîìó ïðè òàêèõ âåñüìà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ áóäóò ñïðàâåäëèâû
ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîñëåäíèå ôîðìóëû, ïðè÷åì q —
îáùèé çàðÿä ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû çàðÿæåííûõ òåë, ðàñ-
ïîëîæåííûõ â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà è èìåþùèõ ñóììàðíûé çàðÿä, îò-
ëè÷íûé îò íóëÿ, ïîòåíöèàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â áåñêîíå÷íîñòè êàê 1/r è íàïðÿ-
æåííîñòü ïîëÿ — êàê 1/r2.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììà çàðÿäîâ âñåõ òåë, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó, ðàâíà íóëþ,
ïîòåíöèàë óáûâàåò â áåñêîíå÷íîñòè åùå áûñòðåå. Òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîäðàç-
äåëèòü íà äèïîëè, òàê êàê äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà dq1 ìîæíî ïîäîá-
ðàòü â ñèñòåìå ðàâíûé åìó ïî çíà÷åíèþ îòðèöàòåëüíûé dq2. Ïîòåíöèàë äèïîëÿ
íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ r îò íåãî âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

U
qd

r

p

r
� �

cos cos
,

�

��

�

��4 42 2

ãäå p � qd — ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò äèïîëÿ; � — óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì r
è îñüþ äèïîëÿ, ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå êîòî-
ðîé ïðèíèìàåì îò îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà ê ïîëî-
æèòåëüíîìó (ðèñ. 24.2).

Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ íå òîëüêî
â áåñêîíå÷íîñòè, íî è âî âñåõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè,
íîðìàëüíîé ê îñè äèïîëÿ è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
ñåðåäèíó îñè äèïîëÿ, òàê êàê äëÿ ýòîé ïëîñêîñòè
cos � � 0.

Ñîñòàâëÿþùèå År è Å� íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
âäîëü ðàäèóñà r è ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè
ðàäèóñà r â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü äè-
ïîëÿ, îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè
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Èòàê, ïîòåíöèàë äèïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íåãî óáûâàåò, êàê 1/r 2,
à íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ — êàê 1/r 3. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè çàðÿæåí-
íûõ òåë, çàêëþ÷åííûõ â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà è èìåþùèõ ñóììàðíûé
çàðÿä, ðàâíûé íóëþ, ïîòåíöèàë óáûâàåò â áåñêîíå÷íîñòè íå ìåäëåííåå, ÷åì 1/r 2,
à íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ — íå ìåäëåííåå, ÷åì 1/r 3. Ïðè ýòîì âîçìîæíî è áîëåå
áûñòðîå óáûâàíèå ïîòåíöèàëà, åñëè îñè îòäåëüíûõ äèïîëåé, íà êîòîðûå ìîæíî
ïîäðàçäåëèòü ñèñòåìó çàðÿäîâ, îðèåíòèðîâàíû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëÿ ýòèõ äèïîëåé îñëàáëÿþò äðóã äðóãà.

Âî âñåõ óêàçàííûõ çàäà÷àõ áûë ïðèíÿò ðàâíûì íóëþ ïîòåíöèàë áåñêîíå÷íî
óäàëåííûõ òî÷åê. Ýòî íå ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿ áåñêîíå÷-
íî äëèííûõ ïðîâîäîâ, ñóììàðíûé çàðÿä êîòîðûõ îòëè÷åí îò íóëÿ. Õîòÿ ðåàëü-
íûå ïðîâîäà âñåãäà èìåþò êîíå÷íóþ äëèíó, îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè ïîëÿ
î÷åíü äëèííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîëèíåéíûõ ïðîâîäîâ ÷àñòî óïðîùàþò çàäà÷ó,
äîïóñêàÿ, ÷òî ïðîâîäà èìåþò áåñêîíå÷íóþ äëèíó. Êàê óâèäèì äàëüøå, ýòèì äîñ-
òèãàåòñÿ ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå çàäà÷è. Ðàññìîòðèì óåäèíåííûé áåñêîíå÷íî
äëèííûé ïðÿìîëèíåéíûé ïðîâîä, ðàâíîìåðíî ïî äëèíå çàðÿæåííûé, ñ ëèíåé-
íîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà -. Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ òàêîãî ïðîâîäà, êàê áûëî ïîëó÷å-
íî â ïåðâîé ÷àñòè, ðàâíà
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Ïîëàãàÿ, ÷òî òî÷êà P, â êîòîðîé U � 0, óäàëåíà îò îñè ïðîâîäà íà ðàññòîÿíèå rP ,

ïîëó÷èì
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dr r rP

r
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-
��2 2

(ln ln ).

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðèíÿòü U � 0 ïðè rP � 1. Òîãäà áóäåì èìåòü

U r� �
-
��2

ln .

Ïðèíÿòü æå rP � . íåëüçÿ, òàê êàê èíòåãðàë ïðè ýòîì òåðÿåò ñìûñë — ïîòåíöè-
àë âñþäó ïðè ëþáîì êîíå÷íîì r ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Îäíàêî åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäîâ è ïðè ýòîì ñóì-
ìàðíûé çàðÿä èõ ðàâåí íóëþ, ò. å. - � /-k � 0, ÷òî îáû÷íî è èìååò ìåñòî â ðåàëü-
íûõ çàäà÷àõ, òî ïîòåíöèàë â áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ äàæå
è â òîì ñëó÷àå, åñëè óñëîâíî ðàññìàòðèâàòü ïðîâîäà êàê áåñêîíå÷íî äëèííûå.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äâà ïðîâîäà ñ çàðÿäàìè íà åäèíèöó äëèíû -1 � - è -2 � – -.
Íà ðèñ. 24.3 îòìå÷åíû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ ñ ïëîñêîñòüþ ðèñóíêà. Ïðî-
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âîäà íîðìàëüíû ê ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðîâîäàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç d. Äëÿ ïîòåíöèà-
ëà â òî÷êå A èìååì âûðàæåíèå
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ãäå r1 è r2 — ðàññòîÿíèÿ òî÷êè A îò ïðîâîäîâ, rP1
è

rP2
— ðàññòîÿíèÿ òî÷êè P îò ïðîâîäîâ.
Ïðè óäàëåíèè òî÷êè P â áåñêîíå÷íîñòü rP1

� rP2
è

ïåðâîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ ïîòåíöèàë áåñêîíå÷íî
óäàëåííûõ òî÷åê, òî íà âñåõ êîíå÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ r1 è r2 ïîòåíöèàë ïîëó÷àåòñÿ
êîíå÷íûì:
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ òàêæå íà ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ïîñåðåäèíå ìåæäó ïðîâîäàìè, òàê êàê äëÿ âñåõ òî÷åê ýòîé ïëîñêîñòè r1 � r2.

Îïðåäåëèì, êàê óáûâàåò ïîòåíöèàë íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïðîâîäîâ.
Ïðè r 00d èìååì r1/r2 1 1 – d cos �/r2 1 1 – d cos �/r, ãäå r — ðàññòîÿíèå òî÷êè A îò

ñåðåäèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî îñè ïðîâîäîâ, à � — óãîë ìåæäó ðàäèóñîì r è
ýòèì îòðåçêîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r 00d
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Ðàçëàãàÿ ëîãàðèôì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì d cos �/r è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âûñ-
øèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè, íàõîäèì
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Ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïðè r 00d èìåþò âûðàæåíèÿ:
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïàðû áåñêîíå÷íî äëèííûõ ïðîâîäîâ, èìåþùèõ ðàâíûå è
ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó çàðÿäû, ïîòåíöèàë â áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ, êàê 1/r, à íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ — êàê 1/r 2. Ëþáóþ ñèñòåìó áåñêîíå÷íî
äëèííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà êîíå÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ
äðóã îò äðóãà è èìåþùèõ ñóììàðíûé çàðÿä /-k, ðàâíûé íóëþ, ìîæíî ðàçäåëèòü
íà ïàðû ïðîâîäîâ ñ ðàâíûìè è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî çíàêó çàðÿäàìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîòåíöèàë òàêîé ñèñòåìû óáûâàåò â áåñêîíå÷íîñòè íå ìåäëåííåå, ÷åì
1/r, à íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ — íå ìåäëåííåå, ÷åì 1/r 2.
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24.3. Îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà
ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäîâ

Âûðàæåíèå ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî çàðÿäà äàåò âîçìîæíîñòü óêàçàòü äëÿ îäíî-
ðîäíîé ñðåäû îáùèé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëå-
íèè â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ.

Ïîäðàçäåëèâ âñå ðàñïðåäåëåííûå â ïðîñòðàíñòâå
çàðÿäû (ðèñ. 24.4) íà ýëåìåíòàðíûå ÷àñòè dq, áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ýòè ýëåìåíòû dq êàê òî÷å÷íûå çàðÿäû.
Ïîòåíöèàë â òî÷êå A, îïðåäåëÿåìûé êàæäûì òàêèì

ýëåìåíòîì, ðàâåí dU �
1

4� �
dq

r
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåí-

öèàë, îïðåäåëÿåìûé âñåé ñîâîêóïíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå çàðÿäîâ, ìîæåò áûòü íàéäåí
èç ôîðìóëû
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Åñëè ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ðàñïðåäåëåí ïî îáúåìó V, ïðè÷åì îáúåìíàÿ ïëîò-
íîñòü çàðÿäà â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà åñòü �, òî ñëåäóåò ðàçáèòü âåñü îáú-
åì íà ýëåìåíòû dV. Òîãäà

U
dV

r
V

� �
1

4��
�

.

Åñëè çàðÿä ðàñïðåäåëåí ëèøü â âåñüìà òîíêèõ ñëîÿõ ó ïîâåðõíîñòè çàðÿæåí-
íûõ òåë, êàê ýòî èìååò ìåñòî ó òåë èç ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî çàðÿä ðàñïðåäåëåí íà ïîâåðõíîñòè òåë. Ðàçáèâàÿ çàðÿæåííûå ïîâåðõíîñòè
íà ýëåìåíòû ds, ìîæåì íàïèñàòü dq �  ds, ãäå  — ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çà-
ðÿäà. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ïðèíèìàåò âèä
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ds

r
s
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ïðè÷åì èíòåãðàë äîëæåí áûòü ðàñïðîñòðàíåí ïî âñåì çàðÿæåííûì ïîâåðõíî-
ñòÿì. Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî â îáúåìàõ, çàíÿòûõ ñàìèìè çàðÿæåííûìè òåëàìè,
íàõîäèòñÿ ïðîâîäÿùàÿ ñðåäà è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäà âî âñåì ïðîñòðàíñòâå íåîä-
íîðîäíà, â äàííîì ñëó÷àå íåñóùåñòâåííî, òàê êàê âíóòðè ïðîâîäÿùèõ òåë ïîëå
îòñóòñòâóåò. Ìû ìîãëè áû ìûñëåííî óáðàòü ïðîâîäÿùåå âåùåñòâî òåë, çàìåíèâ
åãî äèýëåêòðèêîì ñ ïðîíèöàåìîñòüþ � è ñîõðàíèâ âñå ïîâåðõíîñòíûå çàðÿäû
òåë. Ïðè ýòîì ïîëå îñòàëîñü áû áåç èçìåíåíèÿ.

Â ñëó÷àå êîãäà çàðÿä ðàñïðåäåëåí íà ïðîâîäàõ, äèàìåòð ñå÷åíèÿ êîòîðûõ ìàë
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèÿìè îò ïðîâîäîâ äî òî÷åê ïîëÿ, â êîòîðûõ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïîòåíöèàë, ìîæíî ñ÷èòàòü çàðÿä ñîñðåäîòî÷åííûì íà îñÿõ ïðîâîäîâ. Åñëè -—
ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà, òî dq � -dl è
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ïðè÷åì èíòåãðàë ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü âñåõ çàðÿæåííûõ ïðîâîäîâ.
Íàêîíåö, ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå n çàðÿäîâ, êîòîðûå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê

òî÷å÷íûå, èìååì
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Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå E � – grad U, ìîæåì çàïèñàòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ
äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:
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Çäåñü r — âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò òî÷êè ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿäà ê òî÷êå îïðå-
äåëåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ðàâíûé ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè.

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ôîðìóëàìè, ïðèâåäåííûìè â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå,
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè çàðÿ-
äû ðàñïðåäåëåíû â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëîé (*)
ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, åñëè äëèíà ïðîâîäîâ êîíå÷íà. Äåéñòâèòåëüíî, ýòà ôîðìóëà
îñíîâàíà íà âûðàæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî çàðÿäà, êîòîðîå ïîëó÷åíî â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîòåíöèàë áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê ðàâåí íóëþ. Îäíà-
êî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ áåñêîíå÷íî äëèííûõ ïðîâîäîâ ïîòåíöèàë â
áåñêîíå÷íîñòè íå ìîæåò áûòü ïðèíÿò ðàâíûì íóëþ, òàê êàê ïðè ýòîì íà âñåõ êî-
íå÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ ïîòåíöèàë ïîëó÷èëñÿ áû áåñêîíå÷íî áîëüøèì. Ñîîòâåòñò-

âåííî è èíòåãðàë
- dl

r
l

� â ïðèìåíåíèè ê áåñêîíå÷íî äëèííûì ïðîâîäàì âñþäó îá-

ðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îáúåìíîãî è ïîâåðõíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ

ïîòåíöèàë îñòàåòñÿ êîíå÷íûì è â òåõ òî÷êàõ, ãäå � èëè  íå ðàâíû íóëþ. Â ñëó-
÷àå æå ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ ïîòåíöèàë ñàìèõ çàðÿæåííûõ íèòåé,
åñëè ïðåäïîëîæèòü èõ áåñêîíå÷íî òîíêèìè, ïîëó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì.
Ïîýòîìó òî÷êè íèòåé äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ. Òî÷íî òàê æå
äëÿ ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ïîòåíöèàë îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êàõ,
ãäå ñîñðåäîòî÷åíû çàðÿäû. Ýòè òî÷êè òàêæå äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò òîëüêî îáúåìíîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ. Òåì íå
ìåíåå óñëîâíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåðõíîñòíîì, ëèíåéíîì èëè òî÷å÷íîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè çàðÿäîâ âåñüìà ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷.

24.4. Óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è Ëàïëàñà

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå
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z
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âûðàæàþùåå òåîðåìó Ãàóññà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå, âìåñòî âåëè÷èí Ex, Ey

è Ez èõ âûðàæåíèÿ ÷åðåç ïîòåíöèàë:

E
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x
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U

y
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z
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Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íîñèò íàçâàíèå ó ð à â í å í è ÿ Ï ó à ñ ñ î -
íà. Èíòåãðàë

U
dV

r
V

� �
1

4��
�

,

ïðèâåäåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà
â ñëó÷àå, êîãäà çàðÿäû ðàñïðåäåëåíû â êîíå÷íîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà.

Åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà îòñóòñòâóþò îáúåìíûå ýëåê-
òðè÷åñêèå çàðÿäû, òî óðàâíåíèå Ïóàññîíà ïîëó÷àåò âèä

�

�

�

�

�

�

2

2

2

2

2

2
0

U

x

U

y

U

z
� � �

è íàçûâàåòñÿ â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ó ð à â í å í è å ì Ë à ï ë à ñ à. Ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé Ïóàññîíà è Ëàïëàñà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàñõîæäå-
íèå ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà è ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå, íå çàâèñÿùåé îò âû-
áîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò:

div grad div gradU U� � �
�
�

; .0

Íåðåäêî ìîæíî âñòðåòèòü çàïèñü ëåâîé ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ
ñèìâîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà â âèäå )2U. Äåéñòâèòåëüíî,

) � � �
�

�
�

�

�
� � � �2

2 2

2

2

2

2

2
i j k
�
�

�
�

�
�

�

�

�

�

�

�x y z x y z

è, ñëåäîâàòåëüíî,

) � � �2
2

2

2

2

2

2
U

U

x

U

y

U

z

�

�

�

�

�

�
.

Îïåðàòîð )2 ÷àñòî îáîçíà÷àþò 
 è íàçûâàþò îïåðàòîðîì Ëàïëàñà èëè ëàïëà-
ñèàíîì. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è Ëàïëàñà ìîãóò áûòü íàïèñàíû
òàêæå â âèäå

) � � � � ) � �2 2 0 0U U U U
�
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èëè èëè
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24.5. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ

Òàê êàê â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå ýëåêòðè÷åñêèå òîêè îòñóòñòâóþò, òî èç ñîîò-
íîøåíèÿ J � ,E ñëåäóåò, ÷òî âíóòðè ïðîâîäíèêîâ (, � 0) âñþäó äîëæíî áûòü E � 0.
Èç âûðàæåíèÿ E � –grad U ïðè ýòîì ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðîâîäíèêà ïîòåí-
öèàë âñåõ åãî òî÷åê èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ ñóòü
ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, è ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
â äèýëåêòðèêå íîðìàëüíû ê íèì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En è Et íîðìàëüíóþ è êàñà-
òåëüíóþ ê ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà E â äèýëåêòðèêå îêî-
ëî ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ïîëÿ â äèýëåêòðèêå íà ïî-
âåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå U � const èëè, ÷òî òî æå

ñàìîå, Et � 0, E � En � – �U/�n. Ïðè ýòîì D � �E � – �
�
�
U

n
�  , ãäå  — ïëîòíîñòü

ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà.

24.6. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
äâóõ äèýëåêòðèêîâ

Íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ îäíîðîäíûõ è èçîòðîïíûõ äèýëåêòðèêîâ ñ àáñîëþòíû-
ìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè �1 è �2, íàõîäÿùèõñÿ â ýëåêòðè÷åñêîì
ïîëå (ðèñ. 24.5), íàïðÿæåííîñòü è ýëåêòðè÷åñêîå ñìåùåíèå êîòîðîãî óäîâëåò-
âîðÿþò óðàâíåíèÿì E ld

l

� � 0 è D sd
s

� � 0, ìîæåì (ñì. § 23.8), ïðèíèìàÿ X � E,

Y �D, a1 � �1, a2 � �2 íà îñíîâàíèè îòíîøåíèé (*), (**), çàïèñàòü óñëîâèÿ E1 sin �1 �
� E2 sin �2 è D1 cos �1 � D2 cos �2, âûðàæàþùèå íåïðåðûâíîñòü êàñàòåëüíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ âåêòîðà E è íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà D. Óñëîâèå ïðåëîì-
ëåíèÿ ëèíèé ïðèíèìàåò âèä:

tg

tg
1

2

�

�

�

�
� 1

2

.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íîðìàëüíû ê ïîâåðõ-
íîñòè ðàçäåëà (ðèñ. 24.6) äâóõ èçîòðîïíûõ ñðåä ñ àáñîëþòíûìè äèýëåêòðè÷åñêè-
ìè ïðîíèöàåìîñòÿìè �1 è �2. Âåêòîðû ñìåùåíèÿ áóäóò îäèíàêîâû â îáåèõ ñðå-
äàõ: D1 � D2, íî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñêà÷êîì èçìåíÿåò
ñâîå çíà÷åíèå, òàê êàê
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E
D

E
D

1
1

1

2
2

2

� � �
� �

.

Ïóñòü �1 > �2 è ñîîòâåòñòâåííî äèýëåêòðè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü 31 ïåðâîé
ñðåäû áîëüøå äèýëåêòðè÷åñêîé âîñïðèèì÷èâîñòè 32 âòîðîé. Òîãäà E1 < E2. Íà
ðèñ. 24.6 èçîáðàæåíî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîëå âåêòîðà E.

Ó ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ äèýëåêòðèêîâ èç ïåðâîé ñðåäû âûñòóïàþò ïîëî-
æèòåëüíûå çàðÿäû äèïîëåé è èç âòîðîé ñðåäû — îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû äèïî-
ëåé. Òàê êàê 31 > 32, òî ïîëîæèòåëüíûå çàðÿäû ïðåîáëàäàþò íàä îòðèöàòåëüíûìè
è â òîíêîì ñëîå ó ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà îáðàçóåòñÿ ñâÿçàííûé ïîëîæèòåëüíûé
çàðÿä. Ââèäó ÷ðåçâû÷àéíîé ìàëîñòè òîëùèíû ýòîãî ñëîÿ åãî çàðÿä ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïîâåðõíîñòíûé ñ ïëîòíîñòüþ  '. Ïðèìåíÿÿ ïîñòóëàò Ìàêñâåëëà
ê çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, ñëåä êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñ. 24.6 øòðèõîâîé ëèíè-
åé, ïîëó÷èì D1 � D2, òàê êàê ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ äè-
ýëåêòðèêîâ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî,

� � �0 1 1 0 2 2 0 2 1 1 2E P E P E E P P .� � � � � �èëè ( )

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ãàóññà â ôîðìå E sd
s

� �
q q� '

� 0

è ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî q � 0, áóäåì èìåòü

E sd
q

E s E s
q

s

� �
'

� � �
'

� �0 0

èëè 1 2 ,

îòêóäà

�  0 ( )E E
q

s
2 1� �

'
� ' .

Òàêèì îáðàçîì,  ' = P P .1 2�
Èòàê, âñëåäñòâèå íåîäèíàêîâîé ñïîñîáíîñòè

äèýëåêòðèêîâ ïîëÿðèçîâàòüñÿ íà èõ ïîâåðõíîñòè
âîçíèêàåò ñâÿçàííûé ïîâåðõíîñòíûé çàðÿä ñ ïëîò-
íîñòüþ, ðàâíîé ðàçíîñòè ïîëÿðèçîâàííîñòåé äè-
ýëåêòðèêà, èç êîòîðîãî ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïî-
ëÿ âûõîäÿò, è äèýëåêòðèêà, â êîòîðûé îíè âõî-
äÿò. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ëèíèè íàïðÿæåííî-
ñòè ïîëÿ ïîäõîäÿò ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïîä
íåêîòîðûì óãëîì,  ' ðàâíî, êàê íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ, ðàçíîñòè íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ
âåêòîðîâ P1 è P2.

Â âèäå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîíöåíòðè÷å-
ñêèé êàáåëü ñ íåñêîëüêèìè ñëîÿìè äèýëåêòðèêà
ñ ðàçíûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè
(ðèñ. 24.7). Âîîáðàçèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõ-
íîñòü ðàäèóñà r è äëèíû l, îñü êîòîðîé ñîâìåùå-
íà ñ îñüþ êàáåëÿ. Ïîòîê ñìåùåíèÿ ñêâîçü ýòó ïî-
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âåðõíîñòü ðàâåí çàðÿäó q � -l, ðàñïîëîæåííîìó íà îòðåçêå l âíóòðåííåãî ïðîâîäà
êàáåëÿ, ò. å. D sd

s

� � q � -l, ïðè÷åì - — ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà.

Òàê êàê íà âñåé ïîâåðõíîñòè ââèäó ñèììåòðèè D � const è âåêòîð D íîðìàëåí
ê ïîâåðõíîñòè, òî D sd

s

� � Ds � 2�rlD.

Èòàê,

D
r

�
-
�2

.

Íàïðÿæåííîñòü â k-ì ñëîå èçîëÿöèè ðàâíà

E
D

r
.k

k k

� �
�

-
� �2

Â ïðåäåëàõ êàæäîãî ñëîÿ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì r, ïðè
ïåðåõîäå æå ê ñëåäóþùåìó ñëîþ îíà èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì
�. Ýòîò ñêà÷îê ìû è ìîæåì îáúÿñíèòü ïîÿâëåíèåì ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõ-
íîñòè ðàçäåëà äâóõ ñëîåâ äèýëåêòðèêà.

Â êàæäîì ñëîå íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ó âíóòðåí-

íåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ, ðàâíîå Åkm �
-

� �2 rk k

, ïðè÷åì rk — âíóòðåííèé ðàäèóñ ñëîÿ.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êàáåëÿ ïîäîáðàòü âåëè÷èíû
rk�k äëÿ âñåõ ñëîåâ òàê, ÷òîáû âåëè÷èíû Åkm îòâå÷àëè äîïóñòèìûì çíà÷åíèÿì íà-
ïðÿæåííîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåêòðè÷åñêîé ïðî÷íîñòè ñëîåâ. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè äîïóñòèìàÿ ìàêñèìàëüíàÿ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ Åkm âî âñåõ ñëîÿõ îäèíàêî-
âà, òî ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ ê ñîáëþäåíèþ óñëîâèé:

r r r .k k1 1 2 2� � �� � � � �� � const

Ïðèìåíåíèåì ìíîãîñëîéíîé èçîëÿöèè äîñòèãàåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âûðàâíèâà-
íèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ âäîëü ðàäèóñà, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ ýïþðîé íà ðèñ. 24.7.

24.7. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ýëåêòðîñòàòèêè

Îáùåé çàäà÷åé ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî-
ñòè ïîëÿ âî âñåõ åãî òî÷êàõ ïî çàäàííûì çàðÿäàì èëè ïîòåíöèàëàì òåë. Äëÿ
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ îòûñêàíèåì ïîòåíöèàëà
êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò. Åñëè ïîëíîñòüþ çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ
çàðÿäîâ â îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé ñðåäå, òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìå-
òîäîì, èçëîæåííûì â § 24.3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ
ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîòåíöèàëà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ëàï-

ëàñà è ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ � ��
�
�

 
U

n
ïîâåðõíîñòè çàðÿæåííûõ ïðîâîäÿùèõ òåë.

Îäíàêî áîëüøåé ÷àñòüþ çàäà÷à îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Îáû÷íî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà çàðÿæåííûõ ïðîâîäÿùèõ òåë, îêðóæåííûõ äèýëåêòðèêîì,
â êîòîðîì îòñóòñòâóþò îáúåìíûå çàðÿäû. Çàäàíû ëèáî ïîòåíöèàëû âñåõ òåë: U1,
U2, …, Uk, …, ëèáî ïîëíûå çàðÿäû òåë: q1, q2, ..., qk. Ðàñïðåäåëåíèå æå çàðÿäîâ ïî
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ïîâåðõíîñòè êàæäîãî òåëà íåèçâåñòíî è ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Â ýòîì è çàêëþ-
÷àåòñÿ îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çàäà÷è. Òàêæå íåèçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ è ðàñïðåäåëå-
íèå ïîòåíöèàëà â ïðîñòðàíñòâå. Îñîáåííî óñëîæíÿåòñÿ çàäà÷à äëÿ íåîäíîðîä-
íîé èëè íåèçîòðîïíîé ñðåäû.

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì â êîíå÷íîì âèäå âîçìîæíî òîëü-
êî äëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ íàéòè ðåøåíèå
ïðè ïîìîùè èñêóññòâåííûõ ïðèåìîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÷ðåçâû÷àéíî âàæíî óñòàíî-
âèòü òå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå òðåáîâàíèÿ, ïðè óäîâëåòâîðåíèè êîòîðûõ
ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ýòèìè òðåáîâàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå:

1. Ïîëå â äèýëåêòðèêå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì:

rot div .E D E D� � �0 0; ;�

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå rot E � 0, êàê áûëî ïîêàçàíî â § 24.1, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñò-
âó E � –grad U.

Äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ
ïîòåíöèàëà U:

div div divgrad( ) ,� � � �E E� � � � � ) �U U2 0

ò. å. ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

�

�

�

�

�

�

2

2

2

2

2

2
0

U

x

U

y

U

z
.� � �

2. Ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùèõ òåë äîëæíû áûòü ïîâåðõíîñòÿìè ðàâíîãî ïîòåí-
öèàëà, ò. å. äëÿ êàæäîé òàêîé ïîâåðõíîñòè äîëæíî áûòü ñîáëþäåíî óñëîâèå
U � const; ýòîò æå ïîòåíöèàë òåëî èìååò, êîíå÷íî, è âî âñåì ñâîåì îáúåìå.

3. Ïîòåíöèàëû íà ïîâåðõíîñòè òåë äîëæíû áûòü ðàâíû çàäàííûì çíà÷åíèÿì Uk,
åñëè ïî óñëîâèÿì çàäà÷è èçâåñòíû ýòè ïîòåíöèàëû. Åñëè æå çàäàíû ïîëíûå çà-
ðÿäû òåë, òî äëÿ êàæäîãî òåëà äîëæíî áûòü óäîâëåòâîðåíî óñëîâèå

q ds
U

n
dsk

s sk k

� � �� � �
�
�

.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèå ýòèõ òðåáîâàíèé íå òîëüêî íåîáõîäèìî, íî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàäà÷à áûëà ðåøåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ýòî âàæíîå ïî-
ëîæåíèå ÷àñòî íàçûâàþò òåîðåìîé åäèíñòâåííîñòè.

24.8. Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ïîëå

Çàäà÷à ðàñ÷åòà âåñüìà óïðîùàåòñÿ, åñëè âñå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëå,
çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ êîîðäèíàò. Òàêîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ïîëå ñèñòåìû
èç íåñêîëüêèõ áåñêîíå÷íî äëèííûõ ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó öèëèíäðè÷åñêèõ
ïðîâîäîâ ñ çàðÿäàìè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè ïî èõ äëèíå. Äèýëåêòðèê
áóäåì ïðåäïîëàãàòü îäíîðîäíûì. Íàïðàâèì îñü OZ ïàðàëëåëüíî îñÿì ïðîâîäîâ.
Òîãäà âñå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ áóäóò ëåæàòü â ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ
ïëîñêîñòè XOY. Êàðòèíà ïîëÿ âî âñåõ ýòèõ ïëîñêîñòÿõ îäèíàêîâà, è äîñòàòî÷íî
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èññëåäîâàòü ïîëå òîëüêî â ïëîñêîñòè XOY. Ïîëå òàêîãî âèäà áóäåì íàçûâàòü
ï ë î ñ ê î ï à ð à ë ë å ë ü í û ì ï î ë å ì. Íà ðèñ. 24.8 èçîáðàæåíû ïîïåðå÷íûå ñå-
÷åíèÿ äâóõ ïðîâîäîâ è êàðòèíà ïîëÿ îêîëî íèõ. Ïîòåíöèàë ïëîñêîïàðàëëåëü-
íîãî ïîëÿ åñòü ôóíêöèÿ òîëüêî äâóõ êîîðäèíàò: x è y. Ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ïî-
òåíöèàëà ñóòü öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè
îñè OZ. Ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà â ïëîñêîñòè XOY îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè
âèäà

U x, y( ) .� const

Óñëîâèìñÿ íàíîñèòü íà ÷åðòåæå ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ÷åðåç òàêèå ïðî-
ìåæóòêè, ÷òîáû ïðè ïåðåõîäå îò ëþáîé ëèíèè ê ñîñåäíåé âñåãäà ïîëó÷àòü îäèíà-
êîâîå ïðèðàùåíèå 
U ïîòåíöèàëà.

Óðàâíåíèå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå ñëåäóþùèõ
ñîîáðàæåíèé. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíèÿ íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íà÷àëü-
íàÿ (ðèñ. 24.8). Ñîåäèíèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó M(x, y) ñ íåêîòîðîé òî÷êîé A íà÷àëüíîé
ëèíèè êðèâîëèíåéíûì îòðåçêîì MmA. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç 4E ïîòîê âåêòîðà E ñêâîçü ïî-
âåðõíîñòü, êîòîðóþ îïèñàë áû îòðåçîê MmA,
ïåðåìåùàÿñü ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå â íà-
ïðàâëåíèè îñè OZ è ïðîõîäÿ ïóòü l. Óñëî-
âèìñÿ ðàññìàòðèâàòü ïîòîê íà åäèíèöó äëè-
íû ïðîâîäîâ è ââåäåì îáîçíà÷åíèå V � 4E/l.

Âåëè÷èíà V, òàê æå êàê è âåëè÷èíà ïîòîêà4E, çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M,
ò. å. ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé åå êîîðäèíàò, ÷òî ìû çàïèøåì â âèäå V(x, y). ßñíî, ÷òî
äëÿ âñåõ òî÷åê M(x, y), ëåæàùèõ íà îäíîé è òîé æå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ,
ôóíêöèÿ V(x, y) èìååò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå

V x, y( ) ,� const

îïðåäåëÿþùåå ñîâîêóïíîñòü òàêèõ òî÷åê, è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ýòîé ëèíèè íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ôóíêöèþ V(x, y) íàçûâàþò ô ó í ê ö è å é ï î ò î ê à.

Ôóíêöèÿ V(x, y) ìíîãîçíà÷íà, òàê êàê åñëè îáîéòè ïî íåêîòîðîìó çàìêíó-
òîìó êîíòóðó ñå÷åíèå êàêîãî-ëèáî çàðÿæåííîãî ïðîâîäà, òî V ïîëó÷èò ïðèðà-
ùåíèå, ðàâíîå 
4E/l, ãäå 4E — ïîòîê ñêâîçü öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, îõâà-
òûâàþùóþ îòðåçîê ýòîãî ïðîâîäà äëèíîé l. Ýòà ìíîãîçíà÷íîñòü íå èìååò
ñóùåñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, òàê êàê íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, êàê ñåé÷àñ áóäåò ïîêàçà-
íî, îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V ïî êîîðäèíàòå è çíà÷åíèå ïî-
ñòîÿííîé ñëàãàþùåé ôóíêöèè íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè.

Óñëîâèìñÿ íàíîñèòü íà ÷åðòåæå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ òàê, ÷òîáû ïðè
ïåðåõîäå îò ëþáîé ëèíèè ê ñîñåäíåé âñåãäà ïîëó÷àòü îäíî è òî æå ïðèðàùåíèå

V ôóíêöèè ïîòîêà.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ U(x, y) � const è V(x, y) � const îïðåäåëÿþò äâà ñå-
ìåéñòâà êðèâûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ âñþäó ïîä ïðÿìûì óãëîì, ò. å. îáðàçóþùèõ â
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ïëîñêîñòè XOY îðòîãîíàëüíóþ ñåòêó. Ïóñòü dn — ýëåìåíò äëèíû ëèíèè íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ è da — ýëåìåíò äëèíû ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà. Î÷åâèäíî, âî
âñåõ òî÷êàõ ïîëÿ dn 5 da. Áóäåì ñ÷èòàòü êîîðäèíàòó n âîçðàñòàþùåé â íàïðàâëå-
íèè âåêòîðà E. Êîîðäèíàòó a áóäåì ñ÷èòàòü âîçðàñòàþùåé âëåâî îò âåêòîðà E
äëÿ íàáëþäàòåëÿ, ðàñïîëîæèâøåãîñÿ òàê, ÷òî äëÿ íåãî âåêòîð Å íàïðàâëåí ñíèçó
ââåðõ. Ïîòåíöèàë U óâåëè÷èâàåòñÿ â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ âåêòîðà Å, ò. å. â ñòîðî-
íó óìåíüøåíèÿ êîîðäèíàòû n. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ôóíêöèþ ïîòîêà V âîçðàñòàþ-
ùåé â òîì æå íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì óâåëè÷èâàåòñÿ à. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç U è V â ôîðìå

E
U

n

V

a
� � � �

�
�

�
�

. (*)

Ðàâåíñòâî E � – �U/�n íàì óæå çíàêîìî. Îíî ãîâîðèò, ÷òî âåëè÷èíà âåêòîðà Å
÷èñëåííî ðàâíà óìåíüøåíèþ ïîòåíöèàëà íà åäèíèöó äëèíû â íàïðàâëåíèè ëè-
íèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ñîîòíîøåíèå æå Å � �V/�a ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íàïðÿ-
æåííîñòü ïîëÿ ÷èñëåííî ðàâíà ïîòîêó âåêòîðà E, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç åäèíèöó
ïîâåðõíîñòè, íîðìàëüíîé ê ëèíèÿì íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Äàâàÿ ïðèðàùåíèå
òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòå a, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèå ïîòîêà da4E.
Ïîòîê da4E ïðîõîäèò ÷åðåç ïîâåðõíîñòü l da. Òàê êàê ýòà ïîâåðõíîñòü íîðìàëüíà
ê ëèíèÿì íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, òî

E
d

lda

d V

da

V

a
a E a� � �
4 �

�
.

Óðàâíåíèå (*) âûðàæåíî â ñèñòåìå êðèâîëèíåéíûõ îðòîãîíàëüíûõ êîîðäè-
íàò n è a, ãäå n îòñ÷èòûâàåòñÿ âäîëü ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è a — âäîëü ëè-
íèé ðàâíîãî ïîòåíöèàëà. Ïåðåõîäÿ ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì, íàïèøåì:
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(**)

Ðàâåíñòâà Åx � –
�
�
U

x
è Åy � –

�
�
U

y
áûëè óæå ïðèâåäåíû ðàíåå.

Ðàâåíñòâà Åx �
�
�
V

y
è Åy � –

�
�
V

x
âûòåêàþò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Äàäèì

ïðèðàùåíèå òîëüêî êîîðäèíàòå y. Ñêâîçü ïëîùàäêó l dy ïðîõîäèò ïîòîê
dy4E � � Exl dy. Îòñþäà èìååì

Ex �
d

l dy

y E4
�

d V

dy

y �
�
�
V

y
.

Çíàê ïëþñ (+) ñëåäóåò ïðèíÿòü ïîòîìó, ÷òî
V è y âîçðàñòàþò îáà âëåâî îò Åx (ðèñ. 24.9).
Äàâàÿ ïðèðàùåíèå òîëüêî êîîðäèíàòå x,
íàéäåì ñîîòâåòñòâåííî
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Çäåñü íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü çíàê ìèíóñ (–), òàê êàê V âîçðàñòàåò âëåâî, à x —
âïðàâî îò Åy (ñì. ðèñ. 24.9).

Îáå ôóíêöèè, U è V, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Ïðîäèôôåðåíöè-

ðîâàâ ïåðâîå óðàâíåíèå (**) åùå ðàç ïî x è âòîðîå åùå ðàç ïî y, ïîëó÷èì –
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Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå ôóíêöèè U è V, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîâîêóïíîñòè óðàâ-
íåíèé (**), óäîâëåòâîðÿþò è ïåðâîìó òðåáîâàíèþ, ñôîðìóëèðîâàííîìó â § 24.7.

Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû ïðîâîäíèêîâ ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü òàêîãî âèäà,
÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü âòîðîå òðåáîâàíèå — ïîñòîÿíñòâî ïîòåíöèàëà U íà ïî-
âåðõíîñòè êàæäîãî ïðîâîäíèêà.

Êðîìå òîãî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ â âûðàæåíèÿõ ôóíêöèé U è V íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü òðåòüå óñëîâèå — êîëè÷åñòâåííîå çàäàíèå ïîòåíöèàëîâ
èëè çàðÿäîâ ïðîâîäíèêîâ.

Ñîîòíîøåíèÿ (**) âïîëíå äîñòàòî÷íû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ, åñëè òåì èëè èíûì ñïîñîáîì íàéäåíà ëèáî ôóíêöèÿ U(x, y),
ëèáî ôóíêöèÿ V(x, y).

24.9. Ïðèìåíåíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ëèíèè íàïðÿæåííîñòè
ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ, êàê ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z � õ + jy,
â êîòîðîé ïî îñè àáñöèññ îòêëàäûâàþòñÿ âåùåñòâåííûå êîëè÷åñòâà (x), à ïî îñè
îðäèíàò — ìíèìûå êîëè÷åñòâà (jy). Íàçîâåì ýòó ïëîñêîñòü ïëîñêîñòüþ z. Êàæ-
äîé òî÷êå òàêîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò âïîëíå îïðåäåëåííîå êîìïëåêñíîå
÷èñëî z.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíóþ âåëè÷èíó ( � : + j#, ãäå :(x, y) è #(x, y) —
ôóíêöèè x è y.

Ãîâîðÿò, ÷òî ( åñòü ðåãóëÿðíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî z â íåêîòîðîé îáëàñòè, åñëè îíà îäíîçíà÷íà, íåïðåðûâíà è èìååò îïðå-

Ãëàâà 24. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå 47



äåëåííóþ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì
îáîçíà÷àþò ( � f(z).

Äàâàÿ ïåðåìåííîé z ïðèðàùåíèå 
z, ïîëó÷èì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè 
( �
� f(z + 
z) – f(z). Åñëè îòíîøåíèå 
(/
z ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó

lim lim
( ) ( )


 










z zz

f z z f z

z

d

d z� �
�

� �
�

0 0

( (

íåçàâèñèìî îò òîãî, ïî êàêîìó çàêîíó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ 
z, òî ýòîò ïðåäåë è íà-
çûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

Âûáèðàÿ ïðèðàùåíèå 
z îäèí ðàç â íàïðàâëåíèè îñè âåùåñòâåííûõ (
z � 
x),
äðóãîé ðàç — â íàïðàâëåíèè îñè ìíèìûõ (
z � j
y) êîëè÷åñòâ, ìîæåì íàïèñàòü
óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè â âèäå

d

dz

j

x

j

j yx

x x

y

y y( : # : #
�

�
�

�

� �
lim lim ,

 



 






 



0 0

ãäå 
x: è 
x# — èçìåíåíèå : è # ïðè èçìåíåíèè òîëüêî x íà âåëè÷èíó 
x; 
y: è

y# — òî æå ïðè èçìåíåíèè òîëüêî y íà âåëè÷èíó 
y. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíî â âèäå

d

dz x
j

x
j

y y

( �:
�

�#
�

�:
�

�#
�

� � � � � ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

�#
�

�:
�

�#
�

�:
�x y y x

� � �; .

Ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Êîøè—Ðèìàíà. Îíè íåîáõî-
äèìû è, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ( � f(z)
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z èìåëà îïðåäåëåííóþ ïðîèçâîäíóþ. Èç ýòèõ óðàâ-
íåíèé ïîëó÷àåì

� #

�

� :
� �

� #

�

� :

�

� #
� �

� :

�

2

2

2 2

2

2

2

2 2

2x y x y x y x y
� � � � � � �è

èëè

� #

�

� #

�

� :

�

� :

�

2

2

2

2

2

2

2

2
0 0

x y x y
� � � �è ,

ò. å. ôóíêöèè ((x, y) è #(x, y), à ñëåäîâàòåëüíî, è ôóíêöèÿ ( � : + j# óäîâëåòâîðÿ-
þò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Ñîïîñòàâëÿÿ óðàâíåíèÿ Êîøè–Ðèìàíà, ñâÿçûâàþùèå : è #, ñ óðàâíåíèÿìè
(**) â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, äàþùèìè ñâÿçü ìåæäó V è U, çàìå÷àåì èõ ïîëíîå
ñîîòâåòñòâèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæåì íåïîñðåäñòâåííî ïðèíÿòü : � V è # � U
è ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòü

( : #� � � � �j V jU f z( ).
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Ôóíêöèÿ ( � V + jU, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîé åñòü ôóíêöèÿ ïîòîêà, à ìíè-
ìàÿ — ïîòåíöèàë, íàçûâàåòñÿ ê î ì ï ë å ê ñ í û ì ï î ò å í ö è à ë î ì ï î ë ÿ.

Ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óðàâíå-
íèé:

E
U

x x
E

U

y y
x y� � � � � � � �

�
�

�#
�

�
�

�#
�

; .

Íåðåäêî èíòåðåñóþòñÿ òîëüêî ìîäóëåì E âåêòîðà E, òàê êàê âûíóæäåííîå ñî-
ñòîÿíèå äèýëåêòðèêà îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî çíà÷åíèåì íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ E èìååì ñîîòíîøåíèå

E E E
x y

x y� � � �

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�2 2

2 2
�#
�

�#
�

.

Íî, ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Êîøè—Ðèìàíà,
�#
�y

�
�:
�x

. Ñëåäîâàòåëüíî,

E
x x

d

dz
� �

�
�

�

�
� � �

�
�

�

�
� �

�#
�

�:
�

(
2 2

.

Èç âñåãî ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ðàñ÷åòà ïîëÿ ðåøåíà, åñëè íàéäåíà
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ( � f(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïî-
âåðõíîñòè ïðîâîäîâ, ò. å. òàêàÿ, ìíèìàÿ ÷àñòü êîòîðîé ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå
çíà÷åíèå íà êîíòóðå, îãðàíè÷èâàþùåì ñå÷åíèå ïðîâîäà. Óêàçàòü îáùèé ìåòîä
íàõîæäåíèÿ òàêîé ôóíêöèè äëÿ ëþáîé ôîðìû ñå÷åíèé ïðîâîäîâ íå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíûì.

Ïî çàäàííîé êîíôèãóðàöèè êîíòóðà ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ ôóíêöèÿ ( � f(z) ìî-
æåò áûòü íàéäåíà òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ôîðì ñå÷åíèé. Îäíàêî ìîæíî ïîéòè îá-
ðàòíûì ïóòåì. Èìåííî, èññëåäóÿ ðàçëè÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ìîæíî
íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîëÿ è ïîëó÷èòü òàêèì ïóòåì ðåøåíèÿ äëÿ ðÿäà êîí-
êðåòíûõ ñëó÷àåâ. Ýòî î÷åíü ñóùåñòâåííî, òàê êàê ñîçäàåò âîçìîæíîñòü ïðè
ñëîæíîé ôîðìå ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ, äëÿ êîòîðîé íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òî÷íîå
ðåøåíèå, ïîäîáðàòü áëèçêèé ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé òåîðåòè÷åñêè, è âûâîäû,
ïîëó÷åííûå èç ïîñëåäíåãî, ïðèáëèæåííî ïðèìåíèòü ê èññëåäóåìîìó ðåàëüíîìó
ñëó÷àþ.

24.10. Ïîëå óåäèíåííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ( � A j ln z + C, ãäå A — âåùåñòâåííàÿ âåëè-
÷èíà, à C � C1 + jC2.

Îáîçíà÷èâ z � re j�, ïîëó÷èì

( : # �� � � � � �j A j r A C jCln .1 2

Ïîëàãàÿ : � V è # � U, íàõîäèì

V A C U A r C� � � � �� 1 2; ln .
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Óðàâíåíèå ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ: V � const
èëè � � const. Óðàâíåíèå ëèíèé ðàâíîãî ïîòåíöèàëà:
U � const èëè r � const.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ( � A j ln z + C îïðåäåëÿ-
åò ïîëå, ëèíèè íàïðÿæåííîñòè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ëó-
÷àìè, èñõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ. 24.10).
Ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, è ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî
ïîòåíöèàëà — ïîâåðõíîñòÿìè êðóãîâûõ öèëèíäðîâ.
Åñëè ñîâìåñòèì ñ îäíîé èç ýòèõ ïîâåðõíîñòåé ïîâåðõ-

íîñòü çàðÿæåííîãî ïðîâîäà êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ, òî äëÿ ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà áó-
äåò óäîâëåòâîðåíî îñíîâíîå òðåáîâàíèå — ïîñòîÿíñòâî ïîòåíöèàëà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì
ïîòåíöèàëîì ïîëÿ âíå ïðîâîäà.

Ïîñòîÿííàÿ A îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî ïðè îáõîäå ïî çàìêíóòî-
ìó êîíòóðó âîêðóã ñå÷åíèÿ ïðîâîäà óãîë � âîçðàñòàåò íà 2�, à ôóíêöèÿ V ïîëó÷à-
åò ïðèðàùåíèå, ðàâíîå 4E /l, ãäå 4E — ïîòîê âåêòîðà Å ñêâîçü öèëèíäðè÷åñêóþ
ïîâåðõíîñòü, îõâàòûâàþùóþ îòðåçîê ïðîâîäà äëèíîé l. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãàóññà,
ýòîò ïîòîê äîëæåí áûòü ðàâåí îòíîøåíèþ çàðÿäà q îòðåçêà ïðîâîäà ê àáñîëþò-

íîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè � ñðåäû. Ñëåäîâàòåëüíî,
q

l�
� –A�2�

è À � �
q

l2��
� �

-
��2

, ïðè÷åì - — çàðÿä íà åäèíèöó äëèíû ïðîâîäà.

Èòàê,

V C U r C .� � � � �
-
��

�
-
��2 2

1 2; ln

Ïîñòîÿííûå C1 è C2 çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëüíîé ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ,
äëÿ êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ V � 0, è îò âûáîðà ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, íà êîòî-
ðîé ïðèíèìàåòñÿ U � 0.

Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ïðåäûäóùåãî ïàðà-
ãðàôà, ðàâíà

E
d

dz
j
z r

� � � �
( -

��
-
��2

1

2
.

Ïðèðàùåíèå 
U ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå îò ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, ïî-
ìå÷åííîé íîìåðîì $, ê ñîñåäíåé, ($ + 1)-é, ëèíèè, ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó äîïóùå-
íèþ, äîëæíî áûòü ïîñòîÿííûì, íå çàâèñÿùèì îò $:


U U U r r
r

r
� � � � � � � �� �

�
$ $ $ $

$

$

-
��

-
��1 1

1

2 2
(ln ln ) ln const,

ò. å.

r

r
B .$

$

� � �1 const
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Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ðàâíîãî ïîòåíöèàëà èçìåíÿþòñÿ â ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî.

Ïðèðàùåíèå 
V ôóíêöèè ïîòîêà ïðè ïåðåõîäå îò $-é ëèíèè íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ ê ($ + 1)-é ìû óñëîâèëèñü òàêæå ïðèíèìàòü îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ ïðîìå-
æóòêîâ ìåæäó ëèíèÿìè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ:


V V V� � � � �� �$ $ $ $
-
��

� �1 1
2

( ) ,const

îòêóäà

� � �$ $ $� � � �1 
 const,

ò. å. ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ äîëæíû îòñòîÿòü äðóã îò äðóãà íà ðàâíûå óãëû.
Íà ðèñ. 24.10 âû÷åð÷åíî ïîëå óåäèíåííîãî ïðîâîäà, ïðè÷åì ïðèíÿòî B � 1,5
è 
� � �/4.

Ïîëå âíå ïðîâîäà òàêîå æå, êàê åñëè áû âåñü çàðÿä ïðîâîäà áûë ñîñðåäîòî÷åí
íà åãî îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ óåäèíåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîâîäà ëþáîé ôîðìû ñå÷åíèÿ. Ëèíåéíûìè ïðîâîäàìè íàçûâàåì òà-
êèå, ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ñå÷åíèé êîòîðûõ âåñüìà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿ-
íèåì îò ïðîâîäîâ äî òî÷åê, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû îñü ïðîâîäà ïðîõîäèëà íå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, à ÷å-
ðåç òî÷êó z1 � x1 + j y1, òî ïîëå õàðàêòåðèçîâàëîñü áû ôóíêöèåé

(
-
��

� � � � � �V jU j z z C.
2

1ln( )

24.11. Ïîëå äâóõ ïëîñêîñòåé, ñõîäÿùèõñÿ ïîä óãëîì

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ ( � A ln z + C. Ïîëàãàÿ îïÿòü : � V è # � U, áóäåì
èìåòü

( �� � � � � �V jU A r jA C jCln .1 2

Óðàâíåíèå ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ V � A ln r + C1 � const, ò. å. r � const.
Óðàâíåíèå ëèíèé ðàâíîãî ïîòåíöèàëà U � A� + C2, ò. å. � � const.

Ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè, ëèíèè ðàâíî-
ãî ïîòåíöèàëà — ðàäèàëüíûå ïðÿìûå, è ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà —
ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îñü OZ. Ñîâìåñòèì ñ ëþáûìè äâóìÿ ïîâåðõíî-
ñòÿìè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ïîâåðõíîñòè äâóõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí, èìåþùèå
ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû, ðàâíûå ïî çíà÷åíèþ, íî ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó
(ðèñ. 24.11). Â íà÷àëå êîîðäèíàò ïëàñòèíû îòäåëåíû äðóã îò äðóãà âåñüìà òîí-
êèì ñëîåì äèýëåêòðèêà. Òàê êàê îñíîâíîå òðåáîâàíèå ïîñòîÿíñòâà ïîòåíöèàëà
íà ïîâåðõíîñòè êàæäîé ïëàñòèíû îêàçûâàåòñÿ óäîâëåòâîðåííûì, òî, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîëå òàêèõ ïëàñòèí õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàññìîòðåííîé ôóíêöèåé. Ïîñòî-
ÿííûå A è C2 íàéäåì èç óñëîâèé: U �C2 � U1 ïðè � � 0, U � A� + C2 � U2 ïðè � � �.

Ñëåäîâàòåëüíî, A� � U2 – U1, ãäå � — óãîë ìåæäó ïëàñòèíàìè. Êðîìå òîãî, ln r � 0
è C1 � V1 ïðè r � 1. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëå, èìååò âèä
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ò. å. òàê æå, êàê è äëÿ óåäèíåííîãî ïðîâîäà, îíà èçìåíÿåòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíî r.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ � � A ln z + C îòëè÷àåòñÿ îò ôóíêöèè,
ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, òîëüêî ìíîæèòåëåì j. Ýòî ïðèâîäèò ê
ïåðåìåíå ìåñòàìè U è V è ñîîòâåòñòâåííî ê ïåðåìåíå ìåñòàìè ëèíèé íàïðÿæåí-
íîñòè ïîëÿ è ëèíèé ðàâíîãî ïîòåíöèàëà (ñì. ðèñ. 24.10 è 24.11).

24.12. Ïîëå äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïåðåäà÷è

Ðàññìîòðèì âàæíûé äëÿ ïðàêòèêè ñëó÷àé — ïîëå äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïåðåäà-
÷è (ðèñ. 24.12). Ïðîâîäà, ðàñïîëîæåííûå äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè 2b, âíà÷à-
ëå áóäåì ñ÷èòàòü ëèíåéíûìè.

Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì íàëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñíîãî
ïîòåíöèàëà

(
-

��

-

��
� � � � � � � �V jU j z z j z z C1

1
2

2
2 2

ln( ) ln( ) ,

ãäå -1 è -2 — ëèíåéíûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ
ïðîâîäîâ; z1 è z2 — êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ ñ ïëîñêîñòüþ
XOY.

Ðàñïîëîæèâ îñè êîîðäèíàò òàê, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 24.12 (z1 � – b, z2 � + b), è ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî äëÿ äâóõïðîâîäíîé ëèíèè -1 � – -2 � -*
ïîëó÷àåì

(
-
��

� � � �
�
�

�

�
�

�

�
� �V jU j

z b

z b
C

2
ln .

Îáîçíà÷àÿ z + b � r e j
1

1� è z – b � r e j
2

2� , ãäå r1 è r2 — ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè z äî

îñåé ïðîâîäîâ è �1 è �2 — ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû ñ îñüþ OX, íàõîäèì
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Ïîëîæèâ C2 � 0, ïîëó÷àåì U � 0 ïðè r1 � r2, ò. å. ëèíèåé íóëåâîãî ïîòåíöèàëà
ïðè C2 � 0 ÿâëÿåòñÿ îñü îðäèíàò. Óðàâíåíèå ëþáîé ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà
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×òîáû ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëà ïðè ïåðåõîäå îò ëþáîé ëèíèè ðàâíîãî ïîòåí-
öèàëà ê ñîñåäíåé îñòàâàëîñü ïîñòîÿííûì, äîëæíî áûòü ñîáëþäåíî óñëîâèå
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ò. å. ÷èñëà k ïðè âîçðàñòàíèè ïîðÿäêîâîãî íîìåðà $ ëèíèé äîëæíû èçìåíÿòüñÿ â
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

k

k
B$

$

� � �1 const.

Ïîëîæèâ â âûðàæåíèè äëÿ ôóíêöèè ïîòîêà C1 � 0, ïîëó÷èì V � 0 ïðè �2 � �1,
ò. å. íà÷àëüíîé ëèíèåé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïðè C1 � 0 ÿâëÿþòñÿ ó÷àñòêè îñè
àáñöèññ, óõîäÿùèå îò ïðîâîäîâ â áåñêîíå÷íîñòü. Óðàâíåíèå ëþáîé ëèíèè íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ èìååò ôîðìó

V � � � � � � �
-
��

� � � � ;
2

2 1 2 1( ) const, èëè const

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äóãè îêðóæ-
íîñòè, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ïðîâîäàìè, ÷òî âèäíî íå-
ïîñðåäñòâåííî èç ðèñ. 24.13. Äåéñòâèòåëüíî, óãîë
QMP, ïîä êîòîðûì âèäåí îòðåçîê QP èç òî÷åê
M(x, y), ëåæàùèõ íà ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ðà-
âåí óãëó ; è îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Êîîðäèíàòû öåí-
òðà îêðóæíîñòè: 'x 0 � 0 è 'y0 � – b ctg 
. Òàê êàê óãëû
QO1F è QMP ðàâíû ìåæäó ñîáîé, êàê èçìåðÿåìûå
îäíîé è òîé æå äóãîé QSF, òî

' � � � �y b b0 ctg ctg( )� ; ;<

×òîáû ïîäðàçäåëèòü ïîëå íà òðóáêè ðàâíîãî ïîòîêà, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàçíîñòü

V � V$+ 1 – V$ îäèíàêîâîé äëÿ äâóõ ëþáûõ ñîñåäíèõ ëèíèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-
ìî ïðè ïåðåõîäå îò ëþáîé ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ê ñîñåäíåé èçìåíÿòü óãîë
; íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó 
;.

Íà ðèñ. 24.14 ïîñòðîåíà êàðòèíà ïîëÿ äâóõ ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ, ïðè÷åì ïðè-
íÿòî Â � 3 è 
; � �/6.

Ïðîâîäà ðåàëüíîé ëèíèè ïåðåäà÷è èìå-
þò êîíå÷íûå ñå÷åíèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå ýëåê-
òðè÷åñêîãî çàðÿäà ïî ïîâåðõíîñòè ïðîâîäîâ
ïðè ýòîì çàâèñèò îò ôîðìû èõ ñå÷åíèé è áó-
äåò íåðàâíîìåðíûì äàæå äëÿ ïðîâîäîâ
êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ïðèíÿòü âî
âíèìàíèå ïðèòÿæåíèå çàðÿäîâ ðàçíîãî çíà-
êà, ðàñïîëîæåííûõ íà ïðÿìîì è îáðàòíîì
ïðîâîäàõ. Ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà
äîëæíà èìåòü ìàêñèìóì â òî÷êàõ äâóõ ïðî-
âîäîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà êðàò÷àéøåì ðàñ-
ñòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Ðàñïðåäåëåíèå çàðÿ-
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äà ïî ïîâåðõíîñòè ïðîâîäîâ íåèçâåñòíî, ÷òî âåñüìà îñëîæíÿåò çàäà÷ó. Îäíàêî â
âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøå-
íà òî÷íî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî â ïîëå äâóõ ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ âñå ïîâåðõíîñòè
ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòÿìè êðóãëûõ öèëèíäðîâ. Âñåãäà ìîæ-
íî òàê ðàñïîëîæèòü îñè ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ, ÷òîáû äâå ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ïî-
òåíöèàëà ñîâïàëè ñ ïîâåðõíîñòÿìè ðåàëüíûõ ïðîâîäîâ (ñì. ðèñ. 24.14).

Ïîëå âíóòðè ìåòàëëè÷åñêèõ ïðîâîäîâ áóäåò îòñóòñòâîâàòü. Ïîëå æå â äèýëåê-
òðèêå ïðè òàêîé çàìåíå ðåàëüíûõ ïðîâîäîâ ýêâèâàëåíòíûìè èì ëèíåéíûìè îñ-
òàíåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ, òàê êàê ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåòñÿ îñíîâíîå ãðàíè÷íîå
óñëîâèå — ïîñòîÿíñòâî ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà. Òàêèì îáðàçîì, çà-
äà÷à ðàñ÷åòà ïîëÿ äâóõ ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ïîëî-
æåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ èì ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ èëè, êàê ãîâîðÿò, ê íàõîæäåíèþ
ý ë å ê ò ð è ÷ å ñ ê è õ î ñ å é ïðîâîäîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ðàññòîÿíèå ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè îñÿìè ïðîâîäîâ è ÷å-
ðåç h � D/2 ðàññòîÿíèå îò ãåîìåòðè÷åñêîé îñè äî ïëîñêîñòè íóëåâîãî ïîòåíöèà-
ëà. Ïóñòü x0 è R — êîîðäèíàòà öåíòðà è ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà,
ñîâïàäàþùåé ñ îêðóæíîñòüþ ñå÷åíèÿ ïðîâîäà. Èìååì h � | x0 | è ñîãëàñíî âûðà-
æåíèÿì äëÿ x0 è R ïîëó÷àåì

h
k

k
b R

k

k
b�

�

�
�

�

1

1

2

1

2

2 2
; .

Îòñþäà íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî h2 – R2 � b2 è, ñëåäîâàòåëüíî,

b h R� �2 2 .

Ýòà ôîðìóëà è äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ îñåé
ïî çàäàííûì ðàññòîÿíèþ D � 2h ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè îñÿìè è ðàäèóñó R ñå-
÷åíèé ïðîâîäîâ.

Íà ðèñ. 24.14 çàøòðèõîâàíû ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ îêîëî êîíòóðîâ ñå÷åíèé. Òàê
êàê ïîëå ïîäðàçäåëåíî íà òðóáêè ðàâíîãî ïîòîêà (
V � const), òî ãóñòîòà ëèíèé
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ âñþäó ïðîïîðöèîíàëüíà çíà÷åíèþ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ.
Êàðòèíà ïîëÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå, îò÷åòëèâî ïîêàçûâàåò, ÷òî íàïðÿæåí-
íîñòü ïîëÿ èìååò ìàêñèìóì â òî÷êàõ A1 è A2. Îêîëî ýòèõ òî÷åê äèýëåêòðèê íàõî-
äèòñÿ â íàèáîëåå íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè, è ïðè ïîâûøåíèè íàïðÿæåíèÿ ìåæäó
ïðîâîäàìè íàðóøåíèå ýëåêòðè÷åñêîé ïðî÷íîñòè äèýëåêòðèêà íà÷èíàåòñÿ èìåí-
íî â ýòèõ òî÷êàõ.

24.13. Ïîëå ïàðàëëåëüíûõ íåñîîñíûõ öèëèíäðîâ

Ðåøåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå çàäà÷à äëÿ äâóõ ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ äàåò
âîçìîæíîñòü íàéòè ïîëå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè íåñîîñíûìè öèëèíäðà-
ìè, èìåþùèìè êðóãëûå ñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ R1 è R2 (ðèñ. 24.15). Äåéñò-
âèòåëüíî, âñåãäà ìîæíî òàê ðàñïîëîæèòü îñè ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ, ÷òîáû â èõ
ïîëå äâå ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ñîâïàëè ñ ïîâåðõíîñòÿìè çàäàí-
íûõ ïðîâîäÿùèõ öèëèíäðîâ. Ïóñòü D — ðàññòîÿíèå ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè
îñÿìè öèëèíäðîâ, h1 è h2 — ðàññòîÿíèÿ îò ãåîìåòðè÷åñêèõ îñåé äî ïëîñêîñòè ïî-
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ñòîÿííîãî (íóëåâîãî) ïîòåíöèàëà, b —
ðàññòîÿíèå îò ýëåêòðè÷åñêèõ îñåé
äî ýòîé ïëîñêîñòè. Ñîãëàñíî ôîðìóëå

b � h R2 2� , ñïðàâåäëèâîé äëÿ êàæ-
äîãî ïðîâîäà, èìååì

b h R h R2
1
2

1
2

2
2

2
2� � � � ,

èëè

( )( ) .h h h h R R2 1 2 1 2
2

1
2� � � �

Ïðè ðàñïîëîæåíèè öèëèíäðîâ ñî-
ãëàñíî ðèñ. 24.15 èìååì h1 + h2 � D è,

ñëåäîâàòåëüíî, h2 – h1 �
R R

D
2
2

1
2�
.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

h
D R R

D
h

D R R

D
1

2
1
2

2
2

2

2
2
2

1
2

2 2
�

� �
�

� �
; .

Ïðè ðàñïîëîæåíèè öèëèíäðîâ îäèí âíóòðè äðóãîãî (ïîëîãî) (ðèñ. 24.16)

h2 – h1 � D, ñëåäîâàòåëüíî, h2 + h1 �
R R

D
2
2

1
2�
.

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

h
D R R

D
h

D R R

D
1

2
1
2

2
2

2

2
2
2

1
2

2 2
� �

� �
�

� �
; .

Âûðàæåíèÿ äëÿ h1 è h2 ìîæíî íàïèñàòü â îáùåì âèäå, ñïðàâåäëèâîì äëÿ îáî-
èõ ðàñïîëîæåíèé öèëèíäðîâ ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ðàäèóñîâ R1 è R2:

h
D R R

D

h
D R R

D

1

2
1
2

2
2

2

2
2
2

1
2

2

2

�
� �

�
� �

;

.

Èç ýòèõ ôîðìóë îïðåäåëÿåòñÿ
ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè íóëåâîãî
ïîòåíöèàëà, è èç ôîðìóëû

b � h R1
2

1
2� � h R2

2
2
2� íàõîäÿò-

ñÿ ïîëîæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ
îñåé, ò. å. ýêâèâàëåíòíûõ ëèíåé-
íûõ ïðîâîäîâ, ÷òî äàåò âîçìîæ-
íîñòü ïîñòðîèòü ïîëå ïî ìåòîäó,
èçëîæåííîìó â ïðåäûäóùåì ïà-
ðàãðàôå.
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24.14. Ïîëå ó êðàÿ ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z � A(ea( + a( ), ãäå a è A — âåùåñòâåííûå è ïîñòîÿííûå
âåëè÷èíû. Ïîëîæèâ ( � V + jU, áóäåì èìåòü

x jy A e aU je aU aV jaUaV aV� � � � �( cos sin ),

èëè

x A e aU aV y A e aU aUaV aV� � � �( cos ); ( sin ).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà aU � ± �, âûðàæåíèÿ äëÿ x è y ïðèîáðåòàþò âèä

x A aV e y AaV� � � =( ); .�

Ýòè óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò äâå ïîëóïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè OX. Äåéñòâè-
òåëüíî, êîîðäèíàòà x ïðè èçìåíåíèè ôóíêöèè ïîòîêà V èìååò îäèí ìàêñèìóì,
îïðåäåëÿåìûé èç óñëîâèÿ

dx

dV
Aa e VaV� � � �( ) , .1 0 0ò.å.

Ýòî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî xmax � –A.
Êðàéíèì çíà÷åíèÿì ôóíêöèè ïîòîêà V � –. è
V � +. ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå x � –.. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ïðè èçìåíåíèè ôóíêöèè ïîòîêà îò –. äî
+. êîîðäèíàòà x ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó
–. è –A. Êîîðäèíàòà æå y îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.
Îíà èìååò çíà÷åíèÿ: äëÿ îäíîé ïîëóïðÿìîé y1 �
� +A� è äëÿ äðóãîé y2 � –A�. Íà ðèñ. 24.17 èçî-
áðàæåíû ýòè ïîëóïðÿìûå. Îáîçíà÷èâ ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè ÷åðåç d, áóäåì èìåòü ó1 – y2 � 2A� � d è, ñëåäîâàòåëüíî, A � d/2�.

Îáíàðóæèâàåòñÿ çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî èññëåäóåìîé íàìè ôóíêöèè, à èìåí-
íî: äâå ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà îïðåäåëÿåìîãî åþ ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëü-
íûìè ïîëóïðÿìûìè. Ïîòåíöèàë îäíîé èç íèõ ðàâåí U1 � �/a, ïîòåíöèàë äðóãîé
èìååò çíà÷åíèå U2 � –�/a. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿííàÿ à îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ: U1 – U2 � 2�/a, îòêóäà

a
U U

.�
�
2

1 2

�

Åñëè çàìåòèì, ÷òî ýòè ïîëóïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäàìè â ïëîñêîñòè z äâóõ îã-
ðàíè÷åííûõ ñ îäíîé ñòîðîíû áåñêîíå÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëàñòèí, òî íàì ñòàíåò
ÿñíî, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò ïîëå ìåæäó ïëàñòèíàìè ïëîñêîãî
êîíäåíñàòîðà, îãðàíè÷åííûìè ñ îäíîé ñòîðîíû. Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ z
íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ A è a, ïîëó÷àåì

z
d

e
U U

U U� �
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

2

2
2

1 2

1 2

�
�

(
�

(

,
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ïðè÷åì ( � V + jU. Ïîëàãàÿ V � const � Vn è çàäàâàÿñü
ðÿäîì çíà÷åíèé U â èíòåðâàëå U2 < U < U1, ïîëó÷èì
ðÿä òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé ëèíèè íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ, ïî êîòîðûì è ìîæåì ïîñòðîèòü ýòó ëèíèþ. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ äðóãèõ ëèíèé ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó Vn

áóäåì èçìåíÿòü ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ëèíèè ê ñî-
ñåäíåé êàæäûé ðàç íà îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó 
V.

Ïîëàãàÿ U � const � Un, ïðè÷åì U2 < Un < U1, è çà-
äàâàÿñü ðÿäîì çíà÷åíèé V, íàéäåì òî÷êè, ïðèíàäëå-
æàùèå îäíîé è òîé æå ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà.
Ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ñòðîèì òàê, ÷òîáû äëÿ
ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ëèíèé èìåëî ìåñòî óñëîâèå


U � const. Íà ðèñ. 24.18 ïîñòðîåíî ïîëå ó êðàÿ ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà.
Âåñüìà ñóùåñòâåííî âûÿñíèòü, íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò êðàÿ êîíäåíñàòîðà

ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëå ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíûì. Ñ ýòîé öåëüþ íàéäåì ïîëîæåíèå
òîé òî÷êè íà îñè OX, â êîòîðîé íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ îòëè÷àåòñÿ íà 1% îò íàïðÿ-

æåííîñòè E0 �
U U

d
1 2�

îäíîðîäíîãî ïîëÿ. Íàïðÿæåííîñòü â ëþáîé òî÷êå ïîëÿ

èìååò çíà÷åíèå Å �
d

dz

(
. Ñëåäîâàòåëüíî,

1
1

E

dz

d
Aa ea� � �

(
( .

Íà îñè OX ïîòåíöèàë ðàâåí íóëþ, ÷òî íåòðóäíî óñìîòðåòü èç âûðàæåíèÿ äëÿ
êîîðäèíàòû y. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðèíÿòü â ýòîì âûðàæåíèè U � 0, òî ïîëó÷èì
y � 0. Ïîýòîìó äëÿ òî÷åê íà îñè OX èìååì z � V. Ïðèíÿâ åùå âî âíèìàíèå, ÷òî

Aa �
d

U U1 2�
�

1

0E
, ïîëó÷àåì äëÿ îñè OX óðàâíåíèå

1 1
1

0E E
eaV� �( ).

Ñòàëî áûòü,

E E

E

E

E e

e

e
.

aV

aV

aV

�
� � �

�
� � �

�
0

0 0

1
1

1
1

1

Ïîëàãàÿ
E E

E

� 0

0

� –0,01, ïîëó÷èì eaV � 0,0101 è aV � –4,60. Ââîäÿ ýòè ÷èñ-

ëîâûå çíà÷åíèÿ â âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòû x, êîòîðîå ïðè U � 0 èìååò âèä
x � A(eaV + aV), ïîëó÷àåì x 00–4,6A. Ðàññòîÿíèå èñêîìîé òî÷êè îò êðàÿ êîíäåí-
ñàòîðà ðàâíî (x – x0) � 3,6A, òàê êàê ðàññòîÿíèå êðàÿ ïëàñòèí îò îñè OY åñòü
x0 � –A. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé A, îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

x x
d

d� � �0 36
2

0 57, , .
�
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Òàêèì îáðàçîì, óæå íà ðàññòîÿíèè îò êðàÿ êîíäåí-
ñàòîðà, èìåþùåì ïîðÿäîê òîëùèíû äèýëåêòðèêà ìåæäó
ïëàñòèíàìè, ïîëå ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì ñ âåñüìà
âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Â ýòàëîííûõ âîçäóøíûõ êîíäåíñàòîðàõ, ðàññ÷èòàí-
íûõ íà âûñîêîå íàïðÿæåíèå, è â êîòîðûõ ðàññòîÿíèå ìå-
æäó ïëàñòèíàìè çíà÷èòåëüíî, äëÿ èñêëþ÷åíèÿ êðàåâîãî
ýôôåêòà âûäåëÿþò â êà÷åñòâå ðàáî÷åé ÷àñòè òîëüêî ñðåäíþþ ÷àñòü ïëàñòèíû
(ðèñ. 24.19). Êðàé ïëàñòèíû îáðàçóåò ïðè ýòîì òàê íàçûâàåìîå îõðàííîå êîëüöî,
èçîëèðîâàííîå îò ðàáî÷åé ÷àñòè ïëàñòèíû, íî èìåþùåå ïîòåíöèàë, ïî âîçìîæ-
íîñòè áëèçêèé ê ïîòåíöèàëó ðàáî÷åé ÷àñòè. Ïðîèçâåäåííûé ðàñ÷åò äàåò âîçìîæ-
íîñòü îïðåäåëèòü òðåáóåìóþ øèðèíó îõðàííîãî êîëüöà.

24.15. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû
ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ôîðìà ñå÷åíèé çàðÿæåííûõ ïðîâîäíèêîâ è èõ
âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå íàñòîëüêî ñëîæíû, ÷òî òî÷íûé àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò
ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëó÷àåò áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû ïîëÿ, êîòîðûé ðàçðàáîòàí äëÿ
ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ïîëåé è ïîëåé, îêðóæàþùèõ çàðÿæåííûå òåëà âðàùåíèÿ.

Íàèáîëåå ïðîñòî ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ.
Äîëæíû áûòü ñîáëþäåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà äîëæíû ïåðåñåêàòü-
ñÿ âñþäó ïîä ïðÿìûì óãëîì;

2) ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ äîëæíû áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíû ê êîíòóðàì, îã-
ðàíè÷èâàþùèì ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêîâ;

3) ÿ÷åéêè ñåòêè, îáðàçîâàííîé ëèíèÿìè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ëèíèÿìè ðàâíî-
ãî ïîòåíöèàëà, ïðè äîñòàòî÷íîé ãóñòîòå ñåòêè äîëæíû áûòü ïðèáëèçèòåëüíî ïî-
äîáíû äðóã äðóãó.

Òðåòüå óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ, ÷òîáû ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëà 
U
ïðè ïåðåõîäå îò ëþáîé ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ê ñîñåäíåé áûëî ïîñòîÿííûì
è ÷òîáû ïîëå áûëî ïîäðàçäåëåíî íà òðóáêè ðàâíîãî ïîòîêà, ò. å. ÷òîáû 
V � const.
Ïðè íàëè÷èè òàêîãî òðåáîâàíèÿ òðåòüå óñëîâèå âûòåêàåò èç óðàâíåíèé

E
U

n

V

a
.� � �

�
�

�
�

Åñëè îáîçíà÷èòü ñðåäíèå ðàçìåðû ÿ÷åéêè ñåòêè: 
n — ïî íàïðàâëåíèþ ëè-
íèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è 
a — ïî íàïðàâëåíèþ ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà
(ðèñ. 24.20), òî ýòè óðàâíåíèÿ ïðèáëèæåííî ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå

E
U

n

V

a
� � �











.

Ïðè óñëîâèÿõ 
U � const è 
V � const èìååì
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n

a
k� �1 const,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ãóñòîé ñåòêå åå
ÿ÷åéêè äîëæíû ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðèáëèçèòåëü-
íî ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíèêè, åñëè ôîðìà ÿ÷åéêè íå
ñëèøêîì èñêàæåíà êðèâèçíîé ëèíèé. Íî äàæå è ïðè
çíà÷èòåëüíîì èñêàæåíèè ÿ÷ååê, êîãäà òðóäíî ãîâî-
ðèòü îá èõ ïîäîáèè, ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âåñüìà
ïîìîãàåò ïðàâèëüíî ïîñòðîèòü êàðòèíó ïîëÿ. Îáû÷-
íî êàðòèíó ïîëÿ ðèñóþò íà ãëàç, ñòðåìÿñü óäîâëå-
òâîðèòü ïåðâîìó è âòîðîìó óñëîâèÿì, à çàòåì óæå
ïîñòåïåííî âíîñÿò èñïðàâëåíèÿ òàê, ÷òîáû óäîâëå-
òâîðèëîñü è òðåòüå óñëîâèå. Ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ îá-
ëåã÷åíèÿ ïîñòðîåíèÿ âûáèðàòü 
n � 
a. Íà ðèñ. 24.20

â âèäå ïðèìåðà ïîñòðîåíî ïîëå ìåæäó äâóìÿ ïðÿìîëèíåéíûìè ïðîâîäàìè ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, èìåþùèìè îäèíàêîâûå çàðÿäû ðàçíûõ çíàêîâ.

24.16. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
êàðòèíû ïîëÿ òåë âðàùåíèÿ

Ïîñòðîåíèå ïîëÿ, îáðàçîâàííîãî çàðÿæåííûìè òåëàìè âðàùåíèÿ ñ îáùåé îñüþ
âðàùåíèÿ, òàêæå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ãðàôè÷åñêèì ïóòåì. Ïîëå ñòðîÿò â îä-
íîé èç ìåðèäèàííûõ ïëîñêîñòåé. Â âèäå ïðèìåðà íà ðèñ. 24.21 ïîñòðîåíî ïîëå
îêîëî êðóãëîãî ñòåðæíÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç âûðåçàííîå â ïëàñòèíå êðóãëîå
îòâåðñòèå.

Ïåðâîå è âòîðîå óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ
â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, òðåòüå æå óñëîâèå, êàñàþ-
ùååñÿ ôîðìû ÿ÷ååê, íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ. Ïðè âðàùåíèè êàðòèíû ïîëÿ
âîêðóã îñè çàðÿæåííûõ òåë êàæäàÿ ëèíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ îïèøåò ïîâåðõ-
íîñòü âðàùåíèÿ. Ìîæíî óñëîâèòüñÿ âûáèðàòü ýòè ïîâåðõíîñòè òàê, ÷òîáû ïî-

òîê 
4E, ïðîõîäÿùèé ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïîâåðõ-
íîñòÿìè, âñþäó áûë îäèíàêîâ. Òîãäà, åñëè 
a — ñðåä-
íåå â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè ïîëÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè
ïîâåðõíîñòÿìè, îòñ÷èòûâàåìîå â ìåðèäèàííîé ïëîñêî-
ñòè ïî íàïðàâëåíèþ ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, è E —
ñðåäíåå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè â ïðåäåëàõ îòðåçêà 
a,
òî 
4E � 2�r
aE, ãäå r — ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû îòðåçêà

a äî îñè âðàùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
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4E � const, òî ïîëó÷àåì
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Òàêîìó ñîîòíîøåíèþ ïðèáëèçèòåëüíî è óäîâëåòâîðÿåò ïîëå, ïîñòðîåííîå íà
ðèñ. 24.21.

24.17. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû ïîëÿ
äëÿ íåîäíîðîäíîé èçîëèðóþùåé ñðåäû

Âñå âûøåèçëîæåííîå îòíîñèëîñü ê îäíîðîäíîé ñðåäå. Äîïóñòèì, ÷òî èçîëèðóþ-
ùàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ îäíîðîäíûõ äèýëåêòðèêîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà-
÷åíèÿìè �, ïðè÷åì ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ìåæäó äèýëåêòðèêàìè äëÿ ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè è äëÿ ïîëÿ òåë
âðàùåíèÿ — ïîâåðõíîñòÿìè âðàùåíèÿ âîêðóã îáùåé îñè. Ïðè ýòîì ëó÷øå èçî-
áðàæàòü íà ðèñóíêå íå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, à ëèíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìå-
ùåíèÿ, òàê êàê íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ äèýëåêòðèêîâ òðóáêè ñìåùåíèÿ íå
ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâà.

Òàê êàê D � �E è 
4D � �
4E, òî áóäåì èìåòü äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ
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,

ãäå 4>D � 4D/l — ïîòîê ñìåùåíèÿ, ðàññ÷èòàííûé íà åäèíèöó äëèíû ïðîâîäíè-
êîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå





n

a
kp� � 1,

ãäå k1 � const è �p — àáñîëþòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü â òîé îáëàñòè,
ãäå ñòðîèòñÿ ÿ÷åéêà ñåòêè ïîëÿ.

Äëÿ ïîëÿ òåë âðàùåíèÿ
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n
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r kp� � 2 ,

ãäå k2 � const.
Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå óñëîâèå ïðåëîìëåíèÿ ëèíèé

ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ äèýëåêòðèêîâ (ñì. § 24.6).

24.18. Òåëî èç äèýëåêòðèêà âî âíåøíåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò çàäà÷à î ðàñ÷åòå ïîëÿ â ñëó÷àå, êîãäà òåëî èç äè-
ýëåêòðèêà âíîñèòñÿ â çàäàííîå âíåøíåå ïîëå. Ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííûå ÷àñòè-
öû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ àòîìîâ è ìîëåêóë âåùåñòâà, ñìåùàþòñÿ â íàïðàâëåíèè
ïîëÿ, à îòðèöàòåëüíî çàðÿæåííûå ÷àñòèöû — â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.
Íà ïîâåðõíîñòè òåëà ïîÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûå çàðÿäû ðàçíûõ çíàêîâ. Ýòè ñâÿçàí-
íûå çàðÿäû ñîçäàþò ñâîå ïîëå êàê âíóòðè òåëà, òàê è âíå åãî. Íàïðÿæåííîñòü E
ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììîé íàïðÿæåííîñòè E0

âíåøíåãî ïîëÿ è íàïðÿæåííîñòè E1 ïîëÿ ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ. Òðóäíîñòü çàäà÷è

Ãëàâà 24. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå 61



çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëÿðèçàöèÿ âåùåñòâà, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñâÿçàííûå çà-
ðÿäû îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòèðóþùåé íàïðÿæåííîñòüþ E, êîòîðàÿ ñàìà çàâèñèò
îò ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ.

Åñëè òåëî èç äèýëåêòðèêà íàõîäèòñÿ â ñðåäå, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü
êîòîðîé ìåíüøå äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âåùåñòâà òåëà, òî âíóòðè òåëà
ïîëå ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ íàïðàâëåíî ïðîòèâ âíåøíåãî ïîëÿ. Ýòî íåòðóäíî óñìîò-
ðåòü èç ðèñ. 24.22. Òàêîå ïîëå ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ âíóòðè òåëà íàçûâàþò äåïîëÿ-
ðèçóþùèì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, è åãî íàïðÿæåííîñòü îáîçíà÷àþò ÷åðåç E?@.

Çàäà÷à ðàñ÷åòà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ òàêîå ïîëå, êîòîðîå, áóäó÷è íàëîæåííûì íà çà-
äàííîå âíåøíåå ïîëå, äàåò ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòè òåëà — ðàâåíñòâó êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà
E è ðàâåíñòâó íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà D ïî îáå ñòîðîíû ïîâåðõíî-
ñòè. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåí ïðîñòåéøèé ïðèìåð çàäà÷è òàêîãî òèïà.

24.19. Äèýëåêòðè÷åñêèé øàð âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ïîëå

Ïóñòü øàð èç äèýëåêòðèêà âíåñåí âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè
E0 , ñóùåñòâóþùåå â ïóñòîòå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî øàð ïîëÿðèçóåòñÿ îäíîðîäíî,
ò. å. ÷òî îäíîðîäíî ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå, ñîçäàþùåå ïîëÿðèçàöèþ, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îäíîðîäíî è äåïîëÿðèçóþùåå ïîëå.

Îáîçíà÷èì íàïðÿæåííîñòü äåïîëÿðèçóþùåãî ïîëÿ ÷åðåç E?@. Ñëåäîâàòåëüíî,
íàïðÿæåííîñòü ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ âíóòðè øàðà áóäåò

'' � � ?@E E E0 .

Íàïðàâèì îñü OZ â ñòîðîíó âíåøíåãî ïîëÿ (ðèñ. 24.23). Âñëåäñòâèå ñèììåò-
ðèè îòíîñèòåëüíî îñè OZ äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîëå â îäíîé ìåðèäèàííîé
ïëîñêîñòè.

Ïîòåíöèàë ''U âíóòðè øàðà íàéäåòñÿ èç óñëîâèÿ

'' � �
''
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'' � � '' �U E z const.
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Ïîëàãàÿ ''U � 0 ïðè z � 0 è çàìå÷àÿ, ÷òî z � r cos �, ïîëó÷èì

'' � � � ?@U E E r( ) cos .0 �

Ïðè ýòîì ñîñòàâëÿþùàÿ –E0 r cos � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë âíåøíåãî
ïîëÿ, à ñîñòàâëÿþùàÿ E?@ r cos � — ïîòåíöèàë ïîëÿ ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ âíóòðè
øàðà.

Âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíî ïîëÿðèçîâàííûé øàð ñîçäàåò ïîëå òà-
êîå æå, êàê ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü, ïîìåùåííûé â öåíòðå øàðà. Äåéñòâèòåëüíî,
íåïîëÿðèçîâàííûé äèýëåêòðè÷åñêèé øàð ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå êàê äâå íàëî-
æåííûå äðóã íà äðóãà ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûå ñôåðû ñ çàðÿäàìè, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííûìè ïî èõ îáúåìó. Ýòè çàðÿäû îáðàçóþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïîëîæè-
òåëüíûõ è ñîîòâåòñòâåííî îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â ñî-
ñòàâ ìîëåêóë äèýëåêòðèêà. Ïðè îäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèè âñå ìîëåêóëû ïîëÿðè-
çóþòñÿ îäèíàêîâî. Ïóñòü d — äëèíà îñåé ýëåìåíòàðíûõ äèïîëåé, ò. å. ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ñìåùàþòñÿ äðóã îò äðóãà â ìîëåêóëàõ çàðÿäû ïðîòèâîïî-
ëîæíûõ çíàêîâ. Âåñü ïîëÿðèçîâàííûé øàð ýêâèâàëåíòåí äâóì ðàâíîìåðíî è
ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûì ñôåðàì, ñìåùåííûì äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå d. Íî
êàæäàÿ ñôåðà ñîçäàåò âî âíåøíåì ïðîñòðàíñòâå òàêîå æå ïîëå, êàê åñëè áû âåñü
çàðÿä áûë ñîñðåäîòî÷åí â åå öåíòðå. Ñëåäîâàòåëüíî, äâå ñìåùåííûå îòíîñèòåëü-
íî äðóã äðóãà ñôåðû ýêâèâàëåíòíû äèïîëþ.

Òàê êàê ðàäèóñ R øàðà ìíîãî áîëüøå äëèíû d äèïîëÿ, òî âíå øàðà ïîòåíöèàë
ïîëÿ, âûçâàííîãî ïîëÿðèçàöèåé øàðà, îïðåäåëèòñÿ ïðèâåäåííîé â § 24.2 ôîðìó-

ëîé
p

r

cos �

��4 0
2
, ãäå p — ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò äèïîëÿ, ýêâèâàëåíòíîãî ïîëÿðèçî-

âàííîìó øàðó.
Íàëàãàÿ ýòîò ïîòåíöèàë íà ïîòåíöèàë âíåøíåãî îäíîðîäíîãî ïîëÿ, âíå øàðà

áóäåì èìåòü

' � � �U E r
p

r
0

0
24

cos
cos

.�
�

��

Îáîçíà÷èì ðåçóëüòèðóþùóþ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîå ñìåùåíèå
âíå øàðà 'E è 'D . Èñïîëüçóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè øàðà.
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Íàì óäàëîñü âûðàçèòü p è E ÷åðåç íàïðÿæåííîñòü E0 çàäàííîãî âíåøíåãî
ïîëÿ. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè øàðà óäîâëåòâîðÿþòñÿ äëÿ
âñåõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè, ò. å. äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ � ïðè r � R. Ñëåäîâàòåëüíî,
íàøå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî øàð â îäíîðîäíîì ïîëå ïîëÿðèçóåòñÿ îäíîðîäíî, ïðà-
âèëüíî.

Íåòðóäíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ ïî ïîâåðõíîñòè øàðà.
Èìåííî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü  ýòèõ çàðÿäîâ ðàâíà íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé âåêòîðà ïîëÿðèçîâàííîñòè:

 �� �P Pn cos ,
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Ìû íàøëè ðàñïðåäåëåíèå ñâÿçàííûõ çàðÿäîâ èç óñëîâèÿ, ÷òî øàð ïîëÿðèçî-
âàí îäíîðîäíî. Ìîæíî âûñêàçàòü îáðàòíîå ïîëîæåíèå, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñâÿ-
çàííûõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè øàðà ñ ïëîòíîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé cos �,
âûçûâàåò îäíîðîäíîå äåïîëÿðèçóþùåå ïîëå âíóòðè øàðà.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òàêèì æå çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì ïîëÿðèçîâàòüñÿ îäíîðîäíî âî âíåøíåì
îäíîðîäíîì ïîëå îáëàäàåò ýëëèïñîèä. Øàð ÿâëÿ-
åòñÿ åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì.

Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî òåëî ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû áóäåò ïîëÿðèçîâàòüñÿ â îäíîðîäíîì ïîëå
íåîäíîðîäíî. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, öèëèíäð êî-
íå÷íîé äëèíû, ïîìåùåííûé â îäíîðîäíîå ïîëå
òàê, ÷òî åãî îáðàçóþùèå ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëå-
íèåì ïîëÿ (ðèñ. 24.24). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
öèëèíäð ïîëÿðèçóåòñÿ îäíîðîäíî, òî ñâÿçàííûå
çàðÿäû ïîÿâÿòñÿ òîëüêî íà åãî òîðöàõ. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì ïîëå ñâÿçàííûõ çàðÿ-
äîâ íå ìîæåò áûòü âíóòðè öèëèíäðà îäíîðîäíûì, à ñëåäîâàòåëüíî, íåîäíîðîä-
íûì áóäåò è ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ îá îäíî-
ðîäíîé ïîëÿðèçàöèè.

24.20. Îáùèé ìåòîä ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ áûëè ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàñ÷å-
òà ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Â § 24.3 ïðèâåäåí îáùèé ìåòîä
îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà â îäíîðîäíîé ñðåäå ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿ-
äîâ. Â § 24.18 ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ñðåä íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà îä-
íîðîäíûõ ñðåä ïîÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûå çàðÿäû. Åñëè ñðåäà íåîäíîðîäíà, òî ïîä
âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ ñâÿçàííûå çàðÿäû ïîÿâëÿþòñÿ ïî âñåìó åå îáúåìó.
Ðàñïðåäåëåíèå ýòèõ çàðÿäîâ îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ, íî è ñàìèìè ñâÿçàííûìè çàðÿäàìè. Íàïîìíèì,
÷òî òðóäíîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëÿðè-
çàöèÿ âåùåñòâà, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñâÿçàííûå çàðÿäû îïðåäåëÿþòñÿ ðåçóëüòè-
ðóþùåé íàïðÿæåííîñòüþ E, êîòîðàÿ ñàìà çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ñâÿçàííûõ
çàðÿäîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà § 24.3 íåîáõîäèìî ïðèâåñòè íå-
îäíîðîäíóþ ñðåäó ê ýêâèâàëåíòíîé åé îäíîðîäíîé.

Äîïóñòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü s ðàçäåëÿåò îáúåì Vi ñ íåîäíîðîäíîé äèýëåêòðè-
÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �i(x, y, z), è îáúåì Ve ñ îäíîðîäíîé äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòüþ �e � const. Â îáúåìàõ Vi è Ve ðàñïðåäåëåíû çàðÿäû ñ îáúåìíîé
ïëîòíîñòüþ �i è �e ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 24.25).
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí ñâÿçàííûõ çà-
ðÿäîâ âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèÿìè

divD � �, D � �E èëè div div� � �E E E� � ) .

Òîãäà â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-

ìîñòüþ �i èìååì divE Ei
i

i i

i i� � �)
�

� �
�

1
, à â

ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �e

èìååì divE E�
�

� �
� �� � �)

�

� �
�

>
<

Äîïóñòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ðàñ÷åòà ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå
ìû õîòèì çàìåíèòü çàäà÷åé ðàñ÷åòà ïîëÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòüþ �. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò îïðåäåëèòü îáúåìíóþ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ íîâîìó çíà÷åíèþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè.

Äëÿ ñîõðàíåíèÿ íåèçìåííûìè âåëè÷èí divE i è divE e ïðè ïåðåõîäå ê îäíî-
ðîäíîé ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ � îáúåìíóþ ïëîòíîñòü �i çàðÿ-

äà ñëåäóåò óìíîæèòü íà âåëè÷èíó
�
� i

, à îáúåìíóþ ïëîòíîñòü �e çàðÿäà — íà âåëè-

÷èíó
�
� e

:

' � � ) � ' ��
�
�
�

�
�

� � �
i

i

i

i i iE (*)

â îáëàñòè Vi è ' ��
�
�
�e

e

e â îáëàñòè Ve.

Ïðè ñâåäåíèè ñðåäû ê îäíîðîäíîé íåîáõîäèìî àíàëî-
ãè÷íûì îáðàçîì ïðåîáðàçîâàòü ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü
 çàðÿäà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Äëÿ åå íàõîæäåíèÿ âîñ-
ïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì D sd q

s

� � (ðèñ. 24.26).

Íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè s ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåí-

íîñòè ïîëÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå ðàâíà �
 
�2

ñ îäíîé è �
 
�2

ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè.
Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä ìîæíî

ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè: îáðàçîâàííóþ âñåìè çàðÿäàìè çà èñêëþ÷åíèåì ïîâåðõ-
íîñòíîãî çàðÿäà, ðàñïîëîæåííîãî â ýòîé òî÷êå (En), è îáðàçîâàííóþ ïîâåðõíîñò-
íûì çàðÿäîì, ðàñïîëîæåííûì â ýòîé òî÷êå. Òîãäà íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñ îáåèõ ñòîðîí ïîâåðõíîñòè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

E E E Ene n ni n� � � �
 
�

 
�2 2

, .
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Åñëè èõ ïîäñòàâèòü â âûðàæàþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñîîòíîøåíèå �iEni �
� �eEne, òî ìîæíî íàéòè âåëè÷èíó  :

 �
� �

� �
�"�

�

�
�2 2i e

i e

n nE E , (**)

ãäå "
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� �
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�
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Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä îò íåîäíîðîäíîé ñðåäû ê îäíîðîäíîé ìîæíî âûïîë-
íèòü, åñëè â òî÷êàõ íåîäíîðîäíîñòè ïîìåñòèòü ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû, îáúåì -
íàÿ � è ïîâåðõíîñòíàÿ  ïëîòíîñòè êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç íåèçâåñòíûå
âåëè÷èíû E è En, êîòîðûå ñàìè çàâèñÿò íå òîëüêî îò çàäàííûõ ñòîðîííèõ, íî è îò
èñêîìûõ «âòîðè÷íûõ» çàðÿäîâ.

Äëÿ çàïèñè óðàâíåíèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò îáúåìíàÿ � è ïîâåðõíîñòíàÿ
 ïëîòíîñòè âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ, âûðàçèì âåëè÷èíû E è En ÷åðåç ïëîòíîñòè
çàäàííûõ è âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ (ñì. § 24.3):
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íàõîäèì âåëè÷èíó E , è ðàâíûé ðàññòîÿíèþ ìåæäó íèìè), E n � �E n è, ïîäñòàâ-
ëÿÿ èõ â ïîëó÷åííûå âûøå âûðàæåíèÿ (*), (**), íàõîäèì:

�
�

��
� �

��
 �

�
� � � �� �

grad grad gradi

i V

i
i

i s
r

dV
r

ds

i
4 4 43 3

r r

�

� �
��

�

i

i

V

i

i

e
e

V
r

dV
r

dV

i e

'
�

'
� �

r r
3 34

grad
,

 
"
�

 
"
�

�
"
�

�
"
�

� � � ' �� � �2 2 2 23 3 3

r n r n r n

r
d s

r
dV

r
dV

s V

i i

V

i

i i

'� � e

V

e
r

dV

e

r n
3

.

Ðåøàÿ ñèñòåìó èç äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîæåì îòðåäåëèòü ïëîòíî-
ñòè � è  çàðÿäîâ è ðàññ÷èòàòü íàïðÿæåííîñòü E ïîëÿ.

Â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå, êîãäà äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü �i âåùå-
ñòâà òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ñðåäå ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �e, èìååò îäèíàêîâîå çíà÷å-
íèå âî âñåõ òî÷êàõ, èìååì grad �i � 0, âñëåäñòâèå ÷åãî ïðè ïåðåõîäå ê îäíîðîäíîé
ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ � «âòîðè÷íûå» èñòî÷íèêè ðàçìåùåíû
òîëüêî íà ïîâåðõíîñòè s è ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ
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(ñì. ðèñ. 24.26), è îáîçíà÷àÿ ïðàâóþ

÷àñòü óðàâíåíèÿ ÷åðåç 2�"E0n, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî
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Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé è ìîæåò áûòü
íàéäåíî â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïî-
âåðõíîñòü ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé ëèáî ñôåðè÷åñêîé, ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ.

Ñâîéñòâà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíè-
ÿì òèïà Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, çàâèñÿò êàê îò êîýôôèöèåíòà ïðè âõîäÿùåé
ïîä çíàê èíòåãðàëà èñêîìîé ïëîòíîñòè çàðÿäà, íàçûâàåìîãî ÿäðîì, òàê è îò çíà-
÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ ". Ïðè ðàñ÷åòå òðåõìåðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÿäðî èìååò

âèä
cos( , )r n

r 2
, òîãäà êàê ïðè ðàññìîòðåíèè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ îíî, êàê

íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ñóòü
cos( , )r n

r
. Äëÿ äâóõìåðíûõ ïîëåé âõîäÿùèå â óðàâíå-

íèå èíòåãðàëû ïî îáúåìó ïåðåõîäÿò â ïîâåðõíîñòíûå, à èíòåãðàëû ïî ïîâåðõíî-
ñòÿì — â êîíòóðíûå.

Çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ " îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì äè-
ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé òåëà è îêðóæàþùåé åãî
ñðåäû è íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 0 B " B 1, ïðè÷åì êðàéíèå
çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè �i � 0 è � i � ..

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà áåñêîíå÷íî äëèííûé öèëèíäð ðàäèóñîì R èç
äèýëåêòðèêà ñ àáñîëþòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �i âíåñåí â ñðå-
äó ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �e. Ïðèíèìàÿ, ÷òî âíåøíåå ýëåêòðè-
÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ E0 íîðìàëüíî ê îñè öèëèíä-
ðà, ïðèâåäåì ñðåäó ê îäíîðîäíîé ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �e

(ðèñ. 24.27).

Ïîñêîëüêó íà êîíòóðå öèëèíäðà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
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Â äàííîì ñëó÷àå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ òðèâèàëüíî, òàê êàê âõîäÿùèé â
íåãî èíòåãðàë ðàâåí íóëþ âñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäîâ íà
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà:  � 2�e"E0n.

Ïðè óñëîâèè îäíîðîäíîñòè âíåøíåãî ïîëÿ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå E0n �
� E0 cos� è, ñëåäîâàòåëüíî,  � 2�e"E0 cos� .
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà ñîçäàåò âíóòðè öè-

ëèíäðà îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ E � �E0 �
� �

� �
i e

i e
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� 0 , â ñâÿ-

çè ñ ÷åì ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå âíóòðè öèëèíäðà òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì íà-

ïðÿæåííîñòüþ E � (1 – ") E0 �
2

0

�

� �
e

i e

E
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.

Ïðè �i 0 �e äåïîëÿðèçóþùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðàâëåíî íàâñòðå÷ó âíåø-
íåìó, ÷òî èìååò ìåñòî ïðè " 0 0.

Ðåøèì ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåííóþ â § 24.19 çàäà÷ó î
øàðå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �i, âíåñåííîì â îäíîðîäíîå ïîëå íà-
ïðÿæåííîñòüþ E 0 , ñóùåñòâóþùåì â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè øàðà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (***) ïîëó÷àåì

 
"
�

 
�"� ��4

2 0
R r

ds E
s

n .

Òàê êàê E0n � E0 cos �, òî, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè ïîëÿ âíóòðè øàðà,
áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå  �  m cos �.

Âû÷èñëèâ âõîäÿùèé â óðàâíåíèå èíòåãðàë
 � �

 �m

s

m
r

ds
Rcos

cos ,� �
4

3
íàõî-

äèì èñêîìóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà  �
"
"

�
� �

� �
��

�
�

�

�
6

3
3

2
0 0E Ei

i

ncos è íàïðÿæåí-

íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè øàðà: E E Ei
m

i

� � �
�0 0

3

3

2

 

�
�

� �
, ãäå

 

�
m

3
�

�
�

�
� ?@

� �

� �
&

&

C C
A D — íàïðÿæåííîñòü äåïîëÿðèçóþùåãî ïîëÿ.

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè âòîðè÷íûõ
èñòî÷íèêîâ ïðè íåîäíîðîäíîé ïîëÿðèçàöèè òåëà äàæå ïðè åãî ïðîñòîé ôîðìå
çàòðóäíèòåëüíî. Â òàêèõ çàäà÷àõ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàþò ÷èñëåííî.

24.21. Ïðîâîäÿùåå òåëî âî âíåøíåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå.
Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ýêðàíèðîâàíèå

Áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò òàêæå çàäà÷è, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâà-
þòñÿ çàðÿæåííûå èëè íåçàðÿæåííûå ïðîâîäÿùèå òåëà, âíåñåííûå â çàäàííîå
âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ïîëå âíóòðè ïðîâîäÿùåãî òåëà èñ÷åçàåò. Â ïðî-
ñòðàíñòâå âíå òåëà âíåøíåå ïîëå èçìåíÿåòñÿ. Íà ïîâåðõíîñòè òåëà íàâîäÿòñÿ
(èíäóöèðóþòñÿ) ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû. Ýòî íàçûâàåòñÿ ÿ â ë å í è å ì ý ë å ê -
ò ð î ñ ò à ò è ÷ å ñ ê î é è í ä ó ê ö è è. Íà ðèñ. 24.28 â âèäå ïðèìåðà ïîêàçàíî ðå-
çóëüòèðóþùåå ïîëå îêîëî ïðîâîäÿùåãî òåëà, âíåñåííîãî â ïîëå çàðÿæåííûõ
ïëàñòèí.
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Åñëè âíåñåííîå òåëî íå áûëî çàðÿæåíî, òî ñóììà íà-
âåäåííûõ íà íåì çàðÿäîâ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.
Ýòè çàðÿäû ðàñïðåäåëÿþòñÿ òàê, ÷òîáû èõ ïîëå âíóòðè
ïðîâîäÿùåãî òåëà â òî÷íîñòè ñêîìïåíñèðîâàëî ïîëå
âñåõ âíåøíèõ çàðÿäîâ. Íè÷òî íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïðî-
âîäÿùåå òåëî áóäåò ïîëûì — âî âñåé ïîëîñòè òåëà ïîëå
òàêæå áóäåò îòñóòñòâîâàòü. Ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì øè-
ðîêî ïîëüçóþòñÿ äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ýêðàíèðî-
âàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ è ýëå-

ìåíòîâ èçìåðèòåëüíûõ ñõåì îò âíåøíèõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé. Ñ ýòîé öåëüþ
ïðèáîðû ïîìåùàþò â çàìêíóòûå ìåòàëëè÷åñêèå îáîëî÷êè, íàçûâàåìûå ýêðàíà-
ìè. Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü ýêðàíû èç ìåëêîé ìåòàëëè÷å-
ñêîé ñåòêè.

Åñëè æåëàòåëüíî ïðèäàòü ñàìîìó ýêðàíó ïîòåíöèàë, ðàâíûé íóëþ, òî ýêðàí
ñîåäèíÿþò ñ çåìëåé. Ýòî áûâàåò ïîëåçíî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, åñëè îò ïðèáîðà,
çàêëþ÷åííîãî â ýêðàí, âûõîäÿò ïðîâîäíèêè ê âíåøíåé ñõåìå, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ
ïðè ïîòåíöèàëå, áëèçêîì ê ïîòåíöèàëó çåìëè.

Çàçåìëåííûé ýêðàí ñïîñîáåí â ðàâíîé ìåðå çàùèùàòü âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî
îò ïîëÿ çàðÿäîâ, ïîìåùåííûõ âíóòðè ýêðàíà.

Ïîäîáíóþ ýêðàíèðóþùóþ ðîëü èãðàåò çàùèòíàÿ ñâèíöîâàÿ îáîëî÷êà êàáå-
ëåé (ðèñ. 24.29, à). Ïîëå, ñóùåñòâóþùåå ìåæäó îòäåëüíûìè ïðîâîäàìè êàáåëÿ,
íå âûõîäèò çà ïðåäåëû ñâèíöîâîé îáîëî÷êè, è ýòèì èñêëþ÷àåòñÿ ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîå âëèÿíèå êàáåëÿ íà áëèçëåæàùèå ïðîâîäà ëèíèé ñâÿçè. Èíîãäà â êàáåëå
ýêðàíèðóþò êàæäûé ïðîâîä â îòäåëüíîñòè (ðèñ. 24.29, á), ÷åì äîñòèãàåòñÿ áîëåå
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ îêîëî êàæäîãî èç ïðîâîäîâ êàáåëÿ.

Èíòåðåñóÿñü ðåçóëüòèðóþùèì ïîëåì, êîòîðîå îáðàçóåòñÿ âíå ïðîâîäÿùåãî
òåëà, âíåñåííîãî âî âíåøíåå ïîëå, íàïðèìåð â ñëó÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 24.28,
ìû äîëæíû ðàññìàòðèâàòü ýòî ïîëå êàê ðåçóëüòàò íàëîæåíèÿ ïîëÿ íàâåäåííûõ
íà òåëå çàðÿäîâ íà çàäàííîå âíåøíåå ïîëå. Åñëè, êðîìå òîãî, âíåñåííîå òåëî èìå-
åò ñóììàðíûé çàðÿä, îòëè÷íûé îò íóëÿ, òî íåîáõîäèìî íàëîæèòü åùå è ïîëå ýòî-
ãî çàðÿäà.

Ïðèìåð ðàñ÷åòà ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ ïðèâåäåí â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

70 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ðèñ. 24.28

Ðèñ. 24.29



24.22. Ìåòàëëè÷åñêèé øàð âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ïîëå

Çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â § 24.19, ïîçâîëÿåò íàéòè ïîëå, îêðóæàþùåå ìåòàëëè÷å-
ñêèé øàð, âíåñåííûé âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ïîëå. Âíóòðè øàðà ïîëå äîëæíî
îòñóòñòâîâàòü, è ïîòåíöèàë â îáúåìå øàðà äîëæåí èìåòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, çàðÿäû, êîòîðûå íàâîäÿòñÿ íà ïîâåðõíîñòè øàðà, äîëæíû ñîçäà-
âàòü âíóòðè øàðà îäíîðîäíîå ïîëå, ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþùåå âíåøíåå ïîëå.
Êàê âûòåêàåò èç ðàññìîòðåíèÿ, ïðîèçâåäåííîãî â § 24.19, òàêîå ïîëå îáðàçóåòñÿ
çàðÿäàìè, ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëüíà cos �. Âî âíåø-
íåì ïðîñòðàíñòâå ýòè çàðÿäû ñîçäàþò ïîëå òàêîå æå, êàê ýêâèâàëåíòíûé äèïîëü,
ïîìåùåííûé â öåíòðå øàðà. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùàÿ íàñ çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê ðàññìîòðåííîé â § 24.19 çàäà÷å î äèýëåêòðè÷åñêîì øàðå, åñëè â íåé ïðèíÿòü

E� � E0 – E?@ � 0, ò. å. E?@ � E0 . Ñîãëàñíî ôîðìóëå E E?@ �
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� �
0

0

0
2

, ýòî ðàâåíñòâî

äîñòèãàåòñÿ â ïðåäåëå ïðè � � .. Ïîýòîìó ïîëÿ âåêòîðà E îäèíàêîâû äëÿ ìåòàë-
ëè÷åñêîãî øàðà è øàðà èç äèýëåêòðèêà ïðè � � .. Âíå øàðà â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäè-
íàêîâû è ïîëÿ âåêòîðà D. Îäíàêî âíóòðè øàðà èç äèýëåêòðèêà âåêòîð D è ïðè
� � . îñòàåòñÿ êîíå÷íûì è íå ðàâíûì íóëþ. Èìåííî, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà P � 3�0E

è E?@ � E0, èìååì

'' � '' � � �D E P P E� �0 0 03 .

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òðóáêè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ íåïðåðûâíû íà ãðà-
íèöå äèýëåêòðèêà è, ñãóùàÿñü âíóòðè òåëà ñ áîëüøîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòüþ, ïðîõîäÿò ÷åðåç òåëî áåç ðàçðûâîâ. Ñâÿçàííûå çàðÿäû íà ãðàíèöå äâóõ
äèýëåêòðèêîâ íå äàþò íà÷àëà íîâûì òðóáêàì ñìåùåíèÿ.

Âíóòðè æå ìåòàëëè÷åñêîãî òåëà èñ÷åçàåò íå òîëüêî ïîëå âåêòîðà E, íî è ïîëå
âåêòîðà D. Çàðÿäû, íàâåäåííûå íà ïîâåðõíîñòè òåëà, ÿâëÿþòñÿ òåïåðü ñâîáîäíû-
ìè, îáðàçîâàâøèìèñÿ âñëåäñòâèå êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòè òåëà. Òðóáêè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, ñóùåñòâóþùèå âíå òåëà, çàêàí÷èâàþòñÿ íà ýòèõ çàðÿäàõ è íå
ïðîíèêàþò âíóòðü òåëà. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðàññìîòðåíèå ïðîâîäíèêà êàê äè-
ýëåêòðèêà ñ � � ., ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì.

Áîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ âîêðóã çàðÿæåííîãî èëè
íåçàðÿæåííîãî ìåòàëëè÷åñêîãî òåëà, âíåñåííîãî âî âíåøíåå íåîäíîðîäíîå ïîëå.
Åå ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ôîðìàëüíî ðàñ-
ñìàòðèâàÿ äèýëåêòðèê êàê ïðîâîäíèê.

Ïðè �i � 0 èìååì " � 1, è óðàâíåíèå (***) § 24.20 äëÿ ñëó÷àÿ íåçàðÿæåííîãî
òåëà ïåðåõîäèò â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
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êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåííûõ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâî-
äÿùåãî òåëà ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ.
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Åñëè ïîìåùåííîå âî âíåøíåå ïîëå ïðîâîäÿùåå òåëî èìååò çàðÿä q, òî, ïðè-
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ó÷èòûâàþùåå çàðÿä òåëà.

24.23. Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé

Ðàñ÷åò ïîëÿ çàðÿæåííûõ ïðîâîäíèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ âáëèçè ïëîñêèõ ïîâåðõ-
íîñòåé, îãðàíè÷èâàþùèõ ïðîâîäÿùóþ ñðåäó, ñâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà çåð-
êàëüíûõ èçîáðàæåíèé ê ðàñ÷åòó ïîëÿ íåñêîëüêèõ ïðîâîäíèêîâ ïðè îòñóòñòâèè
ïðîâîäÿùåé ñðåäû.

Ðàññìîòðèì ïîëå ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäà, ðàñ-
ïîëîæåííîãî íà ðàññòîÿíèè h îò ïëîñêîé ïîâåðõíî-
ñòè ïðîâîäÿùåé ñðåäû (ðèñ. 24.30). Ýòî ñîîòâåòñò-
âóåò, íàïðèìåð, ïðîâîäó, ïîäâåøåííîìó íà âûñîòå h
íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè. Âñå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ, íà÷èíàþùèåñÿ íà ïîëîæèòåëüíî çàðÿæåííîì
ïðîâîäå, çàêàí÷èâàþòñÿ ó ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåé
ñðåäû, ãäå ïîÿâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàííûé îòðèöàòåëü-
íûé çàðÿä. Ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàðÿäîì ïðîâî-
äà, òàê è âñåì çàðÿäîì, ðàñïðåäåëåííûì ïî ïîâåðõ-

íîñòè ïðîâîäÿùåé ñðåäû. Ðàñïðåäåëåíèå èíäóöèðîâàííîãî çàðÿäà èç óñëîâèé
çàäà÷è íå èçâåñòíî è òàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ.

Íà ïåðâûé âçãëÿä çàäà÷à ðàñ÷åòà ïîëÿ â òàêîé ñèñòåìå êàæåòñÿ äîâîëüíî
ñëîæíîé. Îäíàêî îíà ðåøàåòñÿ âåñüìà ïðîñòî ïðè ïîìîùè ìåòîäà çåðêàëüíûõ
èçîáðàæåíèé. Óñòðàíèì ìûñëåííî ïðîâîäÿùóþ ñðåäó è çàìåíèì åå ïðîâîäîì,
ÿâëÿþùèìñÿ çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì ðåàëüíîãî ïðîâîäà â ïîâåðõíîñòè ðàçäå-
ëà è èìåþùèì çàðÿä òîé æå âåëè÷èíû, ÷òî è çàðÿä ðåàëüíîãî ïðîâîäà, íî ïðîòè-
âîïîëîæíîãî çíàêà (ðèñ. 24.30). Äåéñòâèòåëüíûé ïðîâîä è åãî çåðêàëüíîå èçîáðà-
æåíèå ñîñòàâëÿþò äâóõïðîâîäíóþ ëèíèþ, ïîëå êîòîðîé èçîáðàæåíî íà ðèñ. 24.14.
Èç ðèñ. 24.14 âèäíî, ÷òî ïëîñêîñòü, ðàñïîëîæåííàÿ ïîñåðåäèíå ìåæäó äåéñòâè-
òåëüíûì ïðîâîäîì è åãî çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ
ðàâíîãî ïîòåíöèàëà. Â äåéñòâèòåëüíûõ óñëîâèÿõ ïîâåðõíîñòü ïðîâîäÿùåé ñðå-
äû êàê ðàç ñîâïàäàåò ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ðàâíîãî
ïîòåíöèàëà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè çàìåíèòü ïðîâîäÿùóþ ñðåäó çåðêàëüíûì
èçîáðàæåíèåì ïðîâîäà ñ èçìåíåíèåì çíàêà çàðÿäà, òî â îáëàñòè íàä ïðîâîäÿùåé
ñðåäîé ïîëå îñòàíåòñÿ òàêèì æå, êàê è â äåéñòâèòåëüíûõ óñëîâèÿõ. Â ýòîì è çà-
êëþ÷àåòñÿ ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé.

Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì è ïðè ëþáîì ÷èñëå ïðîâîäîâ, ïðîòÿíóòûõ ïàðàëëåëüíî
äðóã äðóãó è ïàðàëëåëüíî ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ïðîâîäÿùóþ
ñðåäó (ðèñ. 24.31). Êàæäûé ïðîâîä äîëæåí áûòü çåðêàëüíî îòðàæåí â ïîâåðõíî-
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ñòè ïðîâîäÿùåé ñðåäû ñ èçìåíåíèåì çíàêà çàðÿäà, ïîñëå ÷åãî ïðîâîäÿùàÿ ñðåäà
ìîæåò áûòü ìûñëåííî óäàëåíà è ðàññìîòðåíî ïîëå ñîâîêóïíîñòè äåéñòâèòåëü-
íûõ ïðîâîäîâ è èõ çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé. Â òàêîì ïîëå ïëîñêîñòü, ðàñïîëî-
æåííàÿ íà ìåñòå ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåé ñðåäû, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ðàâíîãî
ïîòåíöèàëà, òàê êàê çàðÿäû ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ ðàçìåùåíû ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííîå òàêèì ïóòåì ïîëå è áó-
äåò äåéñòâèòåëüíûì ïîëåì â îáëàñòè íàä ïîâåðõíîñòüþ ïðîâîäÿùåé ñðåäû.

Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí, êîãäà ïðîâî-
äÿùàÿ ñðåäà îãðàíè÷åíà äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, ñõîäÿùèìèñÿ ïîä óãëîì � � �/n,
ãäå n — öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì óãîë � îòñ÷èòûâàåòñÿ â äèýëåêòðèêå, ãäå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ïîëå. Ðàçäåëèâ âñå ïðîñòðàíñòâî íà îäèíàêîâûå ÷àñòè ïëîñêîñòÿìè, ïåðå-
ñåêàþùèìèñÿ ïîä óãëîì � (ñì. ðèñ. 24.32), ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè n åñòü
öåëîå ÷èñëî, è ïîñëåäîâàòåëüíî îòðàæàÿ ïðîâîä â ýòèõ ïëîñêîñòÿõ, ïîëó÷èì ñèñ-
òåìó èç äåéñòâèòåëüíîãî ïðîâîäà è ñåðèè åãî çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé. Â ïîëå
òàêîé ñèñòåìû ïëîñêîñòè A – A' è B – B' ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè ðàâíîãî ïîòåí-
öèàëà, òàê êàê çàðÿäû ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ ðàçìåùåíû ñèììåòðè÷íî ïî îò-
íîøåíèþ ê íèì. Ïîýòîìó ïîëå ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîëåì
â òîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïîñëåäíåå ñóùåñòâóåò.

Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé â ïîëíîé ìåðå ïðèìåíèì è äëÿ çàðÿæåííûõ
òåë ëþáîé ôîðìû, ðàñïîëîæåííûõ â äèýëåêòðèêå îêîëî ïëîñêîñòåé, îãðàíè÷è-
âàþùèõ ïðîâîäÿùóþ ñðåäó. Åñòåñòâåííî, ïîëå ïðè ýòîì óæå íå áóäåò ïëîñêîïà-
ðàëëåëüíûì.

Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü òàêæå â óñëîâèÿõ, êîãäà
ïëîñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëÿåò äâå ñðåäû ñ ðàçëè÷íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðî-
íèöàåìîñòÿìè. Ïóñòü èñòî÷íèêîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûé çàðÿä q, ïîìåùåííûé â ñðåäå 1 ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �1 íà
ðàññòîÿíèè h îò ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä (ðèñ. 24.33).

Ïðè ñâåäåíèè ñðåäû ê îäíîðîäíîé ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �1 ïî-
ìåñòèì íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, ïëîòíîñòü êîòîðîãî, êàê
ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (**) § 24.20, ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå  � 2�1"E0n,
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òàê êàê ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè En( ) ïîëÿ, îáóñëîâëåííàÿ çàðÿäàìè íà
ïëîñêîñòè, îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ïðè �2 � ., ò. å. ïðè ôîðìàëüíîé çàìåíå äèýëåêòðèêà ïðîâîäíèêîì, èìååì
" � 1 è  � 2�1E0n. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòü E � E(q) + E( ) ïîëÿ â ïðîâîäÿùåé ñðå-
äå, îáóñëîâëåííàÿ çàðÿäîì q è ðàñïðåäåëåííûì íà ïëîñêîñòè çàðÿäîì, ðàâíà
íóëþ, òî E(q) � –E( ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ýêâèâàëåíò-
íî ïîëþ çàðÿäà –q. Ïîýòîìó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ñðåäå 1 îïðåäåëÿåòñÿ çàäàí-
íûì çàðÿäîì q è åãî çåðêàëüíî èçîáðàæåííûì çàðÿäîì q1 � –q, à ïîëå â ïðîâîäÿ-
ùåé ñðåäå — çàðÿäîì q è çàðÿäîì –q, êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ïîâåðõíîñòíîìó è
ïîìåùåí â òó æå òî÷êó â ñðåäå 1, ò. å. çàðÿäîì, ðàâíûì q2 � q – q � 0, ÷òî äàåò çíà-
÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå E � 0.

Ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè �2 èç âûðàæåíèÿ  � 2�1"E0n ñëåäóåò, ÷òî ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ýêâèâàëåíòíî ïîëþ çàðÿäà, ðàâíîãî –q "*
â ñâÿçè ñ ÷åì ïîëå â ñðåäå 1 ìîæíî íàéòè ïðè íàëîæåíèè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé

çàäàííîãî çàðÿäà q è çåðêàëüíî èçîáðàæåííîãî çàðÿäà q1� –q" � �
�

�

� �

� �
2 1

2 1

q.

Äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ â îáëàñòè 2 íåîäíîðîäíóþ ñðåäó çàìåíÿåì îäíîðîäíîé ñ äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �2, ïðè÷åì äëÿ ñîõðàíåíèÿ íåèçìåííîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî çàäàííûì çàðÿäîì q,

ïîñëåäíèé äîëæåí áûòü èçìåíåí è ñòàòü ðàâíûì q
�

�
2

1

. Ïîëå â ñðåäå 2 îïðåäåëÿ-

åòñÿ íàëîæåíèåì ïîëåé çàðÿäà q
�

�
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1
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Èçëîæåííûå ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþò ñèëó è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èñòî÷íèêîì
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, ðàñïðåäåëåííûé âäîëü ïðîâîäà ñ ëèíåéíîé
ïëîòíîñòüþ -< Â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ äîñòàòî÷íî çàìåíèòü âåëè÷èíó q íà -.

24.24. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè

Åñëè ïðîâîäíèêè îáëàäàþò ïðîñòîé ôîðìîé ïîâåðõíîñòè, íàïðèìåð ïëîñêîé,
öèëèíäðè÷åñêîé, ñôåðè÷åñêîé èëè êàêîé-ëèáî äðóãîé, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü
ïðîñòûì óðàâíåíèåì â ïîäõîäÿùå âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî ïðè ïîìî-
ùè àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ óäàåòñÿ ðàññ÷èòàòü ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïîëÿ. Îáû÷íî íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ çàäàþò çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà èëè ñî-
ñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîëÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå ìåæäó ýëåêòðîäàìè. Ïðè óñëîâèè, êîãäà
ïîëå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, åãî ìîæíî
èñêàòü ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà ðàçäåëåíèè ïåðå-
ìåííûõ óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñ÷åòà ïëîñêîïàðàëëåëüíî-
ãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî ñèñòåìîé çàðÿæåííûõ ýëåêòðî-
äîâ ïëîñêîé ôîðìû, ïîòåíöèàëû êîòîðûõ çàäàíû
(ðèñ. 24.34).

Ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîòåíöèàë U(x, y) â óðàâíå-
íèè Ëàïëàñà

�

�

�

�

2

2

2

2
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x
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y
� � 0

âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå U(x, y) � X Y, ãäå X(x) —
ôóíêöèÿ òîëüêî x è Y(y) — ôóíêöèÿ òîëüêî y. Ïðè çàìåíå U(x, y) ïðîèçâåäåíèåì
X Y óðàâíåíèå Ëàïëàñà ïðèíèìàåò âèä
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è ïîñëå åãî äåëåíèÿ íà X Y ïîëó÷àåì
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� � � �èëè .

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò x, à ïðàâàÿ —
òîëüêî îò y, òî îíî óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ x è y òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè è
ëåâàÿ è ïðàâàÿ åãî ÷àñòè ðàâíû íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå –"2. Ïðè ýòîì
ñïðàâåäëèâû äâà óðàâíåíèÿ:

d X

dx
X

d Y

dy
Y

2

2

2
2

2

20 0� � � �" ", ,

÷àñòíûå ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä

X C x C x Y C y C y� � � �1 2 3 4sin cos , ." " " "sh ch
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Âåëè÷èíà " è ïîñòîÿííûå C1, C2, C3, C4 âûáèðàþòñÿ òàêîâûìè, ÷òîáû áûëè
óäîâëåòâîðåíû çàäàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òàê, åñëè ïðè x � 0 è ïðè x � a èìå-
åò ìåñòî óñëîâèå U � 0, òî, ñëåäîâàòåëüíî, C2 � 0 è C1 sin "a � 0, îòêóäà âûòåêàåò,
÷òî " a � � n, ãäå n � 1, 2, 3, ... â ñèëó òîãî, ÷òî C1 � 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòîÿííàÿ " ìîæåò ïðèíèìàòü íå ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ,

à ëèøü çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó "n �
�n

a
è íàçûâàåìûå ñîáñòâåí-

íûìè ÷èñëàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè Xn, Yn íîñÿò íàçâàíèå ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çàïèøåì â âèäå

U x y D y D y xn n n n n

n

( , ) ( )sin ,� �
�

.

2 1 2
0

sh ch" " "

ãäå ÷åðåç D1n, D2n îáîçíà÷åíû âåëè÷èíû D1n � C1nC3n, D2n � C1nC4n. Âõîäÿùèå â
íåãî ïîñòîÿííûå D1n, D2n ñëåäóåò îïðåäåëèòü èñõîäÿ èç íåîáõîäèìîñòè óäîîâëå-
òâîðåíèÿ óñëîâèé: U � U1(x) ïðè y � 0, U � U2(x) ïðè y � b, êîòîðûå ïðèâîäÿò
ê ñîîòíîøåíèÿì
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Êîýôôèöèåíòû ðÿäà ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðÿäà Ôóðüå âûðàæåíèé:
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Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðÿäà
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" " " "sh ch
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ëèáî â âèäå ðÿäà
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U x y C x C x C y C yn n n n n n n n

n

( , ) ( )( )� � �
�

1 2 3 4sh ch sin cos" " " "
0

.

2 ,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì çàäà÷è (â ðàññìîòðåííîé
âûøå çàäà÷å ïî ôóíêöèÿì sin "nx).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, çàïèñàííîãî â öèëèíäðè÷åñêîé ëèáî èíîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò, òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà, îäíàêî ñîáñòâåí-
íûìè ôóíêöèÿìè òàêîãî ðåøåíèÿ áóäóò äðóãèå. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ âèäîì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé.

Ðåøåíèå U(x, y) èìååò âèä áåñêîíå÷íîãî ðÿäà, è ïðè ðàñ÷åòå ïîòåíöèàëà, íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ ëèáî èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê åìêîñòü, ñèëà, ïðè-
õîäèòñÿ îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ â íåì ÷ëåíîâ. Ìåòîä íàõîäèò ïðè-
ìåíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå â îáëàñòÿõ ñ ïðîñòîé ôîðìîé
ãðàíèö, òàê êàê ïðè äðóãèõ óñëîâèÿõ îí ñòàíîâèòñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì.

Î÷åâèäíûì íåäîñòàòêîì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, êðîìå òðóäîåìêî-
ñòè îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííàÿ çàâèñèìîñòü òî÷íîñòè ðåøåíèÿ îò êîëè÷åñòâà óäåðæèâàåìûõ ÷ëåíîâ
ðÿäà. Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ óäîâëåòâîðèòåëüíîé
òî÷íîñòüþ ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ìíîãèå äåñÿòêè ÷ëåíîâ ðÿäà. Êðîìå òîãî, ìå-
òîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ îãðàíè÷åí â îáëàñòè
ñâîåãî ïðèìåíåíèÿ â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ íàëè-
÷èÿ ïðîñòûõ ãðàíè÷íûõ êîíôèãóðàöèé.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, íàéäåì ïîòåíöèàë
â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (ðèñ. 24.35) ïðè óñëîâèÿõ
U � 0 ïðè x � 0, x � a, y � 0 è U � U0 ïðè y � b.

Èç óñëîâèÿ U1(x) � 0 ïðè y � 0 ïîëó÷àåì D2n � 0 (ñì. (*)), è èç óñëîâèÿ

U2 (x) � U0 �
�

.

2D b xn n n

n

1
0

sh sin" " ïðè y � b

D b
a

U x dx
U

n
nn n n
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1 0
0

0

2
1 3 5sh " "

E

�
� � �� sin , , , , . . .

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä

U x y
U
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ny
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n
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( , )
sin

, , , , . . .� �
�

.

2E

�

� �

�
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1 3 5
sh

sh

Íàéäåííûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà è çàäàííûì ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè y � b, x � 0 îí ðàâåí

U x b
U

n

nx

a
U n

n

( , ) sin , , , , . . .� � �
�

.

2E

�
�0

0
1

1 3 5
1

è îáðàùàåòñÿ â íóëü íà äðóãèõ ãðàíèöàõ îáëàñòè.

Ãëàâà 24. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå 77

Ðèñ. 24.35



24.25. ×èñëåííûé ðàñ÷åò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ
ìåòîäîì ñåòîê

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ïðè ïîìîùè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è ñïîñîáà èõ ïîëó÷åíèÿ ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àé ðàñ÷åòà ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â íåîäíî-
ðîäíîé ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ � � � (x, y).

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû äëÿ ñèñòåìû óçëîâ, ïðîèçâîëüíî
ðàçìåùåííûõ â äàííîé îáëàñòè. Îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàþò áîëüøèå òðóäíî-

ñòè ôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé è
èõ ðåøåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðà-
íåíèå ïîëó÷èëè ìåòîäû, ïðè êîòîðûõ óçëû 1, 2, 3,…
(ðèñ. 24.36) ðàñïîëàãàþòñÿ â âåðøèíàõ ñåòêè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ïðè ïåðåñå÷åíèè
âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé.

Åñëè ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ðàñïðåäåëåí â ïðîñòðàí-
ñòâå ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ � (x, y), òî óðàâíåíèå äëÿ
óçëà 0 ñåòêè D sd dV

s V

� �� � ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

� �( , ) ( , ) ( , ) ,x y E x y dl x y dsn

abcda S

� ��

ãäå En � �
�
�
U

n
— íîðìàëüíàÿ ê êîíòóðó ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-

ñêîãî ïîëÿ.
Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

÷åòûðåõ èíòåãðàëîâ âäîëü ïóòåé ab, bc, cd, da è âû÷èñëèòü èõ ïðèáëèæåííî, èñ-
ïîëüçóÿ èçâåñòíûå ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ. Ïðèìåíå-
íèå ìåòîäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì
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h
k Ux
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�
� �IVñð Iñð

4 2 0 1
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1 0
2 2

U1),

� � � � �( , )x y ds
h h h h h h h

s

� � � � �Iñð IIñð IIIñð IVñð
1 2 2 3 3 4

4 4 2
1 4

0
4

h
f� � ,

â êîòîðûõ âåëè÷èíû �Iñð, �IIñð, ..., �Iñð, ..., �IVñð ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ôóíêöèé � (x, y),
� (x, y) â ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷åéêàõ.
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Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå

k U k U k U k U U k fi

i

i

1 1 2 2 3 3 4 4 0
1

4

0� � � � �
�

�

2 (*)

âûðàæàåò èñêîìûé ïîòåíöèàë U0 ÷åðåç ïîòåíöèàëû ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ óçëîâ. ×èñ-
ëî âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå ïîòåíöèàëîâ áóäåò áîëüøèì, åñëè ïðèìåíèòü áîëåå
òî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ, âûðàæàÿ èõ íå òîëüêî ÷å-
ðåç ïîòåíöèàëû óçëîâ 1, 2, 3, 4, 0, íî òàêæå, íàïðèìåð, ÷åðåç ïîòåíöèàëû óçëîâ 5,
6, 7, 8.

Óðàâíåíèÿ âèäà (*) îáðàçóþò ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïîòåíöèàëîâ óçëîâ èçâåñòíûìè ìåòîäà-
ìè ðåøåíèÿ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Çàïèñûâàÿ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîé ôîðìå kU � F,
îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåò-
ñÿ ðåäêàÿ çàïîëíåííîñòü ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé âèäà (*) ñòðîêè ìàòðèöû ñîäåðæàò 5 îòëè÷íûõ îò
íóëÿ ýëåìåíòîâ, òàê ÷òî ïðè ïîëíîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ n2 êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ íå ïðåâûøàåò 5n. Ýòà îñîáåííîñòü ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò
ïðèìåíèòü ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ðåäêóþ çàïîëíåííîñòü
èõ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ.

Èçëîæåííûé âûøå ïîäõîä ïðèìåíèì äëÿ ðàñ÷åòà ïëîñêîìåðèäèàííûõ è
òðåõìåðíûõ ïîëåé. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ýëåìåíòû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ k âûðà-
æàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé.

24.26. Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê ðàñ÷åòó ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ðàíåå áûëî îòìå÷åíî (ñì. § 2.1, ò. 1), ÷òî çàòðà÷èâàåìàÿ âíåøíèìè èñòî÷íèêàìè
ýíåðãèÿ ïðè ñîçäàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ìèíèìàëüíà, åñëè ïðîöåññ ñîç-
äàíèÿ ýòèõ ïîëåé ïðîèñõîäèò áåç ïîòåðü ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, è ðàñïðåäåëå-
íèå ýíåðãèè â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëÿõ ïðîèñõîäèò òàê, ÷òîáû ïîòðåáëÿåìàÿ îò
èñòî÷íèêà ýíåðãèÿ áûëà ìèíèìàëüíîé.

Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàñ÷åòà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ïðèõîäèòñÿ îïåðè-
ðîâàòü òàêèìè ïîíÿòèÿìè, êàê ïîòåíöèàë è îïðåäåëÿåìûå èì ïðîèçâîäíûå âå-
ëè÷èíû, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû îï-
ðåäåëÿåìàÿ èìè ýíåðãèÿ ïîëÿ áûëà ìèíèìàëüíîé.

Èñõîäÿ èç ýòîãî ïðèíöèïà, êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÷åðåç òàêèì îáðàçîì ïîäîáðàííûå ôóíêöèè,
êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïðèíöèï ìèíèìóìà ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìîé íåêîòîðûì
ôóíêöèîíàëîì J.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà, ñâÿçàííàÿ ñ ìèíèìèçàöèåé ôóíêöèî-
íàëà J, íîñèò íàçâàíèå âàðèàöèîííîé, òàê êàê ïîòåíöèàë ðàçûñêèâàþò ïóòåì âà-
ðèàöèè ôóíêöèîíàëà è íàõîæäåíèÿ òàêèõ åãî çíà÷åíèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà.

Îäèí èç ïóòåé îòûñêàíèÿ ïîòåíöèàëà âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ñâÿçàí ñ ïðåä-
ñòàâëåíèåì åãî â âèäå èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà
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U(x, y, z) � a x y zn n

n

N

� ( , , )
�
2

1

,

ãäå an — ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòû, 	n — òàê íàçûâàåìûå áàçèñ-
íûå ôóíêöèè çàäàííîãî âèäà.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýíåðãèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäîâ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ �

ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå Wý � 0,5 � ( )gradU dV
V

2� ëèáî â ôîðìå Wý � 0,5 �U dV
V

� ,

ýíåðãåòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

J( ) ( )U U dV U dV
VV

� � �� � �grad 2 2 . (*)

Çäåñü ïåðâûé èíòåãðàë âûðàæàåò óäâîåííóþ, à âòîðîé — ó÷åòâåðåííóþ ýíåðãèþ
ïîëÿ.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ îáúåì V îãðàíè÷åí ïîâåðõíîñòüþ s, íà êîòîðîé çàäàí ïî-

òåíöèàë ëèáî åãî ïðîèçâîäíàÿ
�
�
U

n
ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Ïðè çàäàííîì íà

ïîâåðõíîñòè s ïîòåíöèàëå ìèíèìèçèðóåìûé ýíåðãåòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë èìååò

âèä (*), òîãäà êàê ïðè çàäàííîé íà íåé ôóíêöèè
�
�
U

n

J( ) [ ( , , )] ( , , ) ( , , )U U x y z dV U x y z dV U x y z
U

n
d� � �

�
�

� �grad 2 2 s
sVV

��� .

Êîýôôèöèåíòû an, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà U(x, y, z), ìîæåì

íàéòè èç óñëîâèÿ �
�

�J

an

0 (n � 1, 2, ..., N), ïîðîæäàþùåãî ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.
Ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáúåìå V ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ýíåðãèé,

çàêëþ÷åííûõ â åå îòäåëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ. Ýòî ïîçâîëÿåò â ïðåäåëàõ ýëå-
ìåíòîâ çàïèñàòü áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ.

Âèä è ñâîéñòâà âàðèàöèîííîãî ìåòîäà îïðåäåëÿþòñÿ áàçèñíûìè ôóíêöèÿ-
ìè 	. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè áàçèñíûå ôóíêöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòëè÷à-
åòñÿ îò íóëÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ ñâîåé ïîäîáëàñòè, íàçûâàåìîé êîíå÷íûì ýëåìåí-
òîì.

Ïðîñòåéøèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ýëåìåíòàìè íà ïëîñêîñòè ìîãóò áûòü çàïîë-
íÿþùèå åå òðåóãîëüíèêè, à â ïðîñòðàíñòâå – òåòðàýäðû. Âîçìîæíî èñïîëüçîâà-
íèå è äðóãèõ ïëîñêèõ è îáúåìíûõ ýëåìåíòîâ.

Õàðàêòåð èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà îïðåäåëÿåò îñîáåííîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïîòåíöèàëà âíóòðè ýëåìåíòà, îäíàêî êîëè÷åñòâî óçëîâ ýëåìåíòà (ãåîìåòðè-
÷åñêàÿ ôîðìà ýëåìåíòà) çàäàåò êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ýòîãî ïîëèíîìà íåçàâèñèìî
îò åãî ñòåïåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîëè÷åñòâî èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ èíòåð-
ïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà äîëæíî áûòü ðàâíûì ÷èñëó ïðèíàäëåæàùèõ ýëåìåíòó
óçëîâ.

×èñëî óçëîâ òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà ïðè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïîòåíöèàëà
U(x, y) � �0 + �1 x + �2 y äîëæíî áûòü ðàâíûì òðåì, òàê êàê ïîëèíîì ñîäåðæèò
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òðè êîýôôèöèåíòà. Êîýôôèöèåíòû �0, �1, �2 ñëåäóåò âûðàçèòü ÷åðåç ïîòåíöèà-
ëû óçëîâ (â äàííîì ñëó÷àå âåðøèí) ýëåìåíòà, ñâÿçàâ òåì ñàìûì âåëè÷èíû a1, a2,
a3 âûðàæåíèÿ U(x, y) = an n

n

�2 ñ êîýôôèöèåíòàìè �0, �1, �2.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

U x y

U x y

U x y

i i i

j j j

k k k

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

� � �

0 1 2

0 1 2

0 1 2

(çäåñü xi, yi, xj, yj, xk, yk – êîîðäèíàòû âåðøèí i, j, k ýëåìåíòà) îòíîñèòåëüíî âåëè-
÷èí �0, �1, �2, ïîëó÷àåì:

�

�

�

0

1

2

� � �

� � �

� � �

U b U b U b

U c U c U c

U d U d U d

i i j j k k

i i j j k k

i i j j k k ,

ãäå êîýôôèöèåíòû b, c, d îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà.
Ñîïîñòàâëåíèå âûðàæåíèé U(x, y) � �0 + �1 x + �2 y � Ui bi + Uj bj + Uk bk +

+ (Ui ci + Uj cj + Uk ck) x + (Ui di + Uj dj + Uk dk ) y è U(x, y) � ai 	 i(x, y)+ a j 	 j(x, y) +
+ ak 	k (x, y) ïîêàçûâàåò, ÷òî ai � Ui, aj � Uj, ak � Uk è 	i (x, y) � bi +ci x + di y,
	j (x, y) � bj + cj x + dj y, 	k (x, y) � bk + ck x + dk y.

Êàê âèäíî, áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ 	i (x, y) ðàâíà 1 â âåðøèíå i ýëåìåíòà è, ÿâëÿÿñü
ëèíåéíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò x, y, îáðàùàåòñÿ â íóëü â âåðøèíàõ j, k. Àíàëî-
ãè÷íûì ñâîéñòâîì õàðàêòåðèçóþòñÿ è áàçèñíûå ôóíêöèè 	j (x, y), 	k (x, y).

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíò èìååò p óçëîâ, ââåäåíèå ìàòðèö

GG �� GGò � GG�0, �1, …�p GG,
GGU GGò � GGU1, U2, …Up 

,
GGx GG � GG1, x, y, z, x2, y2, … GG,
GG �� GG � GG	1, 	2, …	pGG

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü âûðàæåíèå U x y( , ) � x �� è ïîñëå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
U X� ��* ãäå

X �

1

1

1

1 1 1 1
2

2 2 2 2
2

2

, , , , ,

, , , , ,

, , , ,

x y z x

x y z x

x y z xp p p p

�

�

�

�

,�

ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ p�p, íàéòè âåëè÷èíó �� � X–1 U è âûðàçèòü ïîòåíöèàë
U(x, y) ÷åðåç áàçèñíûå ôóíêöèè:

U(x, y) � x X-1 U � �� U.

Ðàññìîòðèì ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ïðè ðàñ÷åòå ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ôóíêöèîíàë J( ) ( )U U ds
s

� �� � grad 2

� �2 �Uds
s

ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ñóììû ôóíêöèîíàëîâ Je ýëåìåíòîâ. Îïðåäå-

ëèì âèä ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé
�

�
�

�
2 Je

ne

M

U
0

1

, n = 1, 2, ..., N,

ãäå M — ÷èñëî ýëåìåíòîâ îáëàñòè, N — ÷èñëî óçëîâ âíóòðè îá-
ëàñòè s.

Ïóñòü óçåë ñ íîìåðîì i ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ íåñêîëüêèõ
òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 24.37).

Ïðîèçâîäíàÿ
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�
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iU
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���
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U
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�
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�

�
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��
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a
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dsik
e i k i k

s

e

e

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�

�
�

�

�
��2 �

� � � �
,

f dsi
e

i e

se

� � �2 �� ,

ïîëó÷àåì

�

�
� � � �

Je

i

i i
e

i i j
e

j ik
e

k i
e

U
a U a U a U f .

Âõîäÿùèå â ýòî ñîîòíîøåíèå êîýôôèöèåíòû ïðè ïîòåíöèàëàõ âåðøèí ýëåìåí-
òîâ, êàê è âåëè÷èíó f i

e , îáû÷íî ðàññ÷èòûâàþò àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ýëåìåíò ñîäåðæèò òîëüêî òðè óçëà, ïðîèçâîäíûå âèäà
�

�

�

�

� �i i

x y
, ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû âû-

÷èñëÿþòñÿ îñîáåííî ïðîñòî.
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Ðèñ. 24.37



Ðàññ÷èòûâàÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèîíàëîâ âñåõ ýëåìåíòîâ îáëàñòè ïî ïîòåíöèà-
ëó óçëà i è ñóììèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû, íàõîäèì (ñì. ðèñ. 24.37)

k aii ii
e

e

� 2 , k aij ij
e

e

� 2 , k aik ik
e

e

� 2 , k ail il
e

e

� 2 , k aim im
e

e

� 2 , F fi i
e

e

� 2 .

Òàêèì îáðàçîì, i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû K ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
K U � F, ïîëó÷àåìàÿ ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèîíàëà ïî ïîòåíöèà-
ëó Ui óçëà i, â äàííîì ïðèìåðå, êîãäà óçåë i ÿâëÿåòñÿ îáùèì ëèøü äëÿ 5 ýëåìåí-
òîâ, ñóòü 0, 0, ...0, kii, kij, kik, kil, kim, kin, 0, ..., 0, 0, åñëè óçëû i, j, k, l, m, n íóìåðîâàíû
îäèí çà äðóãèì.

Ïîäîáíî ðàññìîòðåííîìó ìîæåì ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû äðóãèõ ñòðîê
ìàòðèöû K. Îíà èìååò, êàê ïðàâèëî, íå áîëåå 10% íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ,

òàê êàê ïðîèçâîäíûå
�

�

Je

iU
ôóíêöèîíàëîâ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íå âêëþ÷àþò â ñåáÿ

óçåë i, îáðàùàþòñÿ â íóëü. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìàòðèöà K ÿâëÿåòñÿ ðåäêîçàïîëíåí-
íîé, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíÿþò ñïåöèàëü-
íûå ýêîíîìè÷íûå ìåòîäû, ó÷èòûâàþùèå ýòî ñâîéñòâî ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ðåøèâ óðàâíåíèå KU � F, ìîæåì ðàññ÷èòàòü íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ âíóòðè ýëå-
ìåíòîâ, à òàêæå äðóãèå äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíÿþò ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïîëåé â íå-
îäíîðîäíûõ, àíèçîòðîïíûõ è íåëèíåéíûõ ñðåäàõ, êîãäà ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷å-
ñêèõ ðåøåíèé çàòðóäíèòåëüíî.
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Ãëàâà äâàäöàòü ïÿòàÿ

Ðàñ÷åò ýëåêòðè÷åñêîé åìêîñòè

25.1. Åìêîñòü ìåæäó êðóãëûìè öèëèíäðàìè.
Åìêîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïåðåäà÷è

Åìêîñòü ìåæäó äâóìÿ óåäèíåííûìè ïðîâîäÿùèìè òåëàìè ðàâíà îòíîøåíèþ çà-
ðÿäà q1 � q îäíîãî èç òåë ê ðàçíîñòè èõ ïîòåíöèàëîâ U1 – U2; ïðè÷åì ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî çàðÿäû òåë ðàâíû ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíà-
êó, ò. å. q2 � –q1 � –q. Âû÷èñëåíèå åìêîñòè ìåæäó äâóìÿ òåëàìè ñâîäèòñÿ ê
âû÷èñëåíèþ ðàçíîñòè èõ ïîòåíöèàëîâ â ýòèõ óñëîâèÿõ. Â êà÷åñòâå âàæíîãî ïðè-
ìåðà íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ åìêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè êðóãëûìè
ïðîâîäÿùèìè öèëèíäðàìè. Öèëèíäðû áóäåì ïðåäïîëàãàòü áåñêîíå÷íî äëèííû-
ìè, åìêîñòü áóäåì îïðåäåëÿòü ìåæäó èõ îòðåçêàìè äëèíîé l. Â §§ 24.12 è 24.13
áûëî èññëåäîâàíî ïîëå òàêèõ öèëèíäðîâ.

Ïîòåíöèàë â íåêîòîðîé òî÷êå, óäàëåííîé íà ðàññòîÿíèÿ r1 è r2 îò ýëåêòðè÷å-
ñêèõ îñåé öèëèíäðîâ (ñì. ðèñ. 24.12 è 24.15), îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

U
r

r
C k C� � � �

-
��

-
��2 2

2

1

2 2ln ln .

Íàñ èíòåðåñóåò ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ñàìèõ öèëèíäðîâ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïîòåíöèàëîâ öèëèíäðîâ âûáåðåì íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ òî÷êè, íàïðèìåð íàèáîëåå
áëèçêèå äðóã ê äðóãó òî÷êè A1 è A2 (ñì. ðèñ. 24.14 è 24.15). Ïóñòü k1 — çíà÷åíèå
îòíîøåíèÿ r2/r1 äëÿ òî÷êè A1 è ñîîòâåòñòâåííî k2 — çíà÷åíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ
äëÿ òî÷êè A2. Èìååì

U U
k

k
1 2

1

22
� �

-
��

ln .

Òàê êàê q � -l, òî

C
q

U U

l

k

k

�
�

�
1 2 1

2

2 ��

ln

.

Îòíîøåíèå r2/r1 äëÿ ëþáîé òî÷êè ïîëÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ðàäèóñ R
îêðóæíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó (ñì. ðèñ. 24.12),
è ÷åðåç ðàññòîÿíèå h � | x0 | îò öåíòðà ýòîé îêðóæíîñòè äî ïëîñêîñòè ïîñòîÿííîãî
ïîòåíöèàëà (íà ðèñ. 24.12 — äî ïëîñêîñòè íóëåâîãî ïîòåíöèàëà). Âîñïîëüçîâàâ-

øèñü ôîðìóëàìè h
k

k
b�

�

�

1

1

2

2
è R
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k
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2

1 2
, ïðèâåäåííûìè â § 24.12, ïîëó÷àåì
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2

, îòêóäà k2 – 2
h

R
k + 1 � 0 è

k
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R
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R
� = �

2

2
1.



Çíàê ïëþñ ñëåäóåò áðàòü ïðè k > 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ r2 > r1, ò. å. ðàñ-
ïîëîæåíèþ îêðóæíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ñëåâà îò ïëîñêîñòè U � const (ñì.
ðèñ. 24.15). Çíàê ìèíóñ ñëåäóåò áðàòü ïðè k < 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëîæå-
íèþ îêðóæíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ñïðàâà îò ïëîñêîñòè U � const.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1. Åìêîñòü êðóãëîãî öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè
(ðèñ. 25.1).

Äëÿ ïëîñêîñòè ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà k2 � r2/r1 � 1,
òàê êàê ýòà ïëîñêîñòü ðàñïîëîæåíà ïîñåðåäèíå ìåæäó
ýëåêòðè÷åñêèìè îñÿìè (ñì. ðèñ. 24.12). Ñëåäîâàòåëüíî,
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Çäåñü h — ðàññòîÿíèå îò îñè öèëèíäðà äî ïëîñêîñòè è R — ðàäèóñ öèëèíäðà. Ïî-
ëó÷åííîé ôîðìóëîé ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ åìêîñòè îòíîñèòåëü-
íî çåìëè ïðîâîäà, ïîäâåøåííîãî íà âûñîòå h ïàðàëëåëüíî ïîâåðõíîñòè çåìëè.
Òàê êàê îáû÷íî h 00R, òî ïðèáëèæåííî
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.

2. Åìêîñòü ìåæäó íåñîîñíûìè, íå îõâàòûâàþùèìè äðóã
äðóãà êðóãëûìè öèëèíäðàìè (ðèñ. 25.2).

Èìååì k1 > 1 è k2 < 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåä çíàêîì
êâàäðàòíîãî êîðíÿ â ôîðìóëå äëÿ k1 íàäî âçÿòü çíàê ïëþñ,
à äëÿ k2 — çíàê ìèíóñ. Òàêèì îáðàçîì,
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x ñóùåñòâóåò òîæäåñòâî
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x x
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ìîæåì ïåðåïèñàòü ôîðìóëó äëÿ åìêîñòè ìåæäó öèëèíäðàìè â âèäå
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Ðèñ. 25.2



Âåëè÷èíû h1 è h2 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ðàññòîÿíèå ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè
îñÿìè öèëèíäðîâ è ÷åðåç èõ ðàäèóñû R1 è R2 ïî ôîðìóëàì:

h
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âûâåäåííûì â § 24.13.
Äëÿ äâóõ öèëèíäðîâ îäèíàêîâûõ ðàäèóñîâ èìååì R1 � R2 � R è h1 � h2 � D/2.

Ôîðìóëà äëÿ åìêîñòè ïðè ýòîì ïðèíèìàåò âèä
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3. Åìêîñòü ìåæäó òîíêèìè ïðîâîäàìè. Åìêîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïåðåäà-
÷è.

Åñëè R1 HH D è R2 HH D, òî, ñîãëàñíî ôîðìóëàì äëÿ h1 è h2, èìååì
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h
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Ïîýòîìó ôîðìóëà äëÿ åìêîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïðèáëèæåííîé ôîðìå:
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Åñëè ðàäèóñû ïðîâîäîâ îäèíàêîâû: R1 � R2 � R, êàê ýòî îáû÷íî èìååò ìåñòî
äëÿ äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïåðåäà÷è, òî ïîëó÷àåì
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4. Åìêîñòü ìåæäó íåñîîñíûìè, îõâàòûâàþùèìè äðóã
äðóãà êðóãëûìè öèëèíäðàìè (ðèñ. 25.3).

Â ýòîì ñëó÷àå èìååì k1 > l è k2 > l è, ñëåäîâàòåëüíî,
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Ïðè ýòîì h1 è h2 îïðåäåëÿþòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè, ÷òî
è â ï. 2.

5. Åìêîñòü ìåæäó ñîîñíûìè êðóãëûìè öèëèíäðàìè. Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïåðå-
õîäèò â ôîðìóëó äëÿ åìêîñòè ìåæäó ñîîñíûìè öèëèíäðàìè â ïðåäåëå ïðè
h1/R1 � . è h2/R2 � ..
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Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñîîñíûõ öèëèíäðîâ D � 0 è, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì äëÿ h1

è h2, èìååì h1 � . è h2 � .; ïðè÷åì h1/h2 � 1. Ó÷èòûâàÿ ýòî, èç ïîñëåäíåé ôîðìó-
ëû ïîëó÷àåì
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25.2. Ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êîýôôèöèåíòû
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ÷àñòè÷íûå åìêîñòè
â ñèñòåìå òåë

Â ñèñòåìå íåñêîëüêèõ çàðÿæåííûõ òåë ïîòåíöèàë êàæäîãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿ íå
òîëüêî çàðÿäîì äàííîãî òåëà, íî òàêæå è çàðÿäàìè âñåõ îñòàëüíûõ òåë. Ïðè ýòîì,
åñëè � íå çàâèñèò îò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, òî ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé çàðÿäîâ. Ýòî ïîëîæåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî (ñì. ÷. I) ïðè âûâîäå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè çàðÿæåííûõ òåë. Ðàññìîòðèì ýòî ïîëîæåíèå è âûòåêàþ-
ùèå èç íåãî ñîîòíîøåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî.

Åñëè âíåñòè íåçàðÿæåííîå ïðîâîäÿùåå òåëî A2 â ïîëå äðóãîãî òåëà A1, èìåþ-
ùåãî çàðÿä q1, òî òåëî A2 ïðèîáðåòàåò íåêîòîðûé ïîòåíöèàë 'U 2 , îòëè÷íûé îò
íóëÿ. Åñëè âíîñèìîå òåëî A2 èìååò íè÷òîæíî ìàëûå ðàçìåðû (ðèñ. 25.4), òî ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü èñêàæåíèåì ïîëÿ, âîçíèêàþùèì îò ïîÿâëåíèÿ íà âíîñèìîì òåëå
èíäóöèðîâàííûõ çàðÿäîâ. Ïðè ýòîì òåëî A2 ïðèîáðåòàåò ïîòåíöèàë, êîòîðûé
áûë â òî÷êå åãî ðàñïîëîæåíèÿ äî åãî âíåñåíèÿ. Ïðè çíà÷èòåëüíûõ ðàçìåðàõ âíî-
ñèìîãî òåëà (ðèñ. 25.5) ïîëå èñêàæàåòñÿ, è ïîòåíöèàë 'U 2 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê
çàðÿäîì q1 òåëà A1, òàê è çàðÿäàìè, èíäóöèðîâàííûìè íà òåëå A2 . Ñëåäîâàòåëü-
íî, 'U 2 çàâèñèò îò ôîðìû ïîâåðõíîñòåé îáîèõ òåë è îò âçàèìíîãî èõ ðàñïîëîæå-
íèÿ. Åñëè äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû íå çàâèñèò îò íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ, òî ïîòåíöèàë 'U 2 èçìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî çàðÿäó q1, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå ïðè èçìåíåíèè çàðÿäà q1 ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè òåë è ñî-
îòâåòñòâåííî êàðòèíà ïîëÿ íå èçìåíÿþòñÿ. Èòàê, ìîæíî íàïèñàòü:

' �U q2 21 1� .
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Ñâÿçü ìåæäó ïîòåíöèàëîì 'U1 òåëà A1 è åãî çàðÿäîì ìîæíî âûðàçèòü â àíàëî-
ãè÷íîé ôîðìå:

' �U q1 11 1� .

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êîýôôèöèåíò �11 íå ðàâåí âåëè÷èíå 1/C1, ãäå C1 —
åìêîñòü òåëà A1, îïðåäåëÿåìàÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå äðóãèå òåëà îò íåãî áåñ-
êîíå÷íî óäàëåíû. Òàêîå ðàâåíñòâî ïðèáëèæåííî èìååò ìåñòî òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà âíîñèìîå òåëî A2 âåñüìà ìàëî (ñì. ðèñ. 25.4). Â îáùåì ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 25.5)
ïîòåíöèàë U1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàðÿäîì q1, ðàñïðåäåëåííûì íà ïîâåðõíîñòè
òåëà A1, òàê è çàðÿäàìè, èíäóöèðîâàííûìè íà òåëå A2. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôè-
öèåíò �11, òàê æå êàê è êîýôôèöèåíò �21, çàâèñèò îò ôîðìû îáîèõ òåë è îò èõ
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òåëî A1 èìååò ñóììàð-
íûé çàðÿä, ðàâíûé íóëþ, â òî âðåìÿ êàê çàðÿä q2

òåëà A2 îòëè÷åí îò íóëÿ (ðèñ. 25.6). Ïðè ýòîì òåëà
ïðèîáðåòàþò ïîòåíöèàëû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïðî-
ïîðöèîíàëüíû çàðÿäó q2:

'' � '' �U q U q1 12 2 2 22 2� �è .

Åñëè çàðÿäû îáîèõ òåë îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ïî-
òåíöèàëû òåë ìîãóò áûòü íàéäåíû íà îñíîâå ïðèí-
öèïà íàëîæåíèÿ. Èìååì

U U U q q

U U U q q

1 1 1 11 1 12 2

2 1 2 21 1 22 2

� ' � '' � �

� ' � '' � �

� �

� �

;

.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ n çàðÿæåííûõ òåë: A1, A2, ..., An, ïîëó÷àåì ñèñ-
òåìó óðàâíåíèé:

U q q q q

U q q

k k n n1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2

� � � � � �

� � � �

� � � �

� � �

� �

�
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� �
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�

�

� � �
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1 1 2 2

;

. . . . . . . . . . . . . . . . .

k kn n

n n n nk k

q

U q q q

� �
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�

�

�

� � �

;

. . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 2 2 ��� nn nq .

Êîýôôèöèåíòû � íîñÿò íàçâàíèå ï î ò å í ö è à ë ü í û õ ê î ý ô ô è ö è å í ò î â.
Îíè çàâèñÿò îò ôîðìû è ðàçìåðîâ ïîâåðõíîñòåé òåë, îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-
íèÿ òåë è îò äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû. Êîýôôèöèåíòû �kk ñ îäè-
íàêîâûìè èíäåêñàìè íàçûâàþòñÿ ñ î á ñ ò â å í í û ì è ï î ò å í ö è à ë ü í û ì è
ê î ý ô ô è ö è å í ò à ì è, à êîýôôèöèåíòû �nk ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè — â ç à -
è ì í û ì è ï î ò å í ö è à ë ü í û ì è ê î ý ô ô è ö è å í ò à ì è. Ýòè óðàâíåíèÿ ñëó-
æàò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ òåë ïî çàäàííûì èõ çàðÿäàì.
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Íåðåäêî âîçíèêàåò îáðàòíàÿ çàäà÷à: èçâåñòíû ïîòåíöèàëû òåë, òðåáóåòñÿ
íàéòè èõ çàðÿäû. Ðåøàÿ ïðèâåäåííûå âûøå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàðÿäîâ,
ïîëó÷èì

q U U U U

q U U

k k n n1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2

� � � � � �

� � � �
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�
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;

. . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 2 2 � � 
nn nU .

Êîýôôèöèåíòû 
 íàçûâàþòñÿ ê î ý ô ô è ö è å í ò à ì è ý ë å ê ò ð î ñ ò à ò è ÷ å -
ñ ê î é è í ä ó ê ö è è — ñ î á ñ ò â å í í û ì è ïðè îäèíàêîâûõ èíäåêñàõ è â ç à è ì -
í û ì è ïðè ðàçíûõ èíäåêñàõ. Îíè èìåþò ðàçìåðíîñòü åìêîñòè.

Ñîáñòâåííûé êîýôôèöèåíò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè 
kk ìîæåò áûòü
íàéäåí, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïîòåíöèàëû âñåõ òåë, êðîìå òåëà Ak, ðàâíû íóëþ. Ïðè
ýòîì ïîëó÷èì qk � 
kkUk.

Íà ïðàêòèêå ðàâíûì íóëþ ïðèíèìàþò ïî-
òåíöèàë ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ òîãî ÷òîáû òåëî ïðèíÿëî ïîòåíöèàë, ðàâ-
íûé íóëþ, åãî, êàê ïðèíÿòî âûðàæàòüñÿ, íåîá-
õîäèìî «çàçåìëèòü», ò. å. ñîåäèíèòü ïðîâîäíè-
êîì ñ çåìëåé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïûòíûì
ïóòåì êîýôôèöèåíòà 
kk ñëåäóåò, çàçåìëèâ âñå
òåëà, êðîìå òåëà Ak (ðèñ. 25.7), ñîîáùèòü ïî-
ñëåäíåìó ïîòåíöèàë Uk, õîòÿ áû ïðèñîåäèíèâ
ýòî òåëî ê ïîëþñó ýëåêòðè÷åñêîé áàòàðåè, äðóãîé ïîëþñ êîòîðîé çàçåìëåí. Èç-
ìåðèâ âîëüòìåòðîì íàïðÿæåíèå Uk ìåæäó òåëîì è çåìëåé, îòêëþ÷èì âîëüòìåòð
è áàòàðåþ è ðàçðÿäèì òåëî Ak íà çåìëþ ÷åðåç áàëëèñòè÷åñêèé ãàëüâàíîìåòð Gk.
Ïî îòáðîñó ãàëüâàíîìåòðà îïðåäåëèì çàðÿä qk òåëà, à ñëåäîâàòåëüíî, ñìîæåì âû-
÷èñëèòü è èñêîìûé êîýôôèöèåíò 
kk. Âñå ñîåäèíèòåëüíûå è çàçåìëÿþùèå ïðî-
âîäíèêè â ýòîì îïûòå äîëæíû áûòü âåñüìà òîíêèìè, ÷òîáû ïðèñóòñòâèå èõ ïî
âîçìîæíîñòè ìàëî èñêàæàëî ïîëå. Êîýôôèöèåíòû ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè
âñå ïîëîæèòåëüíû: 
kk > 0, òàê êàê â îïèñàííîì îïûòå ïîòåíöèàë è çàðÿä òåëà Ak

èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.
Åñëè â òîì æå îïûòå èçìåðèòü ïðè ïîìîùè äðóãîãî ãàëüâàíîìåòðà Gn çàðÿä

qn, êîòîðûé áûë ñâÿçàí íà ïîâåðõíîñòè òåëà An è îñâîáîäèëñÿ ïðè ðàçðÿäå òåëà
Ak, òî ïîëó÷èì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü è âçàèìíûé êîýôôèöèåíò ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè 
nk èç ñîîòíîøåíèÿ qn � 
nkUk.

Î÷åâèäíî, êîýôôèöèåíò 
nk, òàê æå êàê è âñå âçàèìíûå êîýôôèöèåíòû ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè, îòðèöàòåëåí. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ÿâñòâóåò èç
ðèñ. 25.7: ïðè Uk > 0 ëèíèè ïîëÿ íà÷èíàþòñÿ íà òåëå Ak è çàêàí÷èâàþòñÿ íà
òåëå An è, ñëåäîâàòåëüíî, qn < 0. Òàêèì îáðàçîì, âîîáùå 
kp < 0 ïðè k � p.
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Íåðåäêî ïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå, à èìåííî: âûðà-
æàþò çàðÿä êàæäîãî òåëà íå ÷åðåç ïîòåíöèàëû òåë, à ÷åðåç ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ
äàííîãî òåëà è äðóãèõ òåë, â òîì ÷èñëå è çåìëè. Èìååì

q C U C U U C U U C U Uk k n n1 11 1 12 1 2 1 1 1 10� � � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( );� �

. . . . . . . . . . . . . . . . .

( ) ( ) (q C U U C U U C Uk k k k k kk k� � � � � �1 1 2 2 � � � � �

� � �

0

1 1

) ( );

. . . . . . . . . . . . . . . . .

( )

� C U U

q C U U C

kn k n

n n n n2 2 0( ) ( ) ( ).U U C U U C Un nk n k nn n� � � � � � �� �

Êîýôôèöèåíòû C â ýòèõ óðàâíåíèÿõ íàçûâàþòñÿ ÷ à ñ ò è ÷ í û ì è å ì ê î -
ñ ò ÿ ì è — ñ î á ñ ò â å í í û ì è ïðè îäèíàêîâûõ èíäåêñàõ è â ç à è ì í û ì è ïðè
ðàçëè÷íûõ èíäåêñàõ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòè÷íîé åìêîñòè Ckk ñëå-
äóåò ïðèíÿòü ïîòåíöèàëû âñåõ òåë ðàâíûìè Uk. Òîãäà qk � CkkUk.

Äëÿ èçìåðåíèÿ åìêîñòè Ckk íåîáõîäèìî ñî-
åäèíèòü ìåæäó ñîáîé âñå òåëà, çàðÿäèòü âñþ
ýòó ñèñòåìó äî ïîòåíöèàëà Uk îòíîñèòåëüíî
çåìëè è çàòåì, îòêëþ÷èâ èñòî÷íèê ÝÄÑ, ðàçðÿ-
äèòü ñèñòåìó íà çåìëþ (ðèñ. 25.8). Ïðè ýòîì
ãàëüâàíîìåòð äîëæåí áûòü âêëþ÷åí òàê, ÷òîáû
áûë èçìåðåí òîëüêî çàðÿä qk òåëà Ak.

ßñíî, ÷òî Ckk > 0, òàê êàê ïðè ïîëîæèòåëüíîì ïîòåíöèàëå ñèñòåìû è çàðÿä íà
íåé áóäåò ïîëîæèòåëåí. Ïðè ýòîì æå óñëîâèè U1 � U2 � ... � Uk � ... � Un èç óðàâ-
íåíèé, ñîäåðæàùèõ êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè, èìååì

q Uk k k kk kn k� � � � � �( ) .
 
 
 
1 2 � �

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ckk k k kk kn� � � � � �
 
 
 
1 2 � � .

Âçàèìíàÿ ÷àñòè÷íàÿ åìêîñòü Cnk îïðåäåëÿåòñÿ èç òîãî æå îïûòà, ÷òî è êîýô-
ôèöèåíò 
nk. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè U1 � U2 � ... � Uk–1 � Uk+1 � ... � Un � 0 è Uk � 0 èç
óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ÷àñòè÷íûå åìêîñòè, èìååì qn � – CnkUk. Ñëåäîâàòåëüíî,
Cnk � – 
nk. Òàêèì îáðàçîì, âîîáùå ïðè k � p

Ckp � – 
kp è Ckp > 0.

Ïðåèìóùåñòâî óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ÷àñòè÷íûå åìêîñòè, ïî ñðàâíåíèþ ñ
óðàâíåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî â íèõ âñå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû.

Îòìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî �kp � �pk, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî ëåãêî
äîêàçàòü èç óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ýíåðãèè ñèñòåìû çàðÿæåííûõ òåë îò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, â êîòîðîé óñòàíàâëèâàþòñÿ çàðÿäû ñèñòåìû, àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê áûëî äîêàçàíî ðàâåíñòâî Mkp � Mpk (ñì. ÷. I). Ïîëüçóÿñü îïðåäåëèòåëÿìè,
ëåãêî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî 
kp � 
pk. È èç óñëîâèÿ Ckp � – 
kp ñëåäóåò, ÷òî Ckp � Cpk.
Ýòî ñîîòíîøåíèå âûðàæàåò ïðèíöèï âçàèìíîñòè äëÿ ñèñòåìû çàðÿæåííûõ òåë.
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25.3. Ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû â ñèñòåìå
ïàðàëëåëüíûõ âåñüìà äëèííûõ ïðîâîäîâ

Â âèäå ïðèìåðà, âåñüìà âàæíîãî äëÿ ïðàêòèêè, ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó ïðîâîäîâ, ïðîòÿíóòûõ ïàðàëëåëüíî äðóã
äðóãó íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè (ðèñ. 25.9). Äëèíó ïðîâî-
äîâ áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñòîëü áîëüøîé, ÷òî ïîëå ìîæíî
ñ÷èòàòü ïëîñêîïàðàëëåëüíûì. Îáû÷íî äèàìåòðû ïðîâî-
äîâ âåñüìà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó èõ
îñÿìè è ñ âûñîòîé èõ ïîäâåñà. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîùå
âñåãî îïðåäåëÿþòñÿ ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû �.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ �11, �21, �31, ..., �n1 äî-
ñòàòî÷íî ïðèíÿòü q1 � D è q2 � q3 � ... � qn � 0. Ïðè ýòîì íè
îäèí ïðîâîä íå äîëæåí áûòü çàçåìëåí. Óðàâíåíèÿ ïðè-
îáðåòàþò âèä

U q U q U qk k1 11 1 2 21 1 1 1� � �� � �; ; ; ;� �

Ïîëå çàðÿæåííîãî ïåðâîãî ïðîâîäà áóäåò òàêèì æå, êàê è ïðè îäíîì ïðîâîäå,
ïðîòÿíóòîì íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè (ñì. ðèñ. 24.27), òàê êàê èñêàæåíèåì ïîëÿ
âñëåäñòâèå ñóùåñòâîâàíèÿ äðóãèõ ïðîâîäîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ââèäó ìàëîñòè
èõ ñå÷åíèé. Ïðè òàêîì óñëîâèè êîýôôèöèåíò �11 ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé, îáðàòíîé
åìêîñòè ïðîâîäà ïî îòíîøåíèþ ê çåìëå, âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åíî â
§ 25.1 â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ îñòàëüíûõ ïðîâîäîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,
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Êîýôôèöèåíò �21 íåòðóäíî îïðåäåëèòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî íåçàðÿæåííûå
ïðîâîäà ââèäó ìàëîñòè èõ ñå÷åíèé ïðèíèìàþò â ïîëå çàðÿæåííîãî ïðîâîäà òå
ïîòåíöèàëû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ìåñòàõ èõ ðàñïîëîæåíèÿ è ïðè îòñóòñòâèè

èõ. Íàéäåì, ïîëüçóÿñü óðàâíåíèåì U �
-
��2

ln
r

r
2

1

+ C2, ïðèâåäåííûì â § 24.12,

ïîòåíöèàë íà îñè âòîðîãî ïðîâîäà, îïðåäåëÿåìûé çàðÿäàìè ïåðâîãî ïðîâîäà è
åãî çåðêàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ â ïîâåðõíîñòè çåìëè. Ïîñòîÿííàÿ C2 â äàííîì ñëó-
÷àå ðàâíà íóëþ, òàê êàê äëÿ òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè çåìëè ðàññòîÿíèÿ r1 è r2 äî
ïðîâîäà è åãî çåðêàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ ðàâíû ìåæäó ñîáîé è, êðîìå òîãî, äëÿ
ýòèõ òî÷åê U � 0.

Çàìå÷àÿ, ÷òî äëÿ òî÷êè, ëåæàùåé íà îñè âòîðîãî ïðîâîäà, íåîáõîäèìî ïðè-
íÿòü r1 � r12 è r2 � r1'2 (ñì. ðèñ. 25.9), ïîëó÷àåì

U
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1 1 2
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Ñëåäîâàòåëüíî,
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Òàê êàê rp'k � rpk' (ñì. ðèñ. 25.9), òî �kp � �pk, ÷òî áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

Óìåíèå ðàññ÷èòûâàòü ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êîýôôèöèåíòû ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ÷àñòè÷íûå åìêîñòè âåñüìà âàæíî âî ìíîãèõ ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ ëèíèè ïåðåäà÷è ñî ñëîæíûì
ðàñïîëîæåíèåì ïðîâîäîâ, ïðè âûÿñíåíèè âîïðîñà î âëèÿíèè ëèíèè ïåðåäà÷è
âûñîêîãî íàïðÿæåíèÿ íà ðàñïîëîæåííûå ðÿäîì ñ íåé ëèíèè ñâÿçè è ò. ä.

25.4. Åìêîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ çåìëè

Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôè-
öèåíòîâ â ñèñòåìå ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäîâ, ïðîòÿíóòûõ íàä ïîâåðõíîñòüþ çåì-
ëè, äàþò âîçìîæíîñòü íàéòè âûðàæåíèå äëÿ åìêîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïå-
ðåäà÷è ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ çåìëè.

Äëÿ äâóõ ïðîâîäîâ èìååì

U q q U q q1 11 1 12 2 2 21 1 22 2� � � �� � � �; .

Ïóñòü çàðÿäû ïðîâîäîâ ðàâíû ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ è ïðîòèâîïîëîæíû
ïî çíàêó: q2 � – q1. Çàìåíÿÿ q2 íà – q1, ïîëó÷àåì

U q U q1 11 12 1 2 21 22 1� � � �( ) ; ( ) .� � � �

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ åìêîñòü èìååò âûðàæåíèå
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� �
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2� � �
.

Îïðåäåëèì, ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé, åìêîñòü äâóõ-
ïðîâîäíîé ëèíèè, ïðîâîäà êîòîðîé ïîäâåøåíû íà îäèíà-
êîâîé âûñîòå h îò çåìëè è íà ðàññòîÿíèè D äðóã îò äðóãà
(ðèñ. 25.10). Ðàäèóñû ïðîâîäîâ îäèíàêîâû è ðàâíû R. Ñî-
ãëàñíî ôîðìóëàì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,
èìååì
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Åñëè âûñîòà ïîäâåñà h ìíîãî áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîâîäàìè D, òî

4 2 2h D� 1 2h è
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,

ò. å. ïîëó÷àåì ôîðìóëó, âûâåäåííóþ ðàíåå (ñì. § 25.1) áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ çåìëè.

25.5. Åìêîñòü òðåõôàçíîé ëèíèè ïåðåäà÷è

Âñå ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Îäíàêî ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îíè ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû è ïðè âû÷èñëåíèè ïàðàìåòðîâ ëèíèé ïåðåäà÷è ïðè ïðîìûøëåí-
íîé ÷àñòîòå. Êðèòåðèåì äîïóñòèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðàññìîòðåíèÿ ïåðåìåí-
íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îêîëî ïðîâîäîâ ëèíèè â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè
êàê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ìîæåò ñëóæèòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó ëèíåéíûìè
ðàçìåðàìè îáëàñòè, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëå, è äëèíîé ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû. Âîïðîñ î äëèíå " ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû è î ñêîðîñòè v åå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ áóäåò ðàññìîòðåí â §§ 29.1 è 29.2. Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå " � v/f,
ãäå f — ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Â âîçäóõå v � 3�105 êì/ñ, è ïðè ÷àñòîòå 50 Ãö èìååì
" � 6000 êì. Íà äëèíå âîëíû ôàçà êîëåáàíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìåíÿåòñÿ
íà 2�. Â ïðåäåëàõ îáëàñòè, ëèíåéíûå ðàçìåðû êîòîðîé çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ",
ìîæíî ñ÷èòàòü ôàçó êîëåáàíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ îäèíàêîâîé âî âñåõ òî÷êàõ
îáëàñòè è ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ðàññìàòðèâàòü ïîëå â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè êàê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå.

Â óðàâíåíèÿõ, ñâÿçûâàþùèõ çàðÿäû è ïîòåíöèàëû, íåîáõîäèìî ïîä q è U ïî-
íèìàòü â ýòîì ñëó÷àå ìãíîâåííûå çàðÿäû ïðîâîäîâ è ìãíîâåííûå íàïðÿæåíèÿ
ìåæäó ïðîâîäàìè è çåìëåé. Ïðè ñèíóñîèäàëüíîì ðåæèìå ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò
áûòü íàïèñàíû â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå äëÿ êîìïëåêñíûõ äåéñòâóþùèõ çàðÿäîâ
�q è íàïðÿæåíèé �U . Äëÿ òðåõïðîâîäíîé ëèíèè óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåíèÿ �U1, �U 2 è �U 3 îáðàçóþò ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó,
ò. å. � �U a U2

2
1� è � �U aU3 1� , ãäå a — êîìïëåêñíûé ìíîæèòåëü (ñì. ÷. II). Èìååì
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Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå
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a a U

Âåëè÷èíû, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ, âåùåñòâåííû ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîâîäà ëèíèè
ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà, ò. å. åñëè 
12 � 
23 � 
31, òàê
êàê (a + a2) � – 1 åñòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì ñòîÿùèå â ñêîáêàõ âåëè÷è-
íû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åìêîñòè ïðîâîäîâ îòíîñèòåëüíî çåìëè èëè, ÷òî òî æå,
åìêîñòü ëèíèè íà îäíó ôàçó ïðè ñîåäèíåíèè çâåçäîé.

Ïðè îòñóòñòâèè ñèììåòðèè â ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ, ò. å. åñëè 
12 � 
23 � 
31,
ñòîÿùèå â ñêîáêàõ âåëè÷èíû îêàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíûìè. Èõ âåùåñòâåííûå
÷àñòè ÿâëÿþòñÿ åìêîñòÿìè ïðîâîäîâ îòíîñèòåëüíî çåìëè, òàê êàê îíè îïðåäåëÿ-
þò ÷àñòü çàðÿäà, èçìåíÿþùóþñÿ â ôàçå ñ íàïðÿæåíèåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðå-
äåëÿþò ðåàêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ òîêà, ñäâèíóòóþ ïî ôàçå íà óãîë �/2 îòíîñè-
òåëüíî íàïðÿæåíèÿ. Ìíèìûå ÷àñòè âåëè÷èí, ñòîÿùèõ â ñêîáêàõ, îïðåäåëÿþò
àêòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå òîêîâ â ïðîâîäàõ, íàõîäÿùèåñÿ â ôàçå èëè â ïðîòèâî-
ôàçå ñ íàïðÿæåíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ìíèìûõ ÷àñòåé äëÿ âñåõ òðåõ ôàç ðàâ-
íà íóëþ, òàê êàê ïðè ñóììèðîâàíèè ïîëó÷àåì ïåðåä âñåìè êîýôôèöèåíòàìè 
>A,

AI è 
I> âåùåñòâåííûå ìíîæèòåëè (a + a2) � – 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè â îäíèõ
ôàçàõ ìíèìûå ÷àñòè îïðåäåëÿþò ïîëîæèòåëüíóþ àêòèâíóþ ìîùíîñòü, òî â äðó-
ãèõ îíè îïðåäåëÿþò òàêóþ æå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ, íî îòðèöàòåëüíóþ àê-
òèâíóþ ìîùíîñòü. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íåñèììåòðè÷íîì ðàñïîëî-
æåíèè ïðîâîäîâ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè ïåðåäàåòñÿ çà ïåðèîä ïóòåì
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè èç îäíîé ôàçû â äðóãóþ. Ýòî ñâîåîáðàçíîå ÿâëå-
íèå îáóñëîâëèâàåò íåñèììåòðèþ òîêîâ ïðè ñèììåòðè÷íûõ íàïðÿæåíèÿõ. Åñòå-
ñòâåííî, ÷òî íåñèììåòðèÿ òîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî ïîÿâëåíèåì ðàçíûõ ïî
çíà÷åíèþ è ïî çíàêó àêòèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ, íî òàêæå è ðàçëè÷èåì ðåàêòèâ-
íûõ ñîñòàâëÿþùèõ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî åìêîñòè ïðîâîäîâ ðàçëè÷íû.

Ïîëíàÿ ñèììåòðèÿ â ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà òîëüêî
â êàáåëå, â êîòîðîì çàçåìëåííàÿ îáîëî÷êà îõâàòûâàåò ñèììåòðè÷íî âñå òðè ïðî-
âîäà (ñì. ðèñ. 24.29, á). Â âîçäóøíîé ëèíèè äàæå ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ïî
âåðøèíàì ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 25.11) íàëè÷èå çåìëè âíîñèò íå-
ñèììåòðèþ. Ïîäàâíî íåñèììåòðè÷íîé îêàçûâàåòñÿ ëèíèÿ ñ ðàñïîëîæåíèåì
ïðîâîäîâ ñîãëàñíî ðèñ. 25.12.
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Îáû÷íî ÷åðåç ðàâíûå ðàññòîÿíèÿ èçìåíÿþò ðàñïîëîæåíèå ïðîâîäîâ íà îïî-
ðàõ òàê, ÷òî ïîñòåïåííî îñóùåñòâëÿåòñÿ êðóãîâàÿ ïåðåñòàíîâêà (òðàíñïîçèöèÿ)
ïðîâîäîâ (ðèñ. 25.13). Îñíîâíàÿ öåëü êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêè — óìåíüøèòü ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîå è ýëåêòðîìàãíèòíîå âëèÿíèå ïðîâîäîâ ëèíèè âûñîêîãî íàïðÿ-
æåíèÿ è ñèëüíîãî òîêà íà ñîñåäíèå ëèíèè ñâÿçè. Ïðè íàëè÷èè êðóãîâîé ïåðåñòà-
íîâêè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âñåé ëèíèè ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè äëÿ
âñåõ ôàç, è âñþ ëèíèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèììåòðè÷íóþ. Â ñðåäíåì äëÿ
âñåé ëèíèè íå áóäåò èìåòü ìåñòà ïåðåäà÷à ýíåðãèè çà öåëûé ïåðèîä èç îäíîé
ôàçû â äðóãóþ ïóòåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ââîäÿ â
ñèñòåìó óðàâíåíèé
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ãäå �12, �23, �31, �11, �22, �33 — èñòèííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ îäíîãî èç
ó÷àñòêîâ, è áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî äëÿ âñåé ëèíèè âñå êîýôôèöèåíòû
� ñ ðàçíûìè èíäåêñàìè ðàâíû �m è âñå êîýôôèöèåíòû � ñ îäèíàêîâûìè èíäåê-
ñàìè ðàâíû �0.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñèììåòðè÷íîé ëèíèè ïðè ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìå íàïðÿ-
æåíèé è çàðÿäû �q1, �q2 , �q3 îáðàçóþò òàêæå ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó, ò. å. � �q a q2

2
1� ,

� �q aq3 1� .
Óðàâíåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàþò âèä
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Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ åìêîñòü ïðîâîäà îòíîñèòåëüíî çåìëè ðàâíà
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Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ñîãëàñíî ñõåìå ðèñ. 25.12 èìååì
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25.6. Ìåòîä ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ è åìêîñòåé â ñèñòåìå ïðîâîäîâ

Äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè ñëîæíûõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ ïðîâîäîâ êî-
íå÷íîé äëèíû, íàïðèìåð åìêîñòè ðàäèîàíòåíí, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëè-
æåííûé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé Õîó.

Â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå ïîòåíöèàë ïðîâîäíèêà îäèíàêîâ âî âñåõ åãî òî÷-
êàõ, çàðÿä æå ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà íåðàâíîìåðíî. Õîó
ïðåäëîæèë äëÿ âû÷èñëåíèÿ åìêîñòè èñõîäèòü èç îáðàòíîãî, ïî ñóùåñòâó, íå îò-
âå÷àþùåãî äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäïîëîæåíèÿ. Èìåííî: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çà-
ðÿä ðàñïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ è äëÿ ëèíåéíûõ
ïðîâîäíèêîâ — ðàâíîìåðíî ïî èõ äëèíå. Âû÷èñëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèà-
ëà ïî ïîâåðõíîñòè èëè ïî äëèíå ïðîâîäíèêîâ, è â ôîðìóëó äëÿ åìêîñòè ââî-
äèòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå âû÷èñëåííûõ òàêèì îáðàçîì ïîòåíöèàëîâ ïðîâîäíèêîâ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì íàçûâàòü òàêîé ìåòîä ì å ò î ä î ì ñ ð å ä í è õ ï î -
ò å í ö è à ë î â. Ýòîò ìåòîä, õîòÿ è îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè, íå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì ðåàëüíûì óñëîâèÿì, â ðÿäå ñëó÷àåâ, íàïðèìåð ïðè âû÷èñëåíèè åìêîñòè
ñèñòåìû, îáðàçîâàííîé ïàðàëëåëüíûìè ïðîâîäàìè, äàåò äîñòàòî÷íî òî÷íûå ðå-
çóëüòàòû. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òî íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà çà-
ìåòíî ñêàçûâàåòñÿ ëèøü íà êîíöàõ òàêèõ ïðîâîäîâ. Óïðîùåíèå æå ðàñ÷åòà äîñ-
òèãàåòñÿ âåñüìà áîëüøîå, òàê êàê ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà ïîòåíöèàë
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà îòðåçêà ïðîâîäîâ,
äëèíû êîòîðûõ l1 è l2 (ðèñ. 25.14). Òðåáóåòñÿ âû÷èñ-
ëèòü ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò �12. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî q1 � 0 è q2 � 0. Ïðè ýòîì èìååì

U q1 12 2� � .

Ïîëüçóÿñü ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàðÿä q2 ðàñïðåäåëåí
ðàâíîìåðíî âäîëü âòîðîãî ïðîâîäà ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ -2 � q2/l2. Ïîòåíöèàë
â íåêîòîðîé òî÷êå ïåðâîãî ïðîâîäà, îïðåäåëÿåìûé çàðÿäîì q2, áóäåò ðàâåí
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ïðè÷åì èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ âäîëü âñåãî âòîðîãî ïðîâîäà. Ñðåäíåå
çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïåðâîãî ïðîâîäà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ
âäîëü ïåðâîãî ïðîâîäà:
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Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé
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Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè, íà-
ïðèìåð �11 äëÿ ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, ìîæåò áûòü
íàéäåíî ïóòåì ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Ïðåäïîëàãàåì ñîîòâåòñòâåííî ïðèíÿ-
òîìó äîïóùåíèþ, ÷òî çàðÿä, íàõîäÿùèéñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåí ïî äëèíå ïðîâîäà. Íàõîäèì ïîòåíöèàë U', ñîçäàâàåìûé ýòèì çàðÿ-
äîì â ðàçíûõ òî÷êàõ îñè ïðîâîäà, è âû÷èñëÿåì ñðåäíåå çíà÷åíèå U ïîòåíöèàëà
âäîëü îñè. Ïóñòü r — ðàññòîÿíèå îò êîëüöåâîãî ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíè-
êà, èìåþùåãî äëèíó dl' â íàïðàâëåíèè îñè ïðî-
âîäíèêà (ðèñ. 25.15), äî ýëåìåíòà dl îñè ïðîâîä-
íèêà, l — äëèíà ïðîâîäíèêà è r0 — ðàäèóñ åãî
ñå÷åíèÿ. Ïîòåíöèàë U' â íåêîòîðîé òî÷êå îñè,
îïðåäåëÿåìûé âñåì çàðÿäîì q ïðîâîäíèêà, ðàâåí
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ïðè÷åì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå r åñòü r0.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îïðåäåëèì, ïîëüçóÿñü ìåòî-

äîì ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ, ïîòåíöèàëüíûé êîýô-
ôèöèåíò �12 äëÿ ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ ïðîâîäîâ,
ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè D äðóã îò äðóãà è
èìåþùèõ îäèíàêîâûå äëèíû l1 � l2 � l, ïðè÷åì íà÷à-
ëà îòðåçêîâ ëåæàò íà îäíîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê íèì.
Îñè êîîðäèíàò ðàñïîëîæèì òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 25.16. Èìååì
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Ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ �11 è �22 ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè äëÿ
ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäíèêà, èìåþùåãî êðóãëîå ñå÷åíèå ðàäèóñà r0, ðåçóëüòàò
èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâåäåò ê ôîðìóëå, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òîëüêî ÷òî ïîëó-
÷åííîé ôîðìóëû ïóòåì çàìåíû D íà r0. Ñëåäîâàòåëüíî,
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÷òî ñîâïàäàåò ñ âûâåäåííîé ðàíåå ôîðìóëîé äëÿ åìêîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè
ïåðåäà÷è (ñì. § 25.1).

25.7. Âû÷èñëåíèå åìêîñòè ïî êàðòèíå ïîëÿ

Åìêîñòü ìåæäó äâóìÿ öèëèíäðè÷åñêèìè òåëàìè áîëüøîé äëèíû èëè ìåæäó
äâóìÿ òåëàìè âðàùåíèÿ ñ îáùåé îñüþ ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîëüçóÿñü êàðòèíîé
ïîëÿ, ïîñòðîåííîé õîòÿ áû ïðèáëèæåííûì ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì, èçëîæåííûì
â §§ 24.15–24.17.

Îòíîøåíèå ïîòîêà âåêòîðà ñìåùåíèÿ 
4D ñêâîçü ñå÷åíèå îäíîé òðóáêè ê
ïðèðàùåíèþ ïîòåíöèàëà 
U ìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, ñî-
ãëàñíî óðàâíåíèÿì, ïðèâåäåííûì â § 24.17, ðàâíî:

äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ
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Çàðÿä òåëà ðàâåí, ñîãëàñíî ïîñòóëàòó Ìàêñâåëëà, ïîëíîìó ïîòîêó ñìåùåíèÿ
ñêâîçü ñå÷åíèÿ âñåõ òðóáîê, íà÷èíàþùèõñÿ íà òåëå. Åñëè ÷èñëî ýòèõ òðóáîê ðàâ-
íî m1, òî q � m1
4D. Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó äâóìÿ òåëàìè ðàâíà U1 – U2 �
� m2
U, ãäå m2 — ÷èñëî èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìè ðàâíîãî ïîòåí-
öèàëà. Òàêèì îáðàçîì,

C
q

U U U

m

m
k

m

m
D�

�
� �1

1 2

1

2

3
1

2


4



,

ïðè÷åì äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ k3 � l/k1, à äëÿ ïîëÿ òåë âðàùåíèÿ
k3 � 2�/k2. ×èñëî k3 çàäàþò, ïðèñòóïàÿ ê ãðàôè÷åñêîìó ïîñòðîåíèþ ïîëÿ. Îíî
îïðåäåëÿåò ôîðìó ÿ÷ååê ïîëÿ, ò. å. îòíîøåíèå 
a/
n. ×èñëà m1 è m2 íàõîäÿò èç
ïîñòðîåííîé êàðòèíû ïîëÿ.

100 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
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23.1. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. (Î) Êàêèìè õàðàêòåðíûìè ñâîéñòâàìè äîëæíû îòëè÷àòüñÿ çàäà÷è, êîòîðûå
ìîæíî ðåøèòü íà îñíîâå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàïèñàííûõ â èí-
òåãðàëüíîé ôîðìå?

2. Ïðàâèëüíî ëè ïîíèìàòü ïîä ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì òîëüêî äâèæåíèå çàðÿæåí-
íûõ ÷àñòèö èëè òåë?

3. Ñîçäàåòñÿ ëè ìàãíèòíîå ïîëå ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì, à) íå èçìåíÿþùèìñÿ âî
âðåìåíè, á) èçìåíÿþùèìñÿ âî âðåìåíè ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, â) èçìåíÿþùèìñÿ
âî âðåìåíè ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó?

4. (Î) Çàâèñèò ëè âõîäÿùèé â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ E ld
l

� � �
d

dt

	
ìàãíèòíûé

ïîòîê îò ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, èíäóöèðóåìîãî ýòèì ïîòîêîì?

5. (Î) Ïðè êàêîì óñëîâèè â ïðîâîäÿùåì òåëå, íàõîäÿùåìñÿ â íå èçìåíÿþùåìñÿ
âî âðåìåíè ìàãíèòíîì ïîëå, ìîæåò èíäóöèðîâàòüñÿ ÝÄÑ?

6. Êàêîâî çíà÷åíèå âåëè÷èíû rot H â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå?

7. Ìîæíî ëè, çíàÿ íàïðàâëåíèå è çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
òî÷êå, óêàçàòü â ýòîé òî÷êå à) íàïðàâëåíèå âåêòîðà rot H, á) çíà÷åíèå ìîäóëÿ
âåêòîðà rot H?

8. Âî âñåõ òî÷êàõ íåêîòîðîé îáëàñòè âûïîëíåíî óðàâíåíèå rot H � 0. Ìîæåò ëè â
ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâîâàòü ìàãíèòíîå ïîëå?

9. (Î) Ìîæíî ëè ïîíèìàòü ïîä ìàãíèòíîé èíäóêöèåé B, âõîäÿùåé â ïðàâóþ
÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, èíäóêöèþ ñòîðîííåãî ïîëÿ, íå çàâèñÿùóþ
îò èíäóöèðóåìîãî èì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ?

10. (Î) ßâëÿåòñÿ ëè áåçâèõðåâûì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, åäèíñòâåííàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ íàïðÿæåííîñòè Ex ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò êîòîðîãî åñòü ôóíê-
öèÿ òîëüêî êîîðäèíàòû x?

11. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ div D âåêòîðíîé?

12. Çàâèñèò ëè çíà÷åíèå ôóíêöèè div A â òî÷êå îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò,
â êîòîðîé åå ðàññ÷èòûâàþò?

13. Ìîæåò ëè ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå áûòü âèõðåâûì?

14. ×åì ðàçëè÷àþòñÿ èçîáðàæåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñ-
òÿõ, ãäå èìåþòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûå ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû è ãäå èõ íåò?

15. Ïëîòíîñòü êàêîãî èç çàðÿäîâ âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ div E �
1
�
�:

ñâîáîäíîãî èëè ñâÿçàííîãî?



16. (Î) Ìîæåò ëè ïîëå îäíîãî èç âåêòîðîâ, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèåì D � �E,
áûòü ñîëåíîèäàëüíûì, à äðóãîãî âåêòîðà íåò?

17. Ñâîáîäíûå çàðÿäû â íåêîòîðîì îáúåìå îòñóòñòâóþò, òàê ÷òî div D � 0. Ñïðà-
âåäëèâî ëè ðàâåíñòâî div E � 0 â òî÷êàõ îáúåìà, åñëè ñðåäà à) îäíîðîäíà, á) íåîä-
íîðîäíà?

18. (Î) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå div H � 0?

19. (Î) Âåêòîð H íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòè, ñâîáîäíîé îò òîêà,
íàïðàâëåí âäîëü îñè x. ßâëÿåòñÿ ëè íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò?
Áóäåò ëè îòâåò òåì æå, åñëè ïëîòíîñòü òîêà íå ðàâíà íóëþ? (� � const.)

20. (Î) Èìåþò ëè ñìûñë âûðàæåíèÿ div div A, rot grad V, grad rot A, rot rot A,
grad div A, grad grad V, div rot A, rot div A? Êàêèå èç íèõ òîæäåñòâåííî ðàâíû
íóëþ?

21. (Î) Ïðè êàêîì õàðàêòåðå ðàñïðåäåëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà
è çàðÿäà âåëè÷èíû rot H, div D òåðÿþò ñìûñë?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü J(x, y, z) òîêà êàê ôóíêöèþ êîîðäèíàò â îáëàñòè,
ãäå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèÿìè à) H � iby +

+ jax, á) H � ja, â) H � jcz2, ã) H � jH0 e–ax, ä) H � iby x y2 2� + jax x y2 2� ,

å) H � iby(x2 + y2)–0,5 + jax (x2 + y2)–0,5, æ) H� �
a

r
, ç) H� � H0 e–ar, ãäå a, b, c – ïîñòî-

ÿííûå, r � x y2 2� .

2. (Ð) Îïðåäåëèòå çàêîí èçìåíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåííîñòè H � jH� ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì ñ çàäàííûì çàêîíîì åãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ: Jr � J� � 0 è à) Jz � J0 � const, á) Jz � J0 ar, â) Jz � J0
1

ar
, ã) Jz � J0 (ar)n,

ä) Jz � J0
2( )ar , å) Jz � J0 exp (ar).

3. (Ð) Çàïèøèòå âûðàæåíèå rot �H â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ïðåîá-
ðàçóéòå åãî ê âèäó rot �H � f1 rot H + f2. Íàéäèòå ôóíêöèè f1è f2, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
� � �(x, y, z).

4. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå rot H � J è ïðèíèìàÿ ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü ðàâ-
íîé �0 âñþäó, ðàññ÷èòàéòå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè è âíå à) áåñ-
êîíå÷íî äëèííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñîì R � 1 ìì ñ òîêîì i � 10 À,
á) áåñêîíå÷íî äëèííîé òðóáû ñ âíóòðåííèì è âíåøíèì ðàäèóñàìè Ri � 5 ìì,
Re � 8 ìì ñ òîêîì i � 20 À ïðè óñëîâèè J � const â ïðîâîäå è â òðóáå.

5. (Ð) Ìàãíèòíûå ïîëÿ ñ íàïðÿæåííîñòÿìè H1 (x, y, z) è H2 (x, y, z) óäîâëåòâîðÿ-
þò ðàâåíñòâó rot H1 � rot H2. Íàéäèòå ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè H1 è H2.

6. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ â áåñêîíå÷íî äëèííîì ôåððîìàãíèòíîì ñòåðæíå êðóã-
ëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñîì R íàïðàâëåíà âäîëü åãî îñè, ïîñòîÿííà ïî ñå÷åíèþ è èç-
ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó Bz � B0 sin !t � 0,1 sin 314 t Òë. Îïðåäåëèòå íàïðÿæåííîñòü E
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ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ðàññòîÿíèè r � 2 ñì < R îò îñè ñòåðæíÿ, ïðåíåáðåãàÿ èí-
äóöèðóåìûì â ñòåðæíå òîêîì.

7. (Ð) ßâëÿåòñÿ ëè âèõðåâûì ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü E êîòîðîãî çà-
äàíà âûðàæåíèåì à) E � iby + jax + kcz, á) E � jear, â) E � iE1 + jE2 + kE3,
ã) E � (iax + jby + kcz)–2, ä) E � (iax + jby + kcz), å) E � kEm sh ax, æ) E � jEm sin cz,

ç) E � (iax + jby + kcz)r �3 2, ãäå a, b, c, E1, E2, E3 — ïîñòîÿííûå, r � x y z2 2 2� � .

8. (Ð) Áåñêîíå÷íî äëèííàÿ ñòàëüíàÿ ïëàñòèíà, øèðèíà d êîòîðîé çíà÷èòåëüíî
ïðåâûøàåò åå òîëùèíó h, ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè y � 0, íîðìàëüíîé ê ëèíèÿì
èíäóêöèè B � Bm sin ! t îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü
Jz(x) òîêà ïî øèðèíå ïëàñòèíû ïðè äîïóùåíèè, ÷òî ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, îáó-
ñëîâëåííàÿ èíäóöèðîâàííûì â ïëàñòèíå òîêîì, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå Bm. Óäåëü-
íàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ñòàëè ðàâíà 106 Ñì/ì. Ðàññ÷èòàéòå òîê â ïëà-
ñòèíå ïðè d � 5 ñì, h � 2 ìì, Bm � 0,001 Òë, ! � 314 ñ–1.

9. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå ïëîòíîñòü J(r) òîêà, èíäóöèðîâàííîãî â òîíêîì ñòàëüíîì äèñêå,
òîëùèíà h êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðàäèóñà R � 2,5 ñì è ïëîñêîñòü êîòîðî-
ãî ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèÿì ìàãíèòíîé èíäóêöèè B � 0,001 sin 314 t Òë âíåø-
íåãî îäíîðîäíîãî ïîëÿ ïðè äîïóùåíèè, ÷òî ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, ñîçäàííàÿ
èíäóöèðîâàííûì â äèñêå òîêîì, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå èíäóêöèè âíåøíåãî ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ. Óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ñòàëè ðàâíà 106 Ñì/ì.

10. (Ð) Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàäàíà îäíèì èç âûðàæåíèé, ïðè-
âåäåííûì â óïð. 7. Íàéäèòå ïëîòíîñòü � (x, y, z) ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, ñîçäàþ-
ùåãî ïîòåíöèàëüíîå ïîëå è ðàñïðåäåëåííîãî â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ ïðîíèöàåìî-
ñòüþ �.

11. Çàïèøèòå òåîðåìó Ãàóññà div E � �/� â òàêîì âèäå, êîãäà â ïðàâóþ ÷àñòü âõî-
äèò íå òîëüêî ñâîáîäíûé, íî è ñâÿçàííûé çàðÿä ïëîòíîñòüþ �ñâÿç � �'.

12. (Ð) Çàïèøèòå âûðàæåíèå div D â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå â ïðÿìîóãîëü-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè óñëîâèè, ÷òî ñðåäà àíèçîòðîïíà è îñè êîîðäèíàò
à) ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè àíèçîòðîïèè, á) íå ñîâïàäàþò ñ ãëàâíûìè îñÿìè
àíèçîòðîïèè.

13. Èñïîëüçóÿ ñèìâîëè÷åñêèé îïåðàòîð ), çàïèøèòå âûðàæåíèå rot A â ïðÿìî-
óãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

14. (Ð) Â âîçäóøíîì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ïðîâîäÿùèìè ïëàñòèíàìè íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó E(x) � iE0 (1 + ax), ãäå x — êî-
îðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò îäíîé èç ïëàñòèí (i — îðò îñè õ). Îïðåäåëèòå ïëîò-
íîñòü � (x) îáúåìíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, ïîìåùåííîãî ìåæäó ïëàñòèíàìè.

15. (Ð) Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, íàõîäÿùåãîñÿ â âîçäóõå
ìåæäó äâóìÿ âåñüìà äëèííûìè ñîîñíûìè ïðîâîäÿùèìè öèëèíäðè÷åñêèìè ïî-
âåðõíîñòÿìè ðàäèóñàìè R1 è R2, èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó � Jr). Íàéäèòå íàïðÿæåí-
íîñòü E (r) ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè R1 B r B R2.

16. (Ð) Çàïèøèòå â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äèôôåðåíöèàëüíûå îïå-
ðàòîðû à) rot rot H, á) div rot A, â) )U, ã) )()U), ä) )KE, å) )KJ)U).
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17. (Ð) Îïðåäåëèòå, ìîæåò ëè ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ âûðàæàòüñÿ ôîðìóëàìè
à) B � iB0e

–�x, á) B � (iax + jby), â) B � (iax – kcz), ã) B � jB0e
–�x, ä) B � kBm sh �x,

å) B � j((ax)2 + (by)2)–0,5, æ) B � B0(jx +jy – kz), ç) B � (i(x2 + y2)–0,5 + j(x2 + y2)–0,5,
è) B � iBm sin kx, ê) B � jBm sin kx.

18. (Ð) Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå div �� � 0, ïîëó÷èòå âûðàæåíèå div E â à) îäíîðîä-
íîé ñðåäå ñ óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ ,, á) íåîäíîðîäíîé â îòíî-
øåíèè ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ñðåäû, â êîòîðîé òå÷åò òîê ïðîâîäèìîñòè
ïëîòíîñòüþ J � ,E.

23.2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Ïî÷åìó â ñèñòåìó óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âõîäèò óðàâíåíèå
div B � 0, òîãäà êàê óðàâíåíèå div �� � 0 íå âõîäèò?

2. Ìîæåò ëè ñóùåñòâîâàòü âåêòîðíîå ïîëå A, óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèÿì
rot A � f � 0, div A � C � 0, ò. å. ïîëå, ñîçäàííîå êàê âåêòîðíûìè, òàê è ñêàëÿðíûìè
èñòî÷íèêàìè?

3. (Î) Ìîæíî ëè ïîëå ïëîòíîñòè òîêà ïðåäñòàâèòü â âèäå �� � rot F, ãäå F — íåêî-
òîðàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, íå ðàâíàÿ íàïðÿæåííîñòè H ïîëÿ?

4. (Ð) Ïîäñ÷èòàéòå ïîëíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó óðàâíåíèé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðíûå ïåðåìåííûå ñîäåðæàò â îá-
ùåì ñëó÷àå òðè ñîñòàâëÿþùèõ. Ñîïîñòàâüòå ïîëó÷åííîå ÷èñëî ñ êîëè÷åñòâîì
óðàâíåíèé.

5. (Ð) Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, âûâåäèòå ñîîòíîøåíèå

�
��
�t
� div (,E + Jïåð), âûðàæàþùåå ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.

6. (Ð) Ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óïðîùàåòñÿ â ðÿäå
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ äëÿ íå èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè ïîëåé.
Ðàçäåëèòå èõ íà äâå íåñâÿçàííûå ãðóïïû, îïèñûâàþùèå ýëåêòðè÷åñêèå è ìàã-
íèòíûå ïîëÿ.

7. (Ð) Îñíîâûâàÿñü íà óðàâíåíèÿõ rot E � �
�
�
B

t
, rot H � ��* ïîëó÷èòå óðàâíåíèÿ

îòíîñèòåëüíî à) íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, á) íàïðÿæåííîñòè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ðàññìàòðèâàÿ ïîëå â 1) ïðîâîäÿùåé ñðåäå, ïðèíèìàÿ J � ,E è ïðå-

íåáðåãàÿ òîêîì ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, 2) äèýëåêòðèêå, ïðèíèìàÿ J � �
�
�
E

t
.

23.3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñðåä
ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Ïî÷åìó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Bn1 � Bn2, Et1 � Et2, êàê è óñëîâèÿ Ht1 � Ht2,
Dn1 � Dn2 íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñëó÷àå ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ?
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2. (Î) Â ÷åì ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ ñêà÷êà íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
ñðåä ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè à) ýëåêòðè÷åñêîãî, á) ìàãíèòíîãî ïîëÿ?

3. Êàêèå èç ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ D, E, B, H ìîãóò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ â òî÷-
êàõ ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ýëåêòðè÷åñêèìè è ìàãíèòíû-
ìè ñâîéñòâàìè?

4. (Î) Ñîõðàíÿþò ëè íåïðåðûâíîñòü êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå
âåêòîðîâ D, E, B, H íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ àíèçîòðîïíûõ ñðåä ñ ðàçëè÷íû-
ìè ýëåêòðè÷åñêèìè è ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè?

5. Êàêîå èç óñëîâèé: Dn1 � Dn2 èëè Et1 � Et2 ñîõðàíèò ñâîé âèä ïðè íàëè÷èè ñâî-
áîäíîãî çàðÿäà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ  íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ñðåä
ñ ðàçëè÷íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè?

6. (Ð) Çàïèøèòå óñëîâèå, ñâÿçûâàþùåå íîðìàëüíûå ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ
ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà
ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, åñëè ðàçìåùåííûé íà íåé ñâîáîäíûé ýëåêòðè÷åñêèé
çàðÿä èìååò ïîâåðõíîñòíóþ ïëîòíîñòü  .

7. (Ð) Çàïèøèòå óñëîâèå, ñâÿçûâàþùåå êàñàòåëüíûå ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ
ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, åñëè ðàçìåùåííûé íà íåé ñëîé òîêà èìååò ïëîò-
íîñòü j.

8. (Ð) Ïîêàæèòå, ÷òî â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ôåððîìàãíèòíîãî òåëà è âîç-
äóõà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî n2(H1 – H2) � n2M, ãäå n2 — âåêòîð íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè, íàïðàâëåííûé âíóòðü ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû, M — íàìàãíè÷åííîñòü,
1, 2 — èíäåêñû âîçäóøíîé è ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû.

9. Ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñðåä 1 è 2 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòü z � 0. Èçâåñòíû âåêòîðû
D1 (â ñðåäå 1) è H2 (â ñðåäå 2) ïðè z � 0: D1 � (i 2x + j 3y2 + k 5)�109 Êë/ì2,
H2 � (i + j 5y2 + k 4)�103 À/ì.

Ðàññ÷èòàéòå âåëè÷èíû D2, E2, E1, B1, H1, B2 íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä. Èõ ïðî-
íèöàåìîñòè �1 � 2�0, �2 � 4�0, �1 � 50�0, �2 � 100�0.

10. Ïîâåðõíîñòíûé òîê ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ j � 103 À/ì èìååò íàïðàâëåíèå,
ïàðàëëåëüíîå îñè x è ðàçìåùåí íà ïëîñêîñòè z � 0, ÿâëÿþùåéñÿ ïîâåðõíîñòüþ
ðàçäåëà ñðåä ñ ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè �1 � �0 ïðè z < 0 è �2 � 100�0 ïðè
z > 0. Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �0 ðàâíà
H1 � (i�103 + j�2�103 + k�103) À/ì. Ðàññ÷èòàéòå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è
ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ â ñðåäå ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �2.

11. (Ð) Âíóòðè íàõîäÿùåãîñÿ â âîçäóõå ïàðàëëåëüíî îñè z áåñêîíå÷íî äëèííîãî
êðóãëîãî öèëèíäðà, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî � � 2�0, ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå îäíîðîäíî è åãî íàïðÿæåííîñòü E � jÅy � j >DD Â/ì. Ðàññ÷èòàéòå çíà÷å-
íèÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè Ee è ñìåùåíèÿ De íà åãî ïîâåðõíî-
ñòè â âîçäóõå. Ñîõðàíÿåò ëè îäíîðîäíîñòü ïîëå â âîçäóõå?

12. (Ð) Íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè x � const ðàçäåëà âîçäóõà è ìàãíèòíîé ñðåäû ñ
òåíçîðîì ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè (�) íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîç-
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äóõå H1 � iHx1 + jHy1. Îïðåäåëèòå íàïðÿæåííîñòü H2 ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìàãíèò-
íîé ñðåäå, à òàêæå ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ B2 â íåé è B1 â âîçäóõå, ïðèíèìàÿ, ÷òî
ãëàâíûå îñè àíèçîòðîïèè à) ñîâïàäàþò ñ îñÿìè x, y, á) íå ñîâïàäàþò ñ îñÿìè x, y.

24.1. Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. (Î) Ïî÷åìó ïîòåíöèàë ñâÿçûâàþò ñ íàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ ñîîòíîøåíèåì
E � – grad U, à íå ñîîòíîøåíèåì E � grad U?

2. Ïî÷åìó íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè-
÷åíèè ëèáî óìåíüøåíèè ïîòåíöèàëà âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè íà îäíî è òî æå ÷èñ-
ëî? Èçìåíèòñÿ ëè íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, åñëè èçìåíèòü ïîòåíöèàë âî âñåõ òî÷êàõ
â k ðàç?

3. ×åìó ðàâíà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè, ãäå ïîòåíöè-
àë èìååò ïîñòîÿííîå, íå çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàò òî÷êè çíà÷åíèå?

4. Â íàïðàâëåíèè âåêòîðà n ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ ñ íàèáîëüøåé ñêîðîñòüþ.
Â êàêîì íàïðàâëåíèè ïîòåíöèàë íå èçìåíÿåòñÿ?

5. Ïîä êàêèì óãëîì ê ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåãî òåëà ïîäõîäÿò ëèíèè íàïðÿæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ?

6. ×åìó ðàâíà ôóíêöèÿ grad U âíóòðè ïðîâîäÿùåãî òåëà?

7. Ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû òåë ðàâåí íóëþ. Ìîæåò ëè íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè r
îò íèõ ïîòåíöèàë óáûâàòü êàê r–1, r–2, r–n?

8. Êàê ñëåäóåò ðàçìåñòèòü äâà ðàñïîëîæåííûõ ðÿäîì äèïîëÿ, ÷òîáû íà áîëüøîì
ðàññòîÿíèè îò íèõ ïîòåíöèàë óáûâàë êàê r–2, r–4?

9. (Î) Â ëèíèè ïåðåäà÷è ïðîâîäà ðàññìàòðèâàþò êàê áåñêîíå÷íî äëèííûå. Ïðè
êàêîì óñëîâèè ïîòåíöèàë ïîëÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷êàõ ìîæíî ïðèíÿòü
ðàâíûì íóëþ?

10. (Î) Ïî÷åìó äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà çàðÿæåííîãî òåëà ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ

âûðàæåíèåì U �
1

4��
 ds

r
s

� , ñïðàâåäëèâûì òîëüêî â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ äèýëåê-

òðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �? Âåäü ñàìî ïðîâîäÿùåå òåëî íàðóøàåò îäíîðîä-
íîñòü ñðåäû?

11. (Î) Ìîæíî ëè ïðèìåíèòü âûðàæåíèå U �
1

4��
 ds

r
s

� äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà

ïîëÿ çàðÿæåííîãî ïðîâîäÿùåãî òåëà, åñëè â åãî ïîëå ðàñïîëîæåíî ïðîâîäÿùåå
íåçàðÿæåííîå òåëî?

12. (Î) Ìîæíî ëè äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà ïîëÿ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ñ îáú-
åìíîé ïëîòíîñòüþ � â îáúåìå V äèýëåêòðèêà ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �i, âîñïîëüçî-

âàòüñÿ âûðàæåíèåì U �
1

4��
�

e

dV

r
V

� , åñëè ïðîíèöàåìîñòü îêðóæàþùåãî ïðî-

ñòðàíñòâà �e?
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

1. Íàéäèòå ñîñòàâëÿþùèå Åx, Åy, Åz íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ,
ïîòåíöèàë êîòîðîãî

à) U � U0 � const, á) U � ax, â) U � ax + by + kz, ã) U � axy, ä) U � Ua (x2 + y2 + z2)–0,5,
å) U � e–�x sh ky cos mz.

2. Íàéäèòå ñîñòàâëÿþùèå År, Å�, Åz íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ,
ïîòåíöèàë êîòîðîãî à) U � U0 a–�r, á) U � U0 e–�r sin k�, â) U � U0 e–�r cos k�,
ã) U � ar –n sin k�, ä) U � (arn + br –n) cos k� sin mz.

3. (Ð) ßâëÿåòñÿ ëè ïîòåíöèàëüíûì ïîëå, íàïðÿæåííîñòü êîòîðîãî çàäàíà âûðà-
æåíèåì à) E � i 5�103, á) E � i 7�103 + j 5�102, â) E � i ax, ã) E � k by, ä) E � i ax2 + j bz,
å) E � i axy + j ax + k ax2?

4. (Ð) Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, íàïðÿæåííîñòü êîòîðîãî à) E � iE1, á) E � jby,
â) E � k cz2, ã) E � iE1 e–�x, ä) E � jE2 + kE3, å) E � i ax + k cz, æ) E � j cy + k a.

5. (Ð) Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèè Å1, Å2, Å3, ÷òîáû ïîëå íà-
ïðÿæåííîñòüþ à) E � iE1 + jE2, á) E � jE2 + kE3, â) E � iE1 + kE3 áûëî ïîòåíöè-
àëüíûì?

6. Ïîòåíöèàë ïîëÿ çàäàí âûðàæåíèåì: à) U � ax, á) U � ax + by, â) U � ar, ã) U � axy.
Îïðåäåëèòå ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Èçîáðàçèòå ëèíèè U � const
è ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ.

7. (Ð) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà è ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåí-
íîñòè ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ðàñïîëîæåííûõ â óãëàõ êâàäðàòà çàðÿäîâ
+q, +q, –q, –q (ðèñ. Â24.1, à) è +q, –q, +q, –q (ðèñ. Â24.1, á).

8. (Ð) Íàéäèòå ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà îñè òîíêîãî êîëüöà ðàäèó-
ñîì R, çàðÿæåííîãî ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ -.

9. (Ð) Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïîëÿ, ñîçäàííîãî áåñêîíå÷íî äëèííîé ðàâíîìåðíî çà-
ðÿæåííîé ïëàñòèíîé øèðèíîé 2à ñ âåñüìà ìàëîé òîëùèíîé d (d HH 2à). Ïîâåðõ-
íîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ïëàñòèíû ðàâíà  .
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10. (Ð) Íàéäèòå ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, ñîçäàííîãî ñîâîêóïíîñòüþ N
çàðÿæåííûõ ïàðàëëåëüíûõ äðóã äðóãó áåñêîíå÷íî äëèííûõ íèòåé, ðàçìåùåííûõ
ðàâíîìåðíî íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R ïðè ëèíåéíîé ïëîòíîñòè
èõ çàðÿäîâ à) -1 � -2 � ... � -, á) -1� –-2 � +-3 � –-4 � +-5 � ... � -. Îïðåäåëèòå çàêîí
óáûâàíèÿ ïîòåíöèàëà è íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íèòåé.

11. (Ð) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà è íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà - ïðÿìîëèíåéíîé íèòè äëèíîé l
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íèòè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå ñåðåäèíó.

24.2. Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêîé äîëæíà áûòü ôîðìà ïðîâîäÿùåãî òåëà, îáåñïå÷èâàþùåãî óñëîâèå ïî-
ñòîÿíñòâà ïîòåíöèàëà â îáúåìå V?

2. (Î) Êàêèå èç âûðàæåíèé grad div E, grad E, grad rot A, div grad U, rot grad U,
grad div grad U èìåþò ñìûñë?

3. Óäîâëåòâîðÿåò ëè óðàâíåíèÿì Ëàïëàñà è Ïóàññîíà ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîãî ïîëÿ â à) íåîäíîðîäíîé ñðåäå, á) êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå, â) îäíîðîä-
íîé ñðåäå, ã) àíèçîòðîïíîé îäíîðîäíîé ñðåäå?

4. (Î) Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó åãî ðåøåíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ U � const, òàê êàê òîãäà êàæäîå èç ñëàãàåìûõ ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïî÷åìó óðàâíåíèå Ëàïëàñà ìîæåò èìåòü è
èíûå ðåøåíèÿ, îòëè÷íûå îò ðåøåíèÿ U � const?

5. (Î) Ïîëå ñîçäàíî çàðÿæåííûìè ïðîâîäÿùèìè òåëàìè. Êàêèì óðàâíåíèåì —
Ïóàññîíà èëè Ëàïëàñà îíî îïèñûâàåòñÿ?

6. (Î) Ìîãóò ëè ïîòåíöèàë èëè åãî ïðîèçâîäíûå èìåòü ðàçðûâû?

7. (Î) Íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, âíóòðè êîòîðîé çàðÿä îòñóòñòâóåò, ïîòåíöèàë
ïîñòîÿíåí. ×åìó ðàâåí ïîòåíöèàë âíóòðè ïîâåðõíîñòè? Èçìåíÿåòñÿ ëè îí âíå
ïîâåðõíîñòè?

8. Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ div D à) âíóòðè çàðÿæåííîãî ïðîâîäíè-
êà, á) â îêðóæàþùåì åãî äèýëåêòðèêå, â) íà ïîâåðõíîñòè çàðÿæåííîãî ïðîâîäíè-
êà, ã) íà ïîâåðõíîñòè íåçàðÿæåííîãî ïðîâîäíèêà?

9. Ïîäõîäÿò ëè ïîä ïðÿìûì óãëîì ê ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ëèíèè íàïðÿæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, åñëè îêðóæàþùàÿ åãî äèýëåêòðè÷åñêàÿ ñðåäà õàðàê-
òåðèçóåòñÿ àíèçîòðîïíûìè ñâîéñòâàìè?

10. (Î) Ïî÷åìó ïðè ðåøåíèè îáùåé çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè óäîáíî âíà÷àëå îï-
ðåäåëÿòü ïîòåíöèàë, à íå ñðàçó íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ?

11. (Î) Íåçàðÿæåííîå ïðîâîäÿùåå òåëî, ïîòåíöèàë êîòîðîãî íåèçâåñòåí, íàõîäèòñÿ

â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå. Êàêîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ
�
�
U

n
íà åãî

ïîâåðõíîñòè? Êàê èçìåíèòñÿ ýòî óñëîâèå, åñëè òåëî çàðÿæåíî è åãî çàðÿä ðàâåí q?
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12. (Î) Êàêàÿ èç çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè èìååò áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå: à) ïðè çà-
äàííîì ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîäíèêîâ èëè á) ïðè çàäàí-
íûõ ïîòåíöèàëàõ ïðîâîäíèêîâ? Äèýëåêòðèê, îêðóæàþùèé ïðîâîäíèê, îäíîðî-
äåí.

13. Íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îäíîðîäíóþ ñðåäó, çàäàí ïîòåí-
öèàë U � const. Ñâîáîäíûå çàðÿäû âíóòðè ïîâåðõíîñòè îòñóòñòâóþò. Ñóùåñòâóåò
ëè ïîëå âíóòðè ïîâåðõíîñòè? Èçìåíèòñÿ ëè îòâåò, åñëè à) ïîòåíöèàë íà ïîâåðõ-
íîñòè íå ïîñòîÿíåí, á) ñðåäà êóñî÷íî-îäíîðîäíà, â) âíóòðè ïîâåðõíîñòè èìååòñÿ
ñâîáîäíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä?

14. Ìîæåò ëè íà ïîâåðõíîñòè âíåñåííîãî â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå òåëà ïðå-
òåðïåâàòü ðàçðûâ à) ïîòåíöèàë, á) íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè òåëà ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, â) êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè òåëà ñîñòàâëÿþùàÿ íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

1. (Ð) Ïîòåíöèàëû îáêëàäîê îäíîñëîéíîãî êîíäåíñàòîðà ðàâíû –U0 è U0. Ñ÷è-
òàÿ, ÷òî ïîòåíöèàë â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó îáêëàäêàìè èçìåíÿåòñÿ òîëüêî â íà-
ïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê îáêëàäêàì, îïðåäåëèòå çàêîí åãî èçìåíåíèÿ â ñëó÷àå
à) ïëîñêîãî, á) öèëèíäðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè
ðàâíî d. Ðàäèóñ âíóòðåííåé îáêëàäêè öèëèíäðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà ðàâåí R.

2. (Ð) Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ïëîñêèìè ýëåêòðîäàìè, ïîòåíöèàëû êîòîðûõ ðàâ-
íû 0 è U0, ðàñïðåäåëåí çàðÿä ñ îáúåìîì ïëîòíîñòüþ �. Íàéäèòå ïîòåíöèàë è íà-
ïðÿæåííîñòü ïîëÿ â òî÷êàõ ìåæäó ýëåêòðîäàìè, ïðèíèìàÿ äèýëåêòðè÷åñêóþ
ïðîíèöàåìîñòü ðàâíîé � � �0 è äîïóñêàÿ, ÷òî ïîëå èçìåíÿåòñÿ òîëüêî âäîëü êîîð-
äèíàòû, îòñ÷èòûâàåìîé ïî íîðìàëè ê ýëåêòðîäàì. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîäà-
ìè ðàâíî d.

3. (Ð) Ïîòåíöèàëû öèëèíäðè÷åñêèõ ñîîñíûõ êàòîäà è àíîäà (èõ ðàäèóñû Rê, Rà

(Rê < Rà) , à äëèíà l çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàäèóñû) ðàâíû Uê � 0, Uà � U0. ×àñòü
ìåæýëåêòðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà (îò r � Rê äî r � R0 � 0,5(Rê + Rà)) çàïîëíåíà ýëåê-
òðîíàìè ñ ïîñòîÿííîé îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ �. Íàéäèòå çàâèñèìîñòè U(r), E(r),
ñ÷èòàÿ ïîëå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì è íå èçìåíÿþùèìñÿ ïî êîîðäèíàòàì � è z; � � �0

âñþäó.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå Åx, Åy, Åz íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò â îäíîðîäíîé ñðåäå óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

5. (Ð) Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó çàçåìëåííûìè îáêëàäêàìè ïëîñêîãî âîçäóøíîãî
êîíäåíñàòîðà ðàñïðåäåëåí ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ïëîòíîñòüþ à) � � �0 � const,
á) � � ax, â) � � �0 + ax, ã) � � ax2 + bx + �0, ä) � � �0e

�x, å) � � �0e
–�x, æ) � � �m sin kx.

Êîîðäèíàòó x îòñ÷èòûâàåì âäîëü íîðìàëè ê îáêëàäêàì.
Íàéäèòå ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè

ðàâíî 2d. Ïðèìèòå � � 0 ïðè 0 < x < d è � � 0 ïðè d < x < 2d; � � �0 âñþäó.

6. (Ð) Â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ � � 2�0 ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ îäíîé èç ôîðìóë: à) U � ax, á) U � ax2+ bx + U0,
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â) U � U0 + ax2, ã) U � U0 e�x, ä) U � Um sin kx, å) U � Um
a

r
, æ) U � Um sh kx, ç) U � ar2,

è) U � ar –3 + br –2 + cr –1 + U0 .
Îïðåäåëèòå, ñóùåñòâóåò ëè â îáëàñòè ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä è ðàññ÷èòàéòå åãî

ïëîòíîñòü.

7. Ìîæåò ëè â îáëàñòè, ãäå îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ðàâíà íóëþ, ïîòåíöèàë
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ áûòü ïðåäñòàâëåí âûðàæåíèåì:

à) U � ax2 + by2 + cz, á) U � axy + byz + cxz, â) U � ax3 + bxy + cz2, ã) U � a r cos �,

ä) U �
a

r
+ br?

8. Îïðåäåëèòå îáúåìíóþ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, ïîòåíöèàë êîòîðîãî
ðàâåí à) U � axyz, á) U � axy2z. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ðàâíà �0.

9. (Ð) Íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ ïî çà-
êîíó U � Um sin k�, ãäå k — íåêîòîðîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, 0 < � B 2�.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì, íàéäèòå ïîòåíöèàë U(r, �L è íà-
ïðÿæåííîñòü E(r, �) ïîëÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî � � �0 âñþäó. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî
ïðè k � 1 âíóòðè ïîâåðõíîñòè ïîëå îäíîðîäíîå.

10. (Ð) Ñôîðìóëèðóéòå ñîîáðàæåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå âûáîð ñèñòåìû êîîðäè-
íàò, â êîòîðîé öåëåñîîáðàçíî çàïèñûâàòü è ðåøàòü óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàñ-
ñîíà.

11. Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð ñîäåðæèò k ñëîåâ äèýëåêòðèêà, ïðîíèöàåìîñòè êîòî-
ðûõ ðàâíû �1, �2, �3, ..., �k. Ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äèýëåêòðèêîâ — ïëîñêîñòè, ïàðàë-
ëåëüíûå îáêëàäêàì êîíäåíñàòîðà. Çàïèøèòå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà
è åãî ïðîèçâîäíîé íà ïîâåðõíîñòè ìåæäó i è i + 1 ñëîÿìè. Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî ïî-
ñòîÿííûõ ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé Ëàïëàñà è ÷èñëî óñëîâèé äëÿ ïîòåí-
öèàëà è åãî ïðîèçâîäíîé.

12. (Ð) Ïðîâîäÿùåå òåëî ñ ïîëîñòüþ, ïîìåùåííîå â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå,
ïðèíèìàåò ïîòåíöèàë U. Íàéäèòå ïîòåíöèàë â ïîëîñòè.

13. (Ð) Áåñêîíå÷íî äëèííûé ïðîâîäÿùèé öèëèíäð ðàäèóñîì R ïîìåùåí â íîð-
ìàëüíîå ê åãî îñè îäíîðîäíîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ
E0 � 100 Â/ì. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ 9, íàéäèòå ïëîòíîñòü íàâåäåííîãî
íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà çàðÿäà, ïðèíèìàÿ âíå öèëèíäðà � � �0.

14. (Ð) Â ïðîñòðàíñòâî ìåæäó îáêëàäêàìè ïëîñêîãî âîçäóøíîãî êîíäåíñàòîðà,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè d � 2 ñì è íàïðÿæåíèå U0 � 10 Â, âñòàâëåíà íåçàðÿ-
æåííàÿ ïðîâîäÿùàÿ ïëàñòèíà òîëùèíîé d1 � 0,2 ñì, ïîâåðõíîñòè êîòîðîé ïàðàë-
ëåëüíû îáêëàäêàì. Ðàññòîÿíèå îò ïëàñòèíû äî îáêëàäêè, ïîòåíöèàë êîòîðîé ðà-
âåí íóëþ, d2 � 0,5 ñì. Ðàññ÷èòàéòå ïîòåíöèàë U(ó) è íàïðÿæåííîñòü Å(ó) ïîëÿ â
òðåõ îáëàñòÿõ: â ïëàñòèíå è â äâóõ âîçäóøíûõ ñëîÿõ (îñü y ïåðïåíäèêóëÿðíà
ïëàñòèíàì).

15. (Ð) Ðåøèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíäåíñàòîð öèëèíäðè÷å-
ñêèé, ðàäèóñû îáêëàäîê êîòîðîãî R1 � 2 ìì, R2 � 5 ìì. Òîëùèíà ïðîâîäÿùåãî öè-
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ëèíäðà, ñîîñíîãî ñ îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà, d1 � 0,2 ìì, ðàññòîÿíèå îò íåãî äî
âíóòðåííåé îáêëàäêè d2 � 1 ìì.

16. (Ð) Âûâåäèòå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïîòåíöèàë U â íåîäíîðîä-
íîì äèýëåêòðèêå ñ ïðîíèöàåìîñòüþ � � f(x, y, z).

17. Íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S çàäàí ïîòåíöèàë. Â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé
ïîâåðõíîñòüþ, èìåþòñÿ ñâîáîäíûå çàðÿäû. Ïðåäëîæèòå ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ
ïîëÿ â îáëàñòè, îñíîâàííûé íà ìåòîäå íàëîæåíèÿ.

24.3. Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ïî÷åìó ïðè èçîáðàæåíèè êàðòèíû ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ ëèíèè ïîñòî-
ÿííûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ïðîâîäÿò òàê, ÷òîáû ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëà ìåæäó
ñîñåäíèìè ëèíèÿìè ñîõðàíÿëîñü îäíèì è òåì æå?

2. Ïî÷åìó ëèíèè V � const íàíîñÿò òàê, ÷òîáû ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ïîòîêà ïðè
ïåðåõîäå îò íåêîòîðîé ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ê ñîñåäíåé ñîõðàíÿëîñü ïî-
ñòîÿííûì?

3. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé ïîòîêà è çàðÿäîì ïðîâîäíèêà íà åäèíèöó äëè-
íû?

4. Ìîæíî ëè ïðè èçó÷åíèè ïîëÿ, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ-
ìè êîîðäèíàò õ, ó, z, ââåñòè ïîíÿòèÿ à) ïîòåíöèàëà, á) ôóíêöèè ïîòîêà?

5. Ñîõðàíÿåò ëè ôóíêöèÿ ïîòîêà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîä-
íèêà?

6. (Î) Ïî÷åìó ïîòåíöèàë è ôóíêöèÿ ïîòîêà, óäîâëåòâîðÿÿ îäíîìó è òîìó æå
óðàâíåíèþ, íå ñîâïàäàþò, ò. å. ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè?

7. (Î) Ïî÷åìó â çàäà÷àõ ýëåêòðîñòàòèêè ÷àùå ðåøàþò óðàâíåíèå Ëàïëàñà îòíî-
ñèòåëüíî ïîòåíöèàëà, à íå ôóíêöèè ïîòîêà?

24.4. Ìåòîä êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà?

2. (Î) Çàäàí êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë (( )z ïîëÿ. Êàê îïðåäåëèòü ôîðìó ïðîâîä-

íèêîâ, ïîëå êîòîðûõ îí îïèñûâàåò?

3. (Î) Ìîæíî ëè, çíàÿ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ, îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü çà-
ðÿäà íà ïîâåðõíîñòè çàðÿæåííîãî ïðîâîäíèêà?

4. Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû äâóõ ïîëåé ðàçëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííîå ÷èñëî C1 + jC2.
Îäèíàêîâû ëè íàïðÿæåííîñòü Å(õ, ó) è ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè Åõ(õ, ó),
Åó(õ, ó) ýòèõ ïîëåé?

5. (Î) Ìîæíî ëè èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ðàñ÷åòà
ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå?
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6. Íà êàêîì îñíîâàíèè ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ôóíêöèÿ ( � Aj ln z + C ÿâëÿåòñÿ
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïîñòîÿííûõ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿæåííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ?

7. Çàâèñèò ëè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë çàðÿæåííîãî óåäèíåííîãî ïðîâîäà êðóã-
ëîãî ñå÷åíèÿ îò åãî ðàäèóñà?

8. Ìîæíî ëè èçîáðàçèòü ëèíèè U � const è V � const âíóòðè çàðÿæåííîãî ïðî-
âîäà?

9. Âíå çàðÿæåííîãî ïðîâîäà êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ðàâåí ( �
-
��2

� –
-
��2

j ln r +

+ C1 + jC2. Êàêîâ êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë âíóòðè ïðîâîäà?

10. Èçìåíèòñÿ ëè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ çàðÿæåííîãî áåñêîíå÷íî äëèí-
íîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäà, åñëè ïðîâîä ïîìåñòèòü â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü êîòîðîãî íàïðàâëåíà ïîïåðåê îñè ïðîâîäà?

11. Èçìåíÿåòñÿ ëè êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë â òî÷êå, ïåðåìåùàþùåéñÿ âäîëü
à) ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, á) ëèíèè ïîñòîÿííîãî ïîòåíöèàëà?

12. (Î) Ïî÷åìó ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííîé
åìêîñòü ìåæäó òåëàìè, âåäü ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè èçìåíÿåòñÿ?

13. Â êàêîì ñëó÷àå ïðîâîä ðàäèóñîì ñå÷åíèÿ R ïðè êîíôîðìíîì îòðàæåíèè îá-
ëàñòè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ( � z2 ñîõðàíèò ñâîþ ôîðìó â ïëîñêîñòè (? Ìîæåò ëè
ñîõðàíèòüñÿ ôîðìà ïðîâîäîâ äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè?

14. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ëèíåéíûìè ïðîâîäàìè ñ êîîðäèíàòàìè x1 + jy1, x2 + jy2

ðàâíî r. Êàêèì îíî áóäåò ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè ôóíêöèåé

à) ( � ez, á) ( � sh z, â) ( � az + b, ã) ( � z +
1

z
?

15. (Î) Ñîõðàíÿåòñÿ ëè íåèçìåííûì ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè ïî-
òîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ñêâîçü çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü, îõâàòûâàþùóþ çà-
ðÿæåííûé ïðîâîä?

16. (Î) Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ çàðÿæåííûõ ëèíåéíûõ
ïðîâîäîâ, ðàññ÷èòûâàÿ åå ïî çíà÷åíèÿì ëèíåéíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà è íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ â îáëàñòè ! ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè z ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè :(z)?

ÓÏÐÀÆÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

1. (Ð) Çàïèøèòå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë îäíîðîäíîãî ïîëÿ.

2. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ ëèíèé ôóíêöèè ïîòîêà V(x, y) è ëèíèé ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà U(x, y) ïî âûðàæåíèþ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ïîëÿ à) ((z) � Az + B,
á) ((z) � Az2, â) ((z) � A ln z + B, ã) ((z) � Aj ln z + B, ä) ((z) � Az0,5. Íàéäèòå íàïðÿ-
æåííîñòü E(x, y) ïîëÿ è åå ñîñòàâëÿþùèå Åõ(õ, ó), Åó(õ, ó).

3. Îáúÿñíèòå ñìûñë ðàçíîñòè 
V � V(x1, y1) – V(x2, y2).
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4. (Î) Îáúÿñíèòå ïðè÷èíó òðóäíîñòåé ðàñ÷åòà ïîëÿ ìåòîäîì êîìïëåêñíîãî ïî-
òåíöèàëà â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå.

5. Çàïèøèòå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ çàðÿæåííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷å-
íèÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

6. (Ð) Çàïèøèòå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ çàðÿæåííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî
ñå÷åíèÿ, ïîìåùåííîãî â îäíîðîäíîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü êîòîðîãî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà îñè ïðîâîäà.

7. (Ð) Çàïèøèòå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ äâóõ òîíêèõ ïðîâîäîâ êðóãëîãî
ñå÷åíèÿ, ðàññòîÿíèå d ìåæäó îñÿìè êîòîðûõ ðàâíî 1 ì. Çàðÿäû íà åäèíèöó äëè-
íû ïðîâîäîâ à) -1 � -2, á) -1 � –-2.

8. (Ð) Çàïèøèòå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ N ïðîâîäîâ, çà-
ðÿæåííûõ ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà - êàæäûé, ðàñïðåäåëåííûõ ðàâíîìåð-
íî ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R è îáðàçóþùèõ «ðàñùåïëåííóþ» ôàçó ëèíèè ïå-
ðåäà÷è.

9. (Ð) 2N ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ ñ çàðÿäàìè ïëîòíîñòüþ +- è –- ðàñïîëîæåíû ðàâ-
íîìåðíî ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì R òàê, ÷òî ñîñåäíèå ïðîâîäà èìåþò çàðÿäû
ðàçíûõ çíàêîâ. Íàéäèòå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ.

10. (Ð) Çàïèøèòå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë è âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ äâóõ ëèíåéíûõ ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûõ ïðîâîäîâ, ðàñïîëîæåííûõ à) íà
îñè ó íà ðàññòîÿíèè 2h äðóã îò äðóãà, á) íà îñè õ íà ðàññòîÿíèè 2d äðóã îò äðóãà
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

11. (Ð) Ïðîâîä ðàäèóñîì ñå÷åíèÿ R ðàñïîëîæåí âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà �, îáðàçî-

âàííîãî ïðîâîäÿùèìè ïëîñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ðàññ÷èòàéòå ðàäèóñ R R
d

dz
z z

!
!

�
� 0

ïðîâîäà â ïëîñêîñòè ! ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè ôóíêöèåé ! � z � �

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîâîä ëèíåéíûé, ïðèíèìàÿ êîîðäèíàòó îñè ïðîâîäà
â ïëîñêîñòè z ðàâíîé z0 � r0 e j�0. Îöåíèòå âåëè÷èíó 
R îòêëîíåíèÿ êîíòóðà

ïðîâîäà îò êðóãîâîãî â ïëîñêîñòè !.

12. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïðîâîä èìååò ïîòåíöèàë U0 îòíîñèòåëüíî ïðî-
âîäÿùèõ ïîâåðõíîñòåé ñ ïîòåíöèàëîì U � 0. Ðàññ÷è-
òàéòå êîîðäèíàòû íåñêîëüêèõ (6 M 8) òî÷åê ëèíèè,
ïîòåíöèàë êîòîðîé ïîñòîÿíåí è ðàâåí U � 0,5U0, è
ïîñòðîéòå ýòó ëèíèþ.

13. Ïðèíèìàÿ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ñðå-
äû, îêðóæàþùåé èçîáðàæåííûå íà ðèñ. Â24.2 ïðîâî-
äà, ðàâíîé �0, ðàññ÷èòàéòå à) çàðÿä ïðîâîäà íà åäè-
íèöó åãî äëèíû, á) íàïðÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäàìè
â) åìêîñòü ïðîâîäîâ íà åäèíèöó äëèíû ïðè óñëîâèè,
÷òî ïîòîê òðóáêè 
V � 50 Â è íàïðÿæåíèå ìåæäó ñî-
ñåäíèìè ëèíèÿìè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà 
U � 50 Â.
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24.5. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Â êàêèõ òî÷êàõ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ïëîòíîñòü çà-
ðÿäà, à òàêæå íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ïðèíèìàþò íàèáîëüøèå (íàèìåíüøèå) çíà÷å-
íèÿ, åñëè ïðîâîäà èìåþò çàðÿäû à) îäíîãî çíàêà, á) ðàçíûõ çíàêîâ?

2. Ñîâïàäàþò ëè ãåîìåòðè÷åñêèå è ýëåêòðè÷åñêèå îñè à) óåäèíåííîãî çàðÿæåí-
íîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, á) äâóõ êðóãëûõ ïðîâîäîâ ñ çàðÿäàìè ðàçíûõ
çíàêîâ, â) äâóõ êðóãëûõ ïðîâîäîâ ñ çàðÿäàìè îäíîãî çíàêà?

3. Ìîæåò ëè ýëåêòðè÷åñêàÿ îñü ïðîâîäà ðàñïîëàãàòüñÿ âíå åãî ñå÷åíèÿ?

4. Èçìåíÿåòñÿ ëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêîé è ýëåêòðè÷åñêîé îñÿìè ïðî-
âîäà ïðè èçìåíåíèè âûñîòû åãî ïîäâåñà íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ çåìëè?

5. Ó êàêîãî èç äâóõ ðàçíîèìåííî çàðÿæåííûõ ïðîâîäîâ ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ
ïëîòíîñòü çàðÿäà èìååò íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå? Íà ïîâåðõíîñòè êàêî-
ãî èç ïðîâîäîâ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ?

6. Ìîæíî ëè, îïðåäåëèâ ïîëîæåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ îñåé ïðîâîäîâ, ðàññ÷èòàòü

íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì E �
-
��2 r

â òî÷êàõ à) âíå ïðîâîäîâ,

á) âíóòðè ïðîâîäîâ, â) íà èõ ïîâåðõíîñòè?

7. Êàêîâî ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè íóëåâîãî ïîòåíöèàëà äâóõ ïðîâîäîâ ðàäèóñîì R
êàæäûé è ïîòåíöèàëàìè –U0 è U0 ?

8. Â íåêîòîðîé îáëàñòè ãóñòîòà ëèíèé V � const áîëüøå, ÷åì â äðóãèõ îáëàñòÿõ
òàêîé æå ïëîùàäè. Êàêîå çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñäåëàòü î ãóñòîòå ëèíèé ðàâíîãî
ïîòåíöèàëà â ýòèõ îáëàñòÿõ?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

1. Ðàññ÷èòàéòå íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ è ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íà ïî-
âåðõíîñòè ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ïðè çàäàííîì à) íàïðÿæåíèè U � 1000 B
ìåæäó ïðîâîäàìè, á) ëèíåéíîé ïëîòíîñòè - � 1,5�10–9 Êë/ì èõ çàðÿäîâ. Ðàññòîÿ-
íèå D ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè îñÿìè ïðîâîäîâ è èõ ðàäèóñû ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå:

R2, ñì 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

R1, ñì 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 6,0 6,5

D, ñì 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27

2. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
íà êîíòóðàõ ñå÷åíèé öèëèíäðîâ ïðè èõ ðàñïîëîæåíèè ñîãëàñíî ðèñ. Â24.3 (R1 � 1 ñì,
R2 � 2 ñì, A1 A2 � d � 3 ñì) è ðèñ. Â24.4 (R1 � 1 ñì, R2 � 5 ñì, A1 A2 � d � 1 ñì).
Ëèíåéíûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ -1 � –-2 � - � 10–9 Êë/ì, äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü ñðåäû �0.

114 Âîïðîñû, óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è ê ãëàâàì 23, 24 è 25



3. (Ð) Ïðè óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è îïðåäåëèòå íàïðÿæåíèå ìåæäó öèëèí-
äðàìè, ïðè êîòîðîì íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ EA1

äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ Eäîï � 30 êÂ/cì.

24.6. Êàðòèíà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Ïðàâèëüíî ëè ïîñòðîåíà êàðòèíà ïîëÿ, åñëè ÿ÷åéêè ñåòêè, îáðàçîâàííûå
ëèíèÿìè V � const è U � const, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäîáíûå à) ÷åòûðåõóãîëü-
íèêè, á) òðåóãîëüíèêè, â) øåñòèóãîëüíèêè?

2. Â ïîëå çàðÿæåííîãî ïðîâîäà íàõîäèòñÿ íåçàðÿæåííûé ïðîâîä. Êàêîâî ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ èç íåçàðÿæåííîãî ïðîâîäà ëè-
íèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ?

3. Â îäíîðîäíîì ïîëå íàõîäèòñÿ çàðÿæåííûé ïðîâîä. Ðàâíî ëè ÷èñëî âõîäÿùèõ
â ïðîâîä ñèëîâûõ ëèíèé ÷èñëó âûõîäÿùèõ èç íåãî ëèíèé?

4. (Î) Ìîæíî ëè èçîáðàçèòü êàðòèíó ïîëÿ, ñîáëþäàÿ òðåáóåìûå ïðàâèëà åå ïî-
ñòðîåíèÿ, åñëè â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå çàðÿæåííûõ ïðîâîäîâ èìååòñÿ òåëî, äè-
ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî îòëè÷àåòñÿ îò ïðîíèöàåìîñòè îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû?

5. Â öåíòðå êàêîé èç äâóõ ÿ÷ååê êàðòèíû ïîëÿ íàïðÿæåííîñòü áîëüøå: â ÿ÷åéêå
áîëüøåãî èëè ìåíüøåãî ðàçìåðà?

6. Çàðÿæåííûé ïðîâîä îõâà÷åí ìåòàëëè÷åñêîé îáîëî÷êîé, êîòîðàÿ à) ñîåäèíåíà
ñ çåìëåé, á) èçîëèðîâàíà è íå çàðÿæåíà. Èçîáðàçèòå äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ëèíèè íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â îáëàñòè, îõâà÷åííîé îáîëî÷êîé, è âíå åå.

24.7. Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. (Î) Ïî÷åìó ïðè çàìåíå íåîäíîðîäíîé ñðåäû ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòüþ â îáúåìå Vi, ðàâíîé �i � �i(x, y, z), íà îäíîðîäíóþ ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòüþ �e êðîìå îáúåìíûõ çàðÿäîâ ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü åùå è ïîâåðõíîñòíûå?
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2. (Î) Ïðè ñâåäåíèè ñðåäû ê îäíîðîäíîé è ââåäåíèè íà ïîâåðõíîñòè s ïðîñòîãî
ñëîÿ çàðÿäîâ ïëîòíîñòüþ  âåëè÷èíà ñêà÷êà ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè En

ïîëÿ ñîõðàíÿåòñÿ òîé æå, ÷òî è â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå. Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ïðè
ýòîì íåèçìåííîé âåëè÷èíà ñêà÷êà êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé D- âåêòîðà ýëåê-
òðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ?

3. (Î) Ìîæíî ëè ïðè ñâåäåíèè ñðåäû ê îäíîðîäíîé íà ïîâåðõíîñòè s òåëà ðàç-
ìåñòèòü âìåñòî ïðîñòîãî äâîéíîé ñëîé çàðÿäîâ, îáåñïå÷èâàþùèé òðåáóåìûé
ñêà÷îê êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ?

4. (Î) Òåëî èç âåùåñòâà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ � �� 0 íàõîäèòñÿ â

âîçäóõå âî âíåøíåì ïîëå. Êàêèì èíòåãðàëüíûì ñâîéñòâîì õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîò-
íîñòü âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ?

24.8. Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàê îïðåäåëèòü ïëîòíîñòü çàðÿäîâ, èíäóöèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâî-
äÿùåé ñðåäû, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé?

2. Ñîõðàíÿåòñÿ ëè íåèçìåííûì ïðè ââåäåíèè çåðêàëüíî èçîáðàæåííûõ â ïðîâî-
äÿùåé ñðåäå çàðÿäîâ ïîëå à) â äèýëåêòðèêå, ãäå ðàñïîëîæåí çàðÿæåííûé ïðîâîä,
á) íà ãðàíèöå ïðîâîäÿùåé ñðåäû ñî ñòîðîíû äèýëåêòðèêà, â) íà ãðàíèöå ïðîâî-
äÿùåé ñðåäû ñî ñòîðîíû ïðîâîäÿùåé ñðåäû, ã) âíóòðè ïðîâîäÿùåé ñðåäû?

3. Ìîæíî ëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé äëÿ ðàñ÷åòà
ïîëÿ çàðÿæåííîãî òåëà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ, íàïðèìåð ïðîâîäÿùåãî øàðà, ðàñïî-
ëîæåííîãî íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ïðîâîäÿùåé ñðåäû?

4. Ñëåäóåò ëè ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé ñäåëàòü îãîâîð-
êó î òîì, ÷òî çàðÿæåííûå ïðîâîäà äîëæíû áûòü ëèíåéíûìè?

5. (Î) Ïî÷åìó òîëüêî ïðè öåëîì n, îïðå-
äåëÿþùåì óãîë � � �/n (ðèñ. Â24.5), âîç-
ìîæíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà çåðêàëüíûõ èçî-
áðàæåíèé? Êàêîé ïóòü ðàñ÷åòà ïîëÿ âîçìîæåí
ïðè � � �/n?

6. Ñêîëüêî çåðêàëüíî èçîáðàæåííûõ ïðîâî-
äîâ äîëæíî áûòü ó÷òåíî ïðè ðàñ÷åòå ïîëÿ çà-
ðÿæåííîãî ïðîâîäà, ðàñïîëîæåííîãî âíóòðè
ïðÿìîãî (� � �/2) óãëà, îáðàçîâàííîãî ïðî-
âîäÿùèìè ïîâåðõíîñòÿìè? Êàêîâî ÷èñëî çåð-
êàëüíî èçîáðàæåííûõ ïðîâîäîâ ïðè � � �/n,
åñëè n — öåëîå ÷èñëî? (ñì. ðèñ. Â24.5)

7. (Î) Çàðÿæåííûé ïðÿìîëèíåéíûé ïðîâîä ðàñïîëîæåí â äèýëåêòðèêå ïàðàë-

ëåëüíî ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé çàäàíî óñëîâèå
�
�
U

n
� 0. Ìîæíî ëè ïðèìåíèòü ìå-

òîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ â äèýëåêòðèêå?
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8. (Î) Íà îäíîé ñòîðîíå (x � 0) ïðÿìîãî äâóãðàííîãî óãëà çàäàíî óñëîâèå U � 0,

à íà äðóãîé (y � 0) —
�
�
U

n
� 0. Ìîæíî ëè ïðèìåíèòü ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæå-

íèé äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ â äèýëåêòðèêå?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Ïðîâîä ðàäèóñîì R � 0,5 ñì ïðîòÿíóò íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ çåìëè íà
âûñîòå h � 13 ì. Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè çåìëè ïðè íàïðÿ-
æåíèè ìåæäó ïðîâîäîì è çåìëåé U � 110 êÂ. Íàéäèòå îòíîøåíèå h/R, ïðè êîòî-
ðîì ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè íå ïðåâûøàåò 1,0% ïðè äî-
ïóùåíèè, ÷òî ðàäèóñ ïðîâîäà R 1 0.

2. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé, ñèëó, äåéñò-
âóþùóþ íà ïîäâåøåííûé â âîçäóõå íà âûñîòå h � 0,5 ì íàä ïëîñêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ çåìëè ïðîâîä, ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà êîòîðîãî ðàâíà 10–9 Êë/ì. Äè-
ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü çåìëè ïðèìèòå ðàâíîé �ç � �i, ,ç � 0.

3. Â ïðîñòðàíñòâå (� � �0) ìåæäó äâóìÿ ïðîâîäÿùèìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêèìè
ïîâåðõíîñòÿìè, ïîòåíöèàëû êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, ðàñïîëîæåí òî÷å÷íûé çà-
ðÿä q. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé, óêàæèòå çíàêè è ðàñïîëî-
æåíèå èçîáðàæåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Ðàññ÷èòàéòå ïîòåíöèàë è íàïðÿ-
æåííîñòü ïîëÿ ïðè ðàññòîÿíèè ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè, ðàâíîì d, è ìåæäó çàðÿ-
äîì è îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé, ðàâíîì h.

4. Óêàæèòå çíàêè è ðàñïîëîæåíèå çåðêàëüíî èçîáðàæåííûõ çàðÿäîâ â óñëîâè-
ÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðèíèìàÿ äëÿ îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé U � 0, à äëÿ äðó-

ãîé —
�
�
U

n
� 0.

24.9. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Çàäà÷à ðàñ÷åòà ïîëÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðåøåíà ìåòîäîì ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ ïðè óñëîâèÿõ U � 0 íà ñòîðîíàõ õ � 0 è õ � à, U � 0 ïðè ó � 0
è U � U0 ïðè y � b (ñì. ðèñ. 24.35). Èçìåíÿòñÿ ëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè çàäà÷è ïðè çàäàíèè óñëîâèé U � 0 íà ñòîðîíàõ ó � 0, y � b, U � 0 ïðè
õ � 0, U � U0 ïðè õ � à?

2. (Ð) Íà ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè çàäàíî óñëîâèå âèäà � �U n � f, ãäå

ôóíêöèÿ f ðàçëè÷íà íà êàæäîé èç ñòîðîí. Åäèíñòâåííîå ëè ðåøåíèå èìååò çà-
äà÷à ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà âíóòðè îáëàñòè â òàêîé ïîñòàíîâêå? Çàïèøèòå èíòå-
ãðàëüíîå óñëîâèå, êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèÿ f.

3. (Ð) Íà êàæäîé èç ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè çàäàíî íåêîòîðîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ïîòåíöèàëà. Ïðåäëîæèòå ñïîñîá ðàñ÷åòà ïîëÿ âíóòðè îáëàñòè íà îñíîâå
ìåòîäîâ íàëîæåíèÿ è ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

4. (Ð) Ïðÿìîëèíåéíûé âåñüìà äëèííûé ïðîâîä ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà -
ðàñïîëîæåí âíóòðè ïðÿìîóãîëüíîãî ïðîâîäÿùåãî êàíàëà, ïîòåíöèàë ñòåíîê êî-
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òîðîãî ðàâåí íóëþ. Ïðåäëîæèòå îñíîâàííûé íà ìåòîäàõ íàëîæåíèÿ è ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ ñïîñîá ðàñ÷åòà ïîëÿ â êàíàëå.

5. (Ð) Íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R ïîòåíöèàë ðàâåí U(R, �) �
� Um sin k�. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ðåøèòå óðàâíåíèå Ëàï-
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�

�

�
� � � 0 è íàéäèòå ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â îá-

ëàñòÿõ à) 0 B r B R, á) r N R.

24.10. Ìåòîäû ñåòîê è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ïðè ðàñ÷åòå äâóìåðíîãî ïîëÿ ìåòîäîì ñåòîê îáðàçóþùèå ñèñòåìó àëãåáðàè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïî ïÿòü ñëàãàåìûõ. Ìîæåò ëè â êà-
æäîå óðàâíåíèå âõîäèòü áîëüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ? ×åì îïðåäåëÿåòñÿ ýòî ÷èñëî?

2. Êàêèõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé
áîëüøå: ðàâíûõ íóëþ èëè îòëè÷íûõ îò íóëÿ?

3. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ
ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ê ïîëíîìó ÷èñëó ýëåìåíòîâ ïðè ïðîñòåéøåé ðàçíîñò-
íîé àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, åñëè ïîðÿäîê ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàâåí n?

4. Èç ïîëíîãî ÷èñëà N óçëîâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè n óçëîâ ëåæèò íà åå ãðàíèöå,
ïðè÷åì â n/2 ãðàíè÷íûõ óçëàõ çàäàí ïîòåíöèàë, à â n/2 óçëàõ — åãî íîðìàëüíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ. Êàêîâ ïîðÿäîê ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûìè íà
ýòîé ñåòêå àïïðîêñèìèðóåòñÿ óðàâíåíèå Ëàïëàñà?

5. (Î) Êàêîé ñìûñë èìååò âõîäÿùèé â ôóíêöèîíàë ýíåðãèè èíòåãðàë U
U

n
ds

s

�
�� ?

6. (Î) Ñêîëüêî óçëîâ äîëæåí èìåòü òðåóãîëüíûé ýëåìåíò ïðè êâàäðàòè÷íîé èí-
òåðïîëÿöèè ïîòåíöèàëà âíóòðè åãî?

7. (Î) Ñêîëüêî óçëîâ äîëæåí èìåòü òåòðàýäð ïðè à) ëèíåéíîé, á) êâàäðàòè÷íîé
èíòåðïîëÿöèè ïîòåíöèàëà âíóòðè åãî?

8. (Î) Îáëàñòü ðàçáèòà íà ïëîñêèå òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû. Ñîõðàíÿåò ëè â îá-
ëàñòè íåïðåðûâíîñòü ïîòåíöèàë è ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
ïðè à) ëèíåéíîé, á) êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè ïîòåíöèàëà?

9. (Î) Óçåë ñ íîìåðîì j ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ m òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ñêîëüêî
ïîòåíöèàëîâ âõîäèò â óðàâíåíèå, ñîñòàâëåííîå äëÿ ýòîãî óçëà, ïðè ëèíåéíîé èí-
òåðïîëÿöèè ïîòåíöèàëà âíóòðè ýëåìåíòîâ?

25.1. Åìêîñòü ìåæäó êðóãëûìè öèëèíäðàìè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Èçìåíèòñÿ ëè åìêîñòü ìåæäó ïðîâîäÿùèìè öèëèíäðàìè, åñëè âíóòðè îä-
íîãî èç íèõ îáðàçîâàòü ïîëîñòü è çàïîëíèòü åå ñðåäîé ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòüþ �?
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2. (Î) Èìååò ëè ñìûñë åìêîñòü óåäèíåííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî áåñêîíå÷íî äëèí-
íîãî ïðîâîäà ðàäèóñîì R?

3. (Î) Èìååò ëè ñìûñë åìêîñòü ìåæäó äâóìÿ áåñêîíå÷íî òîíêèìè ïðÿìîëèíåé-
íûìè áåñêîíå÷íî äëèííûìè ïðîâîäàìè?

4. (Î) Ìîæíî ëè ââåñòè ïîíÿòèå åìêîñòè óåäèíåííîãî òåëà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòüþ �, ðàñïîëîæåííîãî â âîçäóõå ëèáî â äðóãîì äèýëåêòðèêå ñ äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �1 � �?

5. (Î) Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó åìêîñòü êðóãëîãî öèëèíäðà
äëèíîé l îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè (ðèñ. Â25.1) â äâà ðàçà
ïðåâûøàåò åìêîñòü ìåæäó äâóìÿ öèëèíäðàìè òîãî æå ðà-
äèóñà, ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè êîòîðûõ ðàâíî 2h. Êàêóþ
öåïíóþ àíàëîãèþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îáúÿñíåíèÿ?

6. Ïîñòðîéòå êðèâóþ çàâèñèìîñòè åìêîñòè ìåæäó íåñîîñ-
íûìè îõâàòûâàþùèìè äðóã äðóãà êðóãëûìè öèëèíäðàìè
äëèíîé l, îò ðàññòîÿíèÿ D ìåæäó èõ îñÿìè. Îïðåäåëèòå âå-
ëè÷èíó D, ïðè êîòîðîé åìêîñòü ìåæäó öèëèíäðàìè ïðè-
íèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

7. (Î) Ðàäèóñû R1, R2 ñå÷åíèé ïðîâîäîâ äâóõïðîâîäíîé ëèíèè çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ D ìåæäó èõ îñÿìè. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà åìêî-
ñòè ìåæäó ïðîâîäàìè íà îñíîâå ìåòîäà íàëîæåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå ðàçíîñòè ïîòåí-
öèàëîâ ïðîâîäîâ.

8. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ åìêîñòè êðóãëîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ïðîâîäà äëè-
íîé l è ðàäèóñîì R, ïðîòÿíóòîãî ïàðàëëåëüíî ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè çåìëè íà
ðàññòîÿíèè h 00 R, èñïîëüçóÿ ìåòîäû çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé è íàëîæåíèÿ.

9. (Î) Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü åìêîñòü íà åäèíèöó äëèíû áåñêîíå÷íî äëèííîãî
ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäà, ïîäâåøåííîãî íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ òåëà, äè-
ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî ïðèíÿòà ðàâíîé íóëþ?

25.2. Ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êîýôôèöèåíòû
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ÷àñòè÷íûå åìêîñòè
â ñèñòåìå òåë

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Âîçðàñòàåò ëè ïîòåíöèàë çàðÿæåííîãî ïðîâîäÿùåãî òåëà ñ çàðÿäîì q > 0 ïðè
âíåñåíèè â åãî ïîëå äðóãîãî ïðîâîäÿùåãî òåëà ñ çàðÿäîì à) q1 > 0, á) q1 < 0,
â) q1 � 0?

2. (Î) Çàâèñèò ëè ñîáñòâåííûé ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò �kk îò à) çàðÿäà
k-ãî òåëà, á) çàðÿäà n-ãî òåëà, â) âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ k-ãî è n-ãî òåëà, ã) âçà-
èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ m-ãî è k-ãî òåëà, ä) äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðå-
äû, å) ðàçìåðà k-ãî òåëà, æ) ðàçìåðà n-ãî òåëà?

3. (Î) Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà �11 â ñèñòåìå äâóõ òåë
ñëåäóåò, ïðèíÿâ q2 � 0, q1 � 0, íàéòè ïîòåíöèàë U1 ïåðâîãî òåëà. Ñëåäóåò ëè ïðè
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ýòîì óäàëèòü âòîðîå òåëî ëèáî ìîæíî îñòàâèòü åãî íåçàðÿæåííûì â ïîëå çàðÿäà
ïåðâîãî òåëà?

4. (Î) Èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðîâîäÿùèõ òåë. Èçìåíèòñÿ ëè ïîòåíöèàëüíûé êîýô-
ôèöèåíò �kk k-ãî òåëà ïðè äîïîëíåíèè ñèñòåìû åùå îäíèì ïðîâîäÿùèì òåëîì?
Èçìåíÿòñÿ ëè ïðè ýòîì âçàèìíûå ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû �km è �mk?

5. (Î) Äâà ïðîâîäÿùèõ òåëà ìåäëåííî ïðèáëèæàþòñÿ äðóã ê äðóãó. Êàê èçìåíÿ-
þòñÿ ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû �11, �12, �22?

6. Ðàâåí ëè ñîáñòâåííûé êîýôôèöèåíò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè 
kk åìêî-
ñòè Ck k-ãî òåëà?

7. (Î) Êàêîâ çíàê ñîáñòâåííîãî ïîòåíöèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà �kk? Âçàèìíîãî
ïîòåíöèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà �kn?

8. Ñïðàâåäëèâî ëè íåðàâåíñòâî 
kk > 
 ki

i

2 , i � k, ò. å. èìååò ëè ìåñòî äèàãîíàëü-

íîå ïðåîáëàäàíèå ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè?

9. Ïðè êàêîé ôîðìå è êàêîì ðàñïîëîæåíèè òðåõ òåë èõ âçàèìíûå ïîòåíöèàëü-
íûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû ìåæäó ñîáîé?

10. Èìååò ëè ñìûñë ñîáñòâåííûé ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò óåäèíåííîãî
âåñüìà äëèííîãî ïðîâîäà?

11. Âåñüìà äëèííûé ïðîâîä ðàñïîëîæåí ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêî-
ñòÿìè, ïîòåíöèàëû êîòîðûõ ðàâíû íóëþ. Èìååò ëè ñìûñë ñîáñòâåííûé ïîòåíöè-
àëüíûé êîýôôèöèåíò ïðîâîäà?

12. Ìîæíî ëè äëÿ íàõîæäåíèÿ åìêîñòè ìåæäó äâóìÿ òåëàìè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ
äëèííûìè ïàðàëëåëüíûìè ïðîâîäàìè, ïðèìåíèòü ôîðìóëû, âûðàæàþùèå åì-
êîñòü äâóõ ïðîâîäîâ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïîçâîëÿåò èçìåðèòü âñå çàðÿäû è ïîòåíöèàëû
ñèñòåìû ïðîâîäÿùèõ òåë. Îïðåäåëèòå íåîáõîäèìîå ÷èñëî èçìåðåíèé äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû à) òðåõ òåë, á) n òåë.

2. (Ð) Âûðàçèòå êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè ÷åðåç ïîòåíöè-
àëüíûå êîýôôèöèåíòû â ñèñòåìå à) äâóõ òåë, á) òðåõ òåë.

3. (Ð) Âûðàçèòå åìêîñòü ìåæäó äâóìÿ òåëàìè ÷åðåç èõ à) ïîòåíöèàëüíûå êîýô-
ôèöèåíòû, á) êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè, â) ÷àñòè÷íûå åìêî-
ñòè.

4. (Ð) Âûðàçèòå ÷àñòè÷íûå åìêîñòè â ñèñòåìå äâóõ òåë ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûå êî-
ýôôèöèåíòû.

5. (Ð) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ äâóõ
âåñüìà äëèííûõ ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ ðàäèóñàìè R, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè ïðÿ-
ìîãî äâóãðàííîãî óãëà, íà ñòîðîíàõ êîòîðîãî ïîòåíöèàëû ðàâíû íóëþ.

6. Èçîáðàçèòå ñõåìó ýëåêòðè÷åñêîé öåïè äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïðî-
âîäàìè ìíîãîïðîâîäíîé ëèíèè, ïðîòÿíóòûõ íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè, ïðè ÷èñëå
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åå ïðîâîäîâ, ðàâíîì òðåì, ÷åòûðåì, n. Ýëåìåíòàìè öåïè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå
è âçàèìíûå ÷àñòè÷íûå åìêîñòè ïðîâîäîâ.

7. Ïîñòðîéòå êðèâóþ çàâèñèìîñòè åìêîñòè Ñ äâóõïðîâîäíîé ëèíèè îò ðàññòîÿ-
íèÿ D ìåæäó îñÿìè ïðîâîäîâ. Ê êàêèì çíà÷åíèÿì ñòðåìèòñÿ åìêîñòü C ïðè
à) ñáëèæåíèè ïðîâîäîâ, á) D � .?

25.3. Åìêîñòü ëèíèé ïåðåäà÷è

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Âîçðàñòàåò ëè åìêîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïðè óâåëè÷åíèè âûñîòû ïîäâåñà
ïðîâîäîâ íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè?

2. Âûñîòà ïîäâåñà îäíîãî èç ïðîâîäîâ äâóõïðîâîäíîé ëèíèè íàä ïîâåðõíîñòüþ
çåìëè ðàâíà h1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîäàìè D < h1. Ïðè êàêîì ïîëîæåíèè
âòîðîãî ïðîâîäà åìêîñòü ìåæäó ïðîâîäàìè èìååò à) íàèáîëüøåå, á) íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå?

3. Ïðîâîäà äâóõïðîâîäíîé ëèíèè, ïðîòÿíóòûå íà âûñîòå h íàä ïîâåðõíîñòüþ
çåìëè, ïðîõîäÿò äàëåå â óùåëüå, ðàññòîÿíèå îò ñòåí êîòîðîãî äî ïðîâîäîâ òàêæå
ðàâíî h. Êàê èçìåíÿåòñÿ åìêîñòü ëèíèè íà åäèíèöó åå äëèíû? (,ç � ,ñòåí � 0).

4. Ìîãóò ëè áûòü êîìïëåêñíûìè à) êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè, á) ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, â) ÷àñòè÷íûå åìêîñòè?

5. Ïî÷åìó ïîíÿòèå åìêîñòè ìåæäó ïðîâîäàìè, ââåäåííîå â óñëîâèÿõ ýëåêòðîñòà-
òèêè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè àíàëèçå ïðîöåññîâ â ëèíèè, êîãäà â ïðîâîäàõ òå-
÷åò ýëåêòðè÷åñêèé òîê è èõ ïîâåðõíîñòè íå ýêâèïîòåíöèàëüíû?

6. Êîýôôèöèåíò, ñâÿçûâàþùèé êîìïëåêñíûå çàðÿä ïðîâîäà è íàïðÿæåíèå ìåæ-
äó ïðîâîäîì è çåìëåé, ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîìïëåêñíûì: q � (a + jb)U. Êàêîâà åì-
êîñòü ïðîâîäà îòíîñèòåëüíî çåìëè?

7. Áóäåò ëè ïåðåäàâàòüñÿ àêòèâíàÿ ìîùíîñòü èç îäíîé ôàçû â äðóãóþ ïðè ðàñ-
ïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ëèíèè â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, êîãäà
ñðåäíÿÿ âûñîòà ïîäâåñà ïðîâîäîâ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó
íèìè?

8. Ê òðàíñïîíèðîâàííîé òðåõôàçíîé ëèíèè ïðèëîæåíà íåñèììåòðè÷íàÿ ñèñòåìà
íàïðÿæåíèé. Áóäåò ëè â òàêîé ëèíèè ïåðåäàâàòüñÿ àêòèâíàÿ ìîùíîñòü èç îäíîé
ôàçû â äðóãóþ?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Ïðè êàêîé âûñîòå h ïîäâåñà ïðîâîäîâ äâóõïðîâîäíîé ëèíèè íàä ïîâåðõ-
íîñòüþ çåìëè ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åìêîñòè, âîçíèêàþùàÿ
ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì çåìëè, íå ïðåâûñèò çíà÷å-
íèÿ 1,0%? Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîäàìè ðàâíî D � 1 ì, ðà-
äèóñû ïðîâîäîâ R1 � R2 � 1 ñì (ðèñ. Â25.2).

2. Èçîáðàçèòå ÷àñòè÷íûå åìêîñòè â ñèñòåìå äâóõ âåñüìà
äëèííûõ ïðîâîäîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. Â25.2, è âûðàçèòå
åìêîñòü ëèíèè ÷åðåç ÷àñòè÷íûå åìêîñòè.
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3. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå åìêîñòü âîçäóøíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè, ïðîâîäà êîòîðîé
ïîäâåøåíû íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè íà âûñîòå h1 � 4 ì, h2 � 4,5 ì ïðè ðàññòîÿíèè
D � 0,5 ì ìåæäó íèìè. Ðàäèóñû ïðîâîäîâ R � 0,6 ñì.

4. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå åìêîñòü âîçäóøíûõ äâóõïðîâîäíûõ ëèíèé (ðèñ. Â25.3). Ïî-
òåíöèàë îòìå÷åííûõ øòðèõîâîé ëèíèåé ïîâåðõíîñòåé ðàâåí íóëþ. Îïðåäåëèòå
ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åìêîñòè ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì ïðîâîäÿùåé ïî-
âåðõíîñòè. Èñõîäíûå ÷èñëåííûå äàííûå ñâåäåíû â òàáëèöó.

Âàðèàíò h1, ì h2, ì h3, ì h4, ì d, ì D, ì r1, ì r2, cì R, cì R0, cì

à 4 4 5 6 � � � � 2 �

á 0,2 0,3 � � 1 0,3 � � 1 �

â 0,2 0,4 0,1 0,3 0,5 � � � 0,2 �

ã � � � � � � 4 5 2 2

ä � � � � � � 0,2 0,4 1 0,5

5. (Ð). Îäèí èç ïðîâîäîâ âîçäóøíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè, ïðîòÿíóòîé íàä ïî-
âåðõíîñòüþ çåìëè, èçîëèðîâàí è íå çàðÿæåí. Íàéäèòå åãî ïîòåíöèàë, à òàêæå íà-
ïðÿæåíèå U12 ìåæäó ïðîâîäàìè, åñëè ïîòåíöèàë äðóãîãî ïðîâîäà ðàâåí
U � 10 êÂ, ðàäèóñû ïðîâîäîâ R1 � R2 � 1 ñì, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè D � 20 ñì,
âûñîòà ïîäâåñà h � 3 ì. (Ïîòåíöèàë çåìëè ðàâåí íóëþ.)

6. (Ð) Íàèìåíüøàÿ âûñîòà ïîäâåñà íàä çåìëåé ïðîâîäîâ îäèíàêîâûõ ðàäèóñîâ R
òðåõôàçíîé òðàíñïîíèðîâàííîé ëèíèè ðàâíà h (ðèñ. Â25.4), ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñîñåäíèìè ïðîâîäàìè ðàâíî D. Ïðè êàêîì ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ åìêîñòü ëè-
íèè èìååò à) íàèìåíüøåå, á) íàèáîëüøåå çíà÷åíèå?
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7. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå çàðÿäû èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Â25.4 ïðîâîäîâ òðåõôàçíûõ
ëèíèé äëèíîé l. Ïîòåíöèàëû ïðîâîäîâ U1 � –40 êÂ, U2 � –40 êÂ, U3 � 80 êÂ, èõ
ðàäèóñû R � 10 ìì, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè D � 5 ì, h � 10 ì (Uçåìëè � 0).

8. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå ïîòåíöèàëû è çàðÿäû ïðîâîäîâ (ñì. ðèñ. Â25.4) ëèíèé ïåðå-
äà÷è ïðè ïîòåíöèàëå ïåðâîãî ïðîâîäà U1 � 110 êÂ, åñëè à) âòîðîé è òðåòèé ïðî-
âîäà èçîëèðîâàíû è íå çàðÿæåíû, á) âòîðîé ïðîâîä çàçåìëåí, à òðåòèé èçîëèðîâàí
è íå çàðÿæåí, â) âòîðîé è òðåòèé ïðîâîäà çàçåìëåíû. Âñå ðàçìåðû óêàçàíû â óñ-
ëîâèÿõ óïðàæíåíèÿ 7. (Ïîòåíöèàë çåìëè ðàâåí íóëþ.)

9. Âûïîëíèòå ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî íàïðÿæåíèå ìåæäó
ïðîâîäàìè 1, 2 ðàâíî U12 � 110 êÂ è ÷òî ïîòåíöèàëû ïðîâîäîâ íåèçâåñòíû.

10. (Ð) Ïðîâîäà òðàíñïîíèðîâàííîé (âàðèàíòû à–ã) òðåõôàçíîé ëèíèè ïðîòÿ-
íóòû âáëèçè ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè ñëîæíîé ôîðìû è ðàâíîóäàëåíû äðóã îò
äðóãà (ðèñ. Â25.5). Ðàññ÷èòàéòå åìêîñòü ïðîâîäà, ïðèíèìàÿ äèýëåêòðè÷åñêóþ
ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ðàâíîé �0, ðàäèóñû ïðîâîäîâ R, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè D.
Íåîáõîäèìûå ðàçìåðû ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åì-

êîñòè ïðîâîäà ïðè äîïóùåíèè, ÷òî ñðåäà îäíîðîäíà.
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R, ñì D, ì d, ì h, ì R0, ì

à 1,5 2 – 10 –

á 0,5 0,2 1 – –

â 0,5 0,2 1 1 –

ã 1,5 2 – – 4

ä 0,15 – – – 0,05

25.4. Ìåòîä ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Ïî÷åìó òðóäíîñòè ðàñ÷åòà åìêîñòè òåëà çíà÷èòåëüíî óìåíüøàþòñÿ, åñëè
èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà íà åãî ïîâåðõíîñòè?

2. (Î) Çàâèñèò ëè ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åìêîñòè ìåæäó äâóìÿ ïðÿìîëèíåéíûìè
ïàðàëëåëüíûìè îòðåçêàìè ïðîâîäîâ ìåòîäîì ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ îò äëèíû l
îòðåçêîâ è ðàññòîÿíèÿ h ìåæäó íèìè?

3. Ïðè êàêîì óñëîâèè ìåòîä ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå
ðåøåíèå?

4. Êàêóþ ôîðìó èìååò óåäèíåííîå ïðîâîäÿùåå òåëî, åìêîñòü êîòîðîãî, ðàññ÷è-
òàííàÿ ìåòîäîì ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ, èìååò òî÷íîå çíà÷åíèå?

5. (Î) Çàâèñèò ëè ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åìêîñòè ìåæäó äâóìÿ ñôåðàìè ìåòîäîì
ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ îò à) èõ ðàäèóñîâ ïðè çàäàííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó èõ öåí-
òðàìè, á) ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè ïðè çàäàííûõ ðàäèóñàõ ñôåð?

124 Âîïðîñû, óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è ê ãëàâàì 23, 24 è 25



Ãëàâà äâàäöàòü øåñòàÿ

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ

26.1. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííûõ òîêîâ

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ â íåïîäâèæíûõ
ïðîâîäíèêàõ è ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ. Ïîñòîÿííûé òîê ìîæåò ïðîòåêàòü òîëüêî â
çàìêíóòîé ïðîâîäÿùåé öåïè. Åñëè ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå öåïè îòëè÷íî
îò íóëÿ, òî ïðîõîæäåíèå òîêà â íåé âûçûâàåò ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êàê â äèýëåêòðèêå, îêðóæàþùåì ïðîâîäíèêè ñ ïîñòîÿííûì òîêîì, òàê è
âíóòðè ñàìèõ ïðîâîäíèêîâ áóäåò ñóùåñòâîâàòü íå òîëüêî ìàãíèòíîå, íî è ýëåê-
òðè÷åñêîå ïîëå. Ýòè ïîñòîÿííûå ïîëÿ íàçûâàþò ñ ò à ö è î í à ð í û ì è.

Ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà rot H � J â ýòîì ñëó÷àå óêàçûâàåò, ÷òî H, à ñëå-
äîâàòåëüíî, è B, òàê æå êàê è J, íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó èç âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ Ìàêñâåëëà rot E � –�B/�t ñëåäóåò, ÷òî âíå èñòî÷íèêîâ ÝÄÑ rot E � 0.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ ïîñòîÿííûõ òîêîâ â
íåïîäâèæíîé ïðîâîäÿùåé ñðåäå âíå èñòî÷íèêîâ ÝÄÑ ïðèîáðåòàþò âèä

rot rotH E E� � �J J; ; ;0 ,

D E B H D B� � � �� � �; ; ; .div div 0

Óñëîâèå rot E � 0 ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî âíå èñòî÷íèêà ÝÄÑ ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ ÿâëÿåòñÿ, òàê æå êàê è ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, áåçâèõ-
ðåâûì. Òàêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, ò. å. äëÿ åãî õàðàêòåðèñòèêè ìîæåò
áûòü ââåäåíà ôóíêöèÿ êîîðäèíàò U (x, y, z), íàçûâàåìàÿ ýëåêòðè÷åñêèì ïîòåí-
öèàëîì, ïðè÷åì E � –grad U.

26.2. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðèêå,
îêðóæàþùåì ïðîâîäíèêè ñ ïîñòîÿííûìè òîêàìè

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðèêå, îêðóæàþùåì ïðîâîäíè-
êè ñ ïîñòîÿííûìè òîêàìè. Òàê êàê ïðè îòñóòñòâèè òîêîâ â äèýëåêòðèêå ñëåäóåò
ïðèíÿòü â íåì � � 0, òî ïîëå â äèýëåêòðèêå õàðàêòåðèçóåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

rot ò. å. grad divE E D E D� � � � �0 0, ; ; .U �

Äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû, êîãäà � � const, ýòè óðàâíåíèÿ äàþò div E � 0 èëè
div grad U � 0, ò. å. ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñàìîì äèýëåêòðèêå òàêîå ïîëå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî. Îäíàêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ óæå
íå ñîîòâåòñòâóþò òåì, êîòîðûå èìåþò ìåñòî â ýëåêòðîñòàòèêå. Â ýëåêòðîñòàòè-
÷åñêîé çàäà÷å ïîâåðõíîñòü êàæäîãî ïðîâîäíèêà ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ðàâíîãî
ïîòåíöèàëà. Ïðè ïðîõîæäåíèè ïî ïðîâîäíèêó ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ïðîâîä-
íèêå âîçíèêàåò ïàäåíèå ïîòåíöèàëà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòü ïðîâîäíèêà
óæå íå áóäåò ðàâíîïîòåíöèàëüíîé. Ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
â äèýëåêòðèêå ïîäõîäÿò ê ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà íå ïîä ïðÿìûì óãëîì, òàê
êàê íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ïîÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿ-



æåííîñòè ïîëÿ â íàïðàâëåíèè ëèíèé òîêà. Íà ðèñ. 26.1 ïî-
êàçàí õàðàêòåð ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
îêîëî ïðîâîäîâ ëèíèè ïåðåäà÷è. Ñ ïðèíöèïèàëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îñëîæíÿåò
ðàñ÷åò ïîëÿ, îäíàêî ïðàêòè÷åñêè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ åãî
ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, òàê êàê îáû÷íî ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ
âäîëü ïðîâîäíèêîâ íà äëèíå, ñðàâíèìîé ñ ðàññòîÿíèåì ìåæ-
äó ïðîâîäíèêàìè, íè÷òîæíî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçíîñòüþ
ïîòåíöèàëîâ ïðîâîäíèêîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñðàâíèì ìåæäó ñîáîé êàñàòåëüíóþ Et è íîðìàëüíóþ En —
ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà E â äèýëåêòðèêå ó ïîâåðõíîñòè ïðîâîäîâ ëèíèè ïåðåäà÷è
(ñì. ðèñ. 26.1). Êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàäåíèå íàïðÿæå-
íèÿ, îòíåñåííîå ê åäèíèöå äëèíû ïðîâîäà, è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç âûðàæå-
íèÿ Et � J/,. Åñëè ïðèíÿòü äëÿ ìåäíûõ ïðîâîäîâ , � 5,8�107 Ñì/ì è J � 5�106 À/ì2,
ïîëó÷èì Et � 0,086 Â/ì. Íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ çàâèñèò îò íàïðÿæåíèÿ è ìå-
æäó ïðîâîäàìè è ðàññòîÿíèÿ D ìåæäó íèìè. Òàê êàê ïîëå ìåæäó ïðîâîäàìè íå-
îäíîðîäíî è íàèáîëåå ñèëüíîå ïîëå ñîñðåäîòî÷åíî îêîëî ïðîâîäîâ, òî En > u/D.
Äàæå äëÿ ïðîâîäîâ ëèíèè íèçêîãî íàïðÿæåíèÿ, ïðîëîæåííûõ íà çíà÷èòåëüíîì
ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, êàê ýòî áûâàåò â ñûðûõ ïîìåùåíèÿõ, âåëè÷èíà En îêà-
çûâàåòñÿ ìíîãî áîëüøå Et. Ïóñòü, íàïðèìåð, u � 100 Â è D � 10 ñì. Ïðè ýòîì
En > 1000 Â/ì è, ñëåäîâàòåëüíî, En/Et > 104. Äëÿ ëèíèé âûñîêîãî íàïðÿæåíèÿ
âåëè÷èíà En áëèçêà ê êðèòè÷åñêîìó ãðàäèåíòó ïîòåíöèàëà äëÿ âîçäóõà, ò. å.
èìååò ïîðÿäîê En 1 30 êÂ/ñì � 3�106 Â/ì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òàêèõ ëèíèé
En/Et 1 3,5�107.

Ïîëó÷åííûå öèôðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ Et íè÷òîæíî ìàëà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ En, è ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿ îêîëî ïðîâîäîâ åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü áåç
îïàñåíèÿ âíåñòè ýòèì ñêîëü-íèáóäü çàìåòíóþ îøèáêó. Â òàêîì ñëó÷àå ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ îêàçûâàþòñÿ òîæäåñòâåííûìè óñëî-
âèÿì â ýëåêòðîñòàòèêå. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â äè-
ýëåêòðèêå, îêðóæàþùåì ïðîâîäíèêè ñ ïîñòîÿííûìè òîêàìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè ðàññìîòðåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ
çàäà÷.

26.3. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ïîëå âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà
â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

Âíóòðè ïðîâîäíèêîâ, ïî êîòîðûì ïðîõîäèò ýëåêòðè÷åñêèé òîê, òàêæå ñóùåñòâó-
åò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Íàïðÿæåííîñòü ýòîãî ïîëÿ â èçîòðîïíîé ïî îòíîøåíèþ
ê ïðîâîäèìîñòè ñðåäå ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ òîêà ñîîòíîøåíèåì J � ,E, êîòîðîå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå çàêîíà Îìà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå.

Â èçîòðîïíîé ñðåäå íàïðàâëåíèå ëèíèé ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà âñþäó ñîâïàäàåò
ñ íàïðàâëåíèåì ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Åñëè, êðîìå òîãî,
ñðåäà îäíîðîäíà (, � const), òî è ãóñòîòà ëèíèé òîêà âñþäó ïðîïîðöèîíàëüíà
ãóñòîòå ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ò. å. êàðòèíû ëèíèé òîêà
è ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîäîáíû äðóã äðóãó.

126 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
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Åñëè ñðåäà íåîäíîðîäíà â îòíîøåíèè ïðîâîäèìîñòè, òî ëèíèè òîêà îñòàþòñÿ
â íåé íåïðåðûâíûìè, ÷òî ñëåäóåò èç ïðèíöèïà íåïðåðûâíîñòè òîêà, âûðàæàåìî-
ãî óñëîâèåì J d

s

s� � 0 èëè div J � 0, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííóþ

ôîðìó ïåðâîãî çàêîíà Êèðõãîôà ñîîòâåòñòâåííî â èíòåãðàëüíîé è â äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôîðìàõ. Íî â òàêîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ áóäóò ïðåðûâíûìè. Íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñ ðàç-
ëè÷íûìè óäåëüíûìè ïðîâîäèìîñòÿìè íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî.

Ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêîâ, ÿâëÿþùèåñÿ ãðàíèöàìè ìåæäó ïðîâîäÿùåé ñðå-
äîé è äèýëåêòðèêîì, î÷åâèäíî, îáðàçóþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ëèíèé òîêà, òàê êàê
íîðìàëüíàÿ ê íèì ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà ðàâíà íóëþ.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåì èññëåäîâàòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå òîêà
â ìàññèâíûõ ïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ. Ïîëå âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà â òàêèõ ñðåäàõ,
âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò íåîäíîðîäíûì, è äëÿ âû÷èñëåíèÿ òîêà i, ïðîõîäÿùåãî
ñêâîçü íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü s, âçÿòóþ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, íåîáõîäèìî ïðîèç-
âîäèòü èíòåãðèðîâàíèå i � J d

s

s� .

Âíóòðè ïðîâîäÿùåé ñðåäû âíå èñòî÷íèêîâ ÝÄÑ âñþäó ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå
E ld� � 0 èëè rot E � 0, ÷òî âûðàæàåò âòîðîé çàêîí Êèðõãîôà ñîîòâåòñòâåííî â

èíòåãðàëüíîé è äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìàõ â îáëàñòè, ãäå íåò èñòî÷íèêîâ ÝÄÑ
Ïîëå îêàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèåì U(x, y, z) � const, ïåðåñåêàþòñÿ ëèíèÿìè íà-
ïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì, à ñëåäîâàòåëüíî, â èçî-
òðîïíîé ñðåäå îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì è ëèíèÿìè òîêà.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå è ïîëå âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà â ïðîâîäÿ-
ùåé ñðåäå âíå èñòî÷íèêîâ ÝÄÑ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

rot divE E� � �0 0; ; .J J,
Ýòè óðàâíåíèÿ âûòåêàþò èç ïðèâåäåííîé â § 26.1 ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïðè÷åì

óðàâíåíèå div J � 0, êàê áûëî óêàçàíî â § 23.5, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ
rot H � J, òàê êàê div rot H � 0.

Âîïðîñ î ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñïðåäåëåíèè òîêà ÷ðåçâû÷àéíî âàæåí ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, íàïðèìåð ïðè èññëåäîâàíèè òîêîâ â çåì-
ëå, òîêîâ â ìàññèâíûõ ïðîâîäíèêàõ, òîêîâ ïðîâîäèìîñòè â èçîëÿöèè è ò. ä.

26.4. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè
ðàçäåëà äâóõ ïðîâîäÿùèõ ñðåä

Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó êàñàòåëüíûìè è
íîðìàëüíûìè ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðîâ íàïðÿæåí-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî òîêà íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ïðîâîä-
íèêîâ ñ ðàçëè÷íûìè óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè
ïðîâîäèìîñòÿìè ,1 è ,2 (ðèñ. 26.2)
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Âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé E ld
l

� � 0, J d
s

ïð s� � 0, J ïð � ,E ìîæåì

(ñì. § 23.8) ïðèíÿòü X � E, Y � Jïð, a1 � ,1, a2 � ,2 è íà îñíîâàíèè óñëîâèé (*), (**)
èç § 23.8 çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ:

E E1 1 2 2 1 1 2 2
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2

sin sin , cos cos , ,� � � �
�

�

,

,
>

A

� � �J J
tg

tg

âûðàæàþùèå íåïðåðûâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òîêà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, à òàêæå óñëîâèå ïðå-
ëîìëåíèÿ ëèíèé òîêà ïðîâîäèìîñòè.

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ ïåðåõîäîì òîêà èç ìåòàë-
ëè÷åñêèõ òåë â îêðóæàþùóþ ñðåäó, óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êîòîðîé âî ìíîãî
ðàç ìåíüøå óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè ìàòåðèàëà ýòèõ òåë. Òàêèå óñëîâèÿ èìåþò
ìåñòî, íàïðèìåð, â ñëó÷àå íàëè÷èÿ òîêîâ óòå÷êè ÷åðåç èçîëÿöèþ ìåæäó ïðîâîäà-
ìè, íàõîäÿùèìèñÿ ïðè ðàçíûõ ïîòåíöèàëàõ. Òîê óòå÷êè âîçíèêàåò âñëåäñòâèå
íåñîâåðøåíñòâà èçîëÿöèè. Óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü èçîëÿöèè âî ìíîãî ðàç ìåíü-
øå óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè ìàòåðèàëà ïðîâîäîâ. Íàïðèìåð, äëÿ êàáåëüíîé áó-
ìàãè èìååì ïðèáëèçèòåëüíî , 1 10–13 Ñì/ì, òîãäà êàê äëÿ ìåäè , � 58�106 Ñì/ì,
ò. å. îòíîøåíèå óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè ìåäè ê óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè èçîëÿ-
öèè èìååò ïîðÿäîê 6�1020. Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ìîæíî óêàçàòü ñëó÷àé ïå-
ðåõîäà òîêà â çåìëþ ÷åðåç çàðûòûå â çåìëþ ìåòàëëè÷åñêèå ýëåêòðîäû. Îáû÷íî
ïðèìåíÿþò ñòàëüíûå ýëåêòðîäû. Óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ñòàëè ïðèáëèçèòåëüíî
ðàâíà , 1 5�106 Ñì/ì.

Óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ïî÷âû çàâèñèò îò âëàæíîñòè ïî÷âû è îò åå ñîñòàâà.
Â ñðåäíåì åå ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé , 1 10–2 Ñì/ì. Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå
óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè ìàòåðèàëà ýëåêòðîäîâ ê óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè ïî÷âû
èìååò ïîðÿäîê 5�108.

Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿ â ñðåäå ñ ìàëîé óäåëüíîé ïðîâî-
äèìîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïàäåíèåì íàïðÿæåíèÿ âíóòðè ìåòàëëè÷åñêèõ òåë
è ñ÷èòàòü ïîâåðõíîñòè òåë ïîâåðõíîñòÿìè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà.

26.5. Àíàëîãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå
ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì

Ìåæäó ñîîòíîøåíèÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
ïîñòîÿííûõ òîêîâ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, è ñîîòíîøåíèÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìè
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðèêå, ìîæíî ïðîâåñòè ôîðìàëüíóþ àíàëî-
ãèþ.

Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òîêîâ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå èìåþò ìåñòî ñîîòíî-
øåíèÿ:

rot divE E l E s� � � � � �� �0 0; ; ; ; .d U U d i
A

B

A B

s

J J J, 


Îíè ôîðìàëüíî ñîâïàäóò ñ ñîîòíîøåíèÿìè äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ
â äèýëåêòðèêå:
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rot divE E l D E D D s� � � � � �� �0 0; ; ; ; ,d U U d q
A

B

A B

s

� 


åñëè â ïîñëåäíèõ çàìåíèòü âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ D âåêòîðîì ïëîò-
íîñòè òîêà J, ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä 
q — òîêîì 
i è àáñîëþòíóþ äèýëåêòðè÷å-
ñêóþ ïðîíèöàåìîñòü � — óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ ,.

Â âûðàæåíèè J d i
s

s� � 
 âåëè÷èíà 
i åñòü òîê ñêâîçü ñå÷åíèå s òðóáêè òîêà.

Ýòîò òîê ïðîòåêàåò ñêâîçü ëþáîå ñå÷åíèå òðóáêè, â ÷àñòíîñòè â íà÷àëå òðóáêè,
ãäå òîê ââîäèòñÿ â ðàññìàòðèâàåìóþ ïðîâîäÿùóþ ñðåäó èç ýëåêòðîäà, ïîãðóæåí-
íîãî â ýòó ñðåäó. Â âûðàæåíèè D sd q

s

� � 
 âåëè÷èíà 
q åñòü çàðÿä íà ïîâåðõíî-

ñòè çàðÿæåííîãî òåëà â íà÷àëå ðàññìàòðèâàåìîé òðóáêè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìå-
ùåíèÿ, à s — ëþáîå ñå÷åíèå ýòîé òðóáêè. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî åñëè óñëîâèÿ äëÿ
âåêòîðà J � ,E íà ãðàíèöå äàííîé ïðîâîäÿùåé ñðåäû ñ óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ
, ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè äëÿ âåêòîðà D � �E íà ãðàíèöå òàêîé æå ôîðìû äèýëåê-
òðèêà ñ àáñîëþòíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �, òî ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ
â ïðîâîäÿùåé ñðåäå è â äèýëåêòðèêå äîëæíû áûòü àíàëîãè÷íû äðóã äðóãó.

Â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷å ãðàíèöåé äèýëåêòðèêà ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü
ïðîâîäÿùåãî òåëà. Ýòà ïîâåðõíîñòü åñòü ïîâåðõíîñòü ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, è âåê-
òîð D ê íåé íîðìàëåí. Â ïðèìåðàõ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,
ãðàíèöåé ïëîõî ïðîâîäÿùåé ñðåäû (ïî÷âû èëè íåñîâåðøåííîé èçîëÿöèè) ÿâëÿ-
åòñÿ ïîâåðõíîñòü ïðîâîäíèêîâ. Ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ýòó ïîâåðõíîñòü
ìîæíî ñ÷èòàòü ïîâåðõíîñòüþ ðàâíîãî ïîòåíöèàëà è âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà J

â ïëîõî ïðîâîäÿùåé ñðåäå ñ÷èòàòü íàïðàâëåííûì ïî íîðìàëè ê íåé. Íà îñíîâà-
íèè èçëîæåííîãî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êàðòèíà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òîêîâ
(â ïî÷âå èëè â èçîëÿöèè) â ýòèõ çàäà÷àõ äîëæíà ñîâïàäàòü ñ êàðòèíîé ïîëÿ â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

Íà ýòîì îñíîâàí òàê íàçûâàåìûé ì å ò î ä ý ë å ê ò ð î ñ ò à ò è ÷ å ñ ê î é à í à -
ë î ã è è, ïîçâîëÿþùèé â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè ðàñ÷åòå òîêîâ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå
âîñïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè.
Ìåòîä ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé àíàëîãèè äàåò âîçìîæíîñòü òàêæå çàìåíèòü èññëåäî-
âàíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèåì ïîëÿ òîêà â
ïðîâîäÿùåé ñðåäå, î ÷åì áóäåò ñêàçàíî â § 30.13.

Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëû äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè G � i/U ñðåä, â êîòî-
ðûõ ïðîòåêàåò òîê, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë äëÿ åì-
êîñòè C � q/U òåë, òàê êàê â àíàëîãè÷íûõ çàäà÷àõ òîê i çàìåíÿåòñÿ çàðÿäîì q.
Ýëåêòðè÷åñêàÿ åìêîñòü òåëà èëè åìêîñòü ìåæäó òåëàìè îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè òåë è àáñîëþòíûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè
ñðåä, îêðóæàþùèõ òåëà. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ G, äîñòàòî÷íî
çàìåíèòü â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå äëÿ C àáñîëþòíûå äèýëåêòðè÷åñêèå ïðî-
íèöàåìîñòè � äèýëåêòðèêîâ óäåëüíûìè ïðîâîäèìîñòÿìè , ïðîâîäÿùèõ ñðåä.
Åñëè ïðîâîäÿùàÿ ñðåäà è ñîîòâåòñòâåííî äèýëåêòðèê îäíîðîäíû, òî â ôîðìóëó
äëÿ ïðîâîäèìîñòè G óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü , âõîäèò ìíîæèòåëåì è ñîîòâåòñò-
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âåííî â ôîðìóëó äëÿ åìêîñòè Ñ àáñîëþòíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü �
òàêæå âõîäèò ìíîæèòåëåì. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ èìååì

G

C
�
,
�

.

26.6. Òîê óòå÷êè â êàáåëå è ñîïðîòèâëåíèå èçîëÿöèè êàáåëÿ

Îïðåäåëèì òîê óòå÷êè i â êàáåëå, âîçíèêàþùèé
âñëåäñòâèå íåñîâåðøåíñòâà èçîëÿöèè. Ñå÷åíèå êà-
áåëÿ èçîáðàæåíî íà ðèñ. 26.3. Ëèíèè íàïðÿæåííî-
ñòè ïîëÿ è ëèíèè òîêà óòå÷êè â èçîëÿöèè ìîæíî
ñ÷èòàòü íàïðàâëåííûìè ïî ðàäèóñàì.

Ïðîâåäåì âíóòðè èçîëÿöèè öèëèíäðè÷åñêóþ
ïîâåðõíîñòü, èìåþùóþ ðàäèóñ r è äëèíó l â íà-
ïðàâëåíèè îñè êàáåëÿ. Èìååì i � A� r l J è, ñëåäîâà-

òåëüíî, E �
J

,
�

i

r l2� ,
.

Íàïðÿæåíèå uAB ìåæäó ïðîâîäàìè íàéäåì, ñî-
ñòàâëÿÿ ëèíåéíûé èíòåãðàë íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ âäîëü ðàäèóñà:
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Îòñþäà íàõîäèì ñîïðîòèâëåíèå R è ïðîâîäèìîñòü G èçîëÿöèè êàáåëÿ:
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Ôîðìóëó äëÿ ïðîâîäèìîñòè G ìîæíî áûëî íàïèñàòü ñðàçó, ïîëüçóÿñü ìåòî-
äîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé àíàëîãèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â ôîðìóëå äëÿ åìêîñòè
êàáåëÿ
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r

r
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ïðèâåäåííîé â § 25.1, ï. 5, çàìåíèòü � íà ,.

26.7. Ñîïðîòèâëåíèå çàçåìëåíèÿ

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ñîåäèíåíèÿ êàêîé-ëèáî òî÷êè ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñ çåìëåé
çàðûâàþò â çåìëþ ìåòàëëè÷åñêèå ïðîâîäíèêè, ê êîòîðûì è ïðèñîåäèíÿþò ñîîò-
âåòñòâóþùóþ òî÷êó öåïè. Ñèñòåìó òàêèõ çàðûòûõ â çåìëþ ïðîâîäíèêîâ íàçûâàþò
ç à ç å ì ë è ò å ë å ì. Òàê, íàïðèìåð, ïðè ñîåäèíåíèè â çâåçäó îáìîòîê âûñîêîãî
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íàïðÿæåíèÿ òðåõôàçíîãî òðàíñôîðìàòîðà, ïèòàþùå-
ãî ëèíèþ ïåðåäà÷è, îáû÷íî çàçåìëÿþò íåïîñðåäñòâåí-
íî èëè ÷åðåç íåêîòîðîå ñîïðîòèâëåíèå íåéòðàëüíóþ
òî÷êó òðàíñôîðìàòîðà (ðèñ. 26.4). Ýòèì äîñòèãàåòñÿ
òî, ÷òî íàïðÿæåíèÿ ïðîâîäîâ ëèíèè ïî îòíîøåíèþ ê
çåìëå ïðè íîðìàëüíîì ðåæèìå íå ìîãóò áûòü áîëü-
øå ôàçíûõ íàïðÿæåíèé. Ïðè ïîâðåæäåíèè èçîëÿöèè
îäíîãî èç ôàçíûõ ïðîâîäîâ âîçíèêàåò òîê êîðîòêîãî
çàìûêàíèÿ, ïðîõîäÿùèé îò ìåñòà ïîâðåæäåíèÿ ÷åðåç
çåìëþ è çàçåìëèòåëü ê íåéòðàëüíîé òî÷êå òðàíñôîðìàòîðà. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê,
ïðîõîäÿ ÷åðåç çåìëþ, âñòðå÷àåò íåêîòîðîå ñîïðîòèâëåíèå, íàçûâàåìîå ñ î ï ð î -
ò è â ë å í è å ì ç à ç å ì ë å í è ÿ. Ïî ñóùåñòâó, ýòî — ñîïðîòèâëåíèå çåìëè, êîòîðîå
âñòðå÷àåò òîê ïðè ðàñòåêàíèè îò çàçåìëèòåëÿ. Âäîëü ïîâåðõíîñòè çåìëè ñîçäàåò-
ñÿ ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ, êîòîðîå âáëèçè îò ìåñò çàçåìëåíèÿ ìîæåò äîñòèãàòü
îïàñíûõ äëÿ æèçíè ÷åëîâåêà çíà÷åíèé óæå íà äëèíå øàãà ÷åëîâåêà. Ïîýòîìó
âåñüìà ñóùåñòâåííî óìåòü âû÷èñëèòü ñîïðîòèâëåíèå ðàñòåêàíèþ òîêà â çåìëå
ïðè ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèÿõ çàçåìëèòåëåé.

Ñ çàçåìëåíèåì îòäåëüíûõ òî÷åê öåïè âñòðå÷àåìñÿ â öåïÿõ êàê ïåðåìåííî-
ãî, òàê è ïîñòîÿííîãî òîêà. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå â çåìëå ïðîòåêàåò ïåðåìåí-
íûé òîê. Ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî òîêà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, â ïðèíöèïå,
äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà, òàê êàê ïðè ïåðåìåí-
íîì òîêå â êîíòóðàõ, êîòîðûå ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, âîç-
íèêàþò èíäóöèðîâàííûå ýëåêòðîäâèæóùèå ñèëû, îêàçûâàþùèå âëèÿíèå íà ðàñ-
ïðåäåëåíèå òîêà. Îäíàêî ââèäó áîëüøîãî óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ çåìëè ïðè
âû÷èñëåíèè òîêîâ âáëèçè ýëåêòðîäîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, âî âñÿêîì ñëó÷àå
ïðè ïðîìûøëåííîé ÷àñòîòå, èíäóöèðîâàííûìè ýëåêòðîäâèæóùèìè ñèëàìè ïî
ñðàâíåíèþ ñ àêòèâíûì ïàäåíèåì íàïðÿæåíèÿ è âåñòè ðàñ÷åò, êàê ïðè ïîñòîÿí-
íîì òîêå.

Ôîðìóëû äëÿ ïðîâîäèìîñòè G � i/U çàçåìëåíèÿ ìîãóò áûòü íàïèñàíû íà îñ-
íîâàíèè ìåòîäà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé àíàëîãèè ïî èìåþùèìñÿ ôîðìóëàì äëÿ åì-
êîñòè C � q/U ñîîòâåòñòâåííî ðàñïîëîæåííûõ òåë.

Â ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îáû÷íî ðàâíûì íóëþ ïðèíèìàþò ïîòåíöèàë
áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê. Â èíòåðåñóþùèõ íàñ çàäà÷àõ, îòíîñÿùèõñÿ ê òî-
êàì â çåìëå, òàêæå ïðèíèìàþò ðàâíûì íóëþ ïîòåíöèàë áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ
òî÷åê èëè ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò ýëåêòðîäà òî÷åê. Ïðè ýòîì â
âûðàæåíèè G � i/U âåëè÷èíà U åñòü ïîòåíöèàë ýëåêòðîäà, òàê æå êàê â âûðàæå-
íèè Ñ � q/U âåëè÷èíà U åñòü ïîòåíöèàë çàðÿæåííîãî òåëà.

Íåîáõîäèìî åùå çàìåòèòü, ÷òî â çåìëå ëèíèè òîêà íå óõîäÿò â áåñêîíå÷íîñòü,
à ñîáèðàþòñÿ ó äðóãîãî ýëåêòðîäà èëè, êàê â ïðèìåðå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 26.4,
ó ìåñòà ïîâðåæäåíèÿ èçîëÿöèè ëèíèè. Îäíàêî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìàëî ñêàçû-
âàåòñÿ íà ðàñïðåäåëåíèè òîêà îêîëî äàííîãî ýëåêòðîäà è íà çíà÷åíèè ñîîòâåòñò-
âóþùåãî åìó ñîïðîòèâëåíèÿ çàçåìëåíèÿ, òàê êàê îñíîâíîå ñîïðîòèâëåíèå ðàñòå-
êàíèþ òîêà ñîñðåäîòî÷åíî âáëèçè ýëåêòðîäà, ãäå ïëîòíîñòü òîêà â çåìëå èìååò
íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ.
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Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû. Òàê êàê åìêîñòü óåäèíåí-
íîãî øàðà ðàäèóñà r ðàâíà

C r� 4�� ,

òî ïðîâîäèìîñòü çàçåìëåíèÿ äëÿ øàðîâîãî ýëåêòðîäà, ïîãðó-
æåííîãî â çåìëþ ñòîëü ãëóáîêî, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëèÿ-
íèåì ïîâåðõíîñòè çåìëè (ðèñ. 26.5), äîëæíà áûòü ðàâíà

G
R

r� �
1

4�, ,

ïðè÷åì R — ñîïðîòèâëåíèå çàçåìëåíèÿ.
Åñëè ýëåêòðîä ðàñïîëîæåí áëèçêî îò ïîâåðõíîñòè çåìëè, òî ëèíèè òîêà èñêà-

æàþòñÿ, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ. 26.6. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòî-
äîì çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèè. Ëèíèè òîêà ó ïîâåðõíîñòè çåìëè äîëæíû áûòü ê
íåé êàñàòåëüíû. Ýòî óñëîâèå îñòàíåòñÿ óäîâëåòâîðåííûì, åñëè ìûñëåííî çàïîë-
íèòü âîçäóøíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè ïðîâîäÿùåé ñðåäîé ñ òà-
êîé æå, êàê ó çåìëè, óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ è ïîìåñòèòü â ýòó ñðåäó ýëåêòðîä,
ÿâëÿþùèéñÿ çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì äåéñòâèòåëüíîãî ýëåêòðîäà îòíîñèòåëü-
íî ïîâåðõíîñòè çåìëè. Òîê, âûõîäÿùèé èç ìíèìîãî ýëåêòðîäà, äîëæåí áûòü ðà-
âåí ïî çíà÷åíèþ è ïî çíàêó òîêó, âûõîäÿùåìó èç äåéñòâèòåëüíîãî ýëåêòðîäà
â çåìëþ. Ïðîâîäèìîñòü çàçåìëåíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ýëåêòðîäà, î÷åâèä-
íî, ðàâíà ïîëîâèíå ïðîâîäèìîñòè ñèñòåìû, îáðàçîâàííîé ýëåêòðîäîì è åãî çåð-
êàëüíûì èçîáðàæåíèåì. Òàê, íàïðèìåð, ïðîâîäèìîñòü äëÿ ýëåêòðîäà â ôîðìå
ïîëóøàðèÿ, ðàñïîëîæåííîãî ó ïîâåðõíîñòè çåìëè òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 26.7,
ðàâíà
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×àñòî ïðèìåíÿþò çàçåìëèòåëè â âèäå òðóá, çàáèòûõ âåðòèêàëüíî â çåìëþ
(ðèñ. 26.8).
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Ïóñòü l — äëèíà òðóáû è r — åå ðàäèóñ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäèí êîíåö òðóáû
íàõîäèòñÿ ó ñàìîé ïîâåðõíîñòè çåìëè. Äëèíà òðóáû âìåñòå ñ åå çåðêàëüíûì èçî-
áðàæåíèåì ðàâíà 2l.

Åìêîñòü öèëèíäðà, èìåþùåãî äëèíó 2l è ðàäèóñ r, ïðè 2l 00 r ñîãëàñíî ôîðìó-
ëå, ïðèâåäåííîé â § 25.6, ïðèáëèæåííî ðàâíà
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâîäèìîñòü äëÿ ñèñòåìû èç ýëåêòðîäà è åãî çåðêàëüíîãî
èçîáðàæåíèÿ ðàâíà
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîâîäèìîñòü çàçåìëåíèÿ äëÿ ýëåêòðîäà â ôîðìå âåðòèêàëü-
íîé òðóáû âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
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Äëÿ óìåíüøåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ çàçåìëåíèÿ çàçåìëÿþùåå óñòðîéñòâî ÷àñòî
âûïîëíÿþò â âèäå ðÿäîâ çàáèòûõ â çåìëþ òðóá, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ìå-
òàëëè÷åñêèìè ïîëîñàìè. Ðàñ÷åò ïðîâîäèìîñòè çàçåìëåíèÿ ïðè òàêîì ñëîæíîì
çàçåìëèòåëå ìîæåò áûòü âûïîëíåí ïî àíàëîãèè ñ ðàñ÷åòîì åìêîñòè ñèñòåìû ñî-
åäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ ïðîâîäíèêîâ. Ñ ýòîé öåëüþ
ñ óñïåõîì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ìåòîä ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ, èçëîæåííûé
â § 25.6.
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Ãëàâà äâàäöàòü ñåäüìàÿ

Ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ

27.1. Âèõðåâîé õàðàêòåð ìàãíèòíîãî ïîëÿ òîêîâ. Ñêàëÿðíûé
ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòè âíå òîêîâ

Óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííûõ òîêîâ, êàê ýòî ñëåäóåò èç ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé, ïðèâåäåííûõ â § 26.1, èìåþò âèä

rot divH B H B� � �J ; ; .� 0

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå òîêîâ ÿâëÿåòñÿ
âèõðåâûì. Ñëåäîâàòåëüíî, òàì, ãäå J � 0, íåëüçÿ óêàçàòü òàêóþ ñêàëÿðíóþ ôóíê-
öèþ êîîðäèíàò Uì(x, y, z), ãðàäèåíò êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó H, òàê êàê
èç-çà òîæäåñòâà rot grad Uì � 0 ïðè ýòîì îêàçàëîñü áû âñþäó rot H � 0.

Èíûìè ñëîâàìè, âèõðåâîå ïîëå íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.
Îäíàêî â òîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïëîòíîñòü òîêà ðàâíà íóëþ, èìååì

rot H � 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü H
â âèäå

H � � gradU ì .

Âåëè÷èíó Uì íàçûâàþò ñ ê à ë ÿ ð í û ì ï î ò å í ö è à ë î ì ì à ã í è ò í î ã î
ï î ë ÿ. Èíäåêñ «ì» ñòàâèì, ÷òîáû îòëè÷èòü ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë îò ýëåêòðè÷å-
ñêîãî. Èìååì

H
U

x
H

U

y
H

U

z
x y z� � � � � �

�

�

�

�

�

�
ì ì ì; ; ,

è âîîáùå ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà H ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ ðàâíà óìåíüøåíèþ
ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà, îòíåñåííîìó ê åäèíèöå äëèíû â ýòîì íàïðàâëåíèè:

H H
U

l
l � � �cos ,�

�

�
ì

ãäå � — óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âåêòîðà H è íàïðàâëåíèåì, â êîòîðîì îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Hl.

Ïîòåíöèàë îäèíàêîâ âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè, ïåðåñåêàåìîé ëèíèÿìè íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì, òàê êàê, ïåðåìåùàÿñü ïî ýòîé ïîâåðõíî-
ñòè, èìååì cos � � 0 è �Uì/�l � 0, ò. å. Uì � const. Òàêóþ ïîâåðõíîñòü íàçûâàþò
ï î â å ð õ í î ñ ò ü þ ð à â í î ã î ì à ã í è ò í î ã î ï î ò å í ö è à ë à. Åå óðàâíåíèå
èìååò âèä

U x y zì ( , , ) .� const

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç dn ïåðåìåùåíèå â ñòîðîíó âåêòîðà H ïî íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà èëè, ÷òî òî æå, ïî êàñàòåëüíîé ê ëèíèè íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ, òî, î÷åâèäíî, áóäåì èìåòü

gradU H
U

n
ì

ì� � �
�

�
.



Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïî-
òåíöèàëà ìîæíî òîëüêî â òîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå J � 0. Îäíàêî è â ýòîé
÷àñòè ïðîñòðàíñòâà Uì ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî,
ðàññìîòðèì ìàãíèòíîå ïîëå îêîëî êîíòóðà ñ òîêîì (ðèñ. 27.1). Ëèíåéíûé èíòå-
ãðàë íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âçÿòûé ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòó-
ðó, íå îõâàòûâàþùåìó êîíòóðà ñ òîêîì, ðàâåí íóëþ: H ld� � 0. Â ÷àñòíîñòè, ðà-

âåí íóëþ èíòåãðàë ïî ïóòè AnBmA, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 27.1. Ñëåäîâàòåëüíî,
H ld

AnB

� � H ld
AmB

� , ò. å. èíòåãðàë, âçÿòûé ìåæäó äâóìÿ çà-

äàííûìè òî÷êàìè A è B, îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîëîæå-
íèåì ýòèõ òî÷åê è íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè
èíòåãðèðîâàíèÿ ìåæäó òî÷êàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî çàìê-
íóòûå êîíòóðû, îáðàçîâàííûå äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ïóòÿ-
ìè èíòåãðèðîâàíèÿ, íå îõâàòûâàþò êîíòóðîâ ñ òîêàìè.
Ïðè òàêîì óñëîâèè èíòåãðàë

H l H ld d U U
A

B

AmB

A B� �� � �ì ì

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíîñòü ìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ UìA è UìB ïîëÿ â
òî÷êàõ A è B. Åñëè óñëîâíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ ïîòåíöèàë â íåêîòîðîé çàäàí-
íîé òî÷êå P (UìP � 0), òî ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â òî÷êàõ A è P áóäåò ðàâíà ïîòåí-
öèàëó â òî÷êå A:

H ld U
A

P

A� � ì .

Îäíàêî åñëè âûáðàòü òàêîé çàìêíóòûé ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûé îõâà-
òûâàåò êîíòóð òîêà i, íàïðèìåð ïóòü AlBmA íà ðèñ. 27.1, òî ëèíåéíûé èíòåãðàë
íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî òàêîìó ïóòè óæå íå ðàâåí íóëþ:

H l H l H ld d d i
AlBmA AlB AmB

� � �� � � � 0,

îòêóäà

H l H ld d i U U i
AlB AmB

A B� �� � � � �ì ì .

Ïóòü ArBmA îõâàòûâàåò äâà ðàçà êîíòóð ñ òîêîì i. Äëÿ òàêîãî ïóòè èìååì
H ld

ArBmA

� � 2i è, ñëåäîâàòåëüíî,

H l H ld d i U U i
ArB AmB

A B� �� � � � �2 2ì ì ,

è âîîáùå èíòåãðàë ïî íåêîòîðîìó ïóòè AxB ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò èíòåãðàëà ïî
ïóòè AmB íà ki, ãäå k — öåëîå ÷èñëî, åñëè âñå ïóòè ïðîõîäÿò âíå îáëàñòè ïðî-
ñòðàíñòâà, çàíÿòîé ñàìèìè ïðîâîäíèêàìè ñ òîêîì:
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H ld U U ki
AxB

A B� � � �ì ì .

Ñîâìåñòèâ òî÷êó B ñ òî÷êîé P, â êîòîðîé ïîòåíöèàë ïðèíÿò ðàâíûì íóëþ, ïî-
ëó÷àåì

H ld U ki
AxP

A� � �ì .

Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë îêàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé
ìíîãîçíà÷íîé.

27.2. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ òîêîâ

Âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âèõðÿ íåêîòîðîãî âñïî-
ìîãàòåëüíîãî âåêòîðà A:

B A� rot ,

ïðè÷åì âåêòîð A ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè â ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðè÷åñêèõ òî-
êîâ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò.

Âåêòîð A íîñèò íàçâàíèå â å ê ò î ð í î ã î ï î ò å í ö è à ë à ì à ã í è ò í î ã î
ï î ë ÿ. Îïðåäåëèì åãî òàê, ÷òîáû óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

rot divH B H B� � �J ; ;� 0

áûëè óäîâëåòâîðåíû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå — è òàì, ãäå îòñóòñòâóþò òîêè, è òàì,
ãäå J � 0.

Óñëîâèå div B � 0, âûðàæàþùåå ïðèíöèï íåïðåðûâíîñòè ìàãíèòíîãî ïîòîêà,
óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî, åñëè B ïðåäñòàâèòü ÷åðåç A â âèäå B � rot A, òàê
êàê âñåãäà div rot A � 0 (ñì. § 23.5).

Íàéäåì âûðàæåíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, îïðåäåëÿþùåå åãî ïî çàäàííîìó
ðàñïðåäåëåíèþ òîêîâ òàê, ÷òîáû áûëè óäîâëåòâîðåíû îñòàëüíûå äâà óðàâíåíèÿ:

rot èH B H� �J � .

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîðîäíîé ñðåäû. Óìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñ-
òè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà àáñîëþòíóþ ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü � ñðåäû. Ïîëó÷èì

� � �rot rot rotH H B� � � J ,

è òàê êàê B � rot A, òî èìååì
rotrot A ��J .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîåêöèè íà îñü OX ìîæåì íàïèñàòü

rot rotx x( ) .A � � J

Ðàçâåðíåì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ. Èìååì

rot rot rot rotx z y

y x

y z y

A

x

A

y
( )A A A� � � �

�

�
��

�

�
��

�
�
�

�
�

�

�

�

� � � ��

�
�

�

�
� �

� � � �

�
�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�

�

�

�

z

A

z

A

x

x

A

y

A

y

A

z

x z

y x x
2

2

2

2 �

�

�x

A

z
z .
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Ïðèáàâèì ê ýòîìó âûðàæåíèþ âåëè÷èíó
�
�

�

�x

A

x
x è âû÷òåì ðàâíóþ åé âåëè÷è-

íó
�

�

2

2

A

x

x . Ïîëó÷èì

rot rotx
x y z x

x

A

x

A

y

A

z

A

x
( )A � � �

�

�
��

�

�
�� � �

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�2

2

2A

y

A

z

x
A

x x

x

�

�

�

�
�

2

2

2

2

�
�

�
��

�

�
�� �

� �)div A .

Ïîä÷èíèì âåêòîð A óñëîâèþ div A � 0, ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå âåêòîðà A

íå èìååò èñòî÷íèêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óñëîâèè div A � 0 âñåãäà ìîæíî ïðè-
íÿòü A � A' + AO, ïðè÷åì div A' � 0 è div AO � 0. Ïîëå ñîñòàâëÿþùåé AO êàê ñîçäàí-
íîå èñòî÷íèêàìè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, rot AO � 0. Ïîýòîìó
B � rot A � rot A', ò. å. íàëè÷èå ñîñòàâëÿþùåé AO íå èçìåíÿåò âåëè÷èíó B è ìîæ-
íî ïðèíÿòü AO � 0. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

rot rotx xA( ) .A � �) 2

Óðàâíåíèå ãîtx (rot A) � � Jx ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

) � � � � �2
2

2

2

2

2

2
A

A

x

A

y

A

z
x

x x x
x

�

�

�

�

�

�
� J .

Ýòî åñòü óðàâíåíèå Ïóàññîíà, îíî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ïóàñ-
ñîíà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (ñì. § 24.4), åñëè çàìåíèòü Ax íà U è � Jx

íà �/�. Ïîýòîìó åãî ðåøåíèå ìîæíî íàïèñàòü ïî àíàëîãèè ñ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ Ïóàññîíà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
ìû èìåëè

U
dV

r
V

� �
1

4��
�

.

Çàìåíÿÿ U íà Ax è �/� íà � Jx, ïîëó÷àåì

A
dV

r
x

x

V

� �
�
�4

J
.

Èíòåãðèðîâàíèå äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíèòü ïî âñåìó îáúåìó, ãäå Jx � 0. Âå-
ëè÷èíà r — ýòî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ýëåìåíòà îáúåìà dV, â êîòîðîì ïðîåêöèÿ
âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà åñòü Jx, äî òî÷êè, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ Ax.

Àíàëîãè÷íûì ïóòåì íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ äðóãèõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Îêîí÷àòåëüíî áóäåì èìåòü

A
dV

r
A

dV

r
A

dV

r
x

x

V

y

y

V

z
z

V

� � �� � �
�
�

�
�

�
�4 4 4

J J J
; ; ;

A i j k
i j k

� � � �
� �

�A A A
dV

r
x y z

x y z

V

�
�4

( )
,

J J J
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÷òî ìîæíî çàïèñàòü êðàòêî:

A � �
�
�4

J
dV

r
V

,

ïîíèìàÿ çäåñü èíòåãðèðîâàíèå êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ñóììèðîâàíèå.
Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ñëóæàùèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîð-

íîãî ïîòåíöèàëà ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ òîêà â ïðîñòðàíñòâå, ñïðàâåäëèâû
âñþäó, â ÷àñòíîñòè è òàì, ãäå J � 0. Îíè ïðèãîäíû ïðè óñëîâèè, ÷òî òîêè ñóùåñò-
âóþò â îãðàíè÷åííîì îáúåìå ïðîñòðàíñòâà, à ýòî ôèçè÷åñêè âñåãäà è èìååò ìå-
ñòî. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà óáûâàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ â áåñ-
êîíå÷íîñòü îò îáëàñòè, çàíÿòîé òîêàìè, íå ìåäëåííåå, ÷åì 1/r, ÷òî íåòðóäíî
óñìîòðåòü èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ. Òàê êàê ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà B âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå îò ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà A, òî çíà-
÷åíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè B, à ñëåäîâàòåëüíî, è çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
H óáûâàþò â áåñêîíå÷íîñòè íå ìåäëåííåå, ÷åì 1/r2.

Âûðàæåíèå äëÿ A ìîæåò áûòü óïðîùåíî, åñëè òîêè ïðîòåêàþò ïî êîíòóðàì èç
ëèíåéíûõ ïðîâîäíèêîâ, ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ñå÷åíèé êîòîðûõ âåñüìà ìàëû ïî
ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé êîíòóðîâ è ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèÿìè îò ïðîâîäíèêîâ
äî òî÷åê, â êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ A. Ïðåäñòàâèì ýëåìåíò îáúåìà ïðîâîäíèêà â
âèäå dV � dl ds, ãäå ds — ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè s ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è dl — ýëå-
ìåíò äëèíû l ïðîâîäíèêà.

Âûáåðåì íàïðàâëåíèÿ dl âñþäó òàê, ÷òîáû îíè ñîâïàäàëè ñ íàïðàâëåíèÿìè
âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà J, ò. å. ðàçîáüåì ïðîâîäíèê íà îòðåçêè òðóáîê òîêà. Ïðè
ýòîì J (ds dl) � (J ds) dl è

A
s l

s
l

� ��� ��
�
�

�
�4 4

J J
( )

( ) .
d d

r
d

d

r
sl sl

Íî ïðè ñîáëþäåíèè âûøåóêàçàííûõ óñëîâèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ
r äî òî÷êè, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ A, îäèíàêîâû äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ds äàííîãî
ñå÷åíèÿ s. Òî÷íî òàê æå ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè âñå îòðåçêè dl ìåæäó äâóìÿ
ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàïèñàòü

A
l

s
l

� ��� �
�
�

�
�4 4

d

r
d

i d

r
sl l

J ,

ãäå i � J d
s

s� — òîê â ïðîâîäíèêå.

27.3. Ìåòîä ïðèâåäåíèÿ âèõðåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ê áåçâèõðåâîìó

Ìåòîä ïðèâåäåíèÿ âèõðåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ê áåçâèõðåâîìó îñíîâàí íà ðàç-
ëîæåíèè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè Í ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà âèõðåâóþ Hâ è áåçâèõ-
ðåâóþ Hð ñîñòàâëÿþùèå, ò. å. íà ïðåäñòàâëåíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
â âèäå ñóììû Í � Hð + Hâ. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ, ÷òî âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà J

ïîðîæäàåò òîëüêî íåèçâåñòíóþ íàïðÿæåííîñòü Hâ, êîòîðàÿ è îïðåäåëÿåò âèõðå-
âóþ ÷àñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ò. å. rot Hâ � J. Îñíîâîé ìåòîäà ïðèâåäåíèÿ âèõðåâîãî

138 ×àñòü 4. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è çàêîíû òåîðèè



ìàãíèòíîãî ïîëÿ ê áåçâèõðåâîìó ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàçäåëüíîãî ðàñ÷åòà
âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé, êîòîðûé ìîæåò áûòü âûïîëíåí áîëåå ïðîñòûìè ñïîñî-
áàìè. Òàê êàê âåëè÷èíà div Hâ íå çàäàíà, òî óðàâíåíèå rot Hâ � J èìååò ìíîæåñò-
âî íå çàâèñÿùèõ îò ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ âåùåñòâà ðåøåíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
óðàâíåíèå rot Hâ � J ìîæåò áûòü ðåøåíî äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîé ñðåäû.

Ïîñêîëüêó div J � 0 è J � rot Hâ, òî äëÿ âûäåëåííîé áåçâèõðåâîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé, ðàâíîé Hð � H – Hâ, ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå

rot (H – Hâ) � rot Hð � 0, Hð � �grad Uì,

ò. å. Hð ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà
Uì è íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàïèñàòü â âèäå

H � Hâ – grad Uì.

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå div B � 0 ìîæíî çàïèñàòü êàê div � (Hâ – grad Uì) � 0,
îòêóäà

div � grad Uì � div �Hâ, (*)

â êîòîðîì íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ Uì è Hâ. Â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå òðåõìåð-
íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû ÷åòûðå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè —
òðè ñîñòàâëÿþùèå Hâ è ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë Uì . Â óðàâíåíèè (*)
çàäàþùèì äëÿ ðàñ÷åòà Uì ÿâëÿåòñÿ Hâ. Ïîýòîìó ïðåæäå âñåãî äîëæíî áûòü íàé-
äåíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ rot Hâ � J.

Âîçìîæíîñòü âûáîðà ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ div Hâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñò-
âåííûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà ïðåîáðàçîâàíèÿ âèõðåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
áåçâèõðåâîå. Ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûáèðàòü èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé íàèáî-
ëåå îïòèìàëüíîå. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðàñ÷åòà âåëè÷èíû Hâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâà-
íèå çàêîíà Áèî—Ñàâàððà:

H
r

â � �
1

4
,

3�
J

r
dV

V

ãäå îáúåì V ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ ñ òîêàìè. Ïðè ïîìîùè ýòîãî âûðà-
æåíèÿ âåëè÷èíà Íâ ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà âî âñåõ òî÷êàõ ïðîâîäíèêîâ ñ òîêà-
ìè. Îãîâîðêà îòíîñèòåëüíî îäíîñâÿçíîñòè îáúåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñ-
ëåíèè âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé Íâ èñêîìîãî ïîëÿ ñâÿçàíà ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,
÷òî îáúåì ìîæåò çàíèìàòü íå òîëüêî ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïðîòåêàåò ýëåêòðè÷å-
ñêèé òîê, íî è ÷àñòü, ãäå òîê îòñóòñòâóåò. Èíòåãðàë H ld

l

� ïî êîíòóðó, îõâàòûâàþ-

ùåìó òîê, ðàâåí ýòîìó òîêó, òîãäà êàê èíòåãðàë � )� U d
l

ì l ðàâåí íóëþ âñåãäà. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èå óñòðàíÿåòñÿ, åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèõîäèòñÿ ââî-

äèòü íåïðîíèöàåìûå äëÿ îáõîäà òîêà ïîâåðõíîñòè. Òàêîâîé â ñëó÷àå èçîáðàæåí-
íîãî íà ðèñ. 27.1 êîíòóðà ñ òîêîì ìîæåò áûòü ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü, íàòÿíóòàÿ íà
ïðîèçâîëüíûé êîíòóð, îáðàçîâàííûé ëèíèåé òîêà, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäíèêà.
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Èç àíàëîãèè óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà div � grad U � � � ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ è äëÿ ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà div � grad Uì � div �Hâ

ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíó – div � Íâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåìíóþ ïëîòíîñòü
�ì � –div � Íâ ôèêòèâíîãî ìàãíèòíîãî çàðÿäà m, ÿâëÿþùåãîñÿ ôîðìàëüíî ââå-
äåííîé ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíîé. Èç ýòîé àíàëîãèè âûòåêàåò, ÷òî ñîîòíîøåíèþ
� �� �grad ìU d q

s

s ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå � �� � grad ìU d m
s

s .

Â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ � ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé
ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà div grad Uì� div Hâ� � �ì/�, ðå-
øåíèå êîòîðîãî â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ìîæíî çàïèñàòü êàê

H H
r

� � �â
ì

3

1

4��

�

r
dV

V

,

è ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ èñêîìîé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäå

H
r

H� ��
1

4
ì

3 â��

�

r
dV

V

.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðèâåäåíèÿ âèõðåâîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ òîðîèäàëüíîãî c âíóòðåííèì ðàäèóñîì R1 è íàðóæíûì ðàäèóñîì R2 ïðî-
âîäíèêà âûñîòû h ñ ïîñòîÿííûì òîêîì ïëîòíîñòüþ J (ðèñ. 27.2, à).

Ïðèìåì ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü � ïîñòîÿííîé âñþäó.
Îãðàíè÷èì îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü ñ òîêîì íèæíåé (ñ êîîðäèíàòîé z � 0), âåðõ-

íåé (ñ êîîðäèíàòîé z � h) è áîêîâîé ïîâåðõíîñòÿìè öèëèíäðà ðàäèóñîì R2. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî Hâ � 0 âñþäó âíå îáðàçîâàííîãî ýòèìè ïîâåðõíîñòÿìè îáúåìà.
Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð J èìååò ñîñòàâëÿþùóþ J�. Ïî-
ñêîëüêó rot Hâ � J, òî ïðè J � j J� ìîæíî îïåðèðîâàòü åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé Hâ � Hâz. Òîãäà äëÿ Hâ èìååì

� �
dH

dr
â J�, èëè H r dr R r

R

r

â ( ) ( )� � � �� J J� �

2

2 ,

òàê ÷òî Hâ(r) � (R2 – r) J� ïðè R1 < r < R2 è Hâ(r) � (R2 – R1) J� ïðè 0 < r < R1.
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Çàâèñèìîñòü HÂ (r) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 27.2, á.
Ïóñòü òîê íàïðàâëåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå âåêòîðà

Hâ ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ îñè z. Ïðè ýòîì Hâ ñêà÷êîîáðàçíî ìåíÿåòñÿ íà âåëè-
÷èíó Hâ íà ïîâåðõíîñòè z � 0 è íà âåëè÷èíó –Hâ íà ïîâåðõíîñòè z � h. Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ óñëîâèåì div �Hâ � �
�

�
�

H

z
zâ ��ì íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîÿâÿòñÿ ìàãíèò-

íûå çàðÿäû: –m íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè è +m íà âåðõíåé, òîãäà êàê âî âñåõ
îñòàëüíûõ òî÷êàõ îáëàñòè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ íå áóäåò. Õîòÿ îáúåìíàÿ ïëîò-
íîñòü ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ íà óêàçàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-
íîñòü, èõ ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü êîíå÷íà è ðàâíà  ì (r) � –�Hâ(r) < 0 íà íèæ-
íåé è  ì (r) � � +�Hâ(r) > 0 íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè.
Íàéäåííûå ìàãíèòíûå çàðÿäû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ìàãíèòíîå ïîëå âî âñåõ
òî÷êàõ îáëàñòè, ãäå Hâ � 0, ò. å. òàì, ãäå åãî ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî
ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Â òîé æå ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò
âèõðåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Hâ, ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâ-

íû Hr � �
�

�

U

r
ì , H� � –

�

�

U

r
ì

�
, Hz � Hâ –

�

�

U

z
ì .

27.4. Âûðàæåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà è ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ìàãíèòíûì ïîòîêîì 	 ñêâîçü íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü s
è âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èìååì

	 � �� �B s A sd d
s s

rot .

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòîêñà, rot A sd
s

� � A ld
l

� . Ñëåäîâàòåëüíî,

	 � � A ld
l

.

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ïîâåðõíîñòü s ðàâåí ëèíåéíîìó èíòå-
ãðàëó âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùåìó ýòó ïî-
âåðõíîñòü.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïðè
ïîìîùè èíòåãðàëà B sd

s
� íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âåêòîð B âî âñåõ òî÷êàõ ïî-

âåðõíîñòè s. Ïðè âû÷èñëåíèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A
äîñòàòî÷íî çíàòü ïîñëåäíèé òîëüêî íà êîíòóðå, îãðàíè÷èâàþùåì ýòó ïîâåðõ-
íîñòü. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïîâåðõíîñòè çàìåíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî êîíòó-
ðó, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì.

Âû÷èñëåíèå ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáúåìå íà îñíîâå âûðàæåíèÿ

W dV
V

ì � �
1

2
HB ñîïðÿæåíî ñ áîëüøèìè çàòðóäíåíèÿìè, òàê êàê íåîáõîäèìî

ðàññ÷èòàòü íàïðÿæåííîñòü Í è èíäóêöèþ Â ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âñåõ òî÷êàõ áåñ-
êîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà. Âû÷èñëåíèå ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿWì ìîæíî óïðî-
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ñòèòü, åñëè ïðåîáðàçîâàòü èíòåãðàë ïî íåîãðàíè÷åííîìó îáúåìó V â èíòåãðàë ïî
îáúåìó VJ , â êîòîðîì ñóùåñòâóåò ñîçäàþùèé ìàãíèòíîå ïîëå ýëåêòðè÷åñêèé òîê
ïëîòíîñòüþ J.

Äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì Â � rot A è èçâåñòíûì
èç âåêòîðíîé àëãåáðû âûðàæåíèåì div [AH ] � H rot A – A rot H, èëè H rot A �
� A rot H + div [AH ]. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó äëÿ ýíåðãèè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ âûðàæåíèÿ A rot H + div [AH ] âìåñòî H rot A èìååì

W dV dV
V V

ì rot div� �� �
1

2

1

2
A H AH[ ] . (*)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (*) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó

W dV
V

ì � �
1

2
AJ J

J

,

÷òî ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ëèøü â òîé ÷àñòè îáúåìà, â êî-
òîðîé ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íå ðàâíà íóëþ.

Îïåðèðîâàíèå âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì îáëåã÷àåò ðàññìîòðåíèå ðÿäà âàæíûõ
ïîëîæåíèé òåîðèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê æå êàê ïîëüçîâàíèå ñêàëÿðíûì ïîòåí-
öèàëîì óïðîùàåò ðàññìîòðåíèå ìíîãèõ âîïðîñîâ ýëåêòðîñòàòèêè.

27.5. Îáùàÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííûõ òîêîâ

Îáùåé çàäà÷åé ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííûõ òîêîâ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäå-
íèå âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè èëè âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ òîêà â ïðîñòðàíñòâå.
Ýòà çàäà÷à ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ íàõîæäåíèåì âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà À êàê
ôóíêöèè êîîðäèíàò. Ïðè ýòîì ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøå-
íèÿ Â � rot A. Â îáùåì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ýòó çàäà÷ó óäàåòñÿ ðå-
øèòü â îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ñëó÷àåâ.

Ðåøåíèå çàäà÷è ðàñ÷åòà òðåõìåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðå-
äàõ ïðè èñïîëüçîâàíèè âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíî
ñ áîëüøèìè òðóäíîñòÿìè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ, âî-ïåðâûõ, òåì, ÷òî äëÿ òðåõìåð-
íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì íåâîçìîæ-
íî íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå è ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ðàçëè÷íûì
÷èñëåííûì ìåòîäàì. Âî-âòîðûõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íàëè-
÷èå òðåõ ñêàëÿðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è íåîáõî-
äèìîñòü óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñèñòåìû êîíå÷-
íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé îêàçûâàþòñÿ ãðîìîçäêèìè è ïëîõîîáóñëîâëåííûìè.

Èíòåðåñóÿñü ìàãíèòíûì ïîëåì âíå ïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì, ò. å. òîëüêî â îáëàñ-
òè ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïëîòíîñòü òîêà ðàâíà íóëþ, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âîñïîëü-
çîâàòüñÿ òàêæå äðóãèì ìåòîäîì. Â ýòîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ìàãíèòíîå ïîëå
ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñêàëÿðíûì ìàãíèòíûì ïîòåíöèàëîì Uì. Âåêòîð íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ H � –grad Uì.

Ìåòîäû ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñíîâå ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèà-
ëà àíàëîãè÷íû ïðèìåíåííûì ïðè ðàñ÷åòå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé, è â ýòîì èõ
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áîëüøîå äîñòîèíñòâî. Òàêàÿ àíàëîãèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ðåøèòü ðÿä çàäà÷, îòíî-
ñÿùèõñÿ ê ðàñ÷åòó ìàãíèòíûõ ïîëåé, ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ èõ ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ðåøåíèÿìè çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè. Îäíàêî ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ìå-
òîäà ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòÿõ ñ òîêàìè.

Ðàñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáëàñòÿõ ñ òîêàìè íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ñêà-
ëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïðè óñëîâèè ïðèâå-
äåíèÿ âèõðåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ê áåçâèõðåâîìó. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî
èñïîëüçîâàòü âñå ÷èñëåííûå ìåòîäû, èçëîæåííûå â ãëàâå 24 äëÿ ðàñ÷åòà ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé.

27.6. Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ïîëå

Ðàññìîòðèì ìàãíèòíîå ïîëå ñèñòåìû áåñêîíå÷íî äëèííûõ ïàðàëëåëüíûõ öè-
ëèíäðè÷åñêèõ ïðîâîäíèêîâ ñ òîêàìè â îäíîðîäíîé ñðåäå. Îñü OZ íàïðàâèì ïà-
ðàëëåëüíî îñÿì ïðîâîäíèêîâ. Â òàêîì ñëó÷àå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ öåëè-
êîì ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè XOY, è êàðòèíà ïîëÿ âî âñåõ
ýòèõ ïëîñêîñòÿõ îäèíàêîâà, ò. å. ïîëå òàêîé ñèñòåìû òîêîâ ïëîñêîïàðàëëåëüíîå.
Ïîâåðõíîñòè ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà Uì ñóòü öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõ-
íîñòè ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè OZ. Ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà â
ïëîñêîñòè XOY îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

U x yì const( , ) .�

Èíòåðâàëû ìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìè ðàâíîãî
ïîòåíöèàëà áóäåì âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïðè ïåðåõî-
äå îò îäíîé ëèíèè ê äðóãîé ñîáëþäàëîñü óñëîâèå

Uì � const.

Óðàâíåíèå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìîæíî
ïîëó÷èòü íà îñíîâå ñîîáðàæåíèé, àíàëîãè÷íûõ
òåì, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ
óðàâíåíèÿ ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ. Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè òîêè,
íàïðàâëåííûå ê íàáëþäàòåëþ. Âûáåðåì îäíó ëè-
íèþ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé.
Íà ðèñ. 27.3 îíà îòìå÷åíà æèðíîé ëèíèåé.

Ñîåäèíèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M (x, y) ñ íåêîòîðîé òî÷êîé A íà÷àëüíîé ëèíèè
îòðåçêîì MmA. Ïóñòü4H åñòü ïîòîê âåêòîðà H ñêâîçü ïîâåðõíîñòü, êîòîðóþ îïèñàë
áû îòðåçîê MmA, ïåðåìåùàÿñü ïàðàëëåëüíî ñàìîìó ñåáå â íàïðàâëåíèè îñè OZ è
ïðîõîäÿ ïóòü l. Óñëîâèìñÿ ðàññìàòðèâàòü ïîòîê íà åäèíèöó äëèíû ïðîâîäîâ. Ââå-
äåì îáîçíà÷åíèå Vì � 4H/l. Âåëè÷èíà Vì , íàçûâàåìàÿ ô ó í ê ö è å é ï î ò î ê à, çàâè-
ñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè M è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò ýòîé
òî÷êè. Äëÿ âñåõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà îäíîé è òîé æå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ,
ôóíêöèÿ Vì(x, y) èìååò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå

V x yì const( , ) � ,

îïðåäåëÿþùåå ñîâîêóïíîñòü òàêèõ òî÷åê, è ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ëèíèè íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ.
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Óñëîâèìñÿ ðàñïîëàãàòü íà ÷åðòåæå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ òàê, ÷òîáû
ïðè ïåðåõîäå îò ëþáîé ëèíèè ê ñîñåäíåé âñåãäà ïîëó÷àòü îäíî è òî æå ïðèðàùå-
íèå 
 Vì ôóíêöèè ïîòîêà.

Îáîçíà÷èâ ÷åðåç dn ýëåìåíò äëèíû ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ÷åðåç da

ýëåìåíò äëèíû ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, áóäåì èìåòü âñþäó dn 5 da. Êîîðäè-
íàòó n óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü âîçðàñòàþùåé â íàïðàâëåíèè âåêòîðà H. Êîîðäèíàòó a
áóäåì ñ÷èòàòü âîçðàñòàþùåé âëåâî îò âåêòîðà H äëÿ íàáëþäàòåëÿ, ðàñïîëîæèâ-
øåãîñÿ òàê, ÷òî âåêòîð H êàæåòñÿ åìó íàïðàâëåííûì ñíèçó ââåðõ (ñì. ðèñ. 27.3).
Ôóíêöèþ ïîòîêà áóäåì ñ÷èòàòü âîçðàñòàþùåé â òîì æå íàïðàâëåíèè, â êîòîðîì
óâåëè÷èâàåòñÿ a.

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Uì è Vì â âèäå

H
U

n

V

a
� � � �

�

�

�

�
ì ì . (*)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî óæå áûëî ïðèâåäåíî ðàíåå. Âòîðîå âûðàæåíèå ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ÷èñëåííî ðàâíà ïîòîêó âåêòîðà H ñêâîçü åäèíèöó
ïîâåðõíîñòè, íîðìàëüíîé ê ëèíèÿì íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ïóñòü da4H — ïðèðà-
ùåíèå ïîòîêà âåêòîðà H, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ òîëüêî îäíîé êîîðäèíà-
òû a. Ïîòîê da4H ïðîõîäèò ÷åðåç ïîâåðõíîñòü l da, íîðìàëüíóþ ê ëèíèÿì íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

H
d

l da

d V

l da

V

a
a H a� � �
4 ì ì�

�
.

Âûðàæåíèÿ (*) ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì â
§ 24.8, îïðåäåëÿþùèì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà H â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ âûðàæàþòñÿ â âèäå

H
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x

V

y
H

U

y

V

x
x y� � � � � � � �

�

�

�

�

�

�

�

�
ì ì ; .ì ì (**)

Ýòè ðàâåíñòâà ïèøóòñÿ íà îñíîâàíèè òåõ æå ñîîáðàæåíèé, ÷òî è ñîîòâåòñò-
âóþùèå ðàâåíñòâà (**) â § 24.8. Èç íèõ ïóòåì ïîâòîðíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ:
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�

�

�

�

�

�

�
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2
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2

2

2
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2
0 0
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y
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ì ì ì ì� � � �; ,

ò. å. îáå ôóíêöèè, Uì è Vì, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Íåîáõîäèìî, îäíà-
êî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî òîëüêî â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, íå çàíÿòîé
ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì. Òîëüêî â ýòîé îáëàñòè âîçìîæíî âûðàçèòü íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ â âèäå ãðàäèåíòà ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà Uì. Òàêàÿ îãîâîðêà íå îòíîñèòñÿ ê
âûðàæåíèÿì íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ïîòîêà:

H
V

a
H

V

y
H

V

x
x y� � � �

�

�

�

�

�

�
ì ì ì; ; ,

êîòîðûå ïî ñàìîìó èõ ñìûñëó äîëæíû áûòü ñïðàâåäëèâû òàêæå è âíóòðè ïðî-
âîäíèêîâ ñ òîêîì.
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Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîòîêà Vì, ââåäåííàÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèêè
ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ, âåñüìà ïðîñòî ñâÿçàíà ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë íàïðàâëåí âñþäó ïàðàëëåëüíî îñè OZ,
ò. å. Ax � Ay � 0; Az � 0, òàê êàê âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà âñþäó ïàðàëëåëåí ýòîé îñè.
Ïîýòîìó èìååì
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x
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�
0.

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâà (**) íà � è ñîïîñòàâëÿÿ èõ ñ ïîñëåäíèìè ðàâåíñòâàìè, ïî-
ëó÷àåì

A V Cz � �� ì ,

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ C ìîæåò áûòü îòáðîøåíà êàê íå èìåþùàÿ ñóùåñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ.

27.7. Ïðèìåíåíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

Ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë Uì è ôóíêöèÿ ïîòîêà Vì â îáëàñòè, íå çàíÿòîé òîêà-
ìè, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèÿìè (**), ñîâïàäàþùèìè ñ óðàâíåíèÿìè
Êîøè–Ðèìàíà, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèè :(x, y) è #(x, y), îïðå-
äåëÿþùèå âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè ( � : + j# �
� f(z) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z � x + jy. Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé âíå òîêîâ, òàê æå êàê è ïðè îïèñàíèè ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé, ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ïîëîæèâ : � Vì è # � Uì, ò. å. ïðèíèìàÿ

( : #� � � � �j V jU f zì ì ( ).

Ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà H ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óðàâíåíèé:
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ì ì; .

Ìîäóëü âåêòîðà H ðàâåí

H H H
d

dz
x y� � �2 2 (

.

27.8. Ïîëå ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ. Ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ
ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( � K ln z + C, ãäå K — âåùåñòâåííàÿ âåëè÷èíà è C �
� C1 + j C2. Âûðàæàÿ ïåðåìåííóþ z â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, áóäåì èìåòü z � re j� è

( �� � � � � �V jU K r jK C jCì ì ln .1 2

Óðàâíåíèå ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìîæíî íàïèñàòü â âèäå

V K r C rì const ò. å. const� � � �ln , .1

Óðàâíåíèå ëèíèé ðàâíîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä
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U K Cì � � � �� �2 const ò. å. const, .

Ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñóòü îêðóæíîñòè ñ îáùèì öåíòðîì â íà÷àëå êî-
îðäèíàò. Ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà — ðàäèàëüíûå ëó÷è. Òàêîé õàðàêòåð èìååò
ìàãíèòíîå ïîëå ëèíåéíîãî ïðîâîäà ñ òîêîì, ïðîõîäÿùåãî ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
ïëîñêîñòè XOY ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïîñòîÿííàÿ K îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ,
÷òî ïðè îáõîäå âîêðóã òîêà i â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè óãîë � èçìåíÿåòñÿ
íà 2�, à ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå, ðàâíîå 
Uì � –i. Ñòàëî
áûòü, i � –K 2�, è K � –i/(2�). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ Vì è Uì:

V
i

r C U
i

Cì ì� � � � � �
2 2

1 2� �
�ln ; .

×òîáû èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ ëèíèÿìè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâîâàë
îïðåäåëåííîìó ïðèðàùåíèþ 
Uì ïîòåíöèàëà, ýòè ëèíèè äîëæíû îòñòîÿòü äðóã
îò äðóãà íà ðàâíûå óãëû 
�.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ äåëèëè ïîëå íà òðóáêè ðàâíîãî
ïîòîêà, íåîáõîäèìî ñîáëþñòè äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ, $-é è ($ + 1)-é, ëèíèé óñëîâèå

V
i

r r
i r

r
ì const� � � � � ��

�

2 2
1

1

� �$ $
$

$

(ln ln ) ln ,

ò. å.

r

r
N$

$

� � �1 const.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñû ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ äîëæíû âîçðàñòàòü â ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî.

Íà ðèñ. 27.4 èçîáðàæåíî ìàãíèòíîå ïîëå óåäèíåííîãî ïðîâîäà, ïðè÷åì ïðè-
íÿòî N � 1,5 è 
� � �/4.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ n ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ
ñ òîêàìè, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì íàëîæå-
íèÿ è íàõîäèòü êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë èç âûðàæå-
íèÿ

(
�

� � � � � �
�

�

2V jU i z z Ck k

k

k n

ì ì

1

2 1

ln( ) ,

ãäå zk îïðåäåëÿåò òî÷êó, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïðî-
âîä ñ òîêîì ik.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèà-
ëà è ôóíêöèè ïîòîêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ëèíåéíûõ

ïðîâîäîâ ñ òîêàìè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ïîòåíöèàëà è ôóíê-
öèè ïîòîêà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëèíåéíûõ çàðÿæåííûõ ïðîâîäîâ (ñì. § 24.10)
è ñîïîñòàâëÿÿ êàðòèíó ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ðèñ. 27.4 ñ êàðòèíîé ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ íà ðèñ. 24.10, çàìå÷àåì èõ ñîîòâåòñòâèå ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî U è V
ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè. Îòñþäà ñëåäóåò çàìå÷àòåëüíûé âûâîä:
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Êàðòèíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ëèíåéíûõ òîêîâ ñîâïàäàåò ñ êàðòèíîé ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ëèíåéíûõ çàðÿäîâ, åñëè òîêè è çàðÿäû ðàñïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå îäèíà-
êîâî. Ðàçëè÷èå ìåæäó ýòèìè êàðòèíàìè çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî íà ìåñòå
ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàñïîëàãàþòñÿ ëèíèè ðàâíîãî ìàã-
íèòíîãî ïîòåíöèàëà è íà ìåñòå ëèíèé ðàâíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ðàñïî-
ëàãàþòñÿ ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü òîëüêî êàðòèíó îäíîãî ïîëÿ, ýëåêòðè÷åñêîãî
èëè ìàãíèòíîãî, âòîðîå æå ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå òîëüêî ÷òî âûñêàçàííîãî ïîëî-
æåíèÿ, êîòîðîå ìîæíî íàçâàòü ï ð è í ö è ï î ì ñ î î ò â å ò ñ ò â è ÿ ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé.

27.9. Ïðÿìîëèíåéíûé ïðîâîä ñ òîêîì
âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ïîëå

Ôóíêöèÿ ( � Dz + C îïðåäåëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Äåéñòâèòåëü-
íî, èìååì

( � � � � � �V jU Dx jDy C jCì ì 1 2 .

Ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñóòü ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè OY. Îíè âûðà-
æàþòñÿ óðàâíåíèåì

V Dx Cì const� � �1

èëè

x � const.

Âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî îñè OY. Íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ ðàâíà

H
V

x
D Hy � � � � � �

�

�
ì

0 .

Íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà íàëîæåíèÿ ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

(
�

� � � �
i

z H z C
2

0ln

îïðåäåëÿåò ñîáîé ïîëå ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäà ñ
òîêîì i âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ïîëå, íàïðÿæåííîñòü
êîòîðîãî Hy � –H0. Òàê êàê

ln ln ln( ) ,z r j x y j
y

x
� � � � ��

1

2
2 2 arctg

òî óðàâíåíèå ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìîæåò áûòü
íàïèñàíî â âèäå

V
i

x y H x Cì � � � � � �
2

2 2
0 1�

ln ( ) ,const

à óðàâíåíèå ëèíèé ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå
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U
i y

x
H y Cì � � � � �

2
0 2�

arctg const.

Òàêîå ïîëå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 27.5. Â òî÷êå b íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ðàâíà
íóëþ. Ëèíèþ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó òî÷êó è ïîìå÷åííóþ
öèôðîé 2, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíó ëèíèþ abfdbc. Â ýòîì ñëó÷àå îíà ïî-
äîáíà ëèíèÿì 3, 4 è 5, ðàñïîëîæåííûì âïðàâî îò ïðîâîäà ñ òîêîì. Åå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü è êàê äâå ëèíèè: ëèíèþ abc è çàìêíóòóþ ëèíèþ bfdb. Â òàêîì ñëó÷àå
îíà ïîäîáíà äâóì ëèíèÿì, îòìå÷åííûì öèôðîé 1, îäíà èç êîòîðûõ ïðîõîäèò
ñëåâà îò ïðîâîäà, à äðóãàÿ îõâàòûâàåò ïðîâîä.

27.10. Ïîëå ïðîâîäîâ, èìåþùèõ êîíå÷íîå ñå÷åíèå
ïðîèçâîëüíîé ôîðìû

Ïðè èññëåäîâàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âáëèçè ìàññèâíûõ ïðîâîäîâ, èìåþùèõ ñå-
÷åíèå ñëîæíîé ôîðìû, ýòè ïðîâîäà óæå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûå. Ðà-
çîáüåì ïðîâîä íà áåñêîíå÷íî òîíêèå ïàðàëëåëüíûå íèòè. Êîîðäèíàòû öåíòðà ñå-
÷åíèÿ íèòè â ïëîñêîñòè XOY îáîçíà÷èì ÷åðåç x' è y' (ðèñ. 27.6). Ïîâåðõíîñòü
ñå÷åíèÿ íèòè ðàâíà ds � dx' dy'. Êàæäàÿ òàêàÿ íèòü ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîâîäîì
ñ òîêîì di � J ds, ãäå J — ïëîòíîñòü òîêà, è ïî îòíîøåíèþ ê íåé ñïðàâåäëèâû ïî-
ëó÷åííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ïîòîêà è ïîòåíöèàëà. Ôóíêöèÿ ïîòîêà

è ïîòåíöèàë, îïðåäåëÿåìûå â òî÷êå M(õ, y) òîêîì i,
ïðîòåêàþùèì âî âñåì ïðîâîäå, ïîëó÷àþòñÿ ñóììèðî-
âàíèåì ôóíêöèé ïîòîêà è ïîòåíöèàëîâ, îïðåäåëÿå-
ìûõ â ýòîé òî÷êå òîêàìè, ïðîòåêàþùèìè â îòäåëüíûõ
íèòÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèÿ äëÿ âåëè÷èí Vì è
Uì â òî÷êå M(x, y) äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû èíòåãðèðî-
âàíèåì ïî ñå÷åíèþ s ïðîâîäà âûðàæåíèé äëÿ ôóíê-
öèè ïîòîêà è ïîòåíöèàëà, îïðåäåëÿåìûõ â òî÷êå
M(x, y) òîêàìè â íèòÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî íàïè-
ñàòü

V r ds C U ds C
s s

ì ì� � � � � �� �
J J

2 2
1 2� �

�ln ; ,

ãäå r — ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñå÷åíèÿ íèòè òîêà äî òî÷êè M(x, y) è � — óãîë, ñî-
ñòàâëÿåìûé îñüþ ÎÕ ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì r .

Ôîðìóëîé äëÿ Uì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëèøü ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿ âíå ïðî-
âîäà ñ òîêîì, òàê êàê ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà òîëüêî çäåñü èìååò ñìûñë.
Ôîðìóëà æå äëÿ Vì ïðèãîäíà ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿ êàê âíå ïðîâîäà ñ òîêîì,
òàê è âíóòðè íåãî.

Ïîëó÷åííîå îáùåå âûðàæåíèå ôóíêöèè ïîòîêà â ñëó÷àå J � const ìîæåò áûòü
íàïèñàíî â âèäå

V
s

s
r ds C

i

s
r ds C

s s

ì � � � � � �� �
J

2

1

2

1
1 1� �

ln ln ,
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ãäå s — ïîâåðõíîñòü ñå÷åíèÿ ïðîâîäà. Âåëè÷èíó
1

s
r ds

s

ln� , âõîäÿùóþ â ýòî âûðà-
æåíèå, îáîçíà÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

s
r ds g

s

ln ln .� �

Çäåñü r — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ýëåìåíòà ds ïîâåðõíîñòè. Âåëè÷èíó g íà-
çûâàþò ñ ð å ä í è ì ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê è ì ð à ñ ñ ò î ÿ í è -
å ì îò òî÷êè M äî ïîâåðõíîñòè s. Ïîÿñíèì ýòîò òåðìèí.
Ðàçîáüåì ïëîùàäü s íà n ðàâíûõ ÷àñòåé 
s (ðèñ. 27.7) òàê,
÷òî s � n 
s. Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå âñåõ n ðàññòîÿíèé îò
òî÷êè M äî öåíòðîâ âñåõ ïëîùàäîê 
s ðàâíî g � r r rn

n
1 2 �

èëè

ln ln ln .g
n

r
s

r sk

k

k n

k

k

k n

� �
�

�

�

�

2 21 1

1 1




Óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî ïëîùàäîê, ïîëó÷àåì â ïðåäåëå ïðè n � .

ln ln .g
s

r ds
s

� �
1

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

V
i

g Cì � � �
2

1�
ln .

ßñíî, ÷òî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîé ïîâåðõíî-
ñòè çàâèñèò òîëüêî îò ôîðìû êîíòóðà, îãðàíè÷èâàþùåãî ýòó ïîâåðõíîñòü, è îò
ïîëîæåíèÿ òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.

27.11. Ïîëå ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ

Ïîëå âíå ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ òàêîå æå, êàê åñëè áû âåñü òîê i ïðîõîäèë ïî
îñè ïðîâîäà. Ïîýòîìó âíå ïðîâîäà, ñîãëàñíî èçëîæåííîìó â § 27.8, èìååì

V
i

r Cì � � �
2

0 1�
ln ,

ãäå r0 — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ Vì, äî öåíòðà ñå÷åíèÿ.
Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ïîòîêà âíóòðè ïðîâîäà. Íàïðÿæåííîñòü

ïîëÿ íà ðàññòîÿíèè r0 îò îñè ïðîâîäà îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè çàêîíà ïîëíîãî
òîêà è ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè:

H ld H r r i
r

R� � � �2 0 0
2 0

2

2
� �J ,

ãäå R — ðàäèóñ ñå÷åíèÿ ïðîâîäà (r0 < R). Èìååì

H i
r

R
� 0

22�
.

Ïîòîê âåêòîðà H ñêâîçü ïëîùàäêó, èìåþùóþ äëèíó â íàïðàâëåíèè îñè ïðî-
âîäà, ðàâíóþ åäèíèöå, è øèðèíó dr0, ðàâåí H dr0. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ãëàâà 27. Ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ 149

Ðèñ. 27.7



dV H dr
ir

R
drì � � � �0

0

2 0
2�

.

Çíàê ìèíóñ íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü, òàê êàê Vì è r0 âîçðàñòàþò ïðè i > 0 â ïðî-
òèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

V i
r

R
Cì � � �0

2

2 1
4�

.

Ïîäðàçäåëÿÿ ïîëå íà òðóáêè ðàâíîãî ïîòîêà 
Vì, ïîëó÷àåì


V
i

R
r rì const� � � ��

4 2 0 1
2

0
2

�
$ $( ), ,

èëè

r r K0 1
2

0
2

, , .$ $� � �

Òàê êàê âíóòðåííèé ðàäèóñ âíóòðåííåé òðóáêè ðàâåí íóëþ, òî
èìååì ñâÿçü ìåæäó ðàäèóñàìè ëèíèé ìàãíèòíîé èíäóêöèè:

r K r r K K r K0 1
2

0 2
2

0 1
2

0
22, , , ,; ; ; .� � � � �� $ $

Íà ðèñ. 27.8 èçîáðàæåíî ïîëå âíóòðè ïðîâîäà, ïðè÷åì ïîòîê
ïîäðàçäåëåí íà ïÿòü òðóáîê ðàâíîãî ïîòîêà.

27.12. Ïîëå äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïåðåäà÷è

Ìàãíèòíîå ïîëå íåñêîëüêèõ ïîñòîÿííûõ òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ â ïðÿìîëèíåéíûõ
ïðîâîäàõ, èìåþùèõ êðóãëûå ñå÷åíèÿ ëþáûõ ðàçìåðîâ, âíå ïðîâîäîâ òàêîå æå,
êàê åñëè áû ýòè òîêè ïðîòåêàëè ïî ëèíåéíûì ïðîâîäàì, ñîâìåùåííûì ñ îñÿìè
äåéñòâèòåëüíûõ ïðîâîäîâ. Â ñàìîì äåëå, ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå ñîñåäíèõ
ïðîâîäîâ íå èíäóöèðóåò â òåëå äàííîãî ïðîâîäà ýëåêòðîäâèæóùèõ ñèë. Ïîýòîìó
ðàñïðåäåëåíèå òîêà â òåëå êàæäîãî ïðîâîäà îñòàåòñÿ òàêèì æå, êàê è â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ýòîò ïðîâîä óåäèíåí. Òàê êàê ìàãíèòíîå ïîëå òîêà, ïðîòåêàþùåãî â óå-
äèíåííîì ïðîâîäå êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, âíå ïðîâîäà òàêîå æå, êàê åñëè áû âåñü òîê
áûë ñîñðåäîòî÷åí íà îñè ïðîâîäà, òî è ïðè ëþáîì ÷èñëå ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷å-
íèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿ âíå ïðîâîäîâ ìîæíî èõ çàìåíèòü ëèíåéíûìè ïðîâî-
äàìè, ñîâìåùåííûìè ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñÿìè äåéñòâèòåëüíûõ ïðîâîäîâ. Íå-
îáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî ïðàâèëî ñïðàâåäëèâî òîëüêî ïî îòíîøåíèþ
ê ïðîñòðàíñòâó âíå ïðîâîäîâ, òîëüêî ïðè ïîñòîÿííîì òîêå è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà ïðîâîäîâ ðàâíà ìàãíèòíîé ïðîíèöàå-
ìîñòè îêðóæàþùåé ñðåäû, íàïðèìåð äëÿ ìåäíûõ èëè àëþìèíèåâûõ ïðîâîäîâ
â âîçäóõå.

Òàêîå ïðàâèëî íåâåðíî ïî îòíîøåíèþ ê ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ íåñêîëüêèõ
ìàññèâíûõ ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, òàê êàê áëèçîñòü ñîñåäíèõ ïðîâîäîâ âû-
çûâàåò ïåðåðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè äàííîãî ïðîâîäà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ â äâóõ ëèíåé-
íûõ ïðîâîäàõ, îáðàçóþùèõ äâóõïðîâîäíóþ ëèíèþ ïåðåäà÷è, âîñïîëüçóåìñÿ ðà-
íåå ðàññ÷èòàííîé êàðòèíîé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äâóõ çàðÿæåííûõ ëèíåéíûõ
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ïðîâîäîâ (ñì. ðèñ. 24.14), çàìåíèâ â ýòîé êàðòèíå íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ñîîò-
âåòñòâèÿ (ñì. § 27.8) ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëèíèÿìè ðàâ-
íîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è ëèíèè ðàâíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà — ëè-
íèÿìè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè ïîòîêà è äëÿ
ïîòåíöèàëà èìåþò âèä
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1 1 2 2 1

2
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2 2
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òàê êàê

i i i1 2� � � .

Ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñóòü îêðóæíî-
ñòè ñ öåíòðàìè íà ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ
îñÿìè ïðîâîäîâ. Êîîðäèíàòû öåíòðîâ è ðàäèó-
ñû ýòèõ îêðóæíîñòåé îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæå-
íèé, ïîëó÷åííûõ â § 24.12 ïðè ðàñ÷åòå ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ. Ëèíèÿìè ðàâíîãî ìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëà ÿâëÿþòñÿ äóãè îêðóæíîñòåé, ïðîõî-
äÿùèõ ÷åðåç îñè îáîèõ ïðîâîäîâ. Íà ðèñ. 27.9
èçîáðàæåíà êàðòèíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ äâóõïðî-
âîäíîé ëèíèè ïåðåäà÷è.

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðîâîäà èìåþò ñå÷åíèÿ
êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Ïðè ýòîì âíå ïðîâîäîâ
ïîëå òàêîå æå, êàê åñëè áû òîêè áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà ãåîìåòðè÷åñêèõ îñÿõ
ïðîâîäîâ. Â ýòîì îòíîøåíèè ìàãíèòíîå ïîëå îòëè÷àåòñÿ îò ýëåêòðè÷åñêîãî, òàê
êàê ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îêîëî ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ îêàçûâàåòñÿ òàêèì æå,
êàê åñëè áû çàðÿäû áûëè ñîñðåäîòî÷åíû íà ýëåêòðè÷åñêèõ îñÿõ ïðîâîäîâ, íå
ñîâïàäàþùèõ ñ èõ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñÿìè. Âíóòðè ïðîâîäîâ ìàãíèòíûå ëèíèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëîæíûå êðèâûå. Òàê, ôóíêöèÿ ïîòîêà âíóòðè ïðÿìîãî ïðî-
âîäà èìååò âûðàæåíèå
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r Cì � � � �1

2

2 2 1
4 2� �

ln

è ëèíèè Vì � const èìåþò ñëîæíóþ ôîðìó.

27.13. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ñðåä
ñ ðàçëè÷íûìè ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè

Åñëè ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà äâóõ ó÷àñò-
êîâ ìàãíèòíîé öåïè, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìîñòè, ïîä íåêî-
òîðûì óãëîì ê íîðìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè, òî íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ëèíèè
ìàãíèòíîé èíäóêöèè èçìåíÿþò ñâîå íàïðàâëåíèå.

Íàéäåì îáùèå óñëîâèÿ, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè è íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ñ ðàç-
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ëè÷íûìè àáñîëþòíûìè ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè
�1 è �2. Îáå ñðåäû áóäåì ïðåäïîëàãàòü îäíîðîäíûìè è
èçîòðîïíûìè. Ïóñòü �1 è �2 — óãëû ìåæäó íàïðàâëå-
íèÿìè ëèíèé ìàãíèòíîé èíäóêöèè è íàïðàâëåíèåì
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà â ïåðâîé è âòîðîé ñðå-
äå (ðèñ. 27.10).
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B H�� ñ óðàâíåíèÿìè X ld
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s

� � 0, Y � aX

(ñì. § 23.8) ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü X � H, Y � B, a1 � �1, a2 � �2 è çàïèñàòü èñêîìûå
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óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ H è B, à òàê-
æå óñëîâèÿ ïðåëîìëåíèÿ ëèíèé ìàãíèòíîé èíäóêöèè íà ïîâåðõíîñòè ñðåä ñ ðàç-
ëè÷íûìè ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè.

Áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò âîïðîñ î õàðàêòåðå ìàãíèòíîãî ïîëÿ
â âîçäóõå îêîëî ïîâåðõíîñòåé ñòàëüíûõ ÷àñòåé ìàøèí, òðàíñôîðìàòîðîâ, ýëåê-
òðîìàãíèòîâ è äðóãèõ ýëåêòðîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìî-
ñòè ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû è âîçäóõà ñèëüíî ðàçíÿòñÿ ìåæäó ñîáîé. Äëÿ âîçäóõà
ïðàêòè÷åñêè �2 � �0. Ïóñòü äëÿ ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû �1 � 1000�0. Â òàêîì ñëó-

÷àå èìååì tg �1 � 1000 tg �2. Åñëè ëèíèè ìàãíèòíîé
èíäóêöèè âíóòðè ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû (ðèñ. 27.11) ñî-
ñòàâëÿþò ñ íîðìàëüþ óãîë �1 � 89P, òî ñîîòâåòñòâóþùèé
óãîë â âîçäóõå îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì �2 1 3P20'. Ïîýòîìó âî
âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ òîêàìè,
ïðîòåêàþùèìè ïî ïðîâîäíèêàì, ðàñïîëîæåííûì â âîç-
äóõå, ïðàêòè÷åñêè ìîæíî ïðèíÿòü �2 � 0, ò. å. ñ÷èòàòü, ÷òî
ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè â âîçäóõå íîðìàëüíû ê ïî-
âåðõíîñòè òåë èç ôåððîìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ.

27.14. Ïîëå òîêîâ âáëèçè ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé
ôåððîìàãíèòíûõ òåë. Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé

Ïóñòü îêîëî áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ôåððîìàãíèòíóþ ñðåäó,
äëÿ êîòîðîé ïðèìåì � � ., ðàñïîëîæåí â âîçäóõå ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè ïðîâîä
ñ òîêîì i (ðèñ. 27.12). Ïîâåðõíîñòü ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíî-
ñòüþ ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà, òàê êàê ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â âîç-
äóõå ê íåé ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Óäàëèì ìûñëåííî ôåððîìàãíèòíóþ ñðåäó, çàìåíèâ åå òîêîì i', ÿâëÿþùèìñÿ
çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì â ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äåéñòâèòåëüíîãî òîêà i. Òîê i'
ïðèìåì ðàâíûì òîêó i è èìåþùèì òî æå íàïðàâëåíèå.

Ñðåäíÿÿ ïëîñêîñòü ìåæäó äåéñòâèòåëüíûì òîêîì è åãî çåðêàëüíûì èçîáðà-
æåíèåì, ñîâïàäàþùàÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà â äåéñòâèòåëüíîé çàäà÷å, ÿâëÿåò-
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ñÿ ïëîñêîñòüþ ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Ýòî
âûòåêàåò õîòÿ áû èç òîãî, ÷òî ëèíèè ìàãíèòíîé èí-
äóêöèè, îõâàòûâàþùèå îáà òîêà, äîëæíû ðàñïîëî-
æèòüñÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñêîñòè,
÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè îíè åå ïåðåñåêàþò ïîä
ïðÿìûì óãëîì.

Èòàê, ïîñëå çàìåíû ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû òîêîì
i' óñëîâèÿ íà ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè íå èçìåíèëèñü.
Îñòàëñÿ áåç èçìåíåíèÿ è òîê i â îáëàñòè äåéñòâèòåëü-
íîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âåñüìà
ñóùåñòâåííîìó âûâîäó: ïîëå ïðÿìîëèíåéíîãî òîêà i,
ïðîõîäÿùåãî â âîçäóõå ïàðàëëåëüíî ïëîñêîé ïîâåðõ-
íîñòè ìàññèâíîãî òåëà èç ôåððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà, ñîâïàäàåò â âîçäóõå ñ
ïîëåì, êîòîðîå îáðàçóåòñÿ äâóìÿ òîêàìè — äåéñòâèòåëüíûì òîêîì i è åãî çåð-

êàëüíûì èçîáðàæåíèåì i' � i â ïîâåðõíîñòè òåëà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôåððî-
ìàãíèòíàÿ ñðåäà óäàëåíà.

Îñíîâàííûé íà ýòîì ïîëîæåíèè ìåòîä ðàñ÷åòà
ïîëÿ íàçûâàþò ì å ò î ä î ì ç å ð ê à ë ü í û õ è ç î -
á ð à æ å í è é. Ñ àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì ìû îçíàêîìè-
ëèñü â ãëàâå î ðàñ÷åòå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Îä-
íàêî ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû äîëæíû áûòü îòðàæåíû
â ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåé ñðåäû ñ èçìåíåíèåì çíà-
êà çàðÿäà, òîê æå îòðàæàåòñÿ â ïîâåðõíîñòè ôåððî-
ìàãíèòíîé ñðåäû áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ.

Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé, î÷åâèäíî, ìîæåò
áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà ëþáîå ÷èñëî ïðîâîäíèêîâ ñ
òîêàìè, ïðè÷åì ïðîâîäíèêè ìîãóò èìåòü ñå÷åíèÿ
ëþáîé ôîðìû. Ýòîò ìåòîä, òàê æå êàê è äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí, êîãäà äâå ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùèå ôåððîìàãíèòíóþ
ñðåäó, ñõîäÿòñÿ ïîä óãëîì � � �/n, ãäå n — öåëîå ÷èñëî, ïðè÷åì óãîë � îòñ÷èòûâà-
åòñÿ â âîçäóõå. Ïîëå ïðè � � �/2 ïîêàçàíî íà ðèñ. 27.13.

27.15. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû ïîëÿ

Â ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì è
ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ïðèáëèæåííûì ãðàôè÷åñêèì ìåòîäàì ïîñòðîåíèÿ êàð-
òèíû ïîëÿ. Òàêîé ìåòîä âåñüìà ïîëåçåí ïðè ïîñòðîåíèè êàðòèíû ïîëÿ îêîëî
ñòàëüíûõ ïîëþñîâ ýëåêòðè÷åñêèõ ìàøèí è àïïàðàòîâ. Íà ïîìîùü íàì ïðè ýòîì
ïðèõîäèò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè â âîçäóõå îêîëî ïî-
ëþñîâ íîðìàëüíû ê èõ ïîâåðõíîñòÿì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõíîñòè ïîëþñîâ
ìîæíî ñ÷èòàòü ïîâåðõíîñòÿìè ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Òàêîå óñëîâèå
âåðíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëå ñîçäàåòñÿ òîêàìè, ïðîõîäÿùèìè ïî ïðîâîäíèêàì
è îáìîòêàì, ðàñïîëîæåííûì â âîçäóõå, ÷òî îáû÷íî è èìååò ìåñòî. Óñòàíîâèì
ñíà÷àëà ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû ïîëÿ â îáëàñòè, íå çàíÿòîé ïðîâîäíèêàìè ñ
òîêàìè, ñîçäàþùèìè èññëåäóåìîå ïîëå, ò. å. îêîëî òåõ ÷àñòåé ïîëþñîâ, êîòîðûå
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âûñòóïàþò çà ïðåäåëû îáìîòîê ñ òîêîì, íàëîæåííûõ íà ñåðäå÷íèêè ïîëþñîâ.
Åñëè, ïîìèìî òîãî, â äàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïîëå ïðèáëèæåííî ìîæíî
ñ÷èòàòü ïëîñêîïàðàëëåëüíûì, òî, î÷åâèäíî, ñëåäóåò ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïðàâè-
ëàìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, êîòîðûå áûëè óñòàíîâëåíû â § 24.15 äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à èìåííî:

1) ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ëèíèè ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà äîëæíû
ïåðåñåêàòüñÿ âñþäó ïîä ïðÿìûì óãëîì;

2) ïîâåðõíîñòè ôåððîìàãíèòíûõ ñðåä ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïîâåðõíîñòÿìè ðàâíîãî
ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â âîçäóõå ñëåäóåò ïðîâî-
äèòü ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íèì;

3) ÿ÷åéêè ñåòêè, îáðàçîâàííîé ëèíèÿìè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ëèíèÿìè ðàâíî-
ãî ïîòåíöèàëà, ïðè äîñòàòî÷íîé ãóñòîòå ñåòêè äîëæíû áûòü ïðèáëèçèòåëüíî ïî-
äîáíû äðóã äðóãó.

Îáîçíà÷èì ñðåäíèå ðàçìåðû ÿ÷åéêè ñåòêè â íàïðàâëåíèè ëèíèè íàïðÿæåí-
íîñòè ïîëÿ ÷åðåç 
n è â íàïðàâëåíèè ëèíèè ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà —
÷åðåç 
a. Òîãäà ïîñëåäíåå ïðàâèëî ìîæíî âûðàçèòü â ôîðìå





n

a
k� � const.

Ïóòåì ðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé óäàåòñÿ ïîñòðîèòü êàðòèíó ïîëÿ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ âñåì óêàçàííûì òðåáîâàíèÿì.

Íà ðèñ. 27.14 èçîáðàæåíà ïîñòðîåííàÿ
òàêèì ñïîñîáîì êàðòèíà ïîëÿ îêîëî ïî-
ëþñîâ ýëåêòðè÷åñêîé ìàøèíû.

Åñëè ïîñòðîåíà êàðòèíà ïîëÿ, òî èç íåå
ìîæåò áûòü íàéäåíî ìàãíèòíîå ñîïðîòèâ-
ëåíèå Rì èëè ìàãíèòíàÿ ïðîâîäèìîñòü
Q � 1/Rì � 	/F âîçäóøíîãî ïðîìåæóòêà
ìåæäó ïîëþñîì è ÿêîðåì, ïðè÷åì 	 —

ìàãíèòíûé ïîòîê â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå è F — ì. ä. ñ. íà äëèíå ïðîìå-
æóòêà. Åñëè m1 — ÷èñëî òðóáîê ìàãíèòíîé èíäóêöèè, òî

	 
	 
� �m m l H a1 1 0� ,

ãäå 
	 — ïîòîê â îäíîé òðóáêå è l — äëèíà â íàïðàâëåíèè îñè OZ (ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîì ïëîñêîñòè ðèñóíêà). Åñëè m2 — ÷èñëî èíòåðâàëîâ ìåæäó ñîñåäíèìè ëè-
íèÿìè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, òî F � m2
Uì � m2 H
n, ãäå 
Uì — èçìåíåíèå ïîòåí-
öèàëà íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî èíòåðâàëà.

Òàêèì îáðàçîì,

Q
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Âåëè÷èíà " ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàãíèòíóþ ïðîâîäèìîñòü íà åäèíèöó äëèíû
â íàïðàâëåíèè îñè OZ. Îíà çàâèñèò èñêëþ÷èòåëüíî îò êîíôèãóðàöèè ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ó÷àñòêà ìàãíèòíîé öåïè.

Ïðèâåäåííûå ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû ïîëÿ ñïðàâåäëèâû òîëüêî â îá-
ëàñòè, íå çàíÿòîé ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì. Â îáëàñòè, ãäå ðàñïîëîæåíû ïðîâîäíè-
êè èëè êàòóøêè ñ òîêîì, ýòè ïðàâèëà íåïðèìåíèìû, òàê êàê çäåñü òåðÿåò ñìûñë
ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîé êàð-
òèíû ïîëÿ è â òåõ ìåñòàõ, ãäå îêîëî ñåðäå÷íèêà ïîëþñà ðàñïîëîæåíû êàòóøêè ñ
òîêîì, ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñæèìàþò ñå÷åíèå êàòóøêè â íàïðàâëå-
íèè ê ïîâåðõíîñòè ñåðäå÷íèêà äî íóëåâûõ ðàçìåðîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäïîëàãàþò,
÷òî òîê òå÷åò ïî áåñêîíå÷íî òîíêîìó ñëîþ, ïðèëåãàþùåìó ê ïîâåðõíîñòè ñåð-
äå÷íèêà. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå îêîëî ïîëþñà òîêîâ
íåò, è ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî.
Ïðè ýòîì ïîëå âñþäó äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ïåðâîìó è òðåòüåìó óñëîâèÿì. Îä-
íàêî âòîðîå óñëîâèå — ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ê ïî-
âåðõíîñòè ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû — ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî òàì, ãäå íà ïîâåðõíîñòè
ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû íåò òîêîâ. Â ìåñòàõ, ãäå èìåþòñÿ ðàñïðåäåëåííûå ïî-
âåðõíîñòíûå òîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå òîêàì â êàòóø-
êàõ, ýòî óñëîâèå íå ñîáëþäàåòñÿ. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ
ïîâåðõíîñòü ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû, ïî êîòîðîé ïðî-
òåêàåò â òîíêîì ñëîå òîê (ðèñ. 27.15). Ïóñòü òîê ïðîòå-
êàåò â íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê ïëîñêîñòè ðèñóíêà.
Ñîñòàâèì ëèíåéíûé èíòåãðàë âåêòîðà H ïî êîíòóðó
abcda. Åñëè äëÿ ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû ïðèíÿòü � � .,
òî áóäåì èìåòü âíóòðè ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû H � 0.
Ïóñòü ad è bc âåñüìà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ab. Òîãäà

H ld H ab
abcda

t� � ,

ãäå Ht — êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà H â âîçäóõå îêîëî ïîâåðõíîñòè ôåð-
ðîìàãíèòíîé ñðåäû. Íî ýòîò èíòåãðàë ðàâåí òîêó i, ïðîõîäÿùåìó ñêâîçü êîíòóð
abcda. Ïîýòîìó

H
i

ab
t � ,

ò. å. êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â âîçäóõå îòëè÷íà îò íóëÿ
è ðàâíà ëèíåéíîé ïëîòíîñòè òîêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ
îêîëî òàêèõ ïîâåðõíîñòåé íå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê íèì. Íàïðàâëåíèå ëèíèé îñòà-
åòñÿ íåèçâåñòíûì, òàê êàê íåèçâåñòíà íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà H.

Ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòðîÿò ñíà÷àëà ïîëå
îêîëî òåõ ÷àñòåé ïîëþñîâ, ãäå íåò òîêîâ, ïîëüçóÿñü âûøåèçëîæåííûìè ïðà-
âèëàìè. Ïîâåðõíîñòè ïîëþñîâ â ýòèõ ìåñòàõ ñ÷èòàþò ðàâíîïîòåíöèàëüíûìè.
Îñòàëüíûå ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà ýòîãî ïîëÿ ïîäâîäÿò ê ñîîòâåòñòâóþùèì
òî÷êàì êîíòóðà ïîëþñà â ìåñòàõ, ãäå ïðîòåêàþò ïîâåðõíîñòíûå òîêè. Ïîëîæåíèå
ýòèõ òî÷åê çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå. Ðàçíîñòü ïî-
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òåíöèàëîâ äâóõ ñîñåäíèõ ëèíèé ðàâíà òîêó, ïðî-
òåêàþùåìó ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè äâóìÿ òî÷-
êàìè, ê êîòîðûì íåîáõîäèìî ïîäâåñòè ýòè ëèíèè.
Ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà, òàê æå êàê è ëèíèè
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, â ìåñòàõ, ãäå ïðîòåêàþò òîêè,
íàêëîííû ê êîíòóðó ïîëþñà (ñì. ðèñ. 27.15). Çà-
òåì ñòðîÿò âñå ïîëå, ñòðåìÿñü ê òîìó, ÷òîáû âñþ-
äó óäîâëåòâîðÿëèñü ïåðâîå è òðåòüå òðåáîâàíèÿ.
Êîãäà ýòî óäàåòñÿ, ïîëå ïîñòðîåíî ïðàâèëüíî. Íà
ðèñ. 27.16 ïðèâåäåí ïðèìåð ïîñòðîåííîãî òàêèì
ïóòåì ïîëÿ îêîëî ïîëþñà, îáòåêàåìîãî òîêîì.

Åñëè ïîëå ñîçäàåòñÿ íåñêîëüêèìè òîêàìè è ïðè ýòîì ëåãêî ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíî ïîëå êàæäîãî òîêà â îòäåëüíîñòè, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî
ïîëÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ãðàôè÷åñêèé ìåòîä íàëîæåíèÿ ïîëåé, ïðåäëîæåííûé
Ìàêñâåëëîì.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñ òîêàìè i1 è i2 â
îäíîðîäíîé ñðåäå. Êàðòèíû ïîëÿ êàæäîãî òîêà â îòäåëüíîñòè ñòðîÿòñÿ âåñüìà
ïðîñòî (ñì. § 27.8).

Ïîñòðîèì íà îäíîì ðèñóíêå êàðòèíó ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ òîêà i1 è
êàðòèíó ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ òîêà i2 ñ òàêîé ãóñòîòîé, ÷òîáû èìåëî ìåñòî
ðàâåíñòâî | 
 Vì1 | � | 
 Vì2 |. Ïðè ñîáëþäåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àþùàÿñÿ â èòî-
ãå íàëîæåíèÿ äâóõ ïîëåé ñåòêà ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîñòðîèòü êàðòèíó ëèíèé íàïðÿ-
æåííîñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ îáîèõ òîêîâ, i1 è i2. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå
ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ èìååò âèä Vì1 + Vì2 � const è, ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ýòîé ëèíèè, èìååì 
 Vì1 + 
 Vì2 � 0,
ò. å. 
Vì1 � –
Vì2.

Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè îòäåëüíûõ ïîëåé ñîáëþäåíî óñëîâèå | 
Vì1 | � | 
Vì2 |, òî
ðÿä òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé íàïðÿæåííîñòè îòäåëüíûõ ïîëåé áóäåò ïðèíàäëå-
æàòü îäíîé è òîé æå ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ. Äëÿ òîãî
÷òîáû ïåðåéòè îò îäíîé òàêîé òî÷êè ê äðóãîé, íåîáõîäèìî, ïåðåõîäÿ â îäíîì
ïîëå íà ñîñåäíþþ ëèíèþ, ïåðåõîäèòü è â äðóãîì ïîëå òàêæå íà ñîñåäíþþ ëè-
íèþ. Ïðè ýòîì, åñëè òîêè i1 è i2 îäèíàêîâî íàïðàâëåíû, òî, óäàëÿÿñü îò îäíîãî
òîêà, ñëåäóåò ïðèáëèæàòüñÿ ê äðóãîìó; åñëè æå òîêè i1 è i2 èìåþò ðàçíûå íàïðàâ-
ëåíèÿ, òî ñëåäóåò îäíîâðåìåííî óäàëÿòüñÿ îò îáîèõ òîêîâ èëè îäíîâðåìåííî
ïðèáëèæàòüñÿ ê íèì. Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèÿ íàïðÿæåííîñòè ðå-
çóëüòèðóþùåãî ïîëÿ ïåðåõîäèò ÷åðåç ÿ÷åéêó ñåòêè, ïîëó÷àþùåéñÿ îò íàëîæå-
íèÿ îòäåëüíûõ ïîëåé, ïî êðèâîëèíåéíîé äèàãîíàëè ýòîé ÿ÷åéêè, ïðè÷åì ñëåäóåò
èçáðàòü òó èëè èíóþ äèàãîíàëü â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ òîêîâ. Íà ðèñ. 27.17, à
(âåðõíÿÿ ÷àñòü ðèñóíêà) ïîñòðîåíà êàðòèíà ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïðè
i2 � –2i1, à íà ðèñ. 27.18, à — ïðè i2 � 2i1. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàðòèíû ëèíèé ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ðåçóëüòè-
ðóþùåãî ïîëÿ, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Uì1 + Uì1 � const. Íà ðèñ. 27.17, á
(íèæíÿÿ ÷àñòü ðèñóíêà) îñóùåñòâëåíî òàêîå ïîñòðîåíèå äëÿ ñëó÷àÿ i2 � –2i1, à íà
ðèñ. 27.18, á — äëÿ ñëó÷àÿ i2 � 2i1.
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Åñëè íàëîæèì êàðòèíû ëèíèé íàïðÿæåííîñòè íà êàðòèíû ëèíèé ðàâíîãî
ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ðåçóëüòèðóþùåãî ïîëÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ,
òî ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíóþ ñåòêó.

Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì ñîîòâåòñòâèÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ýëåêòðè÷åñêîãî è
ìàãíèòíîãî ïîëåé (ñì. § 27.8), ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ äâóõ çàðÿæåííûõ ëè-
íåéíûõ ïðîâîäîâ ðèñ. 27.17, à è 27.18, à äàþò êàðòèíû ëèíèé ðàâíîãî ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè -2 � –2-1 è ïðè -2 � 2-1 è ñîîòâåòñòâåííî ðèñ. 27.17, á
è 27.18, á äàþò êàðòèíû ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòîò ìåòîä
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ. Íàïðèìåð, åñëè ïîëå â
ýëåêòðîìàãíèòå ñîçäàåòñÿ òîêàìè â äâóõ êàòóøêàõ è ïîñòðîåíû ïîëÿ, ñîçäàâàå-
ìûå îòäåëüíî òîêîì â îäíîé è òîêîì â äðóãîé êàòóøêå, òî óêàçàííûì ìåòîäîì
ëåãêî ïîñòðîèòü ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå êàê ïðè i2/i1 > 0, òàê è ïðè i2/i1 < 0.

27.16. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à. Ïîëå êðóãîâîãî êîíòóðà ñ òîêîì

Ðàñ÷åò ìàãíèòíûõ ïîëåé òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ ïî êîíòóðàì, èìåþùèì âî âñåõ
íàïðàâëåíèÿõ êîíå÷íûå ðàçìåðû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà ñëîæíóþ çàäà÷ó.
Ïðè ýòîì âñå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëå, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òðåõ êî-
îðäèíàò. Îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû â íàõîæäå-
íèè ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ òîêîâ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïî ôîðìóëàì,
óêàçàííûì â § 27.2. Âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
B � rot A.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è — ïîëå òîêîâ, ïðîòåêàþùèõ
ïî êðóãîâûì êîíòóðàì, ëåæàùèì â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ è èìåþùèì öåí-
òðû íà îáùåé îñè. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êàðòèíó òàêîãî ïîëÿ â îäíîé ïëîñêî-
ñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó îñü, òàê êàê âñå ïîëå ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì íàéäåí-
íîé êàðòèíû âîêðóã îñè. Ñþäà îòíîñèòñÿ âàæíûé ñëó÷àé — ìàãíèòíîå ïîëå
êàòóøåê ñ òîêîì, ñîñòîÿùèõ èç êðóãîâûõ âèòêîâ.

Îïðåäåëèì ïîëå îäíîãî êðóãîâîãî êîíòóðà ñ òîêîì i (ðèñ. 27.19). Åñòåñòâåííî
ðàññìàòðèâàòü ïîëå â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ z, �, �. Íà÷àëî êîîðäèíàò
ïîìåñòèì â öåíòðå êîíòóðà ñ òîêîì. Îñü OZ íàïðàâèì ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêî-
ñòè êîíòóðà.
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Ïóñòü ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ñå÷åíèÿ s ïðîâîäíèêà
âåñüìà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì R êîëüöà. Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ïîëå íà ðàññòîÿíèÿõ îò ïðîâîäíèêà, çíà-
÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû åãî ñå-
÷åíèÿ, ìîæåì âû÷èñëÿòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïî
ôîðìóëå (ñì. § 27.2)
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i d
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Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ âäîëü âñåãî êîíòó-
ðà ñ òîêîì. Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñè
OZ ëèíèè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà äîëæíû áûòü îê-

ðóæíîñòÿìè, ëåæàùèìè â ïëîñêîñòÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè êîíòóðà òîêà,
è èìåþùèìè öåíòðû íà îñè OZ. Ñëåäîâàòåëüíî, A èìååò åäèíñòâåííóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ A�. Îíà ðàâíà
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ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èí-
òåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Îíè ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿì ìîäóëÿ k. Íà ðèñ. 27.20 ïðèâåäåíû êðè-
âûå, âûðàæàþùèå ýòè ôóíêöèè, è êðèâûå, äàþ-
ùèå âåëè÷èíó f(k), âõîäÿùóþ â âûðàæåíèå äëÿ
âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà.

Ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè èññëåäóåìîãî ïî-
ëÿ ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñü OZ.
Âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè èìååò òîëüêî äâå
ñîñòàâëÿþùèå, Bz è B�, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç
âûðàæåíèé:

B Bz z� �rot rotA A; .� �

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ
âåêòîðà rot A ÷åðåç ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà A â
öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

27.17. Âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ÷åðåç òåëåñíûé óãîë,
ïîä êîòîðûì âèäåí êîíòóð òîêà

Ïîêàæåì, ÷òî ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë Uì â
íåêîòîðîé òî÷êå M ïîëÿ çàìêíóòîãî òîêà i ïðîïîð-
öèîíàëåí òåëåñíîìó óãëó !, ïîä êîòîðûì âèäíà èç
ýòîé òî÷êè ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì
òîêà (ðèñ. 27.21). Ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êè M â
òî÷êó M' íà ðàññòîÿíèå dl ' ïîòåíöèàë ïîëó÷àåò ïðè-
ðàùåíèå

dU H dl dì � � � �cos� ' ' .H l

Ãëàâà 27. Ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ 159

Ðèñ. 27.20

Ðèñ. 27.21



Òî÷íî òàêîå æå ïðèðàùåíèå ïîëó÷èë áû ïîòåíöèàë â
òî÷êå M, åñëè âåñü êîíòóð ïåðåìåñòèòü ïàðàëëåëüíî ñà-
ìîìó ñåáå íà ðàññòîÿíèå –dl' â ïðîòèâîïîëîæíîì íà-
ïðàâëåíèè.

Âûäåëèì ýëåìåíò äëèíû dl êîíòóðà òîêà è ðàññìîò-
ðèì ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëà dU 'ì â òî÷êå M, âûçâàííîå
ïåðåìåùåíèåì ýòîãî ýëåìåíòà ïî ïóòè –dl ' (ðèñ. 27.22).
Èìååì

dU d d' � �ì H l' ,

ãäå dH — íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â òî÷êå M îò òîêà i â ýëå-
ìåíòå dl. Ñîãëàñíî çàêîíó Áèî–Ñàâàðà–Ëàïëàñà,
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Íî [–dl ' dl ] � ds åñòü âåêòîð, íîðìàëüíûé ê ïëîùàäêå, îïèñûâàåìîé îòðåç-
êîì dl ïðè ïåðåìåùåíèè åãî íà ïóòè –dl ', è ðàâíûé ïî âåëè÷èíå ýòîé ïëîùàäêå.
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� � d!' åñòü òåëåñíûé óãîë, ïîä êîòîðûì âèäíà ïëî-

ùàäêà èç òî÷êè M. Èòàê,
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×òîáû ïîëó÷èòü èçìåíåíèå dUì ïîòåíöèàëà, âûçâàííîãî â òî÷êå M òîêîì âî-
âñåì çàìêíóòîì êîíòóðå (ñì. ðèñ. 27.20), íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü âåëè÷èíû
dU 'ì ïî âñåì ýëåìåíòàì dl êîíòóðà. Ïðè ýòîì, ñóììèðóÿ â ïðàâîé ÷àñòè âåëè÷è-
íû d!', ïîëó÷èì òåëåñíûé óãîë d!, ïîä êîòîðûì âèäíà èç òî÷êè ïîâåðõíîñòü,
îïèñûâàåìàÿ âñåì êîíòóðîì ïðè ïåðåìåùåíèè åãî íà ïóòè –dl '. Î÷åâèäíî, d!
åñòü ïðèðàùåíèå òåëåñíîãî óãëà !, ïîä êîòîðûì âèäíà èç òî÷êè M ïîâåðõíîñòü,
îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì òîêà. Òàêèì îáðàçîì,
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Åñëè ïðèíÿòü Uì � 0 â áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ îò êîíòóðà òîêà òî÷êàõ, äëÿ êî-
òîðûõ ! � 0, òî áóäåì èìåòü C � 0 è

U
i

ì �
4�
! .

Òåëåñíûé óãîë ! ïîëîæèòåëåí, åñëè èç òî÷êè M òîê â êîíòóðå êàæåòñÿ íà-
ïðàâëåííûì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ñì. ðèñ. 27.20).
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27.18. Ìàãíèòíîå ïîëå êîíòóðà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû
íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò êîíòóðà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ðàññòîÿíèå òî÷êè M, â êîòîðîé îòûñêèâàåòñÿ
ïîòåíöèàë Uì, îò íåêîòîðîé òî÷êè Î âíóòðè êîíòóðà (ðèñ. 27.23).
Ïóñòü r ìíîãî áîëüøå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ êîíòóðà. Ïóñòü ON —
íàïðàâëåíèå îò Î ê M, ïðè êîòîðîì ïðè çàäàííîì r òåëåñíûé
óãîë ! ïîëó÷àåòñÿ íàèáîëüøèì, ðàâíûì !max. Ïðè âñÿêîì äðó-
ãîì íàïðàâëåíèè, ñîñòàâëÿþùåì ñ ýòèì íàïðàâëåíèåì óãîë �,
ïðè òîì æå r áóäåì èìåòü ! � !max cos �. Íî !max � s/r2, ãäå s —
÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà r, âûðåçàåìàÿ öåíòðàëüíûì
êîíóñîì ñ òåëåñíûì óãëîì !max. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî âûðà-
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Äëÿ ïëîñêîãî êîíòóðà ïðè r, íàìíîãî áîëüøåì ðàçìåðîâ êîíòóðà, s åñòü ïëî-
ùàäü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì, è ON — íàïðàâëåíèå íîðìàëè ê íåé.

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå is � m åñòü ìàãíèòíûé ìîìåíò òîêà i â çàìêíóòîì êîíòó-
ðå, òî ôîðìóëó äëÿ Uì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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Èç èçëîæåííîãî âûòåêàåò ñëåäóþùåå âàæíîå ïîëîæåíèå. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿ-
íèÿõ îò êîíòóðà òîêà íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ óáûâàåò îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíî êóáó ðàññòîÿíèÿ, è õàðàêòåð ïîëÿ ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò ôîðìû
êîíòóðà òîêà. Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì.

Âåñüìà èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåð ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ îò êîíòóðà òîêà òàêîé æå, êàê è õàðàêòåð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äèïîëÿ
íà áîëüøèõ îò íåãî ðàññòîÿíèÿõ. Ýòî ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì, åñëè ñîïîñòàâèòü ïîëó-
÷åííûå â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ôîðìóëû ñ ôîðìóëàìè â § 24.2 äëÿ ïîëÿ ýëåê-
òðè÷åñêîãî äèïîëÿ.

27.19. Òåëî âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå.
Àíàëîãèÿ ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷åé

Çàäà÷à î ðàñ÷åòå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè íàëè÷èè âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå òåëà
èç âåùåñòâà ñ àáñîëþòíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ � àíàëîãè÷íà ðàññìîò-
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ðåííîé â §§ 24.18 è 24.19 çàäà÷å î ðàñ÷åòå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè íàëè÷èè âî
âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå òåëà èç äèýëåêòðèêà ñ àáñîëþòíîé äèýëåêòðè÷å-
ñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �.

Äåéñòâèòåëüíî, êàê óðàâíåíèÿ ïîëÿ, òàê è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ àíàëîãè÷íû â
îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååì âî âñåé èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà
rot H � 0, òàê êàê â ýòîé îáëàñòè îòñóòñòâóþò ìàêðîñêîïè÷åñêèå òîêè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, óðàâíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþò âèä

rot divH B H H M B� � � � �0 00 0; ; .� � �

Â ñîîòâåòñòâóþùåé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé çàäà÷å â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà div D � 0, òàê êàê â ýòîé îáëàñòè íåò ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ. Ïîýòîìó
óðàâíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìåþò âèä

rot divE D E E P D� � � � �0 00; ; .� �

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ rot H � 0 è rot E � 0 ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì

H E� � � �grad è gradìU U .

Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïîâåðõíîñòè òåëà, âíåñåííîãî âî âíåøíåå ìàãíèò-
íîå ïîëå, ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâî â îáîèõ ñðåäàõ íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòî-
ðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè è êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ:

B B H Hn n t t1 2 1 2� �è .

Äëÿ òåëà èç äèýëåêòðèêà, âíåñåííîãî âî âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ãðàíè÷-
íûå óñëîâèÿ èìåþò àíàëîãè÷íûé âèä:

D D E En n t t1 2 1 2� �è .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè ïîëÿ òåë âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ìî-
æåì âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãè÷íûìè çàäà÷àìè, ðåøåííûìè â ýëåêòðîñòàòèêå,
ñ çàìåíîé E íà H, D íà B, P íà �0 M è � íà �. Òàê êàê ïîëÿðèçîâàííîñòü âåùåñòâà
P � dp/dV, à íàìàãíè÷åííîñòü M � dm/dV, òî â àíàëîãè÷íûõ çàäà÷àõ ýëåêòðè÷å-
ñêèé ìîìåíò ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåííîìó íà �0 ìàãíèòíîìó ìîìåíòó.

27.20. Øàð è ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ
âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå

Â § 24.19 áûë ðàññìîòðåí øàð èç äèýëåêòðèêà, íàõîäÿùèéñÿ âî âíåøíåì ýëåê-
òðè÷åñêîì ïîëå. Áûëî íàéäåíî, ÷òî øàð ïîëÿðèçóåòñÿ îäíîðîäíî.

Òî÷íî òàê æå øàð èç âåùåñòâà ñ àáñîëþòíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �,
ïîìåùåííûé âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, ïîëÿðèçóåòñÿ îäíîðîäíî.
Ïóñòü øàð ïîìåùåí â ïóñòîòå è � > �0. Òîãäà âåêòîð íàïðÿæåííîñòè H?@ ïîëÿ,
îïðåäåëÿåìîãî íàìàãíè÷åííîñòüþ øàðà, îêàçûâàåòñÿ âíóòðè øàðà íàïðàâëåí-
íûì ïðîòèâ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè H0 âíåøíåãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå âåê-
òîðà H?@ íàçûâàåòñÿ ð à ç ì à ã í è ÷ è â à þ ù è ì ï î ë å ì. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû,
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ïîëó÷åííûå â § 24.19, è ïðîèçâåäÿ â íèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó, ïîëó÷èì
ôîðìóëû äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñëó÷àÿ. Íàïðÿæåííîñòü ðàçìàãíè÷èâàþùåãî
ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

H H?@ �
�

�

� �

� �
0

0

0
2

.

Âíå øàðà ïîëå, âûçâàííîå íàìàãíè÷åííîñòüþ øàðà, òàêîå æå, êàê ïîëå òîêà â
âåñüìà ìàëîì çàìêíóòîì êîíòóðå, íàõîäÿùåìñÿ â öåíòðå øàðà, èìåþùåãî ìàã-
íèòíûé ìîìåíò m, ðàâíûé ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììå ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ âñåõ ýëå-
ìåíòàðíûõ òîêîâ â îáúåìå øàðà.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè, ïîëó÷åííûìè â § 24.19, íàõîäèì

� �� � �
� �

� �0 0
3 3

0
0

0 0

04 4
2

m R H R H� �
�

�?@ ,

ãäå R — ðàäèóñ øàðà.
Íàìàãíè÷åííîñòü M âåùåñòâà øàðà ðàâíà ìàãíèòíîìó ìîìåíòó, îòíåñåííîìó

ê åäèíèöå îáúåìà øàðà. Ñëåäîâàòåëüíî,
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H H� �
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� ?@ .

Ðåçóëüòèðóþùàÿ íàïðÿæåííîñòü è ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ
âíóòðè øàðà ðàâíû:

H H H H

B H B
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×åì áîëüøå �, òåì ñèëüíåå ðàçìàãíè÷è-
âàþùåå ïîëå è òåì ñëàáåå ïîëå H, íî òåì
ñèëüíåå ïîëå B. Â ïðåäåëå ïðè ��. èìååì

H H H B B?@ � �� 0 00 3; ; .

Òàêèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì íàìàã-
íè÷èâàòüñÿ îäíîðîäíî âî âíåøíåì îäíîðîä-
íîì ïîëå îáëàäàåò ýëëèïñîèä, ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ øàð. Íà ðèñ. 27.24
äëÿ ýëëèïñîèäà èçîáðàæåíû âíåøíåå îäíî-
ðîäíîå ïîëå, ïîëå âåêòîðà H, îïðåäåëÿåìîå
íàìàãíè÷åííîñòüþ ýëëèïñîèäà è ñâÿçàííîå
ñ óñëîâíûì ïðåäñòàâëåíèåì î íàâåäåííûõ
ìàãíèòíûõ ìàññàõ, ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå
âåêòîðà H è ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå âåêòîðà B.
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27.21. Ìàãíèòíîå ïîëå â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.
Ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðåøåíèå çàäà÷è ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñòàíîâèòñÿ ïîë-
íîñòüþ àíàëîãè÷íûì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ýëåêòðîñòàòèêè ïðè ââåäåíèè
â ðàññìîòðåíèå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ îáúåìíîé è ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ �ì

è  ì, ýêâèâàëåíòíûõ ñîçäàþùèì ïîëå òîêàì.
Äëÿ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà,

ïðîòåêàþùåãî â îáëàñòè V ñî ñðåäîé, èìåþùåé
ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü �e, ïðèìåíèì ðàññìîò-
ðåííûé â § 24.20 ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Â ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé
ïîâåðõíîñòüþ s, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ ôóíêöèåé �i(x, y, z). Ïîâòîðÿÿ ðàññóæ-
äåíèÿ, âûïîëíåííûå â § 24.20 ïðè ââåäåíèè âòî-
ðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ,
è ïðèâîäÿ ñðåäó ê îäíîðîäíîé ñ ìàãíèòíîé ïðî-
íèöàåìîñòüþ �e, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïëîò-

íîñòè âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ â âèäå (ðèñ. 27.25)

�
�

�
�  � "ì ìgrad� � �e
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i i e nHH , ,2 (*)

ãäå Hn — íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè s ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî

ïîëÿ, " �
� ��

� �
i e

i e�
.

Ïðè ðàñ÷åòå ïîëÿ â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ñðåäå ïî àíàëîãèè ñ èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèåì (***), ïîëó÷åííûì â § 24.20, íàõîäèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíî-
ñèòåëüíî ðàçìåùåííûõ íà ïîâåðõíîñòè s ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ ïëîòíîñòüþ  ì:
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Ñâîéñòâà ýòîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òàêèå æå, ÷òî è óðàâíåíèÿ (***)
§ 24.20. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è ââåäåíèè ýê-
âèâàëåíòíûõ ýëåêòðè÷åñêèì òîêàì ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ ðàñ÷åò âõîäÿùåé â ïðà-
âóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (**) âåëè÷èíû H0n ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûì
ðàñ÷åòó âåëè÷èíû E0n â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ýëåêòðîñòàòèêè.

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (**) ìîæåò áûòü âûðàæåíà òàêæå è ÷åðåç ñîçäàþùèå
âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ýëåêòðè÷åñêèå òîêè, åñëè äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîñòè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèìåíèòü çàêîí Áèî—Ñàâàððà. Ðàññ÷èòûâàÿ âåëè÷èíó H0n, öåëå-

ñîîáðàçíî ñîïîñòàâèòü çàòðàòû íà âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà H0n � � �
�
� ��
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dV

re
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ì

ïðè çàìåíå òîêîâ ìàãíèòíûìè çàðÿäàìè è èíòåãðàëà H0n �
1

4 3�

[ , ]J r n
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r

dV� , åñëè

òàêàÿ çàìåíà íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Èçëîæåííûé ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ðàñ÷åòà êàê òðåõìåðíûõ, òàê è
äâóõìåðíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé. Â ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ âõîäÿùàÿ
ïîä çíàê èíòåãðàëà ôóíêöèÿ â óðàâíåíèè (**) áóäåò èíîé, òàê êàê ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íîðìàëüíàÿ ê êîíòóðó l ñå÷åíèÿ ïîâåðõíî-
ñòè ðàçäåëà ñðåä ïëîñêîñòüþ X0Y, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

H
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ds
r
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e s e l
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2

1
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��

 
ìâ

ìcos( , ) cos( , )
,

r n r n

ãäå s — ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ X0Y îáëàñòè ñ èñòî÷íèêàìè âíåøíåãî ïîëÿ, �ìâ —
îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, îïðåäåëÿþùèõ âíåøíåå ïîëå.

Óðàâíåíèå (**) ìîæíî òåïåðü çàïèñàòü â âèäå
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Êàê îòìå÷àëîñü, ïðèìåíåíèå âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ ðàñ÷åòà
äâóõìåðíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé òàê æå ýôôåêòèâíî, êàê è ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè âèõðåâûõ ïîëåé ê ïîòåíöèàëüíûì. Ïîýòîìó
äëÿ ðàñ÷åòà ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà â êóñî÷-
íî-îäíîðîäíîé ñðåäå â êà÷åñòâå âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ èñïîëüçóåì ðàçìåùåí-
íûå íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ýëåêòðè÷åñêèå òîêè ïëîòíîñòüþ j.

Ïóñòü êîíòóð l ðàçäåëÿåò ñðåäû ñ ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè �i è �e

(ðèñ. 27.26).
Ïëîòíîñòü j òîêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà êîíòóðå

ñå÷åíèÿ òåëà ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �i,
äîëæíà áûòü âûáðàíà òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðè
ïåðåõîäå ê îäíîðîäíîé ñðåäå ñ ïðîíèöàåìîñòüþ �
ñêà÷îê êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîé èí-

äóêöèè
B
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te

ti

e

i

�
�

�
. Ðàçìåùåíèå íà êîíòóðå l â îäíî-

ðîäíîé ñðåäå ñ íåêîòîðîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìî-
ñòüþ � ñëîÿ òîêà ïëîòíîñòüþ j (ñì. ðèñ. 27.26) âûçû-
âàåò ñêà÷îê êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåí-
íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hti – Hte � j è ìàãíèòíîé èíäóêöèè Bti – Bte � � j. Îáîçíà÷èâ
÷åðåç Bt êàñàòåëüíóþ ê êîíòóðó ñîñòàâëÿþùóþ ìàãíèòíîé èíäóêöèè â îäíîðîä-
íîé ñðåäå, îáóñëîâëåííóþ âñåìè èñòî÷íèêàìè çà èñêëþ÷åíèåì ðàñïîëîæåííîãî â
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ïðèâîäèò ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
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Çäåñü s— ñå÷åíèå ïðîâîäîâ ñ òîêîì ïëîòíîñòüþ J 
, çàäàþùèì âíåøíåå ìàãíèò-
íîå ïîëå.

Åñëè ýëåêòðè÷åñêèé òîê, ñîçäàþùèé âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå, ïðîòåêàåò â
ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �i, òî ïîä âõîäÿùåé ïîä çíàê èíòåãðàëà ïëîò-

íîñòüþ òîêà ñëåäóåò ïîíèìàòü âåëè÷èíó, ðàâíóþ J ' �
�

�
i J. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ýëåê-

òðè÷åñêèé òîê ïðîòåêàåò â ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �e, èìååì J ' �
�

�
e J.

Êàê è ïîëó÷åííîå âûøå óðàâíåíèå (**), äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ïëîòíîñòè âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ è õàðàêòåðèçó-
åòñÿ àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè. Åãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïî-
ëó÷åíî àíàëèòè÷åñêè, îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå îíî òðåáóåò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Íàéäåííîå âûøå ñîîòíîøåíèå j � ( )2 � "Bt ìîæåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà
ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà i, ïðîòåêàþùåãî ïî ïðÿ-
ìîëèíåéíîìó ïðîâîäó, ðàñïîëîæåííîìó â ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �1

ïàðàëëåëüíî ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ñ ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè
�1 è �2. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â § 24.23, íàéäåì çíà÷åíèÿ òîêîâ

i i i i i1
2 1

2 1

2
2

2 1

2
� �

�

�
�

�
"

� �

� �

�

� �
, .

Ïîäîáíî çåðêàëüíîìó èçîáðàæåíèþ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, äëÿ ðàñ÷åòà ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �1 ñëåäóåò ââåñòè çåðêàëüíî
èçîáðàæåííûé òîê i1 è ïîñëå çàìåíû �2 íà �1 ó÷åñòü òîêè i è i1 (ðèñ. 27.27, à). Äëÿ
ðàñ÷åòà ïîëÿ â ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �2 òîê i çàìåíÿåì íà i2, à ìàã-
íèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü ïðèíèìàåì ðàâíîé �2 âî âñåì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 27.27, á).
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27.22. Êîýôôèöèåíòû ðàçìàãíè÷èâàíèÿ

Äëÿ ýëëèïñîèäîâ êàê H?@, òàê è M ïðîïîðöèîíàëüíû íàïðÿæåííîñòè H0 âíåø-
íåãî ïîëÿ. Ñòàëî áûòü, ìîæíî íàïèñàòü

H NM?@ � .

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè N íàçûâàþò ê î ý ô ô è ö è å í ò î ì ð à ç -
ì à ã í è ÷ è â à í è ÿ. Îò íåãî çàâèñèò ïðè äàííîé íàìàãíè÷åííîñòè çíà÷åíèå íà-
ïðÿæåííîñòè ðàçìàãíè÷èâàþùåãî ïîëÿ. Êîýôôèöèåíò ðàçìàãíè÷èâàíèÿ çàâè-
ñèò òîëüêî îò ôîðìû íàìàãíè÷èâàåìîãî òåëà. Äëÿ øàðà ïîëó÷àåì

N
H

M
� �?@ 1

3
.

Ðàñ÷åò äàåò äëÿ ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ ôîðìóëó

N � �
� � �

�
�

�
�
�

"

"
" "

"

"

"
"

"

2

2

2

2

2

1
1 1

1

1
1

1

ln( ) arccos

,

ïðè÷åì " åñòü îòíîøåíèå îñè âðàùåíèÿ ýëëèïñîèäà, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íà-
ïðàâëåííîé âäîëü ëèíèè âíåøíåãî ïîëÿ, ê îñè, åé ïåðïåíäèêóëÿðíîé. Ïåðâûì
âûðàæåíèåì äëÿ N óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè " > 1, âòîðûì — ïðè " < 1.

Äëÿ áåñêîíå÷íîé, ðàñïîëîæåííîé ïîïåðåê ïîëÿ ïëàñòèíû, êîòîðóþ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ñïëþùåííûé ýëëèïñîèä, íàõîäèì N � 1, ïðèíÿâ " � 0. Ýòî —
íàèâûñøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå N. Äëÿ øàðà, ïîëàãàÿ " � 1 è ðàñêðûâàÿ íåîïðå-
äåëåííîñòü, ïîëó÷àåì N � 1 3. Äëÿ áåñêîíå÷íî äëèííîãî ñòåðæíÿ, ðàñïîëîæåííî-
ãî âäîëü ïîëÿ, ïîëàãàÿ " � . è ðàñêðûâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü, ïîëó÷àåì N � 0.

Ñâîéñòâî ýëëèïñîèäîâ îäíîðîäíî íàìàãíè÷èâàòüñÿ â îäíîðîäíîì âíåøíåì
ïîëå èñïîëüçóåòñÿ â ìàãíèòîìåòðèè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ôåð-
ðîìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ ìîæíî èçãîòîâèòü èç ýòèõ ìàòåðèàëîâ îáðàçöû, èìåþ-
ùèå ôîðìó ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ èëè áëèçêóþ ê íåé ôîðìó. Îäíîðîäíîñòü
íàìàãíè÷èâàíèÿ îñîáåííî âàæíà èìåííî ïðè èñïûòàíèè ôåððîìàãíèòíûõ ìàòå-
ðèàëîâ, òàê êàê èõ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü � çàâèñèò îò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è
òîëüêî ïðè îäíîðîäíîì íàìàãíè÷èâàíèè çíà÷åíèå � âî âñåì îáúåìå îáðàçöà áó-
äåò îäèíàêîâûì.

Ââåñòè â ðàññìîòðåíèå êîýôôèöèåíò ðàçìàãíè÷èâàíèÿ, çàâèñÿùèé òîëüêî îò
ôîðìû òåëà, ñòðîãî ãîâîðÿ, âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ýëëèïñîèäîâ è èõ ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ: øàðà, ïëàñòèíû, áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðà ñ ýëëèïòè÷åñêèì èëè
êðóãëûì ñå÷åíèåì. Îäíàêî äëÿ ïðèáëèæåííûõ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ, êîòîðîå îáðàçóåòñÿ ïðè âíåñåíèè â îäíîðîäíîå âíåøíåå ïîëå òåë
èíîé ôîðìû, íàïðèìåð êîðîòêèõ öèëèíäðîâ, âñå æå ââîäÿò â ðàñ÷åò êîýôôèöè-
åíòû ðàçìàãíè÷èâàíèÿ òàêèõ òåë. Òàêîé ðàñ÷åò ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îðèåíòèðîâî÷-
íûì, òàê êàê òåëà, îòëè÷íûå ïî ôîðìå îò ýëëèïñîèäîâ, íàìàãíè÷èâàþòñÿ íåîä-
íîðîäíî â îäíîðîäíîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå.
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27.23. Ìàãíèòíîå ýêðàíèðîâàíèå

Äëÿ çàùèòû ýëåêòðîèçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ îò âëèÿíèÿ
ïîñòîðîííèõ ìàãíèòíûõ ïîëåé èõ ñèñòåìû ïîìåùàþò â
ìàññèâíûå çàìêíóòûå èëè ïî÷òè çàìêíóòûå îáîëî÷êè èç
ôåððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà. Òàêèå îáîëî÷êè íàçûâàþò
ì à ã í è ò í û ì è ý ê ð à í à ì è. Ïîëå âíóòðè ýêðàíà îêà-
çûâàåòñÿ îñëàáëåííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ âíåøíèì ïîëåì.

Äëÿ ýêðàíà â ôîðìå ïîëîãî øàðà ñ ðàäèóñàìè R1 è R2

(ðèñ. 27.28) è ñ àáñîëþòíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ
ñòåíîê �, ïîìåùåííîãî âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ïîëå ñ èí-
äóêöèåé B0, ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ B â ïîëîñòè ýêðàíà ìî-
æåò áûòü ðàññ÷èòàíà è îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

B B
R

R

�

� �
�

�
��

�

�
�� � �
�

�
��

�

�
��
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1
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2
3

0

0

1

1
2

9
1 2

�

�
�
�

.

Íàïðèìåð, åñëè R1 � 0,9R2 è � � 500�0, òî B � 0,031B0, ò. å. íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ
âíóòðè ýêðàíà ñîñòàâëÿåò 3% îò íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ïîëÿ. Äëÿ ôåððîìàã-
íèòíîãî âåùåñòâà � 00 �0, è ýêðàíèðóþùåå äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ëè-

íèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè âíåøíåãî ïîëÿ, ñòðåìÿñü ïðîéòè ïî ïóòè ñ íàèìåíü-
øèì ìàãíèòíûì ñîïðîòèâëåíèåì, ñãóùàþòñÿ âíóòðè ñòåíîê ýêðàíà, ïî÷òè íå ïðî-
íèêàÿ â åãî ïîëîñòü.

Íåðåäêî ïðèìåíÿþò ìíîãîñòóïåí÷àòûå ýêðàíû â âèäå íåñêîëüêèõ ïîëûõ
ôåððîìàãíèòíûõ òåë, ðàñïîëîæåííûõ îäíî âíóòðè äðóãîãî.

27.24. Ðàñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

×èñëåííûé ðàñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñòîÿííûõ òîêîâ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ìîæ-
íî âûïîëíèòü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé àíàëîãè÷íî ðàñ÷åòó ýëåêòðîñòàòè÷å-
ñêîãî ïîëÿ. Àíàëîãèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è Ïóàññîíà áóäåò ïîëíîé,
åñëè âûïîëíèòü ýêâèâàëåíòíóþ çàìåíó ýëåêòðè÷åñêèõ òîêîâ ìàãíèòíûìè çàðÿäà-
ìè ïëîòíîñòüþ �ì. ×èñëåííûé ðàñ÷åò òðåõìåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ öåëåñîîá-

ðàçíî âûïîëíÿòü, çàìåíÿÿ ýëåêòðè÷åñêèå òîêè ìàãíèò-
íûìè çàðÿäàìè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî âåêòîð-
íîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ ñêàëÿðíîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ
ôîðìèðîâàíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

� �gradU d
U

n
ds m

s s

s� ��
�
�

� � (m — ìàãíèòíûé çàðÿä).

Ðàçîáüåì ðàññìàòðèâàåìûé îáúåì V íà ñîâîêóï-
íîñòü îäèíàêîâûõ êóáîâ ñ äëèíîé ðåáðà h (ðèñ. 27.29).
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Ðàçìåñòèì ìàãíèòíûé çàðÿä m â öåíòðå 0 êóáà è ïðåäñòàâèì èíòåãðàë

�
�
��
U

n
ds

s

ïî ïîâåðõíîñòè s êóáà â âèäå ñóììû øåñòè èíòåãðàëîâ ïî ïîâåðõíî-

ñòÿì s1, s2, …, s6 è âû÷èñëèì èõ ïðèáëèæåííî:

� � �( , , ) ( ) (x y z U ds h h
U U

h
k U Ux
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1
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0
2 1 0

1 1 0� F �
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( , , ) ( ) (� � �x y z U ds h h
U U

h
k Uy

s

grad ñð ñð
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2
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0
2 2 0

2 2� F �
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� �U

x y z U ds h h
U U

h
kz

s

0

6
2

0
2 6 0

6

6

),

( , , ) ( ) (

�

� � �grad ñð ñð� F �
�

� U U6 0� ).

Çäåñü âåëè÷èíû �1ñð, �2ñð, …, �6ñð ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ôóíêöèé �(x, y, z) â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êóáàõ.

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

k1U1 + k2U2 + … + k6U6 – U0 ki

i

i

�

�

2
1

6

� – �ìñð h3,
(*)

â êîòîðîì �ìñð� m/h3, âûðàæàåò ïîòåíöèàë U0 óçëà 0 ÷åðåç ïîòåíöèàëû ñîñåäíèõ
øåñòè óçëîâ. Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ óðàâíåíèé îáðàçóåò ñèñòåìó, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü ðàçðåøåíà îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïîòåíöèàëîâ óçëîâ.

Ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåîäíîðîä-
íîé ñðåäå ïîëó÷èì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëà, ïðèíèìàÿ çà èñõîäíîå ñîîòíîøåíèå H ld

l

� � i. Ïðè ýòîì èñêëþ÷àåò-

ñÿ íåîáõîäèìîñòü ïåðåõîäà îò òîêîâ ê ýêâèâàëåíòíûì èì
ìàãíèòíûì çàðÿäàì.

Ðàçîáüåì îáëàñòü íà ñîâîêóïíîñòü êâàäðàòîâ ñ äëèíîé
ñòîðîíû h.

Íà ðèñ. 27.30 èçîáðàæåíû ÷åòûðå ñìåæíûõ êâàäðàòà,
â êàæäîì èç êîòîðûõ ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìîñòè �1, …, �4

è ïëîòíîñòè J1, …, J4 òîêà èìåþò â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷-
íûå çíà÷åíèÿ.

Âû÷èñëèì èíòåãðàë B l� d
l

� âäîëü êîíòóðà abcd, äëÿ

÷åãî ðàçîáüåì åãî íà ÷åòûðå èíòåãðàëà ïî ñòîðîíàì ab, bc, cd, da êîíòóðà:
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Âõîäÿùèé â ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (A0 – A1) k1 + (A0 – A2) k2 + (A0 – A3) k3 +
+ (A0 –A4) k4 � i òîê i ñêâîçü ïëîùàäêó, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì abcda, âûðàçèì
÷åðåç ïëîòíîñòè J1, …, J4 òîêà â êâàäðàòàõ i F Jñð h2 � 0,25 ( J1 + J2 + J3 + J4) h2 è ïî-
ëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

k A A k hi i

i

i

i� �
2 2� � �

1

4

0
1

4
2J ñð .

(**)

Ïî àíàëîãèè ñ ðàçíîñòíûìè óðàâíåíèÿìè (*) óðàâíåíèÿ (**), çàïèñàííûå äëÿ
ñîâîêóïíîñòè ÿ÷ååê ñåòêè, îáðàçóþò ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðåøå-
íèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â ñîâîêóïíîñòè òî÷åê
îáëàñòè.
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Ãëàâà äâàäöàòü âîñüìàÿ

Ðàñ÷åò èíäóêòèâíîñòåé

28.1. Îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ âçàèìíîé è ñîáñòâåííîé
èíäóêòèâíîñòåé

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòàòè÷åñêèå èíäóêòèâíîñòè. Ñîîòâåòñò-
âåííî ìàãíèòíûå ïîòîêè, îïðåäåëÿþùèå ýòè èíäóêòèâíîñòè, áóäåì íàõîäèòü
ïðè ïîñòîÿííîì òîêå. Ñòàòè÷åñêèå èíäóêòèâíîñòè çàâèñÿò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ôîðìó, ðàçìåðû è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êîíòóðîâ,
è îò ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû, îêðóæàþùåé êîíòóðû, à òàêæå îò ìàãíèò-
íîé ïðîíèöàåìîñòè âåùåñòâà ñàìèõ ïðîâîäÿùèõ êîíòóðîâ. Åñëè � � const, òî èí-
äóêòèâíîñòè êîíòóðîâ íå çàâèñÿò îò òîêîâ â íèõ.

Îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî
èíäóêòèâíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïîòîêîñöå-
ïëåíèåì, ò. å. äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäóêòèâ-
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî êîíòóðà íåîáõîäè-
ìî îïðåäåëèòü ïîëíîå ÷èñëî ñöåïëåíèé
åäèíè÷íûõ ëèíèé ìàãíèòíîé èíäóêöèè ñ
êîíòóðîì.

Ïîëó÷èì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âçàèì-
íîé èíäóêòèâíîñòè äâóõ êîíòóðîâ ïðîèç-
âîëüíî çàäàííîé ôîðìû (ðèñ. 28.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíòóðû íàõîäÿò-
ñÿ â âîçäóõå è ìàòåðèàë ïðîâîäíèêîâ íåôåððîìàãíèòíûé. Ïðèìåì âñþäó � � �0.
Óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ïîòîêîñöåïëåíèå âçàèìíîé èíäóêöèè áóêâîé ñ äâóìÿ èí-
äåêñàìè: ïåðâûé èíäåêñ áóäåò óêàçûâàòü, ñ êàêèì êîíòóðîì ñöåïëÿåòñÿ ïîòîê,
âòîðîé — êàêèì òîêîì îáóñëîâëèâàåòñÿ ïîòîê. Áóäåì èñêàòü ïîòîêîñöåïëåíèå
421 ñî âòîðûì êîíòóðîì, îáóñëîâëåííîå òîêîì i1 â ïåðâîì êîíòóðå.

Ïðåäñòàâèì ñåáå âåñü ïðîâîäíèê âòîðîãî êîíòóðà ïîäðàçäåëåííûì íà ýëå-
ìåíòàðíûå òðóáêè òîêà i2 (ðèñ. 28.1). Ïîòîê, ñöåïëÿþùèéñÿ ñ îäíîé èç òàêèõ
òðóáîê, ðàâåí ëèíåéíîìó èíòåãðàëó âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà âäîëü îñè ýòîé
òðóáêè
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Íà ðèñ. 28.1 çàøòðèõîâàíà ïîâåðõíîñòü, ñêâîçü êîòîðóþ ïðîõîäèò ïîòîê	21.
Ýòîò ïîòîê ñöåïëÿåòñÿ ñ òîêîì di2, ïðîòåêàþùèì â ðàññìàòðèâàåìîé òðóáêå

òîêà è ñîñòàâëÿþùèì äîëþ di2/i2 âñåãî òîêà i2 âî âòîðîì êîíòóðå. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îí âíîñèò â âåëè÷èíó 421 äîëþ, ðàâíóþ
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Ðèñ. 28.1



Òàê êàê òîê di2 èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü âñåé òðóáêè òîêà, òî åãî
ìîæíî âíåñòè ïîä çíàê èíòåãðàëà. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ds2 ñå÷åíèå òðóáêè òîêà è ÷å-
ðåç J2 ïëîòíîñòü òîêà â ýòîì ñå÷åíèè, ìîæåì íàïèñàòü di2 � J2ds2. Ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî ïðèîáðåòàåò âèä
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Òàê êàê âåêòîðû J2 è dl2 èìåþò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, òî (J2 ds2) (A2 dl2) �
� (dl2 ds2) (A2 J2) è, ñëåäîâàòåëüíî,
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Èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó ñå÷åíèþ s2 âòîðîãî ïðîâîäíèêà, ïîëó÷èì
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Ïðîèçâåäåíèå ds2dl2 åñòü ýëåìåíò îáúåìà dV2 âòîðîãî ïðîâîäíèêà. Ïîýòîìó
ïîòîêîñöåïëåíèå 421 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
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Òàê êàê ìû æåëàåì îïðåäåëèòü âåëè÷èíó 421 êàê ïîòîêîñöåïëåíèå âçàèìíîé
èíäóêöèè, îáóñëîâëåííîå òîêîì i1, òî ñîîòâåòñòâåííî è âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A2

íåîáõîäèìî âûðàçèòü ÷åðåç òîê i1. Ñîãëàñíî èçëîæåííîìó â § 27.2, èìååì
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ãäå V1 — îáúåì ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìîãî ïåðâûì êîíòóðîì; r — ðàññòîÿíèå îò
ýëåìåíòà îáúåìà dV1 äî òî÷êè, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë,
è J1 — âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà â òî÷êàõ ýëåìåíòà îáúåìà dV1. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæå-
íèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äëÿ 421, ïîëó÷àåì
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Îòñþäà íàõîäèì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè:
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Èíòåãðèðîâàíèå äîëæíî áûòü ïðîèçâåäåíî îäèí ðàç ïî âñåìó îáúåìó ïåðâîãî
ïðîâîäíèêà è äðóãîé ðàç — ïî âñåìó îáúåìó âòîðîãî ïðîâîäíèêà, ïðè÷åì r åñòü
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè îáúåìîâ dV1 è dV2. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà âåðíà
òîëüêî äëÿ îäíîðîäíîé â ìàãíèòíîì îòíîøåíèè ñðåäû, òàê êàê èñïîëüçîâàííîå
ïðè åå âûâîäå âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñïðàâåäëèâî òîëüêî â ýòîì
ñëó÷àå. Â ÷àñòíîñòè, è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà ñàìèõ ïðîâîäíèêîâ
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äîëæíà áûòü òàêîé æå, êàê è ïðîíèöàåìîñòü îêðóæàþùåé ñðåäû. Êàê áûëî ðàíåå
îòìå÷åíî, ïðè � � const âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü íå çàâèñèò îò òîêîâ â êîíòóðàõ.
Íàëè÷èå òîêîâ i1 è i2 â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè íå ïðîòèâîðå÷èò ýòîìó ïîëîæå-
íèþ. Äåéñòâèòåëüíî, âíåñÿ òîêè ïîä çíàêè èíòåãðàëîâ, ïîëó÷èì â ïîäûíòåãðàëü-
íîì âûðàæåíèè îòíîøåíèÿ J1/i1 è J2/i2, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ðàñïðåäåëåíèå
òîêîâ â ïðîâîäíèêàõ. Íî ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ðàñïðåäåëåíèå òîêà çàâèñèò òîëü-
êî îò ôîðìû ïðîâîäíèêà è íå èçìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè òîêà. Ïîýòîìó îòíîøå-
íèå ïëîòíîñòè òîêà â êàæäîé òî÷êå ïðîâîäíèêà êî âñåìó òîêó ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìîé ïðîâîäíèêà.

Åñëè áû ìû ñòàëè îïðåäåëÿòü ïîòîêîñöåïëåíèå âçàèìíîé èíäóêöèè 412 ñ
ïåðâûì êîíòóðîì, îáóñëîâëåííîå òîêîì âî âòîðîì êîíòóðå, òî, î÷åâèäíî, ïîëó-
÷èëè áû
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè M12 � 412/i2 ìû èìåëè áû òî æå
ñàìîå âûðàæåíèå, ÷òî è äëÿ M21. Òåì ñàìûì ïîäòâåðæäàåòñÿ âàæíûé âûâîä, ïî-
ëó÷åííûé â ïåðâîé ÷àñòè èç óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
òîêîâ îò ïîðÿäêà óñòàíîâëåíèÿ òîêîâ, à èìåííî: ïðè � � const èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî

M Mkp pk� .

Ïîëó÷èì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé èíäóêòèâíîñòè L êîíòóðà, ïîëü-
çóÿñü íàéäåííûì îáùèì âûðàæåíèåì äëÿ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè M21 äâóõ
êîíòóðîâ. Ïðåäñòàâèì ñåáå äâà ñîâåðøåííî îäèíàêîâûõ êîíòóðà, ñáëèæàþùèõ-
ñÿ äî ïîëíîãî ñëèÿíèÿ òàê, ÷òî îäèí èç íèõ çàíèìàåò îáúåì äðóãîãî. Ïîñëå òàêî-
ãî ñëèÿíèÿ, ïî ñóùåñòâó, óæå îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí êîíòóð. Èç âûðàæåíèÿ äëÿ
M21 íåòðóäíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ L òàêîãî êîíòóðà, ïðèíÿâ i1 � i2 � i è
V1 � V2 � V. Èìååì
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ïðè÷åì J — ïëîòíîñòü òîêà â ýëåìåíòå îáúåìà dV; J' —
ïëîòíîñòü òîêà â ýëåìåíòå dV' è r — ðàññòîÿíèå ìåæäó
ýëåìåíòàìè îáúåìà dV è dV'. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâî-
äèòñÿ äâàæäû ïî îáúåìó âñåãî ïðîâîäíèêà (ðèñ. 28.2).

Ïðèâåäåííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâ-
íîñòè L ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òàêæå ñîîòíîøåíèå
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Âûðàæåíèå äëÿ M21 âåñüìà óïðîùàåòñÿ äëÿ êîíòóðîâ
èç ëèíåéíûõ ïðîâîäíèêîâ, ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ñå÷åíèé
êîòîðûõ âåñüìà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé êîíòóðîâ è
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè (ðèñ. 28.3). Â òà-
êîì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè äåëèòü ïðîâîäíèêè íà
òðóáêè òîêà. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â öåíòðå ýëåìåíòà dl2
ïðîâîäíèêà âòîðîãî êîíòóðà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìó-
ëå (ñì. § 27.2)
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Ïîòîêîñöåïëåíèå 421 ïðè ýòîì ìîæåò áûòü ïðèíÿòî ðàâíûì ïîòîêó 	21 ñêâîçü
ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ îñüþ ïðîâîäíèêà âòîðîãî êîíòóðà, ò. å.
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Ðàçäåëèâ 4A> íà i1, ïîëó÷àåì
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Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì óïðîñòèòü è âûðàæåíèå äëÿ L êîíòóðà, îáðàçî-
âàííîãî èç òîíêîãî ïðîâîäíèêà. Îäíàêî óïðîùåííóþ ôîðìóëó íåëüçÿ ïðè ýòîì
ïðèâåñòè â òî÷íîñòè ê òîìó âèäó, ê êîòîðîìó áûëî ïðèâåäåíî âûðàæåíèå äëÿ
M21, ò. å. íåëüçÿ ñâåñòè â ôîðìóëå äëÿ L äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî îáúåìó
ïðîâîäíèêà ê äâóêðàòíîìó èíòåãðèðîâàíèþ ïî îñè ïðîâîäíèêà, òàê êàê òàêîé
èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.

Óïðîùåíèå ôîðìóëû äëÿ L êîíòóðà èç òîíêîãî ïðîâîäíèêà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ
ìîæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèì ïóòåì. Ðàçäåëèì ïîòîêîñöåïëåíèå4 íà äâå ÷àñòè:
4 � 4âíåø + 4âíóòð, ïðè÷åì 4âíåø îïðåäåëÿåòñÿ ëèíèÿìè ìàãíèòíîé èíäóêöèè, îõ-

âàòûâàþùèìè âåñü ïðîâîäíèê, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïîëîæåííû-
ìè öåëèêîì âî âíåøíåé ïî îòíîøåíèþ ê ïðîâîäíèêó ñðåäå,
è 4âíóòð îïðåäåëÿåòñÿ ëèíèÿìè ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ïðîõî-
äÿùèìè âíóòðè òåëà ïðîâîäíèêà. Ëèíèè, îïðåäåëÿþùèå âå-
ëè÷èíó 4âíåø, ïðîõîäÿò ñêâîçü çàøòðèõîâàííóþ íà ðèñ. 28.4
ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì l2, ëåæàùèì íà âíóòðåí-
íåé ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà. Â ñëó÷àå åñëè ïðîâîäíèê îáðà-
çóåò îäèí âèòîê, òî êàæäàÿ òàêàÿ ëèíèÿ ñöåïëÿåòñÿ îäèí ðàç ñ
ïðîâîäíèêîì è, ñëåäîâàòåëüíî,
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ãäå A2 — çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà êîíòóðå l2. Âåëè÷èíó A2 ìîæåì ïðè-
áëèæåííî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåñü òîê i òå÷åò ïî îñè ïðîâîäíèêà. Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâà-
íèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåé îñè l1 ïðîâîäíèêà. Èíòåãðàë èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå,
òàê êàê âñå òî÷êè êîíòóðà l2, â êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ A2, ëåæàò íà êîíå÷íîì ðàñ-
ñòîÿíèè r îò òî÷åê êîíòóðà l1.

Òàêèì îáðàçîì,

4âíåø � ��
�

�
0 1 2

4
21

i d d

r
ll

l l
.

Âåëè÷èíó 4âíóòð ïðèáëèæåííî ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé âíóòðåííåìó ïîòîêî-
ñöåïëåíèþ â îòðåçêå äëèíîé l1 áåñêîíå÷íî äëèííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäà
êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ðàäèóñ êðèâèçíû êîíòóðà ïðîâîäíèêà âåëèê ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïîïåðå÷íûìè ðàçìåðàìè ñå÷åíèÿ. Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ, ïîëó÷åí-
íîìó â ÷. I, èìååì
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ãäå � — àáñîëþòíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà ïðîâîäà. Èíäóêòèâ-
íîñòü L ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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ïðè÷åì Lâíåø íàçûâàþò â í å ø í å é, à Lâíóòð — â í ó ò ð å í í å é èíäóêòèâíîñòüþ.
Èòàê, ìîæåì íàïèñàòü ñëåäóþùåå óïðîùåííîå âûðàæåíèå äëÿ èíäóêòèâíîñòè
êîíòóðà èç òîíêîãî ïðîâîäíèêà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ:
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28.2. Âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü äâóõ êðóãîâûõ êîíòóðîâ

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè êðóãîâûõ êîíòóðîâ, ðàñïîëî-
æåííûõ â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ òàê, ÷òî èõ öåíòðû ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
íîðìàëüíîé ê ýòèì ïëîñêîñòÿì (ðèñ. 28.5).

Èñêîìóþ ôîðìóëó ïîëó÷èì, âûïîëíèâ äâóêðàòíîå èíòåãðèðîâàíèå âäîëü
îáîèõ êîíòóðîâ ñîãëàñíî âûðàæåíèþ
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Îäíàêî èíòåãðèðîâàíèå óæå áûëî âûïîëíåíî â § 27.16
ïðè îòûñêàíèè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â ïîëå êðóãîâîãî
òîêà. Èìåííî äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A2 íà îñè âòîðî-
ãî ïðîâîäíèêà, îïðåäåëÿåìîãî òîêîì i1, ïðîòåêàþùèì â
ïåðâîì êîíòóðå, èìååì âûðàæåíèå
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Ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì â § 27.15 îáîçíà÷åíèåì ïîëó÷àåì
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Çäåñü R1 è R2 — ðàäèóñû êîíòóðîâ è h — ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè. Ïðèíÿ-
òî � � �0 , òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîíòóðû íàõîäÿòñÿ â âîçäóõå.

Ôóíêöèÿ f(k) èçîáðàæåíà â âèäå êðèâîé íà ðèñ. 27.20. Îíà ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà ÷åðåç ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîãëàñ-
íî âûðàæåíèÿì, ïðèâåäåííûì â § 27.16. Âåêòîð A2 êàñàòåëåí ê îñè ïðîâîäíèêà
âòîðîãî êîíòóðà è âñëåäñòâèå ñèììåòðèè èìååò îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó âäîëü
âñåãî âòîðîãî êîíòóðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîêîñöåïëåíèå âçàèìíîé èíäóêöèè ñî
âòîðûì êîíòóðîì, îáóñëîâëåííîå òîêîì i1 â ïåðâîì êîíòóðå, ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì
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Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
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28.3. Èíäóêòèâíîñòü êðóãîâîãî êîíòóðà

Íàéäåì ôîðìóëó äëÿ èíäóêòèâíîñòè êðóãëîãî êîëüöà èç òîíêîãî ïðîâîäíèêà
êðóãëîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 28.6). Âíåøíÿÿ èíäóêòèâíîñòü Lâíåø, îïðåäåëÿåìàÿ ïîòî-
êîì 	âíåø, ëèíèè êîòîðîãî îõâàòûâàþò âñå ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà, ðàâíà âçàèìíîé

èíäóêòèâíîñòè ìåæäó áåñêîíå÷íî òîíêèìè êðóãîâûìè
êîíòóðàìè, îäèí èç êîòîðûõ, l1, ñîâïàäàåò ñ îñüþ ïðîâîä-
íèêà è äðóãîé, l2, ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, ò. å. íàèìåíüøåé,
îêðóæíîñòüþ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëàãàÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè § 28.2 R1 � R è R2 � R – a,
ìîæåì íàïèñàòü

L R R a f k R f kâíåø � � 1� �0 0( ) ( ) ( ),

ãäå a — ðàäèóñ ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà è R — ðàäèóñ êîëüöà,
ïðè÷åì a HH R. Òàê êàê êîíòóðû l1 è l2 ëåæàò â îäíîé ïëîñ-
êîñòè, òî â âûðàæåíèè äëÿ k2 ñëåäóåò ïðèíÿòü h � 0. Èìååì
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Ñëåäîâàòåëüíî,
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Âåëè÷èíà f(k), âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå äëÿ Lâíåø, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èç
êðèâîé íà ðèñ. 27.20. Îäíàêî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ a HH R ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ f(k). Òàê êàê k 1 1, òî ïðèáëèæåííî èìååì
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Òàê êàê l1 � 2�R, òî âíóòðåííÿÿ èíäóêòèâíîñòü âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
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Âûðàæåíèå äëÿ âíóòðåííåé èíäóêòèâíîñòè ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè ðàâ-
íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà ïî ñå÷åíèþ ïðîâîäíèêà, ÷òî ñîáëþäàåòñÿ ïðè ïî-
ñòîÿííîì òîêå. Ïðè ïåðåìåííîì òîêå âûñîêîé ÷àñòîòû â ñëó÷àå ðåçêîãî ïðîÿâ-
ëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà âíóòðåííèé ïîòîê ïðè � � �0 áóäåò ìàë, è òî÷íåå
âû÷èñëÿòü èíäóêòèâíîñòü ïî ôîðìóëå
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R

a
� ��

�
�

�

�
�� 0

8
2ln ,

ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíîé Lâíóòð.

28.4. Ìåòîä ó÷àñòêîâ

Ïîëó÷åííûå â § 28.1 âûðàæåíèÿ äëÿ èíäóêòèâíîñòåé êîíòóðîâ èç òîíêèõ ïðî-
âîäíèêîâ äàþò îñíîâàíèå ââåñòè ìåòîä ðàñ÷åòà, îñíîâàííûé íà óñëîâíûõ ïîíÿ-
òèÿõ î âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè ìåæäó ó÷àñòêàìè ïðîâîäíèêîâ è îá èíäóêòèâ-
íîñòÿõ ó÷àñòêîâ ïðîâîäíèêîâ.
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Ïóñòü èìåþòñÿ äâà êîíòóðà. Ðàçîáüåì ïåðâûé
êîíòóð íà m ó÷àñòêîâ è âòîðîé êîíòóð — íà n ó÷àñò-
êîâ (ðèñ. 28.7). Äëèíó k-ãî ó÷àñòêà ïåðâîãî êîíòóðà
îáîçíà÷èì ÷åðåç l1k è äëèíó p-ãî ó÷àñòêà âòîðîãî êîí-
òóðà — ÷åðåç l2p. Ðàçáèâàÿ â âûðàæåíèè äëÿ M21 èí-
òåãðàëû ïî çàìêíóòûì êîíòóðàì l1 è l2 íà ñóììû
èíòåãðàëîâ, âçÿòûõ âäîëü ó÷àñòêîâ êîíòóðîâ, áóäåì
èìåòü
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Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì äâîéíîé ñóììû, ìîæåì ðàññìàòðèâàòü êàê
âçàèìíóþ èíäóêòèâíîñòü M1k,2p ìåæäó k-ì ó÷àñòêîì ïåðâîãî êîíòóðà è p-ì ó÷à-
ñòêîì âòîðîãî êîíòóðà. Òàêèì îáðàçîì,
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòóïèòü ïðè âû÷èñëåíèè èíäóêòèâ-
íîñòè êîíòóðà. Ðàçîáüåì âåñü êîíòóð íà m ó÷àñòêîâ (ðèñ. 28.8).
Ïðè ýòîì ïóñòü l1k åñòü îòðåçîê k-ãî ó÷àñòêà ïî îñè ïðîâîä-
íèêà, à l2p — îòðåçîê p-ãî ó÷àñòêà ïî âíóòðåííåìó êîíòóðó,
ëåæàùåìó íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà. Õîòÿ äëÿ òîíêîãî
ïðîâîäíèêà l1k � l2k, íî íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ýòè äâà ó÷àñò-
êà, òàê êàê â ôîðìóëå äëÿ L èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ

îäèí ðàç ïî îñè ïðîâîäíèêà, äðóãîé ðàç — ïî óêàçàííîìó âíóòðåííåìó êîíòóðó.
Ôîðìóëà äëÿ L ïðèíèìàåò âèä
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Âûðàæåíèå ïîä çíàêîì äâîéíîé ñóììû ìîæíî óñëîâíî ðàññìàòðèâàòü ïðè
k � p êàê âíåøíþþ èíäóêòèâíîñòü Lâíåø k-ãî ó÷àñòêà êîíòóðà è ïðè k � p — êàê
âçàèìíóþ èíäóêòèâíîñòü Mkp ìåæäó k-ì è p-ì ó÷àñòêàìè êîíòóðà. Ïðè âû÷èñëå-
íèè Mkp ìîæíî èíòåãðèðîâàíèå ïî îòðåçêó âíóòðåííåãî êîíòóðà l2p çàìåíèòü èí-
òåãðèðîâàíèåì ïî îòðåçêó îñè l1p òîãî æå p-ãî ó÷àñòêà. Òîãäà áóäåì èìåòü
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ïðè÷åì dl1 — ýëåìåíò íà îñè k-ãî ó÷àñòêà, d 'l1 — ýëåìåíò íà îñè p-ãî ó÷àñòêà.
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Â âûðàæåíèè äëÿ L âî âòîðîì ÷ëåíå p � k è îïðåäåëåííîå ñî÷åòàíèå èíäåêñîâ
k è p âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì îíè ñòîÿò.

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä îáëåã÷àåò ðàñ÷åò èíäóêòèâíîñòåé â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
êîíòóðû ìîæíî ðàçáèòü íà ó÷àñòêè, èìåþùèå ïðîñòóþ ôîðìó, íàïðèìåð íà ïðÿ-
ìîëèíåéíûå îòðåçêè èëè íà äóãè îêðóæíîñòåé.

28.5. Èíäóêòèâíîñòè êîíòóðîâ, ñîñòàâëåííûõ
èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ

Ôîðìóëû äëÿ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè M1k, 2p è èíäóêòèâíîñòè Lâíåø k ó÷àñòêîâ
ïðîâîäîâ ñõîäíû ñ ôîðìóëàìè äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ îòðåçêîâ
ïðîâîäîâ, ïîëó÷åííûìè â § 25.6 ïî ìåòîäó ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ. Ðàçëè÷èå çà-
êëþ÷àåòñÿ â ìíîæèòåëÿõ, ñòîÿùèõ ïåðåä çíàêàìè èíòåãðàëîâ, è â òîì, ÷òî â ôîð-
ìóëû äëÿ èíäóêòèâíîñòåé âõîäèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ dl1 è dl2, ò. å.
âåëè÷èíà dl1 dl2 � cos � dl1dl2, ãäå � — óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè ýëåìåíòàðíûõ
îòðåçêîâ dl1 è dl2, à â ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ âõîäèò ïðî-
èçâåäåíèå dl1dl2 äëèí îòðåçêîâ.

Â ñëó÷àå êîãäà îòðåçêè l1 è l2 ïðÿìîëèíåéíû, âåëè÷èíà cos � îäèíàêîâà äëÿ
âñåõ ýëåìåíòîâ dl1 è dl2 è ìîæåò áûòü âûíåñåíà çà çíàê èíòåãðàëà. Ïðè ýòîì ôîð-
ìóëà äëÿ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè ìåæäó ýòèìè îòðåçêàìè ïðèîáðåòàåò âèä
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Â ôîðìóëå äëÿ ñîáñòâåííîé èíäóêòèâíîñòè Lâíåø ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà
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Ýòè ôîðìóëû îòëè÷àþòñÿ îò ôîðìóë äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ �12
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Íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáðàòèë âíèìàíèå â îäíîé èç ñâîèõ ðàáîò Ë. À. Öåéò-
ëèí. Îíî èìååò âàæíîå çíà÷åíèå, òàê êàê äàåò âîçìîæíîñòü èìåþùèåñÿ â ëèòå-
ðàòóðå ôîðìóëû äëÿ èíäóêòèâíîñòåé èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöè-
àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ è îáðàòíî.

Â § 25.6 áûëà âûâåäåíà ôîðìóëà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ �12 äâóõ ïàðàëëåëüíûõ
îòðåçêîâ ïðÿìûõ ïðîâîäîâ îäèíàêîâîé äëèíû l, ðàñïîëîæåííûõ òàê, ÷òî íà÷àëà
îòðåçêîâ íàõîäÿòñÿ íà îäíîì ê íèì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿìè
ïðîâîäîâ ðàâíî D.

Åñëè íàïðàâëåíèÿ îáõîäà, êîòîðûå ñ÷èòàåì ïîëîæèòåëüíûìè, äëÿ îáîèõ îò-
ðåçêîâ ñîâïàäàþò, òî � � 0 è cos � � 1. Åñëè ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ îáîèõ
îòðåçêîâ ïðîòèâîïîëîæíû, òî � � � è cos � � –1. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ îòíî-
øåíèÿ M12/�12, ïîëó÷àåì
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Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò âûðàæåíèå äëÿ âíåøíåé
èíäóêòèâíîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà ïðîâîäíèêà äëèíîé l, èìåþùåãî êðóã-
ëîå ñå÷åíèå ðàäèóñà r0, ïðè÷åì r0 HH l. Â ýòîé ôîðìóëå íåîáõîäèìî çàìåíèòü D íà
r0 è âçÿòü çíàê ïëþñ. Èìååì
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Îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî êîýôôèöèåíòû �12 áûëè âû÷èñëåíû â
§ 25.6 ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ, îñíîâàííûì íà äîïóùå-
íèè, ÷òî çàðÿä ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî ïî äëèíå ïðîâîäà, ò. å. ÷òî ëèíåéíàÿ
ïëîòíîñòü çàðÿäà îäèíàêîâà ïî âñåé äëèíå ïðîâîäà. Îäíàêî ôîðìóëû äëÿ M è L
â ýòîì îòíîøåíèè âïîëíå òî÷íû, òàê êàê ïîñòîÿííûé òîê èìååò îäíî è òî æå çíà-
÷åíèå íà âñåé äëèíå ïðîâîäà.

28.6. Èíäóêòèâíîñòü ïðÿìîóãîëüíîé ðàìêè

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ó÷àñòêîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäóêòèâíîñòè ïðÿìîóãîëü-
íîé ðàìêè èç ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 28.9). Äëèíû ñòîðîí ðàìêè îáîçíà-
÷èì ÷åðåç a è b, ðàäèóñ ñå÷åíèÿ — ÷åðåç r0. Ïóñòü a 00 r0 è b 00 r0.

Âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü ìåæäó âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè
ðàìêè ðàâíà íóëþ, òàê êàê çäåñü cos � � 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ó÷åñòü

òîëüêî âçàèìíûå èíäóêòèâíîñòè ìåæäó ïàðàìè ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí ðàìêè. Äëÿ ýòèõ ñòîðîí cos � � –1, òàê
êàê, ïåðåìåùàÿñü âäîëü êîíòóðà ðàìêè, ìû îáõîäèì ïðîòèâîëå-
æàùèå ñòîðîíû â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Äëÿ ñòîðîí ðàìêè, èìåþùèõ äëèíó l � a è ðàññòîÿíèå ìåæäó

îñÿìè ïðîâîäíèêîâ D � b, îáîçíà÷èâ ÷åðåç d � a b2 2� äèàãîíàëü
ðàìêè, ïîëó÷àåì
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Âíóòðåííþþ èíäóêòèâíîñòü âñåé ðàìêè íàõîäèì, çàìå÷àÿ, ÷òî äëèíà êîíòóðà
ðàâíà 2(a + b). Ñëåäîâàòåëüíî,
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ãäå � — àáñîëþòíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà ïðîâîäà. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî
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28.7. Âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü ìåæäó äâóìÿ
äâóõïðîâîäíûìè ëèíèÿìè

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè ìåæäó äâóìÿ äâóõïðîâîäíû-
ìè ëèíèÿìè, îáðàçîâàííûìè ïðîâîäàìè êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. Íà ðèñ. 28.10 öèôðîé
1 ïîìå÷åíî ñå÷åíèå ïðÿìîãî ïðîâîäà ïåðâîé ëèíèè è öèôðîé 1' — ñå÷åíèå îá-
ðàòíîãî ïðîâîäà ýòîé ëèíèè. Ñîîòâåòñòâåííî öèôðàìè
2 è 2' ïîìå÷åíû ñå÷åíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðîâîäîâ
âòîðîé ëèíèè. Ïóñòü äëèíà ëèíèè l ìíîãî áîëüøå âñåõ
ðàññòîÿíèé ìåæäó ïðîâîäàìè. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè ïîä-
ñ÷åòå âåëè÷èíû M ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îòðåçêàìè, ñîåäè-
íÿþùèìè ïðîâîäà â íà÷àëå è â êîíöå ëèíèè è èçîáðà-
æåííûìè íà ðèñ. 28.10 øòðèõàìè. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì
ó÷àñòêîâ, íàõîäèì
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Â ÷èñëèòåëå ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà ñòîÿò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðÿìûì ïðîâî-
äîì îäíîé ëèíèè è îáðàòíûì ïðîâîäîì äðóãîé ëèíèè, à â çíàìåíàòåëå — ðàñ-
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ñòîÿíèÿ ìåæäó ïðÿìûìè è îáðàòíûìè ïðîâîäàìè îáåèõ ëèíèé. Âåëè÷èíà M ìî-
æåò îêàçàòüñÿ ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áóäåò
ëè âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà, áîëüøå èëè ìåíüøå åäèíèöû. Äëÿ
ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäîâ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 28.10, M > 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè
îáîèõ ïîëîæèòåëüíûõ òîêàõ â ëèíèÿõ ïîòîêè ñàìîèíäóêöèè è âçàèìíîé èíäóê-
öèè íàïðàâëåíû ñîãëàñíî.

Åñëè áû ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè ïðÿìîé è îáðàòíûé ïðîâîäà â îäíîé èç ëè-
íèé, ò. å. èçìåíèëè óñëîâíîå ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå òîêà â îäíîé èç ëèíèé,
òî ïîëó÷èëè áû äëÿ òàêîãî æå ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäîâ M < 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïðè îáîèõ ïîëîæèòåëüíûõ òîêàõ ïîòîêè áûëè áû íàïðàâëåíû âñòðå÷íî.

28.8. Èíäóêòèâíîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè

Îïðåäåëèì, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ó÷àñòêîâ, èíäóêòèâ-
íîñòü ïåòëè, îáðàçîâàííîé äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðî-
âîäàìè êðóãëîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 28.11). Ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó îñÿìè ïðîâîäîâ — D, ðàäèóñû èõ ñå÷åíèé — R è R',
äëèíà ïåòëè — l. Ìîæåì íàïèñàòü
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L
l D

R
� ��

�
�

�

�
�

�
�

�
0

4
ln .

Ïðè � > �0, íàïðèìåð äëÿ ñòàëüíûõ ïðîâîäîâ, ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëè-
æåííîé, òàê êàê íàëè÷èå ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû èñêàæàåò ïîëå îêîëî ïðîâîäîâ.
Îäíàêî ýòèì èñêàæåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè ðàäèóñû ñå÷åíèé ïðîâîäîâ
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïðîâîäàìè. Ïðè � � �0 ýòà ôîðìóëà,
êàê ìîæíî ïîêàçàòü, äàåò ïðè l 00D òî÷íîå çíà÷åíèå ñòàòè÷åñêîé èíäóêòèâíîñòè
äëÿ ëþáûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó D è R.

28.9. Èíäóêòèâíîñòü òðåõôàçíîé ëèíèè

Â êàæäîì ïðîâîäå òðåõôàçíîé ëèíèè ïåðåäà÷è èíäóêòèðóåòñÿ íå òîëüêî ÝÄÑ
ñàìîèíäóêöèè, îáóñëîâëåííàÿ ïåðåìåííûì òîêîì â ýòîì ïðîâîäå, íî òàêæå è
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ÝÄÑ âçàèìíîé èíäóêöèè, îáóñëîâëåííàÿ òîêàìè â äðóãèõ ïðîâîäàõ ëèíèè. Ðàñ-
ñìîòðèì òðåõïðîâîäíóþ ëèíèþ, ò. å. ëèíèþ, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò íåéòðàëüíûé
ïðîâîä. Îáû÷íî àêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ r è èíäóêòèâíîñòè L îäèíàêîâû äëÿ
âñåõ òðåõ ïðîâîäîâ. Îäíàêî âçàèìíûå èíäóêòèâíîñòè M12, M23 è M31 ìåæäó ïðî-
âîäàìè ïðè íåñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ áóäóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò
äðóãà. Åñëè òîêè â ëèíèè èçìåíÿþòñÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó, òî ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëè÷åñêèì ìåòîäîì è äëÿ ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèé â ïðîâîäàõ
íàïèñàòü âûðàæåíèÿ:
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� ( ) � � � .U r j L I j M I j M I3 3 31 1 13 2� � � �! ! !

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîêè â ëèíèè îáðàçóþò ñèììåòðè÷íóþ ñèñòåìó, ò. å. �I 2 �
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Âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ, âñå âåùåñòâåííû òîëüêî â ñëó÷àå
ñèììåòðè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäîâ, êîãäà

M M M M12 23 31� � � .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî a2 + a � –1, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó-
÷àåì
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Ðàçíîñòü L – M � L' â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýêâè-
âàëåíòíóþ èíäóêòèâíîñòü îäíîãî ïðîâîäà. Èíäóêòèâíîñòü L óåäèíåííîãî ïðî-
âîäà äëèíîé l è ñ ðàäèóñîì ñå÷åíèÿ R âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
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Ïðè ýòîì ïåðåä ôîðìóëîé ñëåäóåò âçÿòü çíàê ïëþñ, òàê êàê ïîëîæèòåëüíûå
íàïðàâëåíèÿ òîêîâ âî âñåõ ïðîâîäàõ ìû ïðèíèìàåì â îäíó ñòîðîíó âäîëü ëèíèè
ïåðåäà÷è. Òàêèì îáðàçîì,
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Ïðè íåñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îñÿìè ïðî-
âîäîâ íå ðàâíû äðóã äðóãó: D12 � D23 � D31.

Îäíàêî åñëè ÷åðåç ðàâíûå èíòåðâàëû âäîëü ëèíèè îñóùåñòâëåíà òðàíñïîçè-
öèÿ ïðîâîäîâ, òî âûðàæåíèå äëÿ L' ñîõðàíèò ñâîé âèä, åñëè ïîä M ïîíèìàòü
ñðåäíåå çíà÷åíèå âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè äëÿ òðåõ ó÷àñòêîâ ëèíèè:
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Â íåñèììåòðè÷íîé òðåõôàçíîé ëèíèè ïðè ïðîõîæäåíèè ïî íåé ïåðåìåííîãî
òîêà èìåþò ìåñòî ñâîåîáðàçíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ïðîöåññû. Â óðàâíåíèÿõ (*) ïðè
M12 � M23 � M31 âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíû-
ìè. Èõ ìíèìûå ÷àñòè ïîñëå óìíîæåíèÿ íà j! äàäóò âåùåñòâåííûå âåëè÷èíû,
èìåþùèå ñìûñë àêòèâíûõ ñîïðîòèâëåíèé.

Ñêëàäûâàÿ âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå â óðàâíåíèÿõ (*) â êðóãëûõ ñêîáêàõ äëÿ âñåõ
òðåõ ôàç, ïîëó÷èì ïðè êàæäîé âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè âåùåñòâåííûé ìíîæè-
òåëü a2 + a � –1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà äîïîëíèòåëüíûõ àêòèâíûõ ñîïðîòèâëå-
íèé âî âñåõ òðåõ ôàçàõ ðàâíà íóëþ, ò. å. åñëè â îòäåëüíûõ ôàçàõ îíè ïîëîæèòåëü-
íû, òî â äðóãèõ îíè îòðèöàòåëüíû. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè èç îäíèõ ôàç ýíåðãèÿ
îòäàåòñÿ, òî â äðóãèå îíà ïîñòóïàåò â òîì æå êîëè÷åñòâå, ò. å. ñîâåðøàåòñÿ ïåðå-
íîñ ýíåðãèè ïóòåì ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè èç îäíîé ôàçû â äðóãóþ.

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû îòìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà èíäóêòèâ-
íîñòåé ïîñâÿùåí ðÿä ðàáîò ñîâåòñêèõ àâòîðîâ: Ã. Í. Ïåòðîâà, Ë. À. Öåéòëèíà,
Â. À. Ôîêà è äðóãèõ.

184 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ



Âîïðîñû, óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è ê ãëàâàì 26, 27 è 28

26.1. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ â äèýëåêòðèêå
è â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×åì ðàçëè÷àþòñÿ ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿìè «ñòàòè÷å-
ñêèå» è «ñòàöèîíàðíûå»?

2. Ïî÷åìó ïðè ïðîòåêàíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà ïî ïðîâîäàì, âûïîëíåííûì èç
âåùåñòâà ñ êîíå÷íîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ, â îêðóæàþùåì èõ äèýëåê-
òðèêå âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå?

3. (Î) Ïî ïðîâîäàì, íàõîäÿùèìñÿ â äèýëåêòðèêå, ïðîòåêàåò ïîñòîÿííûé òîê.
Â êàêèõ òî÷êàõ âåëè÷èíà div D íå ðàâíà íóëþ?

4. (Î) Ïðîâîäÿùåå òåëî ðàñïîëîæåíî â äèýëåêòðèêå âáëèçè ïðîâîäà, ïî êîòîðî-
ìó ïðîòåêàåò ïîñòîÿííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Ñóùåñòâóåò ëè ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå âíóòðè ïðîâîäÿùåãî òåëà? Êàêîâî çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çà-
ðÿäà à) âíóòðè òåëà, á) íà åãî ïîâåðõíîñòè, â) â äèýëåêòðèêå, ã) íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà ñ òîêîì, ä) âíóòðè ïðîâîäà ñ òîêîì?

5. Ïîñòîÿííûé òîê òå÷åò ïî ïðîâîäó, â îáúåìå êîòîðîãî èìååòñÿ ïîëîñòü. Ñóùå-
ñòâóåò ëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âíóòðè ïîëîñòè?

6. Â äèýëåêòðèêå âûäåëåí íåêîòîðûé îáúåì. Ìîæíî ëè, íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû
ýòîãî îáúåìà, îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëå â îáúåìå ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì èëè
ñòàöèîíàðíûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ïîñòîÿííîãî òîêà?

7. Ïî÷åìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðèêå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå?

8. Êàêîå èç ïîëåé â äèýëåêòðèêå ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå: ïîëå ïðîâîäîâ âûñîêîâîëüòíîé ëèíèè ïåðåäà÷è èëè
ïîëå øèí íèçêîâîëüòíîé ñèëüíîòî÷íîé ëèíèè, íàïðèìåð, øèí ýëåêòðîñâàðî÷íî-
ãî óñòðîéñòâà?

9. (Î) Íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïðîâîäè-
ìîñòÿìè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî div E � 0. Ñâèäåòåëüñòâóåò ëè îíî î ñóùåñòâî-
âàíèè ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä?

10. Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíÿåòñÿ ãóñòîòà ëèíèé íàïðÿæåííîñòè êàðòèíû ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà, íàïðàâëåííûõ ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå ðàçäåëà
äâóõ ñðåä ñ óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïðîâîäèìîñòÿìè ,1 è ,2?

11. (Î) Â ïðîâîäÿùóþ ñðåäó ñ óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ , ââåäåí
ýëåêòðîä ïðîâîäèìîñòüþ ,1 00 ,, â êîòîðûé âõîäèò òîê. Êàêèì ñëåäóåò ïðèíÿòü
ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà ïðè ðàñ÷åòå ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå?

12. Â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå òðóáêè âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ îïèðà-
þòñÿ íà ðàâíûå çàðÿäû ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ. Êàêîâî àíàëîãè÷íîå óòâåð-
æäåíèå äëÿ òðóáîê âåêòîðà ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå?



13. Ïî÷åìó â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî ïåðåéòè îò èññëåäîâàíèÿ ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ê ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èçó÷åíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
òîêà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå?

14. (Î) Ïðè âûïîëíåíèè êàêîãî óñëîâèÿ ïîâåðõíîñòü çàçåìëÿþùåãî ýëåêòðîäà
ìîæíî ñ÷èòàòü ýêâèïîòåíöèàëüíîé? Âûïîëíÿåòñÿ ëè ýòî óñëîâèå íà ïðàêòèêå?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë
ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ â à) îäíîðîäíîì, á) íåîäíîðîäíîì äèýëåêòðèêå.

2. (Ð) Äëèííàÿ äâóõïðîâîäíàÿ ëèíèÿ ïîñòîÿííîãî òîêà ñ ïðîâîäàìè êðóãëîãî
ñå÷åíèÿ ñ ðàäèóñîì R ïðîòÿíóòà â îäíîðîäíîì íåèäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ñ óäåëü-
íîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ ,. Ñîïðîòèâëåíèå äâóõ ïðîâîäîâ ëèíèè íà
åäèíèöó åå äëèíû ðàâíî r. Íà âõîäíûõ çàæèìàõ ëèíèè äåéñòâóåò íàïðÿæå-
íèå Uâõ. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèÿ íà âûõîäíûõ çàæèìàõ ëèíèè îò åå
äëèíû l ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèíèÿ à) ðàçîìêíóòà, á) çàìêíóòà íà ðåçèñòîð rí. Ðàñ-
ñòîÿíèå D ìåæäó îñÿìè ïðîâîäîâ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò èõ ðàäèóñû.

3. (Ð) Íà äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ êâàäðàòíîé ïðîâîäÿùåé ïëàñòèíû
ïîñòîÿííîé òîëùèíîé d çàäàíû ïîòåíöèàëû U1 è U2. Ïîêàæèòå, ÷òî òîê i ïëàñòè-
íû íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ åå ñòîðîí.

4. (Ð) Äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû 1, 2 ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ïîñòîÿííîé
òîëùèíîé (ðèñ. Â26.1) ïîêðûòû ñëîåì âåùåñòâà, óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâî-
äèìîñòü ,ý êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî áîëüøå óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè
,ï âåùåñòâà ïëàñòèíû. Îíè ïðèñîåäèíåíû ê èñòî÷íèêó òîêà. Â ïëàñòèíå èìååòñÿ
âûðåç A, à òàêæå òðåùèíà AB, ïðåïÿòñòâóþùàÿ ïðîõîæäåíèþ òîêà. Äðóãîé âû-
ðåç B â ïëàñòèíå çàïîëíåí âåùåñòâîì ñ óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ
, � ,ï. Çàïèøèòå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïèñûâàåò ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
à òàêæå êðàåâûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòîðîíàõ 1, 2, 3, 4 ïëàñòèíû, âûðåçàõ
è òðåùèíå.

5. (Ð) Ìåæäó äâóìÿ ïëîñêèìè çàðÿæåííûìè ïëàñòèíàìè 1, 2 êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ
(ðèñ. Â26.2) èìååòñÿ äâà ñëîÿ äèýëåêòðèêà ñ ïðîâîäÿùèì è äèýëåêòðè÷åñêèì
âêðàïëåíèÿìè. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé àíàëîãèè, èçîáðàçèòå
óñòðîéñòâî, ïîëå ïîñòîÿííîãî òîêà â êîòîðîì àíàëîãè÷íî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîìó
ïîëþ ìåæäó ïëàñòèíàìè.

6. (Ð) Ïîëó÷èòå ôîðìóëó è ïîñòðîéòå êðèâóþ çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè G èçî-
ëÿöèè öèëèíäðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà îò ðàññòîÿíèÿ D ìåæäó îñÿìè îáêëàäîê.

186 Âîïðîñû, óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è ê ãëàâàì 26, 27 è 28

Ðèñ. Â26.1 Ðèñ. Â26.2



Ðàññ÷èòàéòå G ïðè ðàäèóñàõ îáêëàäîê R1 � 5 ñì, R2 � 10 ñì, D � 2 ñì; óäåëüíàÿ
ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü íåèäåàëüíîãî äèýëåêòðèêà , � 10–9 Ñì ì. Äëèíà îá-
êëàäîê êîíäåíñàòîðà 1 ì.

7. (Ð) Óäåëüíûå ýëåêòðè÷åñêèå ïðîâîäèìîñòè äèýëåêòðèêîâ ñëîåâ äâóõñëîéíî-
ãî öèëèíäðè÷åñêîãî êîàêñèàëüíîãî êàáåëÿ ðàâíû ,1 � 10–8 Ñì ì, ,2 � 10–9 Ñì ì.
Ðàäèóñû îáêëàäîê è ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ñëîåâ R1 � 3 ñì, R3 � 5 ñì, R2 � 4 ñì.
Îïðåäåëèòå ïîäâåäåííîå ê êîíäåíñàòîðó íàïðÿæåíèå, ïðè êîòîðîì òîê óòå÷êè
ñîñòàâëÿåò 2�10–3 À. Äëèíà êàáåëÿ 1 êì.

8. (Ð) Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû, îêðóæàþùåé äâóõïðîâîäíóþ
ëèíèþ, ðàâíà � � 2�0, åå óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü , � 10–8 Ñì ì.
Ïðè êàêîé ÷àñòîòå ïîäâåäåííîãî ê ëèíèè ñèíóñîèäàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ àì-
ïëèòóäà òîêà ïðîâîäèìîñòè â ñðåäå ðàâíà àìïëèòóäå òîêà ýëåêòðè÷åñêîãî
ñìåùåíèÿ?

27.1. Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêîé õàðàêòåð èìååò ìàãíèòíîå ïîëå, ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë êîòîðîãî èçìå-
íÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó âäîëü îäíîé èç êîîðäèíàò è íå çàâèñèò îò äâóõ äðó-
ãèõ êîîðäèíàò?

2. Êàêîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ â
à) îäíîðîäíîé â ìàãíèòíîì îòíîøåíèè ñðåäå, á) íåîäíîðîäíîé ñðåäå?

3. (Î) Êàêèå îãðàíè÷åíèÿ ñëåäóåò íàëîæèòü íà âûáîð ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ âåê-
òîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷òîáû åãî ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë áûë îä-
íîçíà÷íûì?

4. Ïî÷åìó, íåñìîòðÿ íà íåîäíîçíà÷íîñòü ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà, îï-
ðåäåëÿåìàÿ ñ åãî ïîìîùüþ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ îäíîçíà÷íà?

5. (Î) Ìîæåò ëè ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë èìåòü ðàçðûâû â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà? Ìîãóò ëè èìåòü ðàçðûâû åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì?

6. (Î) Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ óïðîùåíèå ðàñ÷åòà èñõîäíîãî âèõðåâîãî ïîëÿ H ïðè
ðàçëîæåíèè åãî íà âèõðåâóþ Hâ è ïîòåíöèàëüíóþ –grad Uì ñîñòàâëÿþùèå:
H � Hâ – grad Uì?

7. (Î) Ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ div � grad Uì � div �Hâ, âçÿòóþ ñ îáðàòíûì çíà-
êîì, ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáúåìíóþ ïëîòíîñòü «ìàãíèòíûõ» çàðÿäîâ. Êàêîâà
ðàçìåðíîñòü «ìàãíèòíûõ» çàðÿäîâ, èõ îáúåìíîé, ïîâåðõíîñòíîé è ëèíåéíîé
ïëîòíîñòè?

8. Ïî÷åìó âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ Hâ ïîëÿ ðàññ÷èòàòü çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì
èñêîìîå âèõðåâîå ïîëå H ?

9. Ïîòåíöèàë Uì âèõðåâîãî ïîëÿ â îáëàñòè, ãäå ïðîòåêàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê, íå
ìîæåò áûòü ââåäåí â ðàññìîòðåíèå. Ïî÷åìó âñå æå ìîæíî ââåñòè è ðàññ÷èòàòü
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ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, âêëþ÷àÿ è òó åãî ÷àñòü, ãäå ïðîòåêàåò
ýëåêòðè÷åñêèé òîê?

10. Âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ ïîëÿ Hâ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ rot Hâ � J,
ìîæíî çàäàòü íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì. Êàêèìè ñîîáðàæåíèÿìè ìîæíî ðóêî-
âîäñòâîâàòüñÿ ïðè âûáîðå òîãî èëè èíîãî ïîëÿ Hâ?

11. (Î) Âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ Hâ ïîëÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü, ïîëüçóÿñü çàêîíîì

Áèî–Ñàâàððà Hâ �
1

4
3

�
[ ]J K �� r r dV

V

. Ïðè ýòîì div Hâ R 0. Ãäå ðàñïîëàãàþòñÿ â

ýòîì ñëó÷àå èñòî÷íèêè ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé –grad Uì ïîëÿ, åñëè ñðåäà
à) îäíîðîäíà, á) íåîäíîðîäíà?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ìîæíî îïèñàòü â
îäíîðîäíîé ñðåäå âûðàæåíèåì: à) Uì � (ax2 + by2), á) Uì � (ax + by – cz),
â) Uì � a(x – y), ã) Uì � a(x + y – 2z), ä) Uì � ax2, å) Uì � U0e

– �y, æ) Uì � U0 sin kz,
ç) Uì � a(x2 + y2 + z2)–0,5, è) Uì � (ax2y + by2z).

2. (Ð) Îñåâàÿ è óãëîâàÿ ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè ðàâíû ñîîòâåòñò-
âåííî Bz � 0,5 B0 (1 – cos az), B� � 0. Îïðåäåëèòå åå ðàäèàëüíóþ ñîñòàâëÿþ-
ùóþ Br.

3. (Ð) Ïîêàæèòå, ÷òî ýêâèâàëåíòíûé òîêó ïîëíûé ôèêòèâíûé ìàãíèòíûé çàðÿä
äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ.

4. (Ð) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè
Hây ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñâÿçûâàþùåå åå ñ ïëîòíîñòüþ òîêà Jz ïðè ðàññìîòðåíèè
ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è äîïóùåíèè, ÷òî Íâx � 0.

5. (Î) Ýëåêòðè÷åñêèå òîêè +i è –i ïðîòåêàþò ïî äëèííûì ïðÿìîëèíåéíûì
øèíàì ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. Â27.1). Ðàññìàòðèâàÿ ìàãíèòíîå ïîëå êàê
ïëîñêîïàðàëëåëüíîå è ïðèíèìàÿ Hâ � j Hây, ðàññ÷èòàé-

òå ôóíêöèè Hây � Hây(x, y), div �0 Hâ � �0
�
�
H ây

y
� f(x, y)

è èçîáðàçèòå íà ãðàôèêå êðèâóþ Hây � Hây (x) ïðè
0 B x B D, 0 B y B h.

27.2. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Âëèÿåò ëè âûáîð ôóíêöèè div A íà ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ?

2. (Î) Ýëåêòðè÷åñêèé òîê òå÷åò ïî âåñüìà äëèííîìó ïðÿìîëèíåéíîìó ïðîâîäó,
ðàñïîëîæåííîìó â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ � � �0. Îïðå-
äåëèòå ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â ïðÿìîóãîëü-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè J � k Jz. Èçìåíèòñÿ ëè îòâåò, åñëè âáëèçè ïðîâîäà ïî-
ìåñòèòü òåëî êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ � � �0?
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3. (Î) Ýëåêòðè÷åñêèé òîê òå÷åò ïî êîëüöåâîìó ïðîâîäíèêó, ïîìåùåííîìó â îä-
íîðîäíóþ ñðåäó (�ñ � const), è èìååò â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò åäèí-
ñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ J�. Êàêîâî íàïðàâëåíèå âåêòîðà A?

4. Ïî÷åìó íà îñè ïðîâîäà áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñå÷åíèÿ ñ òîêîì i âåêòîðíûé ìàã-
íèòíûé ïîòåíöèàë íå èìååò ñìûñëà?

5. Êàêîé èç ìåòîäîâ ðàñ÷åòà òðåõìåðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ — íà îñíîâå ñêàëÿðíîãî
èëè âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà — òðåáóåò áîëüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé?

6. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ îäíîðîäíîãî ïîëÿ ðàâíà B � iBx. Èçìåíÿåòñÿ ëè âåêòîð-
íûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë âäîëü êîîðäèíàò õ, ó, z?

7. (Î) Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë A � iC |y | íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò õ, z.
Êàêîå ïîëå îïèñûâàåò ýòîò ïîòåíöèàë? Ãäå ðàñïîëîæåí è êàê íàïðàâëåí òîê, ñîç-
äàþùèé òàêîå ïîëå?

8. Ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî íà
êîíòóðå, îãðàíè÷èâàþùåì ïîâåðõíîñòü, âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë à) îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü, á) èìååò ðàâíîå íóëþ ñðåäíåå çíà÷åíèå?

9. Âî âñåõ òî÷êàõ êîíòóðà íàïðàâëåíèå âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó dl, êàñàòåëüíîìó ê êîíòóðó. ×åìó ðàâåí ìàãíèòíûé ïîòîê
ñêâîçü ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì?

10. Ìîæíî ëè, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì 	 � A ld
l

� , âû÷èñëèòü ìàãíèòíûé ïîòîê

ñêâîçü ïîâåðõíîñòü, ïðîõîäÿùóþ à) ïîëíîñòüþ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, á) ÷àñòè÷íî
â ïðîâîäÿùåé ñðåäå è ÷àñòè÷íî â äèýëåêòðèêå?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê òå÷åò ïî êðóãëîìó êîëüöó, ðàñïîëîæåííîìó â íåîäíîðîä-
íîé ñðåäå. Ïðè êàêîé ôîðìå ðàçìåùåííûõ â ïîëå òîêà íàìàãíè÷èâàþùèõñÿ òåë
âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë èìååò âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà òîëüêî
îäíó îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñîñòàâëÿþùóþ A�? Ïî÷åìó ïðè ïðîèçâîëüíîé ôîðìå
ôåððîìàãíèòíîãî òåëà èìåþòñÿ è äðóãèå ñîñòàâëÿþùèå?

2. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ââåäåííàÿ ñîîòíîøåíèåì B � rot A ôóíêöèÿ A íîñèò íà-
çâàíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ?

3. (Ð) Èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ óðàâíåíèé Ïóàññîíà äëÿ ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà è äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà, âûÿñíèòå
õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ôóíêöèè À(r) ïðè r�. â ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîëÿ.

4. (Ð) Ýëåêòðè÷åñêèé òîê i � 100 À òå÷åò ïî áåñêîíå÷íî äëèííîìó ïðÿìîëèíåé-
íîìó ïðîâîäó êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñîì R � 2 ñì, ðàñïîëîæåííîìó â îäíîðîä-
íîé ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �0. Ðàññ÷èòàéòå è ïîñòðîéòå êðèâûå çà-
âèñèìîñòåé À(r), Â(r) âíóòðè è âíå ïðîâîäà.

5. (Ð) Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàëîæåíèÿ, ðàññ÷èòàéòå çàâèñèìîñòü À(õ) âäîëü ëèíèè,
ñîåäèíÿþùåé áëèæàéøèå äðóã ê äðóãó òî÷êè äâóõ áåñêîíå÷íî äëèííûõ ïðÿìî-
ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ñ òîêàìè âñòðå÷íûõ íàïðàâëåíèé, ðàñïî-
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ëîæåííûõ â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �0. Ðàññòîÿíèå ìå-
æäó îñÿìè ïðîâîäîâ d � 10 ñì. Òîê êàæäîãî ïðîâîäà i � 80 À.

6. (Ð) Â ïàçó ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. Â27.2, ðàçìåùåíû
äâà ïðîâîäà ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ òîêàìè âñòðå÷-
íûõ íàïðàâëåíèé. Äîïóñêàÿ, ÷òî èìåþùèé åäèíñòâåí-
íóþ ñîñòàâëÿþùóþ Àz âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë
çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàòû ó, íàéäèòå çàâèñèìîñòè
Àz(ó), Âx(y) äëÿ 0 B y B h è ïîñòðîéòå êðèâûå èõ èçìåíå-
íèÿ. Òîê îäíîãî ïðîâîäà i � 50 À, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàå-
ìîñòü âåùåñòâà ïðîâîäà �0.

7. (Ð) Äâà îäèíàêîâûõ ïðÿìîëèíåéíûõ âåñüìà äëèííûõ
ïðîâîäà ñ òîêàìè i1 è i2 ïàðàëëåëüíû îñè z è ñèììåòðè÷-
íû îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè yz. Êàêèì óñëîâèÿì óäîâëå-
òâîðÿåò âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë â òî÷êàõ ïëîñ-
êîñòè yz ïðè à) i1 � –i2, á) i1 � i2?

8. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë À(r) ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî òî-
êàìè êîàêñèàëüíîãî êàáåëÿ. Ðàäèóñ æèëû R1 � 2 ñì, ðàäèóñû îáîëî÷êè R2 � 4 ñì,
R3 � 5 ñì. Òîê êàáåëÿ i � 100 À, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ðàâíà �0 âñþäó.

9. Ïðÿìîëèíåéíûé áåñêîíå÷íî äëèííûé ïðîâîä ñ òîêîì i � 10 À è ðàäèóñîì ñå-
÷åíèÿ R � 2 ñì ïîäâåøåí â âîçäóõå íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ òåëà íà âûñîòå
h � 4 ì. Îïðåäåëèòå âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë è åãî íîðìàëüíóþ ïðîèç-
âîäíóþ â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ à) èäåàëüíî íà-
ìàãíè÷åííîãî, á) èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî òåëà.

10. (Ð) Â ïëîñêîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî âåñüìà äëèí-
íîãî ïðîâîäà ñ òîêîì i � 20 À ðàñïîëîæåíû èçîáðà-
æåííûå íà ðèñ. Â27.3 êîíòóðû ïðÿìîóãîëüíîé (à)
è òðåóãîëüíîé (á) ôîðìû. Ðàññ÷èòàéòå ñöåïëåííûé
ñ êîíòóðàìè ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðèíèìàÿ a � 2 ñì,
b � 4 ñì, l � 4 ñì. Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ðàâíà
�0 âñþäó.

11. (Ð) Îäèí èç êðóãîâûõ êîíòóðîâ ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè z � 0, à äðóãîé —
â ïëîñêîñòè � � 0 öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Îïðåäåëèòå ïîòîêîñöåï-
ëåíèå âçàèìíîé èíäóêöèè.

12. (Ð) Ðàñïîëîæåíèå ïðîâîäîâ äâóõïðîâîäíûõ ëèíèé
óêàçàíî íà ðèñ. Â27.4.

Ðàññ÷èòàéòå âçàèìíóþ èíäóêòèâíîñòü ìåæäó ëèíèÿìè.
Ïðèìèòå � � �0.

13. Èçìåíåíèå âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà âî âñåì
ïðîñòðàíñòâå íà ïîñòîÿííîå ÷èñëî íå âëå÷åò çà ñîáîé
èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Îäíàêî ðàñ÷åò ýíåðãèè
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ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ôîðìóëàì Wì �
1

2
BH dV

V

� , Wì �
1

2
JAdV

V

� ïðèâîäèò ê ðàç-

ëè÷íûì ðåçóëüòàòàì. Êàê ýòî îáúÿñíèòü?

14. (Ð) Îïðåäåëèòå ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ìàãíèòíûå ïîòåíöèàëû è èõ ïðîèç-
âîäíûå ïî íîðìàëè íà êîíòóðå ñå÷åíèÿ òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå
(ïðè óñëîâèè ïëîñêîïàðàëëåëüíîñòè ïîëÿ) è âûïîëíåííîãî èç âåùåñòâà ñ èäå-
àëüíûìè ñâîéñòâàìè: à) � � ., , � 0, á) � � 0, , � ..

27.3. Êîìïëåêñíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêèå èç ëèíèé ñåìåéñòâ Uì � const, Vì � const (Vì — ôóíêöèÿ ïîòîêà) ìîæíî
èçîáðàçèòü â îáëàñòè à) ñâîáîäíîé îò òîêà, á) çàíÿòîé òîêîì?

2. Ïðàâèëüíî ëè óòâåðæäåíèå, ÷òî ëèíèè Uì � const ïîäõîäÿò ïîä ïðÿìûì óãëîì
ê ïîâåðõíîñòè ïðîâîäîâ ñ òîêàìè?

3. Èçìåíèòñÿ ëè ïîëîæåíèå ëèíèé Uì � const è
Vì � const, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Â27.5, åñëè èç-
ìåíèòü íàïðàâëåíèå òîêà íà ïðîòèâîïîëîæíîå
à) â îäíîì èç ïðîâîäîâ, á) â îáîèõ ïðîâîäàõ?

4. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ôóíêöèè ïîòîêà?

5. ßâëÿåòñÿ ëè êîíòóð ñå÷åíèÿ ïðîâîäà ñ òîêîì
ëèíèåé, íà êîòîðîé ôóíêöèÿ ïîòîêà ïðèíèìàåò
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå?

6. Èìååò ëè âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå íà êîíòóðå ñå÷åíèÿ ïðîâîäà ñ
òîêîì?

7. Íà êàêèõ èç ëèíèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Â27.5, âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåí-
öèàë ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ?

8. ßâëÿþòñÿ ëè ëèíèè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèé âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà
òåìè ëèíèÿìè, íà êîòîðûõ ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûå çíà÷å-
íèÿ?

9. Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü êàðòèíó ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ïðîâîäà ñ òîêîì, èçî-
áðàçèâ ñåìåéñòâà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ëèíèé Uì � const è Vì � const?

10. Èçìåíèòñÿ ëè âûðàæåíèå êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ëèíåéíîãî ïðîâîäà ñ òî-
êîì, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé z � x + jy ïðè ïåðåíîñå íà÷àëà êîîð-
äèíàò èç òî÷êè z � 0 â òî÷êó z � a + jb?

11. Âûïîëíÿåòñÿ ëè ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé
âíóòðè ëèíåéíûõ ïðîâîäîâ?

12. Ìîæíî ëè ââåñòè êîìïëåêñíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë â îáëàñòè ñ ýëåêòðè÷å-
ñêèì òîêîì?
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13. Êàêîå ïîëå îïèñûâàåò ôóíêöèÿ ( � Dz + C êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé z, åñëè
D — ìíèìàÿ ïîñòîÿííàÿ?

14. Êàðòèíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ òîêà i, ïîìåùåííîãî âî
âíåøíåå îäíîðîäíîå ïîëå, ïîêàçàíà íà ðèñ. Â27.6.
Ïðèâåäåò ëè ê èçìåíåíèþ êàðòèíû ïîëÿ èçìåíåíèå
íàïðàâëåíèÿ òîêà ïðîâîäà íà ïðîòèâîïîëîæíîå? Èç-
ìåíèòñÿ ëè ïðè ýòîì êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë?

15. Êàêîâî çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ â òî÷êå b íà ðèñ. Â27.6? Ñîõðàíÿåò ëè íàïðÿ-
æåííîñòü ïîëÿ â òî÷êàõ ëèíèè bfdb îäíî è òî æå çíà-
÷åíèå?

16. Ñïðàâåäëèâî ëè óòâåðæäåíèå î ïîñòîÿíñòâå íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ëèíèÿõ V � const
ïîëÿ óåäèíåííîãî ïðîâîäà à) êðóãëîãî ñå÷åíèÿ,
á) ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ñå÷åíèÿ?

17. Èçìåíèòñÿ ëè ôóíêöèÿ ïîòîêà â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè óåäèíåííîãî ïðîâîäà ñ
òîêîì, åñëè íåìàãíèòíîå âåùåñòâî ïðîâîäà çàìåíèòü íà ìàãíèòíîå?

18. Ñîîòâåòñòâóþò ëè äðóã äðóãó ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ ïðîâîäîâ
êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè?

19. (Î) Ïî÷åìó áëèçîñòü íåñêîëüêèõ ïðîâîäîâ ñ ïîñòîÿííûì òîêîì íå âûçûâàåò
ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ â íèõ òîêîâ: âåäü íà äâèæóùèåñÿ çàðÿæåííûå ÷àñòèöû ñî
ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ äåéñòâóåò ñèëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ÷àñòèöû äîëæíû
ñìåùàòüñÿ è ðàâíîìåðíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà íàðóøàòüñÿ?

20. Ñóùåñòâóþò ëè àíàëîãè÷íûå «ýëåêòðè÷åñêèì» öåíòðàì «ìàãíèòíûå» öåí-
òðû ïðîâîäîâ?

21. (Î). Â ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, ñâîáîäíîé îò òîêà, ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ïàðàëëåëüíû îñè y. Ìîãóò ëè îíè ñãóùàòüñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ðàñïîëîæåííóþ â âîçäóõå â ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíîì ïîëå ïðÿìîóãîëüíóþ ïëîùàäêó, íà äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñòîðîíàõ
êîòîðîé äëèíîé l � 2 ì ôóíêöèÿ ïîòîêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ Vì1 � 20 À, Vì2 � 25 A.

2. (Ð) Âûðàçèòå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàãíèòíîé èíäóêöèè ÷åðåç
à) âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë è åãî ïðîèçâîäíûå, á) ñêàëÿðíûé ìàãíèò-
íûé ïîòåíöèàë è åãî ïðîèçâîäíûå â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

3. (Ð) Êàêèì äîëæíî áûòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñàìè ëèíèé A � const êàð-
òèíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì ïîòîê ëþáîé
òðóáêè ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Íàéäèòå ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó ðàäèóñàìè ëèíèé êàê âíóòðè, òàê è âíå ïðîâîäà.

4. (Ð) Çàïèøèòå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë äâóõ áåñêîíå÷íî äëèííûõ ëèíåéíûõ
ïðîâîäîâ ñ òîêàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé ñ êîîðäèíàòàìè z1 � b + j0,
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z2 � –b + j0. Ðàññ÷èòàéòå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â òî÷êàõ îñåé Ox, Oy.
Òîê ïðîâîäà i � 100 À, b � 15 ñì.

5. (Ð) Âûðàçèòå ïðîèçâîäíóþ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ÷åðåç ñîñòàâëÿþùèå Hx,
Hy íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êàêèå îïåðàöèè ñëåäóåò âûïîëíèòü íàä
êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèÿ Hx + jHy?

6. (Ð) Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâåí ((z) � �
i

2�
ln z + C. Ðàñ-

ñ÷èòàéòå ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ïëîùàäêó äëèíîé l, äâå ñòîðîíû êîòîðîé ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Èõ êîîðäèíàòû ðàâíû
à) z1 � 1 + j 0, z2 � 0 + j 1, á) z1 � 1 + j 0, z2 � 2 + j 0, â) z1 � 2 + j 0, z2 � 2 + 2 j. Òîê
i � 200 A, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ðàâíà �0 âñþäó.

7. (Ð) Ïî ïðÿìîëèíåéíîìó àëþìèíèåâîìó ïðîâîäó ðàäèóñîì ra � 2 ñì ñî ñòàëü-
íîé ñåðäöåâèíîé ðàäèóñîì rc � 1 ñì òå÷åò òîê i � 20 A. Îïðåäåëèòå òîê êàæäîé èç
÷àñòåé ïðîâîäà è, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íàëîæåíèÿ, ðàññ÷èòàéòå êîìïëåêñíûé ìàã-
íèòíûé ïîòåíöèàë ïðîâîäà è ôóíêöèþ ïîòîêà âíóòðè íåãî. Óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîâîäèìîñòü àëþìèíèÿ — 3,5�107 Ñì/ì, ñòàëè — 107 Ñì/ì, ìàãíèòíàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü ðàâíà � � �0 âñþäó.

8. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå ìàãíèòíûé ïîòîê âíóòðè ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäà êðóãëîãî
ñå÷åíèÿ íà åäèíèöó äëèíû è ñîïîñòàâüòå åãî ñ âíóòðåííèì ïîòîêîñöåïëåíèåì
ïðîâîäà.

9. (Ð) Ðàññìàòðèâàÿ ïðîâîäà äâóõïðîâîäíîé âîçäóøíîé ëèíèè ïåðåäà÷è êàê
ëèíåéíûå êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, ðàññ÷èòàéòå âíåøíèé ìàãíèòíûé ïîòîê, îáðàçîâàí-
íûé ëèíèÿìè ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ïåðåñåêàþùèìè êðàò÷àéøèé îòðåçîê, ñî-
åäèíÿþùèé êîíòóðû ñå÷åíèé ïðîâîäîâ. Òîê ïðîâîäîâ i � 20 À (êîîðäèíàòû èõ
öåíòðîâ ðàâíû z2 � 9 + j 0 ñì, z1 � –9 + j 0 ñì), ðàäèóñû ñå÷åíèé R � 1 ñì.

27.4. Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ïî÷åìó ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé óïðîùàåò ðàc÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ?

2. Ïðÿìîëèíåéíûé ïðîâîä ñ ïîñòîÿííûì òîêîì ðàñïîëîæåí â âîçäóõå ïàðàë-
ëåëüíî ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè òåëà, îãðàíè÷èâàþùåé ñðåäó, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàå-
ìîñòü êîòîðîãî ïðèíÿòà ðàâíîé íóëþ. Ìîæíî ëè äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ ïðèìåíèòü
ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé?

3. Ïî÷åìó ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ðàñ÷åòà ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ïðîâîäà ñ òîêîì, ðàñïîëîæåííûì âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà �, îáðà-
çîâàííîãî ïîâåðõíîñòÿìè ôåððîìàãíèòíîãî òåëà, òîëüêî òîãäà,
êîãäà çíà÷åíèå �/� — öåëîå?

4. Ïî÷åìó ÷èñëî èçîáðàæåííûõ òîêîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. Â27.7,
äîëæíî áûòü ðàâíûì òðåì, à íå äâóì?

5. (Î) Íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ ôåððîìàãíèòíîãî òåëà, ìàã-
íèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî ïðèíÿòà áåñêîíå÷íî áîëüøîé,
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ðàñïîëîæåí èçîãíóòûé ïîä óãëîì 90P ïðîâîä ñ òîêîì, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàë-
ëåëüíû ïîâåðõíîñòè. Êàêîâà êîíôèãóðàöèÿ è íàïðàâëåíèå çåðêàëüíî èçîáðà-
æåííîãî òîêà? Ìîæíî ëè ïðèìåíèòü ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé, åñëè îäíà
èç ïðÿìîëèíåéíûõ ÷àñòåé ïðîâîäà ïàðàëëåëüíà ïîâåðõíîñòè, à äðóãàÿ ïåðïåí-
äèêóëÿðíà åé?

6. (Î) Ëèíåéíûé êðóãîâîé êîíòóð ñ òîêîì îõâàòûâàåò äëèííûé ñîîñíûé ñ íèì
öèëèíäð êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà êîòîðîãî áåñêî-
íå÷íî âåëèêà. Êàêîé âèä èìååò èçîáðàæåííûé òîê? Â êàêîé ÷àñòè ïðîñòðàíñò-
âà — âíóòðè ëèáî âíå öèëèíäðà — îí äîëæåí áûòü ðàñïîëîæåí?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Ïðÿìîëèíåéíûé áåñêîíå÷íî äëèííûé òîíêèé ïðîâîä ñ òîêîì i � 200 À
ïîäâåøåí íà âûñîòå 4,5 ì íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíî íàìàãíè÷åííîãî
òåëà. Ðàññ÷èòàéòå íàïðÿæåííîñòü Í ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà è ïî-
ñòðîéòå êðèâóþ èçìåíåíèÿ Í âäîëü ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòå ñèëó âçàèìîäåéñò-
âèÿ ïðîâîäà ñ òåëîì íà åäèíèöó åãî äëèíû.

2. (Ð) Ðåøèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîâîä ïîäâåøåí íàä ïëî-
ñêîé ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíîãî äèàìàãíèòíîãî òåëà, ó êîòîðîãî � � 0, , � ..

3. (Ð) Ïðÿìîëèíåéíûé áåñêîíå÷íî äëèííûé òîíêèé ïðîâîä ñ òîêîì i � 100 À
ïðîòÿíóò âíóòðè ïðÿìîãî äâóãðàííîãî óãëà ïàðàëëåëüíî åãî ñòîðîíàì, îáðàçî-
âàííûì âåùåñòâîì, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîãî � � .. Ðàññ÷èòàéòå ñèëó
ïðèòÿæåíèÿ ïðîâîäà ê ñòîðîíàì óãëà, åñëè ðàññòîÿíèÿ îò ïðîâîäà äî íèõ ðàâíû
d1 � 3 ì è d2 � 4 ì. Êàê èçìåíèòñÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ, åñëè âåùåñòâî ÿâëÿåòñÿ
èäåàëüíûì äèàìàãíåòèêîì?

4. (Ð) Ïðÿìîëèíåéíûé áåñêîíå÷íî äëèííûé òîíêèé ïðîâîä ñ òîêîì ðàñïîëîæåí
ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè ôåððîìàãíèòíûõ òåë
ïàðàëëåëüíî èì íà îäèíàêîâîì îò íèõ ðàññòîÿíèè, ðàâíîì d/2. Ñêîëüêî èçîáðà-
æåííûõ òîêîâ ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ïðè îïðåäåëåíèè ïîëÿ ìåæäó ïëîñ-
êîñòÿìè ìåòîäîì çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé? Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè òåë ïðè ó÷åòå k èçîáðàæåííûõ òîêîâ.

5. (Ð) Ïðÿìîëèíåéíûé áåñêîíå÷íî äëèííûé ïðîâîä ñ òîêîì i � 50 À ðàñïîëîæåí
â âîçäóõå ïàðàëëåëüíî áåñêîíå÷íîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè òåëà ñ ìàãíèòíîé ïðî-
íèöàåìîñòüþ � íà ðàññòîÿíèè h � 5 ñì îò íåå. Ðàññ÷èòàéòå è ïîñòðîéòå êðèâóþ
çàâèñèìîñòè ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ òîêà ïðîâîäà è ôåððîìàãíèòíîãî òåëà ïðè ðàç-
ëè÷íûõ �S îò 2�0 äî .. Ïðè êàêèõ âåëè÷èíàõ � äîïóùåíèå î åå áåñêîíå÷íî áîëü-
øîì çíà÷åíèè ïðèâîäèò ê ïîãðåøíîñòè â ðàñ÷åòå ñèëû, íå ïðåâûøàþùåé 5%?

28.1. Èíäóêòèâíîñòè êîíòóðîâ, êàòóøåê è òîêîïðîâîäîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. (Î) Çàâèñèò ëè èíäóêòèâíîñòü êîíòóðà îò õàðàêòåðà ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà ïî
ñå÷åíèþ ïðîâîäà êîíòóðà?
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2. (Î) Èìåþò ëè ñìûñë ïîíÿòèÿ èíäóêòèâíîñòè êîíòóðà è âçàèìíîé èíäóêòèâ-
íîñòè êîíòóðîâ ïðè äîïóùåíèè, ÷òî êîíòóðû ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî òîíêèìè?

3. Ìîãóò ëè èìåòü îñîáåííîñòü ïîäèíòåãðàëüíûå ôóíêöèè âûðàæåíèé
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èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàñ÷åòå èíäóêòèâíîñòè è âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè?

4. (Î) Ìîæíî ëè ðàññ÷èòàòü âçàèìíóþ èíäóêòèâíîñòü äâóõ êîíòóðîâ, åñëè ðàñ-
ïðåäåëåíèå òîêà â îäíîì èç íèõ íåèçâåñòíî?

5. (Î) Êîíòóð ñ òîêîì i ðàñïîëîæåí âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå. Èíäóêòèâ-

íîñòü êîíòóðà ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå L �
1
2i

dV
V

J A� , ãäå J — ïëîòíîñòü

òîêà. Ñëåäóåò ëè ïîä âåëè÷èíîé A ïîíèìàòü âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë
à) âíåøíåãî ïîëÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ êîíòóð, á) ïîëÿ òîêà êîíòóðà, â) ðåçóëü-
òèðóþùèé ïîòåíöèàë, îáóñëîâëåííûé êàê âíåøíèì, òàê è ïîëåì òîêà êîíòóðà?

6. Ïî÷åìó èíäóêòèâíîñòü óåäèíåííîãî êîíòóðà óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè
÷àñòîòû ïðîòåêàþùåãî ïî íåìó òîêà?

7. (Î) Êðóãîâîé âèòîê èçãèáàåòñÿ ïî äèàìåòðó òàê, ÷òî óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
ïîëóêîëåö èçìåíÿåòñÿ îò 180P äî 0P, êîãäà ïîëóêîëüöà ñëèâàþòñÿ. Êàê èçìåíÿåò-
ñÿ ïðè ýòîì èíäóêòèâíîñòü âèòêà?

8. (Î) Ìíîãîâèòêîâóþ êðóãîâóþ êàòóøêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóï-
íîñòü êðóãîâûõ âèòêîâ. Ðàâíà ëè èíäóêòèâíîñòü êàòóøêè ñóììå èíäóêòèâíî-
ñòåé åå âèòêîâ?

9. (Î) Ïðè êàêîì ðàñïîëîæåíèè äâóõ êðóãîâûõ êîíòóðîâ ñ òîêàìè ñèëà âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó íèìè îáðàùàåòñÿ â íóëü? Ðàâíà ëè íóëþ ïðè ýòîì âçàèìíàÿ èí-
äóêòèâíîñòü?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà âíóòðåííåé èíäóêòèâíîñòè ïðÿìîëè-
íåéíîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ íà åäèíèöó åãî äëèíû íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ

Lâíóòð �
2

2

W

i

ì ïðè äîïóùåíèè, ÷òî òîê ðàñïðåäåëåí ïî ñå÷åíèþ ïðîâîäà ðàâíîìåð-

íî.

2. Ñîïîñòàâüòå âíóòðåííèå èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, íàéäåí-
íûå ïðè ðàâíîìåðíîì (k � 0) è íåðàâíîìåðíîì [J(r) � J0(1 + kr), k � 0] ðàñïðåäå-
ëåíèè òîêà ïî åãî ñå÷åíèþ. Êîîðäèíàòó r îòñ÷èòûâàéòå îò îñè ïðîâîäà.

3. (Ð) Ñðàâíèòå âíóòðåííþþ è âíåøíþþ èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäîâ äâóõïðîâîä-
íîé âîçäóøíîé ëèíèè ïåðåäà÷è, ðàäèóñû R êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ ðàññòîÿíèåì ìå-
æäó îñÿìè ñîîòíîøåíèåì D � 10R. Ðàñ÷åò âûïîëíèòå ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàãíèò-
íàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà ïðîâîäîâ ðàâíà à) �0, á) 100�0.
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4. Â êîàêñèàëüíîì êàáåëå òîëùèíà îáîëî÷êè, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàòíûì ïðîâîäîì,
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åå ñðåäíåãî ðàäèóñà R0, â ñâÿçè ñ ÷åì îáîëî÷êó ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê áåñêîíå÷íî òîíêóþ. Íàéäèòå îòíîøåíèå èíäóêòèâíîñòåé
Lâíóòð/Lâíåø êàáåëÿ, åñëè æèëà âûïîëíåíà èç à) àëþìèíèÿ, á) ñòàëè ñ ìàãíèòíîé
ïðîíèöàåìîñòüþ 100�0. Ðàäèóñ æèëû ðàâåí R1.

5. (Ð) Òîêîïðîâîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå âåñüìà äëèííûå ïðÿìîëèíåéíûå
øèíû ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ ðàâíûìè òîêàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëå-
íèé, âûñîòà h êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî áîëüøå øèðèíû d êàæäîé èç øèí è ðàññòîÿ-
íèÿ D ìåæäó áëèæíèìè äëèííûìè ñòîðîíàìè øèí. Ïðåíåáðåãàÿ èñêàæåíèåì
ïîëÿ ó êðàåâ øèí, ðàññ÷èòàéòå èíäóêòèâíîñòü òîêîïðîâîäà íà åäèíèöó åãî äëè-
íû ïðè óñëîâèè, ÷òî ïëîòíîñòü òîêà ïî òîëùèíå êàæäîé èç øèí à) J � const,

á) J(x) � J0
x

d
, ãäå êîîðäèíàòà x ëåæèò â ïðåäåëàõ 0 B x B d è îòñ÷èòûâàåòñÿ îò

âíåøíèõ ñòîðîí øèí. Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü øèí è îêðóæàþùåé èõ ñðåäû
ðàâíà �0.

6. (Ð) Äëÿ óëó÷øåíèÿ óñëîâèé îõëàæäåíèÿ òîêîïðîâîäà êàæäàÿ èç åãî ïðÿìî-
óãîëüíûõ øèí òîëùèíîé 2d çàìåíåíà äâóìÿ øèíàìè òîëùèíîé d. Ïîëó÷èòå
âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè òîêîïðîâîäà, ïî äâóì ñîñåäíèì øèíàì
êîòîðîãî òå÷åò òîê îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, à ïî äâóì äðóãèì ñîñåäíèì øèíàì —
ïðîòèâîïîëîæíîãî. Ñðàâíèòå èíäóêòèâíîñòü òàêîãî òîêîïðîâîäà ñ èíäóêòèâíî-
ñòüþ òîêîïðîâîäà èç äâóõ øèí òîëùèíîé 2d êàæäàÿ è ðàñòîÿíèåì d ìåæäó íèìè.
Ðàññòîÿíèå d ìåæäó ñîñåäíèìè øèíàìè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå èõ âûñîòû h. Ìàã-
íèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü øèí è îêðóæàþùåé èõ ñðåäû ðàâíà �0. Ïëîòíîñòü òîêà
øèí ïîñòîÿííà. Òîêè øèí êàæäîãî òîêîïðîâîäà îäèíàêîâû.

7. (Ð) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè òîêîïðîâîäà íà åäèíèöó
åãî äëèíû, ñîäåðæàùåãî ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíûå øèíû òîëùèíîé d êàæäàÿ, îáðà-
ùåííûå äðóã ê äðóãó äëèííûìè ñòîðîíàìè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè øèíà-
ìè d. Ïî ïåðâîé øèíå, ñ÷èòàÿ ñëåâà íàïðàâî, è ïî òðåòüåé òå÷åò òîê ïðÿìîãî íà-
ïðàâëåíèÿ, ïî âòîðîé è ÷åòâåðòîé — îáðàòíîãî. Ñðàâíèòå èíäóêòèâíîñòü òàêîãî
òîêîïðîâîäà ñ èíäóêòèâíîñòüþ òîêîïðîâîäà, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùèõ
äâóõ çàäà÷àõ. Âûñîòà h øèí îäèíàêîâà è çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò èõ òîëùèíó
è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü øèí è îêðóæàþùåé èõ
ñðåäû ðàâíà �0. Ïëîòíîñòü òîêà øèí ïîñòîÿííà. Òîêè øèí êàæäîãî òîêîïðîâîäà
îäèíàêîâû.

8. (Ð) Èíäóêòèâíîñòè êîíòóðîâ ðàâíû L1 è L2. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
çíà÷åíèå èõ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè.

9. Äâà îäèíàêîâûõ ñîîñíûõ ìåäíûõ êîëüöà íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè äðóã îò
äðóãà, ðàâíîì èõ ðàäèóñó R. Ðàäèóñû ïðîâîäîâ êîëåö à � 0,1R. Ïîëó÷èòå âûðàæå-
íèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ñâÿçè.

10. (Ð) Êðóãîâîé êîíòóð ðàäèóñîì R � 10 ñì âûïîëíåí èç ïðîâîäà ðàäèóñîì
a � 0,5 ñì, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà êîòîðîãî ðàâíà � � 100�0. Ìîæíî
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ëè ïðè âû÷èñëåíèè èíäóêòèâíîñòè ïðåíåáðå÷ü åãî âíóòðåííåé èíäóêòèâíîñòüþ,
åñëè ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà íå äîëæíà ïðåâûøàòü 5%? Èçìåíèòñÿ ëè îòâåò, åñëè
êîíòóð âûïîëíåí èç íåìàãíèòíîãî (� � �0) âåùåñòâà? (Òîê â êîíòóðå ïîñòîÿí-
íûé.)

11. (Ð) Êðóãîâîé êîíòóð èç ìåäíîãî ïðîâîäà ðàäèóñîì R, çíà÷èòåëüíî ïðåâû-
øàþùèì ðàäèóñ a åãî ñå÷åíèÿ, ïîìåùåí âî âíåøíåå îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå
ñ èíäóêöèåé B � 10–3�cos 314t Òë, íàïðàâëåííîå ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè êîëüöà.
Ðàññ÷èòàéòå ìîùíîñòü ïîòåðü â êîíòóðå ïðè äîïóùåíèè, ÷òî ìàãíèòíûé ïîòîê,
îáóñëîâëåííûé èíäóöèðîâàííûì â êîíòóðå òîêîì, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âíåøíå-
ãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ðàâíà �0 âñþäó, R � 3 ñì,
a � 1 ìì. Óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ìåäè 5,7�107 Ñì/ì.

12. (Ð) Ðàäèóñ ðàñïîëîæåííîãî â âîçäóõå êðóãîâîãî âèòêà ðàâåí 4 ñì. Ïîñòðîéòå
êðèâóþ çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ åãî èíäóêòèâíîñòè ê ñîïðîòèâëåíèþ ïðè ïî-
ñòîÿííîì òîêå îò ðàäèóñà ïðîâîäà, åñëè ìàòåðèàë âèòêà à) ìåäü, á) ñòàëü ñ ìàã-
íèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ 200�0. Óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü ñòàëè
5�106 Ñì/ì.

28.2. Ìåòîä ó÷àñòêîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ìîæíî ëè ïðèìåíèòü ìåòîä ó÷àñòêîâ äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè êîíòóðîâ
â à) íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñðåäå, á) êóñî÷íî-îäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñðåäå,
â) íåëèíåéíîé ñðåäå, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîòîðîé çàâèñèò îò òîêà êîí-
òóðîâ?

2. Ñëåäóåò ëè ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà ó÷àñòêîâ ïðåäñòàâèòü âíóòðåííþþ èíäóê-
òèâíîñòü òàêæå â âèäå ñóììû âíóòðåííèõ èíäóêòèâíîñòåé ó÷àñòêîâ?

3. (Î) Ïî÷åìó ïîíÿòèÿ èíäóêòèâíîñòè ó÷àñòêà ïðîâîäà è âçàèìíîé èíäóêòèâíî-
ñòè ìåæäó ó÷àñòêàìè ïðîâîäîâ ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè?

4. Ýëåêòðè÷åñêèé òîê íå ìîæåò ïðîòåêàòü â îòðåçêå ïðîâîäà, òàê êàê ïîñëåäíèé
íåçàìêíóò. Îäíàêî âûðàæåíèÿ äëÿ èíäóêòèâíîñòè è âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè
îòðåçêîâ ïîçâîëÿþò íàéòè èíäóêòèâíîñòü çàìêíóòûõ êîíòóðîâ. Ïî÷åìó ýòî âîç-
ìîæíî?

5. Ïî÷åìó ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ìåòîäîì ñðåä-
íèõ ïîòåíöèàëîâ èñïîëüçóþò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè è èí-
äóêòèâíîñòè ýòèõ îòðåçêîâ òîëüêî â ñëó÷àÿõ ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ ïðî-
âîäîâ?

6. (Ð) Âíåøíÿÿ èíäóêòèâíîñòü êâàäðàòíîãî êîíòóðà ðàçìåðîì aKa ðàâíà Lê. Ðàâ-
íà ëè 2Lê âíåøíÿÿ èíäóêòèâíîñòü ïðÿìîóãîëüíîãî êîíòóðà ðàçìåðîì aK2a?

7. (Ð) Êàêîâ ñðåäíèé ðàäèóñ êðóãîâîãî âèòêà, èìåþùåãî òàêóþ æå âíåøíþþ èí-
äóêòèâíîñòü, ÷òî è êâàäðàòíûé âèòîê ñî ñòîðîíîé à? Ðàäèóñ ïðîâîäà âèòêîâ
r a0 HH .
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28.3. Èíäóêòèâíîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Ìîæåò ëè âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü äâóõ äâóõïðîâîäíûõ ëèíèé îáðà-
ùàòüñÿ â íóëü? Ìîæíî ëè ýòîãî äîñòè÷ü ïóòåì âûáîðà ïîëîæèòåëüíûõ íàïðàâ-
ëåíèé òîêîâ ëèíèé?

2. (Î) Ïî÷åìó èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäîâ, íàéäåííàÿ ïðè ïîñòîÿííîì òîêå, îòëè-
÷àåòñÿ îò èíäóêòèâíîñòè ïðè ïåðåìåííîì òîêå? Îò êàêèõ ôàêòîðîâ çàâèñèò ðàç-
ëè÷èå?

3. Ïðàâèëüíî ëè áóäåò ðàññ÷èòàíà èíäóêòèâíîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè íà åäè-

íèöó äëèíû ñ ïðîâîäàìè ðàäèóñàìè R ïî ôîðìóëå L �
4
i
, åñëè îïðåäåëèòü ïîòî-

êîñöåïëåíèå 4 êàê ðàçíîñòü ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé âåêòîð-
íîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà?

4. (Ð) Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäóêòèâíîñòè ïðÿìîóãîëüíîé
ðàìêè, íàéäèòå åå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå, êîãäà äëèíà äâóõ åå ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, à ðàññòîÿíèå d ìåæäó íèìè, ðàâíîå äëèíå
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí, êàê è ðàäèóñ r0 ïðîâîäà, ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.
Ñðàâíèòå íàéäåííîå âûðàæåíèå ñ ôîðìóëîé äëÿ èíäóêòèâíîñòè äâóõïðîâîäíîé
ëèíèè, ðàäèóñ ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ êîòîðîé r0, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîäàìè d.

5. (Ð) Îïðåäåëèòå èíäóêòèâíîñòü ïðÿìîëèíåéíîãî íåìàãíèòíîãî ïðîâîäà êðóã-
ëîãî ñå÷åíèÿ ðàäèóñîì R è äëèíîé l, ïîäâåøåííîãî íà âûñîòå h (l 00 h) íàä ïëî-
ñêîé ïîâåðõíîñòüþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî òåëà, âûïîëíÿþùåãî ðîëü ïðîâîäà
ñ òîêîì îáðàòíîãî íàïðàâëåíèÿ.

6. (Ð) Âîçäóøíàÿ äâóõïðîâîäíàÿ ëèíèÿ ðàñïîëîæåíà ïàðàëëåëüíî ïëîñêîé ïî-
âåðõíîñòè çåìëè. Ðàäèóñû ïðîâîäîâ R � 1 ñì, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè D � 1 ì,
âûñîòà ïîäâåñà ïðîâîäîâ h1 � 5 ì, h2 � 6 ì, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà
ïðîâîäîâ � � 100�0. Çåìëÿ îáëàäàåò èäåàëüíûìè ïðîâîäÿùèìè ñâîéñòâàìè. Îï-
ðåäåëèòå ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì
çåìëè.

7. (Ð) Íàéäèòå èíäóêòèâíîñòè âîçäóøíûõ äâóõïðîâîäíûõ ëèíèé, ïðîòÿíóòûõ
âáëèçè ïîâåðõíîñòåé ñ èäåàëüíûìè ïðîâîäÿùèìè ñâîéñòâàìè. Ìàãíèòíàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü âåùåñòâà ïðîâîäîâ ðàâíà 100�0, ðàäèóñû èõ ñå÷åíèé — R (ðèñ. Â28.1).

Âàðèàíò h1, ì h2, ì h3, ì h4, ì d, ì D, ì r1, ì r2, cì R, cì R0, ì

à 4 4 5 6 – – – – 2 –

á 0,2 0,3 – – 1 0,3 – – 1 –

â 0,2 0,4 0,1 0,3 0,5 – – – 0,2 –

ã – – – – – – 4 5 2 2

ä – – – – – – 0,2 0,4 1 0,5
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8. (Ð) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè,
ðàññ÷èòàéòå ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ òîêîâ ïðîâîäîâ è ñðàâíèòå åå ñ ñèëîé, ïîëó-
÷àåìîé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òîêè ïðîâîäîâ ñîñðåäîòî÷åíû íà èõ îñÿõ.

28.4. Èíäóêòèâíîñòü òðåõôàçíîé ëèíèè

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ñîõðàíèòñÿ ëè íåèçìåííîé èíäóêòèâíîñòü òðåõôàçíîé ëèíèè ïðè çàìåíå
ïðîòåêàþùåé â íåé ñèñòåìû òîêîâ ïðÿìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ñèñòåìó òîêîâ
à) îáðàòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè? á) íóëåâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?

2. Ïðîâîäà ëèíèé ïåðåäà÷è ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî ïîâåðõíîñòè çåìëè. Êà-
êîå âëèÿíèå íà èíäóêòèâíîñòü òðåõôàçíîé ëèíèè ìîæåò îêàçàòü çåìëÿ?

3. Çàâèñèò ëè èíäóêòèâíîñòü òðåõôàçíîé ëèíèè îò ïîðÿäêà ãàðìîíèêè ïðîòå-
êàþùåãî ïî íåé òîêà?

4. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîâîäàìè òðåõôàçíîé ëèíèè ïåðåäà÷è D12 � D13 � D23.
Â êàêîé èç ôàç äîïîëíèòåëüíîå àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ýêâèâàëåíòíîé èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäà
òðàíñïîíèðîâàííîé òðåõôàçíîé ëèíèè, ðàñïîëîæåííîé íàä ïëîñêîé ïîâåðõíî-
ñòüþ çåìëè ïðè óñëîâèè, ÷òî óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü çåìëè áåñ-
êîíå÷íî âåëèêà. Âûñîòà ïîäâåñà ïðîâîäîâ — h1, h2, h3, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè
D12, D13, D23, ðàäèóñû ñå÷åíèé ïðîâîäîâ — R1, R2, R3.

2. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå ýêâèâàëåíòíóþ èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäà òðåõôàçíîé òðàíñïî-
íèðîâàííîé ëèíèè äëèíîé 10 êì, ïðîâîäà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñ-
êîñòè. Ðàäèóñû ñå÷åíèé ïðîâîäîâ R � 5 ìì, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîâî-
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äàìè D � 2 ì. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñ èíäóêòèâíîñòüþ êàæäûõ äâóõ
ïðîâîäîâ ëèíèè, ïðèíèìàÿ � � �0 âñþäó.

3. (Ð) Ó êàêîé èç äâóõ âîçäóøíûõ òðåõôàçíûõ òðàíñïîíèðîâàííûõ ëèíèé ñ ïðî-
âîäàìè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ýêâèâàëåíòíàÿ èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäà áîëüøå:
ïðîâîäà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû â à) âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ äëè-
íîé ñòîðîíû D èëè á) â îäíîé ïëîñêîñòè òàê, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè
ïðîâîäàìè ðàâíî D? Ïðè êàêîé äëèíå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èíäóêòèâíîñòè ëè-
íèé ðàâíû?

4. (Ð) Â ýëåêòðè÷åñêîé ïå÷è òðåõôàçíûé òîê ïîäâîäÿò ïî òðåì êðóãëûì ìåäíûì
øèíàì ðàäèóñàìè 1,2 ñì, îñè êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ñîñåäíèìè øèíàìè D � 0,2 ì. Äëèíà øèí 8 ì, ÷àñòîòà òîêà f � 50 Ãö, òîê
øèíû I � 3000 À. Ðàññ÷èòàéòå ìîùíîñòü, ïåðåíîñèìóþ èç îäíîé ôàçû â äðóãóþ.
Îïðåäåëèòå, êàêóþ ÷àñòü ñîñòàâëÿåò ýòà ìîùíîñòü îò àêòèâíîé ìîùíîñòè, âûäå-
ëÿåìîé â øèíàõ.

5. (Ð) Ïðîâîäà òðåõôàçíîé ëèíèè ïðîòÿíóòû âáëèçè ïîâåðõíîñòåé ñ èäåàëüíû-
ìè ïðîâîäÿùèìè ñâîéñòâàìè è ðàâíîóäàëåíû äðóã îò äðóãà (ðèñ. Â28.2). Ðàññ÷è-
òàéòå ýêâèâàëåíòíóþ èíäóêòèâíîñòü îäíîãî ïðîâîäà, ó÷èòûâàÿ òðàíñïîçèöèþ
ïðîâîäîâ (âàðèàíòû à–ã). Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà ïðîâîäîâ ðàâíà
100�0. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì íåîäíîðîä-
íîñòè ñðåäû. ×èñëåííûå äàííûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå ê óïð. 10, § 25.3.
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Ãëàâà äâàäöàòü äåâÿòàÿ

Ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â äèýëåêòðèêå

29.1. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â äèýëåêòðèêå.
Ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ áûëè èññëåäîâàíû ÷àñòíûå ïðîÿâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ: ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, îêðóæàþùèå ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ çàðÿ-
æåííûõ òåë, è ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ, îêðóæàþùèå ñèñòåìû íåïî-
äâèæíûõ êîíòóðîâ ñ ïîñòîÿííûìè òîêàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè çàðÿäîâ, èçìåíÿþùèõñÿ âî
âðåìåíè òîêîâ, äâèæóùèõñÿ çàðÿæåííûõ èëè íàìàãíè÷åííûõ òåë èëè äâèæó-
ùèõñÿ êîíòóðîâ ñ òîêàìè â îêðóæàþùåì èõ ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïåðåìåí-
íîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â íåïî-
äâèæíûõ îäíîðîäíûõ è èçîòðîïíûõ ñðåäàõ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ïîëÿ íåîá-
õîäèìî îáðàòèòüñÿ ê ïîëíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîâîäèìîñòü äèýëåêòðèêà ðàâíà íóëþ (, � 0) è ÷òî ñâî-
áîäíûå çàðÿäû â äèýëåêòðèêå îòñóòñòâóþò (� � 0). Â òàêîé ñðåäå ìîãóò ñóùåñò-
âîâàòü òîëüêî òîêè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ.



Äëÿ òîãî ÷òîáû ëó÷øå âûÿâèòü îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ â ýëåêòðîìàãíèòíîì
ïîëå, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòåéøèé ñëó÷àé — ïëîñêóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ
âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â îäíîðîäíîì è èçîòðîïíîì äèýëåêòðèêå. Ýëåêòðî-
ìàãíèòíàÿ âîëíà íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé, êîãäà âñå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå
èíòåíñèâíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïðîöåññà, çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé èç äåêàð-
òîâûõ êîîðäèíàò, íàïðèìåð îò êîîðäèíàòû z. Ïðèáëèçèòåëüíî òàêîé õàðàêòåð
èìååò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, èçëó÷åííàÿ àíòåííîé, åñëè ýòó âîëíó ðàññìàòðè-
âàòü â íåáîëüøîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò èçëó÷àþùåãî
öåíòðà.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû E è H íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò x è y, ò. å.
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Ñëåäîâàòåëüíî, E è H ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî z è t. Ó÷èòûâàÿ åùå óñëî-
âèÿ , � 0 è � � 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ïîëÿ â âèäå
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå âûçâàíî èñòî÷íèêàìè, íå ñîäåðæàùèìè ïîñòîÿííûõ
òîêîâ è ïîñòîÿííûõ çàðÿäîâ, êàê ýòî è èìååò ìåñòî â ñëó÷àå èçëó÷åíèÿ âîëí àí-
òåííîé. Òîê è íàïðÿæåíèå â àíòåííå íå èìåþò ïîñòîÿííûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Â òà-
êîì ñëó÷àå âåêòîðû E è H íå ìîãóò èìåòü ñîñòàâëÿþùèõ, íå çàâèñÿùèõ îò âðåìå-
íè, è óðàâíåíèÿ (â') è (å') äàþò

E Hz z� � � �const const0 0; .

Âûáåðåì íàïðàâëåíèå îñåé OX è OY òàê, ÷òîáû âåêòîð E áûë íàïðàâëåí ïî îñè
OX. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, åñëè âåêòîð E âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì
íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ, ò. å. êîãäà âîëíà ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðèçîâàííîé. Òàêèå óñ-
ëîâèÿ, â ÷àñòíîñòè, îáåñïå÷èâàþòñÿ ïðè èçëó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íå-
ïîäâèæíîé àíòåííîé. Â òàêîì ñëó÷àå èìååì Ey � 0. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ (á') è

(ã') äàþò
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H

z
x � 0 è

�

�

H

t
x � 0, ò. å. Hx � const � 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð H íàïðàâëåí ïî îñè OY. Ìû ïîëó÷àåì ïåðâûé ñóùåñò-
âåííûé âûâîä: â ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíå, ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â îäíî-
ðîäíîì è èçîòðîïíîì äèýëåêòðèêå, âåêòîðû E è H âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû:

E H5 .

Èòàê, îñòàþòñÿ äâà óðàâíåíèÿ (à') è (ä'):

� � � �
�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

H

z

E

t
a

E

z

H

t
ä

y x x y
; ( ) . ( )' '
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Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå ïî z è ïåðâîå ïî t, ïîëó÷àåì

�

�
�
�

� �

�

� �
�
�

�

2

2

2 2 2

2

E

z

H

t z

H

z t

E

t

x y y x� � � �; ,

îòêóäà èìååì
�

�

�

�

2

2

2
2

2

E

t
v

E

z

x x� ,
(*)

ïðè÷åì v �
1

��
.

Óðàâíåíèÿ (à'), (ä') è (*) ïî ôîðìå ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íû óðàâíåíèÿì

� � � � �
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

i

x
C

u

t

u

x
L

i

t

u

t
v

u

x

1 1 1 1
2

1

2

2
2

1

2
; ;

(ïðè÷åì v �
1

LC
), ïîëó÷åííûì â ÷. II ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ

â íåèñêàæàþùåé îäíîðîäíîé ëèíèè. Ðåøåíèå ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé áûëî íàé-
äåíî â âèäå

u x vt x vt1 � � � �� T( ) ( );

i
C

L
x vt x vt1 � � � �[ ( ) ( )].� T

Ïîëüçóÿñü ýòèì ðåøåíèåì, ìîæåì íàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ Ex è Hy, çàìåíèâ â
ïîñëåäíèõ âûðàæåíèÿõ u1 íà Ex, i1 íà Hy, x íà z, C íà � è L íà �. Ïðîèçâåäÿ ýòó çà-
ìåíó è îáîçíà÷àÿ ôóíêöèè îò (z – vt) è îò (z + vt) ÷åðåç F1(z – vt) è F2(z + vt), áó-
äåì èìåòü èñêîìûå âûðàæåíèÿ â âèäå

E F z vt F z vtx � � � �1 2( ) ( );

H F z vt F z vty � � � �
�
�

[ ( ) ( )].1 2

Òàê êàê ïî óñëîâèþ Ex è Hy íå èìåþò ñîñòàâëÿþùèõ, íå çàâèñÿùèõ îò âðåìå-
íè, òî è ôóíêöèè F1 è F2 íå èìåþò ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ.

Âûÿñíèì ñìûñë, êîòîðûé èìåþò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ:

E F z vt H F z vtx y1 1 1 1� � � �( ); ( ).
�
�

Â ëþáîé òî÷êå, äâèæóùåéñÿ â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó îñè OZ ñî ñêîðîñòüþ
dz/dt � v, çíà÷åíèÿ Ex1 è Hy1 îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæåíèå
òàêîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé z � vt + z0 è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíû Ex1

è Hy1 â ýòîé äâèæóùåéñÿ òî÷êå èìåþò çíà÷åíèÿ:

E F vt z vt F zx1 1 0 1 0� � � � �( ) ( ) ;const

H F zy1 1 0� �
�
�

( ) .const
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Ex1 èëè âåëè÷èíû
Hy1 ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíîé îñè OZ ñî ñêîðîñòüþ v. Ïîýòîìó
ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ýòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò ñîáîé ýëåêòðîìàãíèò-
íóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ v â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè
îñè OZ (ïðÿìóþ âîëíó). Òàê êàê ñ âåëè÷èíàìè E è H ñâÿçàíà îïðåäåëåííàÿ ïëîò-
íîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî äâèæóùàÿñÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà
íåñåò ñ ñîáîé îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè.

Ïðè ïîìîùè àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ÷àñò-
íûå ðåøåíèÿ

E F z vt H F z vtx y2 2 2 2� � � � �( ); ( )
�
�

îïðåäåëÿþò ñîáîé ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ v â îòðè-
öàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè OZ (îáðàòíóþ âîëíó).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ

v �
1

��
.

Ýòà ñêîðîñòü çàâèñèò òîëüêî îò ìàãíèòíûõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû.
Â ïóñòîòå îíà ðàâíà

c � � � 1 �
1

2 998 10 3 10
0

8 8

� � D
, .ì ñ ì ñ

Àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé
ñâÿçàíû êàê â ïðÿìîé, òàê è â îáðàòíîé âîëíå ñîîòíîøåíèåì

H E�
�
�

,

îòêóäà ïîëó÷àåì

� �H E2 2

2 2
� .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðÿìàÿ èëè òîëüêî îáðàòíàÿ âîëíà,
òî ýíåðãèè ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà àíàëîãèþ, êîòîðóþ ìîæíî ïðîâåñòè ìåæäó ðàññìîò-
ðåííûì ÿâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â äèýëåê-
òðèêå, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ íàïðÿæåííîñòÿìè Ex è Hy, è ÿâëåíèåì ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí íàïðÿæåíèÿ u è òîêà i â îäíîðîäíîé ëèíèè ïðè îòñóòñòâèè ïîòåðü â
ëèíèè. Óæå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ Ex ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî âûðà-
æåíèþ äëÿ u è ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèå äëÿ Hy àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ äëÿ i.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü âåëè÷èíó E êàê ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ, îòíåñåííîå ê åäèíèöå äëèíû ëèíèè
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, è ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíó H — êàê òîê,
îòíåñåííûé ê åäèíèöå äëèíû ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì
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îòíîøåíèå Ex1/Hy1 � � � � z èìååò ðàçìåðíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê â î ë í î â î å ñ î ï ð î ò è â ë å í è å ñ ð å ä û àíàëî-
ãè÷íî âîëíîâîìó ñîïðîòèâëåíèþ z � L C îäíîðîäíîé ëèíèè. Â ñëó÷àå ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ âîëíû â ïóñòîòå èìååì

z0
0

0

7

9

4 10

1 4 9 10
120 377� �

�

� �
� �

��

�
�

�
�

( )
Îì.

Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè v � 1/ �� ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-

íû â äèýëåêòðèêå àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ äëÿ ñêîðîñòè v � 1/ LC ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ âîëí â ëèíèè.

Ìîæíî áûëî áû ââåñòè âìåñòî ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîíñòàíò �0 è �0 äâå äðóãèå,
âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç íèõ, ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû, à èìåííî:

z c0
0

0 0

1
� �

�

� � � D
è ,

÷òî ëó÷øå áû âûðàæàëî âîëíîâûå ñâîéñòâà ïîëÿ.
×òîáû óÿñíèòü âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîâðåìåííî è ïðÿìîé è îáðàò-

íîé âîëí, ðàññìîòðèì ïåðåõîä âîëíû èç ñðåäû ñ àáñîëþòíîé äèýëåêòðè÷åñêîé
è àáñîëþòíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòÿìè �1 è �1 â ñðåäó ñ ïðîíèöàåìîñòÿìè �A
è �2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñðåäû ðàçäåëåíû ïëîñêîñòüþ è ÷òî âîëíà ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ â íàïðàâëåíèè, íîðìàëüíîì ê ïëîñêîñòè ðàçäåëà. Ïàäàþùàÿ â ïåðâîé ñðåäå
íà ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà âîëíà (E�1, H�1) (ïðÿìàÿ âîëíà) ÷àñòè÷íî ïðîõîäèò ñêâîçü
ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà, îáðàçóÿ âî âòîðîé ñðåäå ïðåëîìëåííóþ (ïðÿìóþ) âîëíó
(E�2, H�2) è ÷àñòè÷íî îòðàæàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, îáðàçóÿ â ïåðâîé ñðåäå
îòðàæåííóþ (îáðàòíóþ) âîëíó (ET1, HT1). Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿ-
ìè ïîëÿ äëÿ ýòèõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ìîæíî íàïèñàòü, èñïîëüçîâàâ íà
îñíîâàíèè âûøåîòìå÷åííîé àíàëîãèè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è òî-
êàìè â ïàäàþùèõ, ïðåëîìëåííûõ è îòðàæåííûõ âîëíàõ òîêà è íàïðÿæåíèÿ.

Èìååì íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà:

E
z

z z
E E

z z

z z
E� � T �2

2

2 1

1 1
2 1

2 1

1

2
�

�
�

�

�
; ;

H
z

z z
H H

z z

z z
H� � T �2

1

1 2

1 1
1 2

1 2

1

2
�

�
�

�

�
; ,

ãäå z1 � � �>1 è z2 � � �2 2 — ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå ñîïðîòèâëåíèÿ ïåð-

âîé è âòîðîé ñðåäû.
Åñëè z2 � z1, òî îòðàæåííûå âîëíû îòñóòñòâóþò.
Åñëè z2 > z1, òî E�1 è ET1 èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, a H�1 è HT1 — ðàçíûå çíàêè.

Â ïåðâîé ñðåäå â ðåçóëüòàòå ÷àñòè÷íîãî îòðàæåíèÿ âîëíû íàïðÿæåííîñòü ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ E1 � E�1 + ET1 âîçðàñòàåò, à íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ
H1 � H�1 + HT1 óáûâàåò. Ïðè z2 < z1 èìååì îáðàòíóþ êàðòèíó.
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Âñå îñòàëüíûå âûâîäû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
â îäíîðîäíûõ ëèíèÿõ áåç ïîòåðü, ìîãóò áûòü ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåíå-
ñåíû íà èññëåäóåìûé ñëó÷àé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîë-
íû â äèýëåêòðèêå.

Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþùåé âîëíû ñî-
ñòàâëÿåò íåêîòîðûé óãîë ñ íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä, äëÿ íàõîæäå-
íèÿ îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âñå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ âåêòîðîâ E, D, H è B.

29.2. Âåêòîð Ïîéíòèíãà

Îïðåäåëèì ìîùíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè, îòíåñåííóþ ê åäèíèöå ïîâåðõíîñòè, íîð-
ìàëüíîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òîëüêî âîëíà, äâèæóùàÿñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè. Â òàêîì ñëó÷àå îáúåì-
íàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà

� � � �
�

� �
�

��
E H E

H
H

E EH
v

EH
2 2

2 2 2 2

1
� � � � �

è, ñëåäîâàòåëüíî, â îáúåìå dV � dl ds (ðèñ. 29.1) çàêëþ÷åíà
ýíåðãèÿ

1

v
EH dl ds.

Îòðåçîê ïóòè dl âîëíà ïðîõîäèò çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt,
êîòîðûé ñâÿçàí ñ dl ñîîòíîøåíèåì dl � v dt.

Ìîùíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå ïîâåðõíîñòè, íîðìàëüíîé ê
âåêòîðó ñêîðîñòè v, ÷èñëåííî ðàâíà êîëè÷åñòâó ýíåðãèè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
åäèíèöó ïîâåðõíîñòè, íîðìàëüíîé ê âåêòîðó v, â åäèíèöó âðåìåíè. Îíà ïîëó÷à-
åòñÿ ðàâíîé

S

EH

v
dl ds

ds dt
� .

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî dl/dt � v, íàõîäèì

S EH� .

Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåêòîð S, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó
äâèæåíèÿ âîëíû, ò. å. â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ñêîðîñòè v.

Ïðåäñòàâëåíèÿ î ïîòîêå ýíåðãèè è î ìîùíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè, îòíåñåííîé ê
åäèíèöå ïîâåðõíîñòè, áûëè ðàçâèòû â 1874 ã. â ðàáîòå Í. À. Óìîâà, â êîòîðîé îí
ïðèìåíèë ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ê ñëó÷àþ ïåðåäà÷è ýíåðãèè â óïðóãèõ ñðåäàõ. Íà
îäèííàäöàòü ëåò ïîçæå Ïîéíòèíã ïðèìåíèë ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ ê ñëó÷àþ ïåðåäà-
÷è ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè è ïîëó÷èë âûðàæåíèå âåêòîðà S ÷åðåç âåêòîðû E
è H. Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð S ïîëó÷èë íàèìåíîâàíèå â å ê ò î ð à Ï î é í ò è í ã à.

Íàéäåì ñâÿçü ìåæäó íàïðàâëåíèåì âåêòîðà Ïîéíòèíãà è íàïðàâëåíèÿìè âåê-
òîðîâ E è H. Â ïðÿìîé âîëíå, êàê ýòî ñëåäóåò èç âûðàæåíèé, ïîëó÷åííûõ â ïðå-
äûäóùåì ïàðàãðàôå, Ex1 è Hy1 âñåãäà îäíîãî çíàêà, ò. å. â òîò ìîìåíò, êîãäà âåêòîð
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E íàïðàâëåí â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíîé îñè OX, âåêòîð H íàïðàâëåí â ñòîðîíó ïî-
ëîæèòåëüíîé îñè OY. Âåêòîð æå ñêîðîñòè v â ïðÿìîé âîëíå íàïðàâëåí â ñòîðîíó
ïîëîæèòåëüíîé îñè OZ. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ E, H è S äëÿ ïðÿìîé
âîëíû ïîêàçàíî íà ðèñ. 29.2.

Â îáðàòíîé âîëíå Ex2 è Hy2 âñåãäà èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè è âåêòîð v íàïðàâ-
ëåí â îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó îñè OZ. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ E, H è S
â îáðàòíîé âîëíå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 29.3.

Ìû âèäèì, ÷òî íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îñè ïðàâîãî âèíòà, ãîëîâêà êîòîðîãî âðàùàåòñÿ â
ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåêòîðû Å è H, â íàïðàâëåíèè îò E ê H ïî êðàò÷àéøåìó
ðàññòîÿíèþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð S ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-
òîðîâ E è H:

S E H� [ ].

Îí îïðåäåëÿåò ñîáîé ìîùíîñòü ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè, îòíåñåí-
íóþ ê åäèíèöå ïîâåðõíîñòè, íîðìàëüíîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.
Âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà áûëî ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñðåäà
îäíîðîäíà è èçîòðîïíà è ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðÿìàÿ èëè òîëüêî îáðàòíàÿ
âîëíà. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî
â îáùåì ñëó÷àå.

Îñòàíîâèìñÿ íà âàæíîì ïðàêòè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà Ex è Hy èçìåíÿþòñÿ âî
âðåìåíè ïî çàêîíó ñèíóñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ïðÿìàÿ
âîëíà. Èìååì

E F z vt E tx xm1 1� � � �( ) sin( );! T

H F z vt E ty xm1 1� � � �
�
�

�
�

! T( ) sin( ),

ïðè÷åì ! — óãëîâàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé.
Ïîñëåäíèå óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâåí-

ñòâî ! t + T � k (z – vt), ãäå k — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Òàê êàê ýòî ðàâåíñòâî äîëæ-
íî óäîâëåòâîðÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, òî, ïðèíÿâ t � 0, íàéäåì T � kz.
Ñëåäîâàòåëüíî, !t � –kvt è k � –!/v. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíàÿ ôàçà T ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå T � –
!
v

z. Ñòàëî áûòü, èìååì
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E E t
v

z H E t
v

zx xm y xm1 1� ��

�
�

�

�
� � ��

�
�

�

�
�sin ; sin .!

! �
�

!
!

Íà ðèñ. 29.4 èçîáðàæåíû âåêòîðû E è H â ðàçíûõ òî÷êàõ îñè OZ äëÿ ìîìåíòà
âðåìåíè t � 0. Âåëè÷èíû E è H ðàñïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå ïî çàêîíó ñèíóñà,

è âñå ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåùàåòñÿ â ïîëî-
æèòåëüíóþ ñòîðîíó îñè OZ ñî ñêîðîñòüþ v.
Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà, â êîòîðîé Ex � 0, îïðåäå-

ëÿåòñÿ óñëîâèåì: !t –
!
v

z � 0, èëè z � vt, ò. å. äâè-

æåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè îñè OZ. Íà ðèñ. 29.4 øòðèõîâûìè
ëèíèÿìè èçîáðàæåíî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ â íå-
êîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t1 > 0.

Ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â òå÷åíèå
îäíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé, íàçûâàåòñÿ ä ë è í î é â î ë í û. Îáîçíà÷àÿ äëèíó
âîëíû ÷åðåç ", áóäåì èìåòü

" � �vT
v

f
,

ãäå f — ÷àñòîòà êîëåáàíèé.
Ðàçíîñòü ôàç êîëåáàíèé â äâóõ òî÷êàõ, óäàëåííûõ äðóã îò äðóãà â íàïðàâëå-

íèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû íà ðàññòîÿíèå ", èìååò çíà÷åíèå
!
v
" � !T � 2�. Ñëå-

äîâàòåëüíî, äëèíà âîëíû åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ áëèæàéøèìè òî÷êàìè,
â êîòîðûõ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ èìååò ìàêñèìàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå.

×òîáû íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñåáå âñå ïîëå ïëîñêîé âîëíû, íåîáõîäèìî âîîá-
ðàçèòü äâà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñåìåéñòâà ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåê-

òðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, çàïîëíÿþùèõ
ñîáîé âñå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ âîëíà (ðèñ. 29.5). Â êàæäîé ïëîñêîñòè,
ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè XOY, ëèíèè íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî, íî â
íàïðàâëåíèè îñè OZ ãóñòîòà ëèíèé ìåíÿåòñÿ
ïî çàêîíó ñèíóñà. Âñå ýòî ðàñïðåäåëåíèå äâè-
æåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v â ïîëîæèòåëüíîì íà-
ïðàâëåíèè îñè OZ.

29.3. Ïîòîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè

Âåêòîð Ïîéíòèíãà, îïðåäåëÿþùèé çíà÷åíèå è íàïðàâëåíèå ïîòîêà ýëåêòðîìàã-
íèòíîé ýíåðãèè, ïåðåäàâàåìîé â åäèíèöó âðåìåíè ñêâîçü åäèíèöó ïîâåðõíîñòè,
íîðìàëüíîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ðàâåí

S E H� [ ].
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Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëþáîé ñðåäû, êîòîðàÿ â îá-
ùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü è íåîäíîðîäíîé è àíèçîòðîïíîé, è äëÿ ëþáîãî õàðàêòå-
ðà ïîëÿ. Ñâîå ðàññìîòðåíèå îãðàíè÷èì òîëüêî îäíèì ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ýëåê-
òðè÷åñêèå (� è ,) è ìàãíèòíûå (�) ñâîéñòâà ñðåäû íå çàâèñÿò îò íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è íå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé îáúåì V ïðîñòðàíñòâà, îãðà-
íè÷åííûé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ s.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýíåðãèÿ (Wý + Wì) ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, çà-
êëþ÷åííàÿ â îáúåìå V, èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Ñêîðîñòü åå óìåíüøåíèÿ ðàâíà

� � � � ��
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�
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�t
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dV
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( ) .ý ì
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Òàêèì îáðàçîì,

� � � � ��
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�
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�
�t

W W
t t

dV
V

( ) .ý ì E
D

H
B

Âûðàæàÿ ïëîòíîñòü òîêà ñìåùåíèÿ â âèäå ðàçíîñòè ðåçóëüòèðóþùåé ïëîòíî-
ñòè òîêà è ïëîòíîñòåé òîêîâ ïðîâîäèìîñòè è ïåðåíîñà è èñïîëüçóÿ ïåðâîå óðàâ-
íåíèå Ìàêñâåëëà, íàõîäèì

�
�

�� � , � ,
D

E H E
t
� � � �J Jïåð ïåðrot .

Êðîìå òîãî, âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà äàåò

�
�
B

E
t
� �rot .

Òàêèì îáðàçîì,

� � � � � � ��
�
�

,
t

W W dV
V

( ) ( ) .ý ì ïåðrot rotE H E E H E2
J

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

H E E H E Hrot rot div� � [ ].
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Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [E H] âûðàæàåòñÿ â âèäå

[ ] ( ) ( ) ( ).E H i j k� � � � � �E H E H E H E H E H E Hy z z y z x x z x y y x
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Ñîãëàñíî ýòîìó òîæäåñòâó è íà îñíîâàíèè òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî ìîæåì
íàïèñàòü

( ) [ ] [ ] .H E E H E H E H srot rot div� � �� � �
V V s

dV dV d

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

� � � � �� � �
�
�

,
t

W W dV dV d
V V s

( ) [ ] .ý ì ïåðE E E H s2
J

(*)

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýíåðãèþ, ïîãëîùàåìóþ â îáúåìå V â åäèíèöó âðåìåíè âñëåäñòâèå êîíå÷íîé ïðî-
âîäèìîñòè ñðåäû, ò. å. ýíåðãèþ, ïåðåõîäÿùóþ â òåïëîòó â òåõ ÷àñòÿõ îáúåìà V,
ãäå ñðåäà îáëàäàåò óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ , è ãäå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò
òîêè ïðîâîäèìîñòè. Âòîðîé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàáîòó, çàòðà÷èâàåìóþ
â åäèíèöó âðåìåíè íà óñêîðåíèå ñâîáîäíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â îáúåìå V, ò. å.
íà óâåëè÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýòèõ ÷àñòèö â òåõ ÷àñòÿõ îáúåìà V, ãäå ñó-
ùåñòâóþò òîêè ïåðåíîñà ñâîáîäíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Åñëè èìååò ìåñòî
ñòîëêíîâåíèå ýòèõ ÷àñòèö ñ ìîëåêóëàìè âåùåñòâà, òî ÷àñòü ñîîáùåííîé èì êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè òàêæå ïåðåõîäèò â òåïëîòó.

Íàëè÷èå òðåòüåãî èíòåãðàëà ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñÿ óáûëü ýíåðãèè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé â îáúåìå V ïðåâðàùàåòñÿ âíóòðè ýòîãî îáúåìà â òåïëî-
òó è â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñâîáîäíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Âåëè÷èíà ýòîãî
òðåòüåãî èíòåãðàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîùíîñòü, ÷èñëåííî ðàâíóþ òîé ýíåðãèè,
êîòîðàÿ ïåðåäàåòñÿ â åäèíèöó âðåìåíè èç îáúåìà V ñêâîçü ïîâåðõíîñòü s.

Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ñêâîçü ïîâåðõ-
íîñòü s âûðàæàåòñÿ â âèäå

p d d
s s

� �� �[ ] .E H s S s
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óäåëüíàÿ ìîùíîñòü ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè, ÷èñ-
ëåííî ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ýíåðãèè, ïåðåäàâàåìîé â åäèíèöó âðåìåíè ñêâîçü åäè-
íèöó ïîâåðõíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû,
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà âåêòîðîì

S E H� [ ].

Óðàâíåíèå (*) ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â îáëàñòè V íå ñîâåðøàåòñÿ
ìåõàíè÷åñêîé ðàáîòû ïî ïåðåìåùåíèþ â ïðîñòðàíñòâå çàðÿæåííûõ ïðîâîäÿùèõ
òåë è ïðîâîäÿùèõ êîíòóðîâ ñ òîêàìè, à òàêæå ïî ïåðåìåùåíèþ îòäåëüíûõ ÷àñ-
òåé ñðåäû, íåîäíîðîäíûõ â ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì îòíîøåíèè. Ýòî ïðåäïî-
ëîæåíèå çàêëþ÷àëîñü â òîì, ÷òî âåëè÷èíû ,, � è � áûëè ïðèíÿòû ïîñòîÿííûìè â
êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñðåäû, è â
÷àñòíîñòè ïðîâîäíèêè, ïðåäïîëàãàëèñü íåïîäâèæíûìè. Êðîìå òîãî, íå áûëî
ïðåäïîëîæåíî ñóùåñòâîâàíèå â îáëàñòè V êàêèõ-ëèáî èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîäâè-
æóùåé ñèëû. Óðàâíåíèå (*) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè â ïðèìåíåíèè ê òàêîìó ñëó÷àþ.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå âíóòðè îáëàñòè V ìîãóò ñóùåñòâîâàòü èñòî÷íèêè ýëåê-
òðîìàãíèòíîé ýíåðãèè, â êîòîðûõ ñîâåðøàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè êàêî-
ãî-ëèáî âèäà (òåïëîâîé, õèìè÷åñêîé è ò. ä.) èëè ìåõàíè÷åñêîé ðàáîòû â ýëåêòðî-
ìàãíèòíóþ ýíåðãèþ. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç pe ìîùíîñòü ýòèõ èñòî÷íèêîâ, ìîæåì
íàïèñàòü íà îñíîâàíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

p
t

W W dV dV de
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Óìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå íà dt, ïîëó÷èì, ÷òî ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ âñåìè èñòî÷-
íèêàìè çà âðåìÿ dt, èäåò íà èçìåíåíèå çàïàñà ýíåðãèè â ìàãíèòíîì è ýëåêòðè÷å-
ñêîì ïîëÿõ â îáúåìå V, íà âûäåëåíèå òåïëîòû â ýòîì îáúåìå, íà óâåëè÷åíèå êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè íàõîäÿùèõñÿ â îáúåìå V ñâîáîäíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è
÷òî, êðîìå òîãî, ÷àñòü ýòîé ðàáîòû ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèè, ïåðåäàâàåìîé çà ïðå-
äåëû îáëàñòè ñêâîçü ïîâåðõíîñòü s.

29.4. Èçëó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí àíòåííîé.
Îïûòû Ã. Ãåðöà. Ðàáîòû Ï. Í. Ëåáåäåâà.
Èçîáðåòåíèå ðàäèî À. Ñ. Ïîïîâûì

Âñÿêàÿ öåïü ïåðåìåííîãî òîêà, ñòðîãî ãîâîðÿ, èçëó÷àåò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîë-
íû. Ýòî ïðèíöèïèàëüíîå ïîëîæåíèå ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî äëÿ êîíòóðîâ òîé èëè
èíîé ôîðìû. Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ áóäåò ïðèâåäåíî ðåøåíèå äëÿ ýëåêòðè÷å-
ñêîãî äèïîëÿ ñ ïåðåìåííûìè çàðÿäàìè. Çäåñü îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà íåêîòîðûõ
îáùèõ ñîîáðàæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ âîïðîñîì îá èçëó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òîê â íåêîòîðîì êîíòóðå óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ äî êîíå÷-
íîãî çíà÷åíèÿ è çàòåì âíîâü óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ. Åñëè óâåëè÷èâàòü òîê â êîí-
òóðå áåñêîíå÷íî ìåäëåííî, òî ïîòîêîñöåïëåíèå ñàìîèíäóêöèè 4 ïðè òîêå i ïðè-
íèìàåò òî çíà÷åíèå, êîòîðîå îíî èìååò ïðè òîì æå çíà÷åíèè óñòàíîâèâøåãîñÿ è
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âåñüìà äëèòåëüíî ñóùåñòâóþùåãî ïîñòîÿííîãî òîêà. Ýíåðãèÿ, èçðàñõîäîâàííàÿ

âíåøíèì èñòî÷íèêîì ÝÄÑ ïðè óâåëè÷åíèè òîêà è ðàâíàÿ A � i
t

dt
�
�
4

� � i d� 4,

ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ýòîì â ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè áåñêîíå÷íî ìåäëåííîì
óìåíüøåíèè òîêà â êîíòóðå âñÿ ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â ìàãíèòíîì ïîëå, âîçâðà-
ùàåòñÿ îáðàòíî èñòî÷íèêó ÝÄÑ. Îäíàêî ïîëíûé âîçâðàò ýíåðãèè ïîëÿ èñòî÷íè-
êó ÝÄÑ èìååò ìåñòî òîëüêî ïðè áåñêîíå÷íî ìåäëåííîì èçìåíåíèè òîêà. Ïðè êî-
íå÷íîé æå ñêîðîñòè óñòàíîâëåíèÿ è óìåíüøåíèÿ òîêà ÷àñòü ýíåðãèè óíîñèòñÿ
èçëó÷åííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé.

Ñàìûé ôàêò èçëó÷åíèÿ ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî ñêîðîñòü v ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t � 0 òîê
â êîíòóðå íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Äî ìîìåíòà t � 0 òîê â êîíòóðå îòñóòñòâîâàë.
Ê ìîìåíòó âðåìåíè t1, êîãäà òîê â êîíòóðå äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ,
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå óñïåâàåò ðàñïðîñòðàíèòüñÿ òîëüêî íà êîíå÷íîå ðàññòîÿ-
íèå îò êîíòóðà, ðàâíîå vt1. Åñëè âñëåä çà òåì òîê â êîíòóðå óìåíüøàåòñÿ, òî ýíåð-
ãèÿ ïîëÿ ÷àñòè÷íî âîçâðàùàåòñÿ èñòî÷íèêó. Îäíàêî ãðàíèöà ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïðîäîëæàåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ïðåæíåì íàïðàâëåíèè ñ òîé æå ñêîðîñòüþ
v, è ê ìîìåíòó âðåìåíè t2, êîãäà òîê â êîíòóðå âíîâü ñòàíåò ðàâåí íóëþ, ïîëå ðàñ-
ïðîñòðàíèòñÿ íà ðàññòîÿíèå îò êîíòóðà, ðàâíîå vt2. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ ïîëÿ íå
âîçâðàùàåòñÿ ïîëíîñòüþ èñòî÷íèêó ÝÄÑ. ×àñòü ýíåðãèè îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé
ñ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé, ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Èç ñêàçàííîãî ÿñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ýíåðãèè èçëó÷åííîé âîëíû çà íåêîòîðûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè çàâèñèò îò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ òîêà â êîíòóðå. Ïðè ïîñòî-
ÿííîì òîêå è ïîñòîÿííûõ çàðÿäàõ èçëó÷åíèå íå èìååò ìåñòà. Âñÿêèé êîíòóð,
â êîòîðîì ïðîòåêàåò ïåðåìåííûé òîê, ïðèíöèïèàëüíî ãîâîðÿ, èçëó÷àåò ýëåêòðî-
ìàãíèòíûå âîëíû. Îäíàêî ïðè ïðîìûøëåííîé ÷àñòîòå f � 50 Ãö â ñèñòåìàõ, ñ êî-
òîðûìè ìû èìååì äåëî â òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, êîëè÷åñòâî ýíåðãèè èçëó÷åí-
íîé âîëíû ïðàêòè÷åñêè íè÷òîæíî, è ïðè ðàñ÷åòàõ ìû ýòó ýíåðãèþ íå ïðèíèìàåì
âî âíèìàíèå. Èçëó÷åíèå íåçíà÷èòåëüíî è â äèàïàçîíå çâóêîâûõ ÷àñòîò. Ïîýòîìó
â ðàäèîòåõíèêå èñïîëüçóþòñÿ âûñîêèå ÷àñòîòû — ïðèáëèçèòåëüíî îò f � 105 Ãö
è âûøå.

Ñïîñîáíîñòü êîíòóðà ê èçëó÷åíèþ ñèëüíî çàâèñèò îò åãî ãåîìåòðè÷åñêîé
êîíôèãóðàöèè. Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ýòîé ñïîñîáíîñòè íåîáõîäèìî ñîçäàòü òàêèå óñ-
ëîâèÿ, ÷òîáû ìàãíèòíîå è ýëåêòðè÷åñêîå ïîëÿ, ñâÿçàííûå ñ ïåðåìåííûì òîêîì è
ïåðåìåííûì íàïðÿæåíèåì â êîíòóðå, áûëè ðàñïðåäåëåíû â îäíîé è òîé æå îá-
ëàñòè ïðîñòðàíñòâà, îêðóæàþùåãî êîíòóð. Òàê, íàïðèìåð, êîíòóð, èçîáðàæåí-
íûé íà ðèñ. 29.6, ñîäåðæàùèé êàòóøêó ñàìîèíäóêöèè ñ ïëîòíî íàâèòûìè âèòêà-
ìè îáìîòêè è êîíäåíñàòîð ñ íåáîëüøèì ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïëàñòèíàìè,
îáëàäàåò âåñüìà ñëàáîé ñïîñîáíîñòüþ ê èçëó÷åíèþ, òàê êàê îñíîâíîå ìàãíèòíîå
ïîëå è îñíîâíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñîñðåäîòî÷åíû â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàí-
ñòâà. Èçëó÷åíèå íåçíà÷èòåëüíî òàêæå è ó êîíòóðà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 29.7.
Ìàãíèòíîå ïîëå ðàñïðåäåëåíî âäîëü òàêîãî êîíòóðà, íî îñíîâíîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå îñòàåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûì â íåáîëüøîì ïðîñòðàíñòâå ìåæäó îáêëàäêàìè
êîíäåíñàòîðà. Íî åñëè ðàçäâèíóòü îáêëàäêè íà âîçìîæíî áîëüøåå ðàññòîÿíèå
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äðóã îò äðóãà, âûïðÿìèâ ñîåäèíÿþùèé èõ ïðîâîä òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 29.8,
òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ îêàçûâàþòñÿ ðàñïðåäåëåííûìè â îäíîé
è òîé æå îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Òàêàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò âûñîêîé ñïîñîáíîñòüþ
ê èçëó÷åíèþ.

Ïåðâûå çàìå÷àòåëüíûå îïûòû, ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðäèâøèå òåîðèþ
Ìàêñâåëëà, áûëè ïîñòàâëåíû Ãåðöåì. Îñíîâíîé êîëåáàòåëüíûé êîíòóð, òàê íà-
çûâàåìûé âèáðàòîð, êîòîðûì ïîëüçîâàëñÿ Ãåðö, ïî ñóùåñòâó, áûë ïîäîáåí êîí-
òóðó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 29.8. Îáêëàäêè êîíäåíñàòîðà, âûïîëíåííûå ëèáî â
âèäå ïëàñòèí, ëèáî â âèäå øàðîâ, ìîãëè ïåðåäâèãàòüñÿ âäîëü ñòåðæíåé l1 è l2
(ðèñ. 29.9), ÷åì äîñòèãàëîñü èçìåíåíèå åìêîñòè ñèñòåìû. ×òîáû èìåòü âîçìîæ-
íîñòü çàðÿäèòü êîíäåíñàòîð, â ïðîâîäå, ñîåäèíÿþùåì åãî îáêëàäêè, áûë îáðà-
çîâàí ìåæäó äâóìÿ ìàëåíüêèìè øàðèêàìè èñêðîâîé ïðîìåæóòîê K. Îáêëàäêè
êîíäåíñàòîðà Ãåðö ïðèñîåäèíÿë êî âòîðè÷íûì çàæèìàì èíäóêöèîííîé êàòóøêè
R. Êàæäîå ïðåðûâàíèå òîêà â ïåðâè÷íîé îáìîòêå êàòóøêè âûçûâàëî èìïóëüñ
ÝÄÑ âî âòîðè÷íîé îáìîòêå. Êîíäåíñàòîð çàðÿ-
æàëñÿ äî íàïðÿæåíèÿ, ïðè êîòîðîì ïðîñêàêèâàëà
èñêðà ìåæäó øàðèêàìè. Çàðÿæåííûé êîíäåíñàòîð
îêàçûâàëñÿ êîðîòêîçàìêíóòûì ÷åðåç èñêðó, è â
ñèñòåìå âèáðàòîðà âîçíèêàëè êîëåáàíèÿ âåñüìà
âûñîêîé ÷àñòîòû. ×àñòîòà êîëåáàíèé çàâèñåëà îò
åìêîñòè è èíäóêòèâíîñòè âèáðàòîðà. Ýòè êîëåáà-
íèÿ âåñüìà áûñòðî çàòóõàëè, òàê êàê èõ ýíåðãèÿ
ðàñõîäîâàëàñü íà èçëó÷åíèå è íà âûäåëåíèå òåï-
ëîòû â êîíòóðå.

Äëÿ îáíàðóæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, èçëó÷åííûõ âèáðàòîðîì, Ãåðö
ïðèìåíÿë òàê íàçûâàåìûé ðåçîíàòîð, ñîñòîÿâøèé èç êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà,
ñíàáæåííîãî èñêðîâûì ïðîìåæóòêîì. Ïðè íàñòðîéêå ðåçîíàòîðà â ðåçîíàíñ ñ
÷àñòîòîé ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â âèáðàòîðå â êîíòóðå ðåçîíàòîðà âîç-
íèêàëè äîñòàòî÷íî ñèëüíûå êîëåáàíèÿ, âûçûâàâøèå ïðîñêàêèâàíèå èñêðû â åãî
èñêðîâîì ïðîìåæóòêå. Ïî äëèíå ýòîé èñêðû ìîæíî áûëî ñóäèòü îá èíòåíñèâíî-
ñòè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ðåçîíàòîðà. Ãåðöó óäàëîñü
îáíàðóæèòü ýëåêòðîìàãíèòíîå èçëó÷åíèå íà ðàññòîÿíèè 12 ì îò âèáðàòîðà,
èìåâøåãî ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ïîðÿäêà 1 ì.
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Îïûòû Ãåðöà ïîêàçàëè, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè, êîòîðûå âûòåêàþò èç òåîðèè Ìàêñâåëëà. Ýòè îïûòû ïîä-
òâåðäèëè òàêæå ãèïîòåçó Ìàêñâåëëà îá ýëåêòðîìàãíèòíîé ïðèðîäå ñâåòà. Íà-
ïðàâëÿÿ èçëó÷åíèå âèáðàòîðà íà áîëüøóþ ìåòàëëè÷åñêóþ ïëàñòèíó íîðìàëüíî
ê åå ïîâåðõíîñòè, Ãåðö íàáëþäàë ñòîÿ÷èå âîëíû, îáðàçóþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå íà-
ëîæåíèÿ íà ïðÿìóþ âîëíó âîëíû, îòðàæåííîé îò ïëàñòèíû. Îáíàðóæèâàÿ ðåçî-
íàòîðîì óçëû è ïó÷íîñòè êîëåáàíèé â ñòîÿ÷åé âîëíå, îí ïîëó÷àë âîçìîæíîñòü
èçìåðÿòü äëèíó âîëíû è, çíàÿ ÷àñòîòó ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé â âèáðàòî-
ðå, ìîã âû÷èñëèòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Ýòà ñêî-
ðîñòü îêàçàëàñü ðàâíîé ñêîðîñòè ñâåòà.

Ãåðö îáíàðóæèë, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, èçëó÷àåìûå âèáðàòîðîì, îò-
ðàæàþòñÿ îò ìåòàëëè÷åñêèõ çåðêàë ïî òåì æå çàêîíàì, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò
îòðàæåíèå îò çåðêàëà è ñâåòîâîãî ëó÷à, è íàáëþäàë òàêæå ïðåëîìëåíèå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé âîëíû ïðè ïðîõîæäåíèè åå ñêâîçü áîëüøóþ ïðèçìó, ñäåëàííóþ èç àñ-
ôàëüòà.

Áëåñòÿùèå îïûòû ïî èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ïðåëîìëåíèÿ â ðàç-
ëè÷íûõ ñðåäàõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí è ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîìó äîêàçàòåëüñò-
âó ýëåêòðîìàãíèòíîé ïðèðîäû ñâåòà áûëè ïðîèçâåäåíû âûäàþùèìñÿ ôèçèêîì-
ýêñïåðèìåíòàòîðîì Ï. Í. Ëåáåäåâûì. Ï. Í. Ëåáåäåâ âïåðâûå îñóùåñòâèë â ñîç-
äàííîé èì ëàáîðàòîðèè âèáðàòîð âåñüìà ìàëûõ ðàçìåðîâ, êîòîðûé èçëó÷àë
âåñüìà êîðîòêèå âîëíû, èìåþùèå äëèíó ìåíüøå 1 ñì. Îí îñóùåñòâèë òàêæå ðå-
çîíàòîð ñ òåðìîïðåîáðàçîâàòåëåì, ïîçâîëÿþùèé ïðèíèìàòü ñòîëü êîðîòêèå âîë-
íû. Ãåðö, îïåðèðîâàâøèé âîëíàìè, èìåâøèìè äëèíó ïîðÿäêà ìåòðà, âûíóæäåí
áûë ñîçäàâàòü ïðèçìû è çåðêàëà áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Ï. Í. Ëåáåäåâ â ñâîåé óñòà-
íîâêå ïîëó÷èë âîçìîæíîñòü ïîëüçîâàòüñÿ ïðåëîìëÿþùèìè è îòðàæàþùèìè
âîëíû óñòðîéñòâàìè âåñüìà ìàëûõ ðàçìåðîâ. Ýòî íå òîëüêî ñäåëàëî âñþ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíóþ óñòàíîâêó íåãðîìîçäêîé, íî è îòêðûëî íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ
èññëåäîâàíèÿ, à èìåííî: îêàçàëîñü âîçìîæíûì èññëåäîâàòü ïðîõîæäåíèå ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ âîëí ÷åðåç êðèñòàëëè÷åñêèå òåëà. Ðåçóëüòàòû ýòîãî çàìå÷àòåëüíî-
ãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ Ï. Í. Ëåáåäåâ îïóáëèêîâàë â 1895 ã. â ðàáîòå
ïîä íàçâàíèåì «Î äâîéíîì ïðåëîìëåíèè ëó÷åé ýëåêòðè÷åñêîé ñèëû».

Ìèðîâóþ ñëàâó ïðèíåñëè Ï. Í. Ëåáåäåâó åãî áëåñòÿùèå îïûòû, â êîòîðûõ îí
âïåðâûå ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàë äàâëåíèå ñâåòà. Â ïåðâûõ îïûòàõ, óñïåøíî
çàâåðøåííûõ â 1900 ã., Ï. Í. Ëåáåäåâ îáíàðóæèë è èçìåðèë äàâëåíèå ñâåòà íà
òâåðäûå òåëà. Â ïîñëåäóþùèõ, åùå áîëåå òðóäíûõ îïûòàõ, çàâåðøèâøèõñÿ ê
1910 ã., Ï. Í. Ëåáåäåâ ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ñâåòîâîãî äàâ-
ëåíèÿ íà ãàçû. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò Ï. Í. Ëåáåäåâà îêàçàëèñü â
ñîãëàñèè ñ âûâîäàìè ìàêñâåëëîâîé òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Èìåþùåå ìèðîâîå çíà÷åíèå èçîáðåòåíèå ïåðâîãî ðàäèîòåëåãðàôà áûëî ñäå-
ëàíî âûäàþùèìñÿ ðóññêèì ôèçèêîì è ýëåêòðîòåõíèêîì À. Ñ. Ïîïîâûì.
À. Ñ. Ïîïîâó ïðèíàäëåæèò çàñëóãà ñîçäàíèÿ ïåðâîãî ðàäèîòåëåãðàôà è ïðèìåíå-
íèÿ ðàäèîñâÿçè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé. À. Ñ. Ïîïîâ ñîçäàë ïåðâûé ïðèåìíèê
ðàäèîòåëåãðàôíûõ ñèãíàëîâ. Â ýòîì ïðèåìíèêå îí èñïîëüçîâàë äëÿ ðåãèñòðàöèè
ïðîõîäÿùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí òàê íàçûâàåìûé êîãåðåð, ïðåäñòàâëÿþùèé
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ñîáîé ñòåêëÿííóþ òðóáêó ñ ìåòàëëè÷åñêèì ïîðîøêîì. Òàêàÿ òðóáêà èìååò âåñü-
ìà áîëüøîå ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå, íî ïðè ïðîõîæäåíèè â ìåñòå åå ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñîïðîòèâëåíèå òðóáêè ðåçêî ïàäàåò. Âêëþ-
÷èâ òàêóþ òðóáêó â öåïü èñòî÷íèêà ÝÄÑ, ìîæíî ïî ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ òîêà
ñóäèòü î ïîÿâëåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Îäíàêî ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äåéñò-
âèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñîïðîòèâëåíèå òðóáêè âíîâü íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ,
è äëÿ åãî âîññòàíîâëåíèÿ òðåáóåòñÿ âñòðÿõíóòü òðóáêó. À. Ñ. Ïîïîâ ââåë â ñâîé
ïðèåìíèê óñòðîéñòâî äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âñòðÿõèâàíèÿ òðóáêè, äåéñòâóþùåå
ïîä âëèÿíèåì òîêà, âîçíèêàþùåãî â öåïè òðóáêè â ðåçóëüòàòå ïðîõîæäåíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Òàêèì îáðàçîì, òðóáêà àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèëàñü â
ñîñòîÿíèå ãîòîâíîñòè çàðåãèñòðèðîâàòü íîâûé ñèãíàë. Ýòî èçîáðåòåíèå ñðàçó æå
äàëî âîçìîæíîñòü ðåãèñòðèðîâàòü ñèãíàëû àçáóêè Ìîðçå.

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðèåìà À. Ñ. Ïîïîâ ïåðâûé ïðåäëîæèë
èñïîëüçîâàòü àíòåííó — âåðòèêàëüíûé ïðîâîä, îäíèì êîíöîì ïðèñîåäèíåííûé
ê ïðèåìíîìó óñòðîéñòâó. Ïåðâîíà÷àëüíî À. Ñ. Ïîïîâ ïðèìåíÿë ñâîå ïðèåìíîå
óñòðîéñòâî äëÿ ðåãèñòðàöèè ïðèáëèæàþùèõñÿ ãðîçîâûõ ðàçðÿäîâ, â ñâÿçè ñ ÷åì
è íàçâàë èçîáðåòåííîå èì óñòðîéñòâî ãðîçîîòìåò÷èêîì. Çàòåì îí ïðèìåíèë ýòî
óñòðîéñòâî äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ðàäèîñâÿçè â âîåííî-ìîðñêîì äåëå.

Îôèöèàëüíîé äàòîé èçîáðåòåíèÿ ðàäèî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü 7 ìàÿ 1895 ã., êîãäà
À. Ñ. Ïîïîâ âûñòóïèë ñ ïóáëè÷íûì äîêëàäîì íà çàñåäàíèè ôèçè÷åñêîãî îòäåëå-
íèÿ Ðóññêîãî ôèçèêî-õèìè÷åñêîãî îáùåñòâà íà òåìó «Îá îòíîøåíèè ìåòàëëè-
÷åñêèõ ïîðîøêîâ ê ýëåêòðîìàãíèòíûì êîëåáàíèÿì». Âî âðåìÿ ýòîãî äîêëàäà
À. Ñ. Ïîïîâ äåìîíñòðèðîâàë äåéñòâèå ñâîåãî ïðèåìíîãî óñòðîéñòâà.

Ñîâðåìåííûå àíòåííû ïåðåäàþùèõ è ïðèåìíûõ ðàäèîñòàíöèé îñóùåñòâëÿ-
þòñÿ ïî òîìó æå ïðèíöèïó, êîòîðûé áûë ïîëîæåí â îñíîâó êîíñòðóêöèè ïåðâîé
àíòåííû À. Ñ. Ïîïîâà. Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè àíòåííû ñòàâèòñÿ çàäà÷à ñîçäàíèÿ
ðàçâåðíóòîãî êîëåáàòåëüíîãî êîíòóðà. Àíòåííû, ðàñïîëîæåííûå íàä ïîâåðõ-
íîñòüþ çåìëè, îáû÷íî ñîñòîÿò èç âåðòèêàëüíûõ ïðîâîäîâ, ñîåäèíåííûõ ñ áîëåå
èëè ìåíåå ðàçâèòîé ãîðèçîíòàëüíîé ñåòüþ ïðîâîäîâ. Äëÿ ïåðåäàþùåé ðàäèî-
ñòàíöèè íèæíèé êîíåö àíòåííû ïðèñîåäèíÿþò ê îäíîìó èç çàæèìîâ êàòóøêè
ãåíåðàòîðà ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé âûñîêîé ÷àñòîòû. Äðóãîé çàæèì êà-
òóøêè ñîåäèíÿþò ñ çåìëåé ÷åðåç ñïåöèàëüíóþ ñèñòåìó çàçåìëèòåëÿ. ÝÄÑ âûñî-
êîé ÷àñòîòû, âîçáóæäåííàÿ â êàòóøêå ãåíåðàòîðà, ñîçäàåò ìîùíûå êîëåáàíèÿ
òîêà â àíòåííå, êîíòóð êîòîðîé îáû÷íî íàñòðàèâàþò â ðåçîíàíñ ñ ÷àñòîòîé êîëå-
áàíèé â ãåíåðàòîðå.

Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ àíòåííû ìîæåò áûòü âû÷èñ-
ëåíà ñëåäóþùèì ïóòåì. Åñëè àíòåííà ðàñïîëîæåíà íàä
ïîâåðõíîñòüþ õîðîøî ïðîâîäÿùåé çåìëè, òî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñåáå çåìëþ çàìåíåííîé çåðêàëüíûì èçî-
áðàæåíèåì àíòåííû (ðèñ. 29.10). Îêðóæèâ àíòåííó
è åå çåðêàëüíîå èçîáðàæåíèå çàìêíóòîé ïîâåðõíî-
ñòüþ s, ïðèìåíèì ê îáúåìó V, îãðàíè÷åííîìó ýòîé
ïîâåðõíîñòüþ, óðàâíåíèå (**) ïðåäûäóùåãî ïàðà-
ãðàôà. Ïîäðàçóìåâàÿ ïîä âåëè÷èíîé ðå òîëüêî ìîù-
íîñòü, ðàâíóþ ñêîðîñòè ïåðåõîäà ýíåðãèè èç àíòåííû
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â îêðóæàþùåå åå ïîëå, ò. å. èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïîòåðè ýíåðãèè â îêðó-
æàþùåì àíòåííó ïðîñòðàíñòâå: , � 0 è � � 0, Jïåð � 0, ïîëó÷àåì
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ïðè÷åì Sn ñð åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çà ïåðèîä êîëåáàíèé çíà÷åíèå íîð-
ìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà Ïîéíòèíãà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè s äëÿ
êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè âåêòîð Ïîéíòèíãà S � [E H] è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéòè
âåëè÷èíû E è H ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

29.5. Ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå âåêòîðíûé
è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ñòàòè÷åñêèõ è ñòàöèîíàðíûõ ïîëåé, âûðàçèòü è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ
ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âåêòîðû E è B ÷åðåç âñïîìîãàòåëüíûå âå-
ëè÷èíû — âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A è ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë U ïîëÿ. Ââåäåíèå
ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí öåííî òåì, ÷òî îíè äëÿ îäíîðîäíîé è èçîòðîï-
íîé ñðåäû äîâîëüíî ïðîñòî âû÷èñëÿþòñÿ ïî çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèþ â ïðî-
ñòðàíñòâå è èçìåíåíèþ âî âðåìåíè ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ è òîêîâ ïðîâîäèìîñòè è
ïåðåíîñà. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè ýòîì A è U ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íå òîëüêî êîîð-
äèíàò, íî è âðåìåíè.

Áóäåì èñõîäèòü èç ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ:
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Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà � è èñïîëüçóÿ òðåòüå, ÷åòâåðòîå è ïÿòîå óðàâ-
íåíèÿ, ìîæåì ïðè � � const è � � const ïðèâåñòè ýòó ñîâîêóïíîñòü ê ÷åòûðåì
óðàâíåíèÿì:

rot rotïð ïåðB
E

E
B

� � � � �� ��
�
�

+
�
�

( ) ;J J
t t

216 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ



div divE B� �
�
�
+ D<

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü âåêòîð B ÷åðåç âåêòîð-
íûé ïîòåíöèàë A ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âèäå

B A� rot , (*)

òàê êàê âñåãäà div rot A � 0. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ èìååì

rot rot rotE A
A

� � � ��

�
�

�

�
�

�
�

�
�t t

,

÷òî óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü

E
A

� � �
�
�t

Ugrad , (**)

òàê êàê rot grad U � 0. Âåëè÷èíà U åñòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (*) è (**) â ïåðâîå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïîëó÷àåì

rotrot gradïð ïåðA
A

� � � �� ��
�

�
��

�
�

( ) .J J

2

2t

U

t

Êàê áûëî ïîêàçàíî â § 27.2, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî
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2
= � ��

�

�
��

�
�

( ) .J J

t

U

t

Âåêòîð A ïîêà âûáðàí òàê, ÷òî îïðåäåëåí åãî âèõðü (rot A � B). Ìû ìîæåì
åùå òåì èëè èíûì ñïîñîáîì îïðåäåëèòü ðàñõîæäåíèå ýòîãî âåêòîðà. Ñäåëàåì ýòî
òàê, ÷òîáû óïðîñòèëîñü ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, à èìåííî, ÷òîáû â íåì ñîêðàòè-
ëèñü ïåðâûé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè ñ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè. Ñ ýòîé
öåëüþ ïðèìåì

div A = ���
�
�
U

t
. (***)

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ óêàçàííûõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ ïî-
ëó÷àåì óðàâíåíèå Äàëàìáåðà äëÿ âåêòîðà A:

) � � �2
2

2
A

A
��

�

�
�

t
= ( ).J Jïð ïåð
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Ýòî óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîåêöèé
Ax, Ay è Az, ïðè÷åì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ áóäóò ñîäåðæàòüñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðîåêöèè
âåêòîðîâ ïëîòíîñòè òîêà.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (**) äëÿ E â îñòàâøååñÿ òðåòüå óðàâíåíèå ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, ïîëó÷àåì

div div divgradE A� � � �
�
�

�
�
<

t
U

Çàìåíÿÿ div A åãî âûðàæåíèåì ÷åðåç U ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (***) è çàìå÷àÿ,
÷òî div grad U � )2U, íàõîäèì

) � �2
2

2
U

U

t
��

�

�

�
�

= ,

ò. å. ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ïðè ýòîì òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äàëàìáåðà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííûõ ïîëÿõ, êîãäà �A/�t � 0 è �U/�t � 0, óðàâíåíèÿ

Äàëàìáåðà ïåðåõîäÿò â óæå èçâåñòíûå íàì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ U è A.
Èññëåäóÿ ïîëå â îáëàñòè, ãäå íåò ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ (� � 0) è íåò òîêîâ ïðî-

âîäèìîñòè è ïåðåíîñà (Jïð � 0, Jïåð � 0), áóäåì èìåòü óðàâíåíèÿ:

) � ) �2
2

2

2
2

2
U

U

t t
��

�

�
��

�

�
; ,A

A

êîòîðûå íîñÿò íàçâàíèå â î ë í î â û õ ó ð à â í å í è é.
Ïîëó÷èì, ïîëüçóÿñü íåêîòîðûìè îáùèìè ñîîáðàæåíèÿìè, âûðàæåíèÿ äëÿ U,

Ax, Ay è Az, îïðåäåëÿþùèå ýòè âåëè÷èíû ïî çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäîâ è
òîêîâ è èõ èçìåíåíèþ âî âðåìåíè è ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ïðèâå-
äåííûõ âûøå óðàâíåíèé Äàëàìáåðà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîì ìàëîì ýëåìåíòå îáúåìà ïðîñòðàíñòâà ñîäåð-
æèòñÿ èçìåíÿþùèéñÿ âî âðåìåíè çàðÿä q. Åñòåñòâåííî, ýòî îñóùåñòâèìî ôèçè-
÷åñêè òîëüêî ïóòåì ïðèòåêàíèÿ ñâîáîäíûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â äàííûé ýëå-
ìåíò îáúåìà èç ñìåæíûõ ñ íèì ýëåìåíòîâ îáúåìà èëè óòåêàíèÿ èõ èç äàííîãî
ýëåìåíòà îáúåìà â ñìåæíûå ñ íèì ýëåìåíòû îáúåìà. Îäíàêî ñíà÷àëà ðàññìîòðèì
ïîëå, ñîçäàâàåìîå òîëüêî çàðÿäîì, íàõîäÿùèìñÿ â äàííîì ýëåìåíòå îáúåìà.
Ïóñòü ýëåìåíò îáúåìà ñòîëü ìàë, ÷òî çàðÿä q ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷å÷-
íûé.

Âíå çàðÿäà q ïîòåíöèàë U óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

) �2

2

2

2

1
U

v

U

t

�

�
,

ïðè÷åì v � 1/ ��. Íàéäåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó-

÷àÿ. Ïîëàãàÿ, ÷òî çàðÿä íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç r ðàñ-
ñòîÿíèå îò çàðÿäà äî òî÷êè, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ U, áóäåì èìåòü

r x y z r
r

x
x

r

x

x

r

2 2 2 2 2 2� � � � �; ;
�
�

�
�

è àíàëîãè÷íî
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�
�

�
�

r

y

y

r

r

z

z

r
� �è .

Ïîëå çàðÿäà q îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, è, ñëåäîâàòåëüíî, U ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé òîëüêî r è t. Ïðè ýòîì âåêòîð grad U íàïðàâëåí ïî ðàäèóñó è èìååò
âåëè÷èíó, ðàâíóþ gradr U � �U/�r. Ïðè òàêîì óñëîâèè èìååì

�
�
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�
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U
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U

r

r

x

U

r

x

r

U

x x

U

r

x

r x
x

� �

�
�

�
�

�

�
� �

;

( )
2

2

1 1

1 12

2

2

2 2

r

U

r x r
x

U

r

U

r

x

r r

U

r r

x

r
x

�
�

�
�

�
�

�

�

�
�

�

� �

�
�

�

�
� �

� � �
U

r�
.

Ñîñòàâëÿÿ òàêèå æå âûðàæåíèÿ äëÿ �2U/�y2 è �2U/�z2 è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó-
÷àåì

) � � �2
2

2

2

2

2 1 ( )
.U

U

r r

U

r r

rU

r

�

�

�
�

�

�

Âîëíîâîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

1 ( ) ( ) ( )
.

2

2

2

2

2

2

2

2r

rU

r

U

t

rU

r

rU

t

�

�

�

�

�

�

�

�
� �

1 1
2 2v v

èëè

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå äëÿ rU ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (*) äëÿ Ex,
êîòîðîå ìû èìåëè ïðè èññëåäîâàíèè ïëîñêîé âîëíû â § 29.1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
àíàëîãèè ìîæåì íàïèñàòü åãî ðåøåíèå â âèäå

rU F r vt F r vt� � � �1 2( ) ( ).

Èíòåðåñóÿñü òîëüêî ïðÿìîé âîëíîé, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ îò çàðÿäà, îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ F1(r – vt), ïðè÷åì çàïèøåì åãî â âèäå

rU F v t
r

v
f t

r

v
� � ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� � ��

�
�

�

�
�1 .

Ïðè ýòîì v � l/ �� åñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Èòàê, èìååì

U
f t r v

r
�

�( )
.

Òàê êàê â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ íå èçìåíÿþùåãîñÿ âî âðåìåíè çàðÿäà q ýòà ôîð-

ìóëà äîëæíà ïðèîáðåñòè âèä U �
q

r4��
, òî, ñëåäîâàòåëüíî, f t

r

v

q t r v
��

�
�

�

�
� �

�( )

4��
.

Çäåñü q (t – r/v) — çíà÷åíèå çàðÿäà q â ìîìåíò âðåìåíè (t – r/v), ïðåäøåñòâóþ-
ùèé ìîìåíòó âðåìåíè t, â êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ U. Ïðè ýòîì r/v åñòü ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî âîëíà, äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, ïðîõîäèò
ïóòü r.
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Åñëè çàðÿäû ðàñïðåäåëåíû â íåêîòîðîì îáúåìå V ïðîñòðàíñòâà ñ îáúåìíîé
ïëîòíîñòüþ �(x, y, z, t), ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò è âðåìåíè, òî, ïðèìå-
íÿÿ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ê ýëåìåíòàðíîìó çàðÿäó dq � �dV, çàêëþ÷åííîìó â ýëå-
ìåíòå îáúåìà dV, è ñóììèðóÿ ïîòåíöèàëû â íåêîòîðîé òî÷êå ïîëÿ îò âñåõ ýëå-
ìåíòàðíûõ çàðÿäîâ, ïîëó÷àåì

U
t r v dV

r
V

�
�

�
1

4��
�( )

,

ãäå r — ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà îáúåìà dV äî òî÷êè, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ U.
Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Äàëàìáåðà

äëÿ U.
Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ïîëó÷àåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Äàëàìáåðà äëÿ

ïðîåêöèé âåêòîðà À:

A
t r v dV

r
A

t r v dV

r
A

t
x

x

V

y

y

V

z
z�

�
�

�
�� �

�
�

�
�

�
�4 4 4

J J J( )
;

( )
;

( �
�

r v dV

r
V

)
.

Çäåñü Jx (t – r/v), Jy (t – r/v) è Jz (t – r/v) — çíà÷åíèÿ ïðîåêöèé âåêòîðà ïëîò-
íîñòè òîêà ïðîâîäèìîñòè èëè ïåðåíîñà â ýëåìåíòå îáúåìà dV â ìîìåíò (t – r/v),
ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíòó t, â êîòîðûé îïðåäåëÿþòñÿ Àx, Ày è Àz.

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïåðåõîäÿò ïðè ïîñòîÿííûõ òîêàõ â íàéäåííûå ðàíåå
âûðàæåíèÿ (ñì. § 27.2).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èìååò ãëóáîêîå ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå — îí âûðà-
æàåò òî ñóùåñòâåííîå îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíûå âîçìóùåíèÿ ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ îò öåíòðîâ âîçìóùåíèÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ v, è ÷åì äàëüøå îò
öåíòðà âîçìóùåíèÿ, òåì áîëüøå çàïàçäûâàåò èõ äåéñòâèå. Ñîîòâåòñòâåííî ñêà-
ëÿðíûé U è âåêòîðíûé À ïîòåíöèàëû, âûðàæàåìûå ïîñëåäíèìè ôîðìóëàìè, íà-
çûâàþò ý ë å ê ò ð î ä è í à ì è ÷ å ñ ê è ì è ç à ï à ç ä û â à þ ù è ì è ï î ò å í ö è à -
ë à ì è.

Â çàêëþ÷åíèå îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (**), ïîìèìî ÷ëåíà (–grad U), ñîäåðæèò åùå ÷ëåí (–�A/�t).
Ñîñòàâëÿÿ ëèíåéíûé èíòåãðàë íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âäîëü íåêî-
òîðîãî ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà, áóäåì èìåòü

E l
A

l A l� � �� ��

�
�

�

�
� � � � �d

t
U d

t
d

t
=

�
�

�
�

�
�

grad
	

,

òàê êàê gradU dl� � 0 è òàê êàê èíòåãðàë A ld� ðàâåí ìàãíèòíîìó ïîòîêó	 ñêâîçü

ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì èíòåãðèðîâàíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñîñòàâëÿþùàÿ (–�A/�t) íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

èìååò ñìûñë ÝÄÑ, èíäóöèðóåìîé ïåðåìåííûì ìàãíèòíûì ïîòîêîì, îòíåñåííîé
ê åäèíèöå äëèíû â íàïðàâëåíèè ýòîé ñîñòàâëÿþùåé.

Â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå è ýëåêòðè÷åñêîì ñòàöèîíàðíîì ïîëå îêîëî íå-
ïîäâèæíûõ ïðîâîäíèêîâ ñ ïîñòîÿííûìè òîêàìè ýëåêòðîäâèæóùèå ñèëû èíäóê-
öèè îòñóòñòâóþò, è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿ-
åòñÿ òîëüêî ÷ëåíîì (–grad U), ïðè÷åì U íå çàâèñèò îò âðåìåíè.
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29.6. Ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü ñ ïåðåìåííûìè çàðÿäàìè

Ðàññìîòðèì ýëåêòðè÷åñêóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó, îáðàçîâàííóþ äâóìÿ ìàëû-
ìè ìåòàëëè÷åñêèìè ñôåðàìè, ñîåäèíåííûìè ïðîâîäíèêîì äëèíîé l. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî âñÿ åìêîñòü òàêîãî âèáðàòîðà åñòü
åìêîñòü ìåæäó ñôåðàìè è ÷òî ñîåäèíèòåëü-
íûé ïðîâîäíèê îáëàäàåò òîëüêî èíäóêòèâíî-
ñòüþ. Ïðè âîçíèêíîâåíèè êîëåáàíèé â òàêîé
ñèñòåìå ïåðåìåííûé òîê i â ïðîâîäíèêå â êàæ-
äûé ìîìåíò âðåìåíè èìååò îäíî è òî æå çíà÷å-
íèå âäîëü âñåãî ïðîâîäíèêà.

Òàêîé âèáðàòîð íà ðàññòîÿíèÿõ r îò íåãî,
íàìíîãî ïðåâûøàþùèõ l, ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê äèïîëü ñ ïåðåìåííûì ýëåêòðè÷åñêèì
ìîìåíòîì ql. Ïîìåñòèì äèïîëü â íà÷àëå êîîð-
äèíàò è íàïðàâèì åãî îñü ïî îñè OZ (ðèñ. 29.11).

Çàïàçäûâàþùèé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A â òî÷êå, óäàëåííîé íà ðàññòîÿíèå r
îò âèáðàòîðà, ðàâåí
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè r 00 l âåëè÷èíó 1/r,
à òàêæå, â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåîòìå÷åííûì ïîëîæåíèåì îá îäèíàêîâîñòè òîêà
âäîëü ïðîâîäíèêà, è âåëè÷èíó i(t – r/v) ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà.

Çàïàçäûâàþùèé ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë â òîé æå òî÷êå ðàâåí
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Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì îïóñêàòü îáîçíà÷åíèå àðãóìåíòà (t – r/v) è êðàòêî
ïèñàòü
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íîæåííûìè íà (–1/v) ïðîèçâîäíûìè �q/�t è �i/�t. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî
�q/�t � i è �2q/�t2 � �i/�t.
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Òàê êàê Bx/By � –y/x, òî âåêòîð B êàñàòåëåí ê îêðóæíîñòè, ëåæàùåé â ïëîñêî-
ñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îñè OZ è èìåþùåé öåíòð íà ýòîé îñè (ñì. ðèñ. 29.11).
Ýòè îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìàãíèòíûìè ëèíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñôåðè÷å-
ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò r, �, � âåêòîð B èìååò åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ B�,

ðàâíóþ ïî çíà÷åíèþ | B� | � B Bx y
2 2� . Òàê êàê x y2 2� � r sin � è çíàê B� äîëæåí

ñîâïàäàòü ñî çíàêîì By ïðè y � 0 è x > 0 (ñì. ðèñ. 29.11), òî
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âûðàæåíèåì

E
A

� � �
�
�t

Ugrad ,

ïðè÷åì çàìåòèì, ÷òî A� � 0, Ar � Az cos � è A� � –Az sin � è ÷òî U ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

U
l

r

q

r

l

rv

q

t

q

r
� � �

�
�

�

�
� � � � �

�

�
�

�

�
�

cos cos�
��

�
�

�
��

�
�4 4

1
2

� �
�

�
�

�

�
�

l i

rv

q

r

cos
.

�
��4 2

Òàê êàê A� è U íå çàâèñÿò îò �, òî E� � 0. Äàëåå èìååì

E
A

t

U

r

l i

t

l

rv

i

t

i

r
r

r� � � � � � � �
�

�
�
�

� �
��

�
�

�
��

�
�

cos cos

4 4

1
2 2 2 3

1 2

v r v

q

t

q

r
� �

�

�
��

�

�
��

�
�

.

222 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ



Òàê êàê
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2�v
� �, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå è ïåðâûé ÷ëåí â ñêîáêàõ ñîêðàùàþòñÿ è
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Ïîñêîëüêó E� � 0, òî E 5 B.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü âàæíûé ïðàêòè÷åñêèé ñëó÷àé ñèíóñîè-

äàëüíîãî èçìåíåíèÿ òîêà â äèïîëå: Im sin !t. Ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âûðàæåíèè äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ è äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè ìû äîëæíû ïîäñòàâèòü âåëè÷èíó
i � Im sin ! (t – r/v). Çàìå÷àÿ, ÷òî !r/v � 2�r/(Tv) � 2�r/", ãäå T — ïåðèîä êîëåáà-
íèé è " � vT — äëèíà âîëíû, ïîëó÷àåì
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Ñëåäîâàòåëüíî, â âûðàæåíèÿõ äëÿ B�, Er è E� àìïëèòóäà êàæäîãî ïîñëåäóþ-

ùåãî ÷ëåíà îòëè÷àåòñÿ îò àìïëèòóäû ïðåäûäóùåãî ìíîæèòåëåì
"
�2 r

.

29.7. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íà ðàññòîÿíèÿõ îò äèïîëÿ,
ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû

Ïóñòü r HH ". Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî ïîñëåäíèå ÷ëåíû â âûðàæå-

íèÿõ äëÿ B�, Er è E�. Èìååì
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Ïðè ýòîì ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà äëÿ B� ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé Áèî–Ñàâàðà–
Ëàïëàñà, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà. Ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ Er è
E� ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëàìè, âûâåäåííûìè ðàíåå äëÿ ñòàòè÷åñêîãî äèïîëÿ (ñì.
§ 24.2).

Ðàññìîòðåííûå çäåñü ÷ëåíû îáùèõ âûðàæåíèé äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ B
è E îïðåäåëÿþò òîëüêî ðåàêòèâíóþ ìîùíîñòü â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìãíîâåííûå íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé ñäâèíóòû îòíîñèòåëüíî äðóã
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äðóãà ïî ôàçå íà óãîë �/2, òàê êàê íà ýòîò óãîë ñäâèíóòû ïî ôàçå i è q. Çàìåòèì,
÷òî ñîñòàâëÿþùèå, êîòîðûìè ìû çäåñü ïðåíåáðåãëè, íî êîòîðûå ñóùåñòâóþò è â
ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè (r HH "), îïðåäåëÿþò àêòèâíóþ ìîùíîñòü, ÷òî áóäåò

ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

29.8. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íà ðàññòîÿíèÿõ îò äèïîëÿ,
çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ äëèíó âîëíû

Ïðè r 00 " â âûðàæåíèÿõ äëÿ B� è äëÿ E� ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âñåìè ÷ëåíàìè, êðî-

ìå ïåðâûõ. Âåëè÷èíîé Er ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïîëíîñòüþ, òàê êàê îáà åå ÷ëåíà
âåñüìà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì ñîñòàâëÿþùåé E�. Èìååì
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Âîëíà, èìåþùàÿ òàêîé õàðàêòåð, íàçûâàåòñÿ ñ ô å ð è ÷ å ñ ê î é.
Ìû ïðèõîäèì ê çàìå÷àòåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ, ïîëó÷åííîìó ðàíåå ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè ïëîñêîé âîëíû:

� �E H2 2

2 2
� .

Òàêèì îáðàçîì, è äëÿ ñôåðè÷åñêîé ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû ýíåðãèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ðàâíà ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Îòìåòèì îñîáî, ÷òî E è H èìåþò îäèíà-
êîâóþ ôàçó êîëåáàíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, îï-
ðåäåëÿþò ñîáîé àêòèâíóþ ìîùíîñòü. Âåêòîð
Ïîéíòèíãà, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ. 29.12, â ëþ-
áîé ìîìåíò âðåìåíè è â ëþáîé òî÷êå íàïðàâ-
ëåí ïî ðàäèóñó r â ñòîðîíó îò äèïîëÿ è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ â íàïðàâëåíèè ðà-
äèóñîâ îò äèïîëÿ. Ýòà ýíåðãèÿ óæå íå âîçâðà-
ùàåòñÿ îáðàòíî ê èñòî÷íèêó è ÿâëÿåòñÿ ýíåð-
ãèåé èçëó÷åííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

29.9. Ìîùíîñòü è ñîïðîòèâëåíèå èçëó÷åíèÿ äèïîëÿ è àíòåííû

Îêðóæèì äèïîëü ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, èìåþùåé öåíòð â ìåñòå ðàñïî-
ëîæåíèÿ äèïîëÿ (ðèñ. 29.12), è âû÷èñëèì ìîùíîñòü ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé
ýíåðãèè, ïðîõîäÿùåé ñêâîçü ýòó ïîâåðõíîñòü. Íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû
ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà ðàâíà Sn � E�H�. Îòëè÷íîå îò íóëÿ ñðåäíåå
àðèôìåòè÷åñêîå çà ïåðèîä çíà÷åíèå ýòîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà Ïîéíòèíãà

Sn ñð �
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0
T

E H dt
T

� �� ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî îò òåõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðîèçâåäåíèÿ
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E�H� � E�B�/�, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ÷ëåíîâ âûðàæåíèé (*) è (***)
â § 29.6 äëÿ B� è E�, íàõîäÿùèõñÿ â îäèíàêîâîé ôàçå. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðîèçâå-
äåíèå ïåðâûõ ÷ëåíîâ B� è E�, ïðîèçâåäåíèå ïåðâîãî ÷ëåíà B� è òðåòüåãî ÷ëåíà E�

è ïðîèçâåäåíèå âòîðûõ ÷ëåíîâ B� è E�. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äâà ïîñëåäíèõ ïðî-
èçâåäåíèÿ â ñóììå íå äàþò îòëè÷íîé îò íóëÿ ñðåäíåé ìîùíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ òîëüêî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ ÷ëåíîâ B� è E�, êîòîðûå
áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Èìååì
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ãäå I � Im/ 2 — äåéñòâóþùèé òîê.

Ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ñôåðû (ñì. ðèñ. 29.12) ðàâåí ds � r d� r sin � d�. Ñðåäíÿÿ
ìîùíîñòü âñåãî ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ñôåðû
îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé
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Èòàê, ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè, ïåðåäàâàåìîé
ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ñôåðû, îêàçàëàñü îòëè÷íîé îò íóëÿ. Ýòà ìîùíîñòü ÷èñëåííî
ðàâíà ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, èçëó÷àåìîãî äèïîëåì, îòíåñåííîé ê åäè-
íèöå âðåìåíè.

Ìíîæèòåëü ïðè I 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå êîëåáàòåëü-
íîãî êîíòóðà, õàðàêòåðèçóþùåå åãî ñïîñîáíîñòü ê èçëó÷åíèþ. Åãî íàçûâàþò ñ î -
ï ð î ò è â ë å í è å ì è ç ë ó ÷ å í è ÿ. Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ ñîïðîòèâëåíèå
èçëó÷åíèÿ R' âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

R
l
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2

3

2

2

� �
� "

.

Ðåàëüíàÿ àíòåííà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëåå ñëîæíóþ, ÷åì äèïîëü, èçëó÷àþ-
ùóþ ñèñòåìó. Îáû÷íî àíòåííà ñîñòîèò èç ïðîâîäîâ, ðàñïîëîæåííûõ íàä ïîâåðõ-
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íîñòüþ çåìëè. Ó÷àñòêè àíòåííû îáëàäàþò åìêîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê çåìëå è îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìãíîâåííûé òîê íåîäèíàêîâ âäîëü
ïðîâîäîâ àíòåííû, òàê êàê òîê îòâåòâëÿåòñÿ îò ïðîâîäîâ â äèýëåêòðèê â âèäå
òîêà ñìåùåíèÿ. Îäíàêî âñåãäà ìîæíî ðàçäåëèòü ïðîâîä íà ýëåìåíòàðíûå îòðåç-
êè äëèíîé dl, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ òîê ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûì â êàæäûé äàí-
íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòè îòðåçêè ñ ïåðåìåííûì òîêîì i ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå
÷òî èíîå, êàê ýëåìåíòàðíûå äèïîëè. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âñåé àíòåííû îïðå-
äåëèòñÿ ïóòåì íàëîæåíèÿ ïîëåé âñåõ äèïîëåé, ò. å. ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü
ïðîâîäîâ àíòåííû.

Íàèáîëåå ïðîñòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äèïîëÿ,
äëÿ àíòåííû, ðàñïîëîæåííîé íàä ïîâåðõíîñòüþ âåñüìà õîðîøî ïðîâîäÿùåé çåì-
ëè è îáðàçîâàííîé âåðòèêàëüíûì ïðîâîäîì, çàêàí÷èâàþùèìñÿ â âåðõíåé ñâîåé
÷àñòè ñèëüíî ðàçâèòîé ñèñòåìîé ãîðèçîíòàëüíûõ ïðîâîäîâ (ðèñ. 29.13). Ïðè ýòèõ
óñëîâèÿõ çåìëþ ìîæíî çàìåíèòü çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì àíòåííû, à òàêæå
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü åìêîñòüþ âåðòèêàëüíîãî ïðîâîäà. Çàìåòèì åùå, ÷òî ãîðèçîí-
òàëüíûå ïðîâîäà è èõ çåðêàëüíûå èçîáðàæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ìàëî èçëó÷àþò
ýíåðãèþ, òàê êàê òîêè â äåéñòâèòåëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðîâîäàõ è â èõ çåð-

êàëüíûõ èçîáðàæåíèÿõ íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû (ðèñ. 29.13). Ýòè ãîðèçîíòàëüíûå ó÷àñòêè ïðåäíà-
çíà÷åíû äëÿ óâåëè÷åíèÿ åìêîñòè ñèñòåìû, ÷òî ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ òîêà â âåðòèêàëüíîì ïðîâîäå, à ñëåäîâàòåëüíî,
ê óâåëè÷åíèþ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-
ñìàòðèâàåìàÿ àíòåííà ïðèâîäèòñÿ ê ïåðåìåííîìó ýëåê-
òðè÷åñêîìó äèïîëþ, èìåþùåìó äëèíó l � 2h, ãäå h — âû-
ñîòà äåéñòâèòåëüíîé àíòåííû. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íà
ðàññòîÿíèÿõ r 00 h õàðàêòåðèçóåòñÿ òåìè æå ñîîòíîøåíèÿ-
ìè, ÷òî è äëÿ äèïîëÿ.

Ñîïðîòèâëåíèå èçëó÷åíèÿ R' òàêîé àíòåííû âìåñòå ñ åå çåðêàëüíûì èçîáðà-
æåíèåì íàéäåòñÿ èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû, åñëè â íåé ïîëîæèòü l � 2h. Â äåéñòâè-
òåëüíîñòè èçëó÷àåò òîëüêî ñàìà àíòåííà. Ïîýòîìó ñîïðîòèâëåíèå èçëó÷åíèÿ àí-
òåííû îïðåäåëèòñÿ ôîðìóëîé
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29.10. Ïåðåäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè
âäîëü ïðîâîäîâ ëèíèè

Ïåðåäà÷à ýíåðãèè âäîëü ïðîâîäîâ ëèíèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïî-
ëåì, ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ â äèýëåêòðèêå âäîëü ïðîâîäîâ ëèíèè. Ïðîâîäà ëèíèè
ñëóæàò íàïðàâëÿþùèìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Îêðóæèì ÷àñòü ëèíèè âìåñòå ñ ïðèåìíèêîì çàìê-
íóòîé ïîâåðõíîñòüþ s (ðèñ. 29.14). Íà îñíîâàíèè
óðàâíåíèÿ (*), ïîëó÷åííîãî â § 29.3, ìîæåì íàïèñàòü:

� � � �� �
�
�

,
t

W W dV d
V s

( ) [ ] ,ý ì E E H s2

åñëè â ïðîñòðàíñòâå, îêðóæàþùåì ïðîâîäà ëèíèè,
íåò ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ (� � 0; Jïåð � 0).

Åñëè V — îáúåì îáëàñòè, çàêëþ÷åííîé âíóòðè ïîâåðõíîñòè s, òî âåêòîð ds
äîëæåí áûòü íàïðàâëåí ïî íîðìàëè N, âíåøíåé ê ýòîé îáëàñòè. Åñëè ìû æåëàåì
ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèþ, ïåðåäàâàåìóþ âíóòðü îáëàñòè V ñêâîçü ïîâåðõ-
íîñòü s, òî íåîáõîäèìî èçìåíèòü íàïðàâëåíèå ïîëîæèòåëüíîé íîðìàëè íà îáðàò-
íîå, ò. å. ïðèíÿòü ïîëîæèòåëüíîé âíóòðåííþþ íîðìàëü N1 (ðèñ. 29.14). Âåêòîð
ds1, íàïðàâëåííûé ïî íîðìàëè N1, ðàâåí ds1 � –ds. Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñò-
âå ds íà ds1, ïîëó÷èì
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Ìû âèäèì, ÷òî ïðèðàùåíèå ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé â
îáúåìå V è ïîãëîùåíèå ýíåðãèè â ïðèåìíèêå è â ïðîâîäàõ ëèíèè, ðàñïîëîæåí-
íûõ â ýòîì îáúåìå, ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïåðåäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè â îá-
ëàñòü V ñêâîçü îãðàíè÷èâàþùóþ åå ïîâåðõíîñòü s.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òîê â öåïè ïîñòîÿííûé, ýíåðãèÿ ïîëåé íå èçìåíÿåòñÿ
âî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ
ðàâåí íóëþ, è èìååì

[ ] ,E H s Ed dV
s V

1
2� �� ,

ò. å. ýíåðãèÿ, ïîãëîùàåìàÿ â öåïè â âèäå òåïëîòû, ðàâíà ýíåðãèè, ïåðåäàâàåìîé â
îáëàñòü V ÷åðåç ïîâåðõíîñòü s.

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ, âûäåëÿåìàÿ â ïðîâîäíèêå â âèäå òåïëîòû, ïåðåäàåò-
ñÿ â ïðîâîäíèê ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ïðîâîäíèêà èç äèýëåêòðèêà, îêðóæàþùåãî
ïðîâîäíèê.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äëÿ îòðåçêà l ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå-
÷åíèÿ ðàäèóñà R (ðèñ. 29.15) ýòî ïîëîæåíèå ïîäòâåðæäàåòñÿ íåïîñðåäñòâåí-
íûì âû÷èñëåíèåì íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà. Âû÷èñëèì
ïîòîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ñêâîçü ïîâåðõíîñòü s îòðåçêà ïðîâîäà. Èìååì
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ïðîâîäà. Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
âåêòîðà Ïîéíòèíãà ðàâíà
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Âåëè÷èíà 2�Rl � s åñòü ïëîùàäü öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè îòðåçêà ïðîâî-
äà. Ìîùíîñòü, ïåðåäàâàåìàÿ â ïðîâîä ñêâîçü åãî ïîâåðõíîñòü èç îêðóæàþùåé
ñðåäû, îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

S s i rn � 2 .

Íà ðèñ. 29.16 ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî è
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé îêîëî ïðîâîäîâ ëèíèè ïåðåäà÷è. Ëèíèè íàïðÿæåííîñòè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåñêîëüêî èçîãíóòû, òàê
êàê âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ àêòèâíîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ ñàìèõ ïðîâîäîâ âåêòîð E ó ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà èìååò êàñàòåëüíóþ ê ýòîé ïîâåðõíî-
ñòè ñîñòàâëÿþùóþ ïî íàïðàâëåíèþ òîêà â ïðî-
âîäå. Îïðåäåëÿÿ íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéí-
òèíãà â ðàçíûõ òî÷êàõ ïîëÿ, ïîëó÷àåì êàðòèíó,
èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå. Ìû âèäèì, ÷òî ïî-
òîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè íàïðàâëåí â äè-
ýëåêòðèêå îò ãåíåðàòîðà ê ïðèåìíèêó è ÷àñ-
òè÷íî — âíóòðü ïðîâîäà âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ
àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäîâ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èçãèá ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
íà ðèñ. 29.16 ñèëüíî ïðåóâåëè÷åí. Â ïîëå äåéñòâèòåëüíîé ëèíèè ïåðåäà÷è ýòîò
èçãèá íè÷òîæåí, òàê êàê êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà E ó ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà âåñüìà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé (ñì. § 26.2).

Ïðè èññëåäîâàíèè îäíîðîäíûõ ëèíèé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
âîëí ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è íàïðÿæåíèÿ âäîëü ëèíèè (ñì. ÷. II) ðàâíà v � LC,
ãäå L è C — èíäóêòèâíîñòü è åìêîñòü ëèíèè íà åäèíèöó åå äëèíû. Òàê êàê ýíåð-
ãèÿ ïåðåäàåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì â äèýëåêòðèêå, îêðóæàþùåì ïðîâîäà
ëèíèè, òî ñêîðîñòü v äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû â äèýëåêòðèêå. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî

v
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ãäå � è � — àáñîëþòíûå äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè äèýëåê-
òðèêà. Â ýòîì âûðàæåíèè L åñòü âíåøíÿÿ èíäóêòèâíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ìàãíèò-
íûì ïîòîêîì â äèýëåêòðèêå. Íàïðèìåð, äëÿ êàáåëÿ èìååì (ñì. ÷. I)
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29.11. Ïåðåäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè
ïî âíóòðåííåé ïîëîñòè ìåòàëëè÷åñêèõ òðóá

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû âèäåëè, ÷òî ïðîâîäà ëèíèè ïåðåäà÷è ñëóæàò íà-
ïðàâëÿþùèìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, äâèæóùåãîñÿ â äèýëåêòðèêå, îêðóæàþ-
ùåì ýòè ïðîâîäà. Îäíàêî òàêóþ íàïðàâëÿþùóþ ðîëü ïðîâîäà ëèíèè ìîãóò âû-
ïîëíÿòü òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â äèýëåêòðèêå
âî ìíîãî ðàç ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîäàìè, ò. å. òîëüêî ïðè óñëîâèè,
÷òî ÷àñòîòà íàïðÿæåíèÿ è òîêà íå ñëèøêîì âåëèêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâîäà
ëèíèè áóäóò âåñüìà ýôôåêòèâíî èçëó÷àòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â îêðóæàþ-
ùåå ïðîñòðàíñòâî, ò. å. áóäóò äåéñòâîâàòü ïîäîáíî àíòåííå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âåñüìà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òàê íàçûâàå-
ìûì óëüòðàêîðîòêèì âîëíàì ñ äëèíîé âîëíû ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ,
êîòîðûìè ïîëüçóåòñÿ ñîâðåìåííàÿ ðàäèîòåõíèêà, óæå ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëü-
íûì ïåðåäàâàòü ýíåðãèþ ïî ëèíèÿì îáû÷íîãî âèäà. Çàòðóäíåíèÿ ïðè ýòîì âîç-
ðàñòàþò åùå ïîòîìó, ÷òî ïðè ñòîëü áîëüøèõ ÷àñòîòàõ â èçîëÿöèè ïðîâîäîâ âîç-
íèêàþò çíà÷èòåëüíûå ïîòåðè ýíåðãèè. Ïðè êðåïëåíèè ïðîâîäîâ íà îòäåëüíûõ
èçîëÿòîðàõ èìååì â ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ èçîëÿòîðîâ ñðåäó ñ ïîâûøåííîé äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ, ÷òî ïðåâðàùàåò ëèíèþ â ñâîåãî ðîäà ôèëüòð,
ñðåçàþùèé âûñîêèå ÷àñòîòû.

Â ñâÿçè ñî âñåì ñêàçàííûì îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ ëèíèè ïåðåäà÷è ïðè âåñüìà
âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ âîçìîæíîñòü ïåðåäà÷è ýëåê-
òðîìàãíèòíûì ïîëåì ýíåðãèè âíóòðè ìåòàëëè÷åñêèõ òðóá.

Ñòåíêè òðóáû, åñëè îíè âûïîëíåíû èç ìàòåðèàëà ñ âåñüìà âûñîêîé óäåëüíîé
ïðîâîäèìîñòüþ, íå ïðîïóñêàþò ñêâîçü ñåáÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Â ïðå-
äåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà òðóáà èìååò ñòåíêè èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà,
ýëåêòðè÷åñêèå òîêè, âîçíèêàþùèå â ñòåíêàõ òðóáû, íå ñîçäàþò ïàäåíèÿ íàïðÿ-
æåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñòåíîê âñþäó äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð Ïîéíòèíãà íå èìååò ñîñòàâëÿþùåé, íîðìàëüíîé ê ïî-
âåðõíîñòè ñòåíêè. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íå ïðîíèêàåò âíóòðü ñòåíîê è ìî-
æåò ïðè íàäëåæàùèõ óñëîâèÿõ ïåðåäàâàòü ýíåðãèþ òîëüêî â íàïðàâëåíèè îñè
òðóáû.

Ïðè äåòàëüíîì àíàëèçå óñëîâèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí
âäîëü òðóáû, êîòîðûé ïðîèçâåäåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå, âûÿñíÿåòñÿ îäíà èí-
òåðåñíàÿ è âàæíàÿ îñîáåííîñòü, à èìåííî: âäîëü òðóáû âîçìîæíî ðàñïðîñò-
ðàíåíèå òîëüêî êîðîòêèõ âîëí, äëÿ êîòîðûõ äëèíà âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàí-
ñòâå îäíîãî ïîðÿäêà ñ ïîïåðå÷íûìè ðàçìåðàìè ïîëîñòè òðóáû èëè ìåíüøå èõ.
Â ñâÿçè ñ ýòèì òàêèå òðóáû ïîëó÷èëè ïðèìåíåíèå â ðàäèîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñò-
âàõ óëüòðàêîðîòêèõ âîëí äëÿ ïåðåäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè îò ãåíåðàòîðà
ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèé ê èçëó÷àþùåìó óñòðîéñòâó è ïîëó÷èëè íàçâàíèå
â î ë í î â î ä î â . Äëèíà âîëíîâîäîâ îáû÷íî íåâåëèêà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåðè
ýíåðãèè â èõ ñòåíêàõ, âûçâàííûå êîíå÷íîé óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ ìàòåðèàëà
ñòåíîê, íåçíà÷èòåëüíû. Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà î ðàñïðîñòðàíåíèè
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âîëíîâîäàõ ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü
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ìàòåðèàëà ñòåíîê áåñêîíå÷íî âåëèêà, íå äîïóñêàÿ ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûõ îò-
êëîíåíèé îò ïðàêòè÷åñêèõ óñëîâèé.

29.12. Âîëíîâîäû

Äëÿ óÿñíåíèÿ îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ìåòàë-
ëè÷åñêèõ òðóáàõ ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé è âìåñòå ñ òåì èìåþùèé áîëü-
øîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå âîëíîâîä ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ. Îñü OZ íàïðà-
âèì âäîëü òðóáû. Îñè OX è OY ðàñïîëîæèì òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 29.17.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ îñè OZ, ò. å. êîãäà Ez � 0.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå âåëè÷èíû èçìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè
ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó, âîñïîëüçóåìñÿ ñèìâîëè÷å-
ñêèì ìåòîäîì. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âîëíîâîä
èìååò áåñêîíå÷íóþ äëèíó ïî îñè OZ. Ïî àíàëîãèè ñî ñëó-
÷àåì äâèæåíèÿ âîëí òîêà è íàïðÿæåíèÿ âäîëü äëèííûõ

îäíîðîäíûõ ëèíèé (ñì. ÷. II) ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåíåíèå íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé
âäîëü îñè OZ âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé âèäà e–,'z, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ îäíîé
ïðÿìîé áåãóùåé âîëíû. (Çäåñü ÷åðåç ,' îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ñìûñë êî-
ýôôèöèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ, â îòëè÷èå îò ,, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò óäåëüíóþ ýëåê-
òðè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü âåùåñòâà.)

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ êîìïëåêñíûå âûðàæåíèÿ ìãíîâåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ íà-
ïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé áóäóò èìåòü âèä

� � ; � � ; � ;E E e e E E e e Ex mx
j t z

y my
j t z

z� � �� �! , ! ,' ' 0

� � ; � � ; � �H H e e H H e e H H e ex mx
j t z

y my
j t z

z mz
j t� � �� �! , ! , ! ,' ' ' z ,

ãäå êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû �E mx , �E my , �H mx , �H my è �H mz ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè x
è y.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèÿ (à)–(å) â § 29.1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â äè-
ýëåêòðèêå , � 0 è � � 0 è ÷òî, êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ �E z � 0, ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà

îáùèé ìíîæèòåëü e j!te–,‘z ïîëó÷àåì
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Ïîäñòàâëÿÿ Emy èç (ã) â (á) è Emx èç (ä) â (à), íàõîäèì
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ãäå k2 � ,'2 + !��.
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Óðàâíåíèå (â), åñëè â íåãî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ (*), óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêè. Îñòàåòñÿ óðàâíåíèå (å). Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî �E mx è �E my èç (ä) è (ã) è çà-
òåì âìåñòî �H mx è �H my èõ âûðàæåíèÿ (*), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ Hmz:
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2

2

2

2

2 0
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� .
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x
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y
k Hmz mz

mz� � �
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Áóäåì èñêàòü �H mz â ôîðìå Hmz � XY, ãäå X — ôóíêöèÿ òîëüêî x è Y — ôóíêöèÿ

òîëüêî y. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

Y
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x
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y
k XY
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Ðàçäåëèâ åãî íà XY, íàõîäèì
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Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî x, ïðàâàÿ —
ôóíêöèåé òîëüêî y. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå óäîâëåòâîðÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ x è y
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè è ëåâàÿ è ïðàâàÿ åãî ÷àñòè ðàâíû íåêîòîðîé ïîñòîÿí-
íîé âåëè÷èíå #2. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà:

�

�
:

�

�
#

2

2

2
2

2

20 0
X

x
X

Y

y
Y� � � �; ,

ãäå : � k2 – #2.
Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

X A x Y B y� � � �cos( ); cos( );: � # T
� � cos( ) cos( ),H H x ymz � � �0 : � # T

ãäå �H 0 � AB.

Ïîñòîÿííûå :, #, � è T îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé íà ïîâåðõíîñòÿõ ñòåíîê âîëíîâîäà. Ïðè ñâåðõïðîâîäÿ-
ùèõ ñòåíêàõ ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ â íèõ ðàâíî íóëþ è, ñëåäî-
âàòåëüíî, âíóòðè ñòåíîê âñþäó Em � 0. Ïîýòîìó ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì äëÿ ïîëÿ â äèýëåêòðèêå âíóòðè âîëíîâîäà ÿâëÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ó ïîâåðõíîñòè ñòåíêè êàñàòåëüíîé ê ýòîé
ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà E. Èñïîëüçóÿ ýòî óñëî-
âèå, èìååì (ðèñ. 29.18)

� ;E x x amy � � �0 0ïðè è
� .E y y bmx � � �0 0ïðè è

Èç óðàâíåíèé (ã), (ä) è (*) ïðè ýòîì ïîëó÷àåì

�

�

�
;

H

x
x x amz � � �0 0ïðè è

�

�

�
.

H

y
y y bmz � � �0 0ïðè è
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Ýòî äàåò � � 0; : � m�/a; T � 0; # � n�/b, ãäå m è n — öåëûå ÷èñëà. Èìååì îêîí-
÷àòåëüíî

� � cos cos .H H
m x

a

n y

b
mz � 0

� �

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (*) è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (ã) è (ä),
íàõîäèì êîìïëåêñíûå âûðàæåíèÿ ìãíîâåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé:
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Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå (**) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íåãî âûðàæåíèÿ �H mz è åãî
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ äàåò
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Íàéäåííîå ðåøåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â âîëíîâîäå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ðÿä
âîëí, ïðè÷åì êàæäàÿ âîëíà ñîîòâåòñòâóåò ïàðå öåëûõ ÷èñåë m è n. Çàäàíèå îäíî-
âðåìåííî m è n ðàâíûìè íóëþ ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó íóëþ âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ E.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ðàâíî
íóëþ, à äðóãîå ðàâíî åäèíèöå. Ïóñòü, íàïðèìåð, m � 1 è n � 0. Ñîãëàñíî ïîñëåä-
íåìó ñîîòíîøåíèþ, ïðè ýòîì k � �/a è óðàâíåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåí-
íîñòåé ïîëÿ ïðèîáðåòàþò âèä
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Ïîñòîÿííàÿ ,' èìååò òàêîé æå ñìûñë, êàê êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ â
òåîðèè îäíîðîäíûõ ëèíèè (ñì. ÷. II). Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî åå ïðåäñòàâèòü â
âèäå ,' � � + j
, ãäå âåëè÷èíà � õàðàêòåðèçóåò çàòóõàíèå âîëíû âäîëü îñè OZ è
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ìîæåò áûòü íàçâàíà êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ, à âåëè÷èíà 
 õàðàêòåðèçóåò èç-
ìåíåíèå ôàçû âäîëü îñè OZ è ìîæåò áûòü íàçâàíà êîýôôèöèåíòîì ôàçû.
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 � 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì çàòóõàþùóþ âîëíó.
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< !2�� èìååì ,' < 0 è ,'— ìíèìîå ÷èñëî, ò. å. ,' � j
 è � � 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ âäîëü âîëíîâîäà áåç çàòó-
õàíèÿ.

Ìû ïðèõîäèì ê èíòåðåñíîìó çàêëþ÷åíèþ, ÷òî äëÿ âîëíîâîäà ñ çàäàííûìè
ðàçìåðàìè a è b ñóùåñòâóåò ê ð è ò è ÷ å ñ ê à ÿ ÷ à ñ ò î ò à, îïðåäåëÿåìàÿ èç óñëî-
âèÿ ,' � 0 âûðàæåíèåì
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Ïðè ÷àñòîòàõ íèæå !0 íåâîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå âäîëü âîëíîâîäà âîëí áåç
çàòóõàíèÿ. Ïðè ÷àñòîòàõ âûøå !0 âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ áåç çàòóõàíèÿ.

Îáîçíà÷àÿ, êàê è ðàíåå, ÷åðåç " äëèíó ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïðè åå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (âíå ñòåíîê âîëíîâîäà), áóäåì èìåòü
(ñì. § 29.2)
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Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòå !0 ñîîòâåòñòâóåò ê ð è ò è ÷ å ñ ê à ÿ
ä ë è í à â î ë í û "0 â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå:
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Âåëè÷èíû !0 è "0 çàâèñÿò îò ÷èñåë m è n, îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåð âîëíû.
Åñëè a > b, òî ñàìàÿ ìàëàÿ êðèòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà ïîëó÷àåòñÿ ïðè m � 1 è n � 0. Îíà

îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé !0 �
1

��

�
a

è, ñëåäîâàòåëüíî, íàèáîëüøàÿ êðèòè÷åñêàÿ äëèíà

âîëíû èìååò çíà÷åíèå "0 � 2a. Åñëè a � 10 ñì, òî "0 � 20 ñì è f0 � !0/(2�) � v/"0 �
� 3�1010/20 � 1,5�109 Ãö. Èç ýòîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî âîëíîâîä ñïîñîáåí ïðîïóñ-
êàòü ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû òîëüêî âåñüìà âûñîêîé ÷àñòîòû.
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Òàê êàê ïðè ! > !0 èìååì ,' � j
 è e jwt–,'z � e j(!t–
z), òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæå-
íèé äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ìãíîâåííûõ âåëè÷èí Hx, Hy, Hz, Ex è Ey íåîáõîäèìî â èõ
êîìïëåêñíûõ âûðàæåíèÿõ çàìåíèòü ìíîæèòåëü e j!t–,'z íà sin (!t – 
z). Âåëè÷èíà
!/
 � v' åñòü ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû.

Äëèíà âîëíû Q â âîëíîâîäå ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ 
Q � 2�. Çàìåíÿÿ â
ñîîòíîøåíèè (***) ,'2 ÷åðåç (–
2) è !2�� ÷åðåç (2�/")2, íàõîäèì
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëèíà âîëíû Q â âîëíîâîäå áîëüøå äëèíû âîëíû " â ñâî-
áîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè òîé æå ÷àñòîòå. Ýòà ðàçíèöà òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå "
ïðèáëèæàåòñÿ ê êðèòè÷åñêîé äëèíå âîëíû "0, è ïðè " � "0 ïîëó÷àåì Q � ..

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå v' �
!
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Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçîâàÿ ñêîðîñòü v' ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âîëíîâîäå áîëüøå
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî, êî-
íå÷íî, íå îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé,
÷åì v, òàê êàê v' åñòü òîëüêî ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå äâè-
æåòñÿ ôàçîâîå ðàñïðåäåëåíèå âäîëü îñè OZ.

Â âûøåèññëåäîâàííîì ñëó÷àå âäîëü îñè OZ âîëíîâîäà èìååò îòëè÷íóþ îò
íóëÿ ñîñòàâëÿþùóþ òîëüêî íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî
âîëíû òàêîãî òèïà ïîëó÷èëè íàèìåíîâàíèå «ìàãíèòíûõ âîëí». Èõ ïðèíÿòî îáî-
çíà÷àòü áóêâîé H. Òàê êàê ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè ýòîì
ëåæàò öåëèêîì â ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèÿõ âîëíîâîäà, òî âîëíû ýòîãî òèïà íàçûâàþò
òàêæå «ïîïåðå÷íûìè ýëåêòðè÷åñêèìè âîëíàìè» è îáîçíà÷àþò áóêâàìè TE. Äëÿ
ïðÿìîóãîëüíûõ âîëíîâîäîâ ââîäÿò îáîçíà÷åíèå Hmn (èëè ñîîòâåòñòâåííî TEmn),
ïðè÷åì èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò âûøåóêàçàííûì ÷èñëàì m è n. Íà ðèñ. 29.18 èçî-
áðàæåíà â ïîïåðå÷íîì è ïðîäîëüíîì ñå÷åíèÿõ ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà êàðòèíà
ïîëÿ äëÿ âîëíû H10 (èëè TE10). Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ëèíèè íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, øòðèõîâûìè — ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñåë m è n êàðòèíà ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ñëîæíîé.

Ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òàêæå òàê íàçûâàåìûå ýëåêòðè÷åñêèå âîëíû, îáîçíà÷àå-
ìûå áóêâîé E ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè. Âîëíû ýòîãî òèïà õàðàêòåðèçó-
þòñÿ òåì, ÷òî â íèõ âäîëü îñè âîëíîâîäà îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñîñòàâëÿþùóþ èìååò

òîëüêî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.
Ýòè âîëíû íàçûâàþò òàêæå «ïîïåðå÷íûìè
ìàãíèòíûìè âîëíàìè», îáîçíà÷àÿ èõ ïðè
ýòîì áóêâàìè TM.

Íà ðèñ. 29.19 èçîáðàæåíû ëèíèè íàïðÿ-
æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (øòðèõîâûå ëè-
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íèè) è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (ñïëîøíûå ëèíèè) äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ —
«ýëåêòðè÷åñêîé» âîëíû â öèëèíäðè÷åñêîì âîëíîâîäå. Ýòîò ñëó÷àé èíòåðåñåí
òåì, ÷òî êàðòèíà ïîëÿ â íåì èìååò ìíîãî îáùåãî ñ êàðòèíîé ïîëÿ ïðè ðàñïðî-
ñòðàíåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí âäîëü êîíöåíòðè÷åñêîãî êàáåëÿ. Â îòëè÷èå
îò êàáåëÿ â âîëíîâîäå îòñóòñòâóåò âíóòðåííèé ïðîâîä è ðîëü òîêîâ ïðîâîäèìî-
ñòè âî âíóòðåííåì ìåòàëëè÷åñêîì ïðîâîäå êàáåëÿ â âîëíîâîäå èãðàåò òîê ñìå-
ùåíèÿ.

Âîçíèêíîâåíèå òîãî èëè èíîãî òèïà âîëí â îäíîðîäíîì âîëíîâîäå çàâèñèò îò
ñâîéñòâ êîíöåâûõ óñòðîéñòâ, â ÷àñòíîñòè îò óñòðîéñòâà, ãåíåðèðóþùåãî âîëíû â
íà÷àëå âîëíîâîäà.

Äëÿ âîçáóæäåíèÿ æåëàåìîãî òèïà âîëí ìîæíî ââåñòè â âîëíîâîä ìåòàëëè÷å-
ñêèé ñòåðæåíåê, ðàñïîëîæèâ åãî îñü â ìåñòå, ãäå äîëæíî âîçíèêàòü íàèáîëåå
ñèëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå æåëàåìîé âîëíû, è íàïðàâèâ îñü ñòåðæåíüêà â íà-
ïðàâëåíèè ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýòîãî ïîëÿ. Ïîäâîäÿ íàïðÿæåíèå âûñîêîé ÷àñ-
òîòû ìåæäó ñòåðæåíüêîì è âîëíîâîäîì õîòÿ áû ïî êîíöåíòðè÷åñêîìó êàáåëþ,
ìîæíî âîçáóäèòü êîëåáàíèÿ â âîëíîâîäå. Ìîæíî òàêæå ââåñòè â âîëíîâîä íå-
áîëüøóþ ïåòëþ èç ïðîâîëîêè, îáòåêàåìóþ òîêîì, ðàñïîëîæèâ ïåòëþ â ìåñòå
îæèäàåìîãî ìàêñèìóìà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàê, ÷òîáû ïëîñêîñòü
ïåòëè áûëà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê íàïðàâëåíèþ ìàãíèòíûõ ëèíèé òðåáóåìîãî ïîëÿ.

Íà ïðèåìíîì êîíöå âîëíîâîäà ìîæíî ïðèìåíèòü àíàëîãè÷íûå óñòðîéñòâà.
Ìîæíî òàêæå îñòàâèòü ýòîò êîíåö îòêðûòûì èëè ñíàáäèòü åãî ðóïîðîì äëÿ èç-
ëó÷åíèÿ âîëí â ïðîñòðàíñòâî.

Ïðè ñðàâíåíèè õàðàêòåðà ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âîëíîâîäå è â îäíîðîä-
íîé ëèíèè îáíàðóæèâàþòñÿ íàðÿäó ñ îáùèìè èõ ÷åðòàìè è ñóùåñòâåííûå ðàç-
ëè÷èÿ â íèõ. Â òåîðèè îäíîðîäíûõ ëèíèé áûë ðàññìîòðåí òîëüêî ïðîñòåéøèé
òèï âîëí, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ òåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäîâ
ëèíèè íàïðÿæåííîñòè êàê ìàãíèòíîãî, òàê è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàñïîëàãàþò-
ñÿ öåëèêîì â ïëîñêîñòÿõ, íîðìàëüíûõ ê íàïðàâëåíèþ ïðîâîäîâ. Åñëè íàïðàâëå-
íèå ïðîâîäîâ ïàðàëëåëüíî îñè OZ, òî äëÿ òàêèõ âîëí âñþäó Hz � Ez � 0. Ýòè âîë-
íû íàçûâàþò ï î ï å ð å ÷ í û ì è èëè òàêæå î ñ í î â í û ì è äëÿ ëèíèè ïåðåäà÷è.
Êàê ìû âèäåëè, ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ âîëí v � 1/ LC � 1/ ��
íåçàâèñèìî îò ôîðìû êðèâîé òîêà è íàïðÿæåíèÿ èëè îò èõ ÷àñòîòû ðàâíà ñêîðî-
ñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå (ïðè
îòñóòñòâèè ïðîâîäîâ). Ñîîòâåòñòâåííî ïðè ïåðèîäè÷åñêîì ïðîöåññå äëèíà âîë-
íû " � vT ðàâíà äëèíå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå.

Âîëíû òàêîãî òèïà íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â âîëíîâîäå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â
âîëíîâîäå âñþäó Ez � 0, ò. å. åñëè ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ëå-
æàò òîëüêî â ïîïåðå÷íûõ ïëîñêîñòÿõ, òî òîëüêî â ýòèõ ïëîñêîñòÿõ ðàñïîëàãàþò-
ñÿ è ëèíèè òîêà ñìåùåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàìêíóòû íà ñåáÿ èëè êîí÷àòüñÿ
ó ñòåíîê âîëíîâîäà è ïðîäîëæàòüñÿ â ñòåíêàõ â âèäå ëèíèé òîêà ïðîâîäèìîñòè.
ßñíî, ÷òî òàêèå ëèíèè òîêà ñìåùåíèÿ äîëæíû îõâàòûâàòüñÿ çàìêíóòûìè íà
ñåáÿ ëèíèÿìè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð H, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, äîëæåí èìåòü îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñîñòàâëÿþùóþ âäîëü îñè OZ

(Hz � 0).
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Åñëè â âîëíîâîäå âñþäó Hz � 0, ò. å. ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ëåæàò öåëèêîì â ïîïåðå÷íûõ ïëîñêîñòÿõ, òî íåèçáåæíî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü
ïðîäîëüíûé òîê ñìåùåíèÿ, îõâàòûâàåìûé ýòèìè ëèíèÿìè, à ñëåäîâàòåëüíî,
Ez � 0. Òàêèì îáðàçîì, âîëíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â ëèíèè ïåðåäà÷è,
íå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â âîëíîâîäå. Â âîëíîâîäå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òîëüêî
âîëíû, â êîòîðûõ ëèáî âåêòîð H, ëèáî âåêòîð E èìååò ïðîäîëüíûå ñîñòàâëÿþ-
ùèå. Ïðè ýòîì âåñüìà ñóùåñòâåííî, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå ýòèõ âîëí âäîëü âîëíî-
âîäà âîçìîæíî, òîëüêî åñëè ÷àñòîòà f âûøå êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòû f0. Êðèòè-
÷åñêàÿ äëèíà âîëíû "0 � v/f0 èìååò ïîðÿäîê ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî è â ëèíèè ïåðåäà÷è âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå âîëí
ýòîãî òèïà, åñëè äëèíà âîëíû " áóäåò ñðàâíèìà ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïðîâîäàìè
ëèíèè, íî ïðè ýòîì ëèíèÿ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé àíòåííó è ýëåêòðîìàãíèò-
íîå ïîëå áóäåò âåñüìà èíòåíñèâíî èçëó÷àòüñÿ â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî
ïðèâåäåò ê áûñòðîìó çàòóõàíèþ âîëí âäîëü ëèíèè. Åñëè ëèíèÿ èìååò âèä êîí-
öåíòðè÷åñêîãî êàáåëÿ, èçëó÷åíèå ýòèõ âîëí íå áóäåò ïðîèñõîäèòü, òàê êàê îá-
ëàñòü, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû, ýêðàíèðîâàíà îò âíåøíåãî ïðîñòðàí-
ñòâà íàðóæíûì òðóá÷àòûì ïðîâîäîì êàáåëÿ. Îäíàêî êàáåëü èñïîëüçóþò îáû÷íî
ïðè áîëåå íèçêèõ ÷àñòîòàõ, òàê êàê îí ïðîâîäèò óïîìÿíóòûå âûøå ïîïåðå÷íûå
âîëíû, à ïðè ÷àñòîòàõ âûøå êðèòè÷åñêîé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âîëíîâîäîì.

Äëÿ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü âîëíîâîäà, ìîæíî òàêæå ââåñòè ïîíÿ-
òèå âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ïåðåäà÷à ýíåðãèè âäîëü âîëíîâîäà îïðåäåëÿåòñÿ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñîñòàâëÿþùèìè âåêòîðîâ E è H, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûìè îñè âîëíîâîäà. Â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâî-
äà ýòî áûëè ñîñòàâëÿþùèå Ex è Hy è ñîñòàâëÿþùèå Ey è Hx. Ïîëîæèòåëüíîå çíà-
÷åíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà (â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè OZ) ïîëó÷àåòñÿ
îò óìíîæåíèÿ Ex è Hy îäíîãî çíàêà è îò óìíîæåíèÿ Ey è Hx ðàçíûõ çíàêîâ. Ïî-
ýòîìó âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ñëåäóåò îïðåäåëÿòü èç ñîîòíîøåíèé:

z
E

H
z

E

H

x

y

y

x

� � �
�

�

�

�
.èëè

Èç âûøåïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì äëÿ âîëí òèïà H (òèïà TE)

z
j

v� � � �
!�
,

!�



�
"

�
� "'

Q Q
.

Íî � � � z' åñòü âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå â ñëó÷àå, êîãäà ñðåäà, çàïîëíÿþùàÿ
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Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå z íå îïðåäåëÿåòñÿ êàê z' òîëüêî ïàðà-
ìåòðàìè ñðåäû, à çàâèñèò îò ÷àñòîòû f è õàðàêòåðà âîëíû, ò. å. îò ÷èñåë m è n, îò
êîòîðûõ çàâèñèò êðèòè÷åñêàÿ ÷àñòîòà f0. Îíî çàâèñèò òàêæå îò òèïà âîëíû. Òàê,
äëÿ âîëí òèïà E (òèïà TM) èìååì âûðàæåíèå

z z f f� �' 1 0
2( ) .

Ñòîëü ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü z îò ìíîãèõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ íå òîëü-
êî ïåðåäàþùåå óñòðîéñòâî, íî è ïðîöåññû â íåì, åñòü ðåçóëüòàò òîãî, ÷òî âîëíî-
âîä íå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñ îïðåäåëåííûìè ïàðà-
ìåòðàìè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ â âîëíîâîäå íåîáõîäèìî, êàê ýòî è áûëî
ñäåëàíî, îáðàòèòüñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
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Ãëàâà òðèäöàòàÿ

Ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

30.1. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿ-
ñÿ â äèýëåêòðèêå, ïîäõîäèò íîðìàëüíî ê ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé
ñ îäíîé ñòîðîíû ïðîâîäÿùóþ ñðåäó (ðèñ. 30.1). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîâî-

äÿùàÿ ñðåäà ïðîñòèðàåòñÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïàäàþùàÿ âîëíà ÷àñòüþ
îòðàæàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåé ñðåäû, ÷àñòüþ
ïðîíèêàåò â ýòó ñðåäó è ïîãëîùàåòñÿ â íåé. Ðàññìîò-
ðèì âîëíó, ïðîøåäøóþ ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà
è ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Íàïðà-
âèì îñü OZ â ãëóáü ïðîâîäÿùåé ñðåäû íîðìàëüíî
ê åå ïîâåðõíîñòè. Ïëîñêîñòü XOY ñîâìåñòèì ñ ýòîé
ïîâåðõíîñòüþ.

Â ïðîâîäÿùåé ñðåäå ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü òîêàìè ñìåùåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òîêà-
ìè ïðîâîäèìîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ìàê-
ñâåëëà ïðèíèìàþò âèä

rot rotH E E
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; .
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòè ïîëåé íå èìåþò ñîñòàâëÿþùèõ, ïîñòîÿí-
íûõ âî âðåìåíè.

Íàïðàâèâ îñü OX ïî âåêòîðó E è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïëîñêîé âîëíå E è H íå çàâè-
ñÿò îò x è y, èç óðàâíåíèÿ (ã) èç § 29.1 ïîëó÷àåì
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé èçìå-
íÿþòñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó
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Àìïëèòóäû Em è Hm è íà÷àëüíûå ôàçû TE è TH, à ñëåäîâàòåëüíî, è êîìïëåêñ-
íûå àìïëèòóäû �E m è �H m ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòû z. Ïîä-
ñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ âåëè÷èí �E x è �H y â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå â óðàâíåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùèå Ex è Hy, ïîëó÷àåì ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü e j!t ýòè
óðàâíåíèÿ â âèäå
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Ðåøåíèå ýòîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì èìååò âèä
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(1 + j), ÷òî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ âîçâåäåíèåì ýòîãî ðàâåíñòâà â

êâàäðàò, òî, ââîäÿ åùå îáîçíà÷åíèå

!�,
2

� k,

ïîëó÷àåì

� !�,
!�,

� � � � �j j j k( ) ( ) .1
2

1

Âòîðîé ÷ëåí â âûðàæåíèè äëÿ �H m ïðè A2 � 0 óâåëè÷èâàåòñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè
ïðè âîçðàñòàíèè z, òàê êàê âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü � ïîëîæèòåëüíà. Íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ íå ìîæåò ðàñòè äî áåñêîíå÷íîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû ïðèíÿòü
A2 � 0. Òàêèì îáðàçîì,

� .H A em
z� �

1
�

Ïîñòîÿííàÿ A1 ïîëó÷àåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ïðè z � 0 âåëè÷èíà �H m èìååò çà-

äàííîå çíà÷åíèå �H H eme m
j He� T íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû. Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿ-

ùèåñÿ ê ïîâåðõíîñòè ñðåäû, áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì e. Ñòàëî áûòü, A1 � �H me ,

è ðåøåíèå èìååò âèä
� �H H e em me
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èëè

H H e t kzy me
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He� � �� sin( ).! T
Âûðàæåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íàõîäèì èç ïåðâîãî
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Ïëîòíîñòü òîêà èçìåíÿåòñÿ ïî òàêîìó æå çàêîíó, êàê íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ, òàê êàê J � ,E.

Âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå äëÿ ïðîâîäÿùåé ñðåäû îêàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì
è ðàâíûì

Z
E

H

j k
jm

m

� �
�

� �
�

�

( )
( ) .

1
1

2,
!�
,

Ðàñïîëàãàÿ ýòèì âûðàæåíèåì, ìîæíî íàéòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåí-
íîñòÿìè âîëí: ïàäàþùåé èç äèýëåêòðèêà íà ïîâåðõíîñòü ïðîâîäÿùåé ñðåäû ( �E �1,
�H �1), îòðàæåííîé îò ïîâåðõíîñòè ñðåäû ( �E T1, �H T1) è ïðåëîìëåííîé ( �E �2 , �H �2 ),

ò. å. ïðîøåäøåé â ïðîâîäÿùóþ ñðåäó. Äëÿ ýòîé öåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
ôîðìóëû, âûâåäåííûå â ÷. II ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
âîëí â îäíîðîäíîé ëèíèè, çàìêíóòîé â êîíöå íà ñîïðîòèâëåíèå Z. Èìååì íà ïî-
âåêðõíîñòè ðàçäåëà
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z Z
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HT �1

1

1

1�
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�

ãäå z1 � � �1 1 — âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå äëÿ ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí â
äèýëåêòðèêå, ïðè÷åì �1 è �1 — àáñîëþòíûå ìàãíèòíàÿ è äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-
öàåìîñòè äèýëåêòðèêà.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ïðîâîäÿùåé ñðåäû áåñêî-
íå÷íà, ïîëó÷àåì Z � 0,

� � � �E E H HT � T �1 1 1 1� � �è

è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà

� � � � � ,E E E H H1 1 1 1 10 2� � � �� T �è

ò. å. âîëíà ïîëíîñòüþ îòðàæàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ñâåðõïðîâîäÿùåé ñðåäû. Â äè-
ýëåêòðèêå ïðè ýòîì â ðåçóëüòàòå èíòåðôåðåíöèè ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí
óñòàíàâëèâàþòñÿ ñòîÿ÷èå âîëíû. Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ðåæèìó êîðîòêîãî çà-
ìûêàíèÿ îäíîðîäíîé ëèíèè ïåðåäà÷è.

30.2. Äëèíà âîëíû è çàòóõàíèå âîëíû

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé ïðåæäå âñåãî ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî àìïëèòóäû íàïðÿæåííîñòåé ïî
ìåðå ïðîíèêíîâåíèÿ âîëíû â ãëóáü ïðîâîäÿùåé ñðåäû ïðè ïëîñêîé âîëíå óáû-
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âàþò ïî ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó. Êðîìå òîãî, íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé èçìåíÿ-
åòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî z, ïðè÷åì ïî ìåðå ïðîíèêíîâåíèÿ âîëíû â ãëóáü ñðåäû
êîëåáàíèÿ âñå áîëåå çàïàçäûâàþò ïî ôàçå ïî îòíîøåíèþ ê êîëåáàíèÿì íà ïî-
âåðõíîñòè ñðåäû. Âî âñåõ òî÷êàõ ñðåäû, â òîì ÷èñëå è íà åå ïîâåðõíîñòè, íàïðÿ-
æåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îïåðåæàåò ïî ôàçå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íà óãîë �UE.

Äëèíà âîëíû ", ò. å. ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ôàçà èçìåíÿåòñÿ íà 2�, îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç óñëîâèÿ !�, 2 " � 2�, îòêóäà íàõîäèì

" �
!�,

�
�,

� �2
2

2
1

f
,

òàê êàê ! � 2�f, ãäå f — ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Îòíîøåíèå àìïëèòóä íàïðÿæåííî-
ñòåé ïîëåé íà ðàññòîÿíèè z � " îò ïîâåðõíîñòè ñðåäû ê èõ çíà÷åíèÿì íà ïîâåðõ-
íîñòè ðàâíî e–k" � e–2� � 0,00187, ò. å. íà ýòîì ðàññòîÿíèè âîëíà ïðàêòè÷åñêè ïîë-
íîñòüþ çàòóõàåò.

Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ äëèíû âîëíû ïðè ÷àñòîòå
êîëåáàíèé f � 50 Ãö è 500 êÃö â ìåäè, â ôåððîìàãíèòíîì âåùåñòâå (åñëè ñ÷èòàòü
� � const), â ìîðñêîé âîäå è â ñóõîé ïî÷âå. Ìû âèäèì, ÷òî ïðè ïðîìûøëåííîé
÷àñòîòå f � 50 Ãö ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïðîíèêàåò â ìåäü íà íåñêîëüêî ñàíòè-
ìåòðîâ, à â ôåððîìàãíèòíîå âåùåñòâî — âñåãî ëèøü íà íåñêîëüêî ìèëëèìåòðîâ.
Ïðè ðàäèî÷àñòîòàõ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ èçìåðÿåòñÿ â ìåäè äåñÿòûìè äîëÿ-
ìè ìèëëèìåòðà, à â ôåððîìàãíèòíîì âåùåñòâå — ñîòûìè äîëÿìè ìèëëèìåòðà.
Ïðè âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ âîëíû â ìîðñêîé âîäå è äàæå â
ñóõîé ïî÷âå íåçíà÷èòåëüíà.

×àñòîòà f

Äëèíà âîëíû " äëÿ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ

Ìåäü

,V� 5,8�107Ñì/ì,
�V�V�0
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âåùåñòâî

, 1 107Ñì/ì,
�V1 1000 �0
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, 1 1Ñì/ì,
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Ñóõàÿ ïî÷âà
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0,45 ñì

0,45�10–2 ñì
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Òàêèì îáðàçîì, íà ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè, ðàâíîå z � "/2, ïðîíèêàåò òîëü-
êî e–2� �100 � 0,187% ýíåðãèè, ïîãëîùàåìîé â ïðîâîäÿùåé ñðåäå. Ïîýòîìó ïðàê-
òè÷åñêè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíà çàòóõàåò óæå íà ðàññòîÿíèè, â äâà-òðè ðàçà
ìåíüøåì ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåäåííûìè â òàáëèöå.

30.3. ßâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà

Ïåðåìåííûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê ðàñïðåäåëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíî ïî ñå÷åíèþ ïðî-
âîäîâ, ïðè÷åì ïëîòíîñòü òîêà èìååò íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðî-
âîäà è óáûâàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè â ãëóáü ïðîâîäà. Ýòî ÿâëåíèå
íàçûâàåòñÿ ï î â å ð õ í î ñ ò í û ì ý ô ô å ê ò î ì.

Ïåðåìåííûé ìàãíèòíûé ïîòîê â òåëàõ, îáëàäàþùèõ êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ,
âûçûâàåò â ýòèõ òåëàõ âèõðåâûå òîêè, êîòîðûå îñëàáëÿþò ìàãíèòíûé ïîòîê âíóò-
ðè ïðîâîäÿùåãî òåëà. Ýòîò ýôôåêò èíîãäà íàçûâàþò ðàçìàãíè÷èâàþùèì äåéñò-
âèåì âèõðåâûõ òîêîâ. Ïî ñóùåñòâó, è â ýòîì ñëó÷àå èìååì äåëî ñ ÿâëåíèåì ïî-
âåðõíîñòíîãî ýôôåêòà.

ßâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ìîæíî îáúÿñíèòü, ðàññìàòðèâàÿ ïðîíèêíî-
âåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ãëóáü ïðîâîäà èç ïðîñòðàíñòâà, îêðóæàþùåãî
ïðîâîä. Â § 29.10 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåðè ýíåðãèè íà íàãðåâàíèå ïðîâîäà òî-
êîì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîãëîùåíèå âíóòðè ïðîâîäà ýëåêòðîìàãíèòíîé
ýíåðãèè, ïåðåäàâàåìîé â òåëî ïðîâîäà ÷åðåç åãî ïîâåðõíîñòü èç îêðóæàþùåãî
ïðîñòðàíñòâà. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû óáåäèëèñü, ÷òî ïåðåìåííàÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíàÿ âîëíà çàòóõàåò ïî ìåðå ïðîíèêíîâåíèÿ â ãëóáü ïðîâîäÿùåé ñðåäû.
Ïîýòîìó âïîëíå åñòåñòâåííî, ÷òî àìïëèòóäû ïëîòíîñòè òîêà è íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ïðè ïåðåìåííîì òîêå è ïðè ïåðåìåííîì ïî-
òîêå èìåþò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ó ïîâåðõíîñòè òåë èç ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà.

30.4. Àêòèâíîå è âíóòðåííåå èíäóêòèâíîå
ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäîâ

Îáùóþ èíäóêòèâíîñòü L êîíòóðà òîêà ìîæíî ïðîñòî ðàçäåëèòü íà âíóòðåííþþ
è âíåøíþþ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè ðàñïîëàãàþòñÿ
ëèáî öåëèêîì âíóòðè òåëà ïðîâîäîâ êîíòóðà, îáðàçóÿ âíóòðåííèé ìàãíèòíûé
ïîòîê 	âíóòð, ëèáî öåëèêîì âíå ïðîâîäîâ, îáðàçóÿ âíåøíèé ïîòîê 	âíåø. Ïðè
ýòîì êîíòóðû ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ ñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Ýòè
óñëîâèÿ ñîáëþäàþòñÿ òî÷íî â åäèíñòâåííîì ñëó÷àå — äëÿ ïðÿìîëèíåéíîãî êîí-
öåíòðè÷åñêîãî êàáåëÿ (ðèñ. 30.2), â êîòîðîì ïðÿìûì ïðîâîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðîâîä
êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, à îáðàòíûì — ñîîñíûé ñ íèì òðóá÷àòûé ïðîâîä, ñå÷åíèå êîòî-
ðîãî îãðàíè÷åíî äâóìÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè.

Ñîñòàâëÿÿ ëèíåéíûé èíòåãðàë íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî êîí-
òóðó agdmcfbna, áóäåì èìåòü

E l E l E l E l E ld d d d d
d

d
agd dmc cfb bna

� � � � � �� � � � �
	âíåø

t
.
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Âåëè÷èíà

E l E ld d u u
anb dmc

anb dmc� �� � � ,

ðàâíàÿ ðàçíîñòè íàïðÿæåíèé ìåæäó ïðîâîäàìè êîíòóðà ïî ïóòÿì anb è dmc,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ íà ó÷àñòêå ëèíèè äëèíîé 
l. Îòðåçîê 
l
áåðåì ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü òîê i îäèíàêîâûì íà åãî äëèíå,
ò. å. ÷òîáû ìîæíî áûëî íå ñ÷èòàòüñÿ ñ òîêàìè ñìåùåíèÿ ìåæäó ïðîâîäàìè. Â ýòîì
ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîå ïàäåíèå íàïðÿæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u u ir L
di

dt
anb dmc� � � ,

ãäå r è L — ñîïðîòèâëåíèå è èíäóêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ïàðû ïðîâîäîâ íà
ó÷àñòêå äëèíîé 
l.

Èñïîëüçóÿ íàïèñàííîå âûøå âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû E ld� , ïîëó÷àåì

E l E l E l E ld d d d
d

dt
ir L

d

agd cfb anb dmc

� � � �� � � � � �
	âíåø i

dt

d

dt
�

	âíåø

è, íàêîíåö, îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó
d

dt

	âíåø � Lâíåø
di

dt
è L � Lâíåø + Lâíóòð, áóäåì èìåòü

E l E ld d ir L
di

dt
agd cfb

� �� � � âíóòð .

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëÿþùåå âåëè÷èíû r è
Lâíóòð.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðàññìîòðåíèÿ ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòíûé òðóá÷à-
òûé ïðîâîä îáðàçîâàí èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà, ò. å. èìååò áåñêîíå÷íî
áîëüøóþ óäåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü. Ïðè ýòîì åãî àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå áóäåò
ðàâíî íóëþ. Ðàâíà íóëþ áóäåò è åãî âíóòðåííÿÿ èíäóêòèâíîñòü, òàê êàê, ñîãëàñ-
íî ñêàçàííîìó â § 30.2, äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ìåòàëëå ïðè , � . ðàâíà
íóëþ, ò. å. ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íå ïðîíèêàåò âíóòðü ïðîâîäà. Íà ïîâåðõíîñòè
îáðàòíîãî òðóá÷àòîãî ïðîâîäà êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 'E t íàïðÿæåííîñòè
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ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðè ýòîì ðàâíà íóëþ, è ñîîòâåòñòâåííî ïàäåíèå íàïðÿæå-
íèÿ âäîëü ýòîãî ïðîâîäà òàêæå ðàâíî íóëþ, ò. å.

E ld
cfb

� � 0.

Âåëè÷èíà Et íà ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåãî ïðîâîäà ïîñòîÿííà âäîëü îòðåçêà 
l,
òàê êàê òîê i íå èçìåíÿåòñÿ âäîëü ýòîãî îòðåçêà. Ñëåäîâàòåëüíî,

E ld E l
agd

t� � 
 .

Ïðè ñèíóñîèäàëüíîì èçìåíåíèè òîêà ñ óãëîâîé ÷àñòîòîé ! ìîæåì íàïèñàòü:

� � � ( ) � .E l r I j L I r j x Itm m m m
 � � � �! âíóòð âíóòð

Òàê êàê, ñîãëàñíî çàêîíó ïîëíîãî òîêà, �I m � �H tm u, ãäå u � 2�R — ïåðèìåòð ñå-

÷åíèÿ ïðÿìîãî ïðîâîäà, a Htm — íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà åãî ïîâåðõ-
íîñòè, òî

Z r j x
l

u

E

H

tm

tm

âíóòð âíóòð� � �

 �

�
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ Zâíóòð ïðÿìîãî ïðîâîäà â äàííîì ñëó÷àå äîñ-
òàòî÷íî íàéòè êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû êàñàòåëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà ñî-
ñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé íà ïîâåðõíî-
ñòè ïðîâîäà.

Åñëè áû óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ìàòåðèàëà îáðàòíîãî òðóá÷àòîãî ïðîâîäà,
òàê æå êàê è ìàòåðèàëà ïðÿìîãî ïðîâîäà, èìåëà êîíå÷íîå çíà÷åíèå, òî ïàäåíèå
íàïðÿæåíèÿ âäîëü ïóòè cfb òàêæå áûëî áû îòëè÷íî îò íóëÿ:

E ld E l r i L
di

dt
cfb

t� � ' � � '� ,
 ' âíóòð

ãäå r ' è 'Lâíóòð — àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå è âíóòðåííÿÿ èíäóêòèâíîñòü îáðàòíîãî

ïðîâîäà, à 'E t — êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà E íà âíóòðåííåé åãî ïîâåðõ-
íîñòè. Ïðè ýòîì òîê i â îáðàòíîì ïðîâîäå ðàâåí 'H t u', ãäå 'H t — êàñàòåëüíàÿ ñî-

ñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà H íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáðàòíîãî ïðîâîäà, à u' —
äëèíà âíóòðåííåé îêðóæíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ñå÷åíèå
ýòîãî ïðîâîäà. Ïðè ñèíóñîèäàëüíîì ïðîöåññå èìååì

r j L
l

u

E

H

tm

tm

' '
'

� �
'

'
! âíóòð


 �

�
.

Äëÿ ñëîæíîé ôîðìû ñå÷åíèÿ ïðîâîäà, íàïðèìåð äëÿ
ñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 30.3, óæå íå ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ âîçìîæíûì ñòîëü îïðåäåëåííî ðàçäåëèòü ìàãíèòíûé
ïîòîê íà âíåøíèé è âíóòðåííèé. Íà ðèñ. 30.3 èçîáðàæå-
íà êàðòèíà ïîëÿ ïðè ïîñòîÿííîì òîêå äëÿ ïðîâîäà ïðÿìî-
óãîëüíîãî ñå÷åíèÿ èç íåôåððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà. Êàê
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âèäíî èç ýòîé êàðòèíû, êðîìå ëèíèé ìàãíèòíîé èíäóêöèè, çàìûêàþùèõñÿ öåëè-
êîì ëèáî âíóòðè, ëèáî âíå ïðîâîäà, èìåþòñÿ ëèíèè, ïðîõîäÿùèå ÷àñòè÷íî â
òåëå ïðîâîäà è ÷àñòè÷íî âíå åãî. Ïðè ïåðåìåííîì òîêå êàðòèíà ïîëÿ åùå óñëîæ-
íÿåòñÿ, òàê êàê ïåðåìåííûé òîê ðàñïðåäåëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíî ïî ñå÷åíèþ è,
êðîìå òîãî, âñÿ êàðòèíà ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå ïåðèîäà, òàê êàê ïëîòíîñòü òîêà â
ðàçíûõ òî÷êàõ ñå÷åíèÿ ïðîâîäà èìååò ðàçëè÷íûå ôàçû.

Âñëåäñòâèå ýòîãî íåëüçÿ ïðåäëîæèòü â îáùåì ñëó÷àå ñòîëü æå ïðîñòîé è ïðè-
òîì òî÷íûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ àêòèâíîãî è âíóòðåííåãî èíäóêòèâíîãî ñîïðî-
òèâëåíèé, êàê äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå êîíöåíòðè÷åñêîãî êàáåëÿ.

Îäíàêî äëÿ ïðîâîäíèêîâ ôèãóðíîãî ñå÷åíèÿ èç ôåððîìàãíèòíîãî âåùåñòâà
(ðèñ. 30.4) ïðè ðåçêîì ïðîÿâëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ìîæåò áûòü ïðè-
ìåíåí ñ âåñüìà áîëüøîé òî÷íîñòüþ àíàëîãè÷íûé èçëîæåííîìó âûøå ïðîñòîé
ìåòîä ðàñ÷åòà (ñì. § 30.6), òàê êàê âñëåäñòâèå âûñîêîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìî-
ñòè âåùåñòâà ëèíèè ìàãíèòíîé èí-
äóêöèè äëÿ áîëüøîé ÷àñòè âíóòðåí-
íåãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà çàìûêàþòñÿ
âíóòðè òåëà ïðîâîäíèêà è èìåþò
ôîðìó, âåñüìà áëèçêóþ ê ôîðìå
êîíòóðà ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà. Òîëü-
êî äëÿ íåçíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ìàã-
íèòíîãî ïîòîêà ëèíèè ìàãíèòíîé
èíäóêöèè ïðîõîäÿò ÷àñòè÷íî âíóò-
ðè ïðîâîäíèêà è ÷àñòè÷íî â âîçäóõå
âíå åãî.

Òàêîé ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå òàêæå â ñâÿçè ñ
òåì, ÷òî âíóòðåííåå ðåàêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå xâíóòð òàêèõ ïðîâîäîâ îáû÷íî ñî-
ñòàâëÿåò áîëüøóþ, à ÷àñòî è îñíîâíóþ ÷àñòü âñåãî èíäóêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Òî÷íîå çíà÷åíèå àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ r ïðîâîäà ñëîæíîé ôîðìû ñå÷å-
íèÿ, î÷åâèäíî, âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ r � P/I 2, ïðè÷åì ìîùíîñòü P,
ïîãëîùàåìàÿ â ïðîâîäå, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ çà ïåðèîä íîðìàëüíîé ê ýòîé ïîâåðõíîñòè ñîñòàâ-
ëÿþùåé âåêòîðà Ïîéíòèíãà. Îäíàêî äëÿ ïðîâîäîâ ñëîæíîé ôîðìû ñå÷åíèÿ òà-
êîé îáùèé ìåòîä ðàñ÷åòà áîëüøåé ÷àñòüþ ìàëî ÷òî äàåò ïðàêòè÷åñêè, òàê êàê íå
èçâåñòíî òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ïî âñåé ïîâåðõíî-
ñòè ïðîâîäà. Ïîýòîìó áîëüøóþ öåííîñòü ïðåäñòàâëÿþò òàêæå âîçìîæíûå ïðè-
áëèæåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà.

30.5. Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà ïðè ðåçêîì ïðîÿâëåíèè
ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà

Ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíûé ïðîâîä êðóãëîãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 30.5) è ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî îáðàòíûé ïðîâîä óäàëåí îò íåãî íà ñòîëü áîëüøîå ðàññòîÿíèå, ÷òî åãî
âëèÿíèåì íà ðàñïðåäåëåíèå òîêà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîâîäå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ïóñòü äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû " â âåùåñòâå ïðîâîäà çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øå ðàäèóñà R ñå÷åíèÿ, ò. å. " HH R. Íà ðèñóíêå âåëè÷èíà " ïîêàçàíà òîëùèíîé
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äîïîëíèòåëüíî çàøòðèõîâàííîãî ñëîÿ. Â òàêîì ñëó÷àå, ïî-
ñêîëüêó íà äëèíå " âîëíà â ïðîâîäå ïðàêòè÷åñêè ïîëíî-
ñòüþ çàòóõàåò, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà, ñ÷èòàòü âîëíó, ïðîíèêøóþ â òåëî ïðîâîäà, ïëî-
ñêîé è âîñïîëüçîâàòüñÿ çàâèñèìîñòÿìè, ïîëó÷åííûìè â
§ 30.1 ïðè èññëåäîâàíèè ïëîñêîé âîëíû. Íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà (ïðè z � 0) èìååì
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Îòíîøåíèå àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäà ïðè ïåðåìåííîì òîêå ê åãî ñî-
ïðîòèâëåíèþ ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì

r

r

l

u

l

s

s

u0 2 2
�
�

�
�
�

�

�
�
�
�

�
�

�

�
� �

!�
, ,

!�,
: ,

ãäå s — ñå÷åíèå ïðîâîäà.
ßâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà, êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ñëåäóåò ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ðåçóëüòàò çàòóõàíèÿ â ïðîâîäå ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, ïðîíèêàþ-
ùåé ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïðîâîäà èç îêðóæàþùåãî åãî äèýëåêòðèêà. Èíòåðåñíî
ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ r è xâíóòð, èñõîäÿ èç ýòîãî ôèçè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Ñðåäíÿÿ ìîùíîñòü ïîòîêà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè, ïåðåäàâàåìîé âíóòðü
ïðîâîäà ñêâîçü åãî ïîâåðõíîñòü è âûäåëÿþùåéñÿ â ïðîâîäå â âèäå òåïëîòû, ðàâ-
íà P � Sñðul, ãäå Scp — ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà íà ïîâåðõ-
íîñòè ïðîâîäà; u � 2�R — ïåðèìåòð ñå÷åíèÿ ïðîâîäà è ul — ïîâåðõíîñòü ïðîâîäà,
ñêâîçü êîòîðóþ ïðîíèêàåò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà. Ïðèíèìàÿ z � 0 â âûðàæå-
íèè äëÿ Scp â êîíöå § 30.2, ïîëó÷àåì
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Àìïëèòóäà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçàíà ñ äåéñò-
âóþùèì òîêîì I â ïðîâîäå çàêîíîì ïîëíîãî òîêà Hme u � 2I. Ñòàëî áûòü,
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Êàê áûëî ïîëó÷åíî â § 30.1, íàïðÿæåííîñòü ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ îòñòàåò ïî ôàçå îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ íà óãîë �/4, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîé âîñü-
ìîé ïåðèîäà êîëåáàíèÿ. Íà ðèñ. 30.6 èçîáðàæåíû
êðèâûå èçìåíåíèÿ âåëè÷èí E, H è S íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà â ôóíêöèè âðåìåíè. Â òå÷åíèå áîëüøåé ÷àñòè
ïåðèîäà êîëåáàíèé, ðàâíîé òðåì âîñüìûì ïåðèîäà èç-
ìåíåíèÿ E è H, âåëè÷èíà âåêòîðà Ïîéíòèíãà ïîëîæè-
òåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ ïîñòóïàåò â ïðîâîä èç âíåøíåãî ïðîñòðàíñòâà
è èäåò íà èçìåíåíèå ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáúåìå ïðîâîäà è íà âûäåëåíèå
òåïëîòû â ïðîâîäå. Â òå÷åíèå ìåíüøåé ÷àñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé, ðàâíîé îä-
íîé âîñüìîé ïåðèîäà èçìåíåíèÿ E è H, âåêòîð Ïîéíòèíãà èìååò îòðèöàòåëüíóþ
âåëè÷èíó è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòîê ýíåðãèè íàïðàâëåí îò ïðîâîäà â îêðóæàþùåå
åãî ïðîñòðàíñòâî. Â òå÷åíèå ýòîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ â
ìàãíèòíîì ïîëå â îáúåìå ïðîâîäà, ÷àñòè÷íî âîçâðàùàåòñÿ â îêðóæàþùåå ïðî-
âîä ïðîñòðàíñòâî è ÷àñòè÷íî ïðåîáðàçóåòñÿ â òåïëîòó. Ýòè êîëåáàíèÿ ýíåðãèè ñ
÷àñòè÷íûì âîçâðàòîì åå â ïðîñòðàíñòâî, îêðóæàþùåå ïðîâîä, ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ðåçóëüòàò íàëè÷èÿ âíóòðåííåãî ðåàêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ xâíóòð ïðî-
âîäà. Êàê èçâåñòíî, ìåæäó ðåàêòèâíûì x è àêòèâíûì r ñîïðîòèâëåíèÿìè öåïè
è ðàçíîñòüþ � ôàç íàïðÿæåíèÿ è òîêà â ýòîé öåïè ñóùåñòâóåò ñîîòíîøåíèå
x/r � tg �.

Â ñëó÷àå, êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàåì, íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïî-
âåðõíîñòè ïðîâîäà ñîâïàäàåò ïî ôàçå ñ òîêîì â ïðîâîäå. Íàïðÿæåííîñòü ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàïðÿæåíèå íà
åäèíèöó äëèíû ïðîâîäà, êîòîðîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íàïðÿæåíèå, ïðå-
îäîëåâàþùåå àêòèâíîå r è âíóòðåííåå ðåàêòèâíîå xâíóòð ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäà.
Òàê êàê ðàçíîñòü � ôàç íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ðàâ-
íà �/4, òî èìååì
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Òàêèì îáðàçîì, èññëåäóÿ ïðîöåññ ïåðåäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì ýíåðãèè
ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ïðîâîäà, ïðèõîäèì ê òåì æå âûðàæåíèÿì äëÿ r è xâíóòð, êîòî-
ðûå áûëè ïîëó÷åíû âûøå èíûì ïóòåì.
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Ïîëó÷åííîå â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå âûðàæåíèå
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äëÿ ñðåäíåé ìîùíîñòè, âûäåëÿåìîé â ïðîâîäå è îòíåñåííîé ê åäèíèöå ïîâåðõ-
íîñòè ïðîâîäà, ïîçâîëÿåò î÷åíü ïðîñòî ïðè ðåçêîì ïðîÿâëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî
ýôôåêòà âû÷èñëèòü ïîòåðè â ïðîâîäå, åñëè èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ïî ïîâåðõ-
íîñòè àìïëèòóäû êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé Htm � Hme íàïðÿæåííîñòè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè. Â âûøåïðèâåäåííîì ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ïðîâîäà
êðóãëîãî ñå÷åíèÿ âåëè÷èíà Htm � Hme âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè îäèíàêîâà,
è ìîùíîñòü ïîäñ÷èòûâàëàñü ïðîñòûì óìíîæåíèåì Scp íà âåëè÷èíó ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ åå íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ïóòåì èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî ïîâåðõíîñòè s ïðîâîäà:
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Îáû÷íî ðåçêîå ïðîÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà èìååò ìåñòî ïðè âûñîêèõ
÷àñòîòàõ, íàïðèìåð ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âîëíîâîäàõ.
Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå Htm ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà, íåòðóäíî, ïîëüçó-
ÿñü ïîñëåäíåé ôîðìóëîé, âû÷èñëèòü ìîùíîñòü, òåðÿåìóþ â ñòåíêàõ âîëíîâîäà.

30.6. Ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò â ìàññèâíûõ ïðîâîäàõ
èç ôåððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà

Âñå ñîîòíîøåíèÿ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ïîñòîÿííà. Äëÿ ïðîâîäîâ èç ôåððîìàãíèòíîãî
ìàòåðèàëà ýòî óñëîâèå íå ñîáëþäàåòñÿ. Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ôåððîìàã-
íèòíûõ âåùåñòâ ñèëüíî çàâèñèò îò íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó
âåëè÷èíà � â êàæäîé òî÷êå ñðåäû èçìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå ïåðèîäà èçìåíåíèÿ
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ïóñòü � åñòü íåêîòîðîå ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå àáñî-
ëþòíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè. Ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
àìïëèòóäû Hm íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, òàê êàê ãèñòåðåçèñíàÿ ïåòëÿ èçìåíÿåòñÿ
ñ èçìåíåíèåì Hm.

Âåëè÷èíà Hm óáûâàåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà â ãëóáü
åãî. Ïîýòîìó, åñëè àìïëèòóäà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ Hm íà ïîâåðõíîñòè èìååò
äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå (ðèñ. 30.7), òî � ñíà÷àëà ðàñòåò ïî ìåðå óäàëåíèÿ
îò ïîâåðõíîñòè â ãëóáü ïðîâîäà, à çàòåì, äîñòèãíóâ ìàêñèìóìà, âíîâü óáûâàåò.

Âîçðàñòàíèå � ïðèâîäèò ê áîëåå ðåçêîìó ïðîÿâëåíèþ ïî-
âåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì ñëó÷àåì, êî-
ãäà âî âñåì ïðîâîäå èìååòñÿ òàêîå æå çíà÷åíèå �e, êàê
íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà. Òàêîé õàðàêòåð âëèÿíèÿ íåïî-
ñòîÿíñòâà � ìîæíî ïðåäâèäåòü íà îñíîâàíèè âûøåïðè-
âåäåííûõ ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ ïðè óñëîâèè � � const;
èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ÷åì áîëüøå �, òåì áûñòðåå çàòóõàåò
âîëíà.
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Íà ðèñ. 30.8 ïðèâåäåíû êðèâûå çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ïëîòíîñòè òîêà Jm

îò êîîðäèíàòû z äëÿ ïëîñêîé âîëíû â ñëó÷àÿõ � � �e � const è � � const. Ïðè ýòîì
z åñòü ðàññòîÿíèå îò ïîâåðõíîñòè ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû, îòñ÷èòûâàåìîå â ãëóáü
åå. Êðèâûå, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 30.8, ïîñòðîåíû ïðè îäèíàêîâûõ â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ çíà÷åíèÿõ òîêà. Íà ðèñ. 30.9 ïðèâåäåíû êðèâûå èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû ìàã-
íèòíîé èíäóêöèè. Ïðè � � const âåëè÷èíà Bm ñíà÷àëà óáûâàåò ìåäëåííî âñëåä-
ñòâèå ÿâëåíèÿ íàñûùåíèÿ, à íà íåêîòîðîé ãëóáèíå ðåçêî ïàäàåò ïðàêòè÷åñêè
äî íóëÿ.

Íåïîñòîÿíñòâî � è ñâÿçàííîå ñ íèì áûñòðîå çàòóõàíèå âîëíû ïðèâîäÿò ê óâå-
ëè÷åíèþ àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäà. Ýòîìó ñïîñîáñòâóþò òàêæå ïîòåðè
íà ãèñòåðåçèñ. Ìîæíî ïîêàçàòü (Ë. Ð. Í å é ì à í. Ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò â ôåððî-
ìàãíèòíûõ òåëàõ), ÷òî àêòèâíîå è âíóòðåííåå ðåàêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâî-
äîâ èç ôåððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà ïðè ðåçêîì ïðîÿâëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî ýô-
ôåêòà ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè, àíàëîãè÷íûìè ïî ñâîåé
ñòðóêòóðå ôîðìóëàì ïðè � � const, à èìåííî:
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ãäå �e — çíà÷åíèå àáñîëþòíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè íà ïîâåðõíîñòè ïðîâî-
äà, îïðåäåëÿåìîå ïî îñíîâíîé êðèâîé íàìàãíè÷èâàíèÿ ïðè äåéñòâóþùåé íàïðÿ-
æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Häåéñò íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà. Âåëè÷èíà Häåéñò íàõî-
äèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ Häåéñò � I/u, âûòåêàþùåãî èç çàêîíà ïîëíîãî òîêà, ïðè÷åì
I — äåéñòâóþùèé òîê â ïðîâîäå è u — ïåðèìåòð ñå÷åíèÿ ïðîâîäà. Ýòè ôîðìóëû
âåñüìà òî÷íû, åñëè Hme áîëüøå òîãî çíà÷åíèÿ Hm, ïðè êîòîðîì � èìååò ìàêñè-
ìóì, íî è ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ Hme îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îðèåí-
òèðîâî÷íûõ ïîäñ÷åòîâ.

Èç òàáëèöû, ïðèâåäåííîé â § 30.2, âèäíî, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â ôåð-
ðîìàãíèòíîé ñðåäå äàæå â ïðåäïîëîæåíèè � � const óæå ïðè ÷àñòîòå f � 50 Ãö
ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ çàòóõàåò íà ãëóáèíå íåñêîëüêèõ ìèëëèìåòðîâ. Íåïîñòî-
ÿíñòâî � ñïîñîáñòâóåò åùå áîëåå áûñòðîìó çàòóõàíèþ âîëíû. Ïîýòîìó ïîñëåä-
íèå ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå èç óðàâíåíèÿ ïëîñêîé âîëíû, îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåä-
ëèâûìè ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â êà÷åñòâå òîêîâåäóùèõ ÷àñòåé òåõ
èëè èíûõ óñòðîéñòâ èñïîëüçóþò ðåëüñû èëè äðóãèå ñòàëüíûå ìàññèâíûå ïðî-
âîäíèêè ôàñîííîãî ïðîôèëÿ.
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30.7. Î êîìïëåêñíûõ ìàãíèòíîé è äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòÿõ

Ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ â ôåððîìàãíèò-
íûõ ñðåäàõ ïîòåðè ýíåðãèè, ñâÿçàííûå ñ ïåðåìàãíè÷èâàíèåì ñðåäû, ìîãóò áûòü
ó÷òåíû ââåäåíèåì â óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ê î ì ï ë å ê ñ í î é à á -
ñ î ë þ ò í î é ì à ã í è ò í î é ï ð î í è ö à å ì î ñ ò è:
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ðàâíîé îòíîøåíèþ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ìàãíèòíîé èíäóêöèè è íàïðÿæåííî-
ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïîíÿòèå î êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè âïåðâûå áûëî ââåäåíî â
1913 ã. Â. Ê. Àðêàäüåâûì è îêàçàëîñü âåñüìà ïîëåçíûì ïðè ìíîãèõ èññëåäîâàíè-
ÿõ è ðàñ÷åòàõ. Â ÷àñòíîñòè, ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå,
ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ î êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè
è ñ äîïîëíèòåëüíûì ó÷åòîì çàâèñèìîñòè � îò Hm, õàðàêòåðíîé äëÿ ôåððîìàã-
íèòíûõ âåùåñòâ.

Ââåäåíèå êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè äàåò âîçìîæíîñòü ó÷åñòü
ïîòåðè íà ãèñòåðåçèñ, à òàêæå, êîãäà ýòî ñóùåñòâåííî, è ïîòåðè, âîçíèêàþùèå â
ôåððîìàãíèòíîé ñðåäå âñëåäñòâèå ÿâëåíèÿ ìàãíèòíîé âÿçêîñòè. Ââåäåíèå êîì-
ïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ñ öåëüþ ó÷åòà ïîòåðü íà ãèñòåðåçèñ ñîîò-
âåòñòâóåò çàìåíå ãèñòåðåçèñíîé ïåòëè ðàâíûì åé ïî ïëîùàäè ýêâèâàëåíòíûì
ýëëèïñîì, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîëüçîâàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ â ôåððîìàãíèòíîé ñðåäå ñèìâîëè÷åñêèì ìåòîäîì.

Àðãóìåíò T êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óãîë
çàïàçäûâàíèÿ ïî ôàçå ýêâèâàëåíòíîé ñèíóñîèäû ìàãíèòíîé èíäóêöèè îò ýêâè-
âàëåíòíîé ñèíóñîèäû íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìîäóëü � ðàâåí îòíî-
øåíèþ àìïëèòóä Bm/Hm ýòèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñèíóñîèä.

Ââåäåíèå êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè äàåò âîçìîæíîñòü ïðè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññàõ íàïèñàòü âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà äëÿ ôåððîìàãíèò-
íîé ñðåäû, â êîòîðîé èìåþò ìåñòî ïîòåðè íà ïåðåìàãíè÷èâàíèå, â òîé æå ôîðìå,
÷òî è äëÿ ñðåäû, â êîòîðîé ýòè ïîòåðè îòñóòñòâóþò. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëîñêîé
âîëíû âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà äëÿ ôåððîìàãíèòíîé ñðåäû ïðèîáðåòàåò âèä
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òîãäà êàê äëÿ ñðåäû, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò ïîòåðè íà ïåðåìàãíè÷èâàíèå, ýòî
óðàâíåíèå èìååò âèä
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Ïðè èññëåäîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ â íåñîâåðøåííîì äèýëåê-
òðèêå, â êîòîðîì èìåþò ìåñòî ïîòåðè ýíåðãèè ïðè èçìåíåíèè ïîëÿðèçàöèè,
â ñëó÷àå ñèíóñîèäàëüíîãî èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âî

250 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ



âðåìåíè âåñüìà ïîëåçíûì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå ê î ì ï ë å ê ñ í î é à á ñ î ë þ ò í î é
ä è ý ë å ê ò ð è ÷ å ñ ê î é ï ð î í è ö à å ì î ñ ò è:
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Ïðè ýòîì T åñòü óãîë, íà êîòîðûé çàïàçäûâàåò ïî ôàçå ñèíóñîèäàëüíî èçìå-
íÿþùååñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ñìåùåíèå D îò ñèíóñîèäàëüíî èçìåíÿþùåéñÿ íàïðÿ-
æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E. Ýòîò óãîë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàê íàçûâàåìûé
óãîë ïîòåðü â äèýëåêòðèêå.

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà äëÿ ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû ïðèîáðåòàåò âèä
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Ââåäåíèåì êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ìîæíî ó÷åñòü è
ïîòåðè â ñðåäå îò òîêîâ ïðîâîäèìîñòè, ÷òî âåñüìà âàæíî, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â íåñîâåðøåííîì äèýëåêòðèêå, èìåþùåì îòëè÷íóþ îò
íóëÿ óäåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü ,, è êîãäà ïëîòíîñòè òîêîâ ñìåùåíèÿ è ïðîâîäè-
ìîñòè ñîèçìåðèìû äðóã ñ äðóãîì. Ïðè ýòîì ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ïðèíè-
ìàåò âèä
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ìîæåì ýòî óðàâíåíèå íàïèñàòü â ôîðìå
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ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íîé ôîðìå ýòîãî æå óðàâíåíèÿ
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äëÿ äèýëåêòðèêà, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò ïîòåðè.
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèé î êîìïëåêñíîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàå-

ìîñòè è î êîìïëåêñíîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äàåò âîçìîæíîñòü íà-
ïèñàòü îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðî-
öåññàõ â ïðîñòîé è ñèììåòðè÷íîé ôîðìå è â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà â ñðåäå èìåþò
ìåñòî ïîòåðè ýíåðãèè òîãî èëè èíîãî âèäà.

30.8. Íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî
ïîòîêà â ïëîñêîì ëèñòå

Èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêèé ïðîâîäÿùèé ëèñò ïðîíèçûâàåòñÿ ïåðåìåííûì
ñèíóñîèäàëüíûì ïîòîêîì 	, ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè êîòîðîãî íàïðàâëåíû
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âäîëü ëèñòà ïåðïåíäèêóëÿðíî çàøòðèõîâàííîìó íà ðèñ. 30.10 ñå÷åíèþ. Ðàññìîò-
ðåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ, òàê êàê ñåðäå÷íèêè òðàíñ-
ôîðìàòîðîâ è ýëåêòðîìàãíèòîâ, à òàêæå ó÷àñòêè ìàãíèòíûõ öåïåé ýëåêòðè÷åñêèõ
ìàøèí, ïðîíèçûâàåìûå ïåðåìåííûì ìàãíèòíûì ïîòîêîì, îáû÷íî ñîáèðàþò èç
ëèñòîâîé ýëåêòðîòåõíè÷åñêîé ñòàëè. Ïåðåìåííûé ìàãíèòíûé ïîòîê èíäóöèðóåò
ýëåêòðîäâèæóùèå ñèëû â êîíòóðàõ, ðàñïîëîæåííûõ â ïëîñêîñòÿõ, íîðìàëüíûõ
ê ëèíèÿì ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Â ýòèõ êîíòóðàõ ïîä äåéñòâèåì èíäóöèðîâàí-
íûõ ÝÄÑ âîçíèêàþò âèõðåâûå òîêè. Êàê ìàãíèòíûé ïîòîê, òàê è âèõðåâîé òîê
ðàñïðåäåëÿþòñÿ íåðàâíîìåðíî ïî ñå÷åíèþ ëèñòà. Îáû÷íî äëèíà l ëèñòà è åãî
âûñîòà h (ðèñ. 30.10) çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò åãî òîëùèíó d. Ïðè ýòîì ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü èñêðèâëåíèåì ëèíèé òîêà ó êðàåâ ëèñòà è
ñ÷èòàòü ëèíèè òîêà ïðÿìûìè, íàïðàâëåííûìè ïàðàë-
ëåëüíî ïîâåðõíîñòè ëèñòà è ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíè-
ÿì ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Ðàñïîëîæèì îñè êîîðäèíàò
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 30.10, ò. å. òàê, ÷òîáû, êàê è
ðàíüøå, âåêòîð E áûë ïàðàëëåëåí îñè OX è âåêòîð H
áûë ïàðàëëåëåí îñè OY. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì
â ñåðåäèíå ñå÷åíèÿ ëèñòà. Ïðè h 00 d è l 00 d ýëåêòðî-
ìàãíèòíóþ âîëíó ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé. Ñäåëàåì
äîïóùåíèå, ÷òî � � const. Ïðè ýòîì îñòàþòñÿ â ñè-
ëå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå â § 30.1. Ñëåäîâàòåëüíî,
èìååì
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Îäíàêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òåïåðü îêàçûâàþòñÿ èíûìè, íåæåëè äëÿ ñëó÷àÿ,
èññëåäîâàííîãî â § 30.1. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ïðîíèêàþò â ëèñò ñ äâóõ åãî
ñòîðîí, è íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ ëèñòà âåêòîðû B è ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðû H
äîëæíû áûòü îäèíàêîâû ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ. Ýòî òðåáîâàíèå ñîáëþäà-
åòñÿ ïðè óñëîâèè A1 � A2 � A. Ñëåäîâàòåëüíî,
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ãäå �Bm0 � 2A� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷åíèå �Bm â ñåðåäèíå ëèñòà (ïðè z � 0).

Îáû÷íî íàñ èíòåðåñóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå Bñð èíäóêöèè ïî ñå÷åíèþ ëèñòà. Êîì-
ïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ýòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå
êîìïëåêñíîé âåëè÷èíû �Bm íà òîëùèíå ëèñòà:

252 ×àñòü 4. Òåîðèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñàìèõ äåéñòâèòåëüíûõ àìïëèòóä èíäóêöèè è ïëîòíîñòè
òîêà íåîáõîäèìî âçÿòü ìîäóëè íàéäåííûõ âûðàæåíèé. Èìååì
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Íà ðèñ. 30.11 ïðèâåäåíà êðèâàÿ Bm/Bm0 â ôóíêöèè
2kz. Íà ïîâåðõíîñòè ëèñòà z � d/2 è 2kz � kd. Äëÿ ýëåê-
òðîòåõíè÷åñêîé ëèñòîâîé ñòàëè èìååì � 1 1000 �0,
, � 107 Ñì/ì, è ïðè f � 50 Ãö, d � 0,5 ìì ïàðàìåòð kd �
� !�, 2d èìååò çíà÷åíèå kd � 0,7.

Èç êðèâîé íà ðèñ. 30.11 âèäíî, ÷òî ïðè ýòîì çíà÷å-
íèè kd íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïî-
òîêà åùå ïðàêòè÷åñêè íå çàìåòíà.

Îäíàêî ïðè òîé æå òîëùèíå ëèñòà è f � 2000 Ãö ïî-
ëó÷àåì kd � 4,4, è ñîîòâåòñòâåííî îòíîøåíèå àìïëè-
òóäû èíäóêöèè íà ïîâåðõíîñòè Bme ê àìïëèòóäå èíäóê-
öèè Bm0 â ñåðåäèíå ëèñòà îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì
Bme /Bm0 � 4,5. Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ çâóêîâûõ ÷àñòîò
òîëùèíà ëèñòà 0,5 ìì íåäîïóñòèìî âåëèêà. Ïðè çâóêîâûõ ÷àñòîòàõ îíà äîëæíà
áûòü ïîðÿäêà 0,05—0,10 ìì. Ïðè ðàäèî÷àñòîòàõ óæå è ïðè òàêèõ ìàëûõ òîëùè-
íàõ ëèñòà ïîòîê ðàñïðåäåëÿåòñÿ âåñüìà íåðàâíîìåðíî ïî òîëùèíå ëèñòà — âèõ-
ðåâûå òîêè ñèëüíî îñëàáëÿþò ïîëå â ñåðåäèíå ëèñòà. Ïðè âûñîêèõ ÷àñòîòàõ íà-
õîäÿò ïðèìåíåíèå ñåðäå÷íèêè, ñïðåññîâàííûå èç òîí÷àéøåãî ôåððîìàãíèòíîãî
ïîðîøêà è èçîëèðóþùåãî ìàòåðèàëà.

Îïðåäåëèì ïîòåðè Pâ íà âèõðåâûå òîêè â ëèñòå ñ ó÷åòîì íåðàâíîìåðíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Àêòèâíàÿ ìîùíîñòü, ðàñõîäóåìàÿ â ïðîâîäÿ-
ùåé ñðåäå è îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå îáúåìà, ðàâíà êâàäðàòó äåéñòâóþùåé ïëîòíî-
ñòè òîêà, äåëåííîìó íà óäåëüíóþ ïðîâîäèìîñòü ñðåäû. Ñëåäîâàòåëüíî,

dP

dV

B
kz kzm mâ ch�

�

�
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�
� � �
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2 4
2
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0
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2,
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� ,

J
( 2 cos ).
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Òàê êàê GV�VG � !�, , òî

dP

dV
B kz kzm

â ( 2� �
!
�4

20
2 ch cos ).

Âûðàçèì Bm0 ÷åðåç àìïëèòóäó ñðåäíåé ïî ñå÷åíèþ ëèñòà èíäóêöèè èç óðàâ-
íåíèÿ

B B

d

d
B

kd kd

kd
B

kd kd

k
m m m mñð � �
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�
�

0 0 0
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�

�

cos
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d
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Ñëåäîâàòåëüíî,
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dV
B k d

kz kz

kd kd
m

â
ñð

2 2
�

�
�

!
�4

22 2 ch
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cos
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.

Ïîòåðè Pâ â îáúåìå âñåãî ëèñòà ïîëó÷èì, óìíîæàÿ óäåëüíûå ïîòåðè dPâ/dV íà
äëèíó l, íà âûñîòó h è íà ýëåìåíò òîëùèíû dz ëèñòà è èíòåãðèðóÿ ïî òîëùèíå
ëèñòà:

P lh
dP

dV
dz B lh kd

kd kd

kd
d

d

mâ
â

ñð

sh

ch
� �

�
�

�
�

2

2
2

4
2 !

�
sin

cos kd
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåðè, îòíåñåííûå ê åäèíèöå îáúåìà âñåãî ëèñòà, âûðàæàþò-
ñÿ â âèäå

' � �
�
�

P
P

lhd
B kd

kd kd

kd kd
mâ

â
ñð

sh

ch
2 !

�4

sin

cos
.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè kd < 1 ýòî âûðàæåíèå ïåðåõîäèò â ôîðìóëó

' �P k f d Bmâ ô ñð

4

3
2 22 2, ,

ïîëó÷åííóþ â ÷. III, åñëè ïðåíåáðå÷ü ÿâëåíèåì ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà. Â ïî-

ñëåäíåé ôîðìóëå kô �
�

2 2
— êîýôôèöèåíò ôîðìû ñèíóñîèäû.

30.9. Íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå òîêà â öèëèíäðè÷åñêîì
ïðîâîäå êðóãëîãî ñå÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ïðè ïðîõîæäåíèè ïåðåìåííîãî
òîêà ïî öèëèíäðè÷åñêîìó ïðîâîäó êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàò-
íûé ïðîâîä íàõîäèòñÿ íàñòîëüêî äàëåêî, ÷òî âëèÿíèåì ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî
ïîòîêà, âûçâàííîãî òîêîì â íåì, íà ðàñïðåäåëåíèå òîêà â èññëåäóåìîì ïðîâîäå
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Åñòåñòâåííî âûáðàòü öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû r, z è �,
ñîâìåñòèâ îñü OZ ñ îñüþ ïðîâîäà (ðèñ. 30.12). Ëèíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà íà-
ïðàâëåíû ïàðàëëåëüíî îñè OZ. Âñëåäñòâèå îñåâîé ñèììåòðèè ëèíèè ìàãíèòíîé
èíäóêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè, ëåæàùèå â ïëîñêîñòÿõ, íîðìàëüíûõ
ê îñè ïðîâîäà, ñ öåíòðàìè íà ýòîé îñè. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð J èìååò åäèíñòâåí-
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íóþ ñîñòàâëÿþùóþ Jz è âåêòîð H — åäèíñòâåííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ H�. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îïóñ-
òèì èíäåêñû ó Jz è H�. Îäíàêî áóäåì ïîìíèòü, ÷òî
J è H ñóòü ïðîåêöèè âåêòîðîâ, à íå èõ ìîäóëè è,
ñëåäîâàòåëüíî, îíè ìîãóò èìåòü êàê ïîëîæèòåëü-
íûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ñèëó îñåâîé
ñèììåòðèè J è H çàâèñÿò òîëüêî îò r.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñâÿçè ìåæäó J è H âîñïîëüçó-
åìñÿ óðàâíåíèÿìè:

rot rotH E
H

E� � � �J J; ; .�
�
� ,t

1

Ìàãíèòîäâèæóùàÿ ñèëà âäîëü êîíòóðà abcda, îãðàíè÷èâàþùåãî çàøòðèõî-
âàííóþ íà ðèñ. 30.12 ïëîùàäêó, ðàâíà

� � ��

�
�

�

�
� � � �Hr d H

H

r
dr r dr d

H

r
r dr d H dr d�

�
�

�
�
�

� �( ) ,

ïðè÷åì â ïðàâîé ÷àñòè îòáðîøåí ÷ëåí òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.
Âåëè÷èíà ïëîùàäêè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì abcda, ðàâíà ds � r d� dr. Ñëåäî-

âàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð H èìååò òîëüêî îäíó ñîñòàâëÿþùóþ
H� � H, ïîëó÷èì

rot zH � �
�
�
H

r

H

r
,

è ïåðâîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

�
�
H

r

H

r
� � J. (*)

Ýëåêòðîäâèæóùàÿ ñèëà âäîëü êîíòóðà gkmng,
îãðàíè÷èâàþùåãî çàøòðèõîâàííóþ íà ðèñ. 30.13
ïëîùàäêó, èìååò çíà÷åíèå

E dz E
E

r
dr dz

E

r
dr dz� ��

�
�

�

�
� � �

�
�

�
�

.

Ðàçäåëèâ íà âåëè÷èíó ïëîùàäêè ds � dr dz, ïî-
ëó÷àåì â äàííîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð E èìååò
òîëüêî îäíó ñîñòàâëÿþùóþ Ez � E,

rot �
�
�

E � �
E

r
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ìîæåò áûòü íàïèñàíî â ôîðìå
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èëè
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� . (**)
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Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (*) ïî t, à óðàâíåíèå (**) ïî r, èìååì

1
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H

t
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r t t r
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r t
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� �
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A A
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� � �
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; .

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (**) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïëîò-
íîñòè òîêà:

�

�

�
�

�,
�
�

A

A

J J J

r r r t
� �

1
.

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (*) ïî r è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (**), ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

�

�

�
�

�,
�
�

AH

r r

H

r

H

r

H

t2 2

1
� � � .

Åñëè òîê, à ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå J è H ÿâëÿþòñÿ ñèíóñîèäàëüíûìè ôóíêöèÿ-
ìè âðåìåíè, òî, ââîäÿ êîìïëåêñíûå âûðàæåíèÿ ìãíîâåííûõ ïëîòíîñòè òîêà è
íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

� � � �J J� �m
j t

m
j te H H e! !è

â óðàâíåíèÿ (*) è (**) è ñîêðàùàÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü åj!t, ïîëó÷àåì èõ â âèäå

dH

dr
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r
m m

m

� �
� ;� � J

(*)

d

dr
j Hm

m

�
� .

J
� !�,

(**)

Ñîîòâåòñòâåííî âìåñòî óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ J è H ïîëó-
÷àåì îáûêíîâåííûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èõ êîìïëåêñ-
íûõ àìïëèòóä:

d

dr r

d

dr
j

d H

dr r

dH
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m m
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m m m
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1 1� �
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� � �J J
J� � � � �!�, j H m!�, � .

Ââåäåíèåì íîâîé ïåðåìåííîé

x r j� � !�,

ïîñëåäíèå äâà óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó:
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d H
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dH
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� �� .H m 0

Ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

d y

dx x

dy

dx

n

x
y

2

2

2

2

1
1 0� � �
�

�
��

�

�
�� � .

Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ Áåññåëÿ, íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè
Áåññåëÿ. Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü íàïèñàí â âèäå

y A x BN xn n� �J ( ) ( ),
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ãäå A è B — ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå; Jn (x) — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà
ïîðÿäêà n; Nn(x) — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà ïîðÿäêà n.

Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà ïîëó÷àåòñÿ èç îáùåãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ,
åñëè â íåì ïîëîæèòü n � 0. Óðàâíåíèå äëÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî-
ëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü n � 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèå èíòåãðàëû ýòèõ óðàâíåíèé
ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

� ( ) ( ); � ( ) ( ),J J Jm mA x B N x H A x B N x� � � �0 0 0 0 1 1 1 1

ãäå J0(x) è N0(x) — áåññåëåâû ôóíêöèè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà,
a J1(x) è N1(x) — áåññåëåâû ôóíêöèè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ ñå÷åíèÿ ïðîâîäà ÷åðåç R. Ïîñòîÿííûå A0 è B0 è ñîîòâåòñò-
âåííî A1 è B1 îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè r � 0 è r � R, ò. å. ïðè x � 0
è x � R � j!�, .

Èç ïîäðîáíîãî ðàññìîòðåíèÿ áåññåëåâûõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî J0(0) � 1 è
J1(0) � 0, â òî âðåìÿ êàê N0(0) � . è N1(0) � .. Òàê êàê íè Jm, íè Hm íà îñè ïðîâîäà
íå ìîãóò èìåòü áåñêîíå÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé, òî B0 � 0 è Â1 � 0.

Èòàê, äëÿ ïëîòíîñòè òîêà èìååì

� ( ).J Jm A x� 0 0

Ôóíêöèþ J0(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà:
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÷òî ëåãêî ïðîâåðèòü ïîäñòàíîâêîé ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå äëÿ �Jm .
Ïîñòîÿííàÿ A0 ðàâíà êîìïëåêñíîé àìïëèòóäå ïëîòíîñòè òîêà �Jm0 íà îñè ïðî-

âîäà. Ñëåäîâàòåëüíî,
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� x b em
j) � .� J 0 0

0
 (***)

Ôóíêöèÿ J0(x) åñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òàê êàê x ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì êîìïëåêñ-
íûì. ×åðåç b0 îáîçíà÷åí ìîäóëü, à ÷åðåç 
0 — àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà J0 (x).

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç óðàâíåíèÿ (**):
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(****)
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Ïîëó÷åííûé íîâûé ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê áåññåëåâó ôóíê-
öèþ J1(x) ïåðâîãî ðîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà. ×åðåç b1 îáîçíà÷åí ìîäóëü, à ÷åðåç 
1 —
àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà J1(x).

r j!�, b0 
D
o b1 
1

o

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

1
1,015
1,229
1,950
3,439
6,231

11,501
21,548
40,817
77,957

149,831

0
14,22
52,28
96,52

138,19
178,93
219,62
260,29
300,92
341,52
382,10

0
0,501
1,041
1,800
3,173
5,812

10,850
20,500
39,070
74,971

144,586

–45
–37,84
–16,73
+15,71

53,90
93,55

133,45
173,51
213,69
253,95
294,27

Â òàáëèöå äàíû çíà÷åíèÿ ìîäóëåé b0 è b1 è àðãóìåíòîâ 
D è 
1 êîìïëåêñíûõ
âåëè÷èí J0 ( )r j� !�, è J1( )r j� !�, ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû r.

Òàê êàê b0 ñ óâåëè÷åíèåì r !�, ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî àìïëèòóäà ïëîòíî-

ñòè òîêà èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íà îñè ïðîâîäà, è îòíîøåíèå àìïëèòóä
òîêà íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà è íà åãî îñè áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå óãëîâàÿ
÷àñòîòà, óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü è ðàäèóñ ïðîâîäà R.
×òî æå êàñàåòñÿ óãëà 
0, òî îí òàêæå ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì r !�, ,

è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà r !�, äîñòèãàåò áîëüøèõ çíà÷åíèé, ôàçà ïëîòíîñòè òîêà

íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò îñè ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíîé ôàçå
ïëîòíîñòè òîêà íà îñè, à ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè r ìîæåò ñíîâà ñîâïàñòü ñ
ôàçîé ïëîòíîñòè òîêà íà îñè è ò. ä. Çàâèñèìîñòè âåëè÷èí Jm/Jm0 � b0 è 
0 îò
r !�, äàíû íà ðèñ. 30.14. Íà ðèñ. 30.15 ïîêàçàíû íà âðåìåíí'îé äèàãðàììå âåêòî-
ðû, õàðàêòåðèçóþùèå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òîêà ïî âåëè÷èíå è ôàçå âäîëü
ðàäèóñà ïðîâîäà, ïðè÷åì â êîíöå êàæäîãî âåêòîðà ïîìå÷åíî ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå r !�, .

Ðàññìîòðåíèå ðèñ. 30.14 è 30.15 ïðèâîäèò íàñ ê òåì æå îáùèì ôèçè÷åñêèì
ïîëîæåíèÿì, êîòîðûå áûëè óñòàíîâëåíû âûøå è êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ÿâëå-
íèå ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà âî âñåõ áåç èñêëþ÷åíèÿ ñëó÷àÿõ. Ýëåêòðîìàãíèò-
íàÿ âîëíà ïðîíèêàåò âíóòðü ïðîâîäà ñêâîçü åãî ïîâåðõíîñòü èç äèýëåêòðèêà, îê-
ðóæàþùåãî ïðîâîä. Ïî ìåðå ïðîíèêíîâåíèÿ â ãëóáü ïðîâîäà âîëíà ïîñòåïåííî
çàòóõàåò, è àìïëèòóäû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ñîîòâåòñòâåííî
ïëîòíîñòè òîêà óáûâàþò. Ïðè ýòîì êîëåáàíèÿ ïî ìåðå ïðîíèêíîâåíèÿ â ãëóáü
ïðîâîäà âñå áîëåå çàïàçäûâàþò ïî ôàçå ïî îòíîøåíèþ ê êîëåáàíèÿì íà ïîâåðõ-
íîñòè ïðîâîäà.
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30.10. Àêòèâíîå è âíóòðåííåå èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ
öèëèíäðè÷åñêèõ ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ

Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ, óñòàíîâëåííîìó â § 30.4 äëÿ ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ,
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Çäåñü b0e è b1e — çíà÷åíèÿ ìîäóëåé b0 è b1, à 
0e è 
1e — çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ 
0

è 
> êîìïëåêñíûõ âåëè÷èí J0(x) è J1(x) ïðè r � R, ò. å. íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà
(ïðè x R j� � !�,).

Óãîë, íà êîòîðûé çàïàçäûâàåò ïî ôàçå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ îòíî-
ñèòåëüíî íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà, ðàâåí
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Íà ðèñ. 30.16 ïðèâåäåíû êðèâûå r/r0, xâíóòð/r0

è Lâíóòð/Lâíóòð 0, õàðàêòåðèçóþùèå âîçðàñòàíèå àê-
òèâíîãî è âíóòðåííåãî èíäóêòèâíîãî ñîïðîòèâëå-
íèé ïðîâîäà è óìåíüøåíèå åãî âíóòðåííåé èíäóê-
òèâíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà R !�, . Ïðè

âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà R !�, îòíîøåíèå b0e/b1e

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå è ðàçíîñòü 
0e – 
1e ñòðåìèò-
ñÿ ê �/2, à ñëåäîâàòåëüíî, óãîë � ñòðåìèòñÿ ê �/4.
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÷òî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â § 30.5 ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ ðåç-
êîãî ïðîÿâëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî äëÿ ïðîâîäà êðóãëî-
ãî ñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî ïðèíÿòü s/u � �R2/(2�R) � R/2.

Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå
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ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíûì òðóá÷àòûì ïðîâîäîì ñ òåì æå âíåøíèì ðàäèó-
ñîì è ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêà ïî ñå÷åíèþ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîëùè-
íû b ñòåíêè ýêâèâàëåíòíîãî òðóá÷àòîãî ïðîâîäà, íàçûâàåìîé èíîãäà ý ê â è â à -
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30.11. Ýôôåêò áëèçîñòè. Ïîâåðõíîñòíàÿ çàêàëêà
èíäóêöèîííûì ìåòîäîì

Åñëè â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè äðóã îò äðóãà ðàñïîëîæåíî íåñêîëüêî ïðî-
âîäíèêîâ ñ ïåðåìåííûìè òîêàìè è êàæäûé èç íèõ íàõîäèòñÿ íå òîëüêî â ñîáñò-
âåííîì ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëå, íî è â ìàãíèòíîì ïîëå äðóãèõ ïðîâîäíè-
êîâ, òî ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî òîêà â êàæäîì ïðîâîäíèêå áóäåò íåñêîëüêî
îòëè÷àòüñÿ îò òîãî, êîòîðîå èìåëî áû ìåñòî, åñëè áû ýòîò ïðîâîäíèê áûë óåäè-
íåí. Ýòîò ýôôåêò íîñèò íàèìåíîâàíèå ý ô ô å ê ò à á ë è ç î ñ ò è. Îí ïðèâîäèò ê
äîïîëíèòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäíèêîâ.

Â äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïåðåäà÷è, â ïðîâîäàõ êîòîðîé òîêè ïðîòåêàþò â ïðî-
òèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ýôôåêò áëèçîñòè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïëîòíîñòü
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òîêà íà ñòîðîíàõ ïðîâîäîâ, îáðàùåííûõ äðóã ê äðóãó, îêàçûâàåòñÿ áîëüøåé, ÷åì
íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ñòðåìëåíèåì òîêà èçáðàòü
ïóòü, ïðè êîòîðîì ïîëíîå ñîïðîòèâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ íàèìåíüøèì. Õîòÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà âåäåò ê âîçðàñòàíèþ àêòèâíîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäà, èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðè ýòîì óìåíüøàåòñÿ, òàê
êàê âñëåäñòâèå ñáëèæåíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî òîêîâ óìåíüøàåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íàÿ èíäóêòèâíîñòü êîíòóðà.

Ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò è ýôôåêò áëèçîñòè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïî-
âåðõíîñòíîé çàêàëêå ñòàëüíûõ èçäåëèé èíäóêöèîííûì ìåòîäîì. Â âèäå ïðèìå-
ðà ðàññìîòðèì ïëîñêèé êîíòóð, ïî êîòîðîìó ïðîòåêàåò òîê âûñîêîé ÷àñòîòû.
Åñëè ïîäíåñòè êîíòóð áëèçêî ê ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ñòàëüíîãî òåëà, òî â ýòîì
òåëå âáëèçè åãî ïîâåðõíîñòè âîçíèêíóò èíäóöèðîâàííûå òîêè. Ýòè òîêè, ñîãëàñ-
íî ïðèíöèïó ýëåêòðîìàãíèòíîé èíåðöèè, áóäóò íàïðàâëåíû ïðîòèâîïîëîæíî
òîêó â óêàçàííîì âûøå êîíòóðå, íàçûâàåìîì â äàííîì ñëó÷àå èíäóêòîðîì. Ýô-
ôåêò áëèçîñòè ïðè ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî òîê â òåëå ñòðåìèòñÿ ñëåäîâàòü çà
ïðîâîäíèêàìè èíäóêòîðà. Ïðèäàâàÿ ïðîâîäíèêàì èíäóêòîðà òó èëè èíóþ ôîðìó,
ìîæíî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì íàïðàâëÿòü òîêè â òåëå è ïîëó÷àòü íàãðåâàíèå
ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ òåëà äëÿ öåëåé ïîñëåäóþùåé çàêàëêè òîëüêî â òðåáóåìûõ
ìåñòàõ. Åñëè ïîâåðõíîñòü òåëà íå ïëîñêàÿ, òî è èíäóêòîðó íåîáõîäèìî ïðèäàòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìó. Ìåòîä ïîâåðõíîñòíîé çàêàëêè áûë ðàçðàáîòàí â
ÑÑÑÐ Â. Ï. Âîëîãäèíûì è äðóãèìè.

30.12. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ýêðàíèðîâàíèå

Äëÿ çàùèòû ýëåìåíòîâ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé, íàïðèìåð êàòóøåê ñàìîèíäóêöèè,
ýëåêòðîííûõ ëàìï, ýëåêòðîèçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ è ò. ä., îò âëèÿíèÿ íà íèõ
ïåðåìåííûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ïðèìåíÿþò ìåòàëëè÷åñêèå ýêðàíû. Åñëè
çàùèùàåìûé ýëåìåíò öåïè îêðóæèòü ñïëîøíîé ìåòàëëè÷åñêîé îáîëî÷êîé, òî
ïðè äîñòàòî÷íîé åå òîëùèíå âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðàêòè÷åñêè íå
ïðîíèêàåò âíóòðü îáîëî÷êè, ÷òî ÿñíî èç ïðîèçâåäåííîãî âûøå ðàññìîòðåíèÿ
ïðîöåññà ïðîíèêíîâåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ïðîâîäÿùóþ ñðåäó. Ïîäîá-
íûå îáîëî÷êè íîñÿò íàçâàíèå ý ë å ê ò ð î ì à ã í è ò í û õ ý ê ð à í î â. ßñíî, ÷òî
òàêîé ýêðàí îêàçûâàåòñÿ òàêæå ïðàêòè÷åñêè íåïðîíèöàåìûì è äëÿ ïåðåìåííîãî
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàííîãî ýëåìåíòîì ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, çàêëþ÷åí-
íûì â åãî ïîëîñòè, ò. å. ýêðàí çàùèùàåò òàêæå âñå ïðèáîðû, ðàñïîëîæåííûå âíå
åãî, îò âëèÿíèÿ ïîëÿ, ñóùåñòâóþùåãî âíóòðè åãî.

Ôèçè÷åñêè ýêðàíèðóþùåå äåéñòâèå ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî âîçíèêíîâåíèåì
òîêîâ â ñòåíêàõ ýêðàíà, ñîçäàþùèõ ïîëå, êîòîðîå êîìïåíñèðóåò èõ âûçûâàþùåå
âíåøíåå ïîëå. Ýòè òîêè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âèõðåâûå òîêè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî ýêðàíèðóþùåãî äåéñòâèÿ òîëùèíó ñòåíîê ýê-
ðàíà íåîáõîäèìî âçÿòü ïîðÿäêà äëèíû âîëíû " â âåùåñòâå ýêðàíà. Äåéñòâèòåëü-
íî, â § 30.2 ìû óáåäèëèñü, ÷òî íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì äëèíå âîëíû â ïðîâîäÿùåé
ñðåäå, ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ çàòóõàåò. Êàê âèäíî èç
òàáëèöû, ïðèâåäåííîé â § 30.2, ïðè ÷àñòîòå f � 500 êÃö äëèíà âîëíû â ìåäè ïîëó-
÷àåòñÿ ïðèìåðíî ðàâíîé 0,6 ìì. Ïîýòîìó ïðè ðàäèî÷àñòîòàõ íåò íåîáõîäèìîñòè
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ïðèìåíÿòü äëÿ ýêðàíîâ ôåððîìàãíèòíûå ìàòåðèàëû, êîòîðûå íåæåëàòåëüíû
âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè èõ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòè îò íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è
ÿâëåíèÿ ãèñòåðåçèñà. Îáû÷íî ïðèìåíÿþò ýêðàíû èç õîðîøî ïðîâîäÿùåãî ìàòå-
ðèàëà, íàïðèìåð èç ìåäè èëè àëþìèíèÿ. Ïðè ïðîìûøëåííîé ÷àñòîòå f � 50 Ãö
ìåäíûé ýêðàí îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ëèøü ïðè çíà÷èòåëüíîé òîëùèíå ñòå-
íîê, òàê êàê äëèíà âîëíû â ìåäè ïðè ýòîé ÷àñòîòå ðàâíà 6 ñì. Ïðè òàêèõ íèçêèõ
÷àñòîòàõ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýêðàíîì èç ôåððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà, â êî-
òîðîì ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà çàòóõàåò çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì â ìåäè, åñëè,
êîíå÷íî, ïîòåðè â ôåððîìàãíèòíîì ýêðàíå íå ïðåïÿòñòâóþò åãî ïðèìåíåíèþ.
Ôåððîìàãíèòíûé ýêðàí îêàçûâàåò ýêðàíèðóþùåå äåéñòâèå è ïðè ïîñòîÿííîì
ïîëå, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî â § 27.23. Ïðè ïåðåìåííîì ïîëå åãî ýêðàíèðóþùåå
äåéñòâèå çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò âñëåäñòâèå äîïîëíèòåëüíîãî ýêðàíèðóþùåãî
ýôôåêòà òîêîâ, âîçíèêàþùèõ â ñòåíêàõ ýêðàíà.

30.13. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå è ìîäåëèðîâàíèå
ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé

Íàðÿäó ñ ðàñ÷åòîì ýëåêòðè÷åñêèõ, ìàãíèòíûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé èìååò
áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èõ íåïîñðåäñòâåííîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëå-
äîâàíèå â ðåàëüíûõ óñòðîéñòâàõ, à òàêæå èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå
ìåòîäîì ìîäåëèðîâàíèÿ.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, íàïðèìåð ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ â âîçäóõå îêîëî èçîëÿòîðà âûñîêîãî íàïðÿæåíèÿ, ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî óäëèíåííîå òåëî èç ìåòàëëà èëè èç
äèýëåêòðèêà ñ � > �0, âíåñåííîå âî âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, ñòðåìèòñÿ ðàñ-
ïîëîæèòüñÿ âäîëü ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ýòîãî ïîëÿ. Ïðèêðåïèì ìàëåíüêóþ
ñòðåëêó èç òîíêîé è óçêîé àëþìèíèåâîé ëåíòû èëè èç ñîëîìèíêè â åå ñåðåäèíå
ê âîëîñó, íàòÿíóòîìó ìåæäó êîíöàìè íåáîëüøîé ñòåêëÿííîé âèëêè. Âèëêó ïðè-
êðåïèì ê êîíöó äëèííîãî ñòåðæíÿ èç èçîëèðóþùåãî ìàòåðèàëà, ñëóæàùåãî äëÿ
ââîäà ñòðåëêè â èññëåäóåìîå ïîëå. Ñòðåëêà äîëæíà ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ íà âîëî-
ñå. Ïðè âíåñåíèè ñòðåëêè â èññëåäóåìîå ïîëå îíà ðàñïîëàãàåòñÿ âäîëü ëèíèé íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ.

Ïîìåñòèì èçîëÿòîð è ñòðåëêó ìåæäó èñòî÷íèêîì ñâåòà è áåëûì ëèñòîì áóìà-
ãè è óñòðîèì îñâåùåíèå òàê, ÷òîáû íà ëèñòå áóìàãè ïîëó÷àëàñü ðåçêàÿ òåíü îò
èçîëÿòîðà è îò ñòðåëêè. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü îáðèñîâàòü íà ëèñòå
áóìàãè òåíü èçîëÿòîðà è òåíü ñòðåëêè. Ïåðåìåùàÿ ñòðåëêó â ðàçëè÷íûå ïîëîæå-
íèÿ â ïîëå èçîëÿòîðà, êàæäûé ðàç áóäåì ïðîâîäèòü ÷åðòî÷êó íà áóìàãå âäîëü åå
òåíè. Ïðè áîëüøîì ÷èñëå ÷åðòî÷åê íà áóìàãå îò÷åòëèâî íàìå÷àåòñÿ íàïðàâëåíèå
ëèíèé íàïðÿæåííîñòè èññëåäóåìîãî ïîëÿ. Ýòè ëèíèè íàäëåæèò ïðîâîäèòü òàê,
÷òîáû ÷åðòî÷êè áûëè ê íèì êàñàòåëüíû. Èìåÿ êàðòèíó ëèíèé íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ, ëåãêî ïðîâåñòè ïåðïåíäèêóëÿðíûå èì ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà. Åñëè
ïîäîáðàòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëèíèÿìè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ìåæäó ëèíèÿìè
ðàâíîãî ïîòåíöèàëà òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèëèñü òðåáîâàíèÿ ê ôîðìå ÿ÷ååê ñåò-
êè ïîëÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â §§ 24.15, 24.16, òî êàðòèíà ïîëÿ äàñò âîçìîæíîñòü
ñóäèòü è î çíà÷åíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ.
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Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìîæíî èçìåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, ïîëüçó-
ÿñü ìàëåíüêîé áåçýëåêòðîäíîé íåîíîâîé ëàìïîé. Ðàñïîëàãàÿ ëàìïó â íåêîòîðîé
òî÷êå ïîëÿ â íàïðàâëåíèè ëèíèé íàïðÿæåííîñòè, óâåëè÷èâàåì íàïðÿæåíèå íà
èçîëÿòîðå äî òåõ ïîð, ïîêà ëàìïà íå âñïûõíåò. Ëàìïà âñïûõèâàåò ïðè îïðåäå-
ëåííîé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ïðåäâàðèòåëüíî ïó-
òåì ïîìåùåíèÿ ëàìïû â íàðàñòàþùåå èçâåñòíîå ïîëå. Ïðîèçâîäÿ îïûò â ðàçíûõ
òî÷êàõ èññëåäóåìîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåì íàïðÿæåíèÿ íà èçîëÿòîðå, ïðè êîòîðûõ
âñïûõèâàåò ëàìïà â ýòèõ òî÷êàõ ïîëÿ. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äàþò âîçìîæíîñòü
ïóòåì ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïåðåñ÷åòà ïîëó÷èòü íàïðÿæåííîñòü â ðàçíûõ òî÷êàõ
ïîëÿ ïðè îäíîì íàïðÿæåíèè íà èçîëÿòîðå.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, èçìå-
íÿþùåãîñÿ ñ íåáîëüøîé ÷àñòîòîé, íî íå ìåíÿþùåãî ñâîåé êîíôèãóðàöèè, ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãè÷íûì ìåòîäîì, ïîìåùàÿ â ðàçëè÷íûå òî÷êè ïîëÿ ñâî-
áîäíî âðàùàþùóþñÿ ñòðåëêó èç ôåððîìàãíèòíîãî ìàòåðèàëà è íàáëþäàÿ ïîëî-
æåíèÿ, êîòîðûå çàíèìàåò ñòðåëêà â ýòèõ òî÷êàõ ïîëÿ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêæå ÿâëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè.
Ïîìåùàÿ â ðàçíûå òî÷êè ïîëÿ íåáîëüøîé âèòîê èëè êàòóøêó è èçìåðÿÿ ñ ïîìî-
ùüþ áàëëèñòè÷åñêîãî ãàëüâàíîìåòðà ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, ïåðåíîñèìûé ñêâîçü
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðîâîäà êàòóøêè ïðè óáûâàíèè ïîòîêà äî íóëÿ, èëè èçìå-
ðÿÿ äåéñòâóþùåå çíà÷åíèå èëè àìïëèòóäó ÝÄÑ, èíäóöèðóåìîé â êàòóøêå ïðè
ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùåìñÿ ïîòîêå, ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïîòîêà, ñöåï-
ëÿþùåãîñÿ ñ âèòêàìè êàòóøêè. Îòûñêèâàÿ ïîëîæåíèå êàòóøêè îêîëî äàííîé
òî÷êè ïîëÿ, ïðè êîòîðîì ïîòîê èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ïîëó÷àåì íàïðàâ-
ëåíèå âåêòîðà B, ïåðïåíäèêóëÿðíîå ïëîñêîñòè êàòóøêè. Ïî çíà÷åíèþ ïîòîêà
ïðè ýòîì íàõîäèì çíà÷åíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè â ñåðåäèíå êàòóøêè. Êàòóøêà
äîëæíà áûòü ñòîëü ìàëûõ ðàçìåðîâ, ÷òîáû â åå ïðåäåëàõ ïîëå ìàëî îòëè÷àëîñü
îò îäíîðîäíîãî.

Èññëåäîâàíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå
ïðîèçâîäèòñÿ âåñüìà ïðîñòî. Åñëè ñðåäà òâåðäàÿ, ìîæíî èññëåäîâàòü ïîëå òîëü-
êî íà åå ïîâåðõíîñòè. Åñëè æå ñðåäà æèäêàÿ èëè ðûõëàÿ, òî ïîëå ìîæíî èññëåäî-
âàòü è âíóòðè åå. Ñ ýòîé öåëüþ ââîäÿò â ñðåäó çîíä, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé òîí-
êèé ìåòàëëè÷åñêèé ñòåðæåíü, èçîëèðîâàííûé ïî âñåé äëèíå, êðîìå íåáîëüøîãî
îòðåçêà íà êîíöå.

Çîíä ïðèíèìàåò ïîòåíöèàë òîé òî÷êè ñðåäû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ åãî îòêðû-
òûé êîíåö. Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëà çîíäà è ïîòåíöèàëà êàêîé-ëèáî äðóãîé íåèç-
ìåííîé òî÷êè ñðåäû ìîæåò áûòü èçìåðåíà âîëüòìåòðîì èëè ïðè ìàëûõ ðàçíî-
ñòÿõ ïîòåíöèàëîâ — âûñîêî÷óâñòâèòåëüíûì ãàëüâàíîìåòðîì. Ñîïðîòèâëåíèå
âîëüòìåòðà èëè ãàëüâàíîìåòðà äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî, ÷òîáû òîê ÷åðåç
íèõ, âûõîäÿùèé èç êîíöà çîíäà â ñðåäó, íå âûçûâàë çàìåòíîãî èçìåíåíèÿ ïîòåí-
öèàëà â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ êîíöà çîíäà. Íàèáîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ èçìåðåíèÿ ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ êîì-
ïåíñàöèîííîãî ìåòîäà. Ïîìåùàÿ êîíåö çîíäà â ðàçëè÷íûå òî÷êè èññëåäóåìîãî
ïîëÿ, ìîæíî íàéòè â íèõ ïîòåíöèàëû, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ïîâåðõ-
íîñòè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà èëè ëèíèè ðàâíîãî ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû
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èëè â êàêîì-íèáóäü ñå÷åíèè ñðåäû. Ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
à â îäíîðîäíîé â îòíîøåíèè ïðîâîäèìîñòè ñðåäå è ëèíèè òîêà ïðîâîäÿò ïåðïåí-
äèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòÿì ðàâíîãî ïîòåíöèàëà. Íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû ëèíèè
òîêà ëåæàò â ýòîé ïîâåðõíîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ëèíè-
ÿì ðàâíîãî ïîòåíöèàëà íà ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Çíàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ äâóõ áëèçëåæàùèõ ïîâåðõíîñòåé ðàâíîãî ïîòåí-
öèàëà è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè â äàííîì ìåñòå ïîëÿ, ìîæíî áåç òðóäà îïðåäå-
ëèòü çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýòîì ìåñòå. Ìîæíî íàïðÿ-
æåííîñòü ïîëÿ èçìåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ äâîéíûì
çîíäîì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ âûøåîïèñàííûõ îäèíî÷íûõ çîíäîâ, îòêðûòûå êîí-
öû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà íåáîëüøîì îïðåäåëåííîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðó-
ãà. Èçìåðÿÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ çîíäîâ è äåëÿ åå íà ðàññòîÿíèå ìåæäó êîíöàìè
çîíäîâ, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ â íàïðàâëåíèè ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé êîíöû çîíäîâ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé â òåõ èëè
èíûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ — èçîëÿòîðàõ, ïðèáîðàõ, ìàøèíàõ, àïïàðàòàõ —
èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàâèëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ýòèõ óñòðîéñòâ. Ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàñòåêàíèÿ òîêà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå èìååò áîëü-
øîå çíà÷åíèå äëÿ ïðàâèëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ çàçåìëÿþùèõ óñòðîéñòâ, à òàêæå
äëÿ îïðåäåëåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ áëóæäàþùèõ ïîñòîÿííûõ òîêîâ â çåìëå, îò-
âåòâëÿþùèõñÿ â çåìëþ îò ðåëüñîâûõ ïóòåé ãîðîäñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òðàíñ-
ïîðòà è âûçûâàþùèõ ðàçúåäàíèå ïðîëîæåííûõ â çåìëå ìåòàëëè÷åñêèõ òðóá è
îáîëî÷åê êàáåëåé.

Ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðèêå ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ çà-
ðÿäîâ, ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå â îáëàñòè âíå òîêîâ è ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå â ïðîâîäÿùåé ñðåäå â îáëàñòè âíå èñòî÷íèêîâ ÝÄÑ îïèñûâàþòñÿ àíà-
ëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè, èìåþùèìè ñîîòâåòñòâåííî âèä

rot divE E D E D� � � � �0 0( ); , ;gradU � (a)

rot grad divìH H B H B� � � � �0 0( ); , ;U � (á)

rot grad divE E E� � � � �0 0( ); , .U J J, (â)

Ïîýòîìó åñëè îäèíàêîâû ãåîìåòðè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè îáëàñòåé ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ýòè ïîëÿ, åñëè àíàëîãè÷íû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà
ãðàíèöàõ îáëàñòåé è åñëè ïîäîáíû îòíîñèòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé �, �
è , âíóòðè îáëàñòåé, òî êàðòèíû ýòèõ ïîëåé áóäóò ïîäîáíû äðóã äðóãó.

Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîãî ïîëÿ
äðóãèì. Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðîùå âñåãî è ñ íàèáîëüøåé òî÷íî-
ñòüþ óäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâàòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïðîâîäÿùåé
ñðåäå. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èññëåäîâàíèå ïîñòîÿííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé â
äèýëåêòðèêå è ïîñòîÿííûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé âíå òîêîâ çàìåíÿòü èññëåäîâàíèåì
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëÿõ. Âàæíî
ïðè ýòîì, ÷òîáû ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûëî ñîáëþäåíî ãåîìåòðè÷åñêîå ïîäîáèå
îáëàñòåé, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîëå, à òàêæå ñîáëþäåíû òðåáóåìûå ãðàíè÷íûå
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óñëîâèÿ. Åñëè ñðåäà îäíîðîäíà, òî òðåáîâàíèå ïðàâèëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çíà-
÷åíèé , âíóòðè îáëàñòè îòïàäàåò.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ïîëåé èñïîëüçóþò ìåòàëëè÷åñêèå
ëèñòû èëè ëèñòû èç ïðîâîäÿùåé áóìàãè, âûðåçàííûå ïî îïðåäåëåííîé ôèãóðå,
èçîáðàæàþùåé îáëàñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëÿ. Ê íåêîòîðûì ÷àñòÿì ãðàíèö
ëèñòà ïîäâîäÿò, à îò íåêîòîðûõ ÷àñòåé îòâîäÿò òîê, îïðåäåëåííûì îáðàçîì ðàñ-
ïðåäåëÿÿ åãî âäîëü ýòèõ ÷àñòåé ãðàíèö. Îñòàëüíûå ÷àñòè ãðàíèö áóäóò, î÷åâèä-
íî, ëèíèÿìè òîêà. Åñëè ìîäåëèðóåòñÿ, íàïðèìåð, ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ìàãíèò-
íîå ïîëå îêîëî êàêèõ-íèáóäü ÷àñòåé ìàøèí èëè àïïàðàòîâ, òî ãðàíèöû ëèñòà,
âäîëü êîòîðûõ ïîäâîäèòñÿ òîê, ñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöàì, âäîëü êîòîðûõ ðàñïðå-
äåëåíà ìàãíèòîäâèæóùàÿ ñèëà, âûçûâàþùàÿ ìàãíèòíîå ïîëå; ãðàíèöû, âäîëü
êîòîðûõ â ëèñòå òîê íå ïîäâîäèòñÿ è êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè òîêà, ñîîòâåò-
ñòâóþò ãðàíèöàì, âäîëü êîòîðûõ íå ðàñïðåäåëåíà ì. ä. ñ. è êîòîðûå, ñëåäîâàòåëü-
íî, ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà.

Íà ðèñ. 30.17 èçîáðàæåíà îáëàñòü abcdefga â ýëåêòðè÷åñêîé ìàøèíå, â êîòî-
ðîé ñóùåñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå â âîçäóõå ìåæäó ïîëþñîì è ÿêîðåì è â ïðî-
ñòðàíñòâå ìåæäó ïîëþñàìè. Íà ðèñ. 30.18 ïîêàçàí ôèãóðíûé ëèñò, íà êîòîðîì
ìîæåò áûòü èññëåäîâàíî ïîëå òîêà, àíàëîãè÷íîå ìàãíèòíîìó ïîëþ â ìàøèíå.
×òîáû èñêëþ÷èòü â ìàøèíå îáëàñòü, ãäå ïðîòåêàþò òîêè, îáìîòêà íà ñåðäå÷íèêå
ïîëþñà óñëîâíî ïðåäïîëîæåíà ñæàòîé ê ëèíèè ab. Âäîëü ýòîé ëèíèè îïðåäåëåí-
íûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíà ì. ä. ñ. Òàê æå ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü òîê, âõîäÿùèé â
ëèñò ïî ëèíèè ab. Ëèíèè bcd è efga â ìàøèíå ñóòü ëèíèè ðàâíîãî ìàãíèòíîãî ïî-
òåíöèàëà. Ëèíèè bcd è efga â ëèñòå — ëèíèè òîêà. Ïîýòîìó âñåì ëèíèÿì ðàâíîãî
ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà â ïîëå ìàøèíû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèíèè òîêà â ëèñ-
òå, è âñåì ìàãíèòíûì ëèíèÿì â ïîëå ìàøèíû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèíèè ðàâ-
íîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ëèñòå. Ïîñëåäíèå ëåãêî ìîãóò áûòü ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî íàéäåíû ïðè ïîìîùè ùóïà K è ãàëüâàíîìåòðà G.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîëåé ìîæíî ïðèìåíèòü âàííó ñî ñëàáî
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòüþ, â êîòîðóþ ïîãðóæåíû ìåòàëëè÷åñêèå òåëà (ýëåêòðîäû)
è òåëà èç èçîëèðóþùåãî âåùåñòâà îïðåäåëåííîé ôîðìû. Ê ìåòàëëè÷åñêèì òåëàì
ëèíèè òîêà ïîäõîäÿò ïåðïåíäèêóëÿðíî èõ ïîâåðõíîñòÿì, òåëà èç èçîëèðóþùåãî
âåùåñòâà îáòåêàþòñÿ ëèíèÿìè òîêà. Íàäëåæàùèì îáðàçîì ïîäáèðàÿ ôîðìó òåë
è ñàìîé âàííû, ìîæíî ìîäåëèðîâàòü â òàêîé âàííå ìàãíèòíîå ïîëå èëè ýëåêòðè-
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÷åñêîå ïîëå â äèýëåêòðèêå îêîëî òîé èëè èíîé èíòåðåñóþùåé íàñ ñèñòåìû íà-
ìàãíè÷åííûõ èëè çàðÿæåííûõ òåë. Âî èçáåæàíèå ïîÿâëåíèÿ ý. ä. ñ. ïîëÿðèçàöèè
îêîëî ýëåêòðîäîâ ïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûì òîêîì íèçêîé ÷àñòîòû, êîòîðûé ðàñ-
ïðåäåëÿåòñÿ â âàííå ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê è ïîñòîÿííûé òîê ïðè îòñóòñòâèè
ýòèõ ý. ä. ñ.

Â ýëåêòðîëèòè÷åñêîé âàííå ìîæíî ìîäåëèðîâàòü íå òîëüêî ïîñòîÿííûå è èç-
ìåíÿþùèåñÿ ñ ìàëîé ÷àñòîòîé ìàãíèòíûå è ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ, íî è ïîëÿ âåê-
òîðà ñêîðîñòè â ãàçîâîé èëè æèäêîé ñðåäå ïðè îòñóòñòâèè òóðáóëåíòíîãî äâèæå-
íèÿ, à òàêæå ïîëÿ äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, åñëè ýòè ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïî ôîðìå óðàâíåíèÿì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîñòî-
ÿííîãî òîêà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå (äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû — óðàâíåíèåì Ëàïëàñà).

Ñïëîøíóþ ñðåäó ýëåêòðè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî çàìå-
íèòü, äîïóñêàÿ èçâåñòíóþ ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ, áîëü-
øèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëåííûõ èç ñîïðîòèâëåíèé,
ò. å. çàìåíèòü, êàê ãîâîðÿò, ýëåêòðè÷åñêîé ðåøåòêîé èëè
ñåòêîé. Íà ðèñ. 30.19 èçîáðàæåí ýëåìåíò èç øåñòè ñîïðî-
òèâëåíèé, çàìåíÿþùèé ïàðàëëåëåïèïåä, âûðåçàííûé èç
ñïëîøíîé ñðåäû. Ïðèìåíåíèå ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòîê äëÿ
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà ïðåäëîæåíî
Ñ. À. Ãåðøãîðèíûì â 1929 ã.

Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí è íà èññëåäîâàíèÿ áûñòðîïåðåìåííûõ
ïîëåé, óæå íå îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Ïåðåìåííûå ýëåêòðîìàãíèò-
íûå ïîëÿ îòëè÷àþòñÿ îò ïîñòîÿííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé òåì, ÷òî
â íèõ ïîÿâëÿþòñÿ òîêè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ è èíäóöèðóåìûå ïåðåìåííûì
ìàãíèòíûì ïîòîêîì ÝÄÑ. Â ýëåêòðè÷åñêîé ìîäåëè ýòî ìîæíî ó÷åñòü ââåäåíèåì
â êàæäûé ýëåìåíò ìîäåëè ïîìèìî ñîïðîòèâëåíèé òàêæå åìêîñòåé è èíäóêòèâ-
íîñòåé. Íà ýòîì ïðèíöèïå Ë. È. Ãóòåíìàõåðîì ðàçðàáîòàíû òàê íàçûâàåìûå
ýëåêòðîèíòåãðàòîðû. Ââîäÿ â ýòè ýëåìåíòû êðîìå âûøåóêàçàííûõ äåòàëåé åùå
óñèëèòåëè è äîïîëíèòåëüíûå ïðîâîäèìîñòè îïðåäåëÿþùèå îòáîð èëè ãåíåðèðî-
âàíèå ýíåðãèè â ýëåìåíòå, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ðåøàòü ïðè ïîìîùè ýëåê-
òðîèíòåãðàòîðîâ âåñüìà ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è.

Îòìåòèì, íàêîíåö, ÷òî äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èçó÷åíèÿ ïåðåìåííîãî ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, ò. å. äëÿ èçó÷åíèÿ ÿâëåíèÿ ïîâåðõíîñò-
íîãî ýôôåêòà, ìîæíî èññëåäîâàíèå âåñòè â óñòðîéñòâàõ, ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîá-
íûõ äåéñòâèòåëüíûì óñòðîéñòâàì, íî ëèíåéíûå ðàçìåðû l êîòîðûõ óìåíüøåíû
èëè óâåëè÷åíû â íåêîòîðîå ÷èñëî ðàç. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåí-
íîé òåîðèè ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ìîäåëè è â îðèãèíàëå
îñòàâàëàñü íåèçìåííîé áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà l !�, , íàçûâàåìàÿ êðèòåðèåì

ïîäîáèÿ.
Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

â äèýëåêòðèêå â ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíûõ ìîäåëÿõ êðèòåðèåì ïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññàõ âåëè÷èíà l! �� è ïðè ëþáûõ ïðîöåññàõ — âåëè-

÷èíà
l

t
��, ãäå t — ïðîìåæóòîê âðåìåíè, îòñ÷èòûâàåìûé îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà
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âðåìåíè. Äåéñòâèòåëüíî, îòíîøåíèå l/t â ìîäåëè (l1/t1) è â îðèãèíàëå (l2/t2) äîëæ-
íî áûòü ðàâíî îòíîøåíèþ ñêîðîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â

ìîäåëè v1 �1 1 1� � è â îðèãèíàëå v2 �1 2 2� � , îòêóäà
l

t
1

1

1 1� � �
l

t
2

2

2 2� � � const.

Â îáëàñòè òåîðèè è ïðàêòèêè ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèîðèòåò è áîëüøèå çàñëóãè
ïðèíàäëåæàò ñîâåòñêèì ó÷åíûì Í. Í. Ïàâëîâñêîìó, À. Í. Êðûëîâó, Ì. Â. Êèð-
ïè÷åâó, à òàêæå Ñ. À. Ãåðøãîðèíó, Ë. È. Ãóòåíìàõåðó, Í. Â. Êîðîëüêîâó, Ä. Þ. Ïà-
íîâó è äð.

30.14. Î êðèòåðèÿõ ðàçãðàíè÷åíèÿ çàäà÷ òåîðèè ýëåêòðè÷åñêèõ
è ìàãíèòíûõ öåïåé è çàäà÷ òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Èç âñåãî âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî, ïî ñóùåñòâó, âñå ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâ-
ëåíèÿ ïðè ïîëíîì è äåòàëüíîì èõ ðàññìîòðåíèè òðåáóþò èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíûõ ïîëåé è ñîîòâåòñòâåííî â òîé èëè èíîé ìåðå îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âìåñòå ñ òåì, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ öåííîñòü âîçìîæ-
íîñòü ñâåäåíèÿ çàäà÷ èç îáëàñòè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé ê çàäà÷àì òåîðèè
ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ öåïåé, êîòîðàÿ îïåðèðóåò òîëüêî èíòåãðàëüíûìè
âåëè÷èíàìè — ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì, íàïðÿæåíèåì, ìàãíèòíûì ïîòîêîì è ò. ä.
Âåñüìà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå êðèòåðèåâ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ äîïóñòèìî
ðàññìîòðåíèå çàäà÷ êàê îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè öåïåé è êîãäà íåîáõîäèìî èõ ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê çàäà÷è òåîðèè ïîëÿ.

Òåîðèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé áàçèðóåòñÿ íà ââåäåíèè ïàðàìåòðîâ îòäåëüíûõ
ó÷àñòêîâ öåïè, èç êîòîðûõ îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ èíäóêòèâíîñòè, åìêîñòè è ñî-
ïðîòèâëåíèÿ. Ïîìèìî ýòèõ ïàðàìåòðîâ ââîäÿò â ðàññìîòðåíèå åùå ìíîæåñòâî
äðóãèõ, íàõîäÿùèõñÿ â èçâåñòíîé ñâÿçè ñ íèìè èëè èìåþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíîå
çíà÷åíèå. Òàê, ìàãíèòíûå öåïè ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü èõ ìàãíèòíûì ñîïðî-
òèâëåíèåì. Ïðè ñèíóñîèäàëüíîì èçìåíåíèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà ìîæíî ââåñòè
áîëåå îáùèé ïàðàìåòð — êîìïëåêñíîå ìàãíèòíîå ñîïðîòèâëåíèå, õàðàêòåðèçóþ-
ùåå òàêæå è ïîòåðè ýíåðãèè íà ãèñòåðåçèñ è íà âèõðåâûå òîêè â ìàãíèòíîé öåïè.
Ïðè èññëåäîâàíèè ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ïðè ñèíóñîèäàëüíûõ ïåðåìåííûõ òîêàõ
ââîäÿò ïîíÿòèÿ îá àêòèâíûõ è ðåàêòèâíûõ ñîïðîòèâëåíèÿõ è ïðîâîäèìîñòÿõ
ó÷àñòêîâ öåïè, êîòîðûå â ïðîñòåéøèõ öåïÿõ íàõîäÿòñÿ â ôóíêöèîíàëüíîé çàâè-
ñèìîñòè îò èíäóêòèâíîñòåé, åìêîñòåé è ñîïðîòèâëåíèé îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ
öåïè. Ïðè ñèíóñîèäàëüíîì èçìåíåíèè òîêîâ ââîäÿò òàêæå áîëåå îáùèå ïàðàìåò-
ðû — êîìïëåêñíîå ýëåêòðè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå è êîìïëåêñíóþ ïðîâîäèìîñòü.
Ìíîãèå ýëåìåíòû öåïåé õàðàêòåðèçóþòñÿ èõ ñïåöèôè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Òàê,
íàïðèìåð, îñíîâíûå ñâîéñòâà òðåõýëåêòðîäíîé ýëåêòðîííîé ëàìïû îïðåäåëÿþò-
ñÿ íå òîëüêî åå âíóòðåííèì ñîïðîòèâëåíèåì, íî è êîýôôèöèåíòîì óñèëåíèÿ.

Èç âñåãî ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî äëÿ ñòàòè÷åñêèõ èëè ñòà-
öèîíàðíûõ ðåæèìîâ âñåì ýòèì ïàðàìåòðàì ìîæåò áûòü ïðèäàíî âïîëíå îïðåäå-
ëåííîå çíà÷åíèå è ÷òî ïðè ïåðåìåííûõ ïðîöåññàõ èñïîëüçîâàíèå èõ ñóùåñòâåííî
îñëîæíÿåòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ îêîëî êàêîãî-ëèáî
ýëåêòðè÷åñêîãî êîíòóðà ïðè çàäàííîì ýëåêòðè÷åñêîì òîêå â êîíòóðå çàâèñèò íå
òîëüêî îò ôîðìû êîíòóðà, íî è îò ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà âíóòðè ïðîâîäíèêà, îáðà-
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çóþùåãî êîíòóð. Òîëüêî ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ðàñïðåäåëåíèå òîêà ïðè çàäàííûõ
ýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ïðîâîäíèêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
ôîðìîé ïðîâîäíèêà. Ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî ïðè ïîñòîÿííîì òîêå òàêîé âàæ-
íåéøèé ïàðàìåòð ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, êàê åå èíäóêòèâíîñòü, âïîëíå îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïðè çàäàííûõ ìàãíèòíûõ ñâîéñòâàõ ñðåäû ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè è
ôîðìîé êîíòóðà öåïè. Ïðè èçìåíåíèè òîêà âî âðåìåíè èçìåíÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèå òîêà ïî ñå÷åíèþ ïðîâîäíèêîâ, îáðàçóþùèõ êîíòóð òîêà, è ñîîòâåòñòâåííî
èçìåíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ñöåïëåííîãî ñ
êîíòóðîì, à ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíÿåòñÿ è èíäóêòèâíîñòü êîíòóðà. Òàê, ïðè ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, êàê ìû èìåëè âîçìîæíîñòü óáåäèòüñÿ â ýòîé ãëàâå,
ýëåêòðè÷åñêèé òîê ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ïðî-
âîäíèêà, ÷òî âåäåò ê îñëàáëåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ïðîâîäíèêà è ê óìåíü-
øåíèþ èíäóêòèâíîñòè öåïè. Ïðè ñèíóñîèäàëüíîì òîêå èíäóêòèâíîñòü ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé óãëîâîé ÷àñòîòû òîêà. Ïðè íåñèíóñîèäàëüíîì ïåðèîäè÷åñêîì òîêå îíà,
î÷åâèäíî, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèåé òàêæå ôîðìû êðèâîé òîêà. Ïðè íåïåðèîäè-
÷åñêèõ èçìåíåíèÿõ òîêà èíäóêòèâíîñòü, ñòðîãî ãîâîðÿ, áóäåò ÿâëÿòüñÿ, õîòÿ áû
ïî îäíîé òîëüêî óêàçàííîé ïðè÷èíå — íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà â
ïðîâîäíèêå — ñëîæíîé ôóíêöèåé âðåìåíè.

Îò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ òîêà çàâèñèò â åùå áîëüøåé ìåðå àêòèâíîå ñîïðîòèâ-
ëåíèå ïðîâîäíèêà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî óòâåðæäåíèå îòíîñèòñÿ è ê åìêîñòè êîí-
äåíñàòîðà, òàê êàê íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî òîêà ïî øèðèíå
îáêëàäîê êîíäåíñàòîðà äîëæíî âûçûâàòü ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïîòîêà ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ñìåùåíèÿ â äèýëåêòðèêå, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðèâîäèòü ê íåêîòîðîìó èçìå-
íåíèþ åìêîñòè êîíäåíñàòîðà.

Êðèòåðèåì òîãî, ñëåäóåò ëè ñ÷èòàòüñÿ ñ ðàññìîòðåííûìè ÿâëåíèÿìè, ñëóæèò
ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïðîìåæóòêîì âðåìåíè, íåîáõîäèìûì äëÿ ïðîõîæäåíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû âíóòðü ïðîâîäíèêà îò åãî ïîâåðõíîñòè äî öåíòðàëü-
íûõ ÷àñòåé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, è ïðîìåæóòêîì âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî
òîê â ïðîâîäíèêå óñïåâàåò èçìåíèòüñÿ íà çàìåòíóþ âåëè÷èíó ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñâîèì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì. Ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññàõ ýòîò êðèòåðèé
ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ ìåæäó äëèíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû âíóòðè ïðî-
âîäíèêà è ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà. Åñëè äëèíà
âîëíû â ïðîâîäÿùåé ñðåäå èìååò ïîðÿäîê èëè ìåíüøå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ïîïå-
ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà, òî ÿâëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ñòàíîâèòñÿ çà-
ìåòíûì. Ìû âèäåëè, ÷òî äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ïðîâîäÿùåé ñðåäå
äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîòàõ âåñüìà íåâåëèêà.

Ìû íà÷àëè çäåñü ðàññìîòðåíèå âîïðîñà î ïàðàìåòðàõ öåïåé ïðè ïåðåìåííûõ
òîêàõ ñ àíàëèçà âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ
âíóòðè ïðîâîäíèêîâ, ïîòîìó ÷òî ýòè ïðîöåññû ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü óæå ïðè
ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííûõ èçìåíåíèÿõ òîêà. Âîïðîñ î ïàðàìåòðàõ öåïè åùå áîëü-
øå îñëîæíÿåòñÿ, êîãäà òîêè è íàïðÿæåíèÿ â öåïè èçìåíÿþòñÿ ñòîëü áûñòðî, ÷òî
çà âðåìÿ çàìåòíîãî èõ èçìåíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû íå óñïåâàþò ðàñïðî-
ñòðàíèòüñÿ â äèýëåêòðèêå âäîëü âñåé öåïè. Òàê êàê ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â äèýëåêòðèêå âåëèêà, íàïðèìåð â âîçäóõå îíà ðàâíà
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ïðèáëèçèòåëüíî 3�108 ì/ñ, òî ó÷èòûâàòü åå êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïðè íå î÷åíü ïðî-
òÿæåííûõ öåïÿõ ïðèõîäèòñÿ ëèøü ïðè âåñüìà áûñòðûõ èçìåíåíèÿõ òîêà è íà-
ïðÿæåíèÿ.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîæíî íå ñ÷èòàòüñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí â äèýëåêòðèêå, ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü íàçûâàþò öåïüþ ñ ñîñðåäîòî-
÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîöåññàõ êðèòåðèåì äîïóñòèìîñòè
ðàññìîòðåíèÿ öåïè êàê öåïè ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü
ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ öåïè è åå ýëåìåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ýëåêòðîìàãíèò-
íîé âîëíû â äèýëåêòðèêå. Ïðè ÷àñòîòå f � 50 Ãö äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
â âîçäóõå ðàâíà " � 3�108/50 � 6�106 ì � 6000 êì. Ïîýòîìó ïðè ýòîé ÷àñòîòå îáû÷-
íûå ýëåêòðîìàãíèòíûå óñòðîéñòâà è ýëåêòðè÷åñêèå öåïè, çà èñêëþ÷åíèåì äëèí-
íûõ ëèíèé, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê îáëàäàþùèå ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.
Ïåðèîäè÷åñêèå ïðîöåññû â íèõ ÷àñòî íàçûâàþò êâàçèñòàöèîíàðíûìè ïðîöåñ-
ñàìè.

Åñëè ïðîòÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñòîëü âåëèêà, ÷òî ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû âäîëü öåïè, ñòà-
íîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ ïðîìåæóòêîì âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî òîêè èëè íà-
ïðÿæåíèÿ â îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ öåïè óñïåâàþò çàìåòíî èçìåíèòüñÿ, òî òàêóþ
öåïü óæå íåëüçÿ õàðàêòåðèçîâàòü ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè. Â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå, êîãäà öåïü èìååò áîëüøóþ ïðîòÿæåííîñòü ëèøü â îäíîì íàïðàâëå-
íèè, ââîäÿò ïîíÿòèå î ïàðàìåòðàõ, ðàñïðåäåëåííûõ ïî äëèíå öåïè. Ïðèìåðîì
òàêèõ öåïåé ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå ëèíèè. Äðóãèì ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü îá-
ìîòêè òðàíñôîðìàòîðîâ è ýëåêòðè÷åñêèõ ìàøèí, êîòîðûå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè
âäîëü íèõ âîëí òîêà è íàïðÿæåíèÿ ñ äëèòåëüíîñòüþ, èçìåðÿåìîé ìèêðîñåêóíäà-
ìè, äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê öåïè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîäîáíûõ öåïåé ââîäÿò ïàðàìåòðû, îòíåñåííûå ê åäèíèöå äëèíû
öåïè.

Îäíàêî è ýòîò ìåòîä ñòàíîâèòñÿ óæå íåâîçìîæíûì â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà äëèíà
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â äèýëåêòðèêå ñðàâíèìà ñ ðàçìåðàìè óñòðîéñòâ âî âñåõ
íàïðàâëåíèÿõ. Ñ òàêèìè óñëîâèÿìè ìû âñòðå÷àåìñÿ â òåõíèêå óëüòðàêîðîòêèõ
âîëí, äëèíû êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ ñàíòèìåòðàìè è êîòîðûå íàõîäÿò øèðîêîå
ïðèìåíåíèå â ñîâðåìåííîé ðàäèîòåõíèêå. Ïðè ñòîëü áûñòðûõ ïðîöåññàõ óæå
íåâîçìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü óñòðîéñòâî îïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè: èíäóê-
òèâíîñòüþ, åìêîñòüþ è ñîïðîòèâëåíèåì. Íåâîçìîæíî ãîâîðèòü òàêæå è î ïàðà-
ìåòðàõ, ðàñïðåäåëåííûõ âäîëü êàêîãî-òî îäíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ýëåêòðè÷åñêèå
êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ïðè ñòîëü êîðîòêèõ âîëíàõ ïðèîáðåòàþò âåñüìà ñâîåîá-
ðàçíûé âèä — ýòî ïîëûå ìåòàëëè÷åñêèå òåëà, âíóòðè ïîëîñòåé êîòîðûõ âîçáóæ-
äàþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû â äèýëåêòðèêå, ìíîãîêðàòíî îòðàæàþùèåñÿ îò
ñòåíîê òåë. Â òàêèõ ñèñòåìàõ âîçìîæíà íàñòðîéêà â ðåçîíàíñ, ïðè÷åì ðåçîíàíñ-
íûå ÷àñòîòû îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðàìè è ôîðìîé òåë. Âåñüìà ñâîåîáðàçíóþ ôîð-
ìó ïðèíèìàþò ïðè ñòîëü êîðîòêèõ âîëíàõ è óñòðîéñòâà, ñëóæàùèå äëÿ ïåðåäà÷è
ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè, ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå âîëíîâîäîâ. Ýòî — ìåòàëëè-
÷åñêèå òðóáû, âíóòðè êîòîðûõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû â íà-
ïðàâëåíèè îñåé òðóá. Ïî îòíîøåíèþ ê ïîäîáíûì óñòðîéñòâàì çàòðóäíèòåëüíî
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ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè â åãî îáû÷íîì ñìûñëå. Äëÿ ðàñ÷åòà
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðîöåññîâ â ïîäîáíûõ ñèñòåìàõ íåîáõîäèìî ïðèáåãàòü ê ðå-
øåíèþ óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé.

Ãëàâà 30. Ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ïðîâîäÿùåé ñðåäå 271



Âîïðîñû, óïðàæíåíèÿ, çàäà÷è ê ãëàâàì 29 è 30

29.1. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â äèýëåêòðèêå

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò èñòî÷íèêà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðÿæåí-
íîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â äèýëåêòðèêå ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè 1/r. Êàêîâ õà-
ðàêòåð çàâèñèìîñòè E(r) â ýòîé îáëàñòè?

2. Çàòóõàåò ëè ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿÿñü â èäåàëüíîì äèýëåê-
òðèêå?

3. (Î) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ â äèýëåêòðèêå íàðÿäó ñ ïðÿìîé âîëíîé ñóùåñòâóåò
è îáðàòíàÿ?

4. (Î) Óðàâíåíèþ
�

�

�

�

2

2

2
2

2

E

t
v

E

z

x x� óäîâëåòâîðÿåò, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ôóíê-

öèÿ Ex(z, t) � Em sin kz sin kvt, êîòîðàÿ, îäíàêî, íå èìååò àðãóìåíòîì íè z – vt,
íè z + vt. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîå â âèäå
Ex(z, t) � F1(z – vt) + F2(z + vt), íå ÿâëÿåòñÿ îáùèì?

5. (Ð) Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
ñóòü E(z, t) � j 10 cos (102t + 30z). Â êàêîì íàïðàâëåíèè îñè z ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
âîëíà? Ðàññ÷èòàéòå íàïðÿæåííîñòü H(z, t) ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ñêîðîñòü ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîëíû.

6. (Ð) Íàéäèòå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû, íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êîòîðîé âûðàæåíà ôîðìóëîé E �
� JiEx + jEy)e

j(!t – kz).

7. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, èçìåíÿÿñü ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó ñ
÷àñòîòîé 50 Ãö, ïðîõîäèò ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä ñ ïðîíèöàåìîñòÿìè �0,
�0 è �0, 80�0. ×åìó ðàâíà äëèíà âîëíû â ïåðâîé ñðåäå? Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíÿåòñÿ
äëèíà âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä?

8. (Ð) Êàêîâî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
è ìàãíèòíîé èíäóêöèè â ïëîñêîé ïðÿìîé âîëíå â âîçäóõå, åñëè íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íå ìîæåò ïðåâûøàòü çíà÷åíèÿ 3�106 Â/ì? Ðàññ÷èòàéòå îáú-
åìíóþ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âîçäóõå ïðè ïðåäåëüíîì
çíà÷åíèè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E.

9. (Ð) Ïëîñêàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â äè-
ýëåêòðèêå ñ ïðîíèöàåìîñòÿìè �, � â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ñîîñíûìè èäåàëüíî ïðî-
âîäÿùèìè æèëîé è îáîëî÷êîé êàáåëÿ â íàïðàâëåíèè îò ãåíåðàòîðà ê íàãðóçêå,
ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîé Rí. Íàéäèòå ýíåðãèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàêëþ-
÷åííóþ â îáúåìå äèýëåêòðèêà êàáåëÿ äëèíîé, ðàâíîé äëèíå ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû. Ñðàâíèòå åå ñ ýíåðãèåé, ïîãëîùàåìîé â íàãðóçêå çà ïåðèîä èçìåíåíèÿ
ïîëÿ. Ðàäèóñ æèëû R1, âíóòðåííèé ðàäèóñ îáîëî÷êè R2. Ïðèìèòå äîïóùåíèå îá
îòñóòñòâèè îòðàæåííûõ îò íàãðóçêè âîëí.



10. (Ð) Ñëîé êîàêñèàëüíîãî êàáåëÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíàìè � � 4�0, � � �0.
Îïðåäåëèòå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â êàáåëå è âû-
ðàçèòå åå ÷åðåç èíäóêòèâíîñòü è åìêîñòü êàáåëÿ íà åäèíèöó åãî äëèíû, ñ÷èòàÿ
óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëà æèëû è îáîëî÷êè � � 0.

29.2. Âåêòîð Ïîéíòèíãà

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Èìååò ëè ñìûñë ïîíÿòèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà âíóòðè ïðîâîäíèêîâ è íà èõ ïî-
âåðõíîñòÿõ?

2. Íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà â íåêîòîðîé òî÷êå çàäàíî. Êàêîâî íàïðàâëå-
íèå âåêòîðà ñêîðîñòè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ýòîé òî÷êå?

3. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü âåêòîðà Ïîéíòèíãà?

4. Êàêîâà ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà ïðè ñèíóñîèäàëüíîì çàêîíå èç-
ìåíåíèÿ âî âðåìåíè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ÷àñòî-
òîé !?

5. Âåêòîð Ïîéíòèíãà èìååò êàñàòåëüíóþ è íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå íà ïî-
âåðõíîñòè íåêîòîðîãî îáúåìà. Êàêàÿ èç ñîñòàâëÿþùèõ îïðåäåëÿåò ýëåêòðîìàã-
íèòíóþ ýíåðãèþ, ïîñòóïàþùóþ â îáúåì èëè èñõîäÿùóþ èç îáúåìà?

6. Ïðîâîäÿùåå òåëî ïîìåùåíî â ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Â ýíåðãèþ
êàêîãî âèäà ïðåîáðàçóåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ, ïîñòóïàþùàÿ âíóòðü òåëà
ñêâîçü åãî ïîâåðõíîñòü?

7. Êàêîé ñìûñë èìåþò âåëè÷èíû ,E dVdt
V

T

2

0

�� , J ïåðE dVdt
V

T

��
0

è [ ]E H sd dt
s

T

��
0

?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ ïî êîàêñèàëüíîìó êàáåëþ. Âûðà-
çèòå âåêòîð Ïîéíòèíãà ÷åðåç òîê i êàáåëÿ è íàïðÿæåíèå u ìåæäó æèëîé è îáî-
ëî÷êîé, ïðåíåáðåãàÿ ïîòåðÿìè â êàáåëå.

2. (Ð) Ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð ðàñïîëîæåí â ïîëå ïëîñêîé áåãóùåé â íàïðàâëåíèè
îñè z ñèíóñîèäàëüíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Ïðè êàêîì ðàñïîëîæåíèè êîíòó-
ðà ñêâîçü îãðàíè÷åííóþ èì ïîâåðõíîñòü ïðîõîäèò íàèáîëüøèé òîê ñìåùåíèÿ,

è îïðåäåëèòå åãî, âû÷èñëÿÿ âåëè÷èíû à)
�
�t

d
s

D s� , á) H ld
l

� .

3. Ïëîñêèé âîçäóøíûé êîíäåíñàòîð çàðÿæàåòñÿ îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà. Óêàæè-
òå íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà â òî÷êàõ à) ìåæäó îáêëàäêàìè, á) âáëèçè
êðàåâ îáêëàäîê, â) â âîçäóõå âáëèçè îáêëàäîê. Îïðåäåëèòå íàïðàâëåíèå âåêòîðà
Ïîéíòèíãà â òåõ æå òî÷êàõ ïðè ðàçðÿäêå êîíäåíñàòîðà íà ðåçèñòîð.

4. (Ð) Ñðàâíèòå çàïàñåííóþ çà âðåìÿ t çàðÿäà ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà ýíåðãèþ
ïîëÿ ñ ýíåðãèåé, ïîñòóïèâøåé ñêâîçü áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü, îõâàòûâàþùóþ åãî
äèýëåêòðèê. Íàïðÿæåíèå ìåæäó îáêëàäêàìè èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó u(t).
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5. (Ð) Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ ïî êîàêñèàëüíîìó êàáåëþ ñ äâóõ-
ñëîéíîé èçîëÿöèåé. Íàéäèòå ðàäèóñ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñëîåâ, ïðè êîòîðîì
ýíåðãèÿ, ïåðåäàâàåìàÿ â ñëîÿõ, îäèíàêîâà. Ðàäèóñû æèëû, ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
ñëîåâ è âíóòðåííèé ðàäèóñ îáîëî÷êè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî R1, R, R2. Äèýëåê-
òðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïðîíèöàåìîñòè èçîëÿöèè ñëîåâ: �1, �1 è �2, �2.

6. (Ð) Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà S(r) â îáúåìå ìåæäó êðóãëû-
ìè îáêëàäêàìè ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà ïðè ïðèëîæåííîì ê íåìó íàïðÿæåíèè
u(t) � Um sin ! t. Îïðåäåëèòå ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå S(r, t). Êîîðäèíàòó r îò-
ñ÷èòûâàéòå îò îñè ñèììåòðèè êîíäåíñàòîðà. Ïðèìèòå äîïóùåíèå, ÷òî E(t) íå çà-
âèñèò îò r.

7. Îöåíèòå ÷àñòîòó ïðèëîæåííîãî ê âîçäóøíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè íàïðÿæå-
íèÿ, ïðè êîòîðîé ïåðåäàâàåìàÿ ïî íåé ìîùíîñòü èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è èç-
ëó÷àåìàÿ.

8. (Ð) Ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð ñî ñòîðîíàìè a � 10 ñì, b � 20 ñì ðàñïîëîæåí â
ïîëå áåãóùåé â íàïðàâëåíèè îñè z ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû òàê, ÷òî åãî ïëîñêîñòü
ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H = j Hy, à êîðîòêèå
ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû âåêòîðó íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Íàéäèòå èíäó-

öèðóåìóþ â êîíòóðå ÝÄÑ äâóìÿ ñïîñîáàìè, âû÷èñëÿÿ à) e � E ld� è á) e � –
d

dt

	

ïðè Hm � 500 À/ì, f � 105 Ãö, v � 3�108 ì/ñ, � � �0, � � �0.

29.3. Âèõðåâàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Â êàêèõ ñëó÷àÿõ â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ìîæåò îòñóòñòâîâàòü à) âèõðå-
âàÿ á) ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ?

2. (Î) Ìîæíî ëè âìåñòî ïîòåíöèàëîâ A, Uý èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé Uì è ñêàëÿðíûé ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåí-
öèàëû?

3. Äâå ñðåäû õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïðîíèöàåìîñòåé � è �.
Â êàêîé èç ñðåä âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà îäíîì è òîì
æå ðàññòîÿíèè r îêàçûâàåòñÿ áîëüøèì?

4. Ïî äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïåðåäà÷è ïðîòåêàåò ïåðåìåííûé òîê. Ñóùåñòâóþò
ëè âèõðåâàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè E ïîëÿ â à) îêðó-
æàþùåì åå äèýëåêòðèêå, á) âíóòðè ïðîâîäîâ?

5. Ëèíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà äîëæíû áûòü çàìêíóòûìè. Ïî êàêèì ïóòÿì çàìû-
êàåòñÿ ëèíèÿ òîêà ïðîâîäèìîñòè, ïðîòåêàþùåãî ïî ïðîâîäíèêó ïðè ñîåäèíåíèè
èì òåë ñ ýëåêòðè÷åñêèìè çàðÿäàìè +q è –q?

6. (Ð) Áåñêîíå÷íî äëèííûé ñîëåíîèä (ðèñ. Â29.1), ïåðåìåííûé ìàãíèòíûé
ïîòîê ñêâîçü ñå÷åíèå êîòîðîãî íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ðèñóí-
êà, îõâà÷åí ïðîâîäÿùèì (, � const) êîëüöîì. Îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêèé ñìûñë
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, âçÿòûõ âäîëü îñå-

âîé ëèíèè ïðîâîäà êîëüöà, è âûðàçèòå èõ ÷åðåç ñîïðî-
òèâëåíèå r êîëüöà è åãî òîê i.

7. (Ð) Îõâàòûâàþùåå ñîëåíîèä êîëüöî â óñëîâèè ïðå-
äûäóùåãî óïðàæíåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ïîëóêîëåö, âû-
ïîëíåííûõ èç ìàòåðèàëîâ ñ óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè
ïðîâîäèìîñòÿìè ,1 è ,2. Íàéäèòå âåëè÷èíó grad U â ïîëó-
êîëüöàõ ïðè òîêå êîëüöà, ðàâíîì i.

29.4. Ïåðåäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè âäîëü ïðîâîäîâ ëèíèè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Î) Îäèíàêîâî ëè íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà íà ïîâåðõíîñòÿõ æèëû è
îáîëî÷êè êîàêñèàëüíîãî êàáåëÿ?

2. (Î) Äâóõïðîâîäíàÿ ëèíèÿ ïåðåìåííîãî òîêà ïðîòÿíóòà ïàðàëëåëüíî ïîâåðõ-
íîñòè çåìëè, êîòîðóþ ñ÷èòàåì ïðîâîäÿùåé. Êàêîâî íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéí-
òèíãà íà ïîâåðõíîñòè çåìëè?

3. (Î) Êîíäåíñàòîð ñ èäåàëüíûì äèýëåêòðèêîì ïîäêëþ÷åí ê èñòî÷íèêó ñèíó-
ñîèäàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. Èçìåíÿåòñÿ ëè íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà ìåæ-
äó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà â òå÷åíèå ïåðèîäà èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ èñòî÷-
íèêà? Êàêîâî ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà çà ïåðèîä?

4. Ïî äâóõïðîâîäíîé ëèíèè òå÷åò ïåðåìåííûé òîê. Èçìåíÿåòñÿ ëè â äèýëåêòðè-
êå íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà â òå÷åíèå ïåðèîäà èçìåíåíèÿ òîêà? Çàâèñèò
ëè îòâåò îò õàðàêòåðà íàãðóçêè ëèíèè?

5. Ïî÷åìó ëèíèÿ, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ïåðåäà÷è ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè
ïðîìûøëåííîé ÷àñòîòû, íåýôôåêòèâíà äëÿ ïåðåäà÷è ýíåðãèè â ðàäèî÷àñòîòíîì
äèàïàçîíå?

6. (Ð) Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ ïî ëèíèè
ïîñòîÿííîãî òîêà áåç ïîòåðü ïðè íàïðÿæåíèè U � 110 êÂ.
Ðàäèóñû ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ R � 6 ìì, ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ
îñÿìè D � 2 ì, òîê ëèíèè I � 100 À. Íàéäèòå çíà÷åíèå è
íàïðàâëåíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ îò-
ðåçêà ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé îñè ïðîâîäîâ (ðèñ. Â29.2).

7. (Ð) Äâóõïðîâîäíàÿ ëèíèÿ áåç ïîòåðü èìååò ðà-
äèóñ ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ R, ðàññòîÿíèå ìåæäó îñÿ-
ìè ïðîâîäîâ D 00 R è äëèíó, ðàâíóþ ÷åòâåðòîé ÷àñ-
òè äëèíû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â äèýëåêòðèêå,
îêðóæàþùåì ëèíèþ. Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ âåê-
òîðà Ïîéíòèíãà â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðÿìûõ a — a


è b — b
, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Â29.3 è ïðîõîäÿ-
ùèõ ÷åðåç îñè ïðîâîäîâ, ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèíèÿ
íàãðóæåíà íà ñîïðîòèâëåíèå, ðàâíîå âîëíîâîìó.
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Ðèñ. Â29.1

Ðèñ. Â29.2

Ðèñ. Â29.3



8. (Ð) Ðàññìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè ëèíèÿ íàãðóæåíà íà ñîïðîòèâ-

ëåíèå Zí � Z exp j
�
6
, ãäå Z — âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ëèíèè. Íàéäèòå âûðàæåíèå

äëÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà íà ïðÿìûõ a — a
 è b — b
, ñ÷èòàÿ çàäàííûìè íàïðÿæåíèå
u2 è òîê i2 íàãðóçêè. Îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêèé ñìûñë èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âåê-
òîðà Ïîéíòèíãà â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ðåøèòå ýòó çàäà÷ó òàêæå ïðè
äëèíå ëèíèè, ðàâíîé l � 0,02".

30.1. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×åì ðàçëè÷àþòñÿ ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â èäå-
àëüíîì äèýëåêòðèêå è â ïðîâîäÿùåé ñðåäå?

2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåííîñòè �H � A1e
–�z + A2e

�z ïëî-
ñêîé âîëíû à) ìîæíî ïðèíÿòü îäíó èç ïîñòîÿííûõ ðàâíîé íóëþ, á) ñëåäóåò ïðè-
íèìàòü A1 � 0, A2 � 0?

3. Ïî÷åìó ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå çàòóõàåò, à â èäåàëüíîì
äèýëåêòðèêå íåò?

4. (Î) Ïî÷åìó âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà êîìïëåêñíîå, à èäåàëüíîãî
äèýëåêòðèêà âåùåñòâåííîå?

5. (Î) Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íåèäåàëüíîì äè-
ýëåêòðèêå, õàðàêòåðèçóþùåìñÿ óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ , è äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ �. Çàòóõàåò ëè âîëíà â òàêîé ñðåäå? Â êàêèõ ïðå-
äåëàõ ìîæåò ëåæàòü óãîë ñäâèãà ïî ôàçå ìåæäó âåêòîðàìè íàïðÿæåííîñòè �E , �H
ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû?

6. (Î) Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîì ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íîé ïðîâîäÿùåé ïëàñòèíû êîíå÷íîé òîë-

ùèíû. Ñïðàâåäëèâî ëè ñîîòíîøåíèå � �E H � (1 + j)
!�
,2

âíóòðè ïëàñòèíû?

7. (Î) Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ïîñòîÿííûì óãîë ñäâèãà ïî ôàçå ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿ-
ìè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ïëîñêîé ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùåéñÿ â ãëóáü áåçãðàíè÷íîé ïðîâîäÿùåé ñðåäû?

8. (Î) Ïî÷åìó ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ãëóáèíà åãî ïðîíèêíî-
âåíèÿ â ïðîâîäÿùóþ ñðåäó óìåíüøàåòñÿ?

9. (Î) Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
â ïðîâîäÿùåé ñðåäå ìîæíî ðàññóæäàòü òàê æå, êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëÿ
â äèýëåêòðèêå: ôàçà âîëíû íåèçìåííà ïðè z � vt, òàê ÷òî ïîëó÷àåì !t � kvt, îòêó-

äà v �
! !

�,k
�

2
. Ñïðàâåäëèâî ëè òàêîå îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ

âîëíû â ïðîâîäÿùåé ñðåäå?
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Èçîáðàçèòå ýëåêòðè÷åñêóþ öåïü, ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîé ðàâíî âîëíîâî-
ìó ñîïðîòèâëåíèþ ïðîâîäÿùåé ñðåäû. Âûðàçèòå ïàðàìåòðû åå ýëåìåíòîâ ÷åðåç
âåëè÷èíû !, �, ,. Åäèíñòâåííà ëè òàêàÿ öåïü?

2. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ðàâíà � � 4�0, åå óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷å-
ñêàÿ ïðîâîäèìîñòü , � 105 Ñì/ì. Ïðè êàêîé ÷àñòîòå èçìåíåíèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè
òîêîâ ïðîâîäèìîñòè è ñìåùåíèÿ ñîèçìåðèìû?

3. (Ð) Òîê i � Im sin !t ïðîòåêàåò ïî ïðÿìîëèíåéíîé äëèííîé ìåäíîé øèíå ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, âûñîòà h êîòîðîé çíà÷èòåëüíî áîëüøå òîëùèíû 2d. Ïðè-
íèìàÿ äîïóùåíèå, ÷òî ïðîíèêàþùàÿ â øèíó ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ïëîñêàÿ,
ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòè òîêà â
øèíå. Ðàññ÷èòàéòå è ïîñòðîéòå êðèâóþ çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ
r øèíû ïðè ïåðåìåííîì òîêå ê ñîïðîòèâëåíèþ r0 ïðè ïîñòîÿííîì òîêå â ôóíê-
öèè ÷àñòîòû !. Ïðèìèòå çíà÷åíèÿ 2d � 2 ñì, h � 20 ñì, � � �0, , � 5,7�107 Ñì/ì,
äëèíà øèíû l = 2 ì, 0 B ! B 400�, 1/c (0 200B Bf Ãö).

4. Âî ñêîëüêî ðàç ðàçëè÷àþòñÿ àêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ ìåäíîé øèíû (ñì. óñ-
ëîâèå ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ) è ñòàëüíîé øèíû (� � 1000 �0, , � 106 Îì/ì)
òàêèõ æå ðàçìåðîâ ïðè à) ïîñòîÿííîì, á) ïåðåìåííîì òîêå ÷àñòîòû f � 50 Ãö?

5. (Ð) Îïðåäåëèòå ÷àñòîòó f, ïðè êîòîðîé ïðè óñëîâèÿõ óïð. 3 ôàçà ïëîòíîñòè
òîêà â øèíå â ìîìåíò âðåìåíè t èçìåíÿåòñÿ íà à) 2�, á) 4�.

30.2. Àêòèâíîå è èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðoâîäîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ïðàâèëüíî ëè ñ÷èòàòü îáùåé ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó ÿâëåíèé ïîâåðõíîñòíîãî
ýôôåêòà è íåðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ïðîâîäÿ-
ùèõ òåë?

2. Ïî ïðÿìîëèíåéíîìó ïðîâîäó êðóãëîãî ñå÷åíèÿ òå÷åò ïåðåìåííûé òîê. Êàêèå
èç òî÷åê ïðîâîäà (ðàñïîëîæåííûå áëèæå ê ïîâåðõíîñòè èëè ê öåíòðó) îõâà÷å-
íû áîëüøèì ìàãíèòíûì ïîòîêîì? Â êàêèõ òî÷êàõ ïëîòíîñòü âèõðåâîãî òîêà
áîëüøå?

3. Çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ïåðåìåííîãî òîêà â òî÷êàõ ñå÷åíèÿ ïðîâîäà â ìîìåíò
âðåìåíè t1 èçâåñòíî. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t � t1 + �t ïðî-
èçîéäåò ïðîïîðöèîíàëüíîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè òîêà âî âñåõ òî÷êàõ ñå÷åíèÿ,
ò. å. ÷òî îíà âî âñåõ òî÷êàõ èçìåíÿåòñÿ ñèíõðîííî âî âðåìåíè?

4. Ïðè êàêîì óñëîâèè êîíòóð ïðîâîäà íåêðóãëîãî ñå÷åíèÿ ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ëè-
íèåé ìàãíèòíîé èíäóêöèè?

5. Ïðîèçîéäåò ëè ïåðåðàñïðåäåëåíèå âíóòðåííåãî è âíåøíåãî ïîòîêîâ â êàáåëå,
èçîáðàæåííîì íà ðèñ. Â30.1, ïðè à) óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû òîêà, á) óâåëè÷åíèè

óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè ìàòåðèàëà æèëû è îáîëî÷êè êàáåëÿ?
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6. (Î) Ê òî÷êàì ad èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. Â30.1 êàáåëÿ, ïîäñîåäèíåí âîëüòìåòð,
ïðè÷åì ñàì âîëüòìåòð è åãî ñîåäèíèòåëüíûå ïðîâîäà ðàñïîëîæåíû ïîëíîñòüþ â
ïðîñòðàíñòâå ìåæäó æèëîé è îáîëî÷êîé êàáåëÿ. Çàâèñèò ëè ïîêàçàíèå âîëüòìåò-
ðà îò ðàñïîëîæåíèÿ åãî ñîåäèíèòåëüíûõ ïðîâîäîâ? Â êàêîì ñëó÷àå åãî ïîêàçà-
íèÿ áóäóò: à) íàèáîëüøèìè, á) íàèìåíüøèìè? Êàêèå íàïðÿæåíèÿ èçìåðÿåò
âîëüòìåòð â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ? Êàê èçìåíÿòñÿ îòâåòû íà ýòè âîïðîñû, åñëè ïðî-
âîäà âîëüòìåòðà ïîäñîåäèíåíû ê òî÷êàì bñ?

7. Ïðîâîäÿùåå òåëî íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì ïåðåìåííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå.
Êàêîé ñìûñë èìååò èíòåãðàë S sd

s
� ? Çäåñü S — âåêòîð Ïîéíòèíãà, ds — ýëåìåíò

ïîâåðõíîñòè òåëà.

8. (Î) Ôåððîìàãíèòíîå òåëî èìååò ðåáðà è óãëû. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïðîíè-
êàþùóþ ñêâîçü åãî ïîâåðõíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïëîñêóþ?

9. Êàêèå ýëåìåíòû ñîäåðæèò ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, ïàðàìåòðû êîòîðîé òàêèå æå,
êàê è ýëåêòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû îòðåçêà ïðîâîäà ïðè ðåçêîì ïðîÿâëåíèè ïîâåðõ-
íîñòíîãî ýôôåêòà? Åäèíñòâåííà ëè òàêàÿ öåïü?

10. Ìîæíî ëè ðàññ÷èòàòü àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà ïðÿìîóãîëüíîãî ñå-

÷åíèÿ ïî ôîðìóëå r �
l

u

!�
,2

, åñëè ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò ïðîÿâëåí ðåçêî?

(Çäåñü l — äëèíà ïðîâîäà, u — ïåðèìåòð ñå÷åíèÿ ïðîâîäà.)

11. Ïîâåðõíîñòíûé ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ ðåç÷å ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà !�,,

òàê êàê äëèíà âîëíû ñâÿçàíà ñ íèì ñîîòíîøåíèåì " �
2 2�

!�,
. Ïî÷åìó ïðè ýòîì

ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà ìîæåò êàê óâåëè÷èâàòüñÿ, òàê è óìåíüøàòüñÿ?

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Ðàññòîÿíèå ñ ìåæäó ñîñåäíèìè äëèííûìè ñòîðîíàìè äâóõ øèí ïðÿìî-
óãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ îäèíàêîâûìè òîêàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèé i �
� = Im sin ! t çíà÷èòåëüíî ìåíüøå èõ âûñîòû h. Òîëùèíà 2d øèí èìååò òîò æå ïî-
ðÿäîê, ÷òî è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, à äëèíà øèí l 00 h. Çàïèøèòå âûðàæåíèÿ äëÿ
íàïðÿæåííîñòè H ïîëÿ íà äëèííûõ ñòîðîíàõ øèí è ðàññ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèÿ
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íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ è ïëîòíîñòè òîêà ïî òîëùèíå øèí,
ïðèíèìàÿ 2d � 20 ìì, h � 200 ìì, � � �0, , � 107 Ñì/ì,
f � 50 Ãö, 250 Ãö, 400 Ãö, 800 Ãö. Ðàññ÷èòàéòå àêòèâíûå è
ðåàêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ øèí, I � 10 êÀ.

2. (Ð) Ïî ìåäíîé øèíå 1 (ðèñ. Â30.2) òå÷åò ñèíóñîèäàëü-
íûé òîê â ïðÿìîì, à ïî òàêèì æå øèíàì 2, 3 — â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè, ïðè÷åì ñóììà òîêîâ øèí ðàâíà íóëþ.
Ñ÷èòàÿ òîêè øèí çàäàííûìè, íàéäèòå çíà÷åíèÿ íàïðÿ-
æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äëèííûõ ñòîðîíàõ øèí
è ðàññ÷èòàéòå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïëîò-
íîñòü òîêà â øèíàõ. Âûïîëíèòå ðàñ÷åòû ïðè �I1 � 1000 À,
�I 2 � –200 À, �I 3 � –800 À, c � 6 ìì, d � 6 ìì, h � 100 ìì,

� � �0, , � 5,7�107 Ñì/ì, f � 50 Ãö.

3. (Ð) Øèíû 1, 2 (ñì. ðèñ. Â30.2) ñîåäèíåíû ïàðàëëåëü-
íî, èõ òîê � � �I I I� �1 2 ðàâåí òîêó òðåòüåé øèíû (I 3 � 1000 À), òåêóùåìó â ïðîòè-
âîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ òîêîâ I1, I2 íåèçâåñòíû. Ðàññ÷èòàéòå
íàïðÿæåííîñòü H ïîëÿ íà äëèííûõ ñòîðîíàõ øèí, à òàêæå òîêè I1, I2, èñïîëüçóÿ
÷èñëåííûå äàííûå è ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

4. (Ð) Òîêîïðîâîä (ðèñ. Â30.3) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ
øèí. Òîëùèíà 2d êàæäîé èç øèí çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øå èõ âûñîòû. Ðàññòîÿíèå ñ ìåæäó øèíàìè èìååò òîò
æå ïîðÿäîê, ÷òî è èõ òîëùèíà. Äâå ëåâûå øèíû ñ òî-
êîì i � i1 + i2 ïðÿìîãî íàïðàâëåíèÿ ñîåäèíåíû ïàðàë-
ëåëüíî. Ïî äâóì äðóãèì øèíàì, òàêæå ñîåäèíåííûì
ïàðàëëåëüíî, òå÷åò òîê i � i3 + i4 ïðîòèâîïîëîæíîãî
íàïðàâëåíèÿ. Çàïèøèòå óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàñ-
ñ÷èòàòü òîêè êàæäîé èç øèí è ðàñïðåäåëåíèå ïëîò-
íîñòè òîêà è íàïðÿæåííîñòè H ïîëÿ ïî èõ òîëùèíå.

5. (Ð) Ðåøèòå ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåíû ïåðâàÿ øèíà ñ òðåòüåé è ïî
íèì òå÷åò òîê i � i1 + i3 ïðÿìîãî íàïðàâëåíèÿ, à âòî-
ðàÿ ñ ÷åòâåðòîé ñ òîêîì i � i2 + i4 ïðîòèâîïîëîæíîãî
íàïðàâëåíèÿ.

6. Èç ÷åòûðåõ øèí òîêîïðîâîäà ðàçëè÷íûå ïàðû øèí ìîæíî ñîåäèíèòü ïàðàë-
ëåëüíî, íàïðèìåð, ïåðâóþ ñî âòîðîé, ïåðâóþ ñ òðåòüåé èëè ïåðâóþ ñ ÷åòâåðòîé.
Ïðè êàêîì ñïîñîáå ñîåäèíåíèÿ îòíîøåíèå ñîïðîòèâëåíèÿ r òîêîïðîâîäà ïðè ïå-
ðåìåííîì òîêå ê åãî ñîïðîòèâëåíèþ r0 ïðè ïîñòîÿííîì òîêå áóäåò íàèìåíüøèì?
Ïðèìèòå ÷èñëåííûå äàííûå òàêèìè æå, êàê è â óïð. 2.

7. (Ð) Òîêè ñèììåòðè÷íîé òðåõôàçíîé ñèñòåìû ïðîòåêàþò ïî øèíàì ïðÿìî-
óãîëüíîãî ñå÷eíèÿ (ñì. ðèñ. Â30.2). Ðàññ÷èòàéòå àêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ øèí,
ïðèíèìàÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû, ìàòåðèàë øèí è ÷àñòîòó èçìåíåíèÿ òîêà òà-
êèìè æå, êàê è â óïð. 2.
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8. (Ð) Òîêè �I1, �I 2 , �I 3 êàæäîé èç ôàç ñèììåòðè÷íîé òðåõôàçíîé ñèñòåìû ïðîòåêà-

þò ïî äâóì, íàçûâàåìûì ðàñùåïëåííûìè, øèíàì (ðèñ. Â30.4) ïðÿìîóãîëüíîãî
ñå÷åíèÿ. Ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ òîêîâ �I1

' , �I1
" , �I 2

' , �I 2
" , �I 3

' , �I 3
" êàæäîé èç øèí, ñ÷è-

òàÿ âûñîòó h øèí çíà÷èòåëüíî áîëüøå èõ øèðèíû 2d è ðàññòîÿíèÿ ñ ìåæäó
íèìè. (Õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà øèí ,, � � �0.)

9. (Ð) Â ãëóáîêîì è óçêîì ïàçó ðîòîðà ýëåêòðè÷åñêîé ìàøèíû (øèðèíà d ïàçà
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå åãî âûñîòû h1) íàõîäèòñÿ íåìàãíèòíûé ïðîâîäíèê ïðÿìî-
óãîëüíîãî ñå÷åíèÿ âûñîòîé h HH h1, ïî êîòîðîìó òå÷åò òîê i � Im sin ! t (ðèñ. Â30.5).

Ðàññ÷èòàéòå íàïðÿæåííîñòü H(y) ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïëîòíîñòü J(y) òîêà â òî÷-
êàõ ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà, ïðèíèìàÿ äîïóùåíèå, ÷òî ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü
âåùåñòâà ðîòîðà áåñêîíå÷íî âåëèêà. Ïîñòðîéòå êðèâûå çàâèñèìîñòåé H(y), J(y)
ïðè I � 100 A, f � 50 Ãö, , � 3,6�107 Ñì/ì, d � 1 ñì, h � 5 ñì è îïðåäåëèòå àêòèâíîå
ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà äëèíîé l � 1 ì.

10. (Ð) Â ãëóáîêîì è óçêîì ïàçó ðîòîðà ýëåêòðè÷åñêîé ìàøè-
íû (d HH h, h HH h1 ) íàõîäÿòñÿ äâà íåìàãíèòíûõ ïðîâîäíèêà 1, 2
ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ òîêîì îäíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñîåäè-
íåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî (ðèñ. Â30.6). Ðàññ÷èòàéòå è ïîñòðîéòå
êðèâûå çàâèñèìîñòåé H(y), J(y) ïðè 0 B y B 2h è íàéäèòå àêòèâ-
íîå ñîïðîòèâëåíèå êàæäîãî èç ïðîâîäíèêîâ äëèíîé l � 0,5 ì
ïðè d � 0,5 ñì, h � 2 ñì, I1 � I2 � >DD W* f � 50 Ãö, , � 5,7�107 Ñì/ì,
ñ � 0.

11. (Ð) Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàçó (ðèñ. Â30.6) íàõîäÿòñÿ äâà íå-
ìàãíèòíûõ ïðîâîäíèêà, ñîåäèíåííûå ïàðàëëåëüíî. Ðàññ÷èòàé-
òå òîê è àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå êàæäîãî èç ïðîâîäíèêîâ, ïðè
�I1 + �I 2 � �I � 100 À è c � 1 ìì. Îñòàëüíûå ÷èñëåííûå äàííûå òà-

êèå æå, êàê è â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè.
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12. (Ð) Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàçó øèðèíîé d è âûñîòîé h íàõîäÿòñÿ n ïðîâîäíèêîâ,
ðàçìåðîì d K d êàæäûé, ñîåäèíåííûõ à) ïîñëåäîâàòåëüíî, á) ïàðàëëåëüíî. Ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ïðîâîäíèêàìè ðàâíî ñ. Ñ÷èòàÿ òîê I êàæäîãî ïðîâîäà
(âî âòîðîì ñëó÷àå òîê âñåõ ïðîâîäíèêîâ) çàäàííûì, íàéäèòå âåëè÷èíû íàïðÿ-
æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ñòîðîíàõ k-ãî ïðîâîäíèêà, à òàêæå óñëîâèÿ, ïîçâî-
ëÿþùèå îïðåäåëèòü òîê êàæäîãî èç ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ ïðîâîäíèêîâ.

13. (Ð) Ðàññ÷èòàéòå âíóòðåííþþ è âíåøíþþ èíäóêòèâíîñòè ñèñòåìû èç äâóõ
ïðÿìîóãîëüíûõ øèí ðàçìåðîì 2d K h (d HH h) (ñì. óïð. 1) ñ òîêàìè =i è ïîñòðîé-

òå êðèâóþ çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ âíóòðåííåé èíäóêòèâíîñòè ïðè ïåðåìåííîì
òîêå ê âíóòðåííåé èíäóêòèâíîñòè ïðè ïîñòîÿííîì òîêå îò ïàðàìåòðà !�,.

14. (Ð) Âûðàçèòå ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ñîïðîòèâëåíèÿ øèíû ïðÿìîóãîëüíîãî ñå-
÷åíèÿ ðàçìåðîì 2d K h (d HH h) ïðè äîïóùåíèè ðåçêî âûðàæåííîãî ïîâåðõíîñò-

íîãî ýôôåêòà, ïðèíèìàÿ ïîëó÷åííîå ïðè ðåøåíèè óïð. 3, § 30.1 âûðàæåíèå äëÿ
ðàñ÷åòà Z êàê òî÷íîå.

15. (Ð) Íà ïîâåðõíîñòè äëèííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ïðîâîäà çàäàíà êàñàòåëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè Et ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Çàïèøèòå âûðàæåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ìîùíîñòü ïîòåðü â ïðîâîäå ñ âåëè÷èíîé Et â óñëîâèÿõ ðåçêî âûðà-
æåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà.

16. (Ð) Íàéäèòå ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñòàëüíîãî ïðî-

âîäà ðàäèóñîì R � 0,5 ñì ïî ôîðìóëå r �
l

u

!�
,2

, ñïðàâåäëèâîé ïðè ðåçêî âûðà-

æåííîì ïîâåðõíîñòíîì ýôôåêòå, åñëè âåùåñòâî ïðîâîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷å-
íèÿìè � � 40 �0, , � 6�106 Ñì/ì. ×àñòîòà òîêà ïðîâîäà f � 50 Ãö (u R� 2� ).

17. (Ð) Ðàäèóñ ìåäíîãî ïðîâîäà ðàâåí 0,5 ñì. Êàêîâû ðàäèóñû àëþìèíèåâîãî
(, � 3,5�107 Ñì/ì) è ñòàëüíîãî (� � 50�0, , � 107 Ñì/ì) ïðîâîäîâ òîé æå äëèíû,
èìåþùèõ ïðè ÷àñòîòå òîêà f � 50 Ãö òàêîå æå àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå, ÷òî è ìåä-
íûé ïðîâîä?

18. (Ð) Êàêèì äîëæåí áûòü ðàäèóñ ñòàëüíîãî ïðîâîäà (,c � 107 Cì/ì, �c � 50 �0),
÷òîáû ïðè ÷àñòîòå òîêà f � 50 Ãö îòíîøåíèå r~/r� áûëî òàêèì æå, êàê è äëÿ ìåä-
íîãî ïðîâîäà ðàäèóñîì R � 4 ñì (,ì � 5,7�107 Ñì/ì).

19. (Ð) Ñòàëüíàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ñåðäöåâèíà ïðîâîäà ðàäèóñîì 5 ìì ïîêðûòà
àëþìèíèåâîé îáîëî÷êîé òîëùèíîé 
 � 2 ìì. Ïðè êàêèõ ÷àñòîòàõ àêòèâíîå ñî-
ïðîòèâëåíèå òàêîãî ïðîâîäà ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ âåùåñòâà ñåðä-
öåâèíû (,àë � 3,5�107 Ñì/ì)?

30.3. Íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà è ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Óñèëèòñÿ ëè íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà â ïëîñêîì
ëèñòå, åñëè âîçðàñòåò à) ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà ëèñòà, á) óäåëüíàÿ
ïðîâîäèìîñòü ìàòåðèàëà ëèñòà, â) ÷àñòîòà èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà?
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2. Îäèíàêîâà ëè ôàçà ìàãíèòíîé èíäóêöèè â òî÷êàõ ïëîñêîãî ëèñòà, èìåþùèõ
ðàçëè÷íûå êîîðäèíàòû z (ðèñ. Â30.7)?

3. Ïî÷åìó ïðè âûñîêèõ ÷àñòîòàõ èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà
òîëùèíó ëèñòîâ ñëåäóåò âûáèðàòü ìåíüøåé?

4. Ïî÷åìó ïðè ñáîðêå ñåðäå÷íèêîâ èç ëèñòîâîé ýëåêòðîòåõíè÷å-
ñêîé ñòàëè â îáðàçóþùèõñÿ ïàêåòàõ îòäåëüíûå ëèñòû èçîëèðó-
þò îäèí îò äðóãîãî, íàïðèìåð ïîêðûâàþò íåïðîâîäÿùèì ëàêîì?
Áóäåò ëè äîñòèãàòüñÿ òðåáóåìûé ýôôåêò, åñëè ìåæäó ëèñòàìè
ïàêåòîâ ïðîëîæèòü ýëåêòðîïðîâîäíûå, íî íåìàãíèòíûå ñëîè
âåùåñòâà?

5. Êàê ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü ïëîñêèé ïðîâîäÿùèé ëèñò îòíîñè-
òåëüíî ëèíèé íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, ÷òîáû íàãðåòü åãî äî çàäàííîé òåìïåðàòóðû çà íàèìåíü-
øåå âðåìÿ?

6. (Î) Ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà H ld
l

� � i âûáðàí òàê,

÷òî îí îõâàòûâàåò ëèíèè êàê ñòîðîííåãî òîêà, ðàñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå
êîòîðîãî èçâåñòíî, òàê è âèõðåâîãî òîêà. Êàêîé òîê ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíè-
ìàíèå, çàïèñûâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü èíòåãðàëà: ñòîðîííèé, âèõðåâîé ëèáî è òîò è
äðóãîé?

7. (Î) Íà òîðîèäàëüíûé ôåððîìàãíèòíûé ñåðäå÷íèê êðóãëîãî ñå÷åíèÿ íàìî-
òàíî w âèòêîâ. Ìîæíî ëè íàéòè íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñåâîé
ëèíèè âíóòðè ñåðäå÷íèêà, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Í � iw/2�r, ãäå r — ðàäèóñ îñå-
âîé ëèíèè, åñëè òîê i à) ïåðåìåííûé i � Im sin !t, á) ïîñòîÿííûé i � I? Â êàêèõ
ïëîñêîñòÿõ ðàñïîëîæåíû êîíòóðû, ïî êîòîðûì çàìûêàþòñÿ ëèíèè âèõðåâîãî
òîêà?

8. Ìîæåò ëè ïëîòíîñòü ïåðåìåííîãî òîêà, ïðîòåêàþùåãî ïî ïðÿìîëèíåéíîìó
öèëèíäðè÷åñêîìó ïðîâîäó êðóãëîãî ñå÷åíèÿ à) èìåòü â îäèí è òîò æå ìîìåíò
âðåìåíè â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ñå÷åíèÿ ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ, á) îáðàùàòüñÿ â
íóëü îäíîâðåìåííî âî âñåõ òî÷êàõ ñå÷åíèÿ, â) îáðàùàòüñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî
â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ ñå÷åíèÿ?

9. Êàêèå óñëîâèÿ äîëæíû áûòü âûïîëíåíû, ÷òîáû ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó,
ïðîíèêàþùóþ â öèëèíäðè÷åñêèé ïðîâîä êðóãëîãî ñå÷åíèÿ ìîæíî áûëî áû ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ïëîñêóþ?

10. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ôàçà ïëîòíîñòè òîêà â òî÷êå íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäà ðàâíà Ti, à â áëèçêîé ê ïîâåðõíîñòè òî÷êå âíóòðè ïðîâîäà — Ti + 
Ti.
Êàêîâ çíàê 
Ti? Â êàêîé èç ýòèõ òî÷åê òîê îòñòàåò ïî ôàçå?

11. Íà÷àëüíàÿ ôàçà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà
ðàâíà Tí. ×åìó ðàâíà íà÷àëüíàÿ ôàçà òîêà ïðîâîäà?
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Ðèñ. Â30.7



ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. (Ð) Âî ñêîëüêî ðàç èçìåíèòñÿ ìîùíîñòü ïîòåðü â ñåðäå÷íèêå òðàíñôîðìàòîðà,
åñëè ëèñòû òîëùèíîé d1 � 0,2 ìì, èç êîòîðûõ îí ñîáðàí, çàìåíèòü ëèñòàìè òîë-
ùèíîé d2 � 0,5 ìì ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ òîé æå ñðåäíåé ìàãíèòíîé èíäóêöèè.
Ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà ëèñòîâ � � 1000 �0, óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîâîäèìîñòü , � 107 Ñì/ì, ÷àñòîòà ìàãíèòíîãî ïîòîêà a) f � 50 Ãö, á) f � 400 Ãö.
ßâëåíèå ãèñòåðåçèñà íå ó÷èòûâàéòå.

2. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ íà ñòîðîíàõ ëèñòà (ñì. ðèñ. Â30.7) ïðè z1 � –d/2 è z2 � +d/2
ðàâíà � �B B y1 1� è � �B B y2 2� ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîòíîñòü òîêà J(z), à òàêæå
ñðåäíåå çíà÷åíèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè ïî ñå÷åíèþ ëèñòà (h 00 d, l 00 d).

3. (Ð) Ïðè êàêîé òîëùèíå d ëèñòîâ ñåðäå÷íèêà èç ïåðìàëëîÿ, ìàãíèòíàÿ ïðîíè-
öàåìîñòü è óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü êîòîðîãî ðàâíû ñîîòâåòñòâåí-
íî � � 2000�0, , � 0,62�107 Ñì/ì, ðàçíîñòü íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé
èíäóêöèè â ëèñòå îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 10% îò ñðåäíåãî. Ïðèìèòå ÷àñòîòó
èçìåíåíèÿ ïîëÿ â ëèñòå à) 50 Ãö, á) 2000 Ãö.

4. (Ð) Ðàäèóñ ñå÷åíèÿ ïðîâîäà R � 0,5 ñì, ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà
ïðîâîäà � � 2000�0, åãî óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü , � 3�106 Ñì/ì.
Êàêîé òîê ÷àñòîòû 50 Ãö ìîæíî ïðîïóñòèòü ïî ïðîâîäó ïðè äîïóñòèìîé ìàêñè-
ìàëüíîé ïëîòíîñòè òîêà Jäîï � 107 À/ì2?

5. (Ð) Ïðÿìîëèíåéíûé áåñêîíå÷íî äëèííûé ìåäíûé ïðîâîä ðàäèóñîì R � 0,5 ñì
ïîìåùåí â îäíîðîäíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, âåêòîð íàïðÿæåííîñòè H êîòîðî-
ãî íàïðàâëåí âäîëü ïðîâîäà. Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà åãî ïîâåðõíîñòè He � 3�103K
Ksin 100�t A/ì. Ðàññ÷èòàéòå âèõðåâîé òîê â ïðîâîäå íà åäèíèöó åãî äëèíû.

30.4. Ýôôåêò áëèçîñòè. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ýêðàíèðîâàíèå

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ïî ïðîâîäó òå÷åò ïåðåìåííûé òîê. Èçìåíèòñÿ ëè ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
òîêà ïî ñå÷åíèþ ïðîâîäà, åñëè ïàðàëëåëüíî åìó ðàñïîëîæèòü äðóãîé ïðîâîä,
ñòîðîííåãî òîêà â êîòîðîì íåò?

2. Ïðîÿâëÿåòñÿ ëè ýôôåêò áëèçîñòè â ïðîâîäàõ, ïî êîòîðûì òå÷åò ïîñòîÿííûé òîê?

3. Çàâèñèò ëè ðàñïðåäåëåíèå òîêà ïî ñå÷åíèþ äâóõ ïðîâîäîâ îò íàïðàâëåíèÿ
ïðîòåêàþùèõ ïî íèì òîêîâ?

4. (Î) Îáëàäàåò ëè ýêðàíèðóþùèì äåéñòâèåì ïðîâîäÿùàÿ òðóáà êîíå÷íîé äëè-
íû, îõâàòûâàþùàÿ à) îáà ïðîâîäà äâóõïðîâîäíîé ëèíèè, á) îäèí èç ïðîâîäîâ
äâóõïðîâîäíîé ëèíèè, â) òðè ïðîâîäà òðåõôàçíîé ëèíèè, ñóììà òîêîâ êîòîðûõ
ðàâíà íóëþ?

5. (Î) Äëÿ ýêðàíèðîâàíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ñåò-
÷àòûå ïðîâîäÿùèå ýêðàíû. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îíè ýêðàíèðóþò ïåðåìåííîå
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå?
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6. (Î) Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïëîñêîãî òîêîâîãî êîëüöà ýêðàíèðóþò îõâàòû-
âàþùèì åãî ìåäíûì ýêðàíîì ñôåðè÷åñêîé ôîðìû, ñîñòàâëåííûì èç äâóõ ïîëó-
ñôåð òàê, ÷òî ìåæäó íèìè îáðàçóåòñÿ íåáîëüøàÿ âîçäóøíàÿ ùåëü. Â êàêîé ïëîñ-
êîñòè öåëåñîîáðàçíî îðèåíòèðîâàòü ùåëü äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèáîëüøåãî
ýêðàíèðóþùåãî ýôôåêòà: â ïëîñêîñòè êîëüöà èëè â ïåðïåíäèêóëÿðíîé åìó
ïëîñêîñòè?
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23.1. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëü-

íîãî ñîîòíîøåíèÿ E sd
s

=
q

� �
çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè òàêîé ïîâåðõíîñòè s,

â ëþáîé òî÷êå êîòîðîé âåêòîð E ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå è íà-
ïðàâëåí ê íåé ïîä îäíèì è òåì æå óãëîì �. Åñëè òàêàÿ ïîâåðõíîñòü ñóùåñòâóåò è
îíà íàéäåíà, òî âåëè÷èíû Å è cos � ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà è

íàéòè èñêîìóþ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ êàê E �
q

� �scos
.

Òàêóþ ïîâåðõíîñòü ìîæåì îïðåäåëèòü, åñëè ïîëå îáëàäàåò îäíèì èç òèïîâ ñèì-
ìåòðèè: ñôåðè÷åñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé ëèáî ïëîñêîé. Ïðè ñôåðè÷åñêîé ñèììåò-
ðèè ïîëÿ ïîâåðõíîñòü s ñóòü ñôåðà, è â ýòîì ñëó÷àå èìååì s � 4�r2, cos � � 1.

Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âåñüìà äëèííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, òàê ÷òî ïîâåðõíîñòüþ s ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ çàìêíóòàÿ
öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, íà ÷àñòè êîòîðîé (áîêîâîé) èìååì Å � const � D,
à íà äðóãîé åå ÷àñòè (òîðöåâîé) — cos � � 0.

Ñïîñîá ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîñòè H ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñíîâå âûðàæåíèÿ
H ld

l

� � i àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó âûøå: ïðè íàëè÷èè êðóãîâîé ñèììåòðèè

ïîëÿ âûáèðàåì òàêîé êðóãîâîé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, íà êîòîðîì èìååì H � const
è â òî÷êàõ êîòîðîãî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè H è dl èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.

4. Âõîäÿùèé â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ çàêîíà ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè ìàã-
íèòíûé ïîòîê ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðåçóëüòèðóþùèé, îïðåäåëÿåìûé êàê ñóììà
âíåøíåãî (ñòîðîííåãî) ïîòîêà è ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ñîçäàâàåìîãî èíäóöèðóå-
ìûì ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì.

5. Ïðè äâèæåíèè ïðîâîäÿùåãî òåëà â ìàãíèòíîì ïîëå â íåì âîçíèêàåò ÝÄÑ èí-
äóêöèè. Åñëè, íàïðèìåð, â íåèçìåíÿþùåìñÿ ìàãíèòíîì ïîëå ïîñòîÿííûõ ìàãíè-
òîâ âðàùàòü ðàìêó èç ïðîâîäà, òî â íåé âîçíèêàåò ÝÄÑ.

9. Ïîä èíäóêöèåé B, âõîäÿùåé â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà,
ñëåäóåò ïîíèìàòü ðåçóëüòèðóþùóþ èíäóêöèþ, îáóñëîâëåííóþ äåéñòâèåì ñòî-
ðîííåãî è èíäóöèðîâàííîãî ïîëåé: B � Bñòîð + Bèíä. Èìåííî èçìåíÿþùååñÿ âî
âðåìåíè ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå ñ èíäóêöèåé B ïðèâîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñî âòî-
ðûì óðàâíåíèåì Ìàêñâåëëà ê ïîÿâëåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîãî
òîêà. Ñîñòàâëÿþùàÿ Bèíä ïîëÿ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå ïðîòåêàíèÿ èíäóöèðîâàí-
íîãî òîêà. Èíäóöèðîâàííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ýëåêòðè-
÷åñêèõ òîêîâ. Â èäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ïðîòåêàþò òîêè ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ



è ïåðåíîñà, ìàãíèòíîå ïîëå êîòîðûõ ñîâìåñòíî ñî ñòîðîííèì ïîëåì îáðàçóþò
ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå, èíäóêöèÿ êîòîðîãî âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ Ìàêñâåëëà. Â ïðîâîäíèêàõ èñòî÷íèêàìè èíäóöèðîâàííîãî ïîëÿ ÿâëÿþò-
ñÿ òîêè ñìåùåíèÿ è ïðîâîäèìîñòè.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ èíäóöèðîâàííûì ïîëåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è íå ïðèíèìàòü âî

âíèìàíèå ñîñòàâëÿþùóþ –
�

�

Bèíä

t
, âõîäÿùóþ â ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà. Òàêîå äîïóùåíèå ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è àíàëèçà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îíî îïðàâäàííî, åñëè Bèíä HH Bñòîð.

10. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé �Ex/�y � �Ex/�z � 0 èìååì rot Å � 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, òà-
êîå ïîëå — áåçâèõðåâîå.

16. Ïîëå âåêòîðà D ñîëåíîèäàëüíîå ïðè div D � 0, ò. å. ïðè îòñóòñòâèè â îáëàñòè
ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ. Åñëè ñðåäà îäíîðîäíà, òî � div E � 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå
âåêòîðà E òàêæå ñîëåíîèäàëüíîå. Â íåîäíîðîäíîé ñðåäå èìååì div D � div �E �

� � div E + E grad � � 0 è div E � –
1

�
E grad �, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

div E � 0, ò. å. ïîëå âåêòîðà E íå ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì.

18. Âûðàæàÿ âåëè÷èíó div H èç ñîîòíîøåíèÿ div B � div �H � � div H + (grad �)
H � 0: div H � –(1/�) (grad �)H, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî â îäíîðîäíîé â
ìàãíèòíîì îòíîøåíèè ñðåäå âûðàæåíèå div H � 0 ñïðàâåäëèâî, òîãäà êàê â íåîä-
íîðîäíîé ñðåäå, êîãäà grad � � 0, îíî íåâåðíî.

19. Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò, òàê êàê
ïðè çàäàííûõ óñëîâèÿõ ( J � 0, H � Hx) èç óðàâíåíèÿ rot H � 0 ïîëó÷àåì:
�Hx/�y � 0, �Hx/�z � 0. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå div H � �Hx/�x � 0, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷å-
íèþ, ÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì è H � const.

Ïðè J � 0 èìååì: �Hx/�y � –Jz, �Hx/�z � Jy è òàê êàê div H � �Hx/�x � 0, òî èìååì
H � H(y, z).

20. Âûðàæåíèÿ div div A, grad rot A, grad grad V, rot div A ñìûñëà íå èìåþò, òàê
êàê ôóíêöèÿ div A ñêàëÿðíàÿ, îïåðàöèè div è rot íàä êîòîðîé âûïîëíåíû áûòü
íå ìîãóò, à ôóíêöèè rot A, grad V — âåêòîðíûå, íàä êîòîðûìè íåëüçÿ âûïîëíèòü
îïåðàöèþ ãðàäèåíòà.

Òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ âûðàæåíèÿ rot grad V è div rot A.

21. Ýòè ïîíÿòèÿ òåðÿþò ñìûñë â òî÷êàõ, ãäå îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü òîêà ëèáî çàðÿ-
äà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Èíîãäà ïðèíèìàþò äîïóùåíèå î òîì, ÷òî òîê òå-
÷åò ïî ïðîâîäó áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñå÷åíèÿ ëèáî ïî áåñêîíå÷íî òîíêîìó ëèñòó.
Â ðÿäå ñëó÷àåâ öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû êàê ñîñðåäî-
òî÷åííûå â áåñêîíå÷íî ìàëûõ îáúåìàõ, ðàñïðåäåëåííûå âäîëü áåñêîíå÷íî òîí-
êèõ ïðîâîäîâ ëèáî ðàñïðåäåëåííûå íà áåñêîíå÷íî òîíêèõ ëèñòàõ. Âî âñåõ ýòèõ
ñëó÷àÿõ èñòî÷íèê ðàçìåùåí â áåñêîíå÷íî ìàëîì îáúåìå, ïîýòîìó åãî îáúåìíàÿ
ïëîòíîñòü ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé è ïîíÿòèÿ rot è div â òàêèõ òî÷êàõ íå îïðåäå-
ëåíû.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Èñêîìàÿ ïëîòíîñòü òîêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì J � rot H, â êîòîðîì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû rot H ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïîäõîäÿùóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò: â âàðèàíòå ã èìååì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò J � k (�aH0 e �ax);

â âàðèàíòå æ èìååì â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò J � k
1

r r

�
�

(rH�) � 0.

2. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå
1

r r

�
�

(rH�) � Jz, íàõîäèì H� �
1

0
r

r drz

r

J� . Íàïðèìåð, ïðè

Jz � J0 ear (âàðèàíò å) èìååì H� �
J0

a
e ar +

J0

2a r
(1 – e ar).

3. Çàïèñûâàÿ âûðàæåíèå rot �H â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
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� �
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
j k
��
�

��
�

��
�

��
� � � �� �rot gradH H( ) ,

ïîëó÷àåì: f1 � �(x, y, z), f2 � (grad �)H.

5. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâî rot grad V R 0, ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèå
H1 � H2 + grad V, ãäå V � V(x, y, z) — íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ.

7. Âû÷èñëèâ ôóíêöèþ rot E, îïðåäåëÿåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ rot E � 0 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âèõðåâûì. Äëÿ âàðèàíòà æ, â ÷àñòíîñòè, èìååì
rot E � iJ L�� �E zy � – iEm c cos cz � 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå âåêòîðà Å — âèõðåâîå.

8. Ïîìåñòèì íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñåðåäèíå ïëàñòè-
íû. Ïðè äîïóùåíèè Bèíä HH Bm âòîðîå óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà ïðèíèìàåò âèä
�

�

�

�

E

z

E

z
x z� � –Bm! cos! t. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé çàäà÷è èìååì

�

�

E

z
x � 0 (ïëàñòèíà áåñ-

êîíå÷íî äëèííàÿ, ïîëå íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû z è J Jy zHH (t < d), òàê ÷òî
ïëîòíîñòü òîêà Jz � Bm! , x cos! t èçìåíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè ïîïåðåê ïëàñòèíû

ïî ëèíåéíîìó çàêîíó. Àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå òîêà i h x dx
hd

B t
d

m� �� J( ) cos
,

0

0 5 2

4

!,
!

ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ ðàâíî 0,39 À.

9. Ïðèíèìàÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò B � Bz, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà
1

r r

�
�

(rE�) –
1

r

E r�

��
� –

�

�

B

t
z , ñ ó÷åòîì íåçàâèñèìîñòè ïîëÿ îò óãëîâîé êî-

îðäèíàòû ïîëó÷àåì
1

r r

�
�

(rE�) � �
�
�
B

t
, îòêóäà íàõîäèì ïëîòíîñòü òîêà J(r) � ,E(r) �

� –0,5 ! , rBm cos!t � – 1,57�105 r cos 314 t À/ì2.
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10. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå � � � div E, çàïè-
ñûâàÿ âûðàæåíèå div E â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàí-
òà á ïîëó÷àåì � � � div j e�r � 0.

12. Ïðè ñîâïàäåíèè îñåé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ãëàâíûìè îñÿìè
àíèçîòðîïèè èìååì

J�L

�

�

�

�
xx

yy

zz

0 0

0 0

0 0

è D � i�xxEx + j�yyEy + k�zzEz, òàê ÷òî div D �
�
�x

(�xxEx) +
�
�y

(�yyEy) +
�
�z

(�zzEz) .

Ïðè íåñîâïàäåíèè îñåé êîîðäèíàò ñ ãëàâíûìè îñÿìè àíèçîòðîïèè èìååì

J�L

� � �

� � �

� � �

�
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

, D � i(�xxEx + �xyEy + �xzEz) + j(�yxEx + �yyEy + �yzEz) +

+ k(�zxEx + �zyEy + �zzEz) � iDx + jDy + kDz, div D �
�

�

D

x
x +

�

�

D

y

y
+
�

�

D

z
z .

14. � � div �E � �0
�

�

E

x
x � �0 aE0.

15. Çàïèñûâàÿ âûðàæåíèå div E � �/�0 â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

è èíòåãðèðóÿ åãî, íàõîäèì
1

r r

�
�

(rEr) �
1

0�
�, Er(r) �

1

0�
�

r
r r dr( )� + C.

16. � � � � �
�

�

�rot rot H i
�

�

�

�

�

� �

�

� �

2

2

2

2

2 2H

y

H

z

H

x y

H

x z
x x y z

�

�

�

�
�
�

� � � �
�

�

�
�

�

�

�
�
�j

�

�

�

�

�

� �

�

� �

2

2

2

2

2 2H

x

H

z

H

y x

H

y z

y y x z k
�

�

�

�

�

� �

�

� �

2

2

2

2

2 2
H

x

H

y

H

z x

H

z y
z z x y� � �

�

�

�
�

�

�

�
�
.

div rot A R 0, )U � i
�
�
U

x
+ j

�
�
U

y
+ k

�
�
U

z
, )J)U) �

�

�

2

2

U

x
+
�

�

2

2

U

y
+
�

�

2

2

U

z
,

)KE � i j k
�
�

�
�

�
�x y z

� �
�

�
�

�

�
� K(iEx + jEy + kEz) � i

�

�

�

�

E

y

E

z
z y�

�

�
��

�

�
�� +

� ��

�
�

�

�
�j

�

�

�

�

E

z

E

x
x z + k

�

�

�

�

E

x

E

y

y x�
�

�
��

�

�
�� .
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17. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ìîæåò âûðàæàòüñÿ ôîðìóëîé B � B(x, y, z), åñëè

div B � 0. Äëÿ âàðèàíòà â, íàïðèìåð, èìååì div B �
�

�

B

x
x +

�

�

B

z
z � a – c, òàê ÷òî ìàã-

íèòíàÿ èíäóêöèÿ ìîæåò âûðàæàòüñÿ ôîðìóëîé B � iax – kcz ïðè a � c.

18. Èç âûðàæåíèé div �� � 0, �� � ,E ñëåäóåò: div ,E � , div E + E grad , � 0, îòêóäà

ïîëó÷àåì div E � �
E grad ,

,
. Â îäíîðîäíîé ñðåäå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

div E � 0.

23.2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Óðàâíåíèå div �� � 0 âûòåêàåò èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà rot H � �� â
ñèëó òîæäåñòâà div rot H R D. Ïîýòîìó îíî íå âõîäèò â ñèñòåìó óðàâíåíèé ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â ñèëó ýòîãî æå òîæäåñòâà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà rot E � �
�
�
B

t
ñëåäóåò

ðàâåíñòâî div
�
�
B

t
�
�
�t

div B � 0, îçíà÷àþùåå íåèçìåííîñòü âî âðåìåíè âåëè÷èíû

div B. Õîòÿ óðàâíåíèå div B � 0 è ñëåäóåò èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, îäíà-
êî åãî íåëüçÿ èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê êàê

ïðè ðàññìîòðåíèè íå èçìåíÿþùèõñÿ âî âðåìåíè ïîëåé, êîãäà
�
�
B

t
� 0, èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ïðèíèìàþùåãî â ýòîì ñëó÷àå âèä rot E � 0, óæå íå âûòåêà-
åò óðàâíåíèÿ div B � 0, ïîêàçûâàþùåãî, ÷òî ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ íå ñóùåñòâóåò.

3. Òàê êàê âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ div �� � 0, òî â ñèëó
òîæäåñòâà div rot F � 0 åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �� � rot F è ðàññìàòðèâàòü
êàê èñòî÷íèê íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ F, íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùåãî ñ ïî-
ëåì âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàêæå óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâíå-
íèþ �� � rot H.

4. Â ñèñòåìó óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âõîäèò 16 ñêàëÿðíûõ ïåðåìåí-
íûõ: 5 âåêòîðíûõ, à èìåííî D, E, B, H, ��, è ñêàëÿðíàÿ — ïëîòíîñòü çàðÿäà. Â òî
æå âðåìÿ ÷èñëî ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé ñîñòàâëÿåò 17, òàê êàê ê 5 âåêòîðíûì
óðàâíåíèÿì, îáðàçóþùèì 15 ñêàëÿðíûõ, äîáàâëÿþòñÿ 2 ñêàëÿðíûõ: div B � 0 è
div D � �.

Íåçàâèñèìûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ 16 óðàâíåíèé, òàê êàê óðàâíåíèå div B � 0 â îá-
ùåì ñëó÷àå ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âûòåêàåò èç âòîðîãî óðàâíå-
íèÿ Ìàêñâåëëà.
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5. Èç óðàâíåíèÿ rot H � �� ñëåäóåò âûðàæåíèå div �� � 0, êîòîðîå â ñèëó ñîîòíî-

øåíèÿ �� � ,E +
�
�
D

t
+ Jïåð ìîæíî çàïèñàòü â âèäå –div

�
�
D

t
� div (,E + Jïåð) è, ó÷è-

òûâàÿ óðàâíåíèå div D � �, ïîëó÷èòü âûðàæåíèå �
��
�t

� div (,E + Jïåð).

Åñëè, âûáðàâ îáúåì V, ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî íåìó ôóíêöèè îáåèõ ÷àñòåé íàéäåí-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ, òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî � dV

V

� � q è div ïåð( ),E �� J dV
V

�

( ),E s�� J ïåð d
s

, ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå �
dq

dt
� ( ),E s�� J ïåð d

s

, ïîêàçûâàþùåå,

÷òî çàðÿä â îáúåìå ìîæåò óìåíüøàòüñÿ òîëüêî çà ñ÷åò ïðîòåêàíèÿ òîêà èç îáúåìà
V ñêâîçü îãðàíè÷èâàþùóþ åãî ïîâåðõíîñòü.

6. Ïðè
�
�
D

t
� 0 è

�
�
B

t
� 0 ïîëó÷àåì rot H � ��, rot E � 0, div B � 0, div D � �, B � �H,

D � �E, �� � ,E + � v.

Åñëè ôóíêöèÿ ��(x, y, z) çàäàíà, òî ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóï-
ïû, ïåðåìåííûå â êîòîðûõ íå âçàèìîñâÿçàíû: rot H � ��, div B � 0, B � �H è
rot E � 0, div D � �, D � �E. Ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé îïèñûâàåò íå èçìåíÿþùèå-
ñÿ âî âðåìåíè ìàãíèòíûå ïîëÿ, âòîðàÿ — íå èçìåíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè ýëåêòðè-
÷åñêèå ïîëÿ.

7. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ ñëåäóåò ïðèìåíèòü îïåðàöèþ rot ê îáåèì ÷àñòÿì îäíîãî èç óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà, ïîäñòàâëÿÿ äàëåå â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äðóãîå óðàâíåíèå Ìàê-
ñâåëëà. Ðàññìîòðèì ðåøåíèå âàðèàíòà 1) óïðàæíåíèÿ.

Òàê êàê rot
1

�
rot E � –

�
�t

��, òî ïîëó÷àåì: rot
1

�
rot E � – ,

�
�
E

t
. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

rot
1

,
rot H � rot E è rot

1

,
rot H � –�

�
�
H

t
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå roti rot E � gradi div E – div grad Ei, ïîëó÷àåì ïðè � � const,
, � const â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

�

�

�

�

�

�
�,

�

�

2

2

2

2

2

2

E

x

E

y

E

z

E

t
i i i i� � � ,

�

�

�

�

�

�
�,

�

�

2

2

2

2

2

2

H

x

H

y

H

z

H

t
i x y zi i i i� � � �, , , .

Êàê âèäíî èç óðàâíåíèé, â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ñîñòàâëÿþùèõ Ex, Ey, Ez, êàê è äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ Hx, Hy, Hz, â îäíîðîä-
íîé ñðåäå îáðàçóþò ñèñòåìó íåñâÿçàííûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ìîæíî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí
Er, E� (êàê è äëÿ âåëè÷èí Hr, H�) âçàèìîñâÿçàíû.

290 Îòâåòû íà âîïðîñû, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé è çàäà÷



23.3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñðåä
ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Â ñèëó óñëîâèÿ Et1 � Et2 ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî E ld
l1

� � E ld
l2

� , ãäå êîíòóðû

l1, l2 èíòåãðèðîâàíèÿ, èìåþùèå îäèíàêîâóþ ôîðìó, âçÿòû íà îáåèõ ñòîðîíàõ ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôîðìà êîíòóðîâ ìîæåò
áûòü ïðèíÿòà ïðîèçâîëüíîé (â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò áûòü ñòÿíóòû â òî÷êó), ìî-

æåì, èñïîëüçóÿ çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè E ld
l

� � �
d

dt

	
, çàïèñàòü óñëî-

âèå Bn1 � Bn2. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Et1 � Et2 è Bn1 � Bn2 íå ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò ïðèéòè ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî èç óñëîâèÿ
Ht1 � Ht2 äëÿ ïåðåìåííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âûòåêàåò ðàâåíñòâî Dn1 � Dn2,
òàê ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

2. Â ñëó÷àå à) îíà çàêëþ÷àåòñÿ â âîçíèêíîâåíèè òîíêîãî ñëîÿ ñâÿçàííûõ ýëåê-
òðè÷åñêèõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä âñëåäñòâèå èõ ðàçëè÷íîé ïîëÿ-
ðèçîâàííîñòè.

Â ñëó÷àå á)ðàçëè÷íàÿ íàìàãíè÷åííîñòü M òåë âåäåò âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè
íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ñîñòàâëÿþùåé ìàãíèòíîé èíäóêöèè
ê ñêà÷êó íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê êàê

Hn �
1

0�
(Bn – Mn).

4. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ïîëÿ íà ïîâåðõ-
íîñòè ðàçäåëà ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ñîõðàíÿþò ñâîé âèä è ïðè àíèçîòðîï-
íûõ ñðåäàõ. Îäíàêî óñëîâèÿ, âûðàæàþùèå ñêà÷êè ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ïîëÿ,
èçìåíÿþòñÿ.

Åñëè òåíçîðû (�1), (� 2 ) çàïèñàòü â âèäå

J�
� �

� �
�

� �

� �
>

>

A

A
1

1

1

2
2

2

) , ( ) ,� �nn nt

tn tt

nn nt

tn tt

òî èç óñëîâèÿ Dn1 � Dn2 ñëåäóåò âûðàæåíèå �nn1 En1 � �nn2 En2 – (�nt1 – �nt2)Et1, êîòî-

ðîå â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà �nt1 � �nt2, ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå
E

E
n

n

nn

nn

1

2

2

1

�
�

�
.

6. Ïðè íàëè÷èè íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà âûðàæåíèå
–Dn1
s1 + Dn2
s2 � 0 (ñì. § 24.6) ïðèíèìàåò âèä –Dn1
s1 + Dn2
s2 � 
q, ãäå 
q —
çàðÿä, îõâàòûâàåìûé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
s1 �

� 
s2 � 
s è




q

s
1  , èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì óñëîâèå –Dn1 + Dn2 �  ,

ñâÿçûâàþùåå íîðìàëüíûå ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà
ñìåùåíèÿ ïðè íàëè÷èè íà íåé ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà ïëîòíîñòüþ  .
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7. Ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå Ht1ab – Ht2cd 1 H ld
abcd

� (ðèñ. Ð23.1) ñëåäóåò ïðèðàâ-

íÿòü ïîëíîìó òîêó i, îõâà÷åííîìó êîíòóðîì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è ïðîòåêàþùåìó â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîì ïëîñêîñòè ðèñóíêà. Òîãäà Ht1 – Ht2 �
i

ab
� j,

è, ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Ht íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ
íà ïîâåðõíîñòè ñ ðàçìåùåííûì íà íåé ñëîåì òîêà.
Ïðè �2 � . èìååì Ht2 � 0.

8. Â òî÷êàõ íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ñ ìàãíèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè �1 è �2 óñëî-
âèå Bn1 � Bn2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå �0 (Hn1 + Mn1) � �0 (Hn2 + Mn2), îòêóäà âûòå-
êàåò ñîîòíîøåíèå (Hn1 – Hn2) � (–Mn1 + Mn2). Íàìàãíè÷åííîñòü âîçäóõà ðàâíà
íóëþ (Mn1 � 0), òàê ÷òî ïîëó÷àåì: (Hn1 – Hn2) � Mn2, èëè n2 (H1 – H2) � n2 M.

11. Ïîëîæåíèå òî÷åê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà áóäåì îï-
ðåäåëÿòü çíà÷åíèåì óãëà � (ðèñ. Ð23.2). Â òî÷êå À èìå-
åì Eni � Ei sin � � 100 sin �, Eti � E cos � � 100 cos �. Â ñèëó
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â âîçäóõå

ïîëó÷àåì Ene �
�

�
i

e

Eni � 200 sin �, Ete � Eti � 100 cos �,

Dne � 200 �0 sin �, D-e � 100 �D cos �.

Â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â âîçäóõå íàïðÿæåí-

íîñòü ïîëÿ Ee � �E Ene
2 2

-e � �10 42 2 2sin cos� � íå îñ-

òàåòñÿ ïîñòîÿííîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì âáëèçè öè-
ëèíäðà.

12. Òàê êàê Ht1 � Hy1, Hn1 � Hx1, òî Hy2 � Hy1, Bx2 � Bx1 � �0Hx1. Ïðè ñîâïàäåíèè
ãëàâíûõ îñåé àíèçîòðîïèè ñ îñÿìè x, y èìååì

(�L �
�

�
x

y

0

0
è

B

B

H

H
x

y

x

y

x

y

2

2

2

2

0

0
�
�

�
,

îòêóäà Bx2 � �xHx2, By2 � �yHy2, Hx2 �
1

� x

Bx2 �
�

�
0

x

Hx1, By2 � �yHy1, B1 � i�0Hx1 +

+ j�0Hy1, òàê ÷òî B2 � i �0Hx1 + j �yHy1, H2 � i
�

�
0

x

Hx1 + jHy1.

Ïðè íåñîâïàäåíèè ãëàâíûõ îñåé àíèçîòðîïèè ñðåäû ñ îñÿìè x, y èìååì

J�L �
� �

� �
xx xy

yx yy

è
B

B

H

H
x

y

xx xy

yx yy

x

y

2

2

2

2

�
� �

� �
,

îòêóäà Bx2 � �xx Hx2 + �xy Hy2, By2 � �yx Hx2 + �xy Hy2. Îòñþäà íàõîäèì
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Hx2 �
1

� xx

Bx2 –
�

�
xy

xx

Hy2 �
�

�
0

xx

Hx1 –
�

�
xy

xx

Hy1, By2 � �yx
�

�
0

xx

Hx1 + �
�

�
�yy

xy

xx

yx�
�

�
��

�

�
��Hy1,

B1 � i �0Hx1 + j�0Hy1, B2 � i�0Hx1 + j �
�

�
�

�

�
�yx

xx

x yy

xy

xx

yx yH H0
1 1� � �

�

�
��

�

�
��

�

�
�

�

�
� ,

H2 � i
�

�

�

�
0

1 1

xx

x

xy

xx

yH H�
�

�
��

�

�
�� + jHy1.

24.1. Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Óñëîâíî ïðèíÿòî, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íàïðàâëåíà â ñòîðîíó îò ïîëîæè-
òåëüíî çàðÿæåííûõ òåë, è ÷òî ïîòåíöèàë óáûâàåò â íàïðàâëåíèè ëèíèé íàïðÿ-
æåííîñòè ïîëÿ. Ýòèì óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèå E � –grad U.

9. Åñëè ïîëíûé çàðÿä ïðîâîäîâ ëèíèè ðàâåí íóëþ, òî ïîòåíöèàë â áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íà áîëüøîì
óäàëåíèè îò ïðîâîäîâ îí ïðîïîðöèîíàëåí ôóíêöèè r –n, ãäå r — ðàññòîÿíèå îò ïðî-
âîäîâ äî òî÷êè îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà, n — ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åñëè æå ïîë-
íûé çàðÿä ïðîâîäîâ îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ðàâíûì íóëþ ìîæíî ïðèíÿòü ïîòåíöèàë
òîëüêî íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ïðîâîäîâ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë ïðî-
ïîðöèîíàëåí ôóíêöèè ln r, êîòîðàÿ íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè r � ..

10. Åñëè ìûñëåííî óäàëèòü ïðîâîäÿùåå òåëî, ñîõðàíèâ óæå â îäíîðîäíîé ñðåäå
ñ ïðîíèöàåìîñòüþ � íà ïîâåðõíîñòè s òåëà çàðÿä, ðàñïðåäåëåííûé òàê æå, êàê îí
áûë ðàñïðåäåëåí íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäÿùåãî òåëà, òî ïîëå êàê âíóòðè s, òàê è
âíå åå ñîõðàíèòñÿ òåì æå. Âíóòðè s ïîëÿ íå áóäåò, à âíå åå îíî ïîëíîñòüþ îïðåäå-
ëèòñÿ çàðÿäîì ïëîòíîñòüþ  . Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòå ïîòåíöèàëà ïî ïðèâåäåííîé
ôîðìóëå ñðåäó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíóþ.

11. Åñëè èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿòü òîëüêî ïî ïîâåðõíîñòè çàðÿæåííîãî òåëà,
òî ðåçóëüòàò áóäåò íåâåðíûì. Èíòåãðèðîâàíèå ñëåäóåò âûïîëíèòü òàêæå è ïî ïî-
âåðõíîñòè íåçàðÿæåííîãî òåëà, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî çíàòü ïëîòíîñòü  íàâå-
äåííîãî íà åãî ïîâåðõíîñòè çàðÿäà.

12. Åñëè ïîíèìàòü ïîä âåëè÷èíîé � ïëîòíîñòü ñâîáîäíîãî çàðÿäà, òî íåëüçÿ, òàê
êàê ñðåäà íåîäíîðîäíà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîòåíöèàëà íåîáõîäèìî êðîìå ñâîáîäíî-
ãî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå è ñâÿçàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

3. Ïîëå âåêòîðà E ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

rot E � 0. Íàïðèìåð, äëÿ âàðèàíòà ä èìååì rotx E �
�

�

E

y
z –

�

�

E

z

y � – b � 0, è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïîëå â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì.
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4. Ïîòåíöèàë ñâÿçàí ñ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîîòíîøåíèÿìè
U � �� E dxx + f1(y, z) + C � �� E dyy + f2(x, z) + C � – E dzz� + f3(x, y) + C. Ïðèìåíÿÿ

èõ äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàíòà ä óñëîâèÿ, íàõîäèì U � –E2y + f2(z) + C � –E3z + f3(y) + C,
îòêóäà U(x, y, z) � –E2 y – E3 z + C.

5. Ñîñòàâëÿþùèå Å1, Å2, Å3 íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëî-

âèÿì rotx E �
�

�

E

y
3 –

�

�

E

z
2 � 0, roty E �

�

�

E

z
1 –

�

�

E

x
3 � 0, rotz E �

�

�

E

x
2 –

�

�

E

y
1 � 0. Äëÿ âàðè-

àíòà â, â ÷àñòíîñòè, èìååì
�

�

E

y
3 � 0,

�

�

E

z
1 –

�

�

E

x
3 � 0,

�

�

E

y
1 � 0.

7. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó U �
1

4 2��
�p

r

cos
, îïðåäåëÿþùóþ ïîòåíöèàë ïîëÿ äèïîëÿ

ïðè r 00 d. Ïîëå çàðÿäîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Ð24.1, à, ýêâèâàëåíòíî íà áîëü-

øèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîëþ äâóõ äèïîëåé UA �
2

4 2

p

r

cos �

��
.

Ïîòåíöèàë ïîëÿ çàðÿäîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Ð24.1, á è îáðàçóþùèõ êâàäðó-
ïîëü, ðàâåí

U
p

r r

p

r
r rA � �

�

�
��

�

�
�� F �

4 4
2

2
2

1

1
2 5 1

3
2��

� � �

��

cos cos cos
( 3).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r1 F r –
d

2
sin �, r2 F r +

d

2
sin �, íàõîäèì r r1

3
2
3� F 3r2 d sin �,

UA �
3 2

8 3

p

r

sin �

��
, Er �

9 2

8 4

p

r

sin �

��
, E� � �

3 2

4 4

p

r

cos �

��
.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò
äâóõ äèïîëåé (ïðîïîðöèîíàëüíî r –2 èëè r –3) îïðåäåëÿåòñÿ èõ âçàèìíûì ðàñïî-
ëîæåíèåì.
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8. Ïîòåíöèàë íà îñè z (ðèñ. Ð24.2) ðàâåí U �
- �

��

�
R d

z R4 2 2
0

2

�
� �

-

�

R

z R2 2 2�
, à íà-

ïðÿæåííîñòü ïîëÿ Er � 0, E� � 0, Ez � –
�
�
U

z
�

-

�

Rz

z R2 2 2 3 2( )�
.

9. Ïëàñòèíó ðàññìàòðèâàåì êàê ñîâîêóïíîñòü áåñêîíå÷íî äëèííûõ ïîëîñîê

øèðèíîé dx0 êàæäàÿ, ïîòåíöèàë ïîëÿ êîòîðûõ (ðèñ. Ð24.3) ðàâåí dU � � K
 

��

dx 0

2

Kln ( )x x y� �0
2 2 . Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðåäåëàõ èçìåíåíèÿ õ0 îò

–à äî + à, íàõîäèì

U x y x
x a y

x a y
a x a y( , ) ln

( )

( )
ln{[( ) ][� �

� �

� �
� � �

 
��4

2 2

2 2

2 2 ( ) ]}x a y� � �
X
Y
Z

2 2

� �
� �

6
7
9

4 2
2

2 2 2
a y

ay

y x a
arctg .

10. Îáîçíà÷èâ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîîð-
äèíàòû òî÷êè À, â êîòîðîé îïðåäåëÿåì ïîòåíöèàë, êàê
r, �, à êîîðäèíàòû n-é íèòè êàê rn � R, �n � (�/N)K
K(2n � 1) (ðèñ. Ð24.4), ìîæåì íàïèñàòü ïîòåíöèàë
ïîëÿ n-é çàðÿæåííîé íèòè â âèäå

U r R rRn
n

n� � � � �
-

��
� �

4
22 2ln[ cos( )].

Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íàëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì â ñëó÷àå îä-
íîèìåííûõ çàðÿäîâ íèòåé

U r R rR n

N

� � � �[-
��

� �
4

22 2ln [ cos( )]

è ïðè ðàçíîèìåííûõ çàðÿäàõ íèòåé
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U r R rRn
n

n

N

� � � � �
�
2-

��
� �

4
1 22 2

1

( ) ln[ cos( )]

èëè

U

r R rR

r R rR

n

n�

� � �

� �
�
[

-
��

� �

4

2

2

2 2

2 4

2 2
ln

[ cos( )]

[ cos(

, ,�

� ��
�
[ n

n

)]
.

, ,1 3 �

Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ èìåþò âèä ïðè îäíîèìåííûõ çà-
ðÿäàõ

E
U

r

r R

r R rR
r

n n n

n
n
� � � �

� �

� � �

�

�

-

��

� �

� �2 22 2

cos( )

cos( )
,

E
U

r

rR

r R rRn

n n n

n

�

�

��

-

��

� �

� �
� � � �

�

� � �2 22 2

sin( )

cos( )
,

E
r R

r R rR
r

n n

nn

N

�
� �

� � ��
2-

��

� �

� �2 22 2
1

cos( )

cos( )
, E

rR

r R rR

n n

nn

N

�

-

��

� �

� �
�

�

� � ��
2

2 22 2
1

sin( )

cos( )

è ïðè ðàçíîèìåííûõ çàðÿäàõ íèòåé.

E
r R

r R rR
r

n n

nn

N

� � �
� �

� � ��
2-

��

� �

� �2
1

22 2
1

( )
cos( )

cos( )
,

E
rR

r R rR

n n

nn

N

�
-
��

� �

� �
� � �

�

� � ��
2

2
1

22 2
1

( )
sin( )

cos( )
.

11. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó U �
dq

r4��
äëÿ ïîòåíöèàëà ïîëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, íàõîäèì

U
dz

z r

r l l

r l ll

l

�
�

�
� �

� ��

�

�
-

��

-
��4 4

2 2

2 22 2
2

2 2 2

2 2
ln

( )

( )
,

ãäå r — ðàññòîÿíèå îò ñåðåäèíû íèòè äî òî÷êè ðàñ÷åòà ïî-
òåíöèàëà, z — êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñåðåäèíû
íèòè äî îòðåçêà dz (ðèñ. Ð24.5).

Ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ðàâíû

Er �
-

��

l

r r l4 22 2� ( )
, E� � 0.

24.2. Óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è Ïóàññîíà

ÂÎÏÐÎÑÛ

2. Èìåþò ñìûñë âûðàæåíèÿ: div grad U, grad div grad U.

4. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñëåäóåò çàäàòü
êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîäíèêîâ è íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ, îãðàíè÷èâàþùèõ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü. Åñëè îíè îäíîðîäíûå (U | S � 0),
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òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ U � 0. Â îáùåì ñëó÷àå èìååì
U(x, y, z) � 0.

5. Òàêîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà, òàê êàê îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çà-
ðÿäà íà ïîâåðõíîñòè òåëà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü è óðàâíåíèå Ïóàññîíà â
ýòèõ òî÷êàõ çàïèñàíî áûòü íå ìîæåò.

6. Ïîòåíöèàë — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìåëèñü áû
òî÷êè ñ íåîïðåäåëåííîé íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïðîèçâîäíûå
ïîòåíöèàëà ìîãóò èìåòü ðàçðûâû, òàê êàê íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåí-

íîñòè ïîëÿ En � �
�
�
U

n
èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì êàê íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ñ ðàç-

ëè÷íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òàê è íà çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè â îä-
íîðîäíîé ñðåäå.

7. Ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí âíóòðè ïîâåðõíîñòè è â îáùåì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ âíå åå.

10. Ðàñ÷åò ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ óïðîùàåòñÿ, åñëè ïîäëåæàùåå ðåøåíèþ
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå çàïèñàíî îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîé ôóíêöèè (ïî-
òåíöèàëà), à íå âåêòîðíîé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå åãî ñëåäóåò ðåøàòü äëÿ êàæäîé èç
ïðîåêöèé âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà îñè êîîðäèíàò.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýëåêòðîñòàòèêè ÷àñòî çàäàíû ïîòåíöèàëû òåë, ÷òî äàåò âîç-
ìîæíîñòü çàïèñàòü êðàåâûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ òåë â ôîðìå U � const,
óäîáíîé ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà.

11. Ôóíêöèÿ
�
�
U

n
ñâÿçàíà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè

ïðîâîäÿùåãî òåëà ñîîòíîøåíèåì  � – �
�
�
U

n
. Ïîýòîìó, åñëè òåëî íå çàðÿæåíî, òî

ìîæíî çàïèñàòü óñëîâèå �
�
�
U

n
ds

s

� � 0, à ïðè q � 0, êîãäà òåëî çàðÿæåíî, — óñëîâèå

–�
�
�
U

n
ds

s

� � q.

12. Ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîäíèêîâ ïîòåíöè-

àë ìîæíî ðàññ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà U �
1

4��
 ds

r
s

� , ãäå

s — ïîâåðõíîñòü çàðÿæåííûõ ïðîâîäíèêîâ. Ïðè çàäàííûõ ïîòåíöèàëàõ ïðîâîä-
íèêîâ íåîáõîäèìî ðåøàòü óðàâíåíèå Ëàïëàñà, ïîýòîìó â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó-
÷èòü ðåøåíèå ïðîùå.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

1. Ïðèìåì óêàçàííîå íà ðèñ. Ð24.6 íàïðàâëåíèå îñåé êî-
îðäèíàò. Ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ òîëüêî âäîëü êîîðäèíà-

òû ó, òàê ÷òî óðàâíåíèå Ëàïëàñà ïðèíèìàåò âèä
d U

dy

2

2
� 0.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì U(y) � C1y + C2. Ïîñòî-
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ÿííûå Ñ1, Ñ2 îïðåäåëÿåì èç óñëîâèé: U � –U0 ïðè y � 0, U � U0 ïðè y � d: –U0 � C2,
U0 � C1d – U0.

Òàêèì îáðàçîì, U(y) � d–1 2U0 y – U0.

Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó îáêëàäêàìè öèëèíäðè÷åñêîãî êîíäåíñàòîðà ïîòåíöèàë

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
1

r

d

dr
r

dU

dr

�

�
�

�

�
� � 0, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä U(r) �

� C1 ln r + C2. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ U � –U0 ïðè r � R è U � U0 ïðè r � R + d, çàïèñû-
âàåì óðàâíåíèÿ –U0 � C1 ln R + C2, U0 � C1 ln (R + d) + C2, ðåøàÿ êîòîðûå, íàõî-
äèì ïîñòîÿííûå Ñ1, Ñ2:

C U
R d

R
C U

R d R

R d R
1 0

1
2 02�

�
� �

� �
� �

�ln ,
ln( ) ln

ln( ) ln
.

Èñêîìûé ïîòåíöèàë

U r
U

R d R
r U

R d R

R d R
( )

ln( ) ln
ln

ln( ) ln

ln( ) ln
.�

� �
�

� �
� �

2 0
0

2. Ïîòåíöèàë ìåæäó ýëåêòðîäàìè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà
d U

dy

2

2
0

� �
�
�

,

èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ U(y) � �
�
�2

y2 + C1y + C2. Èñ-

ïîëüçóÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì

C2 � 0, C1 �
1

d
(U0 +

�
�2 0

d2), U(y) � �
�
�2 0

y2 +
1

d
(U0 +

�
�2 0

d2)y.

3. Ïðîñòðàíñòâî ìåæäó êàòîäîì è àíîäîì ðàçáèâàåì íà äâå îáëàñòè: â ïåðâîé èç
íèõ, ãäå Rê B r B R0, èìååì � � 0, âî âòîðîé, ãäå R0 B r B Ra, èìååì � � 0. Â ýòèõ îá-
ëàñòÿõ ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

1 1
01

0
1 2

r

d

dr
r

dU

dr r

d

dr
r

dU

dr

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�

�
� ��� �, ,

èíòåãðèðîâàíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì

U1(r) � –(4�0)
–1�r2 + C1 ln r + C2, U2(r) � D1 ln r + D2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ C1, C2, D1, D2 èñïîëüçóåì êðàåâûå óñëîâèÿ U1 � 0

ïðè r � Rê, U2 � U0 ïðè r � Ra, à òàêæå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ U1 � U2 è
�

�

�

�

U

r

U

r
1 2�

ïðè r � R0 :

–(4�0)
–1� + C1 ln Rê + C2 � 0, D1 ln Ra + D2 � U0,

–(4�0)
–1� + C1 ln R0 + C2 � D1 ln R0 + D2, –(2�0)

–1�R0 + C1 � D1.
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5. Â îáëàñòè 1, ãäå 0 < x < d, ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà
d U

dx

2

2
�

� –� �0
1� , à â îáëàñòè 2, ãäå d < x < 2d, — óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

d U

dx

2

2
� 0. Ïðè èõ èí-

òåãðèðîâàíèè ðåøåíèå â êàæäîé èç îáëàñòåé ñîäåðæèò ïî äâå ïîñòîÿííûå:

U1(x) � f(x) + C1 x + C2, U2(x) � C3 x + C4.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè õ � 0 ïîòåíöèàë U1(0) � 0, ïîëó÷àåì C2 � 0.
Ïðè îïðåäåëåíèè ïîñòîÿííûõ C1, C3, C4 íà÷àëî êîîðäèíàò
äëÿ îáëàñòè 2 öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü íà ãðàíèöå îáëàñòåé
(ðèñ. Ð24.7), ò. å. â òî÷êå 02, à äëÿ îáëàñòè 1 — â òî÷êå 01.

Óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîñòîÿííûå, çàïèñûâàåì, èñïîëü-
çóÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà è åãî ïðîèçâîäíîé
â òî÷êàõ ãðàíèöû îáëàñòåé ïðè x1 � d, x2 � 0, à òàêæå êðàå-
âîå óñëîâèå U2 � 0 ïðè x2 � d: C3 d + C4 � 0, f(d) + C1 d � C4,
'�fx d + C1 � C3.

Ðåøàÿ èõ, íàõîäèì:

C1 � –0,5 d–1[f(d) + d 'f (d)], C3 � 0,5 d�1 [d 'f (d) – f(d)], C4 � –C3 d.

Äëÿ çàïèñè âûðàæåíèé U1(x) è U2(x) ñëåäóåò ðàññ÷èòàòü ôóíêöèè

' � � � �f x x dx( ) ( )� �0
1 , f(x) � ����( )x dx dx,

èõ çíà÷åíèÿ ïðè õ � d, ïîñòîÿííûå C1, C3, C4. Íàïðèìåð, ïðè �(x) � �0ax ïîëó÷àåì

'f (x) � –(2�D)
–1�0 ax 2, f(x) � –(6�0)

–1�0 ax 3,

'f (d) � –(2�0)
–1�0 ad 2, f(d) � –(6�0)

–1�0 ad 3.

6. Ïëîòíîñòü çàðÿäà ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ � � – 2�0 div grad U.
Ïîëó÷àåì, íàïðèìåð, äëÿ âàðèàíòà â � � –4a�0.

9. Òàê êàê íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó
U � Um sin k�, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå îí ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå U(r, �) � U(r) sin k�, ò. å. îí ïåðèîäè÷åí ïî óãëó �. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ U(r, �) â óðàâíåíèå Ëàïëàñà
1 1

2

2

2r r
r

U

r r

U�
�

�
�

�

��

�

�
�

�

�
� �

�

�
��

�

�
�� � 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû U(r):
1

r

d

d r
r

dU r

d r

( )�

�
�

�

�
� –

k

r

2

2
U(r) � 0, êîòîðîå èìååò ðåøå-

íèåì ôóíêöèþ U(r) � C1 r k + C2 r –k, â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ åãî íåïîñðåäñòâåííîé
ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå.

Íà îñè z (r � 0) ïîòåíöèàë èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå, ðàâíîå íóëþ, îäíàêî ðåøå-
íèå U(r) ïðè ëþáîì íå ðàâíîì íóëþ çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé C2 îáðàùàåòñÿ â áåñ-
êîíå÷íîñòü, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî C2 � 0, è, òàêèì îáðàçîì, âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R ïîëó÷àåì Ui(r, �) � C1r

k sin k�. Ïîñòîÿííóþ C1 îïðåäå-
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ëÿåì ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ U(R, �) � Um sin k�: C1 � UmR�k. Ïîýòîìó èñêîìîå ðåøå-

íèå ïðè r B R çàïèñûâàåì â âèäå Ui (r, �) � Um
r

R

k�

�
�

�

�
� sin k�.

Ïðè r �V. ïîëó÷àåì U � 0, òàê êàê ïîòåíöèàë íà ïîâåðõíîñòè r � R â ñèëó çàäàí-
íîé çàâèñèìîñòè U(R, �) � Um sin k� ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé. Ïî-
ýòîìó âî âíåøíåé îáëàñòè (r N R) ðåøåíèå ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå U1(r, �) �
� C2 r –k sin k�, òàê êàê òîëüêî ïðè C1 � 0 èìååì U(r, �) � 0 ïðè r � .. Ïîñòî-
ÿííóþ C2 îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ U(R, �) � Um sin k� � C2R

–k sin k�: C2 � UmR k.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè r > R ïîëó÷àåì Ue(r, �) � Um
R

r

k�

�
�

�

�
� sin k�.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà ïîëÿ âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè r B R ðàñ-

ñ÷èòàåì E � E Er
2 2� � : Er � �

�
�
U

r
� � �

�
�

�

�
�

�
U

R
k

r

R
m

k 1

sin k�, E� � �
�

�
�

�

�
�

�
U

R
k

r

R
m

k 1

cos k�,

E �
U

R

r

R
k k km

k
�

�
�

�

�
� �

�1
2 2sin cos� � �

U

R

r

R
km

k
�

�
�

�

�
�

�1

.

Ïðè k � 1 ïîëó÷àåì E �
U

R
m è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ïîëå ïðè

r H R îäíîðîäíî (E Er � �� tg ).

10. Â êàêîé áû ñèñòåìå êîîðäèíàò íè áûëè çàïèñàíû óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà èëè
Ïóàññîíà, ïðè èõ èíòåãðèðîâàíèè ïîÿâëÿþòñÿ äâå ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ
ïîñòîÿííûå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ è âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà åãî ñëå-
äóåò ïðèðàâíÿòü ê çàäàííûì çíà÷åíèÿì íà ïîâåðõíîñòÿõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îá-
ëàñòü ðàñ÷åòà. ×åì ïðîùå óäàåòñÿ çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, òåì ëåã÷å
íàéòè ïîñòîÿííûå. Ïîýòîìó ñèñòåìó êîîðäèíàò âûáèðàþò òàê, ÷òîáû ãðàíè÷íûå
ïîâåðõíîñòè áûëè êîîðäèíàòíûìè â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â öèëèíä-
ðè÷åñêîì êîíäåíñàòîðå, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ îáêëàäîê èìåþò â ïîëÿðíîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò âèä R1 � const, R2 � const, òîãäà êàê â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå îíè
ñëîæíåå: x2 + y2 � R1

2 , x2 + y2 � R2
2 . Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ëàïëàñà â ýòîì ñëó÷àå ëó÷-

øå çàïèñàòü â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

12. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà â ïîëîñòè òåëà ñëåäóåò ðåøàòü ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè
U � U0 � const íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè òåëà. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ U � U0, íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â ïîëîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü.

13. Íàâåäåííûå íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà çàðÿäû äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû
ñîçäàâàåìîå èìè ïîëå âíóòðè öèëèíäðà áûëî îäíîðîäíûì è íàïðàâëåííûì íà-
âñòðå÷ó ïîëþ íàïðÿæåííîñòüþ E0. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííîñòü ðåçóëüòèðóþ-
ùåãî ïîëÿ âíóòðè öèëèíäðà îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äëÿ òîãî ÷òîáû âíóòðè öèëèíä-
ðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïîëå áûëî îäíîðîäíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïîòåíöèàë
íà íåé èçìåíÿëñÿ ïî çàêîíó (ñì. óïð. 9) U(R, �) � Um sin �. Òàê êàê ïðè ýòîì
Ei � R–1Um, òî èç óñëîâèÿ E0 – Ei� E0 – R–1Um � 0 íàõîäèì Um � –E0 R. Íîðìàëüíàÿ
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ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ âíå öèëèíäðà ðàâíà Er (R) �
� E0r – R–1Um sin �. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî E0r � E0 sin �, ïîëó÷àåì Er (R) � E0 sin � +
+ E0 sin � � 2E0 sin � è  � �0Er � 2�0 E0 sin � � 1,77�10–9 sin � Êë/ì2.

14. Òàê êàê ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå â ïðîâîäÿùåé ñðåäå
îòñóòñòâóåò, òî â ïðîâîäÿùåé ïëàñòèíå Å � 0, à åå ïîòåíöè-
àë ñîõðàíÿåò íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå U2. Ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
d U

dy

2

2
� 0 â îáëàñòÿõ 1, 3 (ðèñ. Ð24.8)

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå U1 (y) � C1 y+C2, U3 (y) � C3 y + C4.

Èñïîëüçóÿ çàäàííûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ U � 0, U � U0, à òàêæå óñëîâèå ïîñòîÿí-
ñòâà ïîòåíöèàëà U2 ïëàñòèíû, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ: 0 � C2, U2 � C1 d2 + C2, U2 � C4,
U0 � C3 (d – d1 – d2) + C4. ×èñëî íåèçâåñòíûõ (C1, C2, C3, C4, U2) ïðåâûøàåò ÷èñëî
óðàâíåíèé, â ñâÿçè ñ ÷åì òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü åùå îäíî óñëîâèå, êîòîðûì ÿâ-
ëÿåòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ çàðÿäà ïëàñòèíû, îçíà÷àþùåå â ñîîòâåòñòâèè ñ
òåîðåìîé Ãàóññà ðàâåíñòâî íóëþ ïîòîêà âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ ñêâîçü îõâàòûâàþùóþ ïëàñòèíó ïîâåðõíîñòü. Âñëåäñòâèå íåèçìåííîñòè
ïîëÿ ïî îñÿì, ïàðàëëåëüíûì îáêëàäêàì è ïîâåðõíîñòÿì ïëàñòèíû, ýòî óñëîâèå
îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ñ îáåèõ ñòîðîí ïëàñòèíû: –C1 � –C3. Ðå-

øàÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì: C1 � C3 �
U

d d
0

1�
, C4 �

U d

d d
0 2

1�
, U1(y) �

U

d d
0

1�
y, E1 � –

U

d d
0

1�
,

U3 (y) �
U

d d
0

1�
y +

U d

d d
0 2

1�
, E3 � –

U

d d
0

1�
, U2 (y) �

U d

d d
0 2

1�
, E2 � 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â îáëàñòÿõ 1, 3 èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå
íåçàâèñèìî îò ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ ïëàñòèíû.

15. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò ðåøàòü óðàâíåíèå Ëàïëàñà â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

1

r

d

dr
r

dU

dr

�

�
�

�

�
� � 0: U1(r) � C1 ln r + C2, U2 � const, U3(r) � C3 ln r + C4.

Óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ïîñòîÿííûå è ïîòåíöèàë U2, èìåþò âèä:

0 � C1 ln R1 + C2, U2 � C1 ln (R1 + d2) + C2,

U2 � C3 ln (R1 + d1 + d2) + C4, U0 � C3 ln R2 + C4.

Óñëîâèå ðàâåíñòâà âõîäÿùåãî â ïðîâîäÿùèé öèëèíäð è âûõîäÿùåãî èç íåãî ïî-
òîêà âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíå-

íèå 2� (R1 + d2)
C

R d
1

1 2�
� 2� (R1 + d1 + d2)

C

R d d
3

1 1 2� �
, èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñîîò-

íîøåíèå C1 � C3 . Ðåøèâ óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ C1…C4, ïîëó÷àåì
âåëè÷èíû
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1
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ln

ln{( ) [ ( )] }

ln

ln{

�
� � �

�
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�

2 1 2 1 1 1 2
1( )[ ( )] }

,
R d R R d d� � � �

E r
U

r R d R R R d d
1

0

1 2 2 1 1 1 2
1

( )
ln{( ) [ ( )] }

.�
�

� � � �

16. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå D � �E, ñïðàâåäëèâîå â äèýëåêòðèêå, ïðîíèöàåìîñòü
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò, çàïèñûâàåì âûðàæåíèå div �E � �, èëè
div � grad U � –�. Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò
âèä

�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
�

�
�
�

�
x

U

x y

U

y z

U

z

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
� � � .

Óðàâíåíèå div � gradU � –� èìååò ñìûñë íå ïðè ëþáîé ôóíêöèè �(x, y, z). Åñëè

îíà ðàçðûâíà, òî â òî÷êàõ ðàçðûâà ïðîèçâîäíûå
��
�x

,
��
�y

,
��
�z

íå ñóùåñòâóþò è äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ýòèõ òî÷êàõ ðàññìàòðèâàòüñÿ íå ìîæåò. Ê òàêèì òî÷-
êàì îòíîñÿòñÿ òî÷êè ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà îäíîðîäíûõ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè
ñâîéñòâàìè.

24.3. Ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå

ÂÎÏÐÎÑÛ

6. Óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ôóíêöèè ñîâïàäàþò, åñëè îíè èìåþò
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Îäíàêî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïî-
òåíöèàëà è ôóíêöèè ïîòîêà ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà ïîâåðõíîñòè çà-
äàíî óñëîâèå U � const, òî â îáùåì ñëó÷àå íà íåé V � const, è íàîáîðîò, åñëè ëè-
íèÿ ãðàíèöû îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, ãäå V � const, òî íà
íåé U � const.

7. Íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîâîäíèêîâ îáû÷íî çàäàí ïîòåíöèàë ëèáî åãî íîðìàëüíàÿ
ê íèì ïðîèçâîäíàÿ, à íå ôóíêöèÿ ïîòîêà, êîòîðàÿ ñàìà ïîäëåæèò ðàñ÷åòó. Íà
ãðàíèöàõ îáëàñòè ôóíêöèÿ ïîòîêà, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíà. Êðîìå òîãî, ïîòåí-
öèàë, â îòëè÷èå îò ôóíêöèè ïîòîêà, ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ àíàëèçà íå òîëüêî
äâóõìåðíûõ, íî è òðåõìåðíûõ ïîëåé.

24.4. Ìåòîä êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà

ÂÎÏÐÎÑÛ

2. Ôóíêöèþ ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå ( � : + j#, âûäåëèâ åå äåéñòâèòåëüíóþ è
ìíèìóþ ÷àñòè. Óðàâíåíèå # � #(x, y) îïðåäåëÿåò ëèíèþ, íà êîòîðîé ïîòåíöèàë
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ïîýòîìó óðàâíåíèå
ëèíèè, îïðåäåëÿþùåé êîíòóð ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà, #(x, y) � const.
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3. Ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ðàâíà  � �0En � ��
�
�0

U

n
. Òàê êàê

íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà En � E(E- � 0), òî  � �0E � �
(

0

d

dz
<

5. Ïîëå â íåîäíîðîäíîé ñðåäå íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, òîãäà êàê
äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè àíàëèòè÷åñêèõ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî óäîâëåòâîðÿþò åìó, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò îïèñûâàòü
ïîëå â íåîäíîðîäíîé ñðåäå.

12. Ïðè êîíôîðìíîì (ò. å. ñîõðàíÿþùåì óãëû ìåæäó êðèâûìè) îòîáðàæåíèè
îáëàñòè ïëîñêîñòè z â îáëàñòü ïëîñêîñòè ( ôóíêöèåé ( � f (z) ìîãóò èçìåíÿòüñÿ
ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òåë, íî íå èõ çàðÿäû è ïîòåíöèàëû. Ïîýòîìó åì-
êîñòü òåë ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííîé.

15. Ïîòîê ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì, òàê êàê çàðÿä ïðîâîäà íå ìåíÿåòñÿ.

16. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè èçìåíÿ-
åòñÿ, òî è ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâîäîâ, íàéäåííàÿ â îáëàñòè (, áóäåò îòëè÷àòü-
ñÿ îò äåéñòâèòåëüíîé ñèëû âî ñòîëüêî æå ðàç, âî ñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ íàïðÿ-
æåííîñòè Ez è E( ïîëÿ â òî÷êàõ ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäîâ.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

1. Â îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå âåëè÷èíû Ex, Ey íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò õ,

ó. Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè Ex � � �
�
�

�
�

U

x

V

y
, Ey � � � �

�
�

�
�

U

y

V

x
, ìîæåì çà-

ïèñàòü: U � – Ex x – Ey y + U0, V � – Ey x + Ex y + V0, òàê ÷òî êîìïëåêñíûé ïîòåíöè-
àë ïîëÿ ( � V + jU � (–Ey x + Ex y) + j (–Ex x – Ey y) + V0 + jU0.

4. Çàïèñàòü åäèíîå âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà âî âñåé îáëàñòè,
ñîäåðæàùåé íåñêîëüêî îäíîðîäíûõ ñðåä, ñëîæíî ââèäó íåîáõîäèìîñòè íàõîæ-
äåíèÿ òàêîé ôóíêöèè ((z), êîòîðàÿ èìåëà áû íåïðåðûâíóþ ìíèìóþ ÷àñòü è ðàç-
ðûâíóþ åå ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä. Ïîäáîð íå-
ñêîëüêèõ ôóíêöèé ((z), êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïèñûâàëà áû ïîëå â ïîäîáëàñòÿõ,
ñîäåðæàùèõ îäíîðîäíûå ñðåäû, ñëîæåí, òàê êàê ýòè ôóíêöèè äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì âèäà Ui � Ui+1, �i
�
�
U

n i

�

�
�

�

�
� � �i+1

�
�
U

n i

�

�
�

�

�
�
�1

, à íå óñëîâèÿì

âèäà U � f1(x, y) ëèáî V � f2(x, y), ãäå f1(x, y) è f2(x, y) — çàäàííûå ôóíêöèè.

6. Èñêîìûé êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë çàïèøåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä íàëîæåíèÿ,

â âèäå ( � (1 + (2, ãäå (1 � �
-
��2

j ln z + C — êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë óåäèíåííîãî

çàðÿæåííîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ, à (2 � Az + B — êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë
îäíîðîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Âûáîð âõîäÿùèõ â âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñ-

íîãî ïîòåíöèàëà ( � �
-
��2

j ln z + Az + C ïîñòîÿííûõ À, Ñ îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå

ëèíèé V � 0 è U � 0.
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7. Ðàñïîëîæèì ïðîâîäà íà îñè õ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè 0,5d ïî îáå ñòîðîíû
îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì íàëîæåíèÿ, íàõîäèì

a) ((z) � �
-
��2

ln z
d2

2

4
�

�

�
��

�

�
�� + C è á) ((z) � �

-
��2

ln
z d

z d

�
�

0 5

0 5

,

,
+ C.

8. Ïóñòü ïðîâîäà èìåþò êîîðäèíàòû zn � Re
j
N

n
2�

, n � 0, 1, 2, ..., N – 1, N — ÷èñëî
ïðîâîäîâ. Òîãäà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé z êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ìîæíî ðàññ÷è-

òàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ ((z) � � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

2-
��

�

2

2

0

1

j z
j
N

n

n

N

ln Re + C.

9. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èç ïðîâîäîâ ñ çàðÿäîì, ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü êîòîðîãî
- > 0, èìååò êîîðäèíàòó x � R. Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë N ïðîâîäîâ ñ ïîëîæè-

òåëüíûìè çàðÿäàìè ðàâåí (1(z) � � �
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

2-
��

�

2

2

0

1

j z
j
N

n

n

N

ln Re + C1, à ñ îòðèöàòåëüíû-

ìè çàðÿäàìè — (2(z) �
-
��

� �

2

2

0

1

j z
j

N N
n

n

N

ln �
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�
�

�

�
��

�

�

2 Re + C2. Â èòîãå ïîëó÷àåì

((z) � �
�

�
�

�

�
�

�

�
���

�

2-
��

�

� �2

2

2
0

1

j
z

z

j
N

n

j
N N

nn

N

ln
Re

Re

+ C.

10. Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ñîãëàñíî âàðèàíòó à êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë
ðàâåí

( � –
-
��2

j ln (z – jh) +
-
��2

j ln (z + jh) + C,

Ex �
-
��2

1 1
2 2 2 2

x
x y h x y h� �

�
� �

�

�
�

�

�
�

( ) ( )
,

Ey �
-
��2 2 2 2 2

y h

x y h

y h

x y h

�

� �
�

�

� �

�

�
�

�

�
�

( ) ( )
.

Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ñîãëàñíî âàðèàíòó á íàõîäèì

( � �
-
��2

j ln (z – d) + +
-
��2

j ln (z + d) + C,

Ex �
-
��2 2 2 2 2

x d

x d y

x d

x d y

�

� �
�

�

� �

�

�
�

�

�
�

( ) ( )
,

Ey �
-
��2

1 1
2 2 2 2

y
x d y x d y( ) ( )� �

�
� �

�

�
�

�

�
� .
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11. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðàäèóñà ïðîâîäà â ïëîñêîñòè ! ðàâíî

R R
d

dz z z

!

!
� �

� 0

R
�
�

� �r0
1( ) � .

Ïðè � � � 2 îí, â ÷àñòíîñòè, âîçðàñòàåò â 2r0 ðàç.

Áëèæàéøàÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò òî÷êà ïðîâîäà èìååò â ïëîñêîñòè ! êîîðäèíàòó
( )r R e j

0
0� � � � � �, à íàèáîëåå óäàëåííàÿ ( )r R e j

0
0� � � � � �, òàê ÷òî ðàññòîÿíèÿ îò íèõ

äî îñè ïðîâîäà ñîñòàâëÿþò r r r R1 0 0� � �� � � �( ) , r2 � � �( )r R r0 0
� � � �.

Òàêèì îáðàçîì, ïîãðåøíîñòü ðàâíà


R R r R r r r R1 1 0
1

0 0� � � � � ��
!

� � � � � ��
�

( ) ( ) ,


R R r R r r r R2 2 0
1

0 0� � � � � ��
!

� � � � � ��
�

( ) ( ) .

Â ÷àñòíîñòè, ïðè � � � 2 îíà ðàâíà |
R1 | � G 
R2 | � R2.

24.5. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ïðîâîäîâ êðóãëîãî ñå÷åíèÿ

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß È ÇÀÄÀ×È

2. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ìåíü-
øåãî ðàäèóñà R1 áóäåò â òî÷êå A1. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà áîëüøåãî ðàäèóñà — â òî÷êå A2. Íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ — â òî÷êàõ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ öèëèíäðîâ. Çà-
ìåíèì öèëèíäðû ëèíåéíûìè ïðîâîäàìè, ñîâïàäàþùèìè ñ ýëåêòðè÷åñêèìè îñÿ-
ìè öèëèíäðîâ, è äëÿ óñëîâèé ðèñ. Â24.3 èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ (ñì. § 24.12)

E
R h b R h b d

A1

1 1 2 2

1 1
�

� �
�

� � �

�

�
�

�

�
�

-
A�� D ( ) ( )

,

E
R h b R h b d

A2

2 2 1 1

1 1
�

� �
�

� � �

�

�
�

�

�
�

-
A�� D ( ) ( )

.

Ïîäñòàâëÿÿ çàäàííûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, íàõîäèì (ðèñ. Â24.3): h
D R R

D
1

2
1
2

2
2

2
�

� �
�

� 2,75 ñì, h
D R R

D
2

2
2
2

1
2

2
�

� �
� 3,25 ñì, b h R� �1

2
1
2 F 2,56 ñì, EA1 � 2640 Â/ì, EA2 �

� 1846 Â/ì.

3. Èñêîìîå íàïðÿæåíèå ìåæäó öèëèíäðàìè (ñì. § 24.12) U k k�
-
��2 0

ln( )max min

ìîæåì íàéòè èç óñëîâèÿ (ñì. ðèñ. Â24.3):

E E
U

k k R h b R h b d
A1

1 1 2 2

1 1
� �

� �
�

� � �

�

�
�

�

�
äîï

ln( ) ( ) ( )max min
� ,
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U E
k

k R h b R h b d
�

�

�
��

�

�
�� � �

�
� � �

�

�
�äîï ln

( ) ( )
max

min

1 1

1 1 2 2

�

�
�

�1

.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì: kmax � 5,3, kmin � 0,3, U F 5,6�10 4 Â.

24.6. Êàðòèíà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàðòèíà ïîëÿ ïîñòðîåíà ïðàâèëüíî òîëüêî â ñëó÷àå à, êîãäà ÿ÷åéêè ñåòêè îá-
ðàçóþò ïîäîáíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè.

4. Â ñèëó ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåå ïëîòíîñòü ëèíèé ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì. Â êàæäîé èç
îáëàñòåé, êàê âíóòðåííåé îáëàñòè òåëà, òàê è âíåøíåé, êàðòèíó ïîëÿ ìîæíî ïî-

ñòðîèòü ïðàâèëüíî, îäíàêî â ýòèõ îáëàñòÿõ ÿ÷åéêè ñåòêè íå áóäóò ïîäîáíûìè.

24.7. Ìåòîä èíåòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â
òî÷êàõ ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàå-
ìîñòÿìè. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñëîâèÿ �i Eni � �e Ene ïðè ïåðåõîäå ê îäíîðîäíîé ñðåäå
íà ïîâåðõíîñòè ñëåäóåò ðàçìåñòèòü ïðîñòîé ñëîé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ïëîò-
íîñòüþ  âò.

2. Íå ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè âåëè÷èíû Et â îäíîðîäíîé
ñðåäå (Eti � Ete) íåïðåðûâíîé áóäåò è âåëè÷èíà Dt: Dti � �Eti � Dte � �Ete.

3. Ìîæíî, òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç äâîéíîé ñëîé ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ èìååò
ìåñòî ñêà÷îê âåëè÷èíû Et è, ñëåäîâàòåëüíî, Dt. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ äëÿ âåëè÷è-
íû  âò ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ìîìåíòà äâîéíîãî ñëîÿ ýëåê-
òðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, åñëè çà èñõîäíîå ïðèíÿòü óðàâíåíèå Eti � Ete âìåñòî óðàâíåíèÿ
Dni � Dne. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â îòëè÷èå îò ïëîòíîñòè ïðîñòîãî ñëîÿ çàðÿäîâ
ìîìåíò äâîéíîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíîé.

4. Ïðè ðàâíîì íóëþ ïîëíîì çàðÿäå q òåëà ÷èñëî âõîäÿùèõ ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ
ðàâíî ÷èñëó âûõîäÿùèõ ëèíèé, â ñâÿçè ñ ÷åì ïîñëå çàìåíû ñðåäû íà îäíîðîä-

íóþ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå  âò ds
s

� � 0, ãäå s — ïîâåðõíîñòü òåëà.

24.8. Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

5. Ïðè íåöåëîì n íå óäàåòñÿ ðàçìåñòèòü ïðîâîäà â îäíîðîäíîé ñðåäå òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû íà ñòîðîíàõ óãëà � ïîòåíöèàë ñîõðàíÿë ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ïðè
� � �/n ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. Ôóíêöèÿ ! � z�/�

îòîáðàæàåò âíóòðåííþþ ÷àñòü äâóãðàííîãî óãëà ïëîñêîñòè z â âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü îáëàñòè !.
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7. Ïðè ïåðåõîäå ê îäíîðîäíîé ñðåäå óñëîâèå
�
�
U

n
� 0 íà ïëîñêîñòè ñîõðàíèòñÿ,

åñëè çíàê çåðêàëüíî èçîáðàæåííîãî çàðÿäà áóäåò òåì æå, ÷òî è çíàê èñõîäíîãî
çàðÿäà ïðîâîäà.

8. Çàäàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû â îäíîðîäíîé ñðåäå ïðè
ðàçìåùåíèè çàðÿäà ïëîòíîñòüþ –- âî 2-ì è 3-ì êâàäðàíòàõ, à òàêæå çàðÿäà ïëîò-
íîñòüþ +- â 4-ì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Åñëè ïðèíÿòü ïîòåíöèàë òî÷åê ïîâåðõíîñòè çåìëè ðàâíûì íóëþ, òî ïîëå
çàðÿæåííîãî ïðîâîäà â âîçäóõå áóäåò òàêèì æå, êàê è ïîëå äâóõ ðàçíîèìåííî
çàðÿæåííûõ ïðîâîäîâ, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè
çåìëè.

Òàê êàê ïîòåíöèàë ïðîâîäà ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå

U �
-
��2

2

1

ln
r

r
, ãäå r2 � b + h – R, r1 � b – h + R (ðèñ. Ð24.9), òî

ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà ðàâíà - � 2��U ln
b h R

b h R

� �
� �

�

��
�

��

�1

è íà-

ïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè çåìëè

Ey(x) � �
� �

� �
�

-

��

-

��2

2
2 2 2 2 2 2

b x

b

b x

b

b x( )
.

Äîïóùåíèå î áåñêîíå÷íî ìàëîì ñå÷åíèè ïðîâîäà îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ

îñü ïðîâîäà ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêîé, òàê ÷òî Ey1(x) � �
�

-

�� J L

h

h x2 2
.

Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ (ïðè õ � 0) ñî-
ñòàâëÿåò

� �
�E E

E

y y

y

1
100% J L� � ��

��
�
��

1 1
2

R h 100%,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè h/R N 7 ïîãðåøíîñòü � B 1%.

Ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè çåìëè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

 � �Ey(x) � �
�

-

�

b

b x( )2 2
èëè  (x) � �

� � � � � �

2
2 2 1

�bU

b x b h R b h R( )ln[( )( ) ]
.

Èíäóöèðîâàííûé íà ïîâåðõíîñòè çåìëè çàðÿä ðàâåí âçÿòîìó ñ îáðàòíûì çíàêîì
çàðÿäó ïðîâîäà, èëè

 ( )x dx
�.

.

� � –
-
�
b dx

b x2 2��.

.

� � – -.
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2. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îòðåçîê ïðîâîäà äëèíîé 1 ì ñ çàðÿäîì ëèíåéíîé ïëîò-

íîñòüþ - ñî ñòîðîíû çåðêàëüíî èçîáðàæåííîãî çàðÿäà ïëîòíîñòüþ -1 � –
� �

� �
i

i

�

�
0

0

-

ðàâíà f � -E � –-2 � �

� � ��
i

i h

�

�
0

0 0

1

4
. Åå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû �

-
��

2

04 h

ïðè �i � . è �i � 0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì
f � �1,8�10–8 Í.

24.9. Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ïðè èçìåíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èçìåíÿþòñÿ êàê ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ïðè-
íèìàþùèå çíà÷åíèÿ �n/b, n � 1, 2 ..., òàê è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, êîòîðûå ñòàíî-
âÿòñÿ ðàâíûìè sh (�nx/b), sin (�ny/b).

2. Ðåøåíèå U(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, òàê êàê ïîòåíöèàë U1(x, y) �
� U(x, y) + C, ãäå Ñ — ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà-
÷è. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ãàóññà ïîòîê âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùèé ñêâîçü ãðàíèöó îáëàñòè, ðàâåí âåëè÷èíå q �, ãäå q —

çàðÿä, íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè îáëàñòè. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
�
�
U

n
� f äîëæíà óäîâëå-

òâîðÿòü èíòåãðàëüíîìó ñîîòíîøåíèþ
�
�

-
�

U

n
dl

l

� � . Ïðè îòñóòñòâèè çàðÿäà âíóòðè

îáëàñòè îíî ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå f dl
l

� � 0.

3. Ïðåäñòàâèì èñêîìûé ïîòåíöèàë âíóòðè îáëàñòè â âèäå U(x, y) � U1 + U2, ãäå
U1 — ïîòåíöèàë, ðàññ÷èòûâàåìûé ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïðè ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ U1 � 0 íà äâóõ ñòîðîíàõ îáëàñòè, íàïðèìåð, ïðè õ � 0 è õ � à è çà-
äàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ñòîðîíàõ ó � 0 è ó � b, à U2 — ïîòåíöèàë, ðàññ÷è-
òûâàåìûé ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè U2 � 0 íà ñòîðîíàõ îáëàñòè ó � 0 è ó � b è
çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà äâóõ äðóãèõ ñòîðîíàõ.

4. Ïîòåíöèàë U(x, y) âíóòðè îáëàñòè ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû U1 + U2, ãäå ôóíê-
öèþ U1 ðàññ÷èòûâàåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîâîä ðàñïîëîæåí â îäíîðîäíîé

áåçãðàíè÷íîé ñðåäå: U1 �
-
��2

ln
1

r
. Ôóíêöèþ U2 íàõîäèì ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïå-

ðåìåííûõ ïðè íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà ñòîðîíàõ îáëàñòè, çàäàâàå-
ìûõ â âèäå U2 � �U1 (ñì. óïð. 3).

5. Ðàçûñêèâàÿ ðåøåíèå â âèäå U(r, �) � U1(r)U2(�) � U1(r) sin k� è ïîäñòàâëÿÿ
åãî â óðàâíåíèå Ëàïëàñà, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì óðàâíåíèå

d

dr
r

dU

dr

k

r
U1

2

1 0
�

�
�

�

�
� � � , ðåøåíèå êîòîðîãî áûëî íàéäåíî ðàíåå (ñì. § 23.2, óïð. 9).
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24.10. Ìåòîäû ñåòîê è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

5. Âåëè÷èíà U
U

n
ds

s

�
�
�� ïðîïîðöèîíàëüíà ýíåðãèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàðÿäîâ,

ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ  � ��
�
�
U

n
íà ïîâåðõíîñòè s. Ïîýòî-

ìó ïðè çàäàííîé íà ãðàíèöå îáëàñòè ôóíêöèè f �
�
�
U

n
èíòåãðàë U

U

n
ds

s

�
�� ìîæíî

òðàêòîâàòü êàê âåëè÷èíó, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ýíåðãèè ïîëÿ ñîçäàþùèõ åãî èñ-
òî÷íèêîâ.

6. Â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïîëèíîì âòîðîãî ïîðÿäêà U(x, y) � �0 + �1 x +
+ �2 y � �3 x2 + �4 xy + �5 y2 èìååò øåñòü êîýôôèöèåíòîâ �0 M �5, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîòîðûõ íåîáõîäèìî, ÷òîáû òðåóãîëüíûé ýëåìåíò ñîäåðæàë øåñòü óçëîâ, êîòî-
ðûå ðàñïîëàãàþò ïî òðè óçëà íà êàæäóþ èç ñòîðîí ýëåìåíòà. Ïðè ýòîì òðè óçëà
ëåæàò â âåðøèíàõ ýëåìåíòà.

7. Òàê êàê ÷èñëî óçëîâ ýëåìåíòà äîëæíî áûòü ðàâíûì êîëè÷åñòâó êîýôôèöèåí-
òîâ ïîëèíîìà, ïðèíÿòîãî äëÿ îïèñàíèÿ ïîòåíöèàëà, òî ïðè à) U(x, y, z) � �0 +
+ �1 x + �2 y + �3 z ÷èñëî óçëîâ ñîñòàâëÿåò ÷åòûðå, ïðè÷åì èõ ðàçìåùàþò â âåð-
øèíàõ òåòðàýäðà, à ïðè á) U(x, y) � �0 + �1 x + �2 y � �3 z + �4 x2 + �5 y2 + �6 z2 +
+ �7 xy + �8 xz + �9 yz óçëû, ÷èñëî êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò äåñÿòü, ðàñïîëàãàþò â ÷å-
òûðåõ âåðøèíàõ è íà øåñòè ðåáðàõ òåòðàýäðà.

8. Ïðè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïîòåíöèàëà íà ñòîðîíå, îáùåé äëÿ äâóõ òðå-
óãîëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîòåíöèàë èçìåíÿåòñÿ ïî îäíîìó è òîìó æå çàêîíó, òàê êàê
ïîòåíöèàëû âåðøèí ýëåìåíòîâ èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñîñåäíèõ ýëå-
ìåíòîâ. Îäíàêî âñëåäñòâèå ñêà÷êà íîðìàëüíûõ ê îáùåé ñòîðîíå ýëåìåíòîâ ñî-
ñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìîäóëü íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïðåòåðïåâàåò
ðàçðûâ íà ñòîðîíàõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿ-
öèè ïîòåíöèàë áûë íåïðåðûâíûì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà îáùåé ñòîðîíå äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ ðàñïîëàãàëîñü ïî òðè óçëà, îáùèõ äëÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ. Ïðè âû-
ïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé êàñàòåëüíàÿ ê èõ îáùåé ñòîðîíå ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿ-

æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ òàêæå íåïðåðûâíà.

9. Â óðàâíåíèå
�
�

�

�
J J

U Uj

n

jn

� �2 ýë 0 âõîäÿò ïðîèçâîäíûå
�

�

J ýë n

jU
ôóíêöèîíàëîâ òåõ

ýëåìåíòîâ, êîòîðûå èìåþò îáùèì óçåë ñ íîìåðîì j. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèîíàëà

p-ãî ýëåìåíòà ñ óçëàìè i, j, k
�

�

�

�
�
�

J Jýë ýëp

j

p

jU U

U

U
� ïðè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïî-

òåíöèàëà âíóòðè ýëåìåíòà èìååò âèä: Cpi Ui + Cpj Uj + Cpk Uk (çäåñü Cpi, Cpj, Cpk —

ïîñòîÿííûå). Ïîýòîìó óðàâíåíèå
�
�

J

U j

� 0 ñîäåðæèò ñòîëüêî ñëàãàåìûõ, ñêîëüêî

ðàçëè÷íûõ óçëîâ ïðèíàäëåæèò ýëåìåíòàì, èìåþùèì îáùèì óçåë j, ò. å. m + 1.
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25.1. Åìêîñòü ìåæäó êðóãëûìè öèëèíäðàìè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Íàëè÷èå ïîëîñòåé â îáúåìå ïðîâîäÿùåãî òåëà íå èçìåíÿåò íè åìêîñòü òåëà, íè
åìêîñòü ìåæäó òåëàìè.

2. Åìêîñòü óåäèíåííîãî ïðÿìîëèíåéíîãî áåñêîíå÷íî äëèííîãî ïðîâîäÿùåãî öè-
ëèíäðà íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà, òàê êàê ïðè çàäàííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè åãî
çàðÿäà ïîòåíöèàë U òî÷åê åãî ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ïðèíÿò ðàâíûì ïðîèç-
âîëüíîìó ÷èñëó. Ïîýòîìó è îòíîøåíèå -/U íå îïðåäåëåíî åäèíñòâåííûì îáðà-
çîì.

3. Ïðè óìåíüøåíèè ðàäèóñîâ ïðîâîäîâ ïîòåíöèàëû òî÷åê èõ ïîâåðõíîñòåé, êàê
è íàïðÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäàìè U1 – U2 � (-/2��) ln (D/R) ïðè çàäàííîé ëèíåé-
íîé ïëîòíîñòè èõ çàðÿäîâ, âîçðàñòàþò è ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè R � 0.
Ïîýòîìó äîïóùåíèå î áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè ðàäèóñîâ ïðîâîäîâ ïðè ðàñ÷åòå
åìêîñòè ïðèíÿòü íåëüçÿ è åìêîñòü òàêîé ëèíèè ïåðåäà÷è íå ìîæåò áûòü îïðåäå-
ëåíà.

4. Ïîíÿòèÿ åìêîñòè òåë ëèáî åìêîñòè ìåæäó òåëàìè èìååò ñìûñë ëèøü ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ïðîâîäÿùèõ òåë, ïîòåíöèàëû êîòîðûõ èìåþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ
âî âñåõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòåé êàæäîãî èç òåë.

5. Ïðè îäèíàêîâîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà öèëèíäðà, ïîä-
âåøåííîãî íàä ïîâåðõíîñòüþ çåìëè, è äâóõ öèëèíäðîâ (ðèñ. Ð25.1) ðàçíîñòü ïî-
òåíöèàëîâ, ðàâíàÿ U1 – 0 â ïåðâîì ñëó÷àå, â äâà ðàçà ìåíüøå ðàçíîñòè ïîòåíöèà-
ëîâ U1 – U2 � 2U1. Ïîýòîìó åìêîñòè ðàçëè÷àþòñÿ â äâà ðàçà.

Àíàëîãè÷íàÿ ïîäâåøåííîìó íàä çåìëåé öèëèíäðó ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîäåðæèò
îäèí êîíäåíñàòîð åìêîñòüþ Ñ, òîãäà êàê äâóì öèëèíäðàì ñîîòâåòñòâóåò öåïü èç
äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ êîíäåíñàòîðîâ åìêîñòüþ Ñ êàæäûé, òàê ÷òî
âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ åìêîñòü, ðàâíóþ 0,5Ñ.
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7. Îïðåäåëèì ïîòåíöèàëû â òî÷êàõ îñåé ïðîâîäîâ ìåòîäîì íàëîæåíèÿ. Ïðè
-1 � 0, -2 � 0 èìååì äëÿ r � R1: U1 � (-/2��) ln (1/R1) + A è äëÿ r � D:

U2 � (-/2��) ln (1/D) + A, òàê ÷òî U1 – U2 � (-/2��) ln (D/R1). Ïðè -2 � 0, -1 � 0

èìååì U1 – U2 � (-/2��) ln (D/R2) è èñêîìàÿ åìêîñòü C � ��l

D R Rln( )1 2

.

9. Åìêîñòü â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü íåëüçÿ, òàê êàê ïîòåíöèàë ïîâåðõíîñòè íå

èìååò ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ, à ïîä÷èíåí íà íåé óñëîâèþ
�
�
U

n
� 0, ãäå n — íîðìàëü

ê ïîâåðõíîñòè òåëà.

25.2. Ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, êîýôôèöèåíòû
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè è ÷àñòè÷íûå åìêîñòè
â ñèñòåìå òåë

ÂÎÏÐÎÑÛ

2. Ñîáñòâåííûé ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò k-ãî òåëà çàâèñèò îò ðàçìåðîâ è
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ âñåõ òåë ñèñòåìû, à òàêæå îò äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-
öàåìîñòè ñðåäû.

3. Ïîòåíöèàë U1 ïåðâîãî òåëà ñëåäóåò èñêàòü ïðè óñëîâèè, ÷òî âòîðîå òåëî íå çà-
ðÿæåíî è íàõîäèòñÿ â ïîëå çàðÿäà ïåðâîãî òåëà.

4. Ââåäåíèå â ñèñòåìó ïðîâîäÿùèõ òåë äîïîëíèòåëüíî îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ
ïðîâîäÿùèõ òåë ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ âñåõ ñîáñòâåííûõ è âçàèìíûõ ïîòåíöè-
àëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äåéñòâèòåëüíî, âíåñåíèå â ïîëå k-ãî çàðÿæåííîãî òåëà
äðóãîãî íåçàðÿæåííîãî ïðîâîäÿùåãî òåëà ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïîòåíöèàëîâ
âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, â òîì ÷èñëå è â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè k-ãî çàðÿæåííîãî òåëà,
à ñëåäîâàòåëüíî, ê èçìåíåíèþ ñîáñòâåííîãî ïîòåíöèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà k-ãî
òåëà.

5. Åñëè ê çàðÿæåííîìó c çàðÿäîì q1 > 0 òåëó ïðèáëèæàòü íåçàðÿæåííîå ïðîâî-
äÿùåå òåëî, òî ïîòåíöèàë U1 òåëà óìåíüøèòñÿ âñëåäñòâèå âëèÿíèÿ èíäóöèðîâàí-
íûõ íà ïîâåðõíîñòè íåçàðÿæåííîãî òåëà çàðÿäîâ. Ïîýòîìó áóäåò óìåíüøàòüñÿ è
ñîáñòâåííûé ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò �11. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èçìåíÿ-
åòñÿ è ïîòåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò �22.

Òàê êàê ïðè ñáëèæåíèè òåë âîçðàñòàåò ïîòåíöèàë íåçàðÿæåííîãî òåëà, òî è âçà-
èìíûå ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû �12 � �21 òàêæå âîçðàñòàþò.

7. Âñå ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû, òàê êàê çíàê ïîòåíöèàëà
çàðÿæåííîãî òåëà, êàê è ïîòåíöèàëà âíîñèìîãî â åãî ïîëå íåçàðÿæåííîãî òåëà,
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì çàðÿäà òåëà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

2. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü êîýôôèöèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè ÷åðåç
ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé �� q U�
îòíîñèòåëüíî çàðÿäîâ: q � ��� 1U è èç óñëîâèÿ �� 

� �1 íàéòè èñêîìûå êîýôôè-
öèåíòû ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Îòâåòû íà âîïðîñû, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé è çàäà÷ 311



Â ñèñòåìå äâóõ òåë èç óðàâíåíèé

� �

� �
11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

q q U

q q U

� �

� �
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íàõîäèì ��
� �

� �
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1 22 12

21 11

1



è 
11 �

� 22



, 
12 � –

� 12



, 
21 � �
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, 
22 �

� 11



.

Â ñèñòåìå òðåõ òåë èç óðàâíåíèé
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q q q U

q q

� � �

� � �

� 2 33 3 3� �
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Y
8

Z
8 � q U

ïîëó÷àåì

��

� � � � � � � � � � � �
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1

22 33 23 32 13 32 12 33 12 23 13 22

13

1


 23 12 33 11 22 13 31 12 13 11 23

21 32 22 31 1

� � �

�

� � � � � � � � � �

� � � � � 2 31 11 32 11 32 12 21� � � � � � �� �

,

òàê ÷òî 
11 �
� � � �22 33 23 32�



, 
12 �

� � � �13 32 12 33�



è ò. ä. (çäåñü 
 — îïðåäåëè-

òåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé).

3. Âûðàæàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ U1 – U2 òåë ÷åðåç çàðÿä q1 îäíîãî èç íèõ, íà-
õîäèì èç óðàâíåíèé U1 � �11 q1 + �12 q2, U2 � �21 q1 + �22 q2: U1 – U2 �

� (�11 – 2�>A � �AAL q1, C �
q

U U
1

1 2�
�

1

211 12 22� � �� �
.

Òàê êàê �11 �
1




22, �12 � �

1




12, �22 �

1




11, ãäå 
 � 
11 
22 – 
12

2 , òî ïîëó÷àåì

C �

 
 



 
 

11 22 12

2

11 12 222

�

� �
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ 
11 � C11 + C12, 
12 � – C12, 
22 � C21 + C22, íà-

õîäèì C � C12 +
C C

C C
11 22

11 22�
. Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü

åìêîñòü ìåæäó äâóìÿ òåëàìè â âèäå åìêîñòè ýëåêòðè÷åñêîé öåïè,
ñîäåðæàùåé òðè êîíäåíñàòîðà, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ïà-
ðàëëåëüíî (ðèñ. Ð25.2).

4. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåøåíèåì ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ: C12 � – 
12, C11 � 
11 + 
12,

C22 � 
22 + 
12, à òàêæå óïðàæíåíèÿ 2: 
11 �
� 22



, 
12 � �

� 12



, 
22 �

� 11



, ãäå 
 �

� �11�22 – � 12
2 . Â èòîãå íàõîäèì:

C12 �
�

� � �
12

11 22 12
2�

, C11 �
� ��

� � �
22 12

11 22 12
2�

, C22 �
� ��

� � �
11 12

11 22 12
2�

.
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5. Ïîìåñòèì íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â âåðøèíå äâóãðàííîãî
óãëà è îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû ïðîâîäîâ x1, y1 è x2, y2. Èñïîëüçóÿ ìåòîä çåðêàëü-
íûõ èçîáðàæåíèé, çàïèøåì ïîòåíöèàëû ïðîâîäà 1 ïðè q2 � 0 è ïðîâîäà 2 ïðè
q1 � 0:
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà �21 ðàññ÷èòàåì ïîòåíöèàë â
òî÷êå ðàñïîëîæåíèÿ ïðîâîäà 2 ïðè q1 � 0, q2 � 0:
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25.3. Åìêîñòü ëèíèé ïåðåäà÷è

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åìêîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïðè ïðåíåáðåæåíèè
âëèÿíèåì çåìëè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå
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(C1, C2 — åìêîñòè ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ çåìëè è ïðè ïðåíåáðåæåíèè åå âëèÿíèåì).
Ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì, ÷òî ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò
îäíîãî ïðîöåíòà ïðè h N 1,6 ì.

3. Ïîòåíöèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàññ÷èòûâàåì ïî ôîðìóëàì:
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Èñêîìàÿ åìêîñòü ðàâíà
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A>> AA >A� � �� �
�

2

4
0

1 2
2

2
1 2

2

�� l

h h D
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F 6,28�>D–12 l
Ô

ì
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4. Äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè âîñïîëüçóåìñÿ êîíôîðìíûì îòî-
áðàæåíèåì îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëÿ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè ( � f(z) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Ïðîâîäà 1, 2 ëèíèè, èìåþùèå
â ïëîñêîñòè z êîîðäèíàòû z1 � x1 + jy1 � r1, z2 � x2 + jy2 � r2, áóäóò èìåòü â ïëîñêî-
ñòè ( êîîðäèíàòû (1 � :1 + j#1, (2 � :2 + j#2, èõ ðàäèóñû ïðèìóò çíà÷åíèÿ R1 F R

f z
z z

' ( )
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, R2 F R f z
z z

' ( )
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. Òàê êàê çàðÿäû è ïîòåíöèàëû ïðîâîäîâ ïðè êîíôîðì-

íîì ïðåîáðàçîâàíèè îáëàñòè íå èçìåíÿþòñÿ, òî åìêîñòü òàêæå íå èçìåíÿåòñÿ è

ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå C �
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211 22 12� � �� �
, ãäå �11, �22, �12 — ïîòåíöè-
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Ïðè ðàñïîëîæåíèè íà÷àëà ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â âåðøèíå îáðà-
çîâàííîãî ïîâåðõíîñòÿìè íóëåâîãî ïîòåíöèàëà ïðÿìîãî óãëà (âàðèàíò à) ôóíê-
öèÿ ( � z2 îòîáðàæàåò âíóòðåííþþ ÷àñòü óãëà â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé ( � : + j#.

Ïðîâîäà ëèíèè èìåþò â ïëîñêîñòè ( êîîðäèíàòû (1 � r e j
1
2 2 1� � :1 + j#1, (2 � r e j

2
2 2 2� �

� :2 + j#2, èõ ðàäèóñû ðàâíû R1 � 2R | r1e
j�1 | � 2Rr1, R2 � 2R | r2 e j�2 | � 2Rr2.

Â çàäà÷àõ âàðèàíòîâ á, â, ã ôóíêöèè, îñóùåñòâëÿþùèå îòîáðàæåíèå îáëàñòè â

âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ïåðåìåííîé (, èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä ( � ed
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Îòîáðàæåíèå âíóòðåííåé ÷àñòè êðóãà (âàðèàíò ä) â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü âû-

ïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ( �
az b

cz d

�
�

, êîýôôèöèåíòû êî-

òîðîé ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâèÿ êîîðäèíàò òðåõ òî÷åê â ïëîñ-
êîñòè z òðåì òî÷êàì â ïëîñêîñòè (.

Åñëè ïðèíÿòü, íàïðèìåð, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíà-
òîé + j ïëîñêîñòè (, à òî÷êè z � R0 è z � – R0 — â òî÷êè ( � + 1 è ( � – 1 ñîîòâåòñò-

âåííî, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ( �
z jR

jz R

�

�
0

0

.

Äëÿ ÷èñëåííûõ äàííûõ âàðèàíòà à ïîëó÷àåì: r1 � 6,4 ì, r2 � 7,2 ì, R1 � 0,256 ì,
R2 � 0,288 ì, :1 � 9, #1 � 40, :2 � 20, #2 � 48, �11 � 1,03�1011/l, �22 �1,04�1011/l, �12 �
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� 3,4�1010/l, C � 0,714�10–11l Ô. Ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì çåìëè åìêîñòü ëè-
íèè ðàâíà Ñ1 � ��l(ln D/R)–1 � 0,71�10–11l Ô, òàê ÷òî ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà åìêîñòè
íå ïðåâûøàåò 1%.

5. Ïðèíèìàÿ q2 � 0, íàõîäèì U2 � �21q1 �
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Íàïðÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäàìè ðàâíî U12 � U1 – U2 F 4,7 êÂ.

6. Ñîïîñòàâèì åìêîñòè òðåõôàçíûõ ëèíèé ïðè ðàçëè÷íîì ðàñïîëîæåíèè ïðîâî-
äîâ è ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì çåìëè. Åñëè ïðîâîäà ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñ-
êîñòè (âàðèàíòû à, á ), òî
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Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà (âàðè-
àíòû â, ã) ïîëó÷àåì:
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Ñîïîñòàâèì åìêîñòè ëèíèè ïðè ó÷åòå ïðîâîäÿùåé çåìëè. Âûðàæåíèå äëÿ åìêî-
ñòè 'Ñ1 ëèíèè (âàðèàíò à) èçâåñòíî (ñì. § 25.5). Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ â
âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè (âàðèàíò á) ïîëó÷àåì:
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Cðàâíåíèå çíà÷åíèé 'Ñ1 è 'Ñ2 ïîêàçûâàåò, ÷òî 'Ñ1 > 'Ñ2 .

Ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà (âàðèàíò â)
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Cðàâíåíèå âûðàæåíèé äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî 'Ñ2< 'Ñ4 < 'Ñ3 < 'Ñ1,
ò. å. íàèìåíüøóþ åìêîñòü èìååò ëèíèÿ ñ ðàñïîëîæåíèåì ïðîâîäîâ â âåðòèêàëü-
íîé ïëîñêîñòè (âàðèàíò á ), à íàèáîëüøóþ — ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ â âåð-
øèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñîãëàñíî âàðèàíòó â.

7. Çàðÿäû ïðîâîäîâ íàõîäèì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé
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q1 � – 3,6�10–7�l Êë, q2 � – 3,6�10–7�l Êë, q3 � 7,13�10–7�l Êë.

8. Ïðè óñëîâèè à çàäà÷è ñëåäóåò ïðèíÿòü q2 � q3 � 0, òàê êàê âòîðîé è òðåòèé
ïðîâîäà íå çàðÿæåíû, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèÿ U1 � �11 q1, U2 � �21 q1,
U3 � �31 q1, èç êîòîðûõ íàõîäèì q1 �U1 11� , U2 � � �21 11U1, U3 � � �31 11U1.

Íàõîäèì (ðèñ. Ð25.3): q1 � 8,03�10–7�l Êë è à) U2 � 20,5 êÂ, U3 � 11,6 êÂ; á) U2 �
� 23,2 êÂ, U3 � 15,9 êÂ; â) U2 � 20,52 êÂ, U3 � 23,0 êÂ; ã) U2 � 23,0 êÂ, U3 � 23,0 êÂ.

Ïðè óñëîâèè á óïðàæíåíèÿ ñëåäóåò ïðèíÿòü U2 � 0, q3 � 0, òàê ÷òî óðàâíåíèÿ,
ñâÿçûâàþùèå çàðÿäû è ïîòåíöèàëû ïðîâîäîâ, ïðèíèìàþò âèä:
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�

X

Y
8

Z
8 .

Ðåøàÿ èõ, ïîëó÷àåì

q1 �
�

� � � �
22

11 22 12 21�
U1, q2 � –

�

�
21

22

q1 � –
�

� � � �
21 1

11 22 12 21

U

�
, U3 �

� � � �

� � � �
31 22 32 21

11 22 12 21

�

�
U1.
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðè ðåøåíèè óïð. 7 çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíûõ êîýôôèöè-
åíòîâ, íàõîäèì:

à) q1 � 8,32�10–7l Êë, q2 � – 1,55�10–7l Êë, U3 � 8,11 êÂ;

á) q1 � 8,38�10–7l Êë, q2 � – 1,7�10–7l Êë, U3 � 10,71 êÂ;

â) q1 � 8,32�10–7l Êë, q2 � – 1,55�10–7l Êë, U3 � 19,29 êÂ;

ã) q1 � 8,38�10–7l Êë, q2 � – 1,7�10–7l Êë, U3 � 18,59 êÂ.

Ïðè óñëîâèè âàðèàíòà â ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ U2 � U3 � 0 íàõîäèì çàðÿäû ïðî-
âîäîâ, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

� � �

� � �

� �

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3

31 1 32 2

0

q q q U

q q q

q q

� � �

� � �

� � �

X

Y
8

Z
8 � 33 3 0q .

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. Ð25.3): à) q1 � 8,36�10–7l Êë,
q2 � –1,44�10–7l Êë, q3 � –0,62�10–7l Êë è ò. ä.

10. Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ( � f(z)
(ñì. ðåøåíèå óïð. 4), îòîáðàæàåì çàäàííóþ îáëàñòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
Âû÷èñëèâ ðàäèóñû R1, R2, R3 ïðîâîäîâ, ðàññòîÿíèÿ D12, D13, D23 ìåæäó íèìè è
âåëè÷èíû #>, #A, #I â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé (, ïåðåõîäèì ê ðàñ÷åòó åìêîñòè ïðî-
âîäà òðàíñïîíèðîâàííîé òðåõôàçíîé ëèíèè. Òàê êàê ïðè êîíôîðìíîì îòîáðà-
æåíèè îáëàñòè åìêîñòü íå èçìåíÿåòñÿ, òî äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè ïðîâîäà ñ ó÷åòîì
âëèÿíèÿ ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåì ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ â § 25.5.

Åìêîñòü ïðîâîäà ëèíèè ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè

ïîëó÷àåì ïî ôîðìóëå C �
2��l
D Rln( )

.

25.4. Ìåòîä ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íà ïîâåðõíî-
ñòè ïðîâîäÿùåãî òåëà åãî ïîòåíöèàë ìîæíî ðàññ÷èòàòü, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì

U �
1

4��
 ds

r
s

� , ïîñëå ÷åãî íàéòè åìêîñòü Ñ � q/U, ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàðÿä òåëà q �  ds
s

� .

Ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ çàðÿäà òåëà ïî åãî ïîòåíöèàëó (÷òî çà÷àñòóþ ïðè-
õîäèòñÿ äåëàòü íà ïðàêòèêå) çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, òàê êàê ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ
ïðåäâàðèòåëüíî îòûñêèâàòü íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà.

2. Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû
ïðîâîäîâ (ïðè h � const), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà âäîëü íèõ â
öåëîì áëèæå ê ðàâíîìåðíîìó, õîòÿ âáëèçè êîíöîâ ïðîâîäîâ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ
îñòàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøåé, ÷åì â èõ ñðåäíåé ÷àñòè.

5. Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ñðåäíèõ ïîòåíöèàëîâ çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà
íà ïîâåðõíîñòè òåë: ÷åì îíî áëèæå ê ðàâíîìåðíîìó, òåì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü
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ìåòîäà. Ïðè çàäàííîì ðàññòîÿíèè ìåæäó ñôåðàìè ïîãðåøíîñòü âîçðàñòàåò ñ óâå-
ëè÷åíèåì èõ ðàäèóñîâ, òîãäà êàê ïðè çàäàííûõ ðàäèóñàõ ñôåð îíà óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

26.1. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ïîñòîÿííûõ òîêîâ â äèýëåêòðèêå
è â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

ÂÎÏÐÎÑÛ

3. Ïîëíûé çàðÿä â îáúåìå 
V, âûäåëåííîì âíóòðè ïðîâîäà ñ ïîñòîÿííûì òîêîì,
ðàâåí íóëþ, òàê êàê îòðèöàòåëüíûé çàðÿä èìåþùèõñÿ â îáúåìå ýëåêòðîíîâ
ðàâåí ïîëîæèòåëüíîìó çàðÿäó íåïîäâèæíûõ èîíîâ. Ïîýòîìó âíóòðè ïðîâîäà ñ
òîêîì èìååì � � 0 è div D � 0. Íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà ñ òîêîì íàðÿäó ñ êàñà-
òåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îáóñëîâëåííîé
ïðîòåêàþùèì òîêîì, èìååòñÿ òàêæå è íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ En, ïðåòåðïå-
âàþùàÿ ðàçðûâ âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà
Jn � ,En � 0. Ïîýòîìó íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà ñ òîêîì âîçíèêàåò ýëåêòðè÷åñêèé
çàðÿä ïëîòíîñòüþ  � �0 En è, ñëåäîâàòåëüíî, îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà íåé
îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà èñïîëüçóþò ïîíÿòèå
åãî ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè è ïîâåðõíîñòíîé äèâåðãåíöèè âåêòîðà ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ñìåùåíèÿ, îáîçíà÷àåìîé êàê Div D è îïðåäåëÿåìîé êàê ðàçíîñòü íîðìàëü-
íûõ ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, âçÿòûõ ïî
îáå åå ñòîðîíû: Div D � Dne – Dni. Ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè Div D è  èìååò âèä
Div D �  .

4. Â ïðîâîäÿùåì òåëå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåò, ïîýòîìó è
ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà âî âñåì îáúåìå òåëà ðàâíà íóëþ. Îäíàêî íà åãî
ïîâåðõíîñòè ðàñïðåäåëåí èíäóöèðîâàííûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, ïîâåðõíîñòíàÿ
ïëîòíîñòü êîòîðîãî Div D � Dne – Dni � Dne �  .

Â äèýëåêòðèêå ñâîáîäíûå çàðÿäû îòñóòñòâóþò è â ëþáîé òî÷êå åãî îáúåìà âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå div D � 0, òîãäà êàê íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà ñ òîêîì
èìååì óñëîâèå Div D �  (ñì. îòâåò íà âîïðîñ 3).

9. Íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïðîâîäèìî-
ñòÿìè ,1 è ,2 â ñèëó óðàâíåíèé div J � 0, J � ,E ïîëó÷àåì
div ,E � , div E + E grad , � D , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî div E � �(grad , ,E) � D. Òàê êàê

âåëè÷èíû grad , è div E îáðàùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâî-
âàíèå íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â áåñêîíå÷íî ìàëîì îáúåìå.
Â òî æå âðåìÿ ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íà ãðàíèöå äâóõ
ñðåä êîíå÷íà. Ïëîòíîñòü çàðÿäà ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå
 � Dn2 – Dn1 � �0 Jn.

11. Íà ïîâåðõíîñòè ýëåêòðîäà ìîæíî ïðèíÿòü óñëîâèå U � const, ò. å. ñ÷èòàòü åå
ýêâèïîòåíöèàëüíîé.

14. Ïîâåðõíîñòü çàçåìëÿþùåãî ýëåêòðîäà ìîæíî ñ÷èòàòü ýêâèïîòåíöèàëüíîé,
åñëè óäåëüíàÿ ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîâîäèìîñòü âåùåñòâà çàçåìëèòåëÿ çíà÷èòåëüíî
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ïðåâûøàåò óäåëüíóþ ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü çåìëè. Åñëè çàçåìëèòåëü
âûïîëíåí èç ìåäè, òî ïðè ,çåìëè � 10�2 Cì/ì îòíîøåíèå ýòèõ âåëè÷èí ñîñòàâëÿåò
5,7�107/10–2 � 5,7�109 00 1.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë â îäíîðîäíîé ñðåäå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàï-
ëàñà div grad U � 0, à â íåîäíîðîäíîé ñðåäå — óðàâíåíèþ div � grad U � 0.

Ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîòåíöèàë ýëåê-
òðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåäå.

2. Ïàðàìåòðû ëèíèè, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñ ðàñïðåäåëåí-
íûìè âäîëü íåå ïàðàìåòðàìè r è g, ñóòü âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ëèíèè z � r g

è êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ , � r g. Èç óðàâíåíèé (ñì. ò. 2, § 16.3)

Uâûõ � Uâõ ch ,l – Iâõz sh ,l, Iâûõ � Iâõ ch ,l – U zâõ sh ,l äëèííîé ëèíèè íàõîäèì ñ

ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ Uâûõ � Iâûõ rí âûðàæåíèå Uâûõ(l ) �
U r

r l z l
âõ í

ích sh, ,�
.

Åñëè ëèíèÿ ðàçîìêíóòà, òî, ïðèíèìàÿ rí � ., ïîëó÷àåì Uâûõ(l) �
U

rg l

âõ

ch ( )
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîâîäèìîñòè g íà åäèíèöó äëèíû ëèíèè âîñïîëüçóåìñÿ àíà-
ëîãèåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â íåèäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ñ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì
ïîëåì, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷åòà åìêîñòè, ïðèâåäåííóþ â § 25.1,

ï. 3, g �
,
�
C

l
�

�,

lnDR �1
.

3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïëàñòèíå îäíîðîäíîå, åå ñîïðîòèâëåíèå

r �
l

s,
�

1

,d
. Òàê êàê îíî íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ñòîðîí êâàäðàòíîé ïëàñòèíû, òî è

òîê i �
U U

r
1 2�

òàêæå íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ñòîðîí ïëàñòèíû. Òàêèì îáðàçîì,

ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ïëàñòèíà îäíîé è òîé æå òîëùèíû è óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé
ïðîâîäèìîñòè åå ìàòåðèàëà èìååò îäíî è òî æå ñîïðîòèâëåíèå ïîñòîÿííîìó
òîêó.

4. Âî âñåõ òî÷êàõ ïëàñòèíû, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè
ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè óäåëüíûìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïðîâîäèìîñòÿìè, ïîòåí-
öèàë îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàïëàñà.

Â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè âûðåçà A èìååì Jn � – ,
�
�
U

n
� 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

�
�
U

n
� 0.

Ñ îáåèõ ñòîðîí òðåùèíû ÀÂ òàêæå èìååì óñëîâèå
�
�
U

n
� 0, òàê êàê ñêâîçü òðåùè-

íó òîê ïðîòåêàòü íå ìîæåò. Â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè âûðåçà B ïîòåíöèàë óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèÿì ,
�
�
U

ni

� ,ï
�
�
U

ne

, Ui � Ue, ãäå èíäåêñû i, e íîðìàëè n îçíà÷àþò, ÷òî
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ïðîèçâîäíóþ
�
�
U

n
ïîòåíöèàëà ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ñî ñòîðîíû ìàòåðèàëà ñ óäåëü-

íîé ïðîâîäèìîñòüþ , è ,ï ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ñòîðîíàõ 3, 4 ïëàñòèíû âûïîëíåíî óñëîâèå
�
�
U

n
� 0, òàê êàê ïðîâîäèìîñòü îê-

ðóæàþùåãî ïëàñòèíó äèýëåêòðèêà , � 0. Ïðîâîäèìîñòü âåùåñòâà, ïðèëåãàþùåãî
ê ñòîðîíàì 1, 2 ïëàñòèíû ,ý 00 ,ï, â ñâÿçè ñ ÷åì ïîòåíöèàë U ýëåêòðîäîâ íå èçìå-

íÿåòñÿ è åãî ìîæíî ïðèíÿòü ïîñòîÿííûì.

Òàê êàê íà ãðàíèöå «õîðîøî ïðîâîäÿùåå âåùåñòâî — ïëàñòèíà» ïîòåíöèàë ñêà÷-
êîì íå èçìåíÿåòñÿ, òî ïîòåíöèàë â òî÷êàõ ñòîðîí 1, 2 ïëàñòèíû, ïðèìûêàþùèõ
ê ýëåêòðîäàì, ïîñòîÿíåí: U � U1 íà ñòîðîíå 1 è U � U2 � U1 íà ñòîðîíå 2.

5. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé àíàëîãèè äèýëåêòðèêàì ñ ïðî-
íèöàåìîñòÿìè �1, �2, � ñëåäóåò ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïðîâîäíèêè ñ óäåëüíû-

ìè ïðîâîäèìîñòÿìè ,1, ,2 �
�

�
2

1

,1, , �
�
�1

,1. Ïëàñòèíàì 1, 2, êàê è âêðàïëåíèþ ñ

óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ ,D* ñîîòâåòñòâóåò âåùåñòâî, óäåëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü êî-
òîðîãî ,â 00 ,1, ,2, ,.

Óñòðîéñòâî, àíàëîãè÷íîå èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. Ð26.1, ïîêàçàíî íà ðèñ. Ð26.2.

6. Ïðîâîäèìîñòü óòå÷êè ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû G �
,
�

C. Çäåñü Ñ —

åìêîñòü ìåæäó íåñîîñíûìè îõâàòûâàþùèìè äðóã äðóãà öèëèíäðàìè, îïðåäåëÿ-
åìàÿ ïî ïðèâåäåííîìó â § 25.1, ï. 4 âûðàæåíèþ. Ïðè D� 0 èìååì h1 �., h2 �.,

è ïðîâîäèìîñòü G � 2�,l ln
R

R
2

1

ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå. Ïðè D� R2 – R1

ïîëó÷àåì G � .. Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ G F 9,9�10–9 Ñì.

7. Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñëîÿõ êàáåëÿ E1 �
i

r l2 1� ,
, E2 �

i

r l2 2� ,
.

Íàïðÿæåíèå ìåæäó æèëîé è îáîëî÷êîé

U � E dr
R

R

1

3

� � �
�

�
��

�

�
��

i

l

R

R

R

R2

1 1

1

2

1 2

3

2� , ,
ln ln .

Òîê óòå÷êè íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ 2�10–3 ïðè íàïðÿæåíèè U B 80,2 Â.
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8. Àìïëèòóäû òîêà ïðîâîäèìîñòè è ñìåùåíèÿ ðàâíû Iïð max � GUmax � C
,
�

Umax

è Iñì max � !CUmax.

Ïðè ÷àñòîòå ! � ,/� òîê ñìåùåíèÿ ðàâåí òîêó ïðîâîäèìîñòè. Òàêèì îáðàçîì
ïîëó÷àåì ! F 570 1/ñ.

27.1. Ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

3. Ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ñòàíîâèòñÿ íåîäíîçíà÷íûì, åñëè ïóòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îõâàòûâàåò ýëåêòðè÷åñêèé òîê.
Îí áóäåò îäíîçíà÷íûì, åñëè èñêëþ÷èòü òàêèå ïóòè, ò. å. åñëè ââåñòè «íåïðîíè-
öàåìûå», èëè çàïðåòíûå äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåãîðîäêè, êîòîðûå êîíòóð èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïåðåñåêàòü íå ìîæåò.

5. Êàê è ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë âñþ-
äó íåïðåðûâåí, òàê êàê íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîíå÷íà âî âñåõ òî÷êàõ
ïðîñòðàíñòâà. Â òî æå âðåìÿ ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñêà÷êîì, ò. å. ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ, íàïðèìåð ïðè ïåðåõî-
äå ÷åðåç ñëîé òîêà.

6. Óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàñ÷åò âèõðåâîé ñîñòàâëÿþùåé Hâ ïîëÿ,
óäîâëåòâîðÿþùåé åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ rot Hâ � J, çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì
ðàñ÷åò èñêîìîãî ïîëÿ H, òàê êàê ïðè ýòîì ìîæíî íå ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îñíîâíûå âû÷èñëåíèÿ ïðè íàõîæäåíèè èñêîìîãî ïîëÿ íàïðÿæåííî-
ñòüþ Í ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ div � grad Uì � div �Hâ, òîãäà
êàê â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íå ñêàëÿðíîå, à âåêòîðíîå óðàâíåíèå,
÷òî çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

7. Ìàãíèòíûé çàðÿä m ìîæåì ââåñòè ïî àíàëîãèè ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì q,
îïðåäåëÿþùèì ïîòîê âåêòîðà çëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ: m � �H sâ d

s
� . Ìàãíèò-

íûé çàðÿä èìååò, êàê âèäíî, ðàçìåðíîñòü Âá, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü åãî
îáúåìíîé, ïîâåðõíîñòíîé è ëèíåéíîé ïëîòíîñòåé Âá/ì3, Âá/ì2, Âá/ì.

11. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé áåçãðàíè÷íîé ñðåäû èìååì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå óñëî-
âèå div Hâ � 0, îçíà÷àþùåå, ÷òî ìàãíèòíûå çàðÿäû îòñóòñòâóþò è, ñëåäîâàòåëüíî,
Hâ � H. Îäíàêî â íåîäíîðîäíîé ñðåäå âåëè÷èíà �ì � – div �Hâ îòëè÷íà îò íóëÿ,
òàê êàê �ì � –� div Hâ – grad � Hâ � 0 â òî÷êàõ, ãäå grad � � 0.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Îïèñûâàåìîå ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëîì ïîëå âñåãäà áåçâèõðåâîå, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå òîæäåñòâó rot grad Uì R 0. Åñëè rot grad Uì � 0, òî ïîëå íå ÿâëÿåòñÿ ïî-
òåíöèàëüíûì è íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé Uì(x, y, z). Íàïðèìåð äëÿ âàðè-
àíòà à èìååì: grad Uì � f � 2aUxi + 2bUyj, rot f � 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêàëÿðíûé
ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ôóíêöèåé Uì � ax2 + by2.
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2. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå div B �
1

r r

�
�

(rBr) +
�

�

B

z
z � 0, íàõîäèì:

1

r r

�
�

(rBr) � –
B a0

2
sin az,

îòêóäà ïîëó÷àåì Br � –
B a0

4
r sin az. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå íå åäèíñò-

âåííîå.

3. Äîïóñòèì, ÷òî ñóììà ýêâèâàëåíòíûõ òîêó ôèêòèâíûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ,
ðàñïîëîæåííûõ â êîíå÷íîì îáúåìå V, íå ðàâíà íóëþ. Òîãäà èíòåãðàë � grad ìU d

s

s�
ïî ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé îáúåì V, îòëè÷åí îò íóëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðèíöèïó íåïðåðûâíîñòè ìàãíèòíîãî ïîòîêà B s H sd d

s s
� �� �� â 0.

4. Ñîîòíîøåíèå rot Hâ � J çàïèøåì â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
�

�

H

x

yâ
–

�
�

�

H

y
xâ � Jz, îòêóäà ñ ó÷åòîì äîïóùåíèÿ Hâx � 0 íàõîäèì Hây � J z dx� + f(y, z).

5. Ïîëüçóÿñü ðåøåíèåì óïð. 4, çàïèøåì Hây â âèäå

H x y dx

x

i

ah
x x a y h

i

h
ay z

x

â

ïðè

ïðè

ïðè( , )

,

, ,

� �

H

B B B B

� J

0

0 0

0 0

B B � B B

� � B B B B

0

X

Y

8
8

x D a y h

i

ah
D x D a x D y h

x D

, ,

( ) , ,

.

0

0

0

ïðè

ïðè

8
88

Z

8
8
8
8
8

Òàê êàê
�

�

H

y

yâ � 0 âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ëèíèé y � 0,

0 < x < D è y � h, 0 < x < D, ãäå ôóíêöèÿ Hây èçìåíÿåòñÿ
ñêà÷êîì, òî div �0 Hâ � –�ì R 0. Íà óêàçàííûõ ëèíèÿõ
èìååì �ì � = ., îäíàêî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìàã-
íèòíûõ çàðÿäîâ  ì � = �0Hây � . (ðèñ. Ð27.1).

27.2. Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ Ax, Ay, Az âåêòîðíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîòåíöèàëà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè Jx � 0, Jy � 0 ïîëó÷àåì Ax � 0, Ay � 0, òàê ÷òî
ïðè J � kJz îí èìååò åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ A � kAz. Ìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿ-
åòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûì è îáå ñîñòàâëÿþùèå ìàãíèòíîé èíäóêöèè Bx, By ìîæ-

íî íàéòè, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì B � rot A: Bx �
�

�

A

y
z , By �

�

�

A

x
z .
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Ïðè íàëè÷èè âáëèçè ïðîâîäà òåëà êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìî-
ñòüþ � � �0 ìàãíèòíîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì, òàê êàê âîçíèêàåò ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ Âz ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Åñëè áû â ýòèõ óñëîâèÿõ âåêòîðíûé ìàãíèò-
íûé ïîòåíöèàë ñîõðàíèë åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ Az, òî ïîëó÷èëè áû

âíîâü ñîîòíîøåíèå Bz �
�

�

�

�

A

x

A

y

y x� � 0, ÷òî íåâåðíî. Ïîýòîìó ÷èñëî ñîñòàâëÿþ-

ùèõ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà íå ìîæåò áûòü ìåíåå äâóõ.

3. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë èìååò åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ A� � 0,
åñëè ïîëå ïëîñêîìåðèäèàííîå. Ïðè ýòîì Br � 0, B� � 0, Bz � 0. Ìàãíèòíîå ïîëå îñ-
òàåòñÿ òàêæå ïëîñêîìåðèäèàííûì, êîãäà òåëî ñ ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ �,
âíîñèìîå â ïîëå, ÿâëÿåòñÿ òåëîì âðàùåíèÿ âîêðóã îñè z. Åñëè ìàãíèòíîå ïîëå
ñòàíîâèòñÿ òðåõìåðíûì, òåðÿÿ ñâîéñòâî ïëîñêîìåðèäèàííîñòè, ÷òî ïðîèñõîäèò,
íàïðèìåð, êîãäà òåëî ñ ïðîíèöàåìîñòüþ � íå ÿâëÿåòñÿ òåëîì âðàùåíèÿ, òî âîç-
íèêàåò ñîñòàâëÿþùàÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè B� è ïîëå íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ
åäèíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé A� ïîòåíöèàëà.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîòåíöèàë èìååò âñå òðè íåíóëåâûå ñîñòàâëÿþùèå Ar, A�, Az,
õîòÿ ïëîòíîñòü òîêà ìîæåò èìåòü ïðè ýòîì åäèíñòâåííóþ îòëè÷íóþ îò íóëÿ ñî-
ñòàâëÿþùóþ J�.

7. Çàïèñûâàÿ âûðàæåíèå B � rot A â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ðàññ÷è-
òûâàÿ ñîñòàâëÿþùèå Bx, By, Bz ìàãíèòíîé èíäóêöèè, íàõîäèì Bx � 0, By � 0,
Bz � const < 0 ïðè y > 0 è Bz � const > 0 ïðè y < 0, ò. å. ìàãíèòíîå ïîëå îäíîðîäíî
ïðè y > 0 è ïðè y < 0. Òàêîå ïîëå ìîæåò ñîçäàâàòüñÿ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì, ðàñ-
ïðåäåëåííûì íà ïëîñêîñòè y � 0 ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ j � –ijx � const.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

3. Ïîòåíöèàë ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîïîðöèîíàëåí
ôóíêöèè ln r, ãäå r — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ïîëÿ äî òî÷-
êè îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà. Ó÷èòûâàÿ àíàëîãèþ óðàâíåíèé Ïóàññîíà

1 1
2

2

2r r
r

U

r r

U�
�

�
�

�

��

�
�

�

�
�

�

�
� � � � ,

1 1
2

2

2r r
r

A

r r

A�
�

�
�

�

��
�

�

�
�

�

�
� � � � J

(óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò), îïèñûâàþùèõ ïîòåíöèà-
ëû U è A, ìîæíî îïðåäåëèòü, ÷òî A R ln r.

4. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò âíóòðè è âíå ïðîâîäà óðàâ-

íåíèÿì
1

r

d

dr
r

dA

dr

�

�
�

�

�
�� – �0

i

R� 2
, 0 B r B R;

1

r

d

dr
r

dA

dr

�

�
�

�

�
�� 0, r N R, èìåþùèì ðåøåíèÿ:

A(r) � �
�

�
0

24

i

R
r2 + C1 ln r + C2, B(r) � �

dA

dr
�

�

�
0

22

i

R
r –

C

r
1 , ïðè 0 B r B R è

A(r) � C3 ln r + C4, B(r) � �
C

r
3 ïðè r N R.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ âõîäÿùèõ â ðåøåíèÿ ïîñòîÿííûõ Ñ1, Ñ2, Ñ3, Ñ4 èñïîëüçóåì ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ. Òàê êàê ïðè r � 0 èìååì B � 0, òî C1 � 0. Ïðè r � R ìàãíèò-

íàÿ èíäóêöèÿ íå ìîæåò èìåòü ðàçðûâà, ÷òî ïðèâîäèò ê óñëîâèþ
�

�
0

2

i

R
� �

C

R
3 , îò-

êóäà ïîëó÷àåì C3 � –
�

�
0

2

i
. Ïîòåíöèàë À ïðè r � R òàêæå íåïðåðûâåí: �

�

�
0

4

i
+ C2 �

� �
�

�
0

2

i
ln R + C4. Îäíà èç ïîñòîÿííûõ (Ñ2 èëè Ñ4) ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíîå êî-

íå÷íîå çíà÷åíèå, òàê êàê èçìåíåíèå âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà íà ïî-
ñòîÿííóþ íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ. Ïðèíèìàÿ Ñ4 � 0, ïî-

ëó÷àåì C2 � –
�

�
0

2

i
(ln R – 0,5) è îêîí÷àòåëüíî ìîæåì íàïèñàòü A(r) � –

�

�
0

24

i

R
r2 –

–
�

�
0

2

i
(ln R – 0,5), B(r) �

�

�
0

22

ir

R
ïðè 0 B r B R; A(r) � –

�

�
0

2

i
ln r, B �

�

�
0

2

i

r
ïðè r N R.

5. Ïîìåñòèì íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â

òî÷êå íà ðàññòîÿíèè 0,5d îò îñåé ïðîâîäîâ (ðèñ. Ð27.2).

Ïîòåíöèàë âíå ïðîâîäîâ â òî÷êàõ îñè x ðàâåí

A
i

x d
i

x d Ñe � � � � � �
�

�

�

�
0 0

2
0 5

2
0 5ln , ln , .

Ïîñòîÿííóþ C ïðèíèìàåì ðàâíîé íóëþ, òàê êàê ïðè x � 0 èìååì A � 0.

6. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
d A

dy

2

2
� – �0 J(y),

ãäå J( )
, , ,

, , .

y

i

dh
y h

i

dh
h y h

�
H H

� H H

X

Y
8

Z
8

2
0 0 5

2
0 5

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì Bx(y) �
dA

dy
� –

2 0� i

dh
y + C1 ïðè 0 B y B 0,5h è

Bx(y) �
2 0� i

dh
(y – 0,5h) + C2 ïðè 0,5h B y B h.

Ïîñòîÿííûå Ñ1, Ñ2 èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ Âõ � 0 ïðè ó � 0 è óñ-

ëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âåëè÷èíû Âõ ïðè ó � 0,5h: Ñ1 � 0, C2 � –
� 0 i

d
.

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè Bx(y) �
dA

dy
ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì A(y) � –

� 0 i

dh
y2 + C

ïðè 0 B y B 0,5h è A(y) �
� 0 i

dh
(y – 0,5h)2 –

� 0 i

d
y + C3 ïðè 0,5h B y B h.
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Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè âåêòîðíîãî ìàãíèòíî-
ãî ïîòåíöèàëà ïðè ó � 0,5h ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü:

C3 � C +
� 0

4

ih

d
.

Êðèâûå çàâèñèìîñòåé Âõ(ó), À(ó) (ïðèíÿòî Ñ � 0)
ïîêàçàíû íà ðèñ. Ð27.3.

7. Ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè òîêîâ +i è –i

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x � 0 ìàãíèòíîå ïîëå
òàêæå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ýòîé ïëîñêî-
ñòè, òàê ÷òî îñü ó ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ëèíèé
ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Òàê êàê íà ïëîñêîñòè

õ � 0 èìååì Bx �
�
�
A

y
� 0, òî âåêòîðíûé ìàãíèò-

íûé ïîòåíöèàë íà íåé ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå,
ðàâíîå íóëþ çíà÷åíèå.

Ïðè îäíîíàïðàâëåííûõ òîêàõ ïðîâîäîâ ïîëó-

÷àåì By � 0 ïðè x � 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
�
�
A

x
� 0,

ò. å. âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò íà îñè ó ýêñòðåìàëüíîå çíà÷å-

íèå. Òàê êàê íà ïëîñêîñòè õ � 0 èìååì Bx �
�
�
A

y
� 0, òî À � À(ó) � const.

8. Âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà â òî÷êàõ

æèëû è îáîëî÷êè ïðè 0 B r B R1, R2 B r B R3 è óðàâíåíèþ Ëàïëàñà
1

r

d

dr
r

dA

dr

�

�
�

�

�
� � 0

â òî÷êàõ âíå òîêîâ ïðè R1 B r B R2, r N R3. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé â êàæ-
äîé èç îáëàñòåé ñëåäóåò îïðåäåëèòü ïî 2 ïîñòîÿííûõ, òàê ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ 8
ïîñòîÿííûõ (âñåãî èìååì 4 îáëàñòè) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü 8 óñëîâèé. Èí-
òåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê âûðàæåíèÿì:

îáëàñòü 1: 0 B r B R1, A1 � – 0,25 �0 J1r
2 + C1 ln r + C2,

îáëàñòü 2: R1 B r B R2, A2 � C3 ln r + C4,

îáëàñòü 3: R2 B r B R3, A3 � – 0,25 �0 J3r
2 + C5 ln r + C6,

îáëàñòü 4: r N R3, A4 � C7 ln r + C8 .

Â ñèëó ðàâåíñòâà òîêîâ æèëû è îáîëî÷êè è ïðîòèâîïîëîæíîãî èõ íàïðàâëåíèÿ
èìååì Â � 0 ïðè r N R3 è, ñëåäîâàòåëüíî, C7 � 0. Ïîñòîÿííóþ C1 íàõîäèì èç óñëî-

âèÿ B� � �
�
�
A

r
� . ïðè r � 0:

�

�

A

r
1 � – 0,5� J1r + C1r

–1, C1 � 0. Ïîñòîÿííûå C2, C3, C4,

C5, C6, C8 ïîëó÷àåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà (òðè óñëî-
âèÿ) è åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé (òðè óñëîâèÿ) â òî÷êàõ íà ãðàíèöàõ îáëàñ-
òåé 1 è 2, 2 è 3, 3 è 4:

A A A A A A
r R r R r R r R r R r R1 2 2 3 3 4

1 1 2 2 3 3� � � � � �
� � �, , ,
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

A

r

A

r

A

r

A

r

A

rr R r R r R r R r R

1 2 2 3 3

1 1 2 2 3� � � � �

� � �, ,
�

�

A

r r R

4

3�

.

Òàê êàê â êàæäîå èç âûðàæåíèé A1(r), A2(r), A3(r), A4(r) âõîäÿò íå âñå ïîñòîÿí-
íûå, ïîëó÷àåìàÿ ïðè íàõîæäåíèè ïîñòîÿííûõ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé èìååò ðåäêî çàïîëíåííóþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî îáëåã÷àåò ðåøåíèå.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çàäàííûõ â óñëîâèè çàäà÷è ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé è ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ìîæåì íàéòè çíà÷åíèÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà âî âñåõ

îáëàñòÿõ è ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ B � �
�
�
A

r
.

10. Äëÿ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîòîêà âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì 	 � A ld
l

� �

� � A dl
l

cos� . Â òî÷êàõ èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. Â27.3 êîíòóðîâ âåêòîð A ïàðàëëå-

ëåí âåêòîðó ïëîòíîñòè òîêà J, òîãäà êàê âåêòîð dl îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé êîí-
òóðà è íàïðàâëåíèåì åãî îáõîäà. Â îáîèõ âàðèàíòàõ à, á çàäà÷è ñîñòîÿùèé èç
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ êîíòóð ñëåäóåò ðàçáèòü íà ó÷àñòêè, çàïèñûâàÿ èí-
òåãðàë A ld

l

� êàê ñóììó èíòåãðàëîâ ïî ó÷àñòêàì. Äëÿ âàðèàíòà à èìååì:	 �

� � A dl12 1 1

1

2

cos� + A dl23 2 2

2

3

cos�� + A dl34 3 3

3

4

cos�� + A dl41 4 4

4

1

cos�� � l (A12 – A34).

Îòìåòèì, ÷òî �1 � 0, �4 � �, �2 � –�3 � – 0,5�. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî A12 �

�
�

�
0

2

i
ln

1

a
+ C, A31 �

�

�
0

2

i
ln

1

b
+ C, ïîëó÷àåì 	 �

�

�
0

2

li
ln

b

a
F 1,1�10–7 Âá.

Â óñëîâèÿõ âàðèàíòà á ìîæåì çàïèñàòü:

	 � A12 l �
�

� �
� A r

l

l b aa

b

23
2 2

( )
( )

b a

l b a
dr

�

� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�

2 2

1

( )
,

òàê êàê�1 �0, cos �1 �1, cos
( )

� 2
2 2

�
�

� �

l

l b a
,�

�
3

2
� , cos�3 �0, dl

l b a

b a
2

2 2

�
� �

�

( )
dr.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A12 �
�

�
0

2

i
ln

1

a
+ C, A23(r) � –

�

�
0

2

i
ln r + C, íàõîäèì

	 �
�

�
0

2

li

b a
b

b

a
b a

( )
( ln )

�
� � F 0,62�10–7 Âá.

11. Òàê êàê êîíòóðû ðàñïîëîæåíû âî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ, òî
â òî÷êàõ êîíòóðà íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ dl è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìî-
ãî òîêîì äðóãîãî ïðîâîäà, îðòîãîíàëüíû. Ïîýòîìó 4ì � 0.

12. Òàê êàê M �
T 21

1i
�

1

1i
d

l

A l� , ïîëó÷àåì: M �
l

i1
(A2 – A2') �

� �

� �

�

�
0 2

2
1
2

2 1
2 22

l h d h d

d h d h
ln

( )

( )
.
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14. Ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè â âîçäóõå ïîäõîäÿò ïîä ïðÿìûì óãëîì ê ïîâåðõíî-
ñòè òåëà ñ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòüþ. Ïîýòîìó ñêàëÿðíûé
ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë èìååò íà ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ÷òî ñëåäóåò

èç óñëîâèÿ
�

�

U

t
ì � 0. Èç óñëîâèÿ Ât � 0 íà ïîâåðõíîñòè òåëà âûòåêàåò, ÷òî

�
�
A

n
� 0.

Íà ïîâåðõíîñòè òåëà, âåùåñòâî êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèÿìè � � 0, , � .,
èìååì Bn � 0, Bt � 0, ÷òî ïîçâîëÿåò, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ H � –grad Uì , B � rot A,

çàïèñàòü âûðàæåíèÿ
�

�

U

n
ì � 0, A � const.

Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ è èõ íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ïîâåðõíî-
ñòè òåë ñ èäåàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñâåäåíû â òàáëèöó:

Ñâîéñòâà âåùåñòâà Uì A
�
�
U

n
ì �

�
A

n

� � .*V, � 0

� � 0, , � .

const

f(x,y)

f(x,y)

const

f(x,y)

0

0

f(x,y)

27.3. Êîìïëåêñíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë

ÂÎÏÐÎÑÛ

19. Äåéñòâèòåëüíî, íà äâèæóùèåñÿ â ïðîâîäíèêå ýëåêòðîíû äåéñòâóåò ñèëà ñî
ñòîðîíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîñåäíèõ òîêîâ, òàê ÷òî òîê äîëæåí ïîä äåéñòâèåì
ýòîé ñèëû â îáùåì ñëó÷àå ïåðåðàñïðåäåëÿòüñÿ. Èçìåíåíèþ ïëîòíîñòè òîêà ïðå-
ïÿòñòâóþò ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ýëåêòðîíàìè, â ñâÿçè ñ ÷åì â ïðîâîäíè-
êàõ ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

21. Òàê êàê ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïàðàëëåëüíû îñè y, òî ìî-
æåì íàïèñàòü H � jHy, ïðè÷åì ïðè ñãóùåíèè ëèíèé â íàïðàâëåíèè îñè x ïîëó÷à-
åì H � jHy(x). Âû÷èñëÿÿ ïðîåêöèè âåêòîðà rot H íà îñè x, y, z, íàõîäèì rotx H � 0,

roty H � 0, rotz H �
�

�

H

x

y � 0, íà îñíîâàíèè ÷åãî äåëàåì çàêëþ÷åíèå, ÷òî ñãóùåíèå

ëèíèé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íàïðàâëåíèè îñè õ âîçìîæíî ëèøü â
îáëàñòè ñ òîêîì, ïëîòíîñòü êîòîðîãî J � Jz � 0.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Èç âûðàæåíèÿ 	 � A ld
l

� ñëåäóåò, ÷òî â ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå

ìàãíèòíûé ïîòîê ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå 	 � (À2 – À1)l, ãäå À2, À1 — âåê-
òîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë íà ñòîðîíàõ êîíòóðà. Òàê êàê À � �Vì + C, òî ïîëó-
÷àåì 	 � �Dl(Vì2 – Vì1) � 4��10–6 Âá.

2. Ñîâìåñòèì ïëîñêîñòü õ � 0 ñ ïîâåðõíîñòüþ ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ìàã-
íèòíûìè ïðîíèöàåìîñòÿìè: � � �1 ïðè õ < 0 è � � �2 ïðè õ > 0. Ãðàíè÷íûå óñëî-
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âèÿ íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî
ïîëÿ Ht1 �Ht2 çàïèøåì â âèäå jHy1 + kHz1 � jHy2 + kHz2 è, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ

H
A

z

A

x
y

x z
1

1

1 11
� ��

�
�

�

�
�

�

�

�

�

�
, H

A

x

A

y
z

y x
1

1

1 11
� �

�

�
��

�

�
���

�

�

�

�
,

ïîëó÷èì

1 1

1

1 1

2

2 2

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

A

z

A

x

A

z

A

x
x z x z��

�
�

�

�
� � ��

�
�

�

�
� ,

1 1

1

1 1

2

2 2

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

A

x

A

y

A

x

A

y

y x y x�
�

�
��

�

�
�� � �

�

�
��

�

�
�� .

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå Bn1 � Bn2 çàïèñûâàåì â âèäå Bx1 � Bx2, èëè

�

�

�

�

�

�

�

�

A

y

A

z

A

y

A

z
z y z y1 1 2 2� � � .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Ht1 �Ht2, Bn1 � Bn2 ÷åðåç ñêàëÿðíûé
ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë, ó÷òåì ñîîòíîøåíèå H � –grad Uì è ïîëó÷èì:

�

�

�

�

U

y

U

y
ì1 ì2� ,

�

�

�

�

U

z

U

z
ì1 ì2� , �

�

�
�

�

�1 2

U

x

U

x
ì1 ì2� .

Èç ïåðâûõ äâóõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîòåíöèàëà ïî êàñàòåëüíûì íàïðàâëåíèÿì ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä, ñëå-
äóåò, ÷òî Uì1 � Uì2, ò. å. ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë íåïðåðûâåí íà ïîâåðõ-
íîñòè ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçëè÷íûìè ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè.

Ñêàëÿðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë, êàê è åãî êàñàòåëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
ñðåä ïðîèçâîäíàÿ, íåïðåðûâåí íå òîëüêî â ñëó÷àå ïëîñêèõ, íî è íåïëîñêèõ ïî-
âåðõíîñòåé.

3. Ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ñå÷åíèå òðóáêè, ëåæàùåé âíå ïðîâîäà è îãðàíè÷åí-

íîé ëèíèÿìè ðàäèóñîâ rk+1, rk, ðàâåí 
	k � (Ak+1 – Ak) l � �
�
�
il

2
ln

r

r
k

k

�1 . Âåëè÷èíà 
	k

èìååò îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïðè ëþáîì k, åñëè
r

r
k

k

�1 � const. Ìàãíèòíûé ïîòîê

ñêâîçü ñå÷åíèå ëþáîé òðóáêè âíóòðè ïðîâîäà 
	k � (Ak+1 – Ak)l � � ��

�

�

il

R
r rk k

4 2 1
2 2( )

ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, åñëè åå ðàäèóñû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
r rk k� �1

2 2 � const.

4. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàëîæåíèÿ, íàõîäèì

( � �
i

2�
ln (z – b) +

i

2�
ln (z + b) + C �V� �

i

2�
ln

z b

z b

�
�

+ C.
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Äëÿ ðàñ÷åòà ñîñòàâëÿþùèõ Íõ, Íy íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàõîäèì

âåëè÷èíó
d

dz

V

x
j

U

x
H jHy x

( �

�

�

�
� � � � �ì ì è ïîëó÷àåì â òî÷êàõ îñè õ: Íx � 0, Hy �

�
�

F
�

i b

x b x� 2 2 2

48

0 02

,

,

A

ì
è â òî÷êàõ îñè y:

Hy � �
�

F �
�

i b

y b y� 2 2 2

48

0 02

,

,

A

ì
, Íx � 0.

5. Ïðîèçâîäíàÿ êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà ðàâíà

d

dz

d

dx

V

x
j

U

x
H jHy x

( ( �

�

�

�
� � � � � �ì ì .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû Hx + jHy îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò óì-

íîæèòü íà j è íàéòè ñîïðÿæåííóþ êîìïëåêñíóþ âåëè÷èíó: j
d

dz

(*�

�
�

�

�
� � Hx + jHy.

6. Â ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå ìàãíèòíûé ïîòîê ñêâîçü ïëîùàäêó
äëèíîé l ìîæíî îïðåäåëèòü ïî çíà÷åíèþ ôóíêöèè ïîòîêà êàê 	 � �0 
Vìl �
� �(V2ì – V1ì)l, ãäå V2ì, V1ì — ôóíêöèÿ ïîòîêà íà ñòîðîíàõ 2 è 1 ïëîùàäêè. Ðàñ-

ñ÷èòàâ ôóíêöèþ ïîòîêà èç âûðàæåíèÿV r Cì � � �
1

2�
ln , íàõîäèì	 � ��

�0
2

12

i l r

r
ln .

Ïîëó÷àåì ïðè óñëîâèÿõ: à) r2 � r1 è	 � 0, á) r1 � 1, r2 � 2 è	 � �2,77�10–5l Âá, â) r1 � 2,
r2 � 2 2 è 	 � �1,39�10–5 l Âá.

7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ra, Rc ñîïðîòèâëåíèÿ íà åäèíèöó äëèíû àëþìèíèåâîé îáî-
ëî÷êè è ñòàëüíîé ñåðäöåâèíû ïðîâîäà. Òàê êàê òîê ïðîâîäà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæ-
äó îáîëî÷êîé è ñåðäöåâèíîé îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî èõ ñîïðîòèâëåíèÿì, òî

èç ñîîòíîøåíèé icRc � iaRa, ic + ia � i íàõîäèì ià �
iR

R R
c

c a�
, iñ �

iR

R R
a

c a�
.

Äëÿ ÷èñëåííûõ óñëîâèé çàäà÷è ïîëó÷àåì: Rc/Ra � 10,5, ia � 18,26 A, ic � 1,74 A.

Ìàãíèòíîå ïîëå âíå ïðîâîäà òàêîå æå, êàê è ïîëå ëèíåéíîãî òîêà, ïðîòåêàþùåãî

âäîëü îñè ïðîâîäà. Ïîýòîìó êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ðàâåí ((z) � �
i

2�
ln z + C.

Âíóòðè ïðîâîäà ôóíêöèþ Vì � �� H r dr
r

( )
0

íàõîäèì, çàïèñûâàÿ íàïðÿæåííîñòü ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ H r
i r

r
( ) � c

c2 2�
ïðè 0 B r B rc è H r

i

r

r r

r
( )

( )
� �

�c à c

2 2

2 2

�

�

�

J
ïðè rc B r B ra,

ãäå J à à c� �i r rà ( ( ))� 2 2 :

Vì � �
i r

r

c

c

2

24�
+ C ïðè 0 B r B rc,

Vì � � � �
�

�
�

�
��

�

�
�� �

i i r

r

r r
r

r

r
Cc c

c

à c
c

c4 2 2 2

2 2
2

� �
ln ln

J
ïðè rc B r B ra.
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8. Èç âûðàæåíèÿ Vì � �i
r

R

0
2

24�
+ C1 (ñì. § 27.11) ñëåäóåò, ÷òî Vì1 � C1 ïðè r0 � 0 è

Vì2 � �
i

4�
+ C1 ïðè r0 � R, ò. å. íà êîíòóðå ñå÷åíèÿ ïðîâîäà. Ìàãíèòíûé ïîòîê

âíóòðè ïðîâîäà íà åäèíèöó äëèíû ñîñòàâëÿåò 	 �
�
�
i

4
Âá.

Âíóòðåííåå ïîòîêîñöåïëåíèå ïðîâîäà íà åäèíèöó äëèíû, â òî æå âðåìÿ, ðàâíî

4O �
�
�
i

8
(ñì. ò. 1, § 3.5).

Âåëè÷èíû 	 è 4O íå ñîâïàäàþò, òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêà íå ó÷èòûâàåòñÿ
òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ëèíèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè âíóòðè ïðîâîäà îõâàòûâàþò
ðàçëè÷íûå òîêè. Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèÿ ïîòîêà è ïîòîêîñöåïëåíèÿ ðàçëè÷íû,
õîòÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îíè ñîâïàäàþò.

9. Èçîáðàçèì íà ðèñ. Ð27.4 ñå÷åíèÿ ïðîâîäîâ è îò-
ðåçîê ÀÂ. Îáîçíà÷èâ ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðîâ ñå÷å-
íèé ïðîâîäîâ äî òî÷åê À, Â ÷åðåç r1, r2, 'r1, 'r2 , ìîæåì
çàïèñàòü

	AB

l

i r

r

i r

r

i r r

r r
�

'
�

'
�

' '�

�

�

�

�

�
0 2

1

0 2

1

0 1 2

1 22 2 2
ln ln ln .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r1 � R, 'r2 � D – R, 'r1 � D – R, r2 � R, íàõîäèì

	AB

l

i D R

R
�

�
� � ��

�
0 52 27 10ln , .Âá ì

27.4. Ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé

ÂÎÏÐÎÑÛ

5. Ïðè îïðåäåëåíèè êîíôèãóðàöèè èçîáðàæåííûõ ïðîâîäîâ ñ òîêàìè, à òàêæå
íàïðàâëåíèé òîêîâ ñëåäóåò èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî â îäíîðîäíîé ñðåäå íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ, êîòîðûå ÿâëÿëèñü ïîâåðõíîñòÿìè íàìàãíè÷åííûõ òåë, äîëæíà ñîõðà-
íèòüñÿ òîé æå ôóíêöèÿ Uì(x, y, z).

Ïîýòîìó äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñëîâèÿ Uì � const íà ïîâåðõíîñòè èçîáðàæåííûé òîê
äîëæåí ïðîòåêàòü òàêæå ïî èçîãíóòîìó ïîä óãëîì 90 ãðàäóñîâ ïðîâîäó, ïðè÷åì
íàïðàâëåíèå òîêà â íåì äîëæíî áûòü òàêèì æå, êàê è äåéñòâèòåëüíîãî òîêà.
Åñëè îäíà èç ñòîðîí èçîãíóòîãî ïðîâîäà ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïîâåðõíîñòè òåëà,
òî îäíà èç ñòîðîí èçîáðàæåííîãî ïðîâîäà òàêæå äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Åñëè â îáùåì ñëó÷àå êîíòóð ñ òîêîì, ðàñïîëîæåííûé íàä ïëîñêîé ïîâåðõíîñòüþ
íàìàãíè÷åííîãî òåëà, èìååò ïðîèçâîëüíóþ ôîðìó, òî êîíòóð èçîáðàæåííîãî
òîêà äîëæåí áûòü çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì çàäàííîãî êîíòóðà.

6. Ìàãíèòíîå ïîëå êðóãîâîãî êîíòóðà ñ òîêîì, îõâàòûâàþùèì ñîîñíûé ñ íèì
ìàãíèòíûé öèëèíäð, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîìåðèäèàííûì, ïðè÷åì ëèíèè ìàãíèòíîé
èíäóêöèè ïîäõîäÿò ê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïîä ïðÿìûì óãëîì. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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ïîñëå óñòðàíåíèÿ öèëèíäðà ïîëå äîëæíî ñîõðàíèòüñÿ ïëîñêîìåðèäèàííûì, èçî-
áðàæåííûé òîê òàêæå äîëæåí èìåòü ôîðìó êîëüöà, ñîîñíîãî ñ öèëèíäðîì. Ìàã-
íèòíàÿ èíäóêöèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà òîëüêî â ñëó÷àå,
êîãäà êðóãîâîé êîíòóð èçîáðàæåííîãî òîêà èìååò ðàäèóñ, ìåíüøèé ðàäèóñà öè-
ëèíäðà. Èñêîìûå âåëè÷èíû — ðàäèóñ èçîáðàæåííîãî òîêà è åãî çíà÷åíèå — ñëå-
äóåò îïðåäåëÿòü èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ñêàëÿðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà íà
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïðèíèìàåì â òî÷êå ïîâåðõíîñòè òåëà, áëèæàéøåé ê ïðîâî-
äó, è îòñ÷èòûâàåì êîîðäèíàòó õ âïðàâî îò íà÷àëà êîîðäèíàò âäîëü ïîâåðõíîñòè.

Êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ òîêà âìåñòå ñ åãî çåðêàëüíûì èçîáðàæåíèåì ðà-

âåí ( � �
i

2�
[ln (z – jh) + ln (z + jh)] + C.

Òàê êàê íà ïîâåðõíîñòè òåëà èìååì Hx � 0, Í � Íy, òî ïîëó÷àåì Í �
d

dz

(
�

�
�

i x

x h� 2 2
. Ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ Í F 7,1 À/ì äîñòèãàþòñÿ ïðè x � +h è x � –h.

Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâîäà ñ òåëîì ðàâíà ' � �f
f

l

i

h

�

�
0

2

4
� 8,9�10–4 Í/ì.

2. Â ýòîì ñëó÷àå êîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë ðàâåí ( � �
i

2�
[ln (z – jh) – ln (z + jh)] + C,

íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà H � Hx � �
�

d

dz

i h

x h

(
� 2 2

.

Åå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå Í �
i

h�
F 14,1 À/ì äîñòèãàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè òåëà ïðè

õ � 0. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâîäà ñ òåëîì ðàâíà òîé æå âåëè÷èíå
�

�
0

2

4

i

h
, îäíàêî

â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåé çàäà÷è îíà ÿâëÿåòñÿ ñèëîé îòòàëêèâàíèÿ.

3. Íà ðàçìåùåííûé âíóòðè äâóãðàííîãî óãëà ïðîâîä ñ òîêîì
(ðèñ. Ð27.5) äåéñòâóåò ñèëà f1 � –ifx1 ñî ñòîðîíû òîêà i1, ñèëà f2 �
� –jfy2 ñî ñòîðîíû òîêà i2 è ñèëà f3 � –ifx3 – jfy3 ñî ñòîðîíû i3. Èõ
çíà÷åíèÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëàì:

fx1 �
�

�
0

2

14

i

d
l, fy2 �

�

�
0

2

24

i

d
l,

fx3 �
�

�
0 1

2

1
2

2
22 2

d i l

d d[( ) ( ) ]�
, fy3 �

�

�
0 2

2

1
2

2
22 2

d i l

d d[( ) ( ) ]�
.

Ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ïðîâîäà ê ñòîðîíàì óãëà ñîñòàâëÿåò:

ê âåðòèêàëüíîé ñòîðîíå fx � fx1 + fx3 �
�

�
0

2

1

1

1
2

2
24

1i l

d

d

d d
�

�

�

�
�

�

�
� � 4,5�10–4 l Í,

ê ãîðèçîíòàëüíîé ñòîðîíå fy � fy1 + fy3 �
�

�
0

2

2

2

1
2

2
24

1i l

d

d

d d
�

�

�

�
�

�

�
� � 4,1�10–4 l Í.
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Åñëè âåùåñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ èäåàëüíûìè äèàìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè, òî
çíàêè èçîáðàæåííûõ òîêîâ èçìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå, ÷òî ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ çíàêà äåéñòâóþùåé íà ïðîâîä ñèëû.

4. Òàê êàê çåðêàëüíî èçîáðàæåííûé â îäíîé èç ïëîñêèõ ïîâåðõíîñòåé òîê äîë-
æåí áûòü èçîáðàæåí, â ñâîþ î÷åðåäü, è â äðóãîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè, òî ïîëíîå
÷èñëî òîêîâ, ïðè êîòîðîì ïîòåíöèàëû íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ áóäóò ïîñòîÿííû-
ìè, îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì.

Íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â
òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé z � x + j 0 ðàâíà (ïðîâîä ñ òîêîì èìååò êîîðäèíàòó z � j0,5d)

H x
ix

x d x n d x n
y

n

N

( )
( , ) [( , ) ] [(

�
�

�
� �

�
��

2
2

1

0 5

1

0 5

1
2 2 2 2

1
2� �

�

�
�

�

�
�

�
2

0 5 2
1 , ) ]

.
dn

N

Ïðè N � 1 ó÷èòûâàþòñÿ äâà èçîáðàæåííûõ òîêà, ïðè N � 2 — ÷åòûðå òîêà, ïðè
N � 3 — øåñòü òîêîâ è ò. ä.

Ïðè ó÷åòå âñåõ èçîáðàæåííûõ òîêîâ èìååì Hy(x) �
i

d

e

e

i

d

x

d

d x

d x2

1

1 2

2

2

1

1

�

�
�

� �

�

�

�

�
th .

Ïðè ó÷åòå ÷åòûðåõ èçîáðàæåííûõ òîêîâ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà âåëè÷èíû Hy (ïðè
x � d) ñîñòàâëÿåò 15,4%, à ïðè ó÷åòå øåñòè òîêîâ — 7,7%.

5. Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ òîêà ïðîâîäà è íàìàãíè÷åííîãî òåëà ðàâíà ñèëå âçàèìî-
äåéñòâèÿ äâóõ òîêîâ: çàäàííîãî è çåðêàëüíî èçîáðàæåííîãî, ðàâíîãî

i i i f Bl i
i

h
l' �

�

�
�

�

�
� �

�

�

� �

� �

� �

� �

�

�

� �

� �
0

0

0

0

0
2

0

0

1

1 4

1

1
, .

Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè f l F� ( )� � 0 ïðèâåäåíà íà ðèñ. Ð27.6.

Ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè

äîïóùåíèè � � .: fmax �
�

�
0

2

4

i

h
l.

Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ñèëû ïðè äîïóùåíèè � � . ìîæ-

íî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû � �
f f

f
max � 100%. Ïî-

ãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò âåëè÷èíû � ïðè äîïóùåíèè
� � ., åñëè ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âåùåñòâà òåëà
áîëüøå âåëè÷èíû � � ( )1 200� � �0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè

� � 5% èìååì � � E>�0.

Òàêèì îáðàçîì, óæå ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì çíà÷åíèè ìàãíèòíîé ïðîíè-
öàåìîñòè ìîæíî áåç çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðèíÿòü ïðè ðàñ÷åòå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîé ñèëû äîïóùåíèå � � .. Òàêîå äîïóùåíèå óïðîùàåò ðàñ÷åò, ïîçâîëÿÿ
îöåíèòü çíà÷åíèå ñèëû áåç âûïîëíåíèÿ ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé.
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28.1. Èíäóêòèâíîñòè êîíòóðîâ, êàòóøåê è òîêîïðîâîäîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Èçìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà ïî ñå÷åíèþ ïðîâîäà êîíòóðà ïðè-
âîäèò â îáùåì ñëó÷àå ê èçìåíåíèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå òîëüêî âíóòðè ïðîâîäà,
íî è â îêðóæàþùåì êîíòóð ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó êàê âíóòðåííÿÿ, òàê è âíåø-
íÿÿ èíäóêòèâíîñòè êîíòóðà çàâèñÿò îò çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà ïî
ñå÷åíèþ ïðîâîäà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû ïðîòåêàþùåãî ïî êîíòó-
ðó òîêà è âûòåñíåíèè òîêà íà ïîâåðõíîñòü ïðîâîäà åãî âíóòðåííèé ïîòîê óìåíü-
øàåòñÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî óìåíüøàåòñÿ è âíóòðåííÿÿ èíäóêòèâíîñòü êîíòóðà.

2. Ïîíÿòèå èíäóêòèâíîñòè êîíòóðà èç áåñêîíå÷íî òîíêîãî ïðîâîäà òåðÿåò ñìûñë,
òàê êàê âñëåäñòâèå íåîãðàíè÷åííîãî âîçðàñòàíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè âáëèçè
ïðîâîäà ñöåïëåííûé ñ êîíòóðîì ìàãíèòíûé ïîòîê ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî áîëü-
øèì, õîòÿ òîê ïðîâîäà è îñòàåòñÿ êîíå÷íûì. Ïîýòîìó èíäóêòèâíîñòü òàêîãî
êîíòóðà íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà.

Â òî æå âðåìÿ âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü äâóõ êîíòóðîâ èç áåñêîíå÷íî òîíêèõ
ïðîâîäîâ êîíå÷íà, åñëè êîíòóðû íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Ïîòîêîñöåïëåíèå âçà-
èìíîé èíäóêöèè â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íî, òàê êàê ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ, ñîçäàííàÿ
êîíòóðîì 1 íà íàòÿíóòîé íà êîíòóð 2 ïîâåðõíîñòè, íå îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷-
íîñòü íè â îäíîé òî÷êå.

4. Òàê êàê ïîòîêîñöåïëåíèå âçàèìíîé èíäóêöèè çàâèñèò íå òîëüêî îò ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè, íî òàêæå è îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà, òî ïî-
òîêîñöåïëåíèå, êàê è âçàèìíóþ èíäóêòèâíîñòü, ìîæíî ðàññ÷èòàòü, òîëüêî åñëè
ôóíêöèÿ J(x, y, z) çàäàíà â îáúåìàõ ïðîâîäîâ îáîèõ êîíòóðîâ.

5. Â ïðèâåäåííîì äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè êîíòóðà âûðàæåíèè ïîä âåëè-
÷èíîé À ñëåäóåò ïîíèìàòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ òîêà êîíòóðà, òàê êàê èí-

òåãðàë
1

2
JAdV

V

� îïðåäåëÿåò â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ òîêà, ïðîòå-

êàþùåãî â êîíòóðå.

7. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èíäóêòèâíîñòü âèòêà èìååò, êîãäà óãîë ìåæäó ïîëó-
êîëüöàìè ñîñòàâëÿåò 180 ãðàäóñîâ (ïëîñêèé êîíòóð), à íàèìåíüøåå — ïðè ñî-
âìåùåíèè ïîëóêîëåö (óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ïîëóêîëåö ðàâåí 0 ãðàäóñîâ).

8. Èíäóêòèâíîñòü äâóõ ñîåäèíåííûõ èíäóêòèâíî ñâÿçàííûõ âèòêîâ ðàâíà Lýêâ �
� L1 + L2 + 2M , òàê ÷òî ïðè ÷èñëå âèòêîâ êàòóøêè, ðàâíîì N, åå ýêâèâàëåíòíàÿ

èíäóêòèâíîñòü Lýêâ � L Mk

k

N

kp

k

N

p

N

� ��
2 22�

1 11

(â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì k � p). Ïîýòîìó

èíäóêòèâíîñòü ìíîãîâèòêîâîé êàòóøêè ïðåâûøàåò íà âåëè÷èíó M kp

k

N

p

N

��
22

11

ñóì-

ìó èíäóêòèâíîñòåé åå âèòêîâ.

9. Ïðè ïðîòåêàþùèõ ïî êîíòóðàì òîêàõ i1, i2 ýëåêòðîìàãíèòíóþ ñèëó f, ñòðå-
ìÿùóþñÿ èçìåíèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå êîíòóðîâ, ìîæíî ðàññ÷èòàòü, ïîëü-
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çóÿñü âûðàæåíèåì f � i1i2
�
�
M

g
(g — îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà). Ïðîèçâîäíàÿ

�
�
M

g

îáðàùàåòñÿ â íóëü, åñëè âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü M äîñòèãàåò ñâîåãî ýêñòðå-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ, ÷òî èìååò ìåñòî, êîãäà êîíòóðû ðàñïîëîæåíû ñîîñíî â îäíîé
ïëîñêîñòè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîâîäå ðàäèóñîì ñå÷åíèÿ R ðàññ÷èòàåì ïî ôîðìó-

ëå Wì � '�W dV
V

ì � 0,5�l H r dr d
R

2

00

2

�
�

�� . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè J � const èìååì H(r) �
J r

2
,

íàõîäèì: Wì �
�

�
l i2

16
è Lâíóòð �

2
2

W

i

ì �
�
�
l

8
.

3. Òàê êàê L
l

âíóòð �
�
�4
, L

l D

R
âíåøí � �

� 0 ln , òî
L

L

D

R
âíåøí

âíóòð

� F
4

92
�

�

�

�
D Dln , .

5. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå h 00 d, D, ìîæíî îïðåäåëèòü âèä ëèíèé íàïðÿæåííî-

ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè è âíå øèíû. Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó øèíàìè ìàãíèò-
íîå ïîëå ðàññìàòðèâàåì êàê îäíîðîäíîå, è åãî ëèíèè ïàðàëëåëüíû äëèííûì ñòî-
ðîíàì øèí, òîãäà êàê â îáëàñòè âíå øèí ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò è H � 0.
Âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåæäó øèíàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ çà-
êîíîì ïîëíîãî òîêà ðàâíà H � i/h è íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà
ïî òîëùèíå øèí.

Èíäóêòèâíîñòü ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå L �
2

2

W

i

ì . Â ñëó÷àå à ïîëó÷àåì

Wâíóòð �
� 0

2 3

3

h dJ
l, à â ñëó÷àå á: Wâíóòð �

� 0 0
2 3

20

h dJ
l. Òàê êàê Wâíåøí �

� 0 2

2

Dl

h
i , òî:

à) L
h

d
D l� ��

�
�

�

�
�

� 0 2

3
, á) L

h
D l� �

� 0 0 4( , ) .

6. Èíäóêòèâíîñòü òîêîïðîâîäà èç äâóõ øèí òîëùèíîé 2d êàæäàÿ ðàññ÷èòàåì ïî
ôîðìóëå

L
W

i i
lhH x dx

d

h
l

d

0 2 2 0
2

0

5 2

02 4 1

2

7

3
� � ��ì �

�
( ) .

Ïðè ðàñ÷åòå èíäóêòèâíîñòè òîêîïðîâîäà ñ «ðàñùåïëåííûìè øèíàìè» ó÷òåì,
÷òî âíóòðè øèí íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó, à âíå èõ
ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå:

L
W

i i
lhH x dx

d

h
l

d

1 2 2 0
2

0

7 2

02 4 1

2

17

6
� � ��ì �

�
( ) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàñùåïëåíèè øèíû òîêîïðîâîäà íà äâå åãî èíäóêòèâíîñòü
âîçðàñòàåò â L1/L F 1,2 ðàçà.
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7. Èíäóêòèâíîñòü òîêîïðîâîäà íàõîäèì ïî ôîðìóëå L �
2

2

W

i

ì , ãäå

W lh
i

dh
x dx

i

h
dx

i

h

i

h

d

d

d

ì � �

�
�

�

�
� � �

�
�

�

�
� � �� �� 0

2
2

0

22

2 2 2 2
J L

d
x d dx

i d l

h
d

d

��

��
�

��
X
Y
8

Z8

6
7
8

98
�� 2

5

12

2

2

3

0
2�

.

Ïîëó÷àåì èíäóêòèâíîñòü L �
5

6
0�
d l

h
. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ñîåäèíåíèÿ øèí òîêî-

ïðîâîäà åãî èíäóêòèâíîñòü óìåíüøàåòñÿ â 2,8 ðàçà â ñðàâíåíèè ñ èíäóêòèâíî-
ñòüþ L0 (ñì. óïð. 6) «íåðàñùåïëåííîãî» òîêîïðîâîäà è â 3,4 ðàçà â ñðàâíåíèè
ñ èíäóêòèâíîñòüþ «ðàñùåïëåííîãî» òîêîïðîâîäà ñ òîêàìè îäèíàêîâîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ â ñîñåäíèõ øèíàõ.

8. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå âçàèìíîé èíäóêòèâíîñòè êîíòóðîâ íàéäåì
èç óñëîâèÿ, ÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ñâÿçè k, îïðåäåëÿåìîå âû-
ðàæåíèåì k � M L L1 2 , ðàâíî 1. Ïîýòîìó Mmax � L L1 2 .

10. Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ èíäóêòèâíîñòè ïðè ïðåíåáðåæåíèè âíóòðåííåé
èíäóêòèâíîñòüþ Lâíóòð ðàâíà

�
�

�
�

�

��

�
�

�

�
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�

�
�

�

�
�

100

4
8

2
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4

0

0
0

R

R
R

a

R
ln

100% F 89%,

ò. å. âíóòðåííåé èíäóêòèâíîñòüþ ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ. Ïðè � � �0 ïîëó÷àåì

�
�

�
�

�

��

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�

F0

0
04

8
2

4

100 7 5
R

R
R

a

R
ln

% , %,

÷òî òàêæå ïðåâûøàåò çàäàííîå çíà÷åíèå.

11. Èíäóöèðóåìàÿ â êîíòóðå ÝÄÑ ðàâíà e F 8,9�10–4 sin 314 t Â. Àêòèâíîå ñîïðî-

òèâëåíèå r �
l

s,
F 1,05�10–3 Îì, èíäóêòèâíîñòü L � �0R ln ,

8
175

R

a
��

�
�

�

�
� F 1,4�10–7 Ãí,

èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå !L F 4,4�10–5 Îì.

Ìîùíîñòü ïîòåðü P �
E r

r L

2

2 2� ( )!
F 3,8�10–4 Âò.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå (!L � 4,4�10–5 Îì) êîíòóðà çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå àêòèâíîãî (r � 1,05�10–3 Îì), äîïóùåíèå î ìàëîñòè ìàãíèòíîãî
ïîòîêà, îáóñëîâëåííîãî èíäóöèðîâàííûì òîêîì êîíòóðà, ìîæíî ñ÷èòàòü îïðàâ-
äàííûì.

12. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíäóêòèâíîñòü âèòêà è åãî ñîïðîòèâëåíèå ïîñòîÿííîìó òîêó

îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè L � �0R ln ,
8

175
R

a
��

�
�

�

�
� , r

R

a

R

a
� �

2 2
2 2

�

,� ,
, èñêîìîå ñîîò-

íîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ïîñòîÿííóþ âðåìåíè âèòêà, èìååò âèä:
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175ln , .

Åñëè ìàòåðèàëîì ïðîâîäà âèòêà ÿâëÿåòñÿ ñòàëü, òî ïîëó÷àåì
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r
�
� , �

�
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a R

a
ln � �
�

�
��
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�
�� .

Êðèâàÿ - � f(a) äëÿ âèòêà ñòàëè èçîáðàæåíà íà ðèñ. Ð28.1.

28.2. Ìåòîä ó÷àñòêîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

3. Â ìåòîäå ó÷àñòêîâ èíòåãðàëû ïî çàìêíóòûì êîíòóðàì ïðåäñòàâëåíû â âèäå
ñóììû èíòåãðàëîâ ïî ó÷àñòêàì ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Óñëîâíûì ÿâëÿåòñÿ òîëêî-
âàíèå èíòåãðàëîâ ïî ó÷àñòêàì êàê èíäóêòèâíîñòåé ýòèõ ó÷àñòêîâ ëèáî êàê âçà-
èìíûõ èíäóêòèâíîñòåé ìåæäó íèìè, òàê êàê ýëåêòðè÷åñêèé òîê âñåãäà çàìêíóò
è íå ìîæåò ïðåðûâàòüñÿ íà êîíöàõ ó÷àñòêîâ. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ìàãíèò-
íûé ïîòîê, ñöåïëåííûé ñ êîíòóðîì, íî íå ñ ó÷àñòêîì êîíòóðà.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

6. Ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð ðàçìåðîì aK2a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ðÿäîì
ðàñïîëîæåííûõ êâàäðàòíûõ êîíòóðîâ 1 è 2 ðàçìåðàìè aKa (ðèñ. Ð28.2). Èíäóê-
òèâíîñòü ïðÿìîóãîëüíîãî êîíòóðà îòëè÷àåòñÿ îò âåëè÷èíû 2Lê, òàê êàê M12 � 0.

7. Âíåøíèå èíäóêòèâíîñòè êâàäðàòíîãî è êðóãëîãî âèòêîâ ðàâíû ñîîòâåòñò-
âåííî:
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28.3. Èíäóêòèâíîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Âçàèìíàÿ èíäóêòèâíîñòü ìåæäó äâóìÿ ëèíèÿìè îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè òàêîì
èõ ðàñïîëîæåíèè, êîãäà ïîòîê âçàèìíîé èíäóêöèè ðàâåí íóëþ: åñëè ïðîâîäà îä-
íîé èç ëèíèé ðàçìåùåíû â ïëîñêîñòè y � 0 íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ïëîñêî-
ñòè x � 0 (èõ êîîðäèíàòû ñóòü z � a + j0 è z � – a + j0), òî ïðîâîäà âòîðîé ëèíèè
äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ïëîñêîñòè x � 0 (íàïðèìåð, êîîðäèíàòû ïðîâîäîâ âòî-
ðîé ëèíèè ðàâíû z � 0 + jb è z � 0 – jb).

2. Ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ïëîòíîñòü òîêà â ëþáîé òî÷êå ñå÷åíèÿ ïðîâîäà èìååò
îäíî è òî æå çíà÷åíèå, òîãäà êàê ïðè ïåðåìåííîì òîêå îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
êîîðäèíàò òî÷êè. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷èþ íå òîëüêî âíóòðåííèõ èíäóêòèâíî-
ñòåé ïðîâîäîâ, íî òàêæå è âíåøíèõ.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

4. Ïðèíèìàÿ äëèíó b ðàìêè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàùåé ïðè a � const, r0 � const,
íàõîäèì âåëè÷èíó L/b èç âûðàæåíèÿ äëÿ èíäóêòèâíîñòè ïðÿìîóãîëüíîé ðàìêè
(ñì. § 28.6):

lim ln
( )b

a

b

ab

r a a b�. � �
�

2
0

0
2 2

, lim ln
( )

ln
b

ab

r b a b

a

r�. � �
�

2

0
2 2

0

, lim ( )
b b

a b a b
�.

� � � �
2

02 2 .

Òàêèì îáðàçîì, èíäóêòèâíîñòü íà åäèíèöó äëèíû áåñêîíå÷íî äëèííîé ðàìêè

ðàâíà ' � �
�

�
��

�

�
��L

a

r

1

4
0

0�
�

�
ln , ÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíî-

ñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè ïðè a � D, r0 � R (ñì. § 28.8).

5. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä çåðêàëüíûõ îòðàæåíèé, çàïèøåì èíäóêòèâíîñòü äâóõïðî-
âîäíîé ëèíèè, îáðàçîâàííîé çàäàííûì ïðîâîäîì è åãî çåðêàëüíûì èçîáðàæåíè-

åì: L
l h

R
� ��

�
�

�

�
�

�
�

�
0

2

4
ln . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîòîêîñöåïëåíèå äâóõïðîâîäíîé ëèíèè â

äâà ðàçà ïðåâûøàåò ïîòîêîñöåïëåíèå ïîäâåøåííîãî íàä ïîâåðõíîñòüþ òåëà ïðî-

âîäà, ïîëó÷àåì èñêîìóþ èíäóêòèâíîñòü L
l h

R
� ��

�
�

�

�
�

2

2

4
0�

�
�

ln .

Êàê âèäíî, èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäà, ïîäâåøåííîãî íà âûñîòå h íàä ïëîñêîé ïî-
âåðõíîñòüþ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî òåëà, â äâà ðàçà ìåíüøå èíäóêòèâíîñòè äâóõ-
ïðîâîäíîé ëèíèè, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîäàìè êîòîðîé ðàâíî 2h.

6. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ó÷àñòêîâ è çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé (ðèñ. Ð28.3), ìîæåì
çàïèñàòü âûðàæåíèå: L � L1 + M12 + M12' + M1'2 + M1'2', ãäå L1 — èíäóêòèâíîñòü
äâóõïðîâîäíîé ëèíèè áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ çåìëè, M12, M12', M1'2, M1'2' — âçàèìíûå
èíäóêòèâíîñòè ìåæäó ïðîâîäàìè ëèíèè è èõ çåðêàëüíûìè èçîáðàæåíèÿìè, ðàâíûå

M
l l

h
12

0

12
1� � �

�

�
��

�

�
��

�

�
ln , M

l l

h h D h h
12

0

1 2
2 2

2 1
22

2
1' �

� � � �
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�
ln

( ) ( )
,
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M M' '�1 2 12 , M
l l

h
' ' � � �

�

�
��

�

�
��1 2

0

22
1

�

�
ln .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî L
l D

R

l
1

0� �
�

�
�
E�

ln , ïîëó÷àåì

L
l D h h

R h h D h h
� �

� � � �

X
Y
Z

6
7
9
�

2 2

4
0

2
1 2

2
1 2

2 2
2 1

2�
�

� ln
[( ) ( ) ]

� �
�

X
Y
Z

6
7
9

l D h h

R h h D2 2

4

4
0

2
1 2

2
1 2

2�
�

� ln
[ ]

.

Ïðè çàäàííûõ ðàññòîÿíèÿõ è ðàäèóñàõ ïðîâîäîâ íàõîäèì:
L1 � 1,18�10–5l Ãí. Ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè ïðè
ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì çåìëè íå ïðåâûøàåò 1%.

7. Äëÿ ðàñ÷åòà èíäóêòèâíîñòè äâóõïðîâîäíîé ëèíèè îòîáðàçèì ñ ïîìîùüþ ôóíê-
öèè ( � f(z) êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî çàäàííóþ îáëàñòü íà âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü. Âûáîð îòîáðàæàþùåé ôóíêöèè, íàõîæäåíèå êîîðäèíàò îñåé ïðîâîäîâ
â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîãî ( âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó â § 25.3,
óïð. 4. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè òîêè è ïîòîêîñöåïëåíèÿ íå
ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèé è èìåþò òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è â ïëîñêîñòè ïåðåìåííî-
ãî z, ìîæåì ðàññ÷èòàòü èíäóêòèâíîñòü ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé ïðè ðåøåíèè
ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ R0, D0, h10, h20, ïîëó-
÷àåìûå â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé (. Ðàäèóñû ïðîâîäîâ ïðèìóò ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ R | f'(z)| ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèè | f'(z) | íà îñè ïðîâîäîâ. Îáîçíà÷èâ êîîð-
äèíàòû îñåé ïðîâîäîâ â ïëîñêîñòè ( ÷åðåç (1 � v1 + ju1, (2 � v2 + ju2, ïîëó÷èì:

D v v u u0 1 2
2

1 2
2� � � �( ) ( ) , h10 � u1, h20 � u2. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, ïî-

êàçàííîé íà ðèñ. Â28.1, á, è èñïîëüçîâàíèè îòîáðàæàþùåé ôóíêöèè (
�

� ed
z

èìååì

R R d10 � � , R R d e d h
20

4� ( )� � , z1 � jh1, z2 � h4 + jh2, (1 � cos �h1/d + j sin �h1/d, (2 �

ed
h

�
4

(cos �h2/d + j sin �h2/d), òàê ÷òî

D
h

d
e

h

d

h

d
e

hd h d h
0

1 2

2

1 24 4� ��

�
�

�

�
� � �cos cos sin sin

� � � �� �

d

�

�
�

�

�
�

2

.

Îòîáðàæàþùèå ôóíêöèè äëÿ äðóãèõ êîíôèãóðàöèé îáëàñòåé ïðèâåäåíû ïðè ðå-
øåíèè óïð. 4, § 25.3.

8. Òàê êàê ïðè íåìàãíèòíîì ìàòåðèàëå ïðîâîäîâ ëèíèè âûðàæåíèå L � � �0 l K

K ��

�
�

�

�
�ln

D

R

1

4
äàåò òî÷íîå çíà÷åíèå èíäóêòèâíîñòè, òî íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóë f1 � B l i, f2 �
1

2
2i
dL

dg
âûðàæåíèÿ f1 �

�

A�
0

2l i

D
, f2 �

1

2

1

4
2 0i

d

dD

l D

R

�

�
ln ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� ñîâïà-

äàþò.
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Åñëè ïðîâîäà âûïîëíåíû èç ôåððîìàãíèòíîãî âåùåñòâà, òî äîïóùåíèå î òîì,
÷òî òîêè ñîñðåäîòî÷åíû íà îñÿõ, ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì, ñïðàâåäëèâûì ëèøü
ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ D 00 R.

28.4. Èíäóêòèâíîñòü òðåõôàçíîé ëèíèè

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Íàëè÷èå âáëèçè ïðîâîäîâ ëèíèé ïåðåäà÷è íåìàãíèòíûõ ïðîâîäÿùèõ òåë ïðè-
âîäèò ê èçìåíåíèþ èíäóêòèâíîñòåé ïðîâîäîâ. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ öåëåñîîáðàç-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü çåìëè, ìåòî-
äîì çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé è ðàññ÷èòàòü âåëè÷èíû L è M ñ ó÷åòîì çåðêàëüíî
ðàñïîëîæåííûõ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè çåìëè òîêîâ. Ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî
äàæå ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ, êîãäà D12 � D23 � D31, ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó ïðîâîäàìè è èõ çåðêàëüíûìè èçîáðàæåíèÿìè r1'2, r1'3, r2'3 íå ìîãóò
áûòü ðàâíûìè.

Òàê êàê èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäîâ 1, 2, 3 ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ çåìëè ðàâíû Lk �

� �
�

�
��

�

�
��

l h

R
k

k2

2

4
0�

�
�

ln , k � 1, 2, 3 (ñì. § 28.3, ðåøåíèå óïð. 5), òî ñðåäíåå çíà÷åíèå

èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäà L �
1

3
(L1 + L2 + L3) ñóòü L �

�

�
0

2

2l h

R
ln +

�
�
l

8
, ãäå h � h h h1 2 3

3 ,

R � R R R1 2 3
3 .

Âçàèìíûå èíäóêòèâíîñòè ìåæäó ïðîâîäàìè ðàññ÷èòûâàåì ïî ôîðìóëàì

M12 � M120 + M1'A �
�

�
0 1 2

122

l r

D
ln ' , M13 � M130 + M1'I �

�

�
0 1 3

132

l r

D
ln ' ,

M23 � M230 + M2'I �
�

�
0 2 3

232

l r

D
ln ' .

Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà âçàèìíîé èíäóêöèè ìåæäó ïðîâîäàìè ðàâíî

M �
�

�
0

2

l r

D
ln , ãäå ïîä âåëè÷èíàìè r, D ñëåäóåò ïîíèìàòü èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ,

ðàâíûå r � r r r1 2 1 3 2 3
3

' ' ' , D � D D D12 13 23 .

Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíàÿ èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäà òðåõôàçíîé ëèíèè ïðè
ó÷åòå âëèÿíèÿ ïðîâîäÿùåé çåìëè è íàëè÷èÿ òðàíñïîçèöèè ïðîâîäîâ ðàâíà L' �

� L – M �
l hD

Rr2

2

4
0�

�
�

ln �
�

�
�

�

�
� .

2. Ýêâèâàëåíòíàÿ èíäóêòèâíîñòü ïðîâîäà òðåõôàçíîé ëèíèè ïðè óêàçàííîì

ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ ðàâíà L' �
�

�
0

3

2

2 1

4

l D

R
ln �
�

�
�
�

�

�
�
� 1 1,3�10–6 l Ãí � 1,3�10–2 Ãí,

òîãäà êàê èíäóêòèâíîñòü äâóõïðîâîäíîé ëèíèè, îáðàçîâàííîé ïðîâîäàìè

à) 1 è 2: L12 1 2,5�10–6�l Ãí � 2,5�10–6 Ãí.
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á) 2 è 3: L23 � L12 1 2,5�10–6�l Ãí � 2,5�10–2 Ãí,

â) 1 è 3: L13 1 2,77�10–6�l Ãí � 2,77�10–2 Ãí.

3. Ýêâèâàëåíòíûå èíäóêòèâíîñòè ïðîâîäîâ ëèíèé îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

'L a( ) �
l D

R2

1

4
0�

� ln ��

�
�

�

�
� , 'L á( ) �

l D

R2

2 1

4
0

3

�
� ln .�
�

�
�
�

�

�
�
� Òàê êàê 23 > 1, òî 'L á( ) > 'L a( ) .

Çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ D(a), ïðè êîòîðîì 'L a( )� 'L á( ) , îïðåäåëÿåì èç óðàâíåíèÿ

ln
( )D

R

a � ln
D

R

23

, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî D(a) � D 23 F 1,26 D.

4. Ìîùíîñòü, ïåðåíîñèìóþ â êðàéíèå ôàçû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 2D

äðóã îò äðóãà, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå P1âí � P3âí � ! I 2 Im (a2M12 + aM13),
òîãäà êàê ìîùíîñòü, ïåðåíîñèìóþ âî âòîðóþ ôàçó, — ïî ôîðìóëå

P2âí � ! I 2 Im (a2M23 + aM21).

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòû âçàèìíîé èíäóêöèè

M12 �M23 �
�

�
0

2

2
1

l l

D
ln ��

�
�

�

�
� , M13 �

�

�
0

2
1

l l

D
ln ��

�
�

�

�
� , ïîëó÷àåì P1âí F 2700 Âò, P2âí � 0.

Åñëè ïðèíÿòü äîïóùåíèå î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè òîêà ïî ñå÷åíèþ ïðîâî-
äîâ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ðàäèóñàõ ïðoâîäîâ è íèçêèõ

÷àñòîòàõ òîíà, òî r � l/,s è
P

P

P

I r

1 1

23
âí âí� 1 0,32.

5. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñ÷åòà ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî (( )z îáëàcòü ðàñïîëîæåíèÿ ëèíèè îòîáðàæàåòñÿ íà âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü. Êîîðäèíàòû îñåé ïðîâîäîâ, èõ ðàäèóñû, à òàêæå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
íèìè ñëåäóåò ðàññ÷èòàòü òàê æå, êàê ýòî âûïîëíåíî ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõïðî-
âîäíîé ëèíèè (ñì. ðåøåíèå óïð. 7, § 28.3). Íà âòîðîì ýòàïå ýêâèâàëåíòíóþ èíäóê-

òèâíîñòü ïðîâîäà âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå L' �
l hD

Rr2

2

4
0�

�
�

ln �
�

�
�

�

�
� , ó÷èòûâàÿ, ÷òî

îïðåäåëÿåìûå êàê ñðåäíèå âåëè÷èíû h, D, R, r (ñì. ðåøåíèå óïð. 1) ñëåäóåò ðàñ-
ñ÷èòàòü â ïëîñêîñòè ïåðåìåííîãî ( � f(z). Äëÿ ðàñ÷åòà ýêâèâàëåíòíîé èíäóêòèâíî-
ñòè ïðîâîäà ïðè äîïóùåíèè îäíîðîäíîñòè ñðåäû ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå

L' �
l D

R2 4
0�

�
�

ln ,��

�
�

�

�
� ãäå D, R — ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó ïðîâîäàìè

è èõ ðàäèóñû, ðàññ÷èòàííûå â èñõîäíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîãî z � x + jy.

29.1. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â äèýëåêòðèêå

ÂÎÏÐÎÑÛ

3. Îáðàòíàÿ âîëíà âîçíèêàåò ïðè îòðàæåíèè ïðÿìîé âîëíû ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ îò ñðåäû, ýëåêòðîìàãíèòíûå ñâîéñòâà êîòîðîé îòëè÷íû îò ñâîéñòâ äèýëåê-
òðèêà, â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âîëíà.
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4. Ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, èìåþùåå ñâîèì àðãóìåíòîì ôóíêöèè z – vt
è z + vt, ìîæåò â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñîäåðæàòü ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé ñ àðãóìåíòà-
ìè kz, kvt. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèþ E kz kvtm sin sin ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
1 2 E k z vt k z vtm [cos ( ) cos ( )]� � � . Â äëèííîé ëèíèè áåç ïîòåðü (ñì. ò. 2, § 17.8),
ïðîöåññû â êîòîðîé òàêæå îïèñûâàþòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì, ïðè íàëîæåíèè
íåçàòóõàþùèõ áåãóùèõ âîëí âîçíèêàþò ñòîÿ÷èå âîëíû, êîòîðûå îïèñûâàþò
ôóíêöèÿìè ñ àðãóìåíòàìè 
x, !t. Àíàëîãè÷íûå ÿâëåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòî è ïðè
ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â äèýëåêòðèêå.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

5. Ïðè äâèæåíèè íàáëþäàòåëÿ âäîëü îñè z ñî ñêîðîñòüþ v � �
10

30

2

t F –3,3t, êîãäà

êîîðäèíàòà z èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó z � z0 – 3,3t, ôóíêöèÿ E(z, t) ïðèíèìàåò ïîñòî-
ÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 10 cos 30z0. Ïîýòîìó âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðî-
ñòüþ v F 3,3t â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì íàïðàâëåíèþ îñè z.

Èç óñëîâèÿ H � � �E ïîëó÷àåì H � i 10 � � cos (100t + 30z).

6. Ïðè k > 0 ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè z

è ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíû Hx � –Ey � � e j(!t – kz),

Hy � Ex � � e j(!t – kz), H � (–iEy + jEx) � � e j(!t – kz).

8. Èñêîìûå çíà÷åíèÿ íàõîäèì èç óñëîâèÿ
� �E H2 2

2 2
� : Hmax �

�

�
0

0

Eäîï 1 8�103À/ì,

Bmax 1 10–2 Òë. Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ïðè òàêèõ çíà÷å-
íèÿõ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ W' � � DE

2 1 80 Äæ/ì3.

9. Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà 'W ýì �
�H 2

2
+
�E 2

2
�

� �H 2 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóåò âîëíà ëèøü îäíîãî íàïðàâëåíèÿ. Òàê

êàê â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ïîëíîãî òîêà H �
i

r2�
�

I

r
m

2�
sin ( )!

!
t

v
z� , òî â îáú-

åìå äèýëåêòðèêà êàáåëÿ äëèíîé " ìåæäó æèëîé è îáîëî÷êîé

Wýì �
�

�

!
�

�"
I

r v
z dr d dzm

R

R 2

2

2

0

2

0 4
1

2

sin ( )���� �
� "

�

I R

R
m
2

2

14
ln .

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîãëîùàåìàÿ â íàãðóçêå, ðàâíà Wýì � UI T �

�
� "

�

I R

R
m
2

2

14
ln , ÷òî ñîâïàäàåò ñ íàéäåííûì âûðàæåíèåì

T � �" � � , E
I

r

m�
�
� �2 2

, U
I R

R
m�

2 2

2

1�
� � ln .

10. Èíäóêòèâíîñòü è åìêîñòü êàáåëÿ åäèíè÷íîé äëèíû îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿ-

ìè L �
�
�2

2

1

ln
R

R
, C �

2

2 1

��
lnR R

, ãäå R1, R2 — ðàäèóñû æèëû è îáîëî÷êè (ñì. § 3.4, ò. 1).
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Òàê êàê ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ðàâíà v � 1 ��, òî,

èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ � �
2

2 1

�L

R Rln
, � �

C R Rln 2 1

2�
, ïîëó÷àåì: v �

1

LC
.

Ïðè çàäàííûõ âåëè÷èíàõ �, � èìååì v � 1 4 2� �D D � c .

29.2. Âåêòîð Ïîéíòèíãà

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ïðè îòñóòñòâèè ïîòåðü â êàáåëå âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-

ëÿ íå èìååò ñîñòàâëÿþùèõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè z êàáåëÿ, òàê ÷òî E � Er
-
��2 r

�

�
u

r R Rln 2 1

, H � H� �
i

r2�
, R1, R2 — ðàäèóñû æèëû è îáîëî÷êè.

Âåêòîð Ïîéíòèíãà, èìåþùèé åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè

êàáåëÿ, ðàâåí S � Er H� �
ui

r R R2 2
2 1� ln

.

2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà èìååò ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåí-
íîñòåé Ex è Hy ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Òîê ñêâîçü îãðàíè÷åííóþ
êîíòóðîì ïîâåðõíîñòü èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, åñëè âåêòîð ds, íîðìàëüíûé
ê ïîâåðõíîñòè, ñîâïàäàåò ñ îðòîì i îñè x, ò. å. åñëè êîíòóð ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñ-
êîñòè x � ñonst. Ïðèíèìàÿ ðàçìåð êîíòóðà âäîëü îñè y ðàâíûì a è âäîëü îñè z
ðàâíûì b, èñêîìûé òîê ìîæåì çàïèñàòü â âèäå:

i � �
�
�t

E dsx

s

� � aHym sin
kb

2
cos !t kz

kb
� ��

�
�

�

�
�

2
, çäåñü k

v
�
!

.

Òàêîå æå âûðàæåíèå ïîëó÷àåì, ðàññ÷èòûâàÿ òîê ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ i � H ld� :

i � �aHym sin [!t – k(z + b)] + aHym [sin (!t – kz)] � aHym sin
kb

2
cos !t kz

kb
� ��

�
�

�

�
�

2
.

4. Âûäåëèì âíóòðè êîíäåíñàòîðà ìåæäó åãî îáêëàäêàìè öèëèíäð ðàäèóñîì R è
âûñîòîé d, ðàâíîé ðàññòîÿíèþ ìåæäó îáêëàäêàìè. Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè âû-
äåëåííîãî öèëèíäðà íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò åäèíñòâåííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ, ðàâíóþ E � u t d( ) . Ïðèìåì, ÷òî âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ èìååò íà íåé òàêæå åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ðàâíóþ H � i rñì 2� �

�
C

r

du

dt2�
(çäåñü Ñ — åìêîñòü âûäåëåííîé ÷àñòè êîíäåíñàòîðà). Ïåðåäàâàåìàÿ ñêâîçü

áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ

Wýì � EH dt ds
C

rd
u t

du

dt
dt ds

s

t

s

t

�� ���
0 0

2�
( ) � C u t

du

dt
dt

t

( )
0

� .

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì: Wýì �
C u t u[ ( ) ( )]2 2 0

2

�
� Wýì(t) – Wýì(0).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü âûäåëåííîãî öèëèíäðà ÿâëÿåòñÿ áî-
êîâîé ïîâåðõíîñòüþ ñëîÿ äèýëåêòðèêà êîíäåíñàòîðà, òî ïåðåäàâàåìàÿ ñêâîçü ïî-
âåðõíîñòü äèýëåêòðèêà ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà ïðèðàùåíèþ ýíåðãèè
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ êîíäåíñàòîðà.

5. Óñëîâèå ðàâåíñòâà ïåðåäàâàåìîé â ñëîÿõ ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè E H ds
s

1 1 1

1

� �

� E H ds
s

2 2 2

2

� çàïèøåì, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ E � � �H, H � i r2� , ds � 2�r dr,

â âèäå � �1 1 1

1

r dr
R

R

� � � �2 2 1
2

r dr
R

R

� , êîòîðîå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü óðàâíåíèå � �1 1 1lnR R � � �2 2 2lnR R.

Ïðè
�

�
1

1

�
�

�
2

2

èìååì R � R R1 2 . Â îáùåì ñëó÷àå, îáîçíà÷èâ � �
� �

� �
1 2

2 1

, íàõîäèì

ln ( )R R1
� � ln R R2 , îòêóäà R � R R1 2

1 ��� .

6. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ðàâíû E(t) �

�
u t

d

( )
�

U

d
m sin !t, H(r, t) � � �

i

r r
r

dE

dt

U

d
m

2

1

2 2
2

� �
� �

� !
r cos !t, òî ñðåäíåå çà ïåðèîä

çíà÷åíèå âåêòîðà Ïîéíòèíãà S r t E t H r t( , ) ( ) ( , )� îáðàùàåòñÿ â íóëü (çäåñü d —
ðàññòîÿíèå ìåæäó îáêëàäêàìè).

8. Äîïóñòèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ex � Exm J Lsin ! !t z v� .

Ïðè âû÷èñëåíèè ÝÄÑ ñïîñîáîì à ïî ôîðìóëå e � E ld
l

� ïîä âåëè÷èíîé Å ñëå-

äóåò ïîíèìàòü íàïðÿæåííîñòü èíäóöèðîâàííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ðàâíóþ
Åèíä � vB, òàê ÷òî

e � E lèíäd
l

� � a (Åèíä1 – Åèíä2) � av�
�
�

(E1 – E2) � 2aExm sin
!b

v2
cos !

!
t

v
z

b
� ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�2

.

Ïðè âû÷èñëåíèè ÝÄÑ ñïîñîáîì á ïî ôîðìóëå e � �
�
�
	
t

òàêæå ïîëó÷àåì

e � � ��

�
�

�

�
�

�

�
�
�

� � � !
!

t
a E t

v
z dzxm

z

z b

sin � 2aExm sin
!b

v2
cos !

!
t

v
z

b
� ��

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�2

.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé íàõîäèì Em F \,] Â.

29.3. Âèõðåâàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Âèõðåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ
â íóëü, êîãäà âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Íà-
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ïðèìåð, ïðè ïåðåìåùåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïðîâîäÿùåãî òåëà â îäíîðîä-
íîì ìàãíèòíîì ïîëå âåêòîðíûé ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë â ëþáîé òî÷êå îáúåìà
òåëà ñîõðàíÿåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Îäíàêî ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â îêðóæàþùåì
òåëî äèýëåêòðèêå. Åå ñóùåñòâîâàíèå îáóñëîâëåíî ïîÿâëåíèåì íà ïîâåðõíîñòè
ïðîâîäíèêà èíäóöèðîâàííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ. Çàðÿäû íå ñîçäàþò ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ âíóòðè ïðîâîäíèêà, åñëè òåëî èçîëèðîâàíî è ê íåìó íå ïðèñî-

åäèíåíà ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî óñëîâèå
�
�
A

t
� 0 âî âñåì

ïðîñòðàíñòâå, óñëîâèå grad U � 0 — âíóòðè ïðîâîäÿùåãî òåëà è grad U � 0 — â îê-
ðóæàþùåì òåëî äèýëåêòðèêå.

Åñëè ê ïðîâîäÿùåìó òåëó ïðèñîåäèíåíà ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü, òî ïîä äåéñòâè-
åì èíäóöèðîâàííîé â ïðîâîäíèêå ÝÄÑ â öåïè ìîæåò ïðîòåêàòü ýëåêòðè÷åñêèé
òîê, è òîãäà ïîëó÷àåì óñëîâèå grad U � 0 íå òîëüêî â äèýëåêòðèêå, íî è â îáúåìå
òåëà.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ
â íóëü, êîãäà äåéñòâèå ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå
(íàïðèìåð, â ïðîâîäÿùåì òåëå), êîìïåíñèðóåòñÿ, çàðÿäû îäíîãî çíàêà íå îáíà-
æàþòñÿ è èõ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Íàïðèìåð, â ïëîñêîì ïðîâîäÿùåì òîíêîñòåííîì äèñêå, ïîìåùåííîì â íîðìàëü-
íîå ê åãî ïëîñêîñòè îäíîðîäíîå ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íå ñîäåðæèò ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, åñëè äèñê îä-
íîðîäåí â îòíîøåíèè ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè âåùåñòâà, èç êîòîðîãî îí èç-
ãîòîâëåí.

2. Ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íåëüçÿ â îáùåì ñëó÷àå îïèñàòü ñ ïîìî-
ùüþ òîëüêî ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ, òàê êàê ïðè
ýòîì èìååì E � –grad Uý, H � –grad Uì è, ñëåäîâàòåëüíî, rot E � rot H � 0, ÷òî íå-
âåðíî.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

6. Íàïðÿæåííîñòü èíäóöèðîâàííîãî â êîëüöå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîäåðæèò â
ñèëó ïîñòîÿíñòâà óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè âåùåñòâà êîëüöà òîëü-
êî âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ E � – �A/�t, íàïðàâëåííóþ ïî îñè ïðîâîäà êîëüöà.
Ïîýòîìó èíòåãðàëû E ld

l

� , ( )� �A lt d
l

� � �	/�t èìåþò ñìûñë èíäóöèðóåìîé â êîëü-

öå ÝÄÑ. Òàê êàê E + �A/�t � –grad U � 0, òî ïîëó÷àåì ( )E A l�� � �t d
l

� 0, òîãäà êàê

E ld
l

� � – ( )� �A lt d
l

� � ir.

7. Â ñèëó ýëåêòðè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà êîëüöà íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñîäåðæèò äâå ñîñòàâëÿþùèå: âèõðåâóþ, ðàâíóþ –�A/�t,
è ïîòåíöèàëüíóþ –grad U. Âîçíèêàþùèå íà îáùèõ ãðàíèöàõ ïîëóêîëåö ýëåê-
òðè÷åñêèå çàðÿäû ñîçäàþò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Íà îäíîé èç ãðàíèö çíàê ýëåê-
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òðè÷åñêèõ çàðÿäîâ ïîëîæèòåëåí, à íà äðóãîé — îòðèöàòåëåí, â ñâÿçè ñ ÷åì
âåêòîðû grad U â ïîëóêîëüöàõ èìåþò ðàçëè÷íûå íàïðàâëåíèÿ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà-
ïðÿæåííîñòè ïîëÿ â ïîëóêîëüöàõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî E1 � i/s,>, E2 � i/s,A, èç
âûðàæåíèé E1 � –�A�/�t– �U/r ��G1, E2 � –�A�/�t– �U/r ��G2 ïîëó÷àåì: �U/r ��G1 �
� –�A�/�t – i/s,>, �U/r ��G2 � –�A�/�t – i/s,A.

29.4. Ïåðåäà÷à ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè âäîëü ïðîâîäîâ ëèíèè

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Âåêòîð Í íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò åäèíñòâåííóþ óãëîâóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ Í�êàê íà ïîâåðõíîñòè æèëû êàáåëÿ, òàê è íà âíóòðåííåé ïîâåðõíî-
ñòè åãî îáîëî÷êè, òîãäà êàê íàïðàâëåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè Å ýëåêòðè÷å-
ñêîãî ïîëÿ íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì. Ïðè äîïóùåíèè
áåñêîíå÷íî áîëüøîé óäåëüíîé ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè âåùåñòâà êàáåëÿ è
îáîëî÷êè íà îáåèõ ïîâåðõíîñòÿõ èìååì Å � År, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð
Ïîéíòèíãà èìååò åäèíñòâåííóþ ñîñòàâëÿþùóþ Sz. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ïåðåäàåòñÿ â äèýëåêòðèêå ìåæäó æèëîé è îáîëî÷êîé êàáåëÿ.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå êîíå÷íóþ ïðîâîäèìîñòü âåùåñòâà æèëû è îáîëî÷êè,
òî íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ íàðÿäó ñ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîÿâëÿåòñÿ òàêæå è êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Åz, êîòîðàÿ íà-
ïðàâëåíà íà ïîâåðõíîñòÿõ æèëû è îáîëî÷êè â ðàçíûå ñòîðîíû â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî
òîê â íèõ òå÷åò â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Âñëåäñòâèå ýòîãî âåêòîð Ïîéíòèíãà áóäåò èìåòü íå òîëüêî îñåâóþ, íî òàêæå è
ðàäèàëüíóþ Sr ñîñòàâëÿþùóþ. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ïîòîêè ýëåêòðîìàã-
íèòíîé ýíåðãèè, íàïðàâëåííûå âíóòðü æèëû è îáîëî÷êè êàáåëÿ. Ýòà ÷àñòü ýëåê-
òðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ðàññåèâàåòñÿ â æèëå è îáîëî÷êå êàáåëÿ â âèäå òåïëà.

2. Ïðè äîïóùåíèè èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòè çåìëè êàñàòåëüíàÿ ê íåé ñîñòàâ-
ëÿþùàÿ âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî
âåêòîð Ïîéíòèíãà íå ñîäåðæèò íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè çåìëè ñîñòàâëÿþùåé
è, ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðåäàåòñÿ âäîëü ïîâåðõíî-
ñòè çåìëè, íå ïðîíèêàÿ âíóòðü íåå.

Åñëè ñ÷èòàòü óäåëüíóþ ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîâîäèìîñòü çåìëè êîíå÷íîé, òî íà åå
ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì âåëè÷èíû Åt � 0 è Sn � 0. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðîìàãíèòíàÿ
âîëíà ïðîíèêàåò â çåìëþ, ÷òî ïðèâîäèò ê ÷àñòè÷íîé ïîòåðå ýíåðãèè ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ.

3. Ñèíóñîèäàëüíûå íàïðÿæåíèå è òîê êîíäåíñàòîðà ñ èäåàëüíûì äèýëåêòðèêîì
ñäâèíóòû íà óãîë 90P. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà ñäâèíóòû íà òàêîé æå óãîë, òî èõ ïðîèçâåäåíèå
S � EH ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé, ñðåäíåå çà ïåðèîä çíà÷åíèå êîòî-
ðîé ðàâíî íóëþ.

Â îäíó ÷åòâåðòü ïåðèîäà èìååì S > 0 è ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàåò
âíóòðü êîíäåíñàòîðà, òîãäà êàê â ñëåäóþùóþ ÷åòâåðòü ïåðèîäà ïîëó÷àåì S < 0
è ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ èç äèýëåêòðèêà êîíäåíñàòîðà.
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6. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî R HH D, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðè÷å-

ñêèå îñè ïðîâîäîâ ñîâïàäàþò ñ èõ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñÿ-
ìè. Íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
â òî÷êå A çàïèøåì â âèäå:

E r
r D r r D r

( )
( )

,� �
�

� �
�

�

�
�

�

�
�

-
��

-
��

-
��2 2 2

1 1

H r
i

r

i

D r

i

r D r
( )

( )
,� �

�
� �

�
�

�
�

�

�
�

2 2 2

1 1

� � �

ãäå r — ðàññòîÿíèå îò ãåîìåòðè÷åñêîãî öåíòðà îäíîãî èç ïðîâîäîâ äî òî÷êè A
(ðèñ. Ð29.1).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà - �
Cu

l
F

��u
D Rln

, íàõîäèì

E r
u

D R r D r
S r

ui

r D r

D

D R
( )

ln
, ( )

[ ( )] ln
.� �

�
�

�
�

�

�
� �

�2

1 1

4 2

2

�

Íà ðèñ. Ð29.1 ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå âåêòîðà S Ïîéíòèíãà â îäíîé èç òî÷åê ïëîñ-
êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñè ïðîâîäîâ. Èõ çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

rA ì 0,06 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

S�10–6 Âò/ì2 44,5 16,7 4,65 1,47 0,85 0,65 0,6

7. Äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèò-
íîãî ïîëåé (ðèñ. Ð29.2) ìîæåì çàïèñàòü âûðàæå-
íèÿ (ñì. ðåøåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è):

E x t
u x t D

D y D R

H x t
i x t D

D y

( , )
( , )

( ) ln
,

( , )
( , )

(

�
�

�
�

2 4

2 4

2 2

2� 2 )
.

Íàïðÿæåíèå ìåæäó ïðîâîäàìè è òîê â íèõ ðàñïðåäåëåíû âäîëü ëèíèè ïî çàêîíó

(ñì. ò. 2, § 17.3) �U � �U1ch ,x – �I1Z sh ,x, �I � �I1ch ,x –
�U

Z
1 sh ,x, ãäå �U1, �I1 — êîìïëåêñ-

íûå íàïðÿæåíèå è òîê â íà÷àëå ëèíèè.

Òàê êàê ëèíèÿ íàãðóæåíà íà âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå, òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå
ìîæåì çàïèñàòü â âèäå �U � �U1(ch ,x – sh ,x), �I � �I1(ch ,x – sh ,x), èëè, ó÷èòûâàÿ

ñîîòíîøåíèÿ , �
2�
"

j, ch
2�
"

jx � cos
2�
"

x, sh jx � j sin
2�
"

x,
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Êàê âèäíî, èìååì S N 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ýíåðãèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïåðåäàåòñÿ îò èñòî÷íèêà ê íàãðóçêå.

8. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèÿ äëèííîé ëèíèè (ñì. ò. 2, § 17.7) �U � �U 2ch ,x + �I 2Z sh ,x,

�I � �I 2ch ,x +
�U

Z
2 sh ,x âåëè÷èíû
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j30P, �I a �0,707 �I 2e

j60P, èëè ua �1,225 2 U2 sin (! t+30P),

ia � 0,707 2 I2 sin (! t + 30P). Ïðè xb � "/16 íàõîäèì �U a � �U 2 (1,11 + j 0,33), �I b �

� �I 2 (0,73 + j0,33), ub � 1,16 2 U2 sin (!t + 16P), ib � 0,8 2 I2 sin (!t – 6P),

S
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Ïðè l � 0,02 " èìååì xa � 0 01, ", xb � 0 005, ", cos
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xa F 1, sin
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xa F 0, cos
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xb F 1,
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sin ! t.

Ïîñòðîèâ ôóíêöèþ Sb (t) ïðè l � 0,25", à òàêæå ôóíêöèþ Sa (t) � Sb (t) ïðè l � 0,02",
âèäèì, ÷òî â íåêîòîðûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè îíè îòðèöàòåëüíû, ò. å. â ýòè ïðî-
ìåæóòêè âðåìåíè ïîòîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè íàïðàâëåí íå ê ïðèåìíèêó,
à îò íåãî ê ãåíåðàòîðó. Ïðè ðåàêòèâíîì èëè ñìåøàííîì õàðàêòåðå íàãðóçêè ïðî-
èñõîäèò îáìåí ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèåé ìåæäó ïðèåìíèêîì è ëèíèåé, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé íàêîïèòåëü ýíåðãèè, ðàñïðåäåëåííûé âäîëü ëèíèè.

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî åñëè ëèíèÿ íàãðóæåíà íà âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå (ñì.
óïð. 7), òî ïðè ëþáîì x èìååì S N 0, òàê êàê íàïðÿæåíèå è òîê ñîâïàäàþò ïî ôàçå.
Â ýòîì ñëó÷àå íå ïðîèñõîäèò îáìåíà ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèåé ìåæäó ãåíåðà-
òîðîì è ïðèåìíèêîì, à îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî åå ïåðåäà÷à.
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30.1. Ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà â ïðîâîäÿùåé ñðåäå

ÂÎÏÐÎÑÛ

4. Ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïëîñêîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû â èäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ñîâïàäàþò
ïî ôàçå, â ñâÿçè ñ ÷åì îòíîøåíèå èõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé, îïðåäåëÿþùåå âîë-
íîâîå ñîïðîòèâëåíèå, ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì.

Êàê âèäíî èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñèíóñîèäàëüíîé âîëíû â ïðîâîäÿùåé ñðåäå, âåëè÷èíû
E(t), H(t) ñäâèíóòû ïî ôàçå íà óãîë 45P. Ïîýòîìó âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäÿ-
ùåé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì è íîñèò àêòèâíî-èíäóêòèâíûé õàðàêòåð.

5. Â íåèäåàëüíîì äèýëåêòðèêå ïðîòåêàþò âèõðåâûå òîêè, ïðåïÿòñòâóþùèå ïðî-
íèêíîâåíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ãëóáü ñðåäû, â ñâÿçè ñ ÷åì âîëíà çàòóõà-
åò ïî ìåðå åå óäàëåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè äèýëåêòðèêà. Âèõðåâûå òîêè ïðèâîäÿò ê
âûäåëåíèþ òåïëà è íàãðåâó äèýëåêòðèêà.

6. Ïðèâåäåííîå ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû,
ñïðàâåäëèâî, êîãäà âõîäÿùèå â íåãî âåëè÷èíû �E , �H — íàïðÿæåííîñòè ñîñòàâ-
ëÿþùèõ ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû. Â ïëàñòèíå êîíå÷íîé òîëùèíû íàðÿäó ñ ïàäàþ-
ùåé ñóùåñòâóåò òàêæå è îòðàæåííàÿ îò åå ãðàíèö âîëíà. Ïîýòîìó îòíîøåíèå âå-
ëè÷èí �E è �H íå îïðåäåëÿåò â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû.

7. Â ëþáîé òî÷êå áåçãðàíè÷íîé ïðîâîäÿùåé ñðåäû óãîë ñäâèãà ìåæäó âåëè÷èíà-
ìè E(t), H(t) ñîõðàíÿåòñÿ íåèçìåííûì è ðàâíûì 45P.

8. Ñ ðîñòîì ÷àñòîòû óñèëèâàåòñÿ âëèÿíèå èíäóöèðîâàííûõ â ïðîâîäÿùåé ñðåäå
âèõðåâûõ òîêîâ, îñëàáëÿþùèõ ñòîðîííåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Ïîýòîìó ñêî-
ðîñòü çàòóõàíèÿ ïîëÿ âäîëü êîîðäèíàòû åãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçðàñòàåò è ãëó-
áèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ â ñðåäó óìåíüøàåòñÿ.

9. Ïîëó÷àåìàÿ ïðè òàêîì ñïîñîáå îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòü íîñèò íàçâàíèå ôàçî-
âîé. Ââåäåííàÿ ïðè èçó÷åíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â äèýëåêòðèêå (ñì. § 29.1)
ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôàçîâîé, íî îíà îäíîâðåìåííî
ÿâëÿåòñÿ è ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.

Ôàçîâàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â ïðîâîäÿùåé ñðåäå çàâèñèò îò ÷àñòî-
òû èçìåíåíèÿ ïîëÿ. Îíà õàðàêòåðèçóåò ýëåêòðîìàãíèòíûå ïðîöåññû â ïðîâîäÿ-
ùåé ñðåäå òîëüêî ïðè ãàðìîíè÷åñêîì çàêîíå èçìåíåíèÿ ïîëÿ âî âðåìåíè.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Ýëåêòðè÷åñêèå öåïè ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, èìåþùèå ñîïðîòèâ-
ëåíèå Z � (1 + j) !� ,2 � r + jx, ñîäåðæàò ðåçèñòîð è êàòóøêó èíäóêòèâíîñòè, ñî-

åäèíåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî èëè ïàðàëëåëüíî.

Ïîëó÷àåì r � x � !� ,2 ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì, g � b � , !�2 ïðè ïàðàëëåëü-

íîì ñîåäèíåíèè.

3. Ðàñïîëîæèì íà÷àëî ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñåðåäèíå ñå÷åíèÿ
øèíû è íàïðàâèì îñè, êàê óêàçàíî íà ðèñ. Ð30.1. Èìååì � �E Ex� , � �H Hy� .
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Îïðåäåëèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé � �H I h� 2 ïðè z � –d, � �H I h� � 2

ïðè z � d ïîñòîÿííûå, âõîäÿùèå â ðåøåíèå �H � A1e
–�z + A2e

�z óðàâíå-

íèÿ
d H

dz

2

2

�
� j!�0, �H , � !� ,2

0� j . Èç óðàâíåíèé A1e
�d + A2e

–�d �
�I

h2
,

A1e
–�d + A2e

�d � � �I h2 íàõîäèì A1 �
�I

h d4 sh�
, A2 � �

�I

h d4 sh�
è èñêîìîå

ðåøåíèå çàïèøåì â âèäå �
�

H
I

h d
� �

2 sh�
sh �z. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

,E � �
dH

dz
îïðåäåëÿåì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïëîò-

íîñòü òîêà �
�

E
I

h d
�

�
A, �sh

ch �z, �
�

J �
I

h d

�
�2 sh

ch �z.

Ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ñîïðîòèâëåíèå r0 øèíû äëèíîé l ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

r0 �
l

s,
� �

l

hd2,
. Ïðè ïåðåìåííîì òîêå ýíåðãèþ, ïðîíèêàþùóþ ñêâîçü ïîâåðõ-

íîñòü øèíû, ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ � ( � )S E H s� �
*

s

d , à âíóòðåí-

íåå ðåàêòèâíîå è àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ øèíû ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì

xâíóòð � Im
l

I
d

hl

I

*

s

*

z d2 2

2
( � ) Im( � )E H s E H� � �� , r � ��

2
2

hl

I

*

z dRe( � )E H .

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàé-
äåííûå âûøå âåëè÷èíû �E è

*
H , ïîëó÷àåì

r �
l

h2,
Re [� cth �d]

è r/r0 � kd Re [(1 + j) cth (1 + j) kd],

ãäå k � !�, 2. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ èñïîëü-

çóåì ñîîòíîøåíèå

cth
ch

sh

sh

ch

( )
( )

( )

sin

1
1

1

2 2

2

� �
�
�

�

�
�
�

j kd
j kd

j kd

kd j kd

kd cos
.

2kd

Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè r/r0 � � (f ) ïîêàçàíà íà ðèñ. Ð30.2.

5. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �( ) ( ) cos sinJ z j kz kz kz j kz kzR � � �ch ch sh1 (ñì. ðåøåíèå óïð. 3),

íàõîäèì, ÷òî íà ðàññòîÿíèè 2d ôàçà ïëîòíîñòè òîêà èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó


TJ � arctg (th kz tg kz). Èç ñîîòíîøåíèÿ 
4
J
� 2�n ïîëó÷àåì �n kd� , k

n

d
�
�

è f � �

�
�

�

�
�

�
�,

n

d

2

.
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Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì f F 440 Ãö ïðè n � 1, f F 1750 Ãö
ïðè n � 2.

30.2. Àêòèâíîå è èíäóêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðoâîäîâ

ÂÎÏÐÎÑÛ

6. Òàê êàê ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âèõðåâûì, òî íàïðÿæå-

íèå uad � E ld
a

d

� çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè ìåæäó òî÷êàìè a, d. Äðóãèìè ñëîâàìè,

ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ åãî ñîåäèíèòåëüíûõ ïðîâîäîâ,
ïîäõîäÿùèõ ê òî÷êàì a, d. ×åì áîëüøèé âíåøíèé ìàãíèòíûé ïîòîê, ñîçäàííûé
òîêîì æèëû êàáåëÿ, îõâà÷åí ñîåäèíèòåëüíûìè ïðîâîäàìè, òåì áîëüøèì áóäåò è
ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà. Ïîýòîìó ïðè ðàñïîëîæåíèè ïðîâîäîâ âäîëü ëèíèè ad
(ñì. ðèñ. Â30.1) ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà áóäåò íàèìåíüøèì, â ýòîì ñëó÷àå ïðîâî-
äàìè îõâà÷åí ëèøü âíóòðåííèé ìàãíèòíûé ïîòîê ïðîâîäà. Ïðè ðàñïîëîæåíèè
ïðîâîäîâ âäîëü ëèíèè abcd ïîêàçàíèå âîëüòìåòðà áóäåò íàèáîëüøèì, òàê êàê íà-
ðÿäó ñ âíóòðåííèì ïîòîêîì èçìåðèòåëüíûå ïðîâîäà îõâàòûâàþò òàêæå ïîëíî-
ñòüþ è âíåøíèé ìàãíèòíûé ïîòîê, ïðèõîäÿùèéñÿ íà äëèíó l æèëû.

8. Ðåáðà è óãëû òåë â äåéñòâèòåëüíîñòè âñåãäà èìåþò êîíå÷íûé ðàäèóñ çàêðóãëå-
íèÿ, òàê ÷òî èõ ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñîîòâåòñòâåííî öèëèíäðîì è ñôåðîé
ðàäèóñîì R. Ñîîòíîøåíèå ðàäèóñà çàêðóãëåíèÿ è äëèíû " ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû â ôåððîìàãíèòíîì òåëå îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïîñëåä-
íåé êàê ïëîñêîé: ïðè R 00 " åå ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêîé.

Â ïëîñêîé âîëíå õàðàêòåðèçóþùèå åå âåêòîðû E, H çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé êî-
îðäèíàòû. Ýòî óñëîâèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííî,
åñëè äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ôåððîìàãíèòíîì òåëå çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øå ðàññòîÿíèÿ, îòñ÷èòûâàåìîãî âäîëü åãî ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîì àìïëèòóäà
âåêòîðîâ E, H ïðåòåðïåâàåò çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå.

ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Îáîçíà÷èì øèíû öèôðàìè 1, 2, à èõ äëèííûå ñòîðîíû áóê-
âàìè à, b (ðèñ. Ð30.3). Äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ âíóòðè ëþáîé èç øèí
ïðèíèìàåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñâÿçàííóþ ñ
òîé øèíîé, ïîëå â êîòîðîé ðàññ÷èòûâàåì, è ðàñïîëàãàåì íà-
÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå ñå÷åíèÿ øèíû.

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ëþáîé èç øèí çàïèñûâàåì
â âèäå �H � A1e

–�z + A2e
�z è îïðåäåëÿåì ïîñòîÿííûå A1, A2 èç

óñëîâèé �H � �H a ïðè z � – d è �H � �H b ïðè z � d:

� � ( ) � ( )
.H H

z d

d
H

z d

d
a b� �

�
�

�sh

sh

sh

sh

�
�

�
�2 2

Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ �H a1 � 0, �H b1 � � �I h, �H a2 � � �I h,
�H b2 � 0, ïîëó÷àåì:
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I

1 1
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� �
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sh

sh
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sh
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J

h

z d

d

I

h

z d

d

sh

sh

ch

sh

�
�

� �
�

( )
, �

� ( )
.

�
� �

�
2 2

2J

Êðèâûå çàâèñèìîñòåé | �H 1(z) | äëÿ çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé èçîáðàæåíû íà
ðèñ. Ð30.4.

Ñîïðîòèâëåíèå òîêîïðîâîäà ñîäåðæèò àêòèâíóþ è ðåàêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùèå, ïðè-
÷åì ïîñëåäíþþ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå: xi è xe, îáóñëîâëåííûå ñîîòâåòñòâåííî
âíóòðåííèì è âíåøíèì ìàãíèòíûìè ïîòîêàìè: Z � Zi1 + Zi2 + jxe � Zi + jxe. Âíóò-
ðåííåå ñîïðîòèâëåíèå Zi îäíîé øèíû òîêîïðîâîäà ðàññ÷èòàåì ïî ôîðìóëå

Zi �
l

I
d

*

s

2
[ � ]E H s,� �

�
,h

l cth 2�d*

à âíåøíåå — ïî ôîðìóëå xe � !Le � !�0 l
c

h
, ãäå c — ðàññòîÿíèå ìåæäó øèíàìè, l —

äëèíà øèíû.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, íàõîäèì çàâèñèìîñòü ' � 'r r f( ), èçîáðàæåííóþ
íà ðèñ. Ð30.5.

2. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ðåøåíèåì

� � ( ) � ( )
,H H

z d

d
H

z d

d
a b� �

�
�

�sh

sh

sh

sh

�
�

�
�2 2

îïðåäåëÿþùèì ïîëå â ëþáîé èç øèí, çàïèñûâàÿ ïðåäâàðèòåëüíî âåëè÷èíû �H a1 ,
�H b1 , �H a2 , �H b2 , �H a3 , �H b3 :

� , � , � � ,

�

H H
I

h

I

h

I

h

I

h
H H

I

h

H

a b a b1 1
1 2 3 1

2 1
10

2 2 2
� � � � � � � � � �

2
1 2 3

1 2 3 3 2 3
2 2 2

1

2
0b a b b

I

h

I

h

I

h h
I I I H H H� � � � � � � � � �( ), � � , � .

Ïîëó÷àåì:
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Çàâèñèìîñòü | � ( )J1 z | èçîáðàæåíà íà ðèñ. Ð30.6.

3. Ïðèìåíÿÿ çàêîí ïîëíîãî òîêà, ìîæåì ïîëó÷èòü âåëè÷èíû:

� � , � �
�

, � �
�

.H H H H
I

h
H H

I

h
a b b a b a1 3 1 2

1
2 3

30� � � � � � �

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí � �H Hb a1 2� âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì, ïîëó÷åííûì
ïðè ðåøåíèè óïð. 1:
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Âûáèðàÿ êîíòóð äëèíîé l, îáðàçîâàííûé ëèíèÿìè, ëåæàùèìè íà ñòîðîíàõ 1b è 2à

øèí, çàïèøåì óðàâíåíèå E ld
l

� � – j! �	 â âèäå � � �E l E l j c l Ha b b2 1 0 1� � � !� è, ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî �
� �

E
I

h d

I

h
a2

3 1

2
� � �

�

, �

�

,sh
cth 2�d, �

�
E

I

h
b1

1�
�

,
cth 2�d, ïîñëå íåñëîæíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì: �
�

( )
I

I

d c d
1

2 2 2
�

�cth sh� � �
. Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå

çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì: �I1 � 12 – j 215 À, �I 2 � 988 + j 215 À.

4. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ñèììåòðèè, ìîæåì íà îñíîâå çàêîíà ïîëíîãî òîêà çàïèñàòü
ñîîòíîøåíèÿ:

� � , � � ( � � ), � � �H H H H
h

I I H H Ha b b a b a b1 4 2 3 1 2 1 2 30
1

� � � � � � � � � � .H a4

Âåëè÷èíó �H b1 íàéäåì, èñïîëüçóÿ çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè �E ld
l

� �–j! �0
�	

è âûáèðàÿ òàêîé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, äëèíà êîòîðîãî ðàâíà l è äâå ñòîðîíû
êîòîðîãî ïðîõîäÿò âäîëü ëèíèé 1b è 2a: � � �E l E l j c l Ha b b2 1 0 1� � � !� . Çàïèñûâàÿ âû-
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ðàæåíèÿ äëÿ �E b1 , �E a2 , �H b1 è ïîâòîðÿÿ ðåøåíèå ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ, ïîëó-
÷àåì âûðàæåíèå äëÿ òîêà �I1.

5. Êàê è ïðè ðåøåíèè óïð. 3 è 4, âûðàæàåì âíà÷àëå íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íà ñòîðîíàõ a è b øèí ÷åðåç èõ òîêè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêîâ øèí çàïèñûâà-
åì óðàâíåíèå � �E ld j

l

� � � !	äëÿ êîíòóðà äëèíîé l, îáðàçîâàííîãî ëèíèÿìè, ëåæà-

ùèìè íà ñòîðîíàõ 1b è 3à øèí. Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ìîæåì çàïèñàòü è äëÿ
êîíòóðà ñ ëèíèÿìè, ëåæàùèìè íà ñòîðîíàõ 2b è 4a øèí.

7. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîê �I1 ïåðâîé ôàçû ïðîòåêàåò ïî ëåâîé øèíå, òîê âòîðîé

ôàçû � �I I2 1� (–0,5 – j 3/2) — ïî ñðåäíåé, à òîê � �I I3 1� (–0,5 + j 3/2) òðåòüåé ôà-

çû — ïî ïðàâîé øèíå. Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äëèííûõ ñòîðîíàõ
øèí:

� � , � �
�

, � �
� �

(H H H H
I

h
H H

I

h

I

h
a b a b b a1 3 2 1

1
2 3

3 10
2

� � � � � � � � �1 3� j ).

Àêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ øèí ðàññ÷èòûâàåì, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèÿìè

r1 � r3 �
l h

I1
2

Re (� �E Hb

*

b1 1 ), r2 �
l h

I 2
2

Re ( � �E H E Ha

*

a b

*

b2 2 2 2� ), ãäå �E b1 � � �H b1

�
,

cth 2�d,

� �E Ha a2 2�
�
,

cth 2�d – �H
d

b2

1

2

�
, �sh

, �E b2 � �H
d

a2

1

2

�
, �sh

– �H b2

�
,

cth 2�d.

Âûïîëíÿÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàõîäèì: r1 � l h, Re (� cth 2�d),

r2 � l h, Re � (2 cth 2�d –
1

2sh �d
), è ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïî-

ëó÷àåì: r1 � 1,8�10–5�l Îì, r2 � 2,34�10–5�l Îì.

8. Ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå òîêè �'I1, �''I1 øèí ïåðâîé ôàçû � � �' � '' �I I I1 1 1, äîïîëíèì

óðàâíåíèåì � �E ld j
l

� � � !	 , çàïèñàííûì äëÿ êîíòóðà, äëèííûå ñòîðîíû êîòîðîãî

(äëèíîé l êàæäàÿ) ïðîõîäÿò âäîëü øèí ïî ñòîðîíàì 1b ïåðâîé øèíû è 2à âòîðîé

øèíû: � � � �E E j cH j c I ha b b2 1 0 1 0 1� � � � '!� !� . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �E b1 � � �H b1

�
,

cth 2�d,

� �E Ha a2 2�
�
,
� cth 2�d – �H

d
b2

1

2

�
, �sh

, � �H Ha b2 1� , � �H I hb2 1� � ' , íàõîäèì ïîñëå

ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå ïîëó÷åííîìó ïðè ðåøåíèè

óïð. 3: �
�

( )
' �

�
I

I

d c d
1

1

2 2cth sh2� � �
. Ïðè ðàñ÷åòå òîêîâ �'I 2 , �''I 2 óðàâíåíèå � �E ld j

l

� � � !	

ïðèíèìàåò âèä � � �E E j cHa b b4 3 0 3� � � !� , ãäå

� � � , � � , �
�

,E H d H
d

H H H
I

h
a a b a b b4 4 4 4 3 4

32
2

� � � �
�
,

�
�

, �
cth

sh

� � � , �
�

.E H
d

H d H
I

h
b a b a3 3 3 3

1

2
2� � � �

�
, �

�
,

�
sh

cth

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì âåëè÷èíó �H b3 è äàëåå òîêè �I 2 , �'I 2 .
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9. Ïðèíèìàÿ äîïóùåíèå, ÷òî ëèíèè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïàçó ïà-
ðàëëåëüíû äíó ïàçà, â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååì � �H k� H z . Ïðè
h < y < h1 èìååì � �H I d� � ñonst â ñèëó óñëîâèÿ � � . âåùåñòâà çóáöîâ è òåëà ðî-

òîðà. Ïîýòîìó óðàâíåíèå
d H

dy

2

2

�
� j!�0, �H ñëåäóåò ðåøàòü ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

âèäà: �H � 0 ïðè y � 0, � �H I d� ïðè y � h. Îïðåäå-

ëèâ âõîäÿùèå â ðåøåíèå � ( )H y � A1e
–�y + A2e

�y

ïîñòîÿííûå A1, A2, ïîëó÷àåì:

� ( )
�

H y
I

d

y

h
�

sh

sh

�
�

, �( )
� �

J y
dH

dy

I

d

y

h
� �

� �
�

ch

sh
.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêàåò â ïðîâîä
ñêâîçü åãî âåðõíþþ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ
ëèíèåé y � h, òàê ÷òî

r
I

d
d

h
s

� ��
1 1
2

Re � Re( )S s
,

� �cth � 2,3�10–4 Îì.

Êðèâûå H(y), J(y) ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèÿõ èçîáðàæåíû íà ðèñ. Ð30.7.

10. Çàïèøåì ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
d H

dy

2

2

�
� j H!� ,0

� , îïèñûâàþ-

ùåãî ïîëå â ëþáîì èç ïðîâîäíèêîâ ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè îáùåãî âèäà �H � �H a

ïðè y � 0 è �H � �H b ïðè y � h íà ñòîðîíàõ ïðîâîäíèêà:

� ( ) � ( ) � .H y H
h y

h
H

y

h
a b�

�
�

sh

sh

sh

sh

�
�

�
�

Íà ñòîðîíàõ ïðîâîäíèêà 1 èìååì �H a1 � 0, �H b1 � �I d, òîãäà êàê íà ñòîðîíàõ ïðî-

âîäíèêà 2 — �H a2 � �I d, �H b2 � 2 �I d. Ïîýòîìó ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ:

� ( )
�

, � ( )
�

[ ( ) ],H y
I

d

y

h
H y

I

d h
h y y1 2 2� � � �

sh

sh sh
sh sh

�
� �

� �

� ( )
�

, � ( )
�

[ ( )J J1 2 2y
I

d

y

h
y

I

d h
h y� � � � �

� �
�

�
�

� �
ch

sh sh
ch ch y].

Àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà 1 ìîæíî
ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå, ïîëó÷åííîé ïðè ðåøå-
íèè óïð. 9, ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäíèêà 2 — ïî
ôîðìóëå

r
I

d

ld

I
E h H h E H

s

* *

� �

� �

�
1

0 0

2

2 2 2 2 2

Re

Re[ � ( ) ( ) � ( ) ( )].

S s
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Êðèâàÿ çàâèñèìîñòè H(y) èçîáðàæåíà íà ðèñ. Ð30.8. Ïðè çàäàííûõ ÷èñëåííûõ
çíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì r1 F 3,58�10–4 Îì, r2 F 1,67�10–3 Îì.

11. Çàïèøåì íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ñòîðîíàõ 1b (ïðè y1 � h)
è 2à (ïðè y2 � 0) ïðîâîäíèêîâ, ïîëüçóÿñü ðåøåíèåì ïðåäûäóùåé çàäà÷è:

�E b1 �
�I

d h
1�

, �sh
ch �h, �E a2 �

�
, �d hsh

( �I – �I1 ch �h).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ òîêà ïðîâîäíèêà 1 çàïèøåì óðàâíåíèå çàêîíà ýëåêòðîìàãíèò-
íîé èíäóêöèè � �E ld j

l

� � � !	, âûáèðàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñî ñòîðîíàìè, ñîâ-

ïàäàþùèìè ñî ñòîðîíàìè 1b, 2à ïðîâîäíèêîâ: � � �E E j c I db a1 2 0 1� � � !� . Çäåñü c —
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòîðîíàìè 1b è 2à ïðîâîäíèêîâ. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî âûðàæåíèå
âåëè÷èíû �E b1 , �E a2 , ïîëó÷àåì ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé

�
�

I
I

h c h
1

2
�

�ch sh� � �
� –6,6 – j9,3 A, �I 2 � �I – �I1 � 106,6 + j9,3 A.

Àêòèâíûå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäîâ ðàññ÷èòûâàåì òàê æå, êàê è ïðè ðåøåíèè
óïð. 9 è 10.

12. Ïðèâåäåì ðåøåíèå ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè ïðîâîäíèêîâ. Îáîçíà÷àÿ
ïðîâîäíèêè, íà÷èíàÿ îò äíà ïàçà, öèôðàìè 1, 2, ..., n, à èõ ñòîðîíû êàê 1à, 1b, 2à,
2b è ò. ä., ìîæåì çàïèñàòü íà îñíîâå çàêîíà ïîëíîãî òîêà âåëè÷èíû íàïðÿæåííî-
ñòåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

� , �
�

, � �
�

, �
� �

, ,

�

H H
I

d
H H

I

d
H

I I

d

H

a b a b b1 1
1

2 1
1

2
1 20� � � � �
�

�

na
n

nb
nI I I

d
H

I I I

d
�

� � �
�

� � ��
� � �

, �
� � �

.1 2 1 1 2� �

Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè äëÿ êîíòóðà ñî ñòîðîíà-
ìè kb, (k + 1)à èìååì � � �

,E E j cHkb k a kb� � ��1 0!� . Çäåñü c — ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòîðî-
íàìè kb è (k + 1)a ïðîâîäíèêîâ.

Êîëè÷åñòâî òàêèõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè k � 1, 2, ... n – 1, ðàâíî n – 1.
Âõîäÿùèå â íèõ âåëè÷èíû �E k , �H k âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òîêè �I1, �I 2 ,^, �I n ïðîâîäíè-

êîâ, òàê êàê (ñì. ðåøåíèå óïð. 10)

� ( ) � ( ) � ,

� ( ) �

H y H
d y

d
H

y

d

E y H

k ka kb

k ka

�
�

�

� �

sh

sh

sh

sh

�
�

�
�

�
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�
�

�
,

�
�

�
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sh

ch

sh

( ) � ,

� ( � � )

d y

d
H

y

d

E
I I

kb

kb
k

�
�

� �
� � �1 1�

d d

I I I

d
d

E
I I

k

k a
k

1 1 2

1
1

sh
cth

�

L�

,
��

� � �

� �
� �

�

( � � �
,

� ( � �

,

�

� ) ( � � � )
.

�

,
�

�

, �d
d

I I I

d d
kcth

sh
�

� � � �1 2 1 1�
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ n òîêîâ �I1, �I 2 ,^, �I n ñëåäóåò (n – 1) ñîîòíîøåíèå äîïîëíèòü

óðàâíåíèåì �I1+ �I 2+^+ �I n � �I.

13. Ïðè çàäàííîé ãåîìåòðèè øèí âîçìîæíî, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå ðàçìåðîâ
(d HH h), ðàçäåëåíèå ìàãíèòíîãî ïîòîêà íà âíóòðåííèé, ëèíèè êîòîðîãî ïàðàë-
ëåëüíû äëèííûì ñòîðîíàì øèí è ïðîõîäÿò â òåëå øèí, è âíåøíèé, ëèíèè êîòî-
ðîãî ïðîõîäÿò ïàðàëëåëüíî ýòèì ñòîðîíàì øèí â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó øèíàìè.

Âíóòðåííþþ èíäóêòèâíîñòü øèí ïðè ïåðåìåííîì òîêå íàõîäèì ñ ïîìîùüþ âûðà-

æåíèÿ Li �
x i

!
�

2 1
2

l h

I
E H

*

!
Im ��

�
�

�

�
� . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà âíóòðåííèõ (îáðàùåííûõ äðóã

ê äðóãó) ñòîðîíàõ øèí �E �
�
,

�I

h
cth 2�d,

* *
H I h� , ïîëó÷àåì Li �

2l

h!,
Im(� cth 2�d).

Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ëåâîé

øèíû ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ðàâíà Hi �
iz

dh2
(ïðè

îòñ÷åòå êîîðäèíàòû z îò ëåâîé ñòîðîíû øèíû).
Ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàêëþ÷åííàÿ âíóòðè

øèí, ðàâíà Wì �
2

3
0

2l i

h

�
d è L0 �

4

3
0l

h
d

�
. Âíåøíÿÿ

èíäóêòèâíîñòü øèí ðàâíà Le � � 0 lc h. Êðèâàÿ çà-

âèñèìîñòè Li/L0 � f(!�,) èçîáðàæåíà íà ðèñ. Ð30.9.

14. Ïðè ðàñ÷åòå ñîïðîòèâëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé øèíû â óñëîâèÿõ ðåçêî âûðà-
æåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà ïîä âåëè÷èíîé u, âõîäÿùåé â âûðàæåíèå

Z � (1 + j)
l

u

!�
,2

, ñëåäóåò ïîíèìàòü ïåðèìåòð, ðàâíûé u 1 2h. Èñïîëüçóÿ íàéäåí-

íîå ïðè ðåøåíèè óïð. 3, § 30.1 âûðàæåíèå Z1 �
l

h2,
� cth �d è âûäåëÿÿ âåùåñò-

âåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè âåëè÷èí Z è Z1, íàõîäèì ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà àêòèâíîãî

è âíóòðåííåãî ðåàêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèé øèíû.
15. Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå E � !� ,H , è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå

P �
!�
,2 2

2

lu
H me ,

íàõîäèì: P �
,
!�2 2

2

lu
E tm (çäåñü u — ñå÷åíèÿ ïðîâîäà, l — åãî äëèíà).

16. Âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ òî÷íîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäà

Zâíóòð �
l

R
j x x

2
0 1�,

!�,� J J( ) ( ) , ãäå x � R � j!�, , ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

Zâíóòð �
l

R2 2�
!�
,

(1 – j)
J

J

0

1

( )

( )

x

x
� rðïý(1 – j)

J

J

0

1

( )

( )

x

x
,
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òàê êàê
l

R2 2�
!�
,
� rðïý — àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà ïðè ðåçêîì ïðîÿâëå-

íèè ïîâåðõíîñòíîãî ýôôåêòà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì Re [rðïý (1 – j)
J

J

0

1

( )

( )

x

x
], ìîæåì çàïèñàòü èñêîìóþ ïî-

ãðåøíîñòü â âèäå:

� �
�

�
��

�
�

�

�
� �

X
Y
8

Z8

6
7
8

9

�
r r

r

j x

x

ðïý
100

1
10

1

1

% Re
( ) ( )

( )

J

J 8
100%.

Äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ èìååì x � R � j!�, � 1,54 � j, � F –13,8%.

17. Àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ìåäíîãî ïðîâîäà rì �
l

R

x x

x2 2

0

1�,
Re

( )

( )

J

J
,

ãäå x � R � j!�, , îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì rì � 2,2�10–4 l Îì.

Òàêîå æå ñîïðîòèâëåíèå èìåþò àëþìèíèåâûé ïðîâîä ðàäèóñîì R � 0,64 ñì
è ñòàëüíîé ïðîâîä ðàäèóñîì R � 2,4 ñì.

18. Ñîïðîòèâëåíèå ìåäíîãî ïðîâîäà äëèíîé l ïðè ïåðåìåííîì òîêå

rì �
l

R2�, ì ì
2

Re
x x

x

J

J

0

1

( )

( )
, òàê ÷òî rì/r0 F 2 (çäåñü x R j� �ì ì!� ,0 ). Ðàäèóñ R ñòàëü-

íîãî ïðîâîäà íàõîäèì, ðåøàÿ óðàâíåíèå Re
( )

( )
R j

R j

R j
�

�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

!� ,
!� ,

!� ,
c c

c c c

c c c

J

J

0

1

� 4:

Rñ F 2,2 ñì.

19. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà ïðàêòè÷åñêè íå çà-
âèñèò îò ñâîéñòâ âåùåñòâà ñåðäöåâèíû, åñëè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ïðîíèêà-
åò ñêâîçü ïîâåðõíîñòü ïðîâîäà â àëþìèíèé íà ãëóáèíó, ðàâíóþ ýêâèâàëåíòíîé
ãëóáèíå ïðîíèêíîâåíèÿ b � (�f�,àë)

–0,5. Èç óðàâíåíèÿ b � 
 íàõîäèì

f N
1

2� �,
 àë

F 1810 Ãö.

30.3. Íåðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîãî ìàãíèòíîãî
ïîòîêà è ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

ÂÎÏÐÎÑÛ

6. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà â çàêîíå ïîëíîãî òîêà ñëåäóåò ïðèíèìàòü âî âíè-
ìàíèå êàê ñòîðîííèé, òàê è âèõðåâîé òîê, îõâàòûâàåìûå êîíòóðîì èíòåãðèðîâà-
íèÿ.

7. Ïðè ïîñòîÿííîì òîêå ýòî âûðàæåíèå ïðèãîäíî äëÿ íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåííî-
ñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âíóòðè ñåðäå÷íèêà. Åñëè â îáìîòêå ïðîòåêàåò ïåðåìåííûé
òîê, òî ñëåäóåò ó÷åñòü âèõðåâîé òîê â ñåðäå÷íèêå, ëèíèè êîòîðîãî çàìûêàþòñÿ â
ïëîñêîñòÿõ, íîðìàëüíûõ ê îñåâîé ëèíèè ñåðäå÷íèêà: 2�rH � iñòîðw + iâèõð.
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ÓÏÐÀÆÍÅÍÈß

1. Èñêîìîå îòíîøåíèå ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå

n
P d

P d

d kd kd kd kd

d
�

'

'
�

� �â

â

sh ch( )

( )

( sin )( cos )

(
2

1

2 2 2 1 1

1 sh chkd kd kd kd1 1 2 2� �sin )( cos )
.

Äëÿ çàäàííûõ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷àåì: à) n � 6,25, á) n � 6,1.

3. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàèáîëüøàÿ, íàèìåíüøàÿ è ñðåäíÿÿ âåëè÷èíû ìàãíèòíîé èí-
äóêöèè îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

Bmíá � B kd kd
m0

2
ch � cos , Bmíì � Bm0 , Bmñð � B

kd kd

kd
m0

ch � cos ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ch chkd kd kd kd

kd

� �
�

�cos cos

2 10
1, ðåøåíèå êîòîðîãî kd �

� 1,5 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü: d � 0,96 ìì ïðè f � 50 Ãö è d � 0,15 ìì ïðè f � 2000 Ãö.

4. Íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà

�
�

( )H
j

R jm
me �

�
�

J
J

0

!�,
!�,1 çàïèøåì ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ � �

( )
J J

J
m m

R j
0

0

�
�

e

1

!�,

(çäåñü �Jm0 , �Jme — êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ïëîòíîñòè òîêà íà îñè ïðîâîäà è íà

åãî ïîâåðõíîñòè) â âèäå �
� ( )

( )
H

j

R j

R j

m
me

e�
�

�

�

J J

J!�,

!�,

!�,
1

0

. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå,

÷òî íàèáîëüøàÿ ïëîòíîñòü òîêà èìååò ìåñòî íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà è ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî �
�

H
I

R
m

me �
2�

, íàõîäèì èñêîìûé òîê: �
� ( )

( )
.I

R R j

j R j
�

�

� �

J J

J

äîï 2 1

0

� !�,

!�, !�,
Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì I � �I F 200 A.

5. Çàïèñûâàÿ ïðîåêöèþ óðàâíåíèÿ rot ,–1 rot �H � – j!�0
�H íà îñü z öèëèíäðè÷å-

ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ÿâëÿþùóþñÿ îñüþ ïðîâîäà, è ó÷èòûâàÿ, ÷òî � � ( )H H rz� ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
d H

dr r

dH

dr

2

2

1� �
� � j!�0, �H , ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì îòíîñè-

òåëüíî ïëîòíîñòè òîêà â öèëèíäðè÷åñêîì ïðîâîäå êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ �H � A0 J0(x) + B0N0(x), ãäå x r j� � !�, , ñëåäóåò çàïèñàòü â âèäå �H �

� A0 J0 (x) (òàê êàê íà îñè ïðîâîäà ïðè x � 0 èìååì N0(0) � .) è íàéòè èñêîìóþ ïî-
ñòîÿííóþ À0 èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè r � R, êîòîðîå èìååò âèä �H(R) � �H e :

A0 �
�

( )

H

R j

e

J0 � !�,
.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

� ( )
�

( )
( ).H r

H

R j
r j�

�
�e

J

J

0

0
!�,

!�,
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Äëÿ ðàñ÷åòà òîêà � �I d
l

� �H l â ïðîâîäå âûáåðåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàñïîëî-

æåííûé â ïëîñêîñòè � � const, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ ïðîâî-
äà, à äðóãàÿ ïðîõîäèò ïàðàëëåëüíî îñè âäîëü ïîâåðõíîñòè ïðîâîäà. Äâå äðóãèå
ñòîðîíû êîíòóðà ëåæàò íà ðàññòîÿíèè l îäíà îò äðóãîé è ïåðïåíäèêóëÿðíû îñè.
Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå ðåøåíèå, íàõîäèì

� � [ � ( ) � ( )]
�

( )
[ ( ) ]I I H R H l

H l

R j
R j� � � �

�
� ��

!�,
!�,0 1

0

0
e

J

J

è Im � 4,2�102 À ïðè l � 1 ì.

30.4. Ýôôåêò áëèçîñòè. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ýêðàíèðîâàíèå

ÂÎÏÐÎÑÛ

4. Ïðîâîäÿùàÿ òðóáà, îõâàòûâàþùàÿ äâóõïðîâîäíóþ ëèíèþ ëèáî òðè ïðîâîäà
òðåõôàçíîé ëèíèè, ñóììà òîêîâ ïðîâîäîâ êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, îáëàäàåò ýêðàíè-
ðóþùèìè ñâîéñòâàìè è îñëàáëÿåò ïîëå ëèíèé â òî÷êàõ âíå òðóáû.

Åñëè êàæäûé èç ïðîâîäîâ ëèíèè (îäíîôàçíîé èëè òðåõôàçíîé) îõâàòèòü ïðîâî-
äÿùåé èçîëèðîâàííîé òðóáîé, òî ýêðàíèðóþùåãî ýôôåêòà íå íàáëþäàåòñÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ìàãíèòíîå ïîëå êàæäîãî èç ïðîâîäîâ â òî÷êàõ âíå òðóáû ñîõðà-
íèòñÿ òåì æå (÷òî è áåç òðóáû), òàê êàê âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà íóëþ âñåãî âèõðå-
âîãî òîêà â ñòåíêàõ êàæäîé òðóáû èíòåãðàë H ld

l

� âäîëü ïóòè, îõâàòûâàþùåãî

òðóáó, ñîõðàíÿåòñÿ ðàâíûì òîêó ïðîâîäà. Ýêðàíèðóþùèé ýôôåêò ïðîâîäÿùèõ
òðóá ïðîÿâëÿåòñÿ, åñëè îíè ýëåêòðè÷åñêè ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé, êîãäà âèõðå-
âîé òîê êàæäîé èç íèõ îòëè÷åí îò íóëÿ.

5. Ýêðàíèðóþùåå äåéñòâèå ñåò÷àòûõ ïðîâîäÿùèõ ýêðàíîâ (êàê è ñïëîøíûõ ïðî-
âîäÿùèõ ýêðàíîâ) â ïåðåìåííîì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå îñíîâàíî íà ýôôåêòå
îñëàáëåíèÿ ïîëÿ çà ñ÷åò äåéñòâèÿ èíäóöèðóåìûõ â òåëå ýêðàíà âèõðåâûõ òîêîâ.
Ýôôåêòèâíîñòü ýêðàíèðîâàíèÿ ñåò÷àòîãî ýêðàíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
ðàçìåðîâ ÿ÷ååê ñåòêè è äëèíû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû, à òàêæå óäåëüíîé ýëåê-
òðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòüþ ìàòåðèàëà ýêðàíà. Ýêðàíèðóþùåå äåéñòâèå ñåò÷àòîãî
ýêðàíà îñëàáëÿåòñÿ, êîãäà äëèíà âîëíû ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ðàçìåðà ÿ÷åéêè ñåò-
êè ýêðàíà.

6. Ýêðàí ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû ùåëü, îáðàçóåìàÿ ïðè ñîåäèíåíèè ÷àñ-
òåé ýêðàíà, íå ïðåïÿòñòâîâàëà ïðîòåêàíèþ èíäóöèðóåìûõ â ñòåíêàõ ýêðàíà âèõ-
ðåâûõ òîêîâ. Òàê êàê âèõðåâûå òîêè â ñòåíêàõ ýêðàíà çàìûêàþòñÿ â ïëîñêîñòÿõ,
ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè êîëüöà ñ òîêîì, òî äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèáîëüøåãî ýêðà-
íèðóþùåãî ýôôåêòà ùåëü ñëåäóåò ðàñïîëîæèòü â ïëîñêîñòè êîëüöà.
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