
  Олимпиада по математике  1 тур 

17 марта  2016 года         2-4 курсы  

ЗАДАЧА 1.  

Дана матрица B =  



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


20 a

aa
. При каждом a  существует два разных собственных числа и 

два линейно независимых собственных вектора. Найти предел угла между этими 

собственными векторами при a  и при  0a .  

 

РЕШЕНИЕ. Характеристическая матрица: 
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Угол между ними можно вычислить с помощью скалярного произведения и их 

модулей.  
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ОТВЕТ. 90 
0
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0
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ЗАДАЧА 2.  

Найти отношение произведения всех элементов матрицы  А = 
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
 к сумме всех 

элементов этой матрицы.     
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ОТВЕТ. Отношение произведения всех элементов матрицы к сумме всех элементов 

этой матрицы равно 30215  .  



ЗАДАЧА 3.  

Пусть движение материальной точки вдоль оси Ox задано дифференциальным 

уравнением )()()( txatxtx  , где a  - коэффициент сопротивления среды ( 0a ).  При 

0t  точка имеет координату 1)0( x  и скорость vx  )0( , 0v . Существует некоторое 

сопротивление, наименьшее из возможных, при котором не происходит процесс 

колебаний.  Для этого сопротивления  вычислите среднюю скорость точки в 

промежутке времени от 0t  до момента максимального удаления от начала 

координат.  

 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ  

Рассмотрим дифференциальное уравнение в виде 0)()()(  txtxatx . 

Характеристическим уравнением для этого линейного однородного дифф. уравнения 

является 012  arr . Дискриминант 42  aD .  

При 042 a , то есть  2a , имеется два действительных корня, и решение вида 
mtst eCeC   21 .  

При 042 a , то есть при 2a , только комплексные корни, тогда решение имеет вид  

)sincos( 21 qtCqtCe pt  (это соответствует процессу затухающих колебаний). Тогда 2a

наименьшее из возможных, когда корни действительные. Но при этом получается 

кратный корень, так как характеристическое уравнение имеет вид  0122  rr , т.е. 

0)1( 2 r .  
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Из второго уравнения:  0)1(  tvv , то есть 
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ОТВЕТ. Средняя скорость равна   
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ЗАДАЧА 4.  

Найти такое отношение высоты к радиусу основания конуса, чтобы при 

фиксированном объёме площадь боковой поверхности конуса была минимальна. 

Справка.  Площадь боковой поверхности конуса вычисляется по формуле Rl , где l  - 

длина боковой образующей. 

РЕШЕНИЕ. Объём конуса ShV
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Найдём условие, при котором производная по R равна 0.   
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Замечание. Можно также убедиться, что получили  минимум, а не максимум. Для 

этого установим тот факт, что вторая производная по параметру R 

положительна.  
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ОТВЕТ:  2 .  



ЗАДАЧА 5.  (Площадь поверхности + теория вероятности).  

Пусть падение небольшого метеорита в любой точке планеты равновероятно. 

Рассчитать при этом условии вероятность того, что метеорит упадёт на территории 

между параллелями 1  и 2  северной широты.  

Примечание. В расчётах планету считать идеальным шаром.   

 

РЕШЕНИЕ . Для того, чтобы вычислить вероятность падения метеорита между 

широтами 1  и 2 , нужно вычислить, какая доля поверхности полусферы находится в 

данной полосе. Полная поверхность сферы 24 R . Так как рассматривается северное 

полушарие, то широты 1  и 2  > 0.    

Уравнение верхней полусферы 222),( yxRyxfz  .  

Формула площади поверхности для явно заданной функции: dxdyffS
D

yx  22 )()(1 .  

Не теряя общности, положим 1  < 2 .  Тогда область D в плоскости 0xy, над которой 

расположена искомая часть полусферы, это кольцо, определяемое максимальным 

радиусом 1cosR  и минимальным 2cosR , так как изначально взяли 1  < 2 . Вычислим 

частные производные: 
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Примечание. Если  1  и 2  равны  0
0  

и +90
0
 , то область охватывает северное 

полушарие, тогда P=1/2.     

 

ОТВЕТ.  12 sinsin
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ЗАДАЧА 6.   

На прямой axy   при любом параметре a  есть точка, ближайшая к точке (С,0). 

Найти неявное уравнение кривой, которую образуют все такие точки при a .  

 

РЕШЕНИЕ.  

Пусть точка является ближайшей к (С,0). Тогда вектор ),1( a , расположенный на 

прямой, перпендикулярен вектору, соединяющему точку ),( axx  с точкой )0,(C , то есть 

вектору  

),( axCx  . Скалярное произведение векторов ),1( a  и ),( axCx   равно 0, то есть  

02  xaCx . Отсюда можно найти абсциссу точки, которая является ближайшей к 
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кривой. Чтобы найти  неявное уравнение кривой, нужно устранить зависимость от 

параметра, то есть выразить a  из одного уравнения и подставить во второе.    Из 

первого уравнения: xCxa 2 , 
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Таким образом, кривая, состоящая из точек, являющихся ближайшими к (С,0), есть 

окружность с центром в точке 
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ОТВЕТ. 
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Чертёж:  

 
 

 

 

 

 



ЗАДАЧА 7. (Мат.анализ + ряды).  

Пусть 
x

xf
1
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lnln)(1

, …  )(ln)(1 xfxf nn  . Пусть na  - точная верхняя граница 

области определения функции )(xfn . Доказать сходимость ряда 


1n

na .  

РЕШЕНИЕ. Область определения функции 









x
xf

1
lnln)(1

 совпадает с множеством 

точек, где функция x
x

xf ln
1

ln)(0   положительна, то есть  1,0)( 1 fD . Кроме того, 

x
xf

1
ln)(0   монотонно убывает, поэтому и все последующие функции монотонно 

убывающие. Поскольку каждая следующая функция – натуральный логарифм 

предыдущей, то её область определения – множество точек, где предыдущая функция 

положительна. Следовательно, область определения каждой следующей функции есть 

подмножество точек области определения предыдущей. Так как для 









x
xf

1
lnln)(1
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Итак, точная верхняя граница области определения функции )(xfn : 
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Этот ряд можно оценить сверху с помощью геометрической прогрессии.  
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