
Îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå
II�IV êóðñû

Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòü ∫ (
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Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë:
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Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü ∫∫
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|y2 − x2|dx dy,

ãäå D : x2 + y2 6 1.
Ðåøåíèå. Ïåðåéäåì â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò:

∫∫

D

|y2 − x2|dx dy =

2π∫

0

dϕ

1∫

0

ρ3| cos 2ϕ| dρ =
1

4

2π∫

0

| cos 2ϕ| dϕ =

1

4
8

π/4∫

0

cos 2ϕdϕ = 2
sin 2ϕ

2

∣∣∣
π/4

0
= 1.

Çàäà÷à 3. Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå âèäà

−y dx + x dy + 2011dz

íå èìååò èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ, ò.å. ìíîæèòåëÿ âèäà µ(x, y, z), ïðè óìíî-
æåíèè íà êîòîðûé âûðàæåíèå ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé
ôóíêöèè.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ = µ(x, y, z) ñóùåñòâóåò. Òîãäà
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Ñëåäîâàòåëüíî
ux = −yµ, uy = xµ, uz = 2011µ

è èç òåîðåìû î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò
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ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ µ:
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Èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé çàïèøåì
∂µ

∂x
= −y

x
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è, ïîäñòàâèâ â òðåòüå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

−µ = µ, ò.å. µ = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Çàäà÷à 4. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

x3(y′ − x) = y2, y(1) = 2.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó y = x2z, ãäå z = z(x). Òîãäà y′ = 2xz + x2z′, è
óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

2xz + x2z′ − x = xz2.
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x dz
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Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ C = 1, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y =
2− ln |x|
1− ln |x|x

2.

Çàäà÷à 5. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z, t òàêîâû, ÷òî

x + y + z + t = 0, x3 + y3 + z3 + t3 = 0.

Íàéòè x2011 + y2011 + z2011 + t2011.
Ðåøåíèå. Òàê êàê

0 = x3 + y3 + z3 + t3 = x3 + y3 + z3 + (−x− y − z)3 = −3(x + y)(y + z)(z + x),

òî x + y = 0 èëè y + z = 0 èëè z + x = 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x + y = 0,
òîãäà z + t = −(x + y) = 0, ò.å. x = −y, z = −t. Çíà÷èò,

x2011 + y2011 + z2011 + t2011 = (−y)2011 + y2011 + (−t)2011 + t2011 = 0.



Çàäà÷à 6. Íàéòè ñóììó ðÿäà
∞∑

n=1

(
√

n + 2012− 2
√

n + 2011 +
√

n + 2010).

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì îáùèé ÷ëåí ðÿäà an, ðàçáèâ åãî íà äâà ñëàãàåìûõ è
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Çàäà÷à 7. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ðàâíîóäàëåí-
íûõ îò äâóõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìûå a è b ñêðåùèâàþòñÿ. Ïîñòðîèì îòðåçîê AB � èõ
îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð è ïëîñêîñòü γ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ AB è ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç òî÷êó O � åãî ñåðåäèíó (ñì. ðèñ.).

Ïóñòü ïðÿìûå a′ è b′ � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè ïðÿìûõ è b íà ïëîñêîñòü γ.
Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà M , ëåæàùàÿ íà áèññåêòðèñå óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðÿìûìè
a′ è b′, ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ è b.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü MC è MD � ïåðïåíäèêóëÿ-
ðû, îïóùåííûå èç òî÷êè íà ïðÿìûå a′ è b′ ñîîòâåò-
ñòâåííî, A′ è B′ � îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè òî÷åê è
D íà ïðÿìûå è b. Òîãäà A′M ⊥ a′ è B′M ⊥ b′ (ïî
òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ), çíà÷èò, A′M ⊥ a
è B′M ⊥ b. Êðîìå òîãî, ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíè-
êè A′C è B′MD ðàâíû (ïî äâóì êàòåòàì), ïîýòîìó
A′M = B′M .

Åñëè òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîé èç áèññåê-
òðèñ óêàçàííûõ óãëîâ, òî îíà íå ðàâíîóäàëåíà îò ñòî-
ðîí óãëà, ñëåäîâàòåëüíî, íå ðàâíîóäàëåíà îò ïðÿìûõ
è b (åñëè CM 6= DM , A′C = B′D, òî A′M 6= B′M).

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê � äâå ïåðïåíäèêóëÿð-
íûå ïðÿìûå, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè γ.


