Гипотеза однородности двух совокупностей. Критерии Хи-квадрат и Колмогорова-Смирнова. 
Пусть имеются две выборки 
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  значений одного и того же признака, но для разных совокупностей объектов. Требуется проверить гипотезу о однородности данных совокупностей. Поскольку противоположным понятием «однородности» является «различие», можно переформулировать гипотезу и так: «проверить различаются ли данные совокупности объектов».

Понятие «однородность», т. е. «отсутствие различия», может быть выражено в терминах вероятностной модели различными способами. Можно проверять значимо ли различаются распределения двух совокупностей (т.е. 
[image: image3.wmf]X

r

 и 
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 относятся к генеральным совокупностям с различными законами распределения). Можно проверять не различие функций распределения, а различие некоторых характеристик случайных величин: математических ожиданий, медиан, дисперсий и др.
Для проверки гипотезы о различии распределений обычно используют критерии Колмогорова-Смирнова и Хи-квадрат.
В критерии Колмогорова-Смирнова в качестве статистики критерия используется величина, характеризующая степень различия эмпирических функций распределения:
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[image: image6.wmf])

(

),

(

*

*

2

1

x

G

x

F

n

n

 - эмпирические функции распределения, построенные по выборкам 
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. При истинности 
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«распределения совокупностей не различаются», статистика 
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 имеет приближенно распределение Колмогорова. Соответственно, если 
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  - квантиль распределения Колмогорова уровня  
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, то нулевая гипотеза об отсутствии различий между двумя совокупностями принимается. В противном случае признается значимым различие в распределениях двух совокупностей. Наряду с критерием Колмогорова-Смирнова, при малых 
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 применяется также его модификация, основанная на статистике 
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Критерий Колмогорова-Смирнова применяется для совокупностей имеющих непрерывное распределение,  то есть, не может быть применен для категориальных данных, а также для количественных данных, имеющих дискретное распределение.
Критерий однородности Хи-квадрат, в отличии от других критериев, является универсальным критерием для проверки гипотезы о различии распределений двух и более совокупностей. Однако и данный критерий имеет свои ограничения, связанные с минимальным количеством наблюдаемых значений для каждой категории рассматриваемого признака.
Пусть статистические ряды, построенные по выборкам 
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 и 
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, имеют вид, представленный в табл. 1.
Таблица 1. Сравнение распределений статистических рядов.  
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Заметим, что для интервального статистического ряда, категория – это соответствующий интервал.
Обозначим через 
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 теоретические вероятности для каждой категории признака при условии истинности 
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 «распределения совокупностей не различаются». Составим статистику: 
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которая характеризует сумму квадратов отклонений наблюдаемых значений 
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 неизвестны, заменим их оценками, вычисленными при условии истинности 
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[image: image47.wmf](

)

å

å

å

=

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

-

=

2

1

2

1

2

2

1

1

2

1

2

1

1

2

2

1

/

i

m

j

j

j

j

j

m

j

j

i

j

i

ij

n

n

n

n

n

n

n

n

v

n

n

v

n

n

n

c

.
Заметим, что число оцениваемых неизвестных параметров равно 
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, поскольку оценки связаны соотношением 
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. Тогда, в соответствии с теоремой Пирсона для сложной гипотезы при истинности 
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 данная статистика стремится к распределению 
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 с  числом степеней свободы 
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Возьмем в качестве критической точки 
[image: image53.wmf]2

кр

c

 квантиль распределения Хи-квадрат уровня 
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 степенью свободы. Тогда, если 
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, то принимается гипотеза 
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 об однородности двух распределений, в противном случае различие распределений признается значимым.
Условие для корректного применения критерия Хи-квадрат остается прежним: необходимо, чтобы наблюдаемое значение 
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 для каждой ячейки статистических рядов было не меньше 5. 
Данный критерий легко можно обобщить на случай произвольного числа совокупностей.

4. Гипотеза о равенстве средних двух совокупностей. 
t – критерий однородности Стьюдента.

Достаточно распространенной статистической задачей является задача сравнения средних значений каких-либо количественных показателей. Например, необходимо сопоставить величину средней заработной платы в группах респондентов, опрошенных в разных типах населенных пунктов, либо сравнить средний возраст людей, проголосовавших за разных кандидатов на выборах, и т.п. 
Наиболее часто используемым критерием обнаружения различия между средними значениями двух выборок является t-критерий Стьюдента для независимых выборок, основанный на статистике:
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где:  
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 - выборочные средние двух выборок, а 
[image: image61.wmf]2

2

2

1

,

s

s

 - несмещенные выборочные дисперсии.
Если основная гипотеза 
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 – математические ожидания совокупностей) верна, то статистика 
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 имеет распределение Стьюдента с 
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 числом степеней свободы. Возьмем в качестве 
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 квантиль распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
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, нулевая гипотеза отвергается и различие между средними признается значимым. Наблюдаемый уровень значимости критерия: 
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Теоретически, t-критерий может применяться, даже если размеры выборок очень небольшие, при условии, что переменные нормально распределены, а дисперсии двух совокупностей не слишком различны. Предположение о нормальности распределения выборочных данных можно проверить, применяя один из критериев, рассмотренных ранее: Хи-квадрат, Лиллиефорса или Шапиро-Уилка. Равенство дисперсий в двух группах можно проверить с помощью F критерия. Если условия применимости t-критерия не выполнены, следует использовать непараметрические альтернативы t-критерия.
Если сравниваемые группы основываются на одной и той же совокупности объектов, которые тестировались дважды (например, «до» и «после» некоторого события), то используется t-критерий обнаружения различия между средними значениями двух зависимых выборок. В подобных экспериментах значительная часть внутригрупповой изменчивости (вариации) в обеих группах может быть объяснена индивидуальными различиями объектов. Если одна и та же самая выборка тестируется дважды, то можно легко исключить эту часть вариации. Вместо исследования каждой группы отдельно и анализа исходных значений, можно рассматривать просто разности между двумя измерениями (например, "до приема лекарства" и "после приема лекарства") для каждого объекта. Вычитая первые значения из вторых, и анализируя затем только эти "чистые (парные) разности", мы исключаем ту часть вариации, которая является результатом различия в исходных уровнях индивидуумов. Именно так и проводятся вычисления в t-критерии для зависимых выборок. 
5. Сравнение средних характеристик порядковых данных (непараметрические альтернативы t-критерия).

Задача, аналогичная сравнению средних количественных показателей двух выборок, зачастую возникает при сравнении данных, представленных в порядковых шкалах. Так, при анализе ответов пенсионеров г. Томска и г. Северска на вопрос  «Как Вы оцениваете Ваше здоровье», можно выдвинуть не просто гипотезу о различии в оценках здоровья респондентов двух населенных пунктов, а гипотезу о том, что в одном из населенных пунктов респонденты лучше оценивают свое здоровье, чем в другом. По сути это и есть гипотеза о различии средних характеристик ранжированных данных. Для проверки подобного типа гипотез следует использовать непараметрические альтернативы t-критерия.
 Непараметрическими альтернативами t-критерию для независимых выборок являются критерий серий Вальда-Вольфовица, U-критерий Манна-Уитни и медианный тест. 
В критерии Манна-Уитни в качестве статистики критерия используется общее число случаев U, когда элементы одной выборки превосходят элементы другой выборки:
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Критерий проверяет нулевую гипотезу 
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. Критерий чувствителен к сдвигу двух распределений, поэтому применяется обычно для проверки гипотезы 
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Если гипотеза 
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 имеет распределение Манна-Уитни с параметрами 
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 соответственно, основная гипотеза однородности двух совокупностей отвергается и признается значимым различие распределений двух совокупностей. Заметим, что - квантили распределения Манна-Уитни 
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Значение статистики 
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 в общем вариационном ряду (ранг – порядковый номер элемента в ряду). Вычислим суммы рангов: 
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При 
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. Поэтому для вычисления квантилей распределения Манна-Уитни при 
[image: image103.wmf]20

,

2

1

>

n

n

 можно использовать приближенную формулу 
[image: image104.wmf])

1

(

12

1

2

1

2

1

2

1

2

1

+

+

+

»

t

a

a

n

n

n

n

z

n

n

, где 
[image: image105.wmf]a

z

 - квантиль 
[image: image106.wmf]1

,

0

N

.

Критерий предполагает, что в выборках 
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 нет совпадающих значений. Если такие значения все же есть, то им присваиваются ранги, равные среднеарифметическому значению их порядковых номеров в общем вариационном ряду. Следует заметить, что распределение статистики в этом случае лишь приближенно описывается распределением Манна-Уитни. При нормальной аппроксимации в этом случае дисперсия статистики с учетом средних рангов будет иметь вид:
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 - общее число групп совпадающих величин, 
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-ой группе (совпадения учитываются только тогда, когда совпавшие величины принадлежат разным выборкам).

Заметим, что выборочные медианы,  при малом числе категорий исследуемого признака, могут совпадать, однако относительные частоты категорий по разные стороны медианы для двух выборок могут значимо различаться, что и позволяет нам говорить о различии медиан двух совокупностей, даже при условии равенства выборочных медиан.
Критерий серий Вальда-Вольфовица строится следующим образом. Из двух выборок составляется общий вариационный ряд. Последовательность элементов в общем вариационном ряду, стоящих рядом и относящихся к одной и той же выборочной совокупности называется «серией». В качестве статистики критерия Вальда-Вольфовица используется, либо общее количество серий в вариационном ряду 
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«распределения совокупностей не различаются», число серий должно незначимо отличатся от своего среднего значения 
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. Также, как и для критерия Манна-Уитни, при наличии совпадающих значений в выборках для расчета статистики используются соответствующие формулы с поправками. Тем не менее, данный тест практически не пригоден для переменных с малым числом категорий.
В медианном тесте сначала определяется медиана общего вариационного ряда.  Затем для каждой выборки подсчитывается число значений меньше либо равных медианы и, соответственно, больших медианы. Полученные статистические ряды частот для двух категорий («значение меньше либо равно медиане», «значение больше медианы») сравниваются на однородность по рассмотренному выше критерию Хи-квадрат.
Альтернативными t-критерию для зависимых выборок непараметрическими тестами являются: критерий знаков и критерий Вилкоксона парных сравнений. Если рассматриваемые переменные являются дихотомическими, то можно использовать критерий хи-квадрат Макнемара.

Проверка гипотез однородномти в пакете STATISTICA.

Пример  2. Результаты ответов 400 респондентов на вопрос анкеты «Томск 400» «Насколько Вы удовлетворены своим здоровьем», с вариантами ответов {“Да, полностью доволен”, “ Скорее да, чем нет”, “ Скорее нет, чем да”, “ Нет, полностью не доволен”, “ Затрудняюсь ответить”} представлены в виде числовой выборки кодов ответов со значениями, соответственно, {1,2,3,4,5}. Также имеется выборка числовых кодов, соответствующих полу респондента (1 – «М», 2 - «Ж»). Требуется проверить гипотезу: мужчины-пенсионеры и женщины-пенсионеры в равной степени удовлетворены своим здоровьем.


Основная гипотеза в терминах математической статистики есть, по сути, гипотеза о равенстве распределений двух выборочных совокупностей. Заметим, что две сравниваемые выборки, мы формируем из одной исходной выборки, отбирая из нее значения, соответствующие разным категориям для второй выборки. Переменная, на основании которой происходит отбор (в нашем случае – «Пол») называется группирующей или независимой, а переменная, значения которой разбиваются на две выборки - зависимой.

Альтернативная гипотеза может быть сформулирована различными способами. Можно в качестве альтернативы выбрать просто гипотезу о различии распределений  двух совокупностей (это просто означает, что мужчины и женщины по разному оценивают свое здоровье). В этом случае для проверки основной гипотезы об однородности двух совокупностей следует применять критерии Хи-квадрат и Колмогорова. Следует заметить, что для данных, представленных в номинальной шкале (а тем более в “бедной” шкале, с малым числом категорий) критерий Колмогорова-Смирнова не применим. Единственное ограничение для критерия однородности Хи-квадрат - число наблюдаемых значений для каждой категории рассматриваемого признака должно быть не слишком мало (не менее 5).

Можно сформулировать альтернативную гипотезу и так: «мужчины и женщины в разной степени удовлетворены своим здоровьем». В этом случае мы не просто говорим о различии распределений, но и указываем, как они различаются. Это возможно, при условии, что данные представлены как минимум в порядковой шкале. В данном случае для проверки гипотезы следует использовать критерии различия средних характеристик совокупностей. Для данных, представленных в порядковой шкале,  для проверки основной гипотезы о отсутствии различия средних можно применять непараметрические критерии Манна-Уитни, Вальда-Вольфовица, а также медианный тест. Заметим, что наши данные содержат всего четыре категории, в такой ситуации критерий Вальда-Вольфовица, который улавливает наличие тренда в различии функций распределения (монотонного или периодического характера), практически не применим. Медианный критерий в этом случае даст удовлетворительные результаты, только при условии, что выборочная медиана равна 2. Если, скажем, медиана будет равна 3, то при использовании медианного критерия мы будем проверять гипотезу о различии частот для категории 4. Конечно, можно всегда перекодировать данные, и проверять гипотезу о различии частот для двух первых (или двух последних) категорий. Но это требует дополнительных усилий. Таким образом, для проверки нашей гипотезы у нас остается всего лишь один приемлемый критерий – Манна-Уитни.


Начнем с проверки нашей гипотезы по критерию Хи-квадрат. Добавим в  файл-таблицу “Tomsk400.sta” столбец значений кодов ответов на вопрос анкеты «Насколько Вы удовлетворены своим здоровьем» с названием «В_65_3» (номер вопроса анкеты) и столбец значений кодов полов респондентов с названием «Пол». Чтобы исключить из рассмотрения респондентов, давших на вопрос «Насколько Вы удовлетворены своим здоровьем» ответ «Затрудняюсь ответить», необходимо указать код категории, которые мы исключаем из анализа. Для этого в таблице данных дважды кликаем на имени переменной «В_65_3» и в раскрывшемся окне свойств переменной устанавливаем значение параметра «MD code» равным значению 5 (код ответа «Затрудняюсь ответить»).


Предварительно можно качественно сравнить два выборочных распределения, построив гистограммы. Это можно сделать, например, в модуле  «Graphs» в  разделе «Hystograms…». Однако в модуле, который мы использовать для проверки гипотезы однородности, также можно построить гистограммы.

Заметим, что процесс формирования двух статистических рядов из одной выборки по некоторому группирующему признаку (в нашем случае это «пол»), взятому из другой, связанной с первой, выборки, есть не что иное, как процесс кросстабуляции, т.е. процесс построения таблицы сопряженности признаков.


Итак, для проверки гипотезы о различии двух распределений по критерию Хи-квадрат, строим таблицу сопряженности признаков. Запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Basic Statisics/Tables». В появившемся меню модуля «Basic Statistics and Tables» выбираем пункт «Tables and banners». В окне модуля «Crosstabulation tables» на вкладке «Crosstabulation», выбираем переменные, нажав на кнопку «Specify tables (select variables)». В появившемся окне в разных листах отмечаем переменные, для которых будем строить таблицу сопряженности: «Пол» и «В_65_3» (рис. 8). Нажимаем на кнопку «OK», переходим в окно результатов кросстабуляции: «Crosstabulation tables: Results» и выбираем вкладку «Advanced».
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Рис. 8. Выбор переменных для таблицы сопряженности признаков

Нажав на кнопку «Categorized histograms» получим две гистограммы, соответствующие различным категориям переменной “пол” (рис. 9). Как видим, гистограммы существенно различаются, что и позволяет нам выдвинуть гипотезу о различии распределений двух совокупностей, то есть о различии в удовлетворенности своим здоровьем мужчин и женщин.
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Рис. 9. Гистограммы сравниваемых совокупностей
Для того, чтобы заказать тест Хи-квадрат, в окне результатов кросстабуляции: «Crosstabulation tables: Results», выбираем вкладку «Options» и отмечаем галочками параметры, как показано на рис. 10. Тем самым мы заказываем тест Хи-квадрат (параметр «Pearson & M-L Chi-square»), ранговый коэффициент корреляции Спирмена (параметр «Spearman rank order correlation») и таблицу ожидаемых частот при условии истинности основной гипотезы (параметр «Expectef frequencies»).
Нажав на кнопку «Summary» получим таблицу сопряженности признаков и таблицу ожидаемых частот на разных страницах в рабочей книге «Проверка гипотез» в разделе «Crosstabulation results dialog». В заголовке таблицы ожидаемых частот приведены результаты теста Хи-квадрат: значения статистики критерия, число степеней свободы df и наблюдаемый уровень значимости p  (рис. 11).
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Рис. 10. Выбор критерия для проверки гипотезы однородности
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Рис. 11. Таблица ожидаемых частот и результаты теста на однородность

Наблюдаемый уровень значимости 
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 говорит о статистически значимом различии выборочных распределений. Таким образом, нулевая гипотеза отвергается, и мы признаем, что удовлетворенность своим здоровьем  мужчин и женщин различается.


Обычно социолога интересует вопрос не просто о различии распределений, а о том, как они различаются. Например, можем ли мы в данном случае утверждать, что мужчины больше удовлетворены своим здоровьем, чем женщины?  Из анализа гистограмм (рис. 9),  ответ на это вопрос будет, скорее всего, положительным. Статистически можно подтвердить данное утверждение, например анализом коэффициента ранговой корреляции Спирмена.

Вернемся в  окно результатов кросстабуляции: «Crosstabulation tables: Results» на вкладку «Advanced» и нажмем кнопку «Detailed two-way tables» («подробные двухвходовые таблицы»). В результате, на странице «Statistics» в рабочей книге «Проверка гипотез» в разделе «Crosstabulation results dialog», получим значения всех заказанных статистик с указанными уровнями значимости (рис. 12).
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Рис. 12. Значения статистик критериев Хи-квадрат и коэффициента ранговой корреляции Спирмена с указанными уровнями значимости

Значение коэффициента ранговой корреляции Спирмена невелико: 
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. То есть, коэффициент ранговой корреляции статистически значимо отличается от нуля. С учетом того, что положительная корреляция соответствует возрастающей в среднем зависимости, это означает, что большому рангу переменной «Пол» соответствует в среднем больший ранг переменной «В_65_3». То есть, женщины в меньшей степени  удовлетворены своим здоровьем, чем мужчины.


Рассмотрим также применение для проверки гипотезы: «Мужчины и женщины в равной степени удовлетворены своим здоровьем» критерия Манна-Уитни. Данный критерий улавливает смещение в двух распределениях порядковых данных, поэтому, если мы получим значимое значение статистики, можно сразу будет сделать вывод о том, какая из двух категорий пенсионеров в большей степени удовлетворена своим здоровьем.


Запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Nonparametrics». В меню модуля «Nonparametric Statistics» (рис. 13) выбираем раздел «Comparing two independent Samples (groups)» («Сравнение двух независимых выборок)». 
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Рис. 13. Стартовое окно модуля «Nonparametric Statistics»

В появившемся окне модуля «Comparing Two Groups» (рис. 14), для выбора переменных нажимаем на кнопку «Variables». 
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Рис. 14. Окно для выбора непараметрического теста сравнения двух независимых выборок

В открывшемся окне (рис. 15) в первом листе отмечаем зависимую переменную «В_65_3», а во втором листе группирующую переменную «Пол».
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Рис. 15. Окно выбора зависимой и группирующей переменных 


После выбора переменных реализуем один из трех предлагаемых в окне модуля «Comparing Two Groups» (рис. 14) непараметрических тестов однородности Вальда-Вольфовица, Колмогорова-Смирнова или Манна-Уитни, нажав на соответствующую кнопку. Как мы уже отмечали ранее, для нашей задачи подходит только тест Манна-Уитни, тем не менее выполним все тесты, чтобы убедиться в верности наших предположений. Результаты тестирования приведены на рис. 16 - 18.
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Рис. 16. Результаты сравнения двух выборок по критерию Вальда-Вольфовица 
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Рис. 17. Результаты сравнения двух выборок по критерию Колмогорова-Смирнова
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 Рис. 18. Результаты сравнения двух выборок по критерию Манна-Уитни

Сразу заметим, что значимое значение статистики, соответствующее уровню значимости 
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 наблюдается только для теста Манна-Уитни (значения, соответствующие 
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, выделены красным цветом). Для критерия Вальда-Вольфовица уровень значимости равен 
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. Для критериев Вальда-Вольфовица и Манна-Уитни берем значение статистики с поправками на совпадающие ранги («adjusted»).  Таким образом, согласно критерию Манна-Уитни различие между выборками является статистически значимым.


Может показаться, что мы из трех результатов просто выбрали тот, который нас устраивает. На самом деле это ни так. Критерии согласия устроены таким образом, что вывод “данные противоречат основной гипотезе” всегда весомее, чем “данные не противоречат основной гипотезе”, поэтому, чтобы отвергнуть нулевую гипотезу достаточно одного соответствующего результата. Следует заметить, что применяя несколько тестов, мы можем чисто случайным образом отвергнуть нулевую гипотезу. Поэтому, желательно использовать один из тестов, наиболее подходящий (наиболее мощный) для данной ситуации.

Поскольку тест Манна-Уитни улавливает смещение в распределениях выборок, можно по значению статистики сделать вывод, как смещены распределения. Хотя для этого потребуется выполнить некоторые вычислительные процедуры, что не слишком удобно. Во первых, определим среднее значение статистики: 
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. Наблюдаемое значение статистики: 
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. Вспоминаем, что значение статистики Манна-Уитни это число случаев, когда элементы первой выборки меньше элементов второй выборки. Так как 
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, то можно утверждать, что элементы первой выборки больше в среднем элементов первой выборки. А вот здесь внимание: STATISTICA первой считает ту выборку, с элементов которой начинается зависимая выборка. И получается, что в данном случае, под первой выборкой понимается выборка, соответствующая коду «2» переменной «Пол». Это можно заметить и по результатам выдачи на рис. 18: объем выборки для «Group1» равен 250, т.е. первая выборка – это женщины. Ну и соответственно мы получаем тот же вывод, что сделали ранее: женщины в меньшей степени  удовлетворены своим здоровьем, чем мужчины. Конечно, вместо этих выкладок, можно было также обратиться к анализу коэффициента ранговой корреляции Спирмена. 

Пример  3.  Значения среднего дохода на одного члена семьи в месяц (тыс. руб.) 400 опрошенных респондентов-пенсионеров составляют выборку «Доход». Также имеется выборка «НП» числовых кодов, соответствующих месту проживания респондента (1 – «Томск», 2 - «Северск», 3 – «Томский район», 4 - «Асино», 5 – «Асиновский район», 6 - «Каргасокский район», 7 – «Каргасок», 8 - «Тегульдет»). Требуется проверить гипотезы: 1) «Средние доходы семей опрошенных пенсионеров г. Томска и г. Северска не различаются»; 2)  «Средние доходы семей опрошенных пенсионеров проживающих в городе и сельской местности не различаются».


В данном случае мы имеем дело с «классической» задачей  проверки гипотезы о равенстве средних двух выборок, представленных в интервальной шкале. Соответственно, основной используемый критерий в данном случае – это t-критерий Стьюдента для независимых выборок. Если объем выборок мал  (
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) и гипотеза о нормальности не подтверждается, то для проверки гипотезы равенства средних следует использовать один из непараметрических критериев, например Манна –Уитни.

Для проверки гипотезы «Средние доходы семей опрошенных пенсионеров г. Томска и г. Северска не различаются» запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Basic Statisics/Tables». В меню модуля «Basic Statistics and Tables» (рис. 19) выбираем пункт «t-test, independent, by groups» («t-тест для независимых выборок по группам») и в появившемся окне модуля «T-Test for Independent Samples By groups» (рис. 20) выбираем в качестве зависимой переменной переменную «Доход», а в качестве группирующей переменную «НП». Кроме того, указываем коды населенных пунктов для первой и второй групп, так как это показано на рис. 20. Для первой группы указываем код «1» - «Томск», для второй группы код «2» - «Северск».
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Рис. 19. Выбор t-критерия Стьюдента для независимых выборок с группирующей переменной
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Рис. 20. Окно модуля «T–критерий для независимых выборок с группирующей переменной».

Нажимая на кнопку  «Summare: T-tests» на вкладке «Quiсk»,  получим результаты тестирования по критерию Стьюдента (рис. 21)
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Рис. 21. Результаты сравнения средних доходов двух групп (Томск, Северск) по t-критерию Стьюдента

В таблице последовательно приведены средние для двух групп, значение t-статистики, число степеней свободы статистики, наблюдаемый уровень значимости, объемы выборок, стандартные отклонения для двух групп, значение статистики F критерия Фишера равенства дисперсий, уровень значимости статистики Фишера.


Поскольку  уровень значимости  
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, то различие средних высоко значимо. Таким образом, нулевая гипотеза о равенстве средних отвергается. 


Строго говоря, для корректного применения критерия Стьюдента необходимо два условия – нормальность распределения и равенство дисперсий двух выборок. Из приведенной таблицы (рис. 21), видно, что значения дисперсий различаются значимо 
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 . Однако, поскольку объемы двух выборок велики, а значение статистики Стьюдента высоко значимо, этими условиями можно пренебречь. При необходимости, нормальность распределений можно проверить, если на вкладке «Advanced» выбрать построение гистограмм (кнопка «Categorized histograms» (рис. 22).
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Рис. 22. Результаты сравнения средних доходов двух групп (Томск, Северск) по t-критерию Стьюдента

Для того, чтобы на гистограммах отображались значения статистик критериев на нормальность и соответствующих уровней значимости, следует выделить мышью столбцы гистограммы, правой кнопкой мыши открыть всплывающее окно, выбрать «Properties…», и в открывшемся окне «Histogram» нажать на кнопку «Statistics…» (рис. 23). В открывшемся окне можно заказать тесты Шапиро-Уилка и Колмогорова-Смирнова. По уровню значимости статистик Шапиро-Уилка, приведенным на рис. 22, делаем вывод, что распределение данных значимо отличается от нормального для обеих выборок. Но, как мы уже отмечали ранее, в данном случае этим можно пренебречь.


Представляет также интерес сравнение доверительных интервалов для средних двух групп на одном графике. Для этого на вкладке «Quiсk» или «Advanced» нажимаем на кнопку «Box & whisker plot» и в появившемся окне выбираем параметры для диаграммы типа «ящики-усы» вида «Mean/ SE/ 1,96∙SE», что будет соответствовать доверительным интервалам для среднего уровней 0,68 и 0,95. Получившаяся диаграмма, приведена на рис. 24. На диаграмме квадраты – средние значения, прямоугольники – стандартный размах (68% доверительный интервал), усы –  95% доверительный интервал. Для сравнения приведены аналогичные диаграммы для разброса самих выборочных значений. 
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Рис. 23. Выбор теста на нормальность в окне свойств гистограммы
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Рис. 24. Диаграммы размаха для значений доходов (слева) двух групп (Томск, Северск) и средних доходов двух групп (справа)
Проверка гипотезы «Средние доходы семей опрошенных пенсионеров проживающих в городе и сельской местности не различаются» осуществляется по той же схеме, отличие только в том, что предварительно мы должны создать новую группирующую переменную с различными кодами для городских и сельских респондентов. Это можно сделать и вручную и программно: выбираем новую переменную (назовем ее ГС) и дважды кликая на имени переменной в таблице значений, заходим в свойства переменной. В поле «Long name» записываем формулу, как показано на рис. 25.
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Рис. 25. Построение новой переменной с различными кодами для городских и сельских респондентов
В результате код «1» переменной  «ГС» будет соответствовать кодам «1», «2» и «4» переменной «НП», а код «2» переменной «ГС» будет соответствовать остальным кодам переменной «НП». Далее, переменную «ГС» выбираем в качестве группирующей и действуем также, как при проверке предыдущей гипотезы. Результаты тестирования приведены на рис. 26.
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Рис. 26. Результаты сравнения средних доходов двух групп (Город, Село) по t-критерию Стьюдента
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Рис. 27. Диаграммы размаха для значений доходов (слева) двух групп (Город, Село) и средних доходов двух групп (справа)
Как видим, и в данном случае различие средних двух групп значимо: наблюдаемый уровень значимости 
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. Заметим, что дисперсии двух групп различаются не значимо: 
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. На рис. 27, на диаграмме типа «ящики-усы», приведены соответствующие доверительные интервалы для выборочных и средних значений двух групп стандартного (68%) и 95% размаха. 
Пример  4.  Ежедневные доходности акций ПАО «Газпром» и ПАО «НК Роснефть» за период с 01.01.2015 по 01.09.2015 составляют соответственно выборки «GAZP» и «ROSN». Требуется проверить гипотезы: 1) «Средние доходности акций ПАО «Газпром» и ПАО «НК Роснефть» за указанный период не различаются»; 2)  «Распределения доходностей акций ПАО «Газпром» и ПАО «НК Роснефть» за указанный период не различаются».

  
1) Для проверки гипотезы «Средние доходности акций ПАО «Газпром» и ПАО «НК Роснефть» не различаются» используем t-критерий Стьюдента для независимых выборок. 

Запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Basic Statisics/Tables». Поскольку данные у нас оформлены в виде двух разных выборок, в меню модуля «Basic Statistics and Tables» (рис. 28) выбираем пункт «t-test, independent, by variables» («t-тест для независимых выборок, представленных разными переменным») и в появившемся окне модуля «T-Test for Independent Samples By Variables» (рис. 29) выбираем переменные «GAZP» и «ROSN» в разных листах. 
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Рис. 28. Выбор t-критерия Стьюдента для независимых выборок, представленных разными переменными
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Рис. 29. Окно модуля «T–критерий для независимых выборок, представленных разными переменными».

Нажимая на кнопку  «Summare: T-tests» на вкладке «Quiсk»,  получим результаты тестирования по критерию Стьюдента (рис. 30).
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GAZP vs. ROSN | 0,000533 0,001635 -0,523735 328 0,600817 165 165 0,017677 0,020438 1,336750 0,063970




Рис. 30. Результаты сравнения средних доходностей акций ПАО «Газпром» и ПАО «НК Роснефть» по t-критерию Стьюдента

В таблице последовательно приведены средние для двух выборок, значение t-статистики, число степеней свободы статистики, наблюдаемый уровень значимости, объемы выборок, стандартные отклонения для двух групп, значение статистики F критерия Фишера равенства дисперсий, уровень значимости статистики Фишера.


Поскольку  уровень значимости  
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, то различие средних доходностей для двух выборок не значимо. Таким образом, нулевая гипотеза о равенстве средних значений доходностей принимается. 


Для корректного применения критерия Стьюдента необходимо два условия – нормальность распределения и равенство дисперсий двух выборок. Из приведенной таблицы (рис. 30), видно, что значения дисперсий различаются также не значимо 
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. Поскольку объемы двух выборок велики, условиями нормальности распределений можно пренебречь. При необходимости, нормальность распределений можно проверить, например, в модуле «Descriptive statistics». 


Можно сравнить также графически доверительные интервалы для средних двух групп, нажав на вкладке «Quiсk» на кнопку «Box & whisker plot»  - рис. 30. 
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Рис. 30. Диаграммы размаха для средних доходностей двух выборок

2)  Для проверки гипотезы «Распределения доходностей акций ПАО «Газпром» и ПАО «НК Роснефть» не различаются» используем критерий однородности Хи-квадрат. Заметим, что для применения критерия, по сути, нам надо построить таблицу сопряженности, где строки будут соответствовать различным выборкам, а столбцы различным интервалам. К сожалению, пакет STATISTICA не позволяет строить таблицы сопряженности для интервальных данных. Поэтому необходимо построить категориальные переменные, которые будут определять принадлежность выборочных данных к тому или иному интервалу.


Предварительно построим статистические ряды для каждой выборки, чтобы оценить границы интервалов . Число интервалов группирования определяем по формуле Стерджесса по выборке наименьшего объема. В нашем случае выборки имеют одинаковый объем 
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, соответственно, рекомендуемое число интервалов 
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. Полученные интервальные статистические ряды приведены на рис 31. Следует помнить, что для корректного применения критерия Хи-квадрат число выборочных значений для каждого интервала должно быть не менее 5, поэтому полученные интервалы необходимо скорректировать. Можно просто объединить соседние интервалы с малым числом значений, однако это приведет к понижению мощности критерия. Также не забываем, что для каждой переменной мы используем одни и те же интервалы.
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Рис. 31. Интервальные статистические ряды для двух выборок
Создаем новые переменные, значения которых (или код) будут указывать на принадлежность значений исходных переменных к тому или иному интервалу группирования. Для этого выбираем новые переменные (назовем их «K_GAZP» и «K_ROSN»), заходим в свойства переменной и в поле «Long name» записываем формулы, как показано на рис. 32. и рис. 33.
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Рис. 32. Создание категориальной переменной «K_GAZP», указывающей на принадлежность переменной «GAZP» (v1) к соответствующему интервалу группирования
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Рис. 33. Создание категориальной переменной «K_ROSN», указывающей на принадлежность переменной «ROSN» (v2) к соответствующему интервалу группирования
Далее, следует объединить выборки «K_GAZP» и «K_ROSN» в одну (назовем эту выборку «K_GAZP_ROSN»). Для этого можно создать новую таблицу, поскольку объем новой выборки будет равен сумме объемов исходных выборок. Кроме того, в этой таблице необходимо создать еще переменную «N_B», которая будет указывать на принадлежность переменной «K_GAZP_ROSN» к выборке «K_GAZP» или «K_ROSN» в зависимости от значений (1 или 2) этой переменной.
Наконец, для проверки гипотезы о различии двух распределений по критерию Хи-квадрат, строим таблицу сопряженности признаков «N_B» и «K_GAZP_ROSN». Запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Basic Statisics/Tables». В появившемся меню модуля «Basic Statistics and Tables» выбираем пункт «Tables and banners». В окне модуля «Crosstabulation tables» на вкладке «Crosstabulation», выбираем переменные, нажав на кнопку «Specify tables (select variables)». В появившемся окне в разных листах отмечаем переменные, для которых будем строить таблицу сопряженности: «K_GAZP_ROSN» и «N_B». Нажимаем на кнопку «OK», переходим в окно результатов кросстабуляции: «Crosstabulation tables: Results», выбираем вкладку «Options» и заказываем тест Хи-квадрат (параметр «Pearson & M-L Chi-square») и таблицу ожидаемых частот при условии истинности основной гипотезы (параметр «Expectef frequencies»).
Нажав на кнопку «Summary» получим таблицу сопряженности признаков и таблицу ожидаемых частот на разных страницах в рабочей книге в разделе «Crosstabulation results dialog». В заголовке таблицы ожидаемых частот приведены результаты теста Хи-квадрат: значения статистики критерия, число степеней свободы df и наблюдаемый уровень значимости p  (рис. 34).
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Рис. 34. Таблица ожидаемых частот и результаты теста на однородность

Наблюдаемый уровень значимости 
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 говорит о статистически не значимом различии выборочных распределений. Таким образом, нулевая гипотеза «Распределения доходностей акций ПАО «Газпром» и ПАО «НК Роснефть» не различаются» принимается.

Несколько проще для интервальных данных  проверить гипотезу о однородности двух выборок, используя критерий однородности Колмогорова. Для этого предварительно объединим исходные выборки «GAZP» и «ROSN» в одну (назовем эту выборку «GAZP_ROSN») и разместим в созданной ранее таблице, где у нас находится переменная «N_B».
Далее запускаем в головном меню  модуль  «Statistics», в стартовой панели выбираем пункт «Nonparametrics». В меню модуля «Nonparametric Statistics» (рис. 13) выбираем раздел «Comparing two independent Samples (groups)» («Сравнение двух независимых выборок)». В появившемся окне модуля «Comparing Two Groups» (рис. 14), для выбора переменных нажимаем на кнопку «Variables». В открывшемся окне в первом листе отмечаем зависимую переменную «GAZP_ROSN», а во втором листе группирующую переменную «N_B».


После выбора переменных выбираем из предлагаемых трех в окне модуля «Comparing Two Groups» непараметрических тестов тест однородности Колмогорова-Смирнова, нажав на соответствующую кнопку. Результаты тестирования приведены на рис. 35.
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Рис. 34. Результаты теста на однородность по критерию Колмогорова-Смирнова
Наблюдаемый уровень значимости 
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 говорит о статистически не значимом различии выборочных распределений. Таким образом, нулевая гипотеза «Распределения доходностей акций ПАО «Газпром» и ПАО «НК Роснефть» не различаются» принимается.
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