МЕТОД КАНОНИЧЕСКИХ КОРРЕЛЯЦИЙ

Метод канонических корреляций позволяет находить максимальные корреляционные связи между двумя группами случайных величин, являясь как бы обобщением корреляционного анализа на случай двух множеств случайных величин. Эти связи определяются при помощи новых аргументов - канонических переменных, определяемых как независимые линейные комбинации исходных признаков  по каждой из групп. Канонические величины должны максимально коррелировать между собой, а их число определяется по числу переменных в меньшем множестве (если число переменных в них не одинаково). При этом можно ограничиться рассмотрением небольшого числа наиболее коррелированных линейных комбинаций, тем самым сократить объем исходных данных.

Например, эффективность предприятия оценивается такими показателями как: прибыль, рентабельность, фондоотдача и др., которые зависят от таких исходных факторов как: материальные затраты, трудоемкость, стоимость основных фондов, оборачиваемость и др. Задача состоит в выявлении максимальных связей между двумя этими группами показателей.
Пусть имеются две группы исходных переменных: 
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 - результирующие показатели, а 
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 - определяющие факторы). Будем считать, что 
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 центрированные величины, а также для определенности положим, что 
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 - ковариационная матрица, характеризующая взаимосвязь результирующих показателей, 
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 - ковариационная матрица, характеризующая взаимосвязь исходных факторов, 
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 - ковариационная матрица, характеризующая взаимосвязь показателей первой и второй групп (все векторы рассматриваем как матрицы столбцы).

Положим:
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Будем называть 
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 каноническими переменными. Задача метода заключается в нахождении таких пар 
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 будет наилучшим образом предсказываться значениями 
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Коэффициент корреляции между 
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 (учитывая, что 
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 центрированные и нормированные величины):
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По условию задачи требуется определить коэффициенты 
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 таким образом, чтобы корреляция между  переменными 
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 была наибольшей, т.е. найти такие значения 
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, при которых выражение (3) достигает максимума при условии (2). Применим метод множителей Лагранжа, построим функцию:
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где 
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 - неизвестные коэффициенты Лагранжа.

Находя частные производные 
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 от функции Лагранжа (4), и приравнивая их нулю, получаем линейную систему:
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Из (5) следует, что 
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Преобразуя (5) получим:
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Таким образом, вектор коэффициентов преобразования 
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 является собственным вектором матрицы 
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Поскольку 
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 есть коэффициент корреляции между 
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,  то выбираем наибольшее собственное значение 
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 и соответствующий этому значению собственный вектор 
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 из уравнения (5) и получаем первую пару канонических переменных:
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 Пусть 
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то функция Лагранжа, с учетом того что 
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  в этом случае будет иметь вид:
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Находя производные 
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 от функции Лагранжа (7), и приравнивая их нулю, получаем систему:
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Преобразуя (8), для нахождения второй пары векторов получим ту же систему, что и для первой пары. Следовательно, 
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причем для каждой пары коэффициент корреляции 
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Полученные канонические переменные обладают следующими свойствами:


они являются независимыми линейными комбинациями исходных показателей соответствующих групп;


канонические переменные выбраны таким образом, чтобы соответствующие канонические корреляции были максимальными;


канонические переменные упорядочены по мере убывания соответствующих канонических корреляций;


канонические переменные из разных пар некоррелированы.
Оценка канонических корреляций на основе выборочных данных строится на основе выборочных матриц ковариаций (или матрицы корреляций, если используются нормированные исходные данные). Для статистической проверки значимости найденных канонических переменных можно использовать критерий отношения правдоподобия. При этом, если определены 
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т.е., что все корреляции, начиная с 
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Отношение правдоподобия в данном случае можно выразить через отношение определителей:
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Определитель матрицы ковариаций: 
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При истинности 
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 статистика
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асимптотически стремится к распределению 
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 с числом степеней свободы 
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 (число пар канонических переменных, корреляции между которыми равны нулю).

Более точно аппроксимируется распределением 
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 распределение статистики (Кендалл М., Стьюарт А. Многомерный статистический анализ и временные ряды. М.: Наука, 1976):
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где 
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 - объем выборки, 
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– размерности векторов 
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 и 
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. Учитывая, что при больших 
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, обычно используют обычно более простую статистику:
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Если значимость p-ой пары 
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 подтверждается (то есть нулевая гипотеза отклоняется), то процедура повторяется для следующего значения 
[image: image139.wmf]1

+

p

. 
Для того, чтобы найти доли объясняемой каноническими переменными дисперсии, найдем ковариации между каноническими переменными и исходными факторами. Ковариация между исходными факторами и каноническими величинами для первой группы:  
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для второй группы:  
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Векторы 
[image: image142.wmf])
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, будем называть векторами канонических нагрузок соответствующих канонических переменных. Квадрат длины вектора канонических нагрузок равен величине объясняемой (извлеченной) канонической переменной дисперсии для соответствующего множества:
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Доли суммарных дисперсий исходных признаков, объясняемые 
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 каноническими переменными:
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 - для 1-го множества, 
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 - для 2-го множества.


Коэффициент канонической корреляции 
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 при возведении в квадрат дает долю дисперсии, общей для каждой из канонических переменных в паре. Если умножить эту долю на соответствующую долю извлеченной канонической переменной дисперсии и просуммировать по всем каноническим переменным, то можно получить меру избыточности множества переменных, т.е., величину, показывающую, насколько избыточно одно множество переменных, если задано другое множество.

Избыточность первого множества переменных при заданном втором множестве:
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Избыточность второго множества переменных при заданном первом множестве:
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