Оценивание параметров многомерной нормальной случайной величины

Математической моделью, на которой в большинстве случаев базируется многомерный статистический анализ, является многомерное нормальное распределение. Хотя существуют многомерные статистические проблемы, которые не могут быть описаны моделью нормального распределения, тем не менее, эта модель оказывается приемлемой в большинстве рассматриваемых случаев. Распространение методов, в основе которых лежит модель нормального распределения, обусловлено не только их практической применимостью, но так же и тем,  что для теории нормального распределения разработаны точные математические методы. Нормальное распределение полностью описывается вектором средних  и ковариационной матрицей, поэтому в первую очередь займемся проблемой статистической оценки этих параметров.
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 имеет многомерное нормальное распределение, то есть 
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Пусть 
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 выборка объема 
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 из генеральной совокупности величины 
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. Требуется по выборке 
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 получить оценки параметров вектора 
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В качестве оценки вектора средних 
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 естественно взять вектор выборочных средних 
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, покажем, что матрица ковариаций выборочных средних 
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. Поскольку, как мы знаем, для дисперсии выборочного среднего справедливо 
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. Ограничимся для простоты двумерным случаем. Пусть 
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, причем предполагается, что все пары 
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 имеют одинаковое распределение, а величины входящие в разные пары независимы. Найдем ковариацию между величинами 
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Найдем 
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, учитывая, что математическое ожидание произведения независимых величин равно произведению математических ожиданий:
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Следовательно:
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Итак, матрица ковариаций выборочных средних выражается через матрицу ковариаций самих величин, также как дисперсия среднего величин выражается через дисперсию одной величины, то есть:
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. Поскольку вектор выборочных средних получен путем линейного преобразования исходных величин, то в случае нормального распределения генеральной совокупности он будет также иметь нормальное распределение с параметрами 
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В качестве оценки ковариации между величинами 
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 в соответствии с методом моментов можно взять выборочную  ковариацию:
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Покажем, что такая оценка является смещенной. Найдем математическое ожидание оценки:
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Следовательно, несмещенной оценкой ковариации будет являться
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Матрицу, составленную из выборочных ковариаций, будем обозначать 
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, матрицу же, составленную из несмещенных оценок ковариаций, будем обозначать 
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 оформлена в виде матрицы 
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 размеров 
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 - центрированная матрица, которая получается из матрицы 
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, путем вычитания из элементов каждого столбца среднего значения для данного столбца.


Заметим, что полученные оценки можно использовать для любых многомерных распределений, для которых существуют конечные моменты второго порядка. Покажем, что в случае многомерного нормального распределения вектор выборочных средних 
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 и выборочная матрица ковариаций 
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являются оценками максимального правдоподобия.
Запишем функцию правдоподобия для выборки 
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[image: image51.wmf]n

i

X

X

X

X

T

i

k

i

i

i

,

1

,

)

,

,

,

(

)

(

)

(

2

)

(

1

)

(

=

=

K

r

.

Логарифм функции правдоподобия:
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где 
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 - элементы матрицы, обратной к матрице ковариаций 
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Для поиска оценок величин 
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 и приравниваем полученные производные к  нулю. При выполнении дифференцирования под производной от матрицы 
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 будем понимать матрицу, составленную из производных от элементов матрицы 
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, а также будем использовать следующие свойства матричного дифференцирования:
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Дифференцируем 
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Приравнивая к нулю, получаем систему уравнений для оценок 
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Так как матрица 
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Таким образом, вектор выборочных средних 
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 является оценкой максимального правдоподобия вектора математических ожиданий нормальной совокупности 
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Заменим в 
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 величины 
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 их оценками максимального правдоподобия и преобразуем:
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где 
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 элементы выборочной матрицы ковариаций 
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Учитывая, что:
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получим:
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Дифференцируем  
[image: image86.wmf]L

 по 
[image: image87.wmf]k

p

k

s

a

sp

,

1

,

,

1

,

=

=

:


[image: image88.wmf][

]

[

]

sp

sp

sp

sp

sp

sp

sp

A

A

A

n

A

n

a

A

A

A

A

Sp

n

a

A

A

Sp

n

A

a

A

A

A

Sp

n

a

A

A

Sp

n

a

L

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

2

)

2

2

)

2

-

-

-

-

-

-

-

-

-

+

-

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

=

¶

¶

.

Приравнивая к нулю, получаем уравнение для оценок:


[image: image89.wmf]1

1

1

ˆ

ˆ

ˆ

-

-

-

=

A

A

A

A

,

или:


[image: image90.wmf]A

A

=

ˆ

.

Таким образом, выборочная матрица ковариаций 
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Перейдем теперь к построению доверительной области для компонент вектора математических ожиданий случайного вектора 
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Пусть ковариационная матрица 
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 случайной величины 
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 известна.
Для одномерной нормальной случайной величины, для построения ДИ для среднего 
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 использовалась статистика:
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Если возвести 
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 в квадрат, получим статистику, распределенную по закону хи-квадрат с одной степенью свободы:
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В случае многомерного распределения генеральной совокупности можно построить аналогичную статистику:
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здесь 
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 - вектор выборочных средних многомерной случайной величины 
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 матрица ковариаций. Статистика 
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 можно получить путем линейного преобразования многомерной нормальной случайной величины 
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Пусть 
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 будет область, ограниченная этим эллипсоидом, т.е. область определяемая неравенством:
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Пусть теперь ковариационная матрица 
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 случайной величины 
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 неизвестна. Для одномерной случайной величины, для построения ДИ для среднего 
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 в этом случае использовалась статистика
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Если возвести 
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 в квадрат получим статистику:
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Статистика 
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В случае многомерного распределения генеральной совокупности можно построить аналогичную статистику:
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которая в случае 
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-мерного нормального распределения генеральной совокупности будет иметь распределение Хотеллинга с 
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 степенями свободы (Андерсон Т. Введение в многомерный статистический анализ. М.: Физматгиз, 1963).
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 будет определяться неравенством:
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Можно немного видоизменить определение статистики Хотеллинга, чтобы сделать наглядной аналогию использования статистик в одномерном и многомерном случаях.  Будем называть распределение статистики
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распределением Хотеллинга с 
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 степенями свободы. Тогда, в одномерном случае при 
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Пример 1. Надо править!!!! Неправильно!!! По выборке объема 
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Если ковариационная матрица известна, то доверительная область определяется неравенством:
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Полученная область изображена на рисунке 1 (область заключена внутри синего эллипса).

Если ковариационная матрица неизвестна, то доверительная область определяется неравенством:
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Полученная область изображена на рисунке 1 (область заключена внутри красного эллипса).
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