Двухфакторный дисперсионный анализ


Если анализируется одновременное влияние двух различных факторов на результаты наблюдений, то используется двухфакторный дисперсионный анализ. 

Пусть мы исследуем влияние на величину 
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 двух факторов A и B, имеющих, соответственно 
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 и 
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 уровней. В двухфакторной модели дисперсионного анализа обычно исходят из следующей модели порождения данных:
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где: 
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 - l-ое наблюдаемое значение отклика для i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B;
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 - среднее значение отклика для i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B;
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 - независимые случайные величины с математическим ожиданием равным нулю и одинаковой дисперсией 
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.

Необходимо выяснить значимо ли различаются выборочные средние, соответствующие различным уровням каждого из факторов, а также, возможно, существует ли значимое различие выборочных средних для различных комбинаций уровней двух факторов.


Для решения поставленной задачи, введем в уравнения следующие средние:
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 - общее среднее;
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 - среднее для i-го уровня фактора A;
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 - среднее для j-го уровня фактора B.
Эти средние могут определяться через величины 
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, например как, взвешенные средние:
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Также можно определить данные средние через величины 
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, как, невзвешенные средние:


[image: image20.wmf]å

å

=

=

m

=

m

k

i

m

j

ij

km

1

1

1

;  
[image: image21.wmf]å

=

m

=

m

m

j

ij

i

m

1

*

1

;   
[image: image22.wmf]å

=

m

=

m

k

i

ij

j

k

1

*

1

.

Возможны и другие варианты определения данных величин.


Далее, положим:

[image: image23.wmf]m

-

m

=

a

*

i

i

,

[image: image24.wmf]m

-

m

=

b

j

j

*

,


[image: image25.wmf]m

+

m

+

m

-

m

=

b

+

a

-

m

-

m

=

g

)

(

)

(

*

*

j

i

ij

j

i

ij

ij

,
и перепишем линейную модель в виде:
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Величины 
[image: image27.wmf]m
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 называют, соответственно, главными эффектами i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B. Величину 
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 называют  эффектом взаимодействия i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B. Если бы отклонение величины 
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 от общего среднего для i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B в точности равнялось сумме соответствующих эффектов, то мы бы имели: 
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, что влечет 
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Уравнения (2) можно представить в виде:
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Данное соотношение говорит о том, что отклонение наблюдаемого значения отклика складывается из суммы четырех слагаемых: отклонения отклика от среднего значения для i, j-го набора уровней факторов A и B 
[image: image34.wmf])
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, главных эффектов i-го уровня фактора A и j-го уровня фактора B и эффекта взаимодействия.  
Уравнения (2) можно, также как и в модели однофакторного дисперсионного анализа, переписать в терминах линейной регрессионной модели. Заметим, что если определено 
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, то любые 
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 средние 
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 определяют одно оставшееся, аналогично, любые 
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 средние 
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 определяют одно оставшиеся. Если 
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 независимо можно определить только 
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 величин. Таким образом, можно ограничиться набором из 
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 величин 
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 и величины 
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, чтобы модель, построенная на основе уравнений (13) не была сингулярной. При этом исключенные параметры необходимо выразить через оставшиеся, используя те или иные условия, накладываемые на параметры (условия связи между средними).
К сожалению, НМК оценки параметров достаточно просто получить только в случае пропорциональных частот, то есть при условии, что:
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Условия (4) выполняются, например, если количества наблюдений 
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 для каждого сочетания уровней факторов совпадают. План эксперимента подобного вида (или сам эксперимент) называют сбалансированным.  В случае пропорциональных частот, при условии, что величины 
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 определялись через величины 
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 как взвешенные средние,  получаем “интуитивно” понятные МНК-оценки для параметров модели (М. Кендалл, А. Стьюарт. Многомерный статистический анализ и временные ряды) 

[image: image59.wmf]y

=

m

ˆ

, 
[image: image60.wmf]y

y

i

i

-

=

a

*

ˆ

 , 
[image: image61.wmf]y

y

j

j

-

=

b

*

ˆ

, 
[image: image62.wmf]y

y

y

y

j

i

ij

ij

+

+

-

=

g

)

(

ˆ

*

*

,


[image: image63.wmf]å

å

å

=

=

=

=

k

i

m

j

n

l

ijl

ij

y

n

y

1

1

1

1

,
[image: image64.wmf]å

å

=

=

=

m

j

n

l

ijl

i

i

ij

y

n

y

1

1

*

*

1

, 
[image: image65.wmf]å

å

=

=

=

k

i

n

l

ijl

j

j

ij

y

n

y

1

1

*

*

1

,  
[image: image66.wmf]å

=

=

ij

n

l

ijl

ij

ij

y

n

y

1

1


          (5)

В случае пропорциональных также справедливо следующее разложение общей суммы квадратов отклонений на составляющие:
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где:
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 – общая, или полная, сумма квадратов отклонений;
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 – сумма квадратов отклонений средних по уровням фактора A от общего среднего, или сумма квадратов главных эффектов A (можно и так: сумма квадратов, соответствующих эффекту фактора A);
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– сумма квадратов отклонений средних по уровням фактора B от общего среднего, или сумма квадратов главных эффектов B;
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 – сумма квадратов взаимодействия эффектов A и B;
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– остаточная сумма квадратов отклонений.

Число степеней свободы для сумм квадратов 
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. Число степеней свободы для суммы квадратов взаимодействия эффектов 
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. Число степеней свободы суммы квадратов остатков 
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Поскольку двухфакторная модель учитывает различные эффекты влияния факторов, то и статистический анализ для двухфакторной модели предполагает проверку гипотез о значимости различных эффектов. При условии истинности 
[image: image85.wmf]:
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«эффект незначим» средний квадрат эффекта является несмещенной оценкой дисперсии 
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, так же как и величина 
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. Поэтому в качестве статистик критериев проверки гипотез о значимости соответствующих эффектов можно использовать отношения средней суммы квадратов эффектов к средней сумме квадратов остатков. При нормальном распределении остатков данные  статистики имеют распределение Фишера с параметрами, определяемыми числами степеней свободы соответствующих сумм, участвующих в отношении. Результаты двухфакторного дисперсионного анализа можно отобразить в виде таблицы (таблица 1).
Табл.1. Результаты двухфакторного дисперсионного анализа.
	Компонента дисперсии
	Сумма квадратов
	Степени свободы
	Средние квадраты

	Эффекта A
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	Эффекта B
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	Эффекта AB
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	Остаточная
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Основные рассматриваемые гипотезы в двухфакторном ДА, F-статистики  критериев для проверки данных гипотез и соответствующие числа степеней свободы данных статистик приведены в таблице 2. 
Табл. 2. Статистики для проверки основных гипотез двухфакторного дисперсионного анализа

	Основная гипотеза:
	Все 
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	Статистика критерия
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	Числа степеней

 свободы
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Если наблюдаемое значение статистики 
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 - критическая точка распределения Фишера уровня 
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 (или квантиль уровня 
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) с числом степеней свободы 
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, то нулевая гипотеза  отклоняется и считается, что средние для различных уровней фактора значимо различаются.

Заметим, что суммы квадратов 
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  можно получить на основе однофакторной модели дисперсионного анализа, как суммы квадратов, обусловленные соответствующей линейной гипотезой. При этом, можно показать, что в случае сбалансированного плана при любом из ограничений на параметры, рассмотренные выше, эти суммы будут иметь одно и то же значение.

В случае непропорциональных частот оценки МНК параметров модели, при заданных  
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 условиях на параметры модели, могут быть получены численно, однако в этом случае нарушается условие (6) ортогональности сумм квадратов эффектов. Соответственно, независимо одновременно проверить все гипотезы двухфакторного анализа не получится. Заметим, однако, что мы всегда можем проверить значимость какого либо из эффектов (либо линейной комбинации эффектов), рассматривая соответствующую однофакторную модель и выделив соответствующую сумму квадратов.  Затем можно исключить данную сумму квадратов из общей суммы квадратов и проверить значимость другого эффекта и т.д. В результате получаем как бы последовательное разложение суммы квадратов на составляющие. Можно использовать и другой подход, выделив на основе однофакторной модели сумму квадратов всех эффектов, за исключением одного, а затем уже исследовать значимость этого эффекта на основе оставшейся суммы квадратов. В зависимости от того, как формируется разложение суммы квадратов на составляющие,  различаются и статистики критериев для проверки гипотез о значимости эффектов в несбалансированной многофакторной модели дисперсионного анализа, при этом общий принцип формирования статистики критерия на основе F-отношения сумм квадратов эффекта и остатков остается прежним. 
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