
Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ 1

Âàðèàíò � 1

1.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋂
(B

⋂
C)=(A

⋂
B)

⋂
C

1.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-3,0,1,2,6,7,13,121 }, B={-2,0,1,4,5,6,21 }, C={1,2,3,5,6,61,76,451} íàéòè
A

⋂
(B

⋂
C);(A

⋂
B)

⋂
C;(A\B)⋃C;(A\C)4(B\C)

1.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

1.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íîå.
1.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ, ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − λX =

0, λ > −100, X(0) = X(1) = 0.
1.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïðÿìîé íàõîäÿùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèè áîëüøå ε.
1.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà D = (0, 1]∪N (êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå;

îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R1, |x− y|).
1.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

‖~x‖ =
(
x2

1 +
1
4
x2

2 + 2x2
3

)1/2

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

1.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{(n2 + 1

n2
;

5 + 4n

2n
;

(−1)n

n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

1.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) = nαtn(1− t), 0 ≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
1.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = [ẋ(t)]2.

1.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

cos(t− s)x(s)ds.

1.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =




−1, 0 ≤ t <

1
2
, −1 ≤ t ≤ −1

2
1,

1
2
≤ t ≤ 1, −1

2
≤ t < 0

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
1.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö

a = ‖aik‖, b = ‖bik‖, i, k = 1, n,

â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

aijbjk

∥∥∥∥∥, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà

a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê ‖αaik‖.
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1.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

2 −1 0
−1 2 0

1 −1 1

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
1.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îñü

Oz.



Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ 3

Âàðèàíò � 2

2.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋃
(B

⋃
C)=(A

⋃
B)

⋃
C

2.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-3,1,2,4,7,15,42 }, B={-3,0,4,7,15,22,111 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,45} íàéòè
A

⋃
(B

⋃
C);(A

⋂
B)

⋃
C;(A\B)⋃C;(A\C)4(B

⋂
C)

2.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ÷èñåë îò 1 äî 100, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

2.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë, èìåþùèõ îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà òðè ðàâíûé åäèíèöå, áåñêîíå÷íîå.
2.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′+λX = 0, λ < 10, X ′(0) = X(1) = 0
2.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïàðàáîëå y = 2x2 .
2.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
∞⋃

k=0

]
k, k +

1
2

]

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R1, |x− y|).

2.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
2|x1|, |x2|, 1

2
|x3|

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

2.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{(

7−3n;
−2n

1 + 2n
;

n2

2 + n2

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

2.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





0, 0 ≤ t ≤ 1− 2
n

;

nα(1− t2),
2
n

< t ≤ 1

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
2.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = tx(t) + t2.

2.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

ts2x(s)ds.

2.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





−1,
2
3
≤ t ≤ 1,

0, 0 ≤ |t| < 2
3
,

1, −1 ≤ t ≤ −2
3

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
2.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n ÷èñåë

a = {x1, x2, . . . , xn}, b = {y1, y2, . . . , yn},
â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê {x1y1, x2y2, . . . , xnyn}, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî
ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê {αx1, αx2, . . . , αxn}.

2.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé



3 0 0

2
3

7
3

−4
3

2
3

−2
3

5
3




.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
2.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xOy.



Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ 5

Âàðèàíò � 3

3.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
(A

⋂
B)

⋃
(C

⋂
D)=(A

⋃
C)

⋂
( B

⋃
C)

⋂
(A

⋃
D)

⋂
(B

⋃
D)

3.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-13,0,2,4,7,15,42 }, B={-3,0,4,7,15,17,21 }, C={-60,1,3,4,5,6,7,45} íàéòè
(A

⋂
B)

⋃
C ;(A

⋃
C)

⋂
( B

⋃
C)

⋂
A

⋂
B;(A\B)⋂C;(A

⋃
C)4(B

⋂
C)

3.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

3.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè áåñêîíå÷íîå.
3.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X ′(1) = 0.
3.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ÷åòíûõ ÷èñåë äåëÿùèõñÿ íà 3 íàöåëî.
3.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {(x1, x2) : 1 ≤ 3|x1|+ 2|x2| ≤ 3}
(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2, ‖~x− ~y‖2).

3.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

‖~x‖ = max
{
‖~x‖2,

√
10
4
‖~x‖∞

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

3.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( n

n3 + 1
;

3n

4 + 3n
;

n + 3
1 + n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

3.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =

{
nα cosπt, 0 < t ≤ 1

n2α
,

sin t, 1
n2α ≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
3.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = ẋ(t) + x(t).

3.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

x(τ) sin t dτ.

3.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{
1, −1 ≤ t < 0,
0, 0 ≤ t ≤ 1

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
3.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé

a = f(x1, x2), b = g(x1, x2),

â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê f(x1, x2) + g(x1, x2), à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî
ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αf(x1, x2).
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3.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

3 −1 1
0 2 −1
0 −1 2

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
3.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî

îñè Oz â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà óãîë π/2.



Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ 7

Âàðèàíò � 4

4.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A\(B⋃

C)=(A\B)⋂(A\C)
4.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-1,0,1,2,3,4,5 }, B={-3,-2,4,5,6,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A\B)⋂(A\C);(A ⋂

C)
⋂
( B

⋃
C)4A

⋂
B;(A\B)4C;(A

⋂
C)4(B

⋂
C)

4.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ âàøåé ãðóïïû, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè.

4.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,1) áåñêîíå÷íîå.
4.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − λX = 0, X ′(0) = X ′(π) = 0
4.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êâàäðàòíûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ

0 è 1.
4.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{
{xn}∞n=1 : xn =

1
k5n

, k ∈ N
}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå `2.

4.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

‖~x‖ =
(
6x2

1 + x2
2 +

1
6
x2

3

)1/2

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

4.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( −n

n2 + 2
;

n

n + 1
;

2n

3− 2n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

4.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =
nαt3

1 + t2n2
, 0 ≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
4.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = 5t + ẍ(t).

4.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

etx(s)ds.

4.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =




−1, −1 ≤ t <

1
2
,

t + 1,
1
2
≤ t ≤ 1

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.



8 Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
4.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

a = ‖aik‖, b = ‖bik‖, i, k = 1, n,

â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê ‖aik + bik‖, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà
a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê ‖αaik‖.

4.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

3 −2 2
2 −1 2
2 −2 3

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
4.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îñü

Oy.
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Âàðèàíò � 5

5.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A\(B⋂

C)=(A\B)⋃(A\C)
5.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-1,0,1,2,3,4,5 }, B={-3,-2,4,5,6,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A4B)

⋃
(A4C);(A

⋃
C)

⋂
( B

⋃
C)4A

⋃
B;(A\B)\C;(A⋃

C)\(B⋂
C)

5.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî òî÷åê íà êðèâîé x2− y2 = 1, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè.

5.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (0,0) áåñêîíå÷íîå.
5.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X(π) = 0
5.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A = 1, 2, 4, 5.
5.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {(x1, x2) : 1 ≤ 2|x1|+ 3|x2| ≤ 3}
(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2, ‖~x− ~y‖2).

5.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
‖~x‖2, 3

4
‖~x‖∞

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

5.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 2n2

n2 + 1
;
−n + 1

n
; 5−n2

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

5.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





sin t,
1

n2α
≤ t ≤ − 1

nα
,

nα sin πt,
1

nα
< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
5.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = ẋ

(1
2

)
t2.

5.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

cos(t)x(s) ds.

5.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





−1, −1 ≤ t ≤ −1
4
,

0, 0 ≤ t ≤ 1
4
,

1,
1
4
≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
5.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè, ìåíüøåé èëè ðàâíîé

òðåì, îò ïåðåìåííûõ x, y â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a+b, à ïðîèçâåäåíèå
ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αa.

5.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

13 2 −2
6 9 −6
2 −2 5

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
5.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x + z = 0
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Âàðèàíò � 6

6.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
(A\(A\B)=(A

⋂
B)

6.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,0,3,2,1 }, B={-3,-1,0,4,5,6,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A4B)4(A4C);(A

⋂
C)

⋂
( B

⋃
C)

⋂
A

⋃
B;(A4B)\C; (A⋂

B)
6.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ è äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [0,1] ôóíêöèé, îïðåäåëèâ

ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
6.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 10 áåç îñòàòêà, áåñêîíå÷íîå.
6.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′+λX = 0, λ < 50, X(0) = X(π) = 0
6.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë.
6.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {(x1, x2) : 1 ≤ |x1|+ 2|x2| ≤ 3}
(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2, ‖~x− ~y‖2).

6.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
‖~x‖2, 4

3
‖~x‖2

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

6.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( −2n

n + 8
;

n

5 + n
; e−n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

6.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) = nαte−nt2 , 0 ≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
6.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = 2ẍ(t)− ẋ(t).

6.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

tesx(s), ds.

6.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =

{
1, −1 ≤ t < 0,

2t, 0 ≤ t ≤ 1

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
6.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö

a = ‖aik‖, b = ‖bik‖, i = 1,m, k = 1, n,

â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê ‖aik + bik‖, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà
a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê ‖αaik‖.
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6.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

2 0 −1
1 1 −1

−1 0 2

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
6.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü y +
√

3z = 0.
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Âàðèàíò � 7

7.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A\B=A\(A⋃

B))
7.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,0,1,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A4B)4(A4C);A\(A⋃

B)); (A4B)\C; (A4B)
7.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî óíèâåðñèòåòîâ ÐÔ, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâà-

ëåíòíîñòè.
7.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê íà îòðåçêå [0,1] áåñêîíå÷íîå.
7.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − 5λX = 0, λ > −50, X ′(0) =

X(π) = 0
7.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íà êðèâîé y = x4 − 1, x < 1.
7.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {(x1, x2) : 1 ≤ x2
1 + (x2 − 1) ≤ 4}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2, d(~x, ~y) = ‖~x− ~y‖1).

7.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

‖~x‖ =
(
4x2

1 +
1
9
x2

2 + x2
3

)1/2

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

7.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n−1 =
{( n

n + 3
;

(−1)nn

n2 + 1
;

3 + 5n

5n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

7.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





0, 0 ≤ t ≤ 1− 1
n2α

,

nα(1− t)2, 1− 5
n

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
7.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = ẍ(t)− ẋ(t).

7.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

(t + s)x(s) ds.

7.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





1, 0 ≤ |t| < 1
3
,

−1,
1
3
≤ |t| ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.



14 Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
7.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n ÷èñåë

a = {x1, x2, . . . , xn}, b = {y1, y2, . . . , yn},
â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê {x1 +y1, x2 +y2, . . . , xn +yn}, à ïðîèçâåäåíèå
ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê {αx1, αx1, . . . , αxn}.

7.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

5 −2 2
0 5 0
0 2 3

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
7.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü
√

3x + z = 0.
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Âàðèàíò � 8

8.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋂
(B\C)=(A

⋂
B)\C

8.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A\B)4(A\C);A4(A

⋃
B)); (A

⋃
B)\C; (A⋂

B)
8.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ z100 = 1, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
8.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê â êâàäðàòå [0,1]×[0,1] áåñêîíå÷íîå.
8.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′−3λX = 0, λ > −10, X(0) = X ′(3) =

0
8.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.
8.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{
{xn}∞n=1 : xn =

1
k5n

}∞
k=1

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå, îäíî-
ñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå `1).

8.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ =

1
2
‖~x‖1 + 3‖~x‖2

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

8.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( −n

n + 5
;

n

6 + n
; 2n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

8.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





0, 0 ≤ t ≤ 1− 1
n

,

nα(1− t2), 1− 1
n

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
8.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = (t + 1)x(t).

8.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

t sin sx(s) ds.

8.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





0, 0 ≤ |t| < 1
3
,

2,
1
3
≤ |t| ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
8.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè îò ïåðåìåííîé

x, â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëåíà êàê a + b, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà
ëþáîå ÷èñëî α � êàê αa.

8.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé



7
3

2
3

−2
3

4
3

5
3

−2
3

0 0 1




.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
8.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü x− 2z = 0.
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Âàðèàíò � 9

9.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
(A\B)\C=(A\C)\(B\C)
9.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A\B)\C;A4(A

⋂
B)); (A\C)4(B\C); (A⋂

B)
9.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî òî÷åê â R3, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
9.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ â R3, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íåêîòîðîé äàííîé ïðÿìîé, áåñêîíå÷íîå.
9.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′+5λX = 0, λ > 5, X(0) = X(π) = 0
9.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1.
9.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {(x1, x2) : ∃f(x1, x2) =
√

4− x2
1 − x2

2 + ln(x1x2)}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2, ‖~x− ~y‖2).

9.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{|x1|, 2|x2|, 3|x3|
}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

9.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 1

2n + 1
; 3−n;

2n2 + 1
n2 + 3

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

9.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





1− t, 0 ≤ t ≤ 1− 1
n

,

nαt3, 1− 1
n

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
9.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = ẍ(t)− ẋ(t) + 3x(t).

9.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

t2s2x(s) ds.

9.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =
{ −1, −1 ≤ t < 0,
−2t, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
9.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êî-

îðäèíàòû êîòîðûõ � öåëûå ÷èñëà; â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a + b, à
ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αa.
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9.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé



19
3

2
3

−2
3

2 5 −2

2
3

−2
3

11
3




.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
9.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè xOz.
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Âàðèàíò � 10

10.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋃
B=A

⋃
(B\A)

10.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A4B)\C;A\(B\A); (A\C)\(B⋃

C); (A\B)
10.3 Ðàçáèòü íà êëàññû, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ìíîæåñòâî êðèâûõ

íà ïëîñêîñòè.
10.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïàðàëëåëüíûõ íåêîòîðîé äàííîé ïðÿìîé â R3 áåñêîíå÷íîå.
10.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′+λX = 0, λ < 25, X(0) = X ′(π) = 0
10.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé óðàâíåíèÿ sin(x) = 0.
10.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {2n}10n=1

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (N , |n−m|).

10.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

‖~x‖ =
(
4x2

1 +
1
4
x2

2 + x2
3

)1/2

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

10.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( n

n3 + 1
;

n2

n2 + 1
;

5n

1− 5n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

10.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) = nα(1− t2), 0 ≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
10.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = t2ẍ(t).

10.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

t cos tx(s) ds.

10.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





0, −1 ≤ t <
1
4
,

1,
1
4
≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
10.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè, êàæäûé èç êî-

òîðûõ ëåæèò íà îäíîé èç îñåé, â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a + b, à
ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αa.
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10.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
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.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
10.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà îñü

Ox.
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Âàðèàíò � 11

11.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
(A

⋃
B)\C=(A\C)⋃(B\C)

11.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A4B)4C;A\(B\A); (A⋂

C)
⋃
(B

⋃
C); (A\B)

11.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà [a,b] ôóíêöèé, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

11.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íîå.
11.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′−λX = 0, λ > 25, X(0) = X ′(π) = 0
11.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé óðàâíåíèÿ cos2(x) = 0.
11.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {(x1, x2, x3) : 1 ≤ x2
1 + x2

2 + x2
3 < 4}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå, îäíî-
ñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R3, ‖~x− ~y‖∞).

11.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = 5|x1|+ 3|x2|

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

11.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 1

1 + ln n
;

4n

2n + 1
;

1− n2

1 + n2

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

11.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) = nαt2(1− t)n, 0 ≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
11.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = [ẋ(t)]2 − ẋ(t).

11.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

sin(t− s)x(s) ds : C[0,1] → C[0,1].

11.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





−1, −2 ≤ t ≤ −1
4
,

0, 0 ≤ t <
1
4
,

1,
1
4
≤ t ≤ 2,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t/2)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos(kπt/2), sin(kπt/2)}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
11.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â

êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê [a + b], à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà
ëþáîå ÷èñëî α � êàê αa.
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11.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

7 −4 4
2 3 2
2 0 5

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
11.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü
√

3x + y = 0.
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Âàðèàíò � 12
12.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A\(B\C)=(A\B)⋃(A

⋂
C)

12.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A

⋂
B)4C;A\(B4A); (A4C)

⋃
(B\C); (A4B)

12.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

12.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ äàííóþ òî÷êó áåñêîíå÷íîå.
12.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′−λX = 0, λ < 25, X ′(0) = X ′(π) =

0
12.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïðÿìîé y = 2x
12.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {~x : ‖~x‖1 = 1}
(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R3, ‖~x− ~y‖1).

12.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
‖~x‖∞,

3
5
‖~x‖1

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

12.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{(

3−n;
7n

5− 7n
;

2n + 3
n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

12.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå
xn(t) = nαe−nt, t ∈ [0, 1],

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
12.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = ẍ(t)− 3ẋ(t)− 2x(t).

12.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

cos tsx(s) ds.

12.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{ −1, −1 ≤ t < 0,
t− 1, 0 < t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
12.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé a = f(t), b = g(t), ïðèíèìàþ-

ùèõ ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê f(t)g(t), à
ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê fα(t).

12.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

2 1 −1
1 2 −1
0 0 1

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
12.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü z = 0.
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Âàðèàíò � 13

13.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A\(B⋃

C)=(A\B)\C
13.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A\(B⋃

C);A\(B⋂
A); (A4C)\(B4C); (A\B)\(B⋃

C)
13.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè.
13.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ýëëèïñîâ íà ïëîñêîñòè ñ ïîëóîñÿìè a=1, b=2 áåñêîíå÷íîå.
13.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′−λX = 0, λ < 30, X ′(0) = X ′(3) =

0
13.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó.
13.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {xn(t) : xn(t) = 2t + n}100n=1

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå, îäíî-
ñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].

13.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = 2|x1|+ 1

3
|x2|+ |x3|

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

13.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( −n

n + 1
;

n

5 + n
; 2−n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

13.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) = nα(1− t2)nt, t ∈ [0, 1],

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
13.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = [x(t)]3.

13.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

e−(t−s)2x(s) ds.

13.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





0, 0 ≤ |t| < 3
4
,

−1,
3
4
≤ t ≤ 1,

1, −1 ≤ t ≤ −3
4
,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
13.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè,

ìåíüøåé èëè ðàâíîé n, â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a+b, à ïðîèçâåäåíèå
ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αa.

13.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

3 1 −1
2 2 −1

−2 1 4

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
13.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü x− y = 0.
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Âàðèàíò � 14

14.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A4B=B4A
14.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A4(B

⋃
C);A\(B⋂

A); (A
⋂
C)\(B\C); (A4B)

⋃
(B

⋃
C)

14.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè.

14.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êðèâûõ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè áåñêîíå÷íîå.
14.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − 2λX = 0, λ > −30, X ′(0) =

X(3) = 0
14.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íå÷åòíûõ ÷èñåë äåëÿùèõñÿ íà ñåìü íàöåëî.
14.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {(x1, x2, x3) : 0 ≤ x1 ≤ 2,−2 ≤ x2 ≤ 3, 0 < x3 ≤ 4}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R3, ‖~x− ~y‖2).

14.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

‖~x‖ =
(
4x2

1 + x2 +
1
4
x2

3

)1/2

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

14.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n−1 =
{( n2

4 + n2
;

2n + 1
1− 2n

;
3

3 + 2n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

14.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





0, 0 ≤ t ≤ 1− π

2n
,

nα cosπt, 1− π

2n
< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
14.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = tẋ(t).

14.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

1
1 + t2

x(s) ds.

14.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





2, 0 ≤ |t| < 1
3
,

0,
1
3
≤ |t| ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
14.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ôóíêöèé a = f(t), b = g(t),

çàäàííûõ íà îòðåçêå [−1, +1], â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê f(t)g(t), à
ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αf(t).

14.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

7 −6 6
2 3 2
2 2 3

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
14.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü
√

3y + z = 0.
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Âàðèàíò � 15
15.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A4(B4C)=(A4B)4C
15.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A4(B4C);A\(B⋃

C);A\(B⋂
A); (A

⋂
C)

⋂
(B\C)

15.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ÷èñåë íà îòðåçêå [0,1], îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

15.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê R3, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó x2 + y2 + z2 < 1 áåñêîíå÷íîå.
15.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′−λX = 0, λ < 50, X(0) = X ′(2) = 0
15.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ zn = 1.
15.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {x : 1 < |x| ≤ 2}
(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå, îäíî-
ñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R1, |x− y|).

15.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
‖~x‖∞,

2
3
‖~x‖1

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

15.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 3n

7 + 3n
;

1
n + 5

;
(−1)n

n2 + 1

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

15.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =
nα

1 + nt
, t ∈ [0, 1],

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
15.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = t[ẋ(t)]2.

15.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

t3x(s) ds.

15.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{
1, −1 ≤ t < 0,
t, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
15.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè

n, â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a + b, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a
íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αa.

15.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé



5
3

−2
3

−4
3

0 1 0

−2
3

2
3

7
3




.
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Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
15.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè yOz.
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Âàðèàíò � 16
16.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋂
(B4C)=(A

⋂
B)4(A

⋂
C)

16.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A

⋂
(B4C);A4(B

⋃
C);A

⋃
(B

⋂
A); (A

⋂
C)4(B\C)

16.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî {1,2,3,4,5}, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
16.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà 1 áåñêîíå÷íîå.
16.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − λX = 0, X ′(0) = X ′(2) = 0
16.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîäóëü êîòîðûõ ðàâåí 1.
16.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{

(x1, x2) : ∃f(x1, x2) = arcsin
x1

x2

}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå, îäíî-
ñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2, ‖~x− ~y‖1).

16.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = 4|x1|+ 2|x2|

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

16.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n−1 =
{(n + 1

2− n
;

2n

n + 1
;

1
n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

16.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) = nαe−nt2 , 0 ≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
16.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = [x(t)]4.

16.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

(t2 + 1)x(s) ds.

16.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{
0, −1 ≤ t < 0,
t + 1, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
16.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîì ñóììà

ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a + b, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α �
êàê αa.

16.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

4 ? −1
2 3 −2
1 −1 2

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
16.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x− z = 0.
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Âàðèàíò � 17

17.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A4(A4B)=B
17.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A4(A4B);A4(B\C);A⋃

(B4A); (A
⋂
C)

⋃
(B\C)

17.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë , îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè.

17.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà äåâÿòü áåç îñòàòêà, áåñêîíå÷íîå.
17.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ + λX = 0, X ′(0) = X(2) = 0
17.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ÷èñåë íà îòðåçêå [-1;-0.99999].
17.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {x(t) : x(t) = t2 + a, a ∈ [0, 10]}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (C[0,1], sup

t∈[0,1]

|x(t)− y(t)|).
17.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

‖~x‖ = max
{
‖~x‖2,

√
5

2
‖~x‖∞

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

17.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( (−1)n

n
;

2n

7 + 2n
;

3− n2

n2

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

17.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nα(1− t2)t, 0 ≤ t <
1√
n

,

0,
1√
n
≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
17.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = ẋ(t) + tx(t).

17.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

tsx(s) ds.

17.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =
{

1, −1 ≤ t < 0,
−t− 1, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
17.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé a = f(t), b = g(t),

çàäàííûõ íà îòðåçêå [0, 1], â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê f(t) + g(t), à
ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αf(t).

17.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

6 −2 −1
−1 5 −1

1 −2 −4

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
17.16. Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü y − z = 0.
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Âàðèàíò � 18

18.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋃
B=A4B4(A

⋂
B)

18.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A

⋂
(A4B);A4(B4C);A

⋃
(B

⋃
A); (A\C)⋂(B\C)

18.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà 2007, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýê-
âèâàëåíòíîñòè.

18.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïðÿìîé áåñêîíå÷íîå.
18.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ + 2λX = 0, λ < 100X(−1) =

X(2) = 0
18.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëÿùèõñÿ íà 17 íàöåëî.
18.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D = {(x1, x2) : ∃f(x1, x2) = arccos
x1 + x2

2
}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2, ‖~x− ~y‖2).

18.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{‖~x‖1, ‖~x‖∞
}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

18.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n−1 =
{( (−1)n

n
;

5 + 2n

3− 2n
;

5 + 6n

3n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

18.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





n2αt2, 0 ≤ t ≤ 1
nα

,

sin t,
1

nα
< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
18.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = x(t) + ẋ(t)− ẍ(t).

18.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

(t + s)x(s) ds.

18.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





0, 0 ≤ |t| ≤ 3
4
,

1,
3
4

< |t| ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.



34 Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
18.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé a = f(t),

b = g(t), â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê f(t) + g(t), à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî
ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αf(t).

18.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

3 −2 2
0 3 0
0 2 1

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
18.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y − z = 0.
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Âàðèàíò � 19

19.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A\B=A4(A

⋂
B)

19.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A\(A4B);A\(B⋃

C);A4(A
⋂
B); (A4C)

⋃
(B\C)

19.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ sinx = 1, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè.

19.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 17 áåç îñòàòêà, áåñêîíå÷íîå.
19.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ + 2λX = 0, λ < 100X ′(−1) =

X ′(2) = 0
19.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ /cos z+sinz=z.
19.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{

(xn)∞n=1 : xn =
1

n + k

}10

k=1

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (m, d(x, y) = sup

1≤n<∞
{|xn − yn}).

19.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = 3|x1|+ 1

2
|x2|+ |x3|

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

19.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n−1 =
{( −2n

3 + 2n
;

1
n + 3

;
4n

2n + 1

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

19.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nαt, 0 ≤ t ≤ 1
n

,

t2,
1
n

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
19.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = 3ẍ(t).

19.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

(t− s)x(s) ds.

19.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =
{ −1, −1 ≤ t < 0,

2t, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
19.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ôóíêöèé a = f(t), b = g(t),

çàäàííûõ íà îòðåçêå [−1,+1], â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê f(t) + g(t), à
ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αf(t).

19.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

2 1 0
1 2 0

−1 1 3

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
19.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü y + z = 0.
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Âàðèàíò � 20

20.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋃
B=(A4B)

⋃
(A

⋂
B)

20.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A4(A\B);A4(B

⋃
C);A

⋃
(A

⋂
B); (A4C)\(B⋃

C)
20.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè.
20.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ñôåðå ðàäèóñà 1 áåñêîíå÷íîå.
20.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − λX = 0, λ > −10X ′(−1) =

X(2) = 0
20.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê â êðóãå ðàäèóñà 1.
20.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà D = (0,∞) (êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå;

îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(
R1, d(x, y) =

|x− y|
1 + |x− y|

)
.

20.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{3
4
‖~x‖2, ‖~x‖∞

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

20.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{(

2−n;
n2

n2 + 2
;

2n

5− 2n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

20.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nα+2t, 0 ≤ t ≤ 1
n2

,

t3,
1
n2

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
20.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = ẋ(t)x(t).

20.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

t(s2 + 1)x(s) ds.

20.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{
0, −1 ≤ t < 0,
−t + 1, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
20.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

a = {un}, b = {vn},
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â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê {unvn}, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a
íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê {αun}.

20.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

5 0 0
1 4 −1
1 −1 4

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
20.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x + y = 0.
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Âàðèàíò � 21

21.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋃
(B

⋂
C)=(A

⋃
B)

⋂
(A

⋃
C)

21.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A\B)⋂(A

⋃
C);A4(B4C);A

⋃
(A

⋃
B); (A4C)\(B⋃

C)
21.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè.
21.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íîå.
21.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − 4λX = 0, λ > −150, X(1) =

X ′(2) = 0
X ′(−π) = X(2π) = 0
21.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

D =
{

x : ∃f(x) = ln
x− 1

x

}

21.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{

(x1, x2) : ∃f(x1, x2) = ln
x1 − x2

x1 + x2

}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R2, ‖~x− ~y‖∞).

21.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{1
2
|x1|, 4|x2|, |x3|

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

21.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 1

n
;

(−1)n

n + 1
;
−2n

n + 2

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

21.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





0, 0 ≤ t <
1
2n

,

nα,
1
2n

≤ t ≤ 1
n

,

0, 1
n ≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
21.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = etx3(t).

21.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

et−sx(s) ds.

21.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{
0, −1 ≤ t < 0,
t, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
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a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
21.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíûìè êîìáè-

íàöèÿìè âåêòîðîâ ~x, ~y, ~z, â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a+b, à ïðîèçâåäåíèå
ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αa.

21.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

5 1 −1
−2 4 −1
−2 1 6

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
21.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü y = 0.
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Âàðèàíò � 22

22.1 Äîêàçàòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:
A

⋂
(B

⋃
C)=(A

⋂
B)

⋃
(A

⋂
C)

22.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A

⋂
B)

⋃
(A

⋂
C);(A4B)

⋂
(A\C);A\(B4C); (A

⋃
C)\(B⋃

C)
22.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî

D =
{

x : ∃f(x) =

√
x2 − x

x + 1

}

, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
22.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íîå.
22.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ + λX = 0, X ′(1) = X(2) = 0
22.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ÷èñåë äåëÿùèõñÿ íàöåëî íà ñóììó ñâîèõ öèôð.
22.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà D = {2n}∞n=1 (êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå;

îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(
N , d(n, m) =

{
1 +

1
n + m

, n 6= m,

0, n = m

)
.

22.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ‖x‖ = |100x| ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R1. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé
çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>. Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ
<øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

22.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{(2n + 3

n
; 4−n;

3
n2 + 2

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

22.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nα sin πnt, 0 ≤ t ≤ 1
n

,

0,
1
n

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
22.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = [ẋ(t)]2 + ẍ(t).

22.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

t2

1 + t2
x(s) ds.

22.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





1, −1 ≤ t <
1
2
, 0 ≤ t < −1

2
,

−1,
1
2
≤ t ≤ 1, −1

2
≤ t < 0,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
22.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö

a = ‖aik‖ (aki = aik), b = ‖bik‖ (bki = bik), i, k = 1, n,

â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê ‖aik + bik‖, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà
a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê ‖αaik‖.

22.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

7 −4 −2
−2 5 −2

0 0 9

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
22.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü y =
√

3x.



Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ 43

Âàðèàíò � 23

23.1
23.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-1,0,1,2,3,4,5,6 }, B={-2,-1,0,1,2 }, C={1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A\B)⋃(A

⋂
C);A4(B

⋂
C);A

⋃
(A

⋃
B); (A4C)\(B⋂

C)
23.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (1,0), îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå

îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
23.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë, ëåæàùèõ â èíòåðâàëå (a, b), a < b áåñêîíå÷íîå.
23.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ + 4λX = 0, λ > 150, X ′(π) =

X ′(2π) = 0
23.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè XOY ó êîòîðûõ êîîðäèíàòû-öåëûå ÷èñëà.
23.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{

x(t) : x(t) =
t

n
, n ∈ N

}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L1[0, 1].

23.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
3|x1|, 1

3
|x2|

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

23.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 1

n + 3
;

(−1)n

n2
;

2n2

n2 + 1

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

23.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nα+2t2, 0 ≤ t ≤ 1
n

,

0,
1
n

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
23.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = 5ẍ(t)− x(t).

23.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

(t + 1)2x(s) ds.

23.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





0, 0 ≤ |t| < 2
3
,

1,
2
3
≤ |t| ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
23.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà îäíîé îñè, â êîòî-

ðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a + b, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå
÷èñëî α � êàê αa.

23.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

3 0 0
1 2 −1
1 −1 2

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
23.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x− y = 0.
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Âàðèàíò � 24

24.1
24.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={0,1,2,3,4,5,6 }, B={-2,-1,0,1,2 }, C={-1,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A\B)⋂(A

⋂
C);A4(B

⋂
C);A

⋂
(A

⋂
B); (A4C)\(B⋃

C)
24.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëèâ ñîîò-

âåòñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
24.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà äåâÿòü áåç îñòàòêà, áåñêîíå÷íîå.
24.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′+λX = 0, λ > π, X(π) = X(2π) = 0
24.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà

D =
{ 1

k5k

}∞
k=1

24.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà D =]0, 1] (êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå;
îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

(
R1, d(x, y) =

{
1 +

1
1 + (x− y)2

, x 6= y;

0, x = y.

)

24.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = 2|x1|+ |x2|+ 1

2
|x3|

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

24.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 1

3n
; 2−n;

3n + 2n2

1 + n2

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

24.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nα cos πnt, |t| ≤ 1
2n

,

0,
1
2n

< |t| ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
24.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = 5ẋ(t).

24.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

t∫

0

x(s) ds.

24.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





1, 0 ≤ t <
3
4
, −1 ≤ t < −3

4
,

−1,
3
4
≤ t ≤ 1, −3

4
≤ t < 0,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
24.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîì ñóììà

ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê ab, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê
aα.

24.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

5 −4 4
2 1 2
2 0 3

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
24.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè y + z = 0.
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Âàðèàíò � 25

25.1
25.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-2,-1,0,1,2,3,4,5 }, B={-2,-1,0,1,2 }, C={-2,-1,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A

⋂
B)

⋃
C ;(A

⋃
C)

⋂
( B

⋃
C)

⋂
A

⋂
B;(A\B)⋂C;(A

⋃
C)4(B

⋂
C)

25.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâó-
þùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

25.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë èìåþùèõ ñðåäè ñâîèõ äåëèòåëåé ñóììó öèôð ÷èñëà, áåñêîíå÷íîå.
25.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′+λX = 0, λ > π, X(π) = X(2π) = 0
25.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè îòñòîÿùèõ îò òî÷êè (1,1) íà ðàñòîÿíèè íå ìåíüøèì

åäèíèöû.
25.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{

x1, x2, x3) : 1 ≤ x1 ≤ 2, ∀x2, ∀x3

}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R3, ‖~x− ~y‖∞.

25.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
‖~x‖2, 5

4
‖~x‖∞

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

25.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 1

n2 + 1
;

2n

1 + 2n
;

2n + 3
n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

25.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =




−nα+1

(
t− 1

n

)
, |t| ≤ 1

n
,

0,
1
n

< |t| ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
25.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = x(0)(2t + 1).

25.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

sin tsx(s) ds.

25.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{
1, −1 ≤ t < 0,
−2t, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
25.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé a = f(t),

b = g(t), â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê f(t)g(t), à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî
ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê αf(t).
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25.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

4 1 0
1 4 0

−1 1 5

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
25.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü yOz.
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Âàðèàíò � 26

26.1
26.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-6,-5,-4,0,3,2,1 }, B={-2,-1,0,4,5,6,7,21 }, C={-6,1,4,5,6,7,14} íàéòè
(A4B)4(A4C);(A

⋃
C)

⋂
( B

⋃
C)

⋂
A

⋃
B;(A4B)\C; (A⋂

B)
26.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî òî÷åê íà êðèâîé ( x = sin t, y = cos t, t ⊂ [0, 2π]), îïðåäåëèâ ñîîòâåò-

ñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
26.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ cos x + 2 sin 2x = 0.5 , áåñêîíå÷íîå.
26.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′−λX = 0, λ < π, X(−π) = X ′(0) =

0
26.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîðíåé óðàâíåíèÿ sin2 x− cos2 x = 1
26.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{ n

2n + 3

}∞
n=1

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R1, |x− y|.

26.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = 3|x1|+ 4|x2|

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

26.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 1

ln n
;

2n + 3
n

;
2− n2

3 + n2

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

26.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nαt, 0 ≤ t ≤ 1
n

,

tg t,
1
n

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
26.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = ẍ(t) + 3ẋ(t).

26.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

(1 + 2t)sx(s) ds.

26.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{
1, −1 ≤ t < 0,
t + 2, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
26.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö

a = ‖aik‖, b = ‖bik‖, i, k = 1, n,

â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê ‖aik + bik‖, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà
a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê ‖αaik‖.



50 Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

26.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

4 −3 −3
1 2 1
1 1 2

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
26.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü x + z = 0.
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Âàðèàíò � 27

27.1
27.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-6,-5,-4,-2 }, B={-6,-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,-5,-4,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A4(B4C);A\(B⋂

C);A\(B⋂
A); (A

⋂
C)

⋃
(B\C)

27.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë äåëÿùèõñÿ íà ñåìü áåç îñòàòêà, îïðåäåëèâ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

27.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë ñîñòàâëåííûõ èç öèôð 0 è 1, áåñêîíå÷íîå.
27.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − λX = 0,−100 < λ < 0, X ′(0) =

X ′(π) = 0
27.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ñîñòîÿùåãî èç âñåõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü èç

öèôð 1,2,3 è 4.
27.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà {n + 1

n

}∞
n=1

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå G, |x− y|.

27.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
‖~x‖2, 2√

3
‖~x‖∞

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

27.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{(

5e−n;
2n2 + 5

n2
;

2n

5− 2n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

27.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





2nα+1t, 0 ≤ t ≤ 1
2n

,

−2nα+1
(
t− 1

n

)
,

1
2n

≤ t <
1
n

,

0,
1
n
≤ t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
27.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = x(0)− 3ẋ(0).

27.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

cos(2s− t)x(s) ds.

27.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





−1, −1 ≤ t ≤ −1
2
,

0, −1
2

< t ≤ 1
2
,

1,
1
2

< t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
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a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
27.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ íà îäíîé îñè, â êîòî-

ðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê a + b, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå
÷èñëî α � êàê α|a|.

27.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

7 −6 6
4 −1 4
4 −2 5

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
27.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî

îñè Oz â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà óãîë π/4.
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Âàðèàíò � 28

28.1
28.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={0,1,2,3,4,5,6 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,2,3,4,5,6,7,14} íàéòè
A

⋃
(A4B);A4(B4C);A

⋂
(B

⋃
A); (A\C)⋃(B\C)

28.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ïðÿìûõ ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (1,0), îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

28.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë ñîñòàâëåííûõ èç öèôð 0 è 1, áåñêîíå÷íîå.
28.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′−2λX = 0, λ < 0, X(0) = X(π) = 0
28.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà.
28.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{

(x1, x2, x3) : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1

}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R3, ‖~x− ~y‖1.

28.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

{
‖~x‖2, 5

4
‖~x‖∞

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

28.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{(

3e−n;
2n2 + 5

n2
;

2n− 4
5− 2n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

28.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nα+1t, 0 ≤ t ≤ 1
n

,

0,
1
n

< t ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
28.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C1([0, 1]) →

C([0, 1]), ãäå
Âx(t) = t2x(t).

28.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

1∫

0

ts3x(s) ds.

28.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





1, 0 ≤ |t| < 2
3
,

−1,
2
3
≤ |t| ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
28.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîì ñóììà

ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê |a| |b|, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α �
êàê |a|α.

28.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

5 −1 −1
0 4 −1
0 −1 4

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
28.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïîâîðîòà îòíîñèòåëüíî

îñè Ox â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè íà óãîë π/2.
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Âàðèàíò � 29

29.1
29.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-2,0,2,3,4,5,6,7,8 }, B={-2,-1,0,1,2,3,7,8 }, C={-2,1,2,4,5,6,7,14} íàéòè
(A\B)⋂(A

⋃
C);A

⋂
(B4C);A

⋃
(A

⋃
B); (A4C)\(B⋃

C)
29.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è 1,2,3,5,8,...., îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøå-

íèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
29.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè x + y = 1, áåñêîíå÷íîå.
29.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ + 3λX = 0, X ′(−3) = X ′(3) = 0.
29.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî A−1 = A.
29.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{

(x1, x2) : 4 < x2
1 + x2

2 ≤ 9
}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R2, ‖~x− ~y‖1.

29.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

1≤j≤3
|xj |

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R3. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

29.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 7n− 5

5− 14n
; 3−n;

2n2 − 1
3n2 + n

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

29.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nα(1− e−nt, |t| ≤ 1
n

,

0,
1
n
≤ |t| ≤ 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
29.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = tẍ(t) + et.

29.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

√
2
π

π∫

0

x(s) sin(3s− 2t) ds.

29.13 Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =





0, −1 ≤ t ≤ −1
2
,

−1, −1
2

< t ≤ 1
2
,

1,
1
2

< t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.
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Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
29.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

a = ‖aik‖, b = ‖bik‖

ðàçìåðà n× n, â êîòîðîì ñóììà ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê
∥∥∥∥∥

n∑
j=1

aijbjk

∥∥∥∥∥, à ïðîèçâåäåíèå

ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê ‖αaik‖.
29.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé




3 −2 −2

−2
3

5
3

−2
3

−2
3

2
3

−13
3




.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
29.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íà

ïëîñêîñòü x + y = 0.
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Âàðèàíò � 30

30.1
30.2 Äëÿ ìíîæåñòâ: A={-7,-6,-5,-4,-2,0,2,3,4 }, B={-1,0,1,2,3,7,21 }, C={-6,1,3,4,5,6,7,14} íàéòè
(A\B)\C;A4(A

⋃
B)); (A\C)4(B\C); (A⋂

B).
30.3 Ðàçáèòü íà êëàññû ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè XOY, îïðåäåëèâ ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè.
30.4 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íå÷åòíûõ ÷èñåë äåëÿùèõñÿ íà 17 áåç îñòàòêà, áåñêîíå÷íîå.
30.5 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è X ′′ − λX = 0, λ > −100, X(0) =

X ′(3) = 0.
30.6 Íàéòè ìîùíîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê íà êðèâîé y = x2 + 1 êîîðäèíàòû êîòîðûõ öåëûå ÷èñëà.
30.7 Èçó÷èòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

D =
{

(x1, x2, x3) : 4 ≤ x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ 9

}

(êîíå÷íîå, áåñêîíå÷íîå; îãðàíè÷åííîå, íåîãðàíè÷åííîå; îòêðûòîå, çàìêíóòîå; ñâÿçíîå, íåñâÿçíîå) â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R3, ‖~x− ~y‖1.

30.8 Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
‖~x‖ = max

1≤j≤2

{
|xj |, |xj |2

}

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé â ïðîñòðàíñòâå R2. Èçîáðàçèòü åäèíè÷íûé çàìêíóòûé <øàð> ñ öåíòðîì â <íóëå>.
Ïðèâåñòè ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà, ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>, à òàêæå ïðèìåðû ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà, íå ïðèíàäëåæàùèõ <øàðó>.

30.9 Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{~xn}∞n=1 =
{( 3n3 − 5

n + 2n2 − n3
; 2−n;

5n− 7
8n2 − 2n + 1

)}∞

n=1

óáåäèòüñÿ â ýêâèâàëåíòíîñòè ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè è ñõîäèìîñòè ïî êàæäîé èç íîðì ‖~x‖1, ‖~x‖2,
‖~x‖∞.

30.10 Óñòàíîâèòü, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xn(t)}∞n=1, ãäå

xn(t) =





nαt2, |t| ≤ 1
n2

,

0,
1
n2

< |t| < 1,

ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, â ñðåäíåì ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè.
30.11 Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà (ëèíåéíîñòü, îãðàíè÷åííîñòü, íåïðåðûâíîñòü) îïåðàòîðà Â : C2([0, 1]) →

C1([0, 1]), ãäå
Âx(t) = tẍ(t)− etẋ(t).

30.12 Íàéòè íîðìó îïåðàòîðà Â : C([0, 1]) → C([0, 1]), ãäå

Âx(t) =

√
2
π

π∫

0

x(s) cos(3s− 2t) ds.

30.13 Äëÿ ôóíêöèè
f(t) =

{
1, −1 ≤ t < 0,
−t + 1, 0 ≤ t ≤ 1,

íàéòè ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn(t) (n = 2, n = 4) ðÿäà Ôóðüå:
a) ïî ÎÑ ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(t)}∞k=0;
á) ïî ÎÑ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé {cos kπt, sin kπt}∞k=0.

Èçîáðàçèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f(t) è Sn(t), âû÷èñëèòü íîðìó ðàçíîñòè ‖f(t)− Sn(t)‖L2 äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
30.14 ßâëÿåòñÿ ëè ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîì ñóììà

ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ a è b îïðåäåëåíà êàê ab, à ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ýëåìåíòà a íà ëþáîå ÷èñëî α � êàê
αa.



58 Èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ

30.15 Îïåðàòîð Â : R3 → R3 çàäàí ìàòðèöåé
(

6 1 −1
2 5 −2
1 −1 4

)
.

Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû è íîðìó îïåðàòîðà.
30.16 Äîêàçàòü ëèíåéíîñòü, íàéòè ìàòðèöó, îáëàñòü çíà÷åíèé è ÿäðî îïåðàòîðà ïîâîðîòà â ïîëîæè-

òåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî îñè Oy íà óãîë π/2.


