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1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ МЕТРИЧЕСКОГО ПРОСТРАНСТВА 
И НЕКОТОРЫЕ ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ В НЁМ 

 
1.1. Понятие метрического пространства 

 
Известно, насколько плодотворна идея расстояния в эвклидовой 

геометрии. С понятием расстояния между точками связаны такие её 
факты как теорема Пифагора, подобие фигур, измерение площадей, 
объёмов и т.д. 

Оказывается, что и множество объектов произвольной природы 
можно изучать с точки зрения взаимного расположения его элементов, 
если ввести в нём понятие расстояния (метрики). 

Определение 1.1. Множество X называется метрическим про-
странством, если любым двум его элементам х и у  поставлено в со-
ответствие  действительное  число ρ(x,y) (метрика) так, что выпол-
няются следующие аксиомы: 

1) ( ) 0, ≥ρ yx , причём ( ) yxyx =⇔=ρ 0,  (аксиома неотрца-
тельности и тождественности); 

2) ( ) ( )xyyx ,, ρ=ρ  (аксиома симметрии); 
3) ( ) ( ) ( )yzzxyx ,,, ρ+ρ≤ρ  (аксиома треугольника). 
Рассмотрим некоторые примеры метрических пространств. 
Пример 1.1. Множество действительных чисел R образует мет-

рическое пространство с метрикой ( ) yxyx −=ρ , . 
Проверим выполнение аксиом метрического пространства. В 

самом деле, ∀ ∈x y, R ρ(х, у) = |х − у| ≥ 0. Пусть ( ) 0, =−=ρ yxyx , 

тогда x y= . Обратно, пусть yx = , тогда ( ) 0, =−=ρ yxyx . 

Очевидно, что ( ) ( )xyxyyxyx ,, ρ=−=−=ρ . 
Наконец, выполняется и аксиома треугольника  
( ) ( ) ( )yzzxyxyx −+−=−=ρ , ( ) ( )yzzxyzzx ,, ρ+ρ=−+−≤ . 
Пример 1.2. Множество точек плоскости можно метризовать, 

если расстояние между точками ( ),, 111 yxM  ( )222 , yxM  ввести по фор-
муле 

( ) { }212121 ,max, yyxxMM −−=ρ . 
Во-первых, выполняется первая аксиома метрического про-

странства. Для ( ) ( )222111 ,,, yxMyxM∀ { } 0,max 2121 ≥−− yyxx .  
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Пусть для определённости 
{ } 212121 ,max xxyyxx −=−− .  

Тогда, если ( ) 0, 21 =ρ MM , то 021 =− xx , откуда 21 xx = , следо-
вательно, и 21 yy = , а значит 21 MM = . Пусть теперь 21 MM = , тогда 

21 xx = , 21 yy =  и ( ) { } 0,max, 212121 =−−=ρ yyxxMM . 
Во-вторых, очевидно, что ( ) ( )1221 ,, MMMM ρ=ρ . 
В-третьих, выполняется и третья аксиома метрического про-

странства. Пусть, например, 
 ( ) { } 21212121 ,max, yyyyxxMM −=−−=ρ .  

Тогда 
( ) ( ) ( ) ≤−+−=−=ρ 23312121, yyyyyyMM  

{ }≤ − + − ≤ − − +y y y y x x y y1 3 3 2 1 3 1 3max ,  

{ } ( ) ( )23312323 ,,,max MMMMyyxx ρ+ρ=−−+ . 
Множество X, состоящее из упорядоченных наборов n чисел 

(x1, x2, …, xn), можно метризовать различными способами. Рассмотрим 
наиболее часто встречающиеся. 

Если ( )nxxxM ,,, 21 K  и ( ) XxxxM n ∈00
2

0
10 ,,, K , то приняты сле-

дующие обозначения: 

1. =X nR , если ( ) ( )∑
=

−=ρ
n

i
ii xxMM

1

20
0 , . 

2. X  = n
0R , если ( ) 0

1
0 max, ii

ni
xxMM −=ρ

≤≤
. 

3. =X n
1R , если ( ) ∑

=
−=ρ

n

i
ii xxMM

1

0
0, . 

Пример 1.3. Множество функций, непрерывных на [ ]ba, , мож-
но метризовать, если расстояние ввести по формуле 

( )
[ ]

( ) ( )tytxyx
bat

−=ρ
∈ ,
max, . 

В самом деле, для ( ) ( )tytx ,∀ , непрерывных на [ ]ba, , ( ) ( )( )tytx −  
есть непрерывная функция, которая по теореме Вейерштрасса достига-
ет на этом отрезке своего наибольшего значения. Следовательно, 

[ ]
( ) ( )tytx

bat
−

∈ ,
max  существует и неотрицателен. 
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Пусть ( )
[ ]

( ) ( ) 0max,
,

=−=ρ
∈

tytxyx
bat

, тогда ( ) ( )tytx =  ∀ t ∈ [a, b]. 

Если же ( ) ( )tytx =  на [a, b], то ( )
[ ]

( ) ( ) 0max,
,

=−=ρ
∈

tytxyx
bat

. 

Очевидно, что выполняется и вторая аксиома, т. к. 
 ( )

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( ) ( )xytxtytytxyx

batbat
,maxmax,

,,
ρ=−=−=ρ

∈∈
. 

Проверим выполнение третьей аксиомы метрического про-
странства. 

Пусть 
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )00
,

max tytxtytx
bat

−=−
∈

, где [ ]bat ,0 ∈ , что справед-

ливо в силу теоремы Вейерштрасса для непрерывной функции на 
замкнутом ограниченном множестве. Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤−+−=−=ρ 000000, tytztztxtytxyx ( ) ( ) +− 00 tztx

( ) ( )
[ ]

( ) ( )tztxtytz
bat

−≤−+
∈ ,

00 max
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )yzzxtytz
bat

,,max
,

ρ+ρ=−+
∈

. 

 
Задание 1.1 

 
1. Пусть ( )000 , yxM  и ( )yxM ,  – точки плоскости. Какой геомет-

рический смысл имеет расстояние 
( ) ( ) 00000 ,, yyxxMMMM −+−=ρ=ρ ? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1)  ( ) AMAMMM +=ρ 00 ,  2) ( ) AMMM 00 , =ρ  
y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x  

y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x   

3) ( ) AMMM =ρ ,0  4) ( ) MMMM 00 , =ρ  
y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x  

y                     M 
                            
 
       M0                   
О                      x  

2. Пусть ( )000 , yxM  и ( )yxM ,  – точки плоскости. Какой геомет-

рический смысл имеет расстояние ( ) ( ) ( )20
2

00 , yyxxMM −+−=ρ ? 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) ( ) AMAMMM +=ρ 00 ,  2) ( ) AMMM 00 , =ρ  
y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x  

y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x  

3) ( ) MMMM 00 , =ρ  4) ( ) AMMM =ρ ,0  
y                     M 
                            
 
       M0                   
О                      x  

y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x  

3. Пусть ( )000 , yxM  и ( )yxM ,  – точки плоскости. 
Какой геометрический смысл имеет расстояние 

( ) ( ) { }00000 ,max,, yyxxMMMM −−=ρ=ρ ? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) ( ) AMAMMM +=ρ 00 ,  2) ( ) AMMM 00 , =ρ  
y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x  

y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x  

3) ( ) AMMM =ρ ,0  4) ( ) MMMM 00 , =ρ  
y                     M 
                            
 
       M0                  A 
О                      x  

y                     M 
                            
 
       M0                   
О                      x  

4. Найдите ( )MM ,0ρ , если 

( ) ( ) ( ) ( )20
2

0
2

00, zzyyxxMM −+−+−=ρ и ( )3,1,10 −M , M(6, 11, 3). 
5. Найдите ( )MM ,0ρ , если  

( ) ( ) { }000000 ,,max,, zzyyxxMMMM −−−=ρ=ρ   
и ( )3,1,10 −M , M(6, 11, 3). 

6. Найдите ( )MM ,0ρ , если  
( ) ( ) 000010 ,, zzyyxxMMMM −+−+−=ρ=ρ , 
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где ( )3,1,10 −M , M(6, 11, 3). 
7. Пусть X – любое множество. Можно ли его метризовать, вве-

дя метрику по формуле  

( )
⎩⎨
⎧

≠
==ρ ?если,1

,если,0, yx
yxyx    

Альтернативы для выбора ответа: 
1) да; 2) нет; 3) не всегда. 

 
1.2. Окрестность точки в метрическом пространстве 

 
Определение 1.2.1. ε-окрестностью точки 0M  в метрическом 

пространстве Х называется множество всех точек XM ∈ , расстоя-
ние которых до точки 0M  меньше некоторого положительного ε. 

Принято следующее обозначение ε-окрестности точки 0M : 
( ) ( ){ }ε<ρ=ε MMMMU ,  :, 00 . 

Пример 1.2.1. Построить ε-окрестность функции ( ) ttx cos0 = на 
отрезке [0, π] в пространстве [ ]π,0C , если ε = 1. 

В   соответствии   с   определением   ε-окрестности точки и с 
учётом расстояния в пространстве [ ]baC ,  имеем: 

( )( ) ( )
[ ]

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ε<−=ε

π∈
txtxtxtxU

t
0

,0
0 max:, , 

или  

( ) ( )
[ ]

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <−=

π∈
1cosmax:1,cos

,0
txttxtU

t
. 

Ясно, что указанная окрест-
ность точки ( ) ttx cos0 =  на отрезке 
[0, π]  представляет множество всех 
непрерывных на этом отрезке функ-
ций х(t), не выходящих из полосы 
(соst − 1, соst + 1), (рис. 1). 

 
 
 
 
 

 
 

  x 
  2 
 
  1                     x = cos t + 1 
 
 O                     π /2         π             t
                    
                                         x0 = cos t
                                        
                                       x = cos t  1

Рис. 1 
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Задание 1.2 
 

1.  Какими из следующих неравенств можно описать множество 
точек, принадлежащих ε-окрестности точки ( )000 , yxM , если 2=ε , 

40 =x , 30 =y  в пространствах: 

1.1. R2 .  1.2. R0
2 .  1.3. R1

2 . 
Альтернативы для выбора ответов 1 – 4, где: 
1)  234 <−+− yx ;   

2)  2) ( ) ( ) 234 22 <−+− yx ; 

 3) { } 23,4max <−− yx ;   

 4) 234 <−+− yx . 

2.  Задайте неравенством ε-окрестность точки M 0 (0, 0, 0, 0) 
для 1=ε  в каждом из пространств: 

2.1.  R4 .  2.2. R0
4 .  2.3. R1

4 . 
 Альтернативы для выбора ответов 1 – 4, где: 

1)  1<+++ tzyx ;  

2)  2) { } 1,,,max <tzyx ; 

 3) 1<+++ tzyx ;  

 4) 12222 <+++ tzyx . 
3. Задайте в виде неравенства ε-окрестность точки 0M (4, 3, −1), 

если 4=ε  в каждом из пространств: 
3.1. 3R .  3.2. 3

0R .  3.3. 3
1R . 

Альтернативы для выбора ответов 1 – 4, где: 
1)  4134 <++−+− zyx ;  

2)  2) ( ) ( ) ( ) 4134 222 <++−+− zyx ; 

 3) 4134 <++−+− zyx ;  

 4) { } 41,3,4max <+−− zyx . 
4.  Постройте окрестность точки ( )000 , yxM  в каждом из сле-

дующих пространств: 
4.1. R2 .  4.2. R0

2 .  4.3. R1
2 . 
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Альтернативы для выбора ответов 1 – 4, где: 
1) y 
              M0 
 
 
    О                      x

2) y 
              M0 
 
 
     О                  x 

3)  y 
              M0 
 
 
     О                  x 

4)  y 
                 M0 
 
 
     О                     x

 
5. Пусть Q – множество рациональных чисел и Qx ∈0 . Сущест-

вует ли окрестность точки 0x  в R, целиком принадлежащая Q? 
Альтернативы для выбора ответов 1 – 4, где: 
1) существует;   
2) не существует;   
3) существует не для любой точки. 

  
1.3. Точки внутренние, граничные, предельные 

 
Пусть множество {M} ⊂ X. 
Определение 1.3.1. Точка 0M  называется предельной точкой 

множества {М}, если в любой её окрестности содержится хотя бы 
одна точка из {М}, отличная от 0M . 

Пример 1.3.1. Пусть { } { } ( ) ⊂
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧== −

n
n

nxM 1 R. 

Точка 00 =x  является предельной точкой множества { }nx , т. к. в 
любой ε-окрестности точки 00 =x : ( ) { }ε<−=ε 0:,0 nn xxU  содержит-
ся бесчисленное множество точек из { }nx . В самом деле, для 0>ε∀  

имеем ( )
ε

− >⇔ε<⇔ε<− 111 0 nnn
n

 и все элементы nx  с номером 

[ ] 11 +≥ εn , где [ ]ε1  есть целая часть числа ε
1 , содержатся в ε-

окрестности точки 00 =x . 
Определение 1.3.2. Точка 0M называется 

граничной точкой множества {М}, если в любой 
её окрестности содержатся как точки, принад-
лежащие {М}, так и точки, не принадлежащие 
{М}, (рис.2). 
 

 
 

           y 
                      M0 
                                 
 
          О                 x  
                                       
 

Рис. 2 
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Определение 1.3.3. Множество всех граничных точек множе-
ства { }M  называется его границей. 

Пример 1.3.2. Пусть { } ( ){ }4:, 22 ≤+= yxyxM . Всякая точка 
( )yxM , , координаты которой удовлетворяют соотношению 

422 =+ yx , является граничной для множества { }M , так как в любой 
её окрестности содержатся как точки, принадлежащие { }M  

( 422 ≤+ yx ), так и точки, не принадлежащие { }M  ( 422 >+ yx ). 
Очевидно, что множество граничных точек Г определяется ра-

венством  
( ){ }4  :, 22 =+=Γ yxyx . 

Определение 1.3.4. Точка 0M  называется 
внутренней точкой множества { }M , если она при-
надлежит ему вместе с некоторой окрестностью 
(рис. 3). 

 
 

Пример 1.3.3. Точка ( )1,10M  являет-
ся внутренней точкой множества  

{ } ( ){ }4   :, 22 ≤+= yxyxM , 
т. к. существует, например, окрестность 
( )2

1,0MU , целиком принадлежащая { }M , 
(рис. 4). 

 
 
 
 

Задание 1.3 
 

1. Можно ли определение граничной точки сформулировать 
следующим образом: “Точка 0M  называется  граничной точкой мно-
жества D, если существует окрестность точки 0M , которая содержит 
как точки, принадлежащие D, так и точки, не принадлежащие D”? 
(Да, нет). 

2. Является ли точка 20 =x  граничной точкой множества ра-
циональных чисел Q? (Да, нет). 

    y 
 
              M0 
 
   O                   x 

Рис. 3  
                   у         
                   2 
                  
                   1        
                                 M0 
 
                  O         1        2  x

 
 
 

Рис. 4 
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3. Найдите границу множества Q ⊂ R. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) граница множества Q состоит из всех рациональных чисел; 
2) граница множества Q состоит из всех иррациональных чисел; 
3) множество Q не имеет границы. 
4) граница множества Q совпадает со множеством всех вещест-

венных чисел. 
4. Является ли любая точка плоскости, обе координаты которой 

рациональны, предельной для множества точек плоскости с рацио-
нальными координатами? (Да, нет). 

5. Является ли любая точка плоскости, обе координаты которой 
иррациональны, предельной для множества точек плоскости с рацио-
нальными координатами? (Да, нет). 

6. Укажите границу множества  
( ){ }25,1:, 222 <++≥= yxxyyxD . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) 12 += xy ;   

2) 12 += xy  и 2522 =+ yx ; 
3) множество не имеет границы. 
7. Является ли граничной любая точка ( )∈yx,  R 2 для  R 2 ? 

(Да, нет). 
8. Является ли внутренней любая точка ( )∈yx,  R 2 для  R 2 ? 

(Да, нет). 
9. Какая     зависимость    существует    между   множествами   

Г-граничных и Р-предельных точек множества? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) Г = Р;  
2) P⊂Γ ;  
3) Γ⊂P ;  
4) правильный ответ не указан. 
10. Какая зависимость существует между множеством внутрен-

них В и предельных Р точек множества? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1) PB ⊂ ;  
2) BP ⊂ ;  
3) ∅=PBI ;  
4) PB = ; 
5) правильный ответ не указан. 
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1.4. Открытые и замкнутые множества  
в метрическом пространстве 

 
Пусть Х – метрическое пространство и {M} – его подмножество. 
Определение 1.4.1. Множество {M} называется открытым, 

если все его точки – внутренние. 
Определение 1.4.2. Множество {M} называется замкнутым, 

если оно содержит все свои граничные точки. 
Пример 1.4.1. Показать, что множество  

 { } ( ){ }25:, 22 <+= yxyxМ  
является открытым. 

По определению открытого множества следует показать, что для 
{ }ММ ∈∀ 0  существует некоторая её окре-

стность, целиком принадлежащая { }M . 
Пусть { }ММ ∈0  и пусть ( ) 5,0 0 <=ρ aM , 
(рис.5). В качестве ε возьмём величину 

2
5 a− .  Тогда  любая  точка  М  из  ε-окрест-
ности точки M0 удовлетворяет неравенству 
( ) ε<ρ 0,ММ . Каждая точка М этой окрест-

ности принадлежит множеству {M}, т. к. 

( ) ( ) ( ) =ρ+ρ≤ρ 0,,0, 00 ММММ 2
5 a−  + а < 5. 

Следовательно, любая точка M0 ∈ M принадлежит этому множе-
ству вместе с некоторой окрестностью, что наглядно демонстрируется 
геометрически. 

Пример 1.4.2. Показать, что множество 
{ } ( ){ }25:, 22 ≤+= yxyxМ   

замкнуто. 
Во-первых, следует показать, что границей множества { }M  яв-

ляется  множество ( ){ }25:, 22 =+=Γ yxyx . Во-вторых, что { }М⊂Γ . В 
первом случае надо показать, что в любой окрестности точки Γ∈0М  
есть как точки, принадлежащие { }M , так и не принадлежащие { }M . 

Примером точки, принадлежащей ε-окрестности точки 0M  яв-
ляется сама точка ( )000 , yxM , (см. рис. 6). Для выбора точки М(х, у)  из 
ε-окрестности точки 0M  составим параметрические уравнения прямой 

0OM : 

                  y 
                              
                          
                        M0   ε                                            
                          a     
                  О                        x
                      
 
 
 

Рис. 5 
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⎩
⎨
⎧

+=
+=

.
,

00
00

tyyy
txxx  

Точка 0M ∈ 0OM  и отвечает значению параметра t = 0. Значе-
ниям параметра 0 < t < ε  будут отвечать точки прямой, расположен-

ные вне окружности Г. Положим для опре-
делённости Rt 2

ε= , тогда получим точку 

( )RR yyxxM 22 0000 , εε ++ . Точка М принад-

лежит ε-окрестности точки 0M , т. к. 

( ) ( ) ( ) =+=ρ εε 2
0

2
00 22, RR yxMM  

= ( ) =+ ε
2

22
0

2
0 4R

yx ε<= ε
/⋅
ε⋅/

24 2

22

R
R . 

Но точка М не принадлежит кругу 
{M}, т. к. 

( ) ( ) ( ) =+++=ρ εε 2
00

2
00 22, RR yyxxOM  

( ) ( ) =+++++= εε
2

22
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0 4RR yxyxyx  

( ) RRRRR >εεε +=+=+ε+ 444
222 . 

Пример 1.4.3. Множество  

( )
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧ −<≤−−= 22 2525:, xyxyxD  

(рис. 7) не является ни открытым, ни замкнутым. До-
казательство, как и в примерах 1.4.2. и 1.4.1. 
 

Задание 1.4 
 

Является ли множество D открытым в 2R ,  замкнутым в 2R ? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) D – открытое множество;   
2) D – замкнутое множество; 
3) множество D не является ни открытым, ни замкнутым; 
4) множество D и открытое, и замкнутое. 
1.  ( ) ( ) ( ){ }25434:, 22 ≤−+−≤= yxyxD . 
2. BAD I= ,  

                  y 
 
                                 ε    М 
                               M0                                  
                          a     
                  O                        x
                      
 
 

 
Рис. 6 

        у 
 
 
        О            х 
 

Рис. 7  
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где ( ){ }5:, >+= yxyxA , ( ){ }100:, 22 <+= yxyxB . 

3. ( ){ }1,4:, 22 >+<+= yxyxyxD .  
4. CBAD II= ,   

где ( ){ }0:, >= xyxA , ( ){ }0:, >= yyxB , ( ){ }25:, 22 >+= yxyxC . 
5.  BAD I= , 

где ( ){ }0:, ≥+= yxyxA , ( ){ }4:, 22 ≤+= yxyxB . 
6.  BAD I= ,  

где ( ){ }1:, 2 +≥= xyyxA ,  ( ){ }49:, 22 <+= yxyxB . 
7. BAD I= ,  

где  ( ){ }4:, 2 −≥= xyyxA , ( ){ }4:, 2 +−<= xyyxB . 

8.  D – множество точек плоскости 2R  с рациональными коор-
динатами. 

 
1.5. Понятие области 

 
Определение 1.5.1. Множество { } XM ⊂  называется связным, 

если любые две точки этого множества можно соединить непрерыв-
ной кривой, целиком принадлежащей множеству { }M , (рис. 8). 

 
 
 
 
 
 
 

Определение 1.5.2. Открытое связное множество называется 
областью. 

Определение 1.5.3. Замкнутой областью называется объеди-
нение  области и её границы. 

Пример 1.5.1. Множество ( ){ }1    :, <+= yxyxD  есть область, 
(см. рис. 9), что наглядно иллюстрируется геометрически. 

Пример 1.5.2. Множество ( ){ }1:, ≤+= yxyxA  есть замкнутая 

область, т. к. дDе U= , где ( ){ }1:, =+=Γ yxyx  – граница множе-
ства А. 

Пример 1.5.3. Множество С = В \А,  где  

  Связное                        Не связное 
 
   А 
                                   А                   В       
           В 

Рис. 8 
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( ) { }{ }1,max:, <= yxyxB , ( ){ }1:, >+= yxyxA , (рис. 10), не является 
областью, т. к. это множество не является связным. 

 
 
 
 
 
 
 

Задание 1.5 
 

В следующих тестах установите, является ли множество 
⊂D 2R  областью. (Да, нет). 

1. ( ){ }254:, 22 <+<= yxyxD .  
2. BAD I= ,  

где ( ){ }104:, 22 <+<= yxyxА ,  ( ){ ∈= xyxB :, 2R , ( )}1,1−∈y . 
3. BAD U= ,  

где ( ){ }9:, 22 <+= yxyxА , ( ) ( ){ }43,:, 222 <+−∈= yxxyxB R . 

4. BAD I= , где  ( ){ }51:, 22 <+<= yxyxА , ( ){ }1:, <= xyxB . 
5. BAD U= ,   

где ( ){ }1:, 22 <+= yxyxА , ( ){ }3,2:, === yxyxB . 

6. ( ){ }40:, 22 <+<= yxyxD .     

7. ( ){ }4:, 22 =+= yxyxD . 

8.  D – множество точек плоскости 2R  с рациональными коор-
динатами. 
 

1.6. Последовательность точек в nR  
 

Определение 1.6.1. Если каждому числу k ∈ N поставлена  в 
 соответствие  точка ( ) nk

n
kkk

k xxxxM R∈,,,, 321 K  то говорят, что на 
nR  задана последовательность точек { }kM . Например,  

)1,,1,1(1 KM , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

nM
2
1,,4

1
2
1 ,2 K , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

nM
3
1,,

3
1

3
1

23 , K , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

nk kkkM 1,,11
2, K , …. 

        у 
       1  
 
  1   О         1  х
 
         1 

Рис. 10 

        у 
        1 
 
  1    О       1   х

        1 
Рис. 9 
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Определение 1.6.2. Точка ( )naaaА ,,, 21 K  называется пределом 
последовательности точек { }kM , если ( ) 0,lim =ρ

∞→
AM kk

. 

C помощью символов логики определение можно записать так: 
( ) 0,lim =ρ

∞→
AM kk

( ) ε<ρ>∀∃>ε∀⇔ AMNkN k ,:0 . 

Геометрически это означает, что, начиная с некоторого номера, 
все члены последовательности попадают в ε-окрестность точки А. 

Теорема 1.6. (О характере сходимости последовательности 
точек в nR ). Последовательность точек 

( ){ } ( )n
k
n

kkk
k aaaАxxxxM ,,,,,,, 21321 KK →  

тогда и только тогда,  когда  { } 11 axk → , { } 22 axk → , … , { } n
k
n ax → . Та-

кая сходимость называется покоординатной. 
Пример 1.6. Найти kk

M
∞→

lim  если  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+ −

−
k

k kkM
k

k 2
2

2
3,1,

1

2 . 

Найдём следующие три предела: 

a) 2limlim
1

2
2

2

1 ==
−∞→∞→ k

k
k

k
k

x ; 

б) ( ) =∞−∞=−+=
∞→∞→

kkx
k

k
k

1limlim 2  

= ( )( )
( ) ( ) 0limlim

1

1

1

11
==

++++

++−+
∞→∞→ kkkk

kkkk
kk

; 

в) 03limlim 2
3 == −

∞→∞→

k
k

k
k

x . 

Тогда )0,0,2(3,1, 2
2

2

1

2 AkkM k
k

k
k

→
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+

−
. 

 
Задание 1.6 

 
1. Запишите три первые точки последовательности 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

kk
k k

kM 112 ;3; . 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) 3, 3 , 3
1  ;   

2) ( )1,3,31M , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
`1

2
5 ,3,2M , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
1̀

3
7 ,3, 3

3M ; 

3) ( )1,3,31M , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
`1

2
5 ,3,2M , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
`1

3
7 ,3, 3

3M . 

2. Запишите какую-либо последовательность точек { }kM  , если 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 1,,1 2

1̀
1M , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 2, ,4

`1
2
1

2M , ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ 3

3 4, ,8
`1

3
1M . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где 

1) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − kk

k kM k ,
1 2, ;   

2) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +k

kk kM k 1, ,
2
11 ;   

3) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −k k

kk kM 12, ,
2
11 . 

В следующих тестах 3 – 7 найдите пределы последовательно-
стей {Mk}. Ответ запишите в форме (a, b). 

3. 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

kkkM 31 , .  4. 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

k
k

k
k

kM 11 , .  5. 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
21 ,
kkkM .  

6. 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

k
k

k kM 11,2 . 7. 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −k

k eM k
k ,sin . 

8. Какую геометрическую интерпретацию следует выбрать для 
первых членов последовательности { }),( 2kkM k ? 

1) 
   у 
16                  М3 
 
 
  9            М2 
  
 
 4         М1  
           
  O     1  2    3   х

 

2) 
  у 
16                   
 
   
  9                 М3 
 
 4              М2            
           М1 
  O    1  2    3   х 

 

3) 
  у 
16                   
 
   
  9  
 
  4        М1 = М2= М3 
           

  O     1             х 
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9. Является ли бесконечно малой последовательность 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+ kk

kkkM k
1sin tg;;12 ?  (Да, нет).  

10. Является ли бесконечно малой последовательность 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++++π

+ 22
321

1
;sin;

k
k

kk
k

kM L ?  (Да, нет).  

11. Найдите { }kk
M

∞→
lim , если 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
+ keM kk

k k
k 1;2;

1

3

3

1
32 . От-

вет запишите в форме (а, b, c). 
12. Что можно сказать о существовании предела последователь-

ности 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ π

2sin;tg 1 kkkM kk  на основании теоремы о покоординатной 

сходимости?  
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где 
1) сходится,  2) расходится;  3) ничего сказать нельзя. 
13. Что можно сказать о сходимости последовательности 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ π

+−

++

214

3

23

425 sin;;
4

2

2

2 k

k

k
kk

kk
kM  

на основании теоремы о покоординатной сходимости? Альтернативы 
для выбора ответа 1 – 3, где 

1) сходится;  2) расходится;  3) ничего сказать нельзя. 
 

1.7. Определение ограниченного множества 
 

Определение 1. Множество {M} называется ограниченным, 
если все его точки содержатся в некотором шаре. 

Пример 1.7.1. Множество { }2,1:),( <<= yxyxA  ограничено, 

т. к. можно указать шар, например, { }3:),( 22 <+= yxyxB  такой, что 
А ⊂ В (рис. 11). 

Пример 1.7.1. Множество { }2,1:),( ><= yxyxA  не является 
ограниченным, что наглядно иллюстрируется геометрически (рис. 12). 
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                 y                                         y 
                 
                 2                                         2 
        
 
             1  O      1         x                 1  O      1      x 
                                                            2 
                  2                                            

 
               
              Рис. 11                              Рис. 12      

                  
 

Задание 1.7 
 

В задачах 1 – 10 постройте множество точек D и установите, яв-
ляется ли оно ограниченным.  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) ограниченное;  2) неограниченное. 
1. { }xyyxD >= :),( . 2. { }1:),( <= xyxD . 

3. BAD I= , где { }1:),( <= xyxA , { }2:),( <= yyxB . 

4. { }1:),( <+= yxyxD . 5. { }1:),( <++= zyxyxD . 

6. { }2
1 :),( xyyxD <= . 7. { }2

2 :),( xyyxD ≤= . 

8. { }2
3 :),( yxyxD >= . 9. { }33:),(4 ≤≤−= xyxD . 

10. { }40:),(5 ≤≤= yyxD . 
11. Какое из данных множеств Вы назвали бы ограниченным? 

1)         у 
 
  
 
             O                  х 
 
 

   

2)           у 
 

                          y x= 1
2  

 
                                      
              O                   х 
   

3)              у 
                                 

21
1
x

y
+

=  

 
                                      
                 O                  х

 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) все три;  2) только первое и третье;  3) только первое. 
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2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ, ПРЕДЕЛ, НЕПРЕРЫВНОСТЬ  
ФУНКЦИЙ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
2.1. Определение функции нескольких переменных 

 
Пусть множество D ⊂ Rn. 
Определение 2.1.1. Если каждой точке М(х1, х2, ..., хп) ∈ D по-

ставлено в соответствие число u ∈ R, то говорят, что на множест-
ве D задана функция п переменных. 

Обозначают функцию одним из следующих способов:  
u = f(M),          u = f(x1, x2, …, xn). 

Принята следующая терминология: 
а) D – множество точек определения функции  f(M);           
б) числовые переменные х1, х2, ..., хп – независимые переменные 

или аргументы функции; 
в) число и0, соответствующее данной точке М0(и0 = f(М0), назы-

вается частным значением функции в точке М0; 
г) множество U частных значений функции f(M) называется 

множеством значений функции. 
Пример 2.1.1. Найти множество точек определения функции 

224

1

yx
u

−−
= . 

Для отыскания множества точек определения данной функции 
следует иметь в виду два соображения: 

а) подкоренное выражение для корня чётной степени неотрица-
тельно; 

б) знаменатель дроби не равен нулю. 
Тогда  

404 2222 <+⇔>−− yxyx  
 или  

{ }4:),( 22 <+= yxyxD  (рис. 13). 
Возможны и такие способы записи ответа: 

1) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−<<−−
<<−

= 22 44
,22

xyx
x

D ,   

2) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−<<−−
<<−

= 22 44
,22

yxy
y

D , 

которыми мы преимущественно и будем пользоваться. 
 

         y 
 
 
 
        O         2   x 
 
 

Рис. 13  
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Пример 2.1.2. Найти множество точек определения функции  

( )
2

2 1ln
xy

yxy
−

−−= . 

Для отыскания множества точек определения функции рассмот-

рим систему неравенств 
⎩
⎨
⎧

>−
>−

.0
,0

2

2

xy
yx   

И тогда  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<<
<<

= xyx
x

yxD 2
,10

:),( , или 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<<
<<

= yxy
y

yxD 2
,10

:),( . 

Множество точек определения функции изо-
бражено на рис. 14. 

Пример 2.1.3. Найти множество точек определения функции 

2

22
arcsin

z
yxy += . 

В соответствии с определением арксинуса 
имеем: 

⎩
⎨
⎧

≠
≤+

⇔≤+

.0
,1

222

2

22

z
zyx

z
yx  

Геометрически найденное множество пред-
ставляет собой коническую поверхность и часть про-
странства, находящуюся внутри этой поверхности. 
Функция не определена в вершине конуса О(0, 0, 0) 
(рис. 15). 

Пример 2.1.4. Найти множество значений функции 
)( 22

2 yxu +−= . 
Так как −(х2 + у2) принимает значения от −∞ до нуля, то 

и ∈ (0, 1]. 
 

Задание 2.1 
 

В следующих задачах найдите множество точек определения 
функции f(x, y). Ответ запишите одним из следующих способов: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ϕ<≤ϕ
<<

=
)()(

,
:),(

21 xyx
bxa

yxD  или 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ϕ<<ϕ
<<

=
)()(

,
:),(

11 yxy
dyc

yxD . 

        у 
         1 
        
 
       O        1         х 
 

Рис. 14  

            z 
 
 
 
               O        y 
 
 x     
    

 
Рис. 15 
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1. )3lg(),( 2 xyxyxf −+−= . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) { }33,30:),( ≤≤−≤≤= yxyxD ; 

2) { }3,33:),( 2 <≤≤≤−= xyyyxD ; 

3) { }xyxyxD ≤≤<≤= 0,30:),( . 
2. )2lg(lglg),( yxyxyxf −−++= . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) { }xyxyxD −<<<<= 20,20:),(  или 
 { }yxyyxD −<<<<= 20,20:),( ; 
2) { }20,20:),( <<<<= yxyxD ; 
3) { }xyxyxD −≤≤≤≤= 20,20:),( . 

3. 22 xyyxz −+−= . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) { }10,20:),( ≤≤≤≤= yxyxD ; 

2) { }xyxxyxD ≤≤≤≤= 2,10:),(  или 

 { }yxyyyxD ≤≤≤≤= 2,10:),( ; 

3) { }2,10:),( xyxxyxD ≤≤≤≤=  или 

{ }2,10:),( yxyyyxD ≤≤≤≤= . 

4. xxyyxz x −++−+−= 264 1 . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) { }xyxxyxD 1,20:),( ≤≤≤<= ; 

2) { }2,21:),( 2
1 ≤≤≤≤= yxyxD ; 

3) { }yxyyxD y ≤≤≤≤= 1
2
1 ,2:),( ; 

4) { }xyxyxD x ≤≤≤≤= 1,21:),( . 
5. Как Вы считаете, совпадают ли множества точек определения 

функций xyz ln=  и yxz lnln += ?  Ответ обосновать. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) совпадают;  2) не совпадают. 
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6. Совпадают ли множества точек определения функций 

yx
z 22 sinsin

1

+
=   и  

yx
z 22 sinsin

1

⋅
= ? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) совпадают;  2) не совпадают. 

7. Найдите множество значений функции y
xz arcsin= . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) ),( ∞+−∞∈z ; 2) )1,1(−∈z ;  3) )1,1[−∈z ;  4) [ ]22 , ππ−∈z . 
 

2.2. График функции 
 
Определение 2.2.1. Графиком функции ),,,( 21 nxxxfu K= на-

зывается множество точек ),,,,( 21 uxxx nK  пространства Rn+1, где 
точка ),,,( 21 nxxx K  принадлежит области определения функции, а 
число и есть соответствующее значение функции. 

Для построения графика функции двух переменных рекоменду-
ется найти множество точек определения функции и далее применить 
метод параллельных сечений. 

Пример 2.2. Построить график функции 22
1

yx
z

+
= . 

Сначала найдём множество точек определения функции 
{ }0:),( 22 ≠+= yxyxD . 

Множество значений функции 
представляет интервал (0, +∞). Теперь 
найдём линии пересечения поверхности с 
координатными плоскостями:  

а) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

;
,0
2

1
y

z
x

 б) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

;
,0

2
1
x

z
y

   в) 
⎩
⎨
⎧

=+
=

.
,

122
cyx

cz
 

Выполним чертёж (рис.16). 
 
 

 

 

 

 

                     z 
 
 
 
 
 
                          О                  y
 
         x 

Рис. 16 
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Задание 2.2 
В каждой из задач 1 – 9 изображена поверхность. Установите, 

какая из следующих функций является уравнением этой поверхности. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1) z = f(x, y);  2) x = ϕ(y, z); 3) y = ψ(x, z); 
4) никакая из перечисленных; 5) любая из перечисленных. 

 1.      z 
 
 
 
 
               О        y 
  x 

    

2.    z 
 
 
       О 
                             y
                
  x 

   

3.           z 
 
 
         
                  О       y 
                
 x 

   

4.        z 
 
 
 
              О        y 
                
  x 

 
5.    z 
 
 
         
           О        y  
                
 x 

6.    z 
 
 
  О  
                          y
x  
 

 

7.     z 
 
 
       О            y
 x 
                
  

8.        z 
 
 
         
               О    y 
                
    x 

 

9.        z 
 
 
 
              О         y
                
   x 

 
В следующих задачах построить графики заданных функций. 
10. z = 4 – y2.  
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1.               z 
                          
 
                   
                       О          y
 
     x 

     

2.               z 
                         4 
 
                   
              2      О   2    y 
 
     x 

     

3.                z 
 
 
                  О 
                                 y 
 
        
   х  

11. z = ⎮x⎮. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1.           z 
 
 
                  O        y 
 
 
    x                      

 

2.          z 
 
 
                  O        y
 
 
    x                      

   

3.           z 
 
 
                  O        y
 
 
    x                      

   

4.        z 
 
 
                   
               O           y
 
    x                      
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12. z = ⎮x⎮ + ⎮y⎮. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1.           z 
 
 
                  O        y 
 
 
    x                      

 

2.         z 
                          
 
                   
                            y
 
       x 

 

3.        z 
 
                   
                
               O           y
 
    x                      

  

4.        z 
 
                   
                
               O           y
 
    x                      

 
13. Какую поверхность определяет функция z = 1 – x – y ? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) cфера;    2) параболоид вращения;    
3) цилиндр; 4) плоскость. 

 
2.3. Определение предела функции 

 
Пусть функция u = f(M) определена на множестве D и А – пре-

дельная точка этого множества. 
Определение 2.3.1 (предел функции в точке по Гейне). Число 

b называется пределом функции u = f(M) в точке А, если для любой 
последовательности { } AM k →  такой, что { } DM k ⊂  и { } AM k ≠ , 
соответствующая последовательность значений функции 

( ){ } bMf k → . 
Обозначение: bMf

AM
=

→
)(lim . 

Краткая символическая запись этого определения: 
{ } DMbMf kAM

⊂∀⇔=
→

)(lim , AM k ≠ , { } AM k → : ( ){ } bMf k → . 

Определение 2.3.2 (предел функции в точке по Коши). Число 
b называется пределом функции u = f(M) в точке А, если 0>ε∀  

0)( >εδ∃  такое, что DM ∈∀ , удовлетворяющей неравенству 
δ<ρ< ),(0 AM , выполняется неравенство ε<− bMf )( . 

Краткая символическая запись этого определения такова: 
0)(lim >ε∀⇔=

→
bMf

AM
  0)( >εδ∃  DM ∈∀ , 

δ<ρ< ),(0 AM ⇒ ε<− bMf )( . 
Справедливы основные теоремы о пределах. 
Теорема 2.3.1. Пусть  u = f(M) и  u = g(M) определены на мно-

жестве D и пусть ( ) aMf
AM

=
→

lim , ( ) bMg
AM

=
→

lim . Тогда 
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1) ( ) ( )( ) bЂMgMf
AM

+=+
→

lim ;  2) ( ) ( ) ЂbMgMf
AM

=⋅
→

lim ; 

3) ( )
( ) b

a
Mg
Mf

AM
=

→
lim , b ≠ 0 . 

Рассмотрим другой вид пределов, определённых для функций 
нескольких переменных, так называемые повторные пределы. 

Пусть функция ( )yxfz ,=  определена на множестве 
( ){ }21,:, dbydaxyxD <−<−= , за исключением, может быть, отрез-

ков ax =  и by = , (рис.17). Зафиксируем значение 0yy =  из проме-
жутка 2dby <− , тогда функция ( )yxf ,  станет функцией одной пере-
менной ( )0,: yxfzx = . Пусть существует ( )0,lim yxf

ax→
. Возьмём те-

перь другое фиксированное значение 1yy = , из того же промежутка, 
предположим, что существует ( )1,lim yxf

ax→
. Замечаем, что этот предел  

зависит от  ( ) ( )yyxfy

dby
y

ax
ϕ=

<−<

→
,lim:

20
.фикс.

,  его называют внутренним. 

                          z                                       z =f(x, y0) 
 
 
 
                                                                          
 
                                                      b             y0         y1  
                            О                                                      y 
                                                                
                    a                         
                                                                        
                     
      х                                                          
             

Рис. 17 
  

Пусть теперь существует предел ( ) By
by

=ϕ
→

lim . Тогда говорят, 

что в точке (а, b) существует повторный предел функции ( )yxf ,   

( ) Byxf
axby

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

→→
,limlim . 

Аналогично определяется другой повторный предел  



 

 27

( ) Ayxf
byax

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→→
,limlim , где  ( ) ( )xyxf

dax
x

by
ψ=

<−<

→
,lim

10
.фикс.  

, 

который также называется внутренним. 
Связь повторных пределов с пределом в обычном смысле уста-

навливает теорема 2.3.2. 
Теорема 2.3.2. Пусть выполняются два условия: 
1) cуществует ( ) Cyxf

by
ax

=
→
→

,lim ; 

2) cуществуют  внутренние пределы 
( )yxf

dby
y

ax
,lim

20
.фикс.

<−<

→
  и ( )yxf

dax
x

by
,lim

10
.фикс.

<−<

→
. 

Тогда существуют повторные пределы 

( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→→
yxf

byax
,limlim    и  ( )⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

→→
yxf

axby
,limlim , 

причём каждый из них равен С. 

Пример 2.3.1. Доказать, что 22

22

0
0

lim
yx

yx

y
x +

−

→
→

 не существует. 

Пусть точка ( ) ( )0,0, OyxM →  по любой прямой kxyl =: . 

Тогда 22

22

0
0

lim
yx
yx

y
x +

−

→
→

 = 
( )
( ) 2

2

22

22

0 1

1

1

1lim
k
k

kx
kx

kxy
x +

−

+

−
=

=
→

. 

В частности, при k = 1 (y = x), получим нуль, при k = 0 получим 
единицу, что указывает на зависимость предела от способа стремления 
точки M(x,y) к предельной, а, значит, на отсутствие предела. 

В то же время повторные пределы существуют 

1limlimlim 2

2

022

22

00
−==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −

+

−
→→→ y

y
yx
yx

yxy
,      1limlimlim 2

2

022

22

00
==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
→→→ +

−

x
x

yx
yx

yyx
,    

но не равны между собой. 

Пример 2.3.2. Найти предел 22

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

.  

Для отыскания предела перейдём к полярным координатам: 
ϕρ= cosx , ϕρ= siny . Тогда 
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( ) ϕϕρ==
ρ

ϕϕρ
=

+
sincos, 2

2

23

22

2 sincos

yx
yxyxf     

и 

0sincoslimlim 2
022

2

0
0

=ϕϕρ=
→ρ

→
→ + yx

yx

y
x

, 

т. к. 1sincos2 <ϕϕ , а ρ – бесконечно малая величина. 

 
Задание 2.3 

 
1. Как Вы думаете, справедливо ли утверждение: “Если сущест-

вует одинаковый предел ( )yxf ,  по разным прямым, идущим к точке 

0M , то существует и ( )yxf
MM

,lim
0→

”? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) да, справедливо;  2) нет, ошибочно. 

2. Найдите предел 24

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

, когда точка ( )yxM ,  стремится к 

точке ( )0,0O  по любой прямой kxy = . 

3. Найдите предел 

( )
24

2

0
0

2

lim
yx

yx

xy
y
x +

=
→
→

. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) 0. 2) 1

2 ; 3) предел не существует; 
4) правильный ответ не указан. 
4. Как Вы думаете, справедливо ли утверждение: “Если по раз-

ным прямым, идущим к точке 0M , пределы ( )yxf ,  различны или хотя 
бы один не существует, то не существует и ( )yxf

MM
,lim

0→
”? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) справедливо; 2) неверно. 

5. Что можно сказать о существовании предела 24

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

 на 

основании 2-го и 3-го тестов? 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) предел существует и равен 0;   
2) предел существует и равен 1

2 ; 
3) предел не существует; 
4) на основании найденных пределов о существовании предела 

24

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

 ничего сказать нельзя. 

6. Найдите предел 
yx
yx

y
x +

−

→
→

0
0

lim . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1) 0; 2) 1; 3) –1; 4) предел не существует;     
5) правильный ответ не указан. 

7. Найдите предел ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

++−
→→ yx

yxyx
yx

22

00
limlim . 

8. Найдите предел ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

++−
→→ yx

yxyx
xy

22

00
limlim . 

9. Что можно сказать о существовании предела 

yx
yxyx

y
x +

++−

→
→

22

0
0

lim ? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) предел существует; 2) предел не существует. 
10. Найдите предел yx

yx
1sinlimlim

00 →→
. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1) 0; 2) 1;  3) –1;  
4) предел не существует; 5) правильный ответ не указан. 
11. Найдите yx

xy
1sinlimlim

00 →→
. 
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2.4. Непрерывность функции 
 

Пусть функция ( )Mfu =  определена на множестве D и в его 
предельной точке 0M . 

Определение 2.4.1. Функция ( )Mfu =  называется непрерыв-
ной в точке 0M , если ( ) ( )0

0

lim MfMf
MM

=
→

. 

Назовём полным приращением функции ( )Mfu =  в точке 0M  
величину ( ) ( )0MfMfu −=Δ . 

Тогда условие непрерывности функции в точке 0M  

( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

→
0

0

lim MfMf
MM

 эквивалентно тому, что 0lim
0

=Δ
→

u
MM

. 

Если же ( )nxxxM ,,, 21 K  и ( )00
2

0
10 ,,, nxxxM K  и ( ) 1

0
11 xxx Δ=− , 

( ) 2
0
22 xxx Δ=− , …, ( ) nnn xxx Δ=− 0 , то  

( )−Δ+Δ+Δ+=Δ nn xxxxxxfu 0
2

0
21

0
1 ,,, K ( )00

2
0
1 ,,, nxxxf K  

и условие непрерывности можно сформулировать иначе. 
Определение 2.4.2. Функция  ( )Mfu =  называется непрерыв-

ной в точке 0M , если 0lim

0

0
0

2
1

=Δ

→Δ

→Δ
→Δ

u

nx

x
x

LLL

.  

Определение 2.4.3. Предельные точки множества D, в кото-
рых нарушается определение непрерывности функции, называются 
точками разрыва функции. Функция, непрерывная в точке 0M , в 
смысле данных выше определений, называется непрерывной в точке 

0M  по совокупности аргументов.  
Можно говорить и о непрерывности функции в точке по от-

дельным переменным. 
Определение 2.4.4. Частным приращением функции ( )Mfu =  

в точке 0M  по аргументу kx  называется величина  

( )−Δ+=Δ +
00

1
00

2
0
1 ,,,,,, nkkkx xxxxxxfu

k
KK  ( )000

2
0
1 ,,,,, nk xxxxf KK . 

Определение 2.4.5. Функция ( )nxxxfu ,,, 21 K=  называется не-

прерывной в точке ( )00
2

0
10 ,,, nxxxM K  по переменной kx , если 

0lim
0

=Δ
→Δ

u
k

k
xx

. 
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Связь между непрерывностью функции в точке по совокупности 
переменных и по каждой переменной устанавливает следующая тео-
рема. 

Теорема 2.4.1. Если функция  ( )nxxxfu ,,, 21 K=  определена в 
окрестности точки 0M  и непрерывна в ней по совокупности пере-
менных, то она непрерывна в этой точке и по каждой переменной. 

Пример 2.4.1. Исследовать на непрерывность функцию 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
= +

−

0,0

,0,,
22

22
22

32

yx

yxyxf yx
yx

 

по совокупности переменных и по каждой переменной в точке A(0,0). 
Для исследования непрерывности функции в точке следует про-

верить: 
а) определена ли функция в этой точке; 
б) существует ли ( )yxf

AM
,lim

→
; 

в) выполняется ли равенство ( ) ( )0,0,lim fyxf
AM

=
→

. 

В соответствии с равенством, определяющим функцию, имеем 
f(0, 0) = 0. Найдём предел 

=
+

−

→
→ 22

32

0
0

lim
yx

yx

y
x

 { }ϕρ=
ϕρ=

→ρ
sin
cos

0
y
x  ( ) ϕ=ϕρ−ϕ=

→ρ

232

0
cossincoslim . 

Видим, что предел ( )yxf
AM

,lim
→

 имеет различные значения для 

разных направлений ϕ = const, что означает отсутствие предела в точке 
A(0,0) и, следовательно, функция не является непрерывной в этой точке. 

Исследуем непрерывность по каждой переменной. Сначала най-
дём частное приращение функции по переменной x в точке A(0,0), по-
лучим 

( ) ( ) 10,00,0 2

2
=

Δ
Δ

=−Δ+=Δ
x
xfxffx  и 011limlim

00
≠==Δ

→Δ→Δ xxx
f . 

Откуда заключаем, что функция не является непрерывной в 
точке A(0,0) по переменной х. 

Аналогично находим 

( ) ( ) yfyff
y

y
y Δ==−Δ+=Δ

Δ

Δ
2

3
0,00,0  и 0limlim

00
=Δ=Δ

→Δ→Δ
yf

yyy
. 

Следовательно, данная функция непрерывна в точке A(0,0) по 
переменной у. 
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Имеют место теоремы, аналогичные основным теоремам о не-
прерывных функциях для случая одной переменной. Перечислим их. 

Теорема 2.4.2 (об арифметических операциях над непрерыв-
ными функциями). Если функции ( )Mf  и ( )Mg  определены на 
множестве D и непрерывны в точке А ∈ D, то в этой точке непре-
рывны и следующие функции:  

а) f(М) + g(М);  б) f(М) ⋅ g(М);  в) ( )
( )Mg
Mf , g(А) ≠ 0. 

Теорема 2.4.3 (о композиции непрерывных функций). Если 
функции  

( ) ,,,,, 2111 KK nxxxtt = ( )nxxxtt ,,, 2122 K= ,…, ( )nmm xxxtt ,,, 21 K=  

непрерывны в точке ( )00
2

0
1 ,,, nxxxA K , а функция ( )mtttuu ,,, 21 K=  не-

прерывна в точке ( )00
2

0
1 ,,, mtttB K ,  где ( )( )mixxxtt nii ,1,,, 00

2
0
1

0 == K . Тогда 
композиция функций 

( ) ( ) ( )( )nmnn xxxtxxxtxxxtuu ,,,,,,,,,,,, 21212211 KKKK=  
непрерывна в точке А. 

Теорема 2.4.4. Всякая элементарная функция многих перемен-
ных непрерывна на множестве своего определения. 

Здесь под элементарной функцией многих переменных понима-
ется функция, образованная из основных элементарных функций одно-
го переменного с помощью конечного числа арифметических действий 
и композиций. 

Например,  функция   ( )yxeu +=
2

sin  – элементарная,  так как об-
разована из двух основных элементарных  функций: 2xu =  и v = y   с  
помощью  арифметической   операции сложения и двух композиций: 
отыскания экспоненты от суммы и синуса от экспоненты. 

Пример 2.4.2. Найти множество точек непрерывности функции 

4

1
22 −+

=
yx

u . 

Данная функция является элементарной функцией двух пере-
менных, так как образована из основных элементарных функций 

2xu = , 2yv = , 4=w  с помощью операций сложения и деления. 
Множество точек определения этой функции имеет вид    

( ){ }04:, 22 ≠−+= yxyxD  и,  следовательно,  по теореме  2.4.4  это 
множество совпадает со множеством точек её непрерывности. 
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Задание 2.4 
 

1. Исследовать на непрерывность по переменной х функцию 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
= +

0,0

,0,
,

22

22
22

yx

yx
yxf yx

xy
 

в точке А(0, 0). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) непрерывна;  2) не непрерывна. 
2. Исследовать на непрерывность по переменной у функцию 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
= +

0,0

,0,
,

22

22
22

yx

yx
yxf yx

xy
 

в точке A(0,0). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) непрерывна;  2) не непрерывна. 
3. Исследовать на непрерывность по совокупности переменных 

функцию ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

0,0

,0,
,

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf   в точке A(0,0). 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) непрерывна;  2) не непрерывна. 
4. Пусть   функция   f(x, y)   непрерывна   в   точке M0(x0, y0) по 

каждой из переменных. Что можно сказать о её непрерывности в  M0 
по совокупности переменных? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) функция f(x, y) непрерывна в точке 0М по совокупности пере-

менных; 
2) о непрерывности функции ничего сказать нельзя, требуются 

дополнительные исследования. 
5. Исследовать на непрерывность по совокупности аргументов 

функцию 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+= +

+

0,0

,0,,
22

yx

yxyxf yx
yx

  в точке А(0,0). 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1)  непрерывна;  2) не непрерывна. 
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6. Что можно сказать о непрерывности функции 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+= +

+

0,0

,0,,
22

yx

yxyxf yx
yx

 

в точке A(0,0) на основании теоремы о связи непрерывности функции в 
точке по совокупности аргументов и по каждому аргументу отдельно? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1) непрерывна только по аргументу х; 
2) непрерывна только по аргументу у; 
3) непрерывна по каждому аргументу; 
4) функция разрывна в точке по каждому аргументу; 
5) о непрерывности функции по каждому аргументу сказать ни-

чего нельзя. 
Для задач 7 – 11 выберите ответ из следующих альтернатив: 
1) (0,0); 2) ( ){ }0:, =− yxyx ; 3) ( ){ }0:, =+ yxyx ; 

4) ( ){ }0:, ≠xyx ;       5) ( ){ }0:, 2 =+ yxyx ; 6) ( ){ }0:, 2 =− yxyx ; 
7) ∅; 8) R2; 
9) правильный ответ не указан. 

7. Найдите множество точек разрыва функции yx
yxz −

+
= . 

8. Найдите множество точек разрыва функции 2

2

yx
yxz

+
−= . 

9. Найдите множество точек разрыва функции 
22

1
yxez += . 

10. Найдите множество точек разрыва функции yxz += . 

11. Найдите множество точек непрерывности функции x
yz cos= . 

 
2.5. Непрерывность функции на множестве 

 
Определение 2.5.1. Функция называется непрерывной на мно-

жестве D, если она непрерывна в каждой его точке. 
Определение 2.5.2. Функция ( )Mfu =  называется ограничен-

ной на множестве D, если существуют такие числа с и С, что  
DМ ∈∀   ( ) CMfc ≤≤ . 
Теорема 2.5.1 (первая теорема Вейерштрасса). Всякая непре-

рывная на замкнутом ограниченном множестве функция ограничена 
на этом множестве. 
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Пример 2.5.1. Ограничена ли функция 22 yxu −=  в круге 

( ){ }25:, 22 ≤+= yxyxD ? 
Проверим выполнение условий первой теоремы Вейерштрасса. 

Во-первых, множество D является замкнутым, т. к. содержит границу 
( ){ }25:, 22 =+=Γ yxyx  и ограничено. Во-вторых, функция 

22 yxu −=  непрерывна на 2R  по теореме о непрерывности элемен-

тарных функций. Следовательно функция  22 yxu −=   ограничена на 

множестве ( ){ }25:, 22 ≤+= yxyxD . 
Определение 2.5.3. Число а называется точной верхней гранью 

функции u = f(M) на множестве D, если выполняются два условия: 
а) DМ ∈∀   ( ) aMf ≤ ;       б) 0>ε∀   ( ) ε−>′⇒∈′∃ aMfDM . 
Принято следующее обозначение точной верхней грани: 

( )Mfa
D

sup= . 

Определение 2.5.4. Число b называется точной нижней гранью 
функции u = f(M) на множестве D, если выполняются два условия: 

а) DМ ∈∀   ( ) bMf ≥ ;  б) 0>ε∀   ( ) ε+<′⇒∈′∃ bMfDM . 
Принято обозначение:   ( )Mfb

D
inf= . 

Теорема 2.5.2 (вторая теорема Вейерштрасса). Всякая непре-
рывная в замкнутой ограниченной области функция достигает на ней 
своих точных граней. 

Пример 2.5.2. Достигает ли функция 22

66

yx
yxu

+
+

=  своих точных 

граней на множестве ( ){ }90:, 22 ≤+<= yxyxD ? 
Вторая теорема Вейерштрасса не применима, так как множество 

D не замкнуто. 
Перейдём к полярным координатам, получим функцию 
( )ϕ+ϕρ= 664 sincosu   в области ( ){ }30:, ≤ρ<ϕρ=′D . 
Выполним некоторые преобразования. 

( )( )=ϕ+ϕϕ−ϕϕ+ϕρ= 4224224 sinsincoscossincosu  

( ) ( )[ ]=ϕ−+ϕ−ϕ+= ρ 2224
2cos12sin2cos14  

[ ]=ϕ++ϕ−ϕ+= ρ 2cos12sin2cos1 2224

4  
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[ ] ( ).2cos312sin2cos22 24224

44 ϕ+=ϕ−ϕ+= ρρ . 

Для любой точки ( ) DM ′∈ϕρ′ ,  0>u , что и означает ограничен-
ность функции на данном множестве. Число 81 является супремумом 
данной функции на множестве D′ , оно достигается при 3=ρ  и 

2
π=ϕ n .   При 0→ρ  0→u , но т. к. 0>ρ  и 02cos31 2 >ϕ+ , то своей 

точной нижней грани функция не достигает. 
Теорема 2.5.3 (теорема Коши о промежуточном значении не-

прерывной функции в связной области). Если функция u = f(M) непре-
рывна в области D и принимает в этой области значения А и В, то она 
принимает в этой области любые значения, заключённые между А и В. 

Пример 2.5.3. Применима ли теорема Коши об обращении 
функции 22 yxu −=  в ноль на множестве ( ){ }25:, 22 ≤+= yxyxD ? 

Множество D является связной областью. Функция 22 yxu −=  

непрерывна всюду на 2R , в том числе и в области D, как элементарная 
функция двух переменных. Имеем, что ( ) DА ∈3,2 , т. к. 

251632 2222 <=+=+ yx  и ( ) 05 <−=Аf , ( ) DB ∈2,3  и ( ) 05 >=Bf . 
 Тогда в области D существует точка ( )000 , yxM  такая, что 

( ) 00 =Mu . Очевидно, что u(M) = 0 в каждой точке, где х = у или х = –у. 
 

Задание 2.5 
 

1.  Ограничена ли функция z = 2 − 2x − y на множестве  
( ){ }20  ,10  :, ≤≤≤≤= yxyxD ?  (Да, нет). 

2.  Достигает ли функция z = 2 − 2x − у своих точных граней на 
множестве ( ){ }20,10:, ≤≤≤≤= yxyxD ?  (Да, нет). 

3.  Найдите ( )yxf
D

,sup ,  

если ( ) yxyxf −−= 22,  и ( ){ }20,10:, ≤≤≤≤= yxyxD . 
4.  В какой точке области ( ){ }20,10:, ≤≤≤≤= yxyxD  

( ) ( )yxfyxf
D

,sup, 00 = , если  f(x, y) = 2 − 2x − y ? 

5.  Найдите ( )yxf
D

,inf ,  

если ( ) yxyxf −−= 22,  и ( ){ }20,10:, ≤≤≤≤= yxyxD . 
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6.  В какой точке 
( ){ }20,10:,0 ≤≤≤≤=∈ yxyxDM ( ) ( )yxfyxf

D
,inf, 00 = , 

если  f(x, y) = 2 − 2x − y ? 
7.  Ограничена ли функция z = 2 −2x − y на множестве  

( ){ }20  ,10  :, <<<<= yxyxD ? (Да, нет). 
8. Является ли замкнутость множества D необходимым услови-

ем ограниченности непрерывной функции на D? (Да, нет). 
9.  Достигает ли функция z = 2 −2x − y своих точных граней  на 

множестве ( ){ }20,10:, <<<<= yxyxD ? (Да, нет). 

10. Ограничена ли функция 22 yxz +=  на множестве 2R ? 
(Да, нет). 

11. Применима ли теорема об ограниченности непрерывной 
функции к функции 22 yxz +=  на множестве 2R ? (Да, нет). 

12. Является ли ограниченность множества существенным ус-
ловием теоремы об ограниченности непрерывной функции? (Да, нет). 

13. Ограничена ли функция 
224

1

yx
z

−−
=  на множестве 

( ){ }4:, 22 <+= yxyxD ? (Да, нет). 
14. Применима ли теорема об ограниченности непрерывной 

функции к  
224

1

yx
z

−−
=  на множестве ( ){ }4:, 22 <+= yxyxD ? 

(Да, нет). 
15. Является ли замкнутость множества существенным услови-

ем теоремы об ограниченности непрерывной функции? (Да, нет). 
16. Применима ли теорема об обращении непрерывной функции 

в ноль к функции yxz −−= 1  на множестве  
D = {(x, y):  0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2}? 

(Да, нет). 
17. Является ли связным множество 21 DDD U= , где 

( ){ }1:, 22
1 ≤+= yxyxD , ( ) ( ){ }13:, 22

2 ≤+−= yxyxD ? (Да, нет). 
18. Применима ли теорема Коши об обращении непрерывной 

функции в ноль к функции ( )⎩
⎨
⎧

≤+−−
≤+=

13,2
,1,2
22

22

yx
yxz ? (Да, нет). 

19. Является ли требование связности области существенным 
условием теоремы Коши об обращении функции в ноль? (Да, нет). 
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3.  ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ ФУНКЦИЙ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
3.1. Частные производные 

 
Пусть функция ( )Mfu =  определена на множестве { }М  и 

( )00
2

0
10 ,,, nxxxM K  – его внутренняя точка и пусть 

( )−Δ+=Δ +−
00

1
00

1
0
2

0
1 ,,,,,,, nkkkkx xxxxxxxfu

k
KK  

− ( )000
2

0
1 ,,,,, nk xxxxf KK  

есть частное приращение функции   в точке 0М  по аргументу kx . 
Определение 3.1.1. Частной производной функции 

( )nxxxfu ,,, 21 K=  

по аргументу kx  в точке 0М  называется предел  
k

x

x x

u
k

k Δ

Δ

→Δ 0
lim . 

Обозначается такая частная производная символом ( )0M
kx
u

∂
∂ , 

или ( )0Mu
kx′ . 
Заметим, что согласно определению 

( ) ( )
0

00
2

0
1

00
2

0
1 ,,,,,,,,

kk
kk xx

nkn xxxx
dx
duxxx

x
u

=

=
∂
∂

KKK . 

Пример 3.1.1. Найти по определению частные производные 
функции 3 xyu =  в точке ( )0,0O . 

Найдём сначала частное приращение функции по х 
( ) ( ) ( ) 000000,00,0 33 =⋅−⋅Δ+=−Δ+=Δ xfxfux . 

Теперь следует совершить предельный переход 

00limlimlim
000

0 ===
→Δ→Δ→Δ ΔΔ

Δ

xx
x

x xx
u

. 

Следовательно, ( ) 00,0 =∂
∂

x
u . Аналогично, ( ) 00,0 =∂

∂
y
u . 

Пример 3.1.2. Найти частные производные функции yx
eu = . 

Для отыскания частной производной  функции  yx
eu =   пo пе-

ременной х функцию u(x, y) рассматривают как функцию одной пере-
менной х, при этом считают, что у имеет фиксированное значение. 
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Тогда ( ) yx
u y

x

x
y
x

ey
xe 1=′= ⋅∂

∂ . 

Аналогично ( )∂
∂

u
y

x
y

x
y

e e
x
y

x
y

y
=

′
= −⎛⎝⎜

⎞
⎠⎟2

. 

 
Задание 3.1 

 
1. Найдите частное приращение функции y

xxyz +=  по х в точке 

M(x, y). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) y
xxy Δ+Δ ; 2) ( ) y

xxyxx Δ++Δ+ ; 

3) xyxy y
x −+Δ Δ ; 4) правильный ответ не указан. 

2. Найдите частное приращение функции y
xxyz +=  по х в точке 

( )2,00М . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) xΔ2

1 ; 2) xΔ2 ; 3) xΔ2
5 ; 4) ( )0MzxΔ  не существует. 

3. Найдите частное приращение функции y
xxyz +=  по у в точке 

M(x, y). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) yy
xyxxy Δ++Δ+ ; 2) ( )yyy

yxyx
Δ+

Δ−Δ ;   3) y
xyx Δ+Δ . 

4. Найдите частное приращение функции y
xxyz +=  по y в точке 

( )1,10М . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) 11

1 −+Δ Δ+ yy ;   2) yy Δ++Δ 1
1 ;  3) yy Δ+Δ 1 ; 

4) ( )0MzyΔ  не существует. 

5. Найдите частное приращение функции y
xxyz +=  по у в точке 

( )0,10М . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1) 0; 2) yy Δ+Δ 1 ; 3) 1+Δy ; 4) yy 1+ ; 
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5) ( )0MzyΔ  не существует. 

6. Найдите x
z
∂
∂ , если yxeyz 32 += .      

7. Найдите y
z
∂
∂ , если x

yxyz += . 

8. Найдите y
u
∂
∂ , если ( )zyxu += 3sin2 .  

9. Найдите x
z
∂
∂   (1,0), если 2xez x

y
−= − . 

10. Найдите y
z
∂
∂  (1,0), если 2xez x

y
−= − . 

11. Найдите по определению x
z
∂
∂  (0,0), если  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠+= +
.0,0

,0, 22
22

yx

yxz yx
xy

 

 12. Найдите по определению y
z
∂
∂  (0,0), если 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠+= +
.0,0

,0, 22
22

yx

yxz yx
xy

 

 
3.2. Геометрический и физический смысл частных производных 

 
Пусть функция z = f(x, y), определённая на множестве {M}, име-

ет частную производную ( )00, yxx
z

∂
∂ , где ( ) { }MyxM ∈00, . 

По определению частной производной имеем: 

( )00 , yxx
z
∂
∂  = ( ) α=

=
tg,

0
0

xx
yxdx

dz , 

что  означает,  что ( )00, yxx
z

∂
∂   есть  

тангенс угла наклона касательной к 

графику   функции   ( )
⎩⎨
⎧

=
=

oyy
yxfz ,,   в 

точке ( )0000 ,, zyxM . Здесь угол α об-
разован касательной с положитель-
ным направлением оси Oх (рис. 18). 

 

                    z 
                               z = f(x, y0) 
z = f(x0, y)               
                           M0(x0, y0, z0) 
 
                      O     y0                       y
          x0                                   β  
                             (x0, y0) 
      x 
         α 
                                     

Рис. 18 
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Аналогично ( ) ( ) β==
=∂

∂ tg,,
0

000
yy

yxyx dy
dz

y
z  есть тангенс угла    

наклона     касательной    к    графику     функции  ( )
⎩⎨
⎧

=
=

0

,,
xx

yxfz  в точке 

( )000 ,, zyx ,  где ( )000 , yxfz = . Здесь угол β образован касательной с 
положительным направлением оси Oу. 

Пример 3.2.1. Какой геометрический смысл имеет ( )2,1x
z

∂
∂ , 

 если 224 yxz −−= ? 
Найдём сначала 

( ) ( )

( )
==

−−

−
∂
∂

2,1
2242

22,1
yx

x
x
z 1

124

1
−=−

−−
. 

Геометрически это означает, что 
тангенс угла наклона касательной к линии 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−−=

2
,4:

22

y
yxzl   в точке  ( )2,10M   

равен   (– 1) и, следовательно,  угол меж-
ду осью Oх и касательной равен 135° 
(рис. 19). 

Физический смысл частной произ-

водной ( )0M
kx
u

∂
∂  состоит в том, что она 

определяет скорость изменения функции 
в точке 0М  в направлении оси kox . 

Пример 3.2.2. Температура Т воздуха в точке земной поверхно-
сти является функцией широты θ, долготы ϕ и времени t. Тогда с фи-
зической точки зрения частные производные ∂θ

∂T , ∂ϕ
∂T , t

T
∂
∂  представ-

ляют скорости изменения температуры в зависимости от изменения 
широты, долготы, времени соответственно. 

 
Задание 3.2 

 
1. Найдите скорость изменения функции 23 yxz +=  в точке 

(1, 1) в зависимости от изменения переменной х. 

                   z 
                                    
                
                               
 
                     O            2 
                 1                          y  
            2                                   
        x                  (1, 2 ) 
 
 135°                      

Рис. 19 
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2.  Найдите скорость изменения функции 23 yxz +=  в точке 
(1, 1) в зависимости от изменения переменной у. 

3. Температура Т точки остывающего стержня является функци-
ей двух переменных: расстояния х точки  от начала стержня и момента 
времени t. Какая величина определяет скорость изменения температу-
ры Т в зависимости от времени t? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 

1)  TxΔ ; 2) TtΔ ; 3) x
T
∂
∂ ; 4) t

T
∂
∂ ; 

5) правильный ответ не указан. 
4. Температура Т точки остывающего стержня является функци-

ей двух переменных: расстояния х точки от начала стержня и момента 
времени t. Какая величина определяет скорость изменения температу-
ры Т в зависимости от расстояния х ? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 

1) TxΔ ; 2) TtΔ ; 3) ∂
∂

T
x

; 4) ∂
∂

T
t

; 

5) правильный ответ не указан. 
5. Где круче подъём поверхности  22: yxzs +=   в направлении 

оси OX – в точке (1,2) или (2,1)?  
6.  Найдите крутизну подъёма поверхности, заданной уравнени-

ем 22 yxz += , в точке  ( )2,10M  в направлении оси ОХ. 
7. Какой угол с положительным направлением оси ОХ    образу-

ет    касательная   к   линии    пересечения поверхности 
224: yxzs −−=  с плоскостью 

3
2: =yL  в точке ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
2

3
2 ,0M ? От-

вет запишите в градусах. 

8.  На поверхности   224: yxzs −−=    найдите точку, в которой 
не происходит подъёма поверхности в направлении оси ОХ и оси ОУ.  
  

3.3. Частные производные неявно заданных функций 
 

Определение 3.3.1. Если Xx∈∀  уравнение f(x, y) = 0 имеет 
единственное решение y = y(x), то говорят, что уравнение f(x, y) = 0 
на множестве Х определяет неявную функцию y = y(x). 

Пример 3.3.1. Уравнение ( ) 04, 22 =−+≡ yxyxf  на множестве 
[ ]1,1−=X  определяет функции, например, такие:  
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224 yxy −−= , 224 yxy −−−= , 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤−−−

<≤−−−=
.10,4

,01,4
22

22

xyx
xyxy  

Теорема 3.3.1 (cуществования, единственности и дифферен-
цируемости неявной функции одного аргумента). Пусть 

1) функция F(x, y) определена и непрерывна вместе со своими 
частными производными в некоторой окрестности точки ( )000 , yxM ; 

2) ( ) 0, 00 =yxF ; 
3) ( ) 0, 00 ≠′ yxFy . 

Тогда найдётся такая окрестность ( )δ,0xU  точки 0x , в преде-
лах  которой  существует  единственная  неявная функция y = y(x), 
определяемая уравнением F(x, y) = 0, такая, что 

а) ( )00 xfy = ; 
б) у = у(х) непрерывна вместе со своей производной, причём 
( )
( )yxF

yxFy
y

x

,
,

′
′

−=′ . 

Пример 3.3.1. Определяет ли уравнение 
( ) 02, =−+≡ xy yexeyxF  

неявную функцию  y = y(x) в окрестности точки 00 =x ? 
Рассмотрим некоторую окрестность точки ( )2;00M  и проверим 

условия теоремы: 
1) функция ( ) 2, −+≡ xy yexeyxF  определена и непрерывна 

вместе со своими частными производными xy yeex
F

+=∂
∂  и 

xy exey
F +=∂
∂  на 2R , а, следовательно, и в некоторой окрестности 

точки 0М ; 

2) ( ) 02202,0 02 =−+≡ eeF ;  3) 01
00

≠=+=
∂
∂

M
xy

M
exey

F . 

Тогда, в соответствии с теоремой, в некоторой окрестности точ-
ки x0 0=  существует единственная функция y = y(x), определяемая 

уравнением 02 =−+ xy yexe , причём, xy

y

y

x

exe
yee

F
F x

y
+

+
′

′
−=−=′ . 
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Пример 3.3.2. Найти ( )0y′  и ( )0y ′′  неявной функции y = y(x), 

определяемой уравнением ( ) 02, =−+≡ xy yexeyxF . 

Первый способ. В  соответствии  с  формулой ( )
y

x

F
Fxy
′

′
−=′  на-

ходим ( ) ( )
( ) xy

xy

y
xy

x
xy

exe

yee

yexe

yexexy
+

+
′

−+

′
−+

−=−=′
2

2  и ( ) ( )20 2
02

02

0
2 +−==′
+⋅
⋅+ ey
ee
ee . 

Теперь найдём ( ) ( )( ) =
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=′′=′′

+

+

xxy

xy

exe

yeexyxy  

2)(

))(())((
xy

xyyxyxyxxy

exe
eyxeeyeeexeyeeyye

+

+′++−++′+′⋅
−= . 

Подставим в ( )xy ′′  x0 0= , ( ) 20 =y , ( ) ( )20 2 +−=′ ey , получим  

( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]=++−++−+−−=′′ 212220 22222 eeeeey  262 24 ++ ee . 

Второй  способ.  Так как уравнение  02 =−+ xy yexe  определя-

ет y = y(x), то, дифференцируя тождество ( ) ( ) 02 ≡−+ xxy exyxe  по х, 

получаем 0≡+′+′+ xxyy yeeyyxee , откуда находим xy

xy

exe

yeey
+

+
−=′ . 

В частности, ( ) 20 2 −−=′ ey . Продифференцируем тождество 
ещё раз по x, получим  

( ) 02 ≡+′+′+′′+′′+′+′+′⋅ xxxxyyyy yeeyeyeyyxeyxeyeye , 

из которого при  00 =x , ( ) 20 =y , ( ) 20 2 −−=′ ey  находим  

( ) 024222 222 =+−−′′+−− eyee   и   ( ) 2620 24 ++=′′ eey . 
Аналогичным образом определяется неявная функция несколь-

ких переменных, и для неё формулируется  теорема существования. 
Теорема 3.3.2 (существования, единственности, непрерывно-

сти и дифференцируемости неявной функции многих перемен-
ных). Пусть 

1) функция ( )uxxxF n ,,,, 21 K  определена и непрерывна вместе 
со своими частными производными в некоторой окрестности точки 

( )000
2

0
10 ,,,, uxxxM nK ; 

2)  ( ) 00 =MF ; 3) ( ) 00 ≠′ MFu . 
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Тогда найдётся такая окрестность точки ( )00
2

0
1 ,, nxxx K , в пре-

делах которой существует единственная неявная функция 
( )nxxxuu ,,, 21 K= , определяемая уравнением ( ) 0,,,, 21 =uxxxF nK , 

такая, что 
а) ( )00

2
0
1

0 ,,, nxxxuu K= ; 
б) ( )nxxxuu ,,, 21 K=  непрерывна в указанной окрестности вме-

сте со своими частными производными, причём, 
( )
( )uxxx

uxxx
x
u

nu
F

nx
F

i

i

,,,,

,,,,

21

21

K

K

∂
∂
∂
∂

−=∂
∂ . 

Пример 3.3.3. Докажите, что уравнение 833 =− xyzz  определя-
ет единственную дифференцируемую неявную функцию вида  
z = z(x, y)  в некоторой окрестности точки 0М (0, −1, 2). Найдите 

( )0Mzx′ . 

Во-первых, функция ( ) 83,, 3 −−= xyzzzyxF  определена и не-

прерывна вместе со своими частными производными yzx
F 3−=∂
∂ ,  

xzy
F 3−=∂
∂ ,   xyzz

F 33 2 −=∂
∂  всюду на 3R , в том числе и в некоторой 

окрестности точки ( )2,1,00 −M . 
Во-вторых, ( ) 0880 =−=MF . 

В-третьих, ( ) 0120 ≠=∂
∂ Mz
F . 

Все условия теоремы выполняются, следовательно, найдётся   
такая   окрестность  точки  (0, –1),  в  которой уравнение   

0833 =−− xyzz    определяет   единственную дифференцируемую 
функцию  z = z(x, y). 

Найдём ∂∂
z
x . Можно воспользоваться готовой формулой  

xyz
zy

xyz
zy

x
z

z
F
x
F

−−

−
∂
∂ =−=−=

∂
∂
∂
∂

22 33

3     и    ( ) 2
1

0 −=∂
∂ Mx
z . 

Можно продифференцировать по х тождество 
( ) ( ) 0833 =−− xxyzxz , 

в которое подставлено решение заданного уравнения. 
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Получим  0333 2 =′−−′⋅ xx zxyyzzz ,  откуда 
xyz

yz
xz

−
=′ 2  и 

( ) 2
1

0 −=′ Mzx . 

 
Задание 3.3 

 
1. Выполняются ли условия теоремы существования и единст-

венности неявной функции у = у(х), заданной уравнением 
02522 =−+ yx , в окрестности точки ( )4,30M ? (Да, нет). 

2. В каких из следующих точек ( )0,01M , ( )5,02M , ( )0,53M  
выполняются условия теоремы существования и единственности неяв-
ной функции у = у(х), заданной уравнением 02522 =−+ yx ?  

3. Как Вы думаете, условия, перечисленные в теореме сущест-
вования и единственности неявной функции, являются необходимыми 
или достаточными условиями её существования и единственности? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) только необходимыми условиями; 
2) только достаточными условиями; 
3) и необходимыми, и достаточными условиями. 
4. Разрешив уравнение 02522 =−+ yx  относительно у, устано-

вите, сколько непрерывных функций определяет оно в окрестности 
точки ( )0,50M .  

5.  Найдите x
z
∂
∂  для функции ( )yxfz ,= , заданной неявно урав-

нением  32 =+− xyzez . 

6.  Найдите y
z
∂
∂  для функции ( )yxfz ,= , заданной неявно урав-

нением  32 =+− xyzez . 
Альтернативы для выбора ответа к задачам 5 – 6: 

1)  y
ez ; 2) y

ez2 −
;  3) x

ez ;  4) x
ez2 −

. 

7.  Найдите ∂
∂

z
x  для функции ( )yxfz ,= , заданной неявно 

уравнением 222 zyx =+ . 
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8.  Найдите ∂
∂

z
y  для функции ( )yxfz ,= , заданной неявно 

уравнением  222 zyx =+ . 
9.  Неявная функция ( )yxfz ,=  задана уравнением 

02222 =−++− yxzyyxxz . 

Найдите  x
z
∂
∂  в  точке M0(0, 1). 

10. Неявная функция z = f(x, y) задана уравнением  
02222 =−++− yxzyyxxz . 

Найдите y
z

∂
∂   в  точке M0(0, 1). 

 
3.4. Определение дифференцируемой функции 

 
Пусть функция u = f(x1, x2, …, xn) определена на множестве D и 

( )00
2

0
10 ,,, nxxxM K  − его внутренняя точкa. 

Пусть ( ) ( )00
2

0
1

0
2

0
21

0
1 ,,,,,, nnn xxxfxxxxxxfu KK −Δ+Δ+Δ+=Δ  

есть полное приращение функции u = f(M) в точке M0, отвечающее 
приращениям аргументов nxxx ΔΔΔ ,,, 21 K  

Определение 3.4.1. Функция u = f(x1, x2, …, xn)  называется 
дифференцируемой в точке ( )00

2
0
10 ,,, nxxxM K , если её полное прира-

щение в этой точке имеет вид 
)(2211 ρ+Δ++Δ+Δ=Δ oxAxAxAu nnL , (3.4.1) 

где ( )niAi ,1=   есть числа,  о(ρ) – бесконечно малая величина высшего 

порядка малости, чем ρ и ( ) ( ) ( ) ( )22
2

2
10 , nxxxMM Δ++Δ+Δ=ρ=ρ L . 

Другое условие дифференцируемости функции в точке, эквива-
лентное данному, имеет вид 

nnnn xxxxAxAxAu Δα++Δα+Δα+Δ++Δ+Δ=Δ LL 22112211 , 

где ( )niAi ,1=  есть  числа и α1 есть функции от аргументов 

nxxx ΔΔΔ ,,, 21 K , причём 0lim

0

0
0

2
1

=α

→Δ

→Δ
→Δ

i

x

x
x

n

LLL

. 

Пример 3.4.1. Дифференцируема ли функция  
4432 yxyxu ++−=  в точке О(0, 0)? 
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Найдём полное приращение функции в точке О(0, 0) по форму-
ле )0,0( yxuu Δ+Δ+=Δ  −u(0, 0), получим  

−Δ++Δ++Δ+−Δ+=Δ 44 )0()0()0(3)0(2 yxyxu  

4444 )()(32000302 yxyx Δ+Δ+Δ−Δ=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⋅−⋅− . 

В соответствии с определением дифференцируемой функции 

следует проверить равенство )()()( 44 ρ=Δ+Δ oyx . 

Найдём =
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

ϕρ=Δ
ϕρ=Δ=

ρ
Δ+Δ

→ρ sin
,cos)()(

lim
44

0 y
xyx

 

ρ
ϕ+ϕρ

=
→ρ

442

0

sincos
lim 02sin1lim 2

0 2
1 =ϕ−⋅ρ=

→ρ
, 

поскольку ρ − бесконечно малая величина, а ϕ− 2sin
2
11 2  есть огра-

ниченная функция, то )()()( 44 ρ=Δ+Δ oyx , ρ → 0. 
Таким образом, данная функция удовлетворяет определению 

(3.4.1) дифференцируемой функции. 
Пусть функция u = f(x1, x2, …, xn)  дифференцируема   в точке 

( )00
2

0
10 ,,, nxxxM K . 
Тогда её приращение имеет вид 

nnnn xxxxAxAxAu Δα++Δα+Δα+Δ++Δ+Δ=Δ LL 22112211 , 
где nn xAxAxAu Δ++Δ+Δ=Δ L2211  есть линейная относительно 

nxxx ΔΔΔ ,,, 21 K  часть приращения функции, а 
)(2211 ρ=Δα++Δα+Δα oxxx nnL  при ρ → 0. 

Определение 3.4.2. Дифференциалом функции u = f(x1, x2, …, xn) 
в точке М0 называется линейная относительно приращений аргумен-
тов часть приращения функции. 

Принято следующее обозначение для дифференциала в точке М0 : 
( ) nn xAxAxAMdu Δ++Δ+Δ= L22110 . 

Положим ii dxx =Δ , (i = 1, n).  
Тогда ( ) nndxAdxAdxAMdu +++= L22110 . 
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С геометрической точки зрения 
дифференциал функции двух пере-
менных в точке 0M  представляет 
собой приращение аппликаты каса-
тельной плоскости в этой точке, от-
вечающей приращениям аргументов 
Δх и  Δу (рис.20). 

 
 
 
 

Пример 3.4.2. Найти по определению дифференциал функции 
yxxyxz 252 −+−=   в точке ( )2,10M . 

Найдём приращение функции  
( ) ( )( ) ( ) ( ) =Δ+−Δ++Δ+Δ+−Δ+=Δ yxyxxz 2215211 2  

=Δ−−Δ++ΔΔ−Δ−Δ−−Δ+Δ+= yxyxyxxx 24552221 2  

yxxyx ΔΔ−Δ+Δ−Δ= 235 . 
Проверим условие дифференцируемости  функции.  Выполняет-

ся  ли равенство ( )ρο=ΔΔ−Δ yxx2 , 0→ρ ? Для этого найдём 

=
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

ϕρ=Δ
ϕρ=Δ=

ρ

ΔΔΔ −

→ρ sin
,coslim

2

0 y
xyxx ( )

=
ρ

ϕϕ−ϕρ
→ρ

sincoscos22

0
lim  

= ( ) 0sincoscoslim 2

0
=ϕϕ−ϕ⋅ρ

→ρ
, 

т. к. величина  ϕϕ−ϕ sincoscos2   ограничена, а ρ есть бесконечно малая 
величина. 

Тогда, в соответствии с определением, дифференциал функции 
в точке )2,1(0M  имеет вид   dz = 5Δx – 3Δy. 

 
Задание 3.4 

 
Ответы к задачам 1 – 9 выберите, указав номер высказывания из 

следующего списка: 
1) ( ) ( )22 yx Δ+Δ ;  2) ( ) ( )2222 yxyyxx Δ+Δ+Δ+Δ ; 
3) yx Δ+Δ 22 ; 4) yyxx Δ+Δ 22 ; 

5) ( ) ( )222 22 xyyxxxyyxxxy ΔΔ+ΔΔ+Δ+Δ+Δ ; 6) 0; 
7) 2Δx + Δy; 8) (Δx)2 + 2ΔxΔy + (Δx)2 Δy; 

 
          z                                      T 
                                     dz 
 
 
 
 
              O                                         y 
                                 (x0 + Δx,  y0 + Δy)
  x                M0(x0 , y0) 

Рис. 20 
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9) 2xyΔx + x2Δy; 10) 2Δx + Δy + (Δx)2 + 2ΔxΔy + (Δx)2 Δy; 
11) 2Δx + 2Δy + (Δx)2 + (Δy)2. 
1. Найдите полное приращение функции z = x2 + y2. 
2. Найдите полный дифференциал функции z = x2 + y2, следуя 

его определению. 
3. Найдите полное приращение функции z = x2 + y2 в точке 

( )1,10M . 
4. Найдите полный дифференциал функции z = x2 + y2 в точке 

( )1,10M . 

5.  Найдите полное приращение функции yxz 2= . 

6. Найдите полный дифференциал функции yxz 2= , следуя его 
определению. 

7. Найдите полное приращение функции yxz 2=  в точке 
( )1,10M . 

8. Найдите полный дифференциал функции yxz 2=  в точке 
( )1,10M . 

9. Какая абсолютная погрешность будет допущена при замене 
приращения функции z = x2 + y2 её дифференциалом? 

10. Какая абсолютная погрешность будет допущена при замене 
приращения линейной функции cbyaxz ++=  её дифференциалом? 

11. Найдите полный дифференциал функции 33 yxz +=  в точке 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

3
2

3
2 ,0M . 

12. Найдите полный дифференциал функции xyez 2=  в точке 
( )0,00М . 

 
3.5. Необходимые условия дифференцируемости 

 
Два важных свойства присущи дифференцируемым в точке 

функциям. 
Теорема 3.5.1. Если функция ( )nxxxfu ,,, 21 K=  дифференци-

руема в точке 0М , то она непрерывна в этой точке. 

Пример 3.5.1. Непрерывна ли функция 3 xyu =  в точке 
( )0,00М ? 
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На основании теоремы о непрерывности элементарной функции 
в области определения функция 3 xyu =  непрерывна в точке ( )0,00М . 

Пример 3.5.2. Дифференцируема ли функция 3 xyu =  в точке 
( )0,00М ? 

Так как 3 yxu ΔΔ=Δ ,  то  для  выполнения условия дифферен-

цируемости     следует     проверить     равенство ( )ρ=ΔΔ oyx3  при 
0→ρ . Для этого нужно найти 

∞===
ρ

ϕϕ
ρ

ϕϕρ
ρ
ΔΔ

→ρ→ρ→ρ 3

3

0

3 2

0

3

0

sincossincos
limlimlim

yx
. 

Это означает, что функция 3 yxu =  не дифференцируема в точ-
ке ( )0,00M . 

Сравнивая результаты двух последних примеров, замечаем, что 
не всякая непрерывная в данной точке функция дифференцируема в 
этой точке. 

Теорема 3.5.2. Если функция ( )nxxxfu ,,, 21 K=  дифференци-
руема в точке 0М , то она имеет в этой точке частные производные 

по каждому аргументу kx , причём ( ) k
k

AMx
u =∂
∂

0 , ( )nk ,1= . 

Используя этот результат, условия дифференцируемости функ-
ции многих переменных можно записать в виде 

( ) ( ) ( ) +Δ++Δ+Δ=Δ ∂
∂

∂
∂

∂
∂

n
n

xMxMxMu x
u

x
u

x
u

020
2

10
1

K  

nn xxx Δα++Δα+Δα+ K2211 . 

Поскольку ii dxx =Δ , ( )ni ,1= , то 

n
n

dxM
x
udxM

x
udxM

x
uMdu )()()()( 020

2
10

1
0 ∂

∂
++

∂
∂

+
∂
∂

= L . 

Пример 3.5.3. Существуют ли частные производные функции 
3 33 yxu +=  в точке ( )0,00М ? 

Найдём частные производные по определению: 

( ) 1limlim
3 3

000 ===
Δ

Δ

Δ

Δ
∂
∂

→Δ→Δ x
x

x
u

x
u

x
x

x
M . 

Аналогично ( ) 10,0 =∂
∂

y
u . 
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Пример 3.5.4. Дифференцируема ли функция 3 33 yxu +=  в 
точке ( )0,00М ? 

Найдём 3 33 yxu Δ+Δ=Δ . Исследуем условие дифференцируе-
мости, для этого найдём 

=
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

ϕρ=Δ
ϕρ=Δ=

ρ

Δ+Δ
→ρ sin

coslim
3 33

0 y
xyx

 =
ρ

ϕ+ϕρ
→ρ

3 33

0

sincos
lim 3 33 sincos ϕ+ϕ , 

Для разных значений ϕ получаем разные значения предела от-

ношения 
ρ
Δ+Δ 33 yx

, что означает отсутствие предела, следователь-

но, ( )ρο≠Δ+Δ3 33 yx  при 0→ρ  и функция не дифференцируема в 
точке 0М . 

Из сравнения примеров 3.5.3 и 3.5.4 следует, что из существова-
ния частных производных функции в точке не следует её дифференци-
руемость в этой точке. 

 
Задание 3.5 

 
1. Постройте диаграмму взаимного расположения следующих 

множеств: 
A – множество функций, непрерывных в области D. 
B – множество функций, дифференцируемых области D. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 

1) 

  
     A =  B 

2) 

  
     A    B 

3) 

  
     B    A 

4) 

  
     A    B 

5)   

2. Непрерывна ли функция 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠= −

+

yx
yxz yx

yx

,0
,,   в точке (0, 0)? 

(Да, нет). 
3. Что Вы можете сказать о дифференцируемости функции 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠= −

+

yx
yxz yx

yx

,0
,,    в точке (0, 0) на основании исследования, прове-

дённого в предыдущей задаче? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) функция дифференцируема;           
2) функция не дифференцируема; 

  
   A        B 
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3) на основании проведённого исследования о дифференцируе-
мости функции ничего сказать нельзя. 

4. Непрерывна ли функция 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠= −

+

yx
yxz yx

yx

,0
,,  в точке ( )3,10M ? 

(Да, нет). 
5. Что Вы можете сказать о дифференцируемости функции  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠= −
+

yx
yxz yx

yx

,0
,,  

в   точке   ( )M 0 13,    на   основании исследования, проведённого в пре-
дыдущей задаче? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) функция дифференцируема;          
2) функция не дифференцируема; 
3) на основании проведённого исследования о дифференцируе-

мости функции ничего сказать нельзя. 
6. Для функции y = f(x) эквивалентны ли следующие высказыва-

ния?  (Форма ответа: да, нет). 
1) Функция дифференцируема в точке 0x  ( )( )xxAy Δο+Δ=Δ ; 
2) Функция имеет конечную производную ( )0xf ′ . 
7. Постройте диаграмму взаимного расположения следующих 

множеств: 
B – множество функций, дифференцируемых в точке  0М . 
С – множество функций, имеющих в точке  М0  конечные част-

ные производные по всем аргументам. 

1) 

  
     В =  С 

2) 

  
     С    В 

3) 

  
     B    C 

4) 

  
     С    В 

5)
   С        В

 
8. Существуют ли конечные частные производные ( )0,0x

z
∂
∂ , 

( )0,0y
z
∂
∂  для функции 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠+
= +

0,0

,0, 22
22

yx

yx
z yx

xy
 ? (Да, нет). 

9. Что Вы можете сказать о дифференцируемости функции 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠+
= +

0,0

,0, 22
22

yx

yx
z yx

xy
 

в точке на основании исследования, проведённого в предыдущей задаче. 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) функция дифференцируема;   
2) функция не дифференцируема; 
3) на основании проведённого исследования о дифференцируе-

мости функции ничего сказать нельзя. 

10. Непрерывна ли функция 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠+
= +

0,0

,0, 22
22

yx

yx
z yx

xy
 в точке 

( )0 0, ? (Да, нет). 
11. Что Вы можете сказать о дифференцируемости  функции  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

≠+
+=

0,0

,0, 22
22

yx

yx
yx

xy
z  

в точке (0, 0) на основании исследования, проведённого в предыдущей 
задаче? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) функция дифференцируема;   
2) функция не дифференцируема; 
3) на основании проведённого исследования о дифференцируе-

мости функции ничего сказать нельзя. 
12. Существуют ли конечные частные производные ( )0,0x

z
∂
∂ , 

( )0,0y
z
∂
∂  для функции yxz +=  ? (Да, нет). 

13. Что Вы можете сказать о дифференцируемости  функции 
yxz +=  в точке (0,0) на основании исследования, проведённого в 

предыдущей задаче? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) функция дифференцируема;   
2) функция не дифференцируема; 
3) на основании проведённого исследования о дифференцируе-

мости функции ничего сказать нельзя. 
              

3.6. Достаточные условия дифференцируемости 
 
Если для функции одного аргумента существование производ-

ной в точке необходимо и достаточно для дифференцируемости функ-
ции в данной точке, то в случае функций многих переменных сущест-
вование частных производных в некоторой точке является только не-
обходимым условием её дифференцируемости в этой точке.  
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Теорема 3.6.1. Если функция ( )nxxxfu ,,, 21 K=  имеет част-
ные производные по всем переменным в некоторой окрестности точ-
ки M0, причём эти производные непрерывны в точке 0М , то функция 

( )nxxxfu ,,, 21 K=  дифференцируема в точке 0М . 
Пример 3.6.1. Найти множество точек плоскости, в которых  

функция ( )22ln yxz +=  дифференцируема. 

Функция ( )22ln yxz +=  определена всюду, где 022 >+ yx , т. е. 

на всей плоскости 2R , кроме точки (0, 0). 
В каждой точке области определения функции существуют и 

непрерывны её частные производные 

22
2

yx

x
x
z

+∂
∂

= ,  22
2

yx

x
y
z

+∂
∂

= . 

Отсюда по теореме 3.6.1 следует, что функция  ( )22ln yxz +=  
дифференцируема   всюду,   кроме  точки (0, 0). 

З а м е ч а н и е .  Если в некоторой области D функция z = f(x,y) 
имеет непрерывные производные, то она называется непрерывно диф-
ференцируемой в этой области. 

Пример 3.6.2. Показать, что функция yxu sin3=  имеет част-
ные производные в точке ( )0,00М , дифференцируема в этой точке, но 
частные производные не являются непрерывными в точке ( )0,00М . 

Поскольку 
3
2

sin
3
1

x

y
x
u =∂
∂  для x ≠ 0 , то найдём ( )0,0x

u
∂
∂  по опре-

делению. Так как ( ) ( ) 00,00,0 =−Δ+=Δ fxfux , то  0lim
0

== Δ
Δ

∂
∂

→Δ x
u

x
u x

x
.   

Итак, 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=∂

∂

.0,0

,0,
3
2

sin
3
1

x

x
x

y

x
u  

Другая частная производная  ( )
( )

0cos0,0
0,0

3 ==∂
∂ yxy
u . 

Теперь следует показать, что данная функция дифференцируема 
в точке  ( )0,00М . Для этого найдём и проанализируем полное прира-
щение функции в этой точке: 

( ) ( ) ( ) yxfyxfu ΔΔ=⋅−Δ+Δ+=Δ sin000,00,0 3 . 
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Далее следует ответить на вопрос, справедливо ли равенство 
( )ρο=ΔΔ yxsin3 , 0→ρ . Найдём 

=
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

ϕρ=Δ
ϕρ=Δ=

ρ

ΔΔ
→ρ sin

coslim sin3

0 y
xyx

=
ϕρ

ρ

ϕρ

→ρ

)sin
lim

sin(cos33
1

0

.0lim
sincos33

1

0
=

ρ/

ϕρ/⋅ϕρ

→ρ
 

Отсюда следует, что функция дифференцируема в точке 0М (0, 0). 
Исследуем непрерывность частных производных в точке 0М . 

Для этого найдём 

3
2

0
0

3
2

0
0

0
0

limlimlim 3
1sin

3
1

x

y

x

y
x
u

y
x

y
x

y
x

→
→

→
→

→
→

==∂
∂ . 

При отыскании предела воспользовались тем, что siny ∼ y при 
у → 0. 

Пусть точка ( ) ( )0,0, 0MyxM →  по лучу xy = , тогда 

03
1

3
2

3
2 →== x

x

x

x

y . Пусть теперь ( ) ( )0,0, 0MyxM →  по лучу 0=x , 

тогда ∞→
3
2

x

y . Итак, предел ∂∂
u
x  в точке 0М  не существует.  

Следовательно, ∂
∂

u
x  не является непрерывной в этой точке. 

Другая частная производная ∂∂
u
y  непрерывна всюду на R. 

Из рассмотренного примера 3.6.2 следует, что в теореме 3.6.1 
формулируются достаточные условия дифференцируемости функции, 
но не необходимые. 

 
Задание 3.6 

 
1. Укажите достаточное условие дифференцируемости функции 

z = f(x,y)  на множестве D. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) z = f(x,y) непрерывна в D; 
2)  ∂∂

z
x  и ∂∂

z
y  существуют в D;   
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 3)  ∂∂
z
x и ∂∂

z
y  непрерывны в D. 

2. Постройте диаграмму взаимного расположения следующих 
множеств: 

D – множество функций, дифференцируемых в области. 
Н – множество функций, имеющих непрерывные частные про-

изводные в области. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 

 
1) D = H    2)   D   H       3)    H   D       4)   D   H    5)   D      H 

 
3. Является ли всюду на 2R  непрерывно дифференцируемой 

функция ( )byaxz −= cos ? (Да, нет). 

4.  Будет ли всюду на 2R  непрерывно дифференцируемой 
функция ( )yxz += ln ? (Да, нет). 

5.  Является ли всюду на 2R  непрерывно дифференцируемой 
функция yxz −= ? (Да, нет).  

 
3.7. Касательная плоскость и нормаль к графику функции 

 
Пусть на множестве ⊂D  2R  задана непрерывная функция 

z = f(x, y). График этой функции представляет собой поверхность S  в 3R . 
Выберем точку ( )( ) SyxfyxM ∈00000 ,,, . 

Определение 3.7.1.  Каса-
тельной плоскостью Т к поверхно-
сти S в точке 0M  называется плос-
кость, содержащая касательные ко 
всевозможным кривым, принадле-
жащим поверхности S и проходящим 
через точку 0M , (рис. 21). 

 
 
 
 

Определение 3.7.2. Нормальной прямой N к поверхности S в 
точке 0M  называется прямая, перпендикулярная к касательной плос-
кости в точке 0M . 

 
          z                                      Т 
                               M0     
                                  
 
                                 S 
 
                O                                  y 
                                        
    x                (x0 , y0) 
                                  

Рис. 21 
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Если функция ( )yxfz ,=  дифференцируема в точке 0M , то су-
ществуют касательная плоскость и нормаль к её графику, уравнения 
которых имеют вид соответственно: 

( )( ) ( )( )00000: yyMxxMzzT y
z

x
z −+−=− ∂

∂
∂
∂ , 

( ) ( ) 1
0

0

0

0

0:
−

−−−
==

∂
∂

∂
∂

zz

M

yy

M

xx

y
z

x
zN . 

Если функция z = f(x, y) задана неявно уравнением F(x, y, z) = 0, 
то уравнения касательной плоскости и нормали в точке ( )000 ,, zyxM o  
имеют вид соответственно:  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ,0: 000000 =−+−+− ∂
∂

∂
∂

∂
∂ zzMyyMxxMT z

F
y
F

x
F  

( ) ( ) ( )0

0

0

0

0

0:
M

zz

M

yy

M

xx

z
F

y
F

x
FN

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−−−
== . 

Пример 3.7.1. Составить уравнения касательной плоскости и 

нормали к поверхности 224: yxzS −−=  в точке ( )1,10M . 
Для составления уравнений касательной плоскости и нормали тре-

буются значения частных производных в точке 0M , поэтому находим 

( )
( )

2
1

4
1,1

220 −==
−−

−
∂
∂

yx

x
x
z M ,    

( )
( )

∂
∂

z
y

y

x y
M 0 2 2

1 14
1
2= = −−

− − ,

. 

Поскольку 21140 =−−=z , то искомые уравнения имеют вид 

( ) ( )112:
2

1
2

1 −−−−=− yxzT ,   
1
111

2
1

2
1:

−

−

−

−

−

−
==

zyxN . 

 
Задание 3.7 

 
1. Напишите уравнение касательной плоскости к графику функ-

ции 22 yxz +=  в точке (1, 2, 5).  

2. Запишите уравнение нормали к графику функции 22 yxz +=  
в точке (1, 2, 5). 
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3. В какой точке касательная плоскость к графику функции 
224 yxz −−=  параллельна плоскости хоу? 

4. В какой точке касательная плоскость к графику функции 
224 yxz −−=  параллельна плоскости 022 =++ zyx ? 

5. Запишите канонические уравнения нормали к графику функции 
( )yxzz ,= , определяемой уравнением 422 =+ zyzx  в точке (–2, 0, ?).  

6. Постройте график функции ( )yxzz ,= , определяемой уравне-

нием 422 =+ zyzx  и нормаль к ней в точке (–2, 0, 1). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1)                  z 
                      
 
 
 
                            
                          О                     y
 
        x 

       

2)                  z 
 
 
 
 
 
                          О                y 
 
          x 

 
7.  Запишите уравнение касательной плоскости к графику 

функции ( )yxzz ,= , определяемой уравнением 3=+− xyzez  в точке 
(2, 1, 0). 

8.  Запишите канонические уравнения нормали к графику 
функции ( )yxzz ,=  определяемой уравнением 3=+− xyzez  в точке 
(2, 1, 0).  

9.  Найдите точки, в которых касательная плоскость к графику 
непрерывной  функции z = z(x, y),  определяемой   уравнением  

48222 =++ zyx , параллельна плоскости 0=−+ zyx . 
10. Есть ли на графике непрерывной функции ( )yxzz ,= , опре-

деляемой уравнением 222 zyx =+ , точки, в которых нет ни касатель-
ной плоскости, ни нормали? Если есть, укажите их.  
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3.8. Дифференцирование сложной функции 
 

Определение 3.8.1. Говорят, что система вещественных 
функций  

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

knn

k
k

tttxx

tttxx
tttxx

,,,
,

,,,,
,,,,

21

2122
2111

K
LLLLLLLL

K
K

 

определяет отображение множества ⊂Т kR  в множество X ⊂ nR , 
если каждой точке множества Т она сопоставляет точку множест-
ва Х. 

Рассмотрим два отображения: 
1) ⊂Тf : kR ⎯→⎯на  X ⊂ nR , определяемое по формулам: 

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

;,,,
,
,,,,

,,,,

21

2122
2111

knn

k
k

tttxx

tttxx
tttxx

K
LLLLLLLL

K
K

 

2)  ϕ :  X ⊂ R n в⎯ →⎯ U ⊂ R, заданное формулой 
( )nxxxuu ,,, 21 K= : 

T ⊂ Rk                                       f                             X ⊂ Rn

       t( t1, t2, ..., tk )        x( x1, x2, ..., xn )

                           ϕ ο f       ϕ

                                  u
U⊂ R  

Эти отображения определяют композицию  
RR ⊂⎯→⎯⊂ϕ UTf k в:o , 

определяемую равенством 
 ( ) ( ) ( )( )knkk tttxtttxtttxuu ,,,,,,,,,,,, 21212211 KKKK= . 
Теорема 3.8.1. Пусть функции  

( )ktttxx ,,, 2111 K= , ( )ktttxx ,,, 2122 K= , …, ( )knn tttxx ,,, 21 K=  
дифференцируемы в точке ( )ktttt ,,, 21 K , а функция ( )nxxxu ,,, 21 K  
дифференцируема в точке ( )nxxxx ,,, 21 K , соответствующей точке t 
при отображении f. 

Тогда композиция функций  
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( )( ,,,, 211 ktttxuu K=  ( ) ( ))knk tttxtttx ,,,,,,,, 21212 KKK  
дифференцируема в точке t и её частные производные находятся по 
формулам 

i

n

niii t
x

x
u

t
x

x
u

t
x

x
u

t
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ +++= K2

2

1

1
,  ni ,1= . 

Пример 3.8.1. Найти частные производные функции 
22 yxez +=  

по переменным u и v, если x = uv, v
uy = . 

Применим формулу u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ += . 

Получим  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−+⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++
∂
∂

2
22

1
2

22
2222

222 1
v
u

vu
z uveyevxe v

vu
yxyx . 

Аналогично v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ += , 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−+⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++
∂
∂

3
22

1

2
2

22
2222

222
v
u

v
u

v
z vueyeuxe v

vu
yxyx . 

Пример 3.8.2. Найти dt
zd  если  z = xy, где ( )21ln tx +=  и 

y = arctgt. 

Используем формулу td
yd

y
z

td
xd

x
z

td
zd

∂
∂

∂
∂ += . 

Получим 2

2

222 1
)1(ln

1
arctg2

1
1

1
2

t
t

t
tt

tt
t

td
zd xy

+
+

+++
+=+= . 

Пример 3.8.3. Выразить u
z

∂
∂  и v

z
∂
∂  через x

z
∂
∂  и y

z
∂
∂ , если 

),( yxzz = , 22 vux += , vuy −= . 
По правилу дифференцирования сложной функции имеем 

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ += ,      v

y
y
z

v
x

x
z

v
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ += . 

Так как  uu
x 2=∂

∂ , vv
x 2=∂

∂ , 1=∂
∂

u
y , 1−=∂

∂
v
y , то 

y
zux

z
u
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂ += 2 ,         y

zvx
z

v
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂ −= 2 . 
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Задание 3.8 

1. Найдите du
zd , если ),( yxzz = , ux cos= , uy sin= . 

Альтернативы для выбора ответа приведены после задачи 2. 

2. Найдите du
zd , если ),( yxzz = , ux sin= , uy cos= . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) uu y
z

x
z sincos ∂

∂
∂
∂ + ;  2) uu y

z
x
z cossin ∂

∂
∂
∂

− + ; 

3) uu y
z

x
z sincos ∂

∂
∂
∂ − ; 4) uu y

z
x
z cossin ∂

∂
∂
∂ + ; 

3. Найдите x
z

∂
∂ ,  если xyz = ; 

4. Найдите dx
zd , если xyz =  и )(xyy = . 

Альтернативы для выбора ответов к задачам 3 – 4: 

1) x
y

2
1 ;  2) y

x
2
1 ;  3) 

xy
x

xy
y

22
+ ;  4) dx

yd
xy

x
xy

y
22

+ . 

5. Найдите x
u
∂
∂ , если zxyu )(= . 

6. Найти dx
ud , если zxyu )(= , )(xyy = , )(xzz = . 

Альтернативы для выбора ответов к задачам 5 – 6: 
1) 1)( −zxyyz ;   2) 1)( −zxyzx ;   3) )ln()( xyxy z ;  

4) dx
zd

dx
yd xyxyxy zz )ln()()( + ; 

5) dx
zd

dx
yd xyxyxyxy zzz )ln()()()( ++ ; 

6) dx
zd

dx
yd xyxyxyzxxyzy zzz )ln()()()( 11 ++ −− . 

7. Дана функция ),( yxzz = , где vux += , vuy += . Най-

дите u
z

∂
∂ . 
Альтернативы для выбора ответа: 

1) 
vuy

z
vx

z
+∂

∂
∂
∂ ⋅+⋅

2
1

2
1 ; 2) 

uy
z

vux
z

2
1

2
1 ⋅+⋅ ∂

∂
+∂

∂ ; 

3) 
vuy

z
ux

z
+∂

∂
∂
∂ ⋅+⋅

2
1

2
1 . 
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8. Выразить x
z

∂
∂  через u

z
∂
∂  и v

z
∂
∂  для функции ),( vuzz = , если 

yxu 2+= , yxv −= . 

9. Выразить y
z

∂
∂  через u

z
∂
∂  и v

z
∂
∂ , если ),( vuzz =  и yxu 2+= , 

yxv −= . 
Альтернативы для выбора ответов к задачам 8 – 9: 

1) v
z

u
z

∂
∂

∂
∂ +2 ;  2) v

z
u
z

∂
∂

∂
∂ −2 ;   

3) v
z

u
z

∂
∂

∂
∂ + ;   4) v

z
u
z

∂
∂

∂
∂ − . 

10. ),( vuzz = . Выразить x
z

∂
∂  через u

z
∂
∂  и v

z
∂
∂ , если yxu ⋅= , 

x
yv = . 

11. ),( vuzz = . Выразить y
z

∂
∂  через u

z
∂
∂  и v

z
∂
∂ , если yxu ⋅= , 

x
yv = . 
Альтернативы для выбора ответов к задачам 10 – 11: 

1) v
z

xu
zx ∂

∂
∂
∂ + 1 ;    2) v

z
xv

z
x
y

∂
∂

∂
∂ +− 1

2 ;    

3) v
z

x
y

u
zy ∂

∂
∂
∂ − 2 ;    4) u

z
u
z xy ∂

∂
∂
∂ + . 

12. z = z( u, v). Выразите ∂∂
z
x  через ∂∂

z
u  и ∂∂

z
v , если nymxu += , 

qypxv += . 

13. z = z( u, v).  Выразите ∂∂
z
y  через ∂∂

z
u  и ∂∂

z
v , если nymxu += , 

qypxv += . 
Альтернативы для выбора ответов к задачам 12 – 13: 
1) v

z
u
z nm ∂

∂
∂
∂ + ;       2) v

z
u
z qn ∂

∂
∂
∂ + ;        

3) v
z

u
z qp ∂

∂
∂
∂ + ;      4) v

z
u
z pm ∂

∂
∂
∂ + . 

14. z = f(x, y),  ϕρ= cosx , ϕρ= siny . Найдите ∂∂ ρ
z . 

15. z = f(x, y), ϕρ= cosx , ϕρ= siny . Найдите ∂∂ ϕ
z . 
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Альтернативы для выбора ответов к задачам 14 – 15: 

1) ϕ+ϕ sincos ; 2) ( ) ϕρ+ϕρ− ∂
∂

∂
∂ cossin y

f
x
f ; 

3) ( ) ϕ+ϕρ− ∂
∂

∂
∂ sinsin y

f
x
f ; 4) ϕρ+ϕ ∂

∂
∂
∂ coscos y

f
x
f ; 

5) ϕ+ϕ ∂
∂

∂
∂ sincos y

f
x
f ; 6) ϕρ+ϕρ− cossin . 

16. Найдите d z
d x , если yxz ′= , где ( )xyy = . 

Альтернативы для выбора ответа: 
1)  y′ ;     2) yx ′′+ ; 3) yxy ′′+′ .  

 
 

4. СКАЛЯРНОЕ ПОЛЕ 
 

4.1. Поверхности и линии уровня 
 

Определение 4.1.1. Если каждой точке М некоторой области 
G поставлено в соответствие число u, то говорят, что в области G 
задано скалярное поле u = u(M). 

Примеры скалярных полей:  
T = T(M) – поле температур; 
m = m(M) – поле плотности масс; 
Q = Q(M) – поле плотности зарядов. 
Определение 4.1.2. Поверхность (линия), в точках которой по-

ле принимает постоянное значение, называется поверхностью (лини-
ей) уровня скалярного поля. 

Очевидно, что семейство поверхностей (линий) уровня может 
быть задано уравнением u(M) = C (C – сonst). 

Пример 4.1.1. Найти семейство линий уровня скалярного поля 

22
2

yx
x

eu += . Изобразить линию уровня  u(x, y) = e. 
 В соответствии с определением семейства линий уровня имеем 

( )0
22

2

>=+ CCe yx
x

. Откуда C
yx

x ln2
22 =

+
, 022 ≠+ yx . 

Обозначим lnC = a, тогда 

( ) ( ) 2
222222 110202

a
yaxa

xyxxyxa =+−⇔=−+⇔=−+ . 
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Откуда заключаем, что семейство линий уровня данного поля 
представляет семейство окружностей при  C > 0  и  C ≠ 1. При C = 1 
линией уровня является ось Oу без точки O(0, 0). 

Выберем из семейства линий уровня линию, удовлетворяющую 
условию u(x, y) = e.  

 Получим  

=⇒=⇔=
+

+ xee
yx

xyx
x

2122

2
222

⇔+ 22 yx  

( ) 11 22 =+− yx . 
Построим эту линию, (рис.22). 

 
 

Задание 4.1 
 

1. Могут ли пересекаться разные линии уровня плоского ска-
лярного поля? (Да, нет). 

2.  Могут ли касаться в некоторой точке различные поверхности 
уровня пространственного скалярного поля? (Да, нет). 

3. Что представляют собой поверхности уровня скалярного поля 
222 zyxu ++= ? 

4. Запишите уравнение семейства линий уровня скалярного по-

ля, определяемого функцией 49
22 yxz −= , и постройте линию, соот-

ветствующую  z = –1. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1)      y        
           2 
                 
 
          О           3    x 

 

2)                    y        
                            2 
 

                      О               3      x

  

3 )                    y        
                       2  
                            
 
                       О              3         x  

  
5. Запишите уравнение семейства линий уровня скалярного по-

ля, определяемого функцией 49
22 yxz −= , и постройте линию, соот-

ветствующую z = 0. 
 
 
 

  у 
 
 
 
 О      1     2      х 
 

Рис. 22 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1)      y        
           2 
                 
 
          О           3    x

  

2)                    y        
                            2 
 

                      О               3      x

  

 

3 )                     y        
                       2  
                            
 
                       О              3         x  

 

4)       y        
          2 
                 

          О          3    x

 
6. Запишите уравнение семейства линий уровня скалярного по-

ля, определяемого функцией 22
1

yx
z

+
= . Постройте линию уровня, 

отвечающую 1−=z . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1)        y 
 
 
 
           О           1     x
 
 

 

2)        y 
 
 
 

           О                   x
 
 

 
3) Такой линии не существует. 
7. Постройте линии уровня скалярного поля, определяемого 

функцией yxz += . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1)            y 
 
 

           О               x
 

  

2)       y 
 
 

           О              x 
 

 

3)       y 
 
 

         О               x 
 

  
8. Постройте линии уровня скалярного поля, определяемого 

функцией { }yxz ,max= . 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1)       y 
 
 

           О              x 
 

 

2)       y 
 
 

              О          x 
 

  

3)       y 
 
 

               О         x 
 

  

 

4)       y 
 
 

               О         x 
 

 

5)       y 
 
 

              О           x 
 

  
 

4.2. Производная по направлению 
 

Пусть в области G задано скалярное  поле  u = u(M). 
Пусть 0M  – фиксированная точка из G и М – любая другая точ-

ка из G. Обозначим через l
r

 орт вектора MM0 , а через 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=

↓↑
↑↑

. 
,    

00

00
0 если,,

если,,
l

l
MMMM
MMMM

MM  

Определение 4.2.1. Производной скалярного поля ( )Mu  в точке 

0M  по направлению l
r
называется число ( ) ( )

MM
MuMu

MM 0

0

0

lim −
→

. 

Принято следующее обозначение производной по направлению: 
( ) ( ) ( )0

0

0

0

lim Ml
u

MM
MuMu

MM ∂
∂−

=
→

. 

Теорема о вычислении производной по направлению. Если 
{ }γβα= cos,cos,cosl  и ( )Muu =  дифференцируема в точке 0M , то 

( ) ( ) ( ) ( ) γ+β+α= ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ coscoscos 0000 MMMM z

u
y
u

x
u

l
u . 

Пример 4.2.1. Найти производную скалярного поля 22 yxu +=  

в точке ( )1,10M  в направлении вектора { }1,1=l . 
Имея в виду вычислительную формулу для производной    по   

направлению,  найдём   частные   производные функции 22 yxu +=  в 
точке 0M : 
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( ) ( ) 22 1,10 ==∂
∂ xMx
u ,     ( ) ( ) 22 1,10 ==∂

∂ yMy
u . 

Далее найдём направляющие косинусы вектора l : 

2
1

11
1cos ==α
+

,   
2

1cos =β . 

Наконец,   ( )
2

4
2

1
2

1 220 =⋅+⋅=∂
∂ Ml
u . 

 
Задание 4.2 

 
1. Вспомните, как находится орт (единичный вектор) вектора 

kajaiaa zyx ++= . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) 222
zyx aaa ++ ; 

2) 

;,
222222222 )()()(

,
)()()()()()( ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++++++ zyx

z

zyx

y

zyx

x

aaa

a

aaa

a

aaa

a  

3) 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++++++ kajaia

a

kajaia

a

kajaia

a

zyx

z

zyx

y

zyx

x ,, . 

2. Найдите орт вектора MN , если M (1, –1, 3), N (0, 1, 1). 
3. Найдите орт вектора, образующего равные острые углы с 

осями координат. 
4. Найдите в точке А (3, 1) производную функции 

xyyxu ++= 22  в направлении от точки А (3, 1) к точке В (6, 5). 
5. Найдите в точке M (1, –1, 3) производную от функции  

32 zxyu =  в направлении  от  точки  M (1, –1, 3)  к точке N (0, 1, 1). 

6 Найдите  производную l
u
∂
∂   в  точке  А (1, 1, 1)  от функции 

u = xyz в направлении, составляющем с осями координат равные ост-
рые углы. 

7. Чему равна производная по направлению от функции 
z = f(х, y) вдоль некоторой её линии уровня? 
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8. Нельзя ли определить, чему равна производная l
z
∂
∂  от функ-

ции в точке (0, 0)? (Да, нет). 
9. Функция u = f(x, y, z), определяющая скалярное поле, не диф-

ференцируема в точке M(x, y, z). Можно ли утверждать, что производ-
ная этой функции в точке M(x, y, z) вдоль любого направления l не су-
ществует? (Да, нет). 

10. Может ли производная l
u
∂
∂  функции  u = f(x, y, z) принимать 

одно и то же значение вдоль любого направления l ? (Да, нет). 
 

4.3. Градиент  и его свойства 
 

Определение 4.3.1. Градиентом скалярного поля u = u(x, y, z) в 
точке M0 называется вектор 

( ) ( ) ( ) ( )kMjMiMMu z
u

y
u

x
u

0000grad ∂
∂

∂
∂

∂
∂ ++= . 

Градиент в данной точке M0 указывает направление наискорей-
шего изменения поля в этой точке, а ( )0grad Mu  есть наибольшая ско-

рость изменения поля в точке M0. 
Градиент в данной точке M0 связан с производной по направле-

нию формулой ( ) ( )( )lMuMl
u ,grad 00 =∂
∂ . 

Наконец, градиент в точке M0 направлен по нормали к поверх-
ности уровня, проходящей через точку M0. 

Пример 4.3.1. Указать направление наискорейшего изменения 
поля { }yxu ,min=  в точке M0(2, 1), найти максимальную скорость из-
менения поля в этой точке. 

Сначала уточним аналитическое выражение 
функции для некоторой окрестности, содержащей 
точку M0(2, 1) (рис. 23). Так как yyx =),min(  для 
выбранной окрестности, то  

0=∂
∂

x
u , 1=∂

∂
y
u , ( ) jMu =0grad  и 

( ) ( ) 1gradmax 00 ===∂
∂ jMuMl

u . 

 
 
 
 

  у                y = x 
 
  1                M0 
 
 О             2       x 

Рис. 23  



 70

Задание 4.3 
 

1.  Пусть z = f(x, y) – высота от подножия горы, 
f(x, y) = C – линии уровня,  
M0 – фиксированная точка . 

В каком направлении, по Вашему мнению, круче подъём? 
 
                                                                l1         
           z = c3                         
    z =c2                                           l3        l2 
 
     z =c1                       l4                                      M0 
 

 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) в направлении касательной 1l  к линии уровня в точке M0; 

2) в направлении нормали 3l  к линии уровня в точке M0; 

3) в направлении 2l ;   

4) в направлении 4l . 
2. Пусть f(x, y) = const  – линия уровня функции z = f(x, y) и  

M0 есть фиксированная точка на линии уровня.  
В каком направлении функция z = f(x, y) имеет наибольшую 

скорость изменения? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) в направлении касательной 1l  к линии уровня в точке M0; 

2) в направлении нормали 3l  к линии уровня в точке M0; 

3) в направлении 2l ;   

4) в направлении 4l . 

3. Постройте линию уровня и zgrad  для функции 
224 yxz −−=  в точке А(1, 2). 

 

                                                                l1
         z = c3
    z =c2                                         l3        l2

     z =c1                     l4                                      M0
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 

 

1)     y 
                  А 
                     

             О       5     x 

 

2)      y 
 
                    A 

         О           5     x 

  
4. Найдите вектор, в направлении которого скорость изменения 

скалярного поля, определяемого функцией z = ln(x + 2y), в точке 
M0(1, 2) будет наибольшей. 

5. Найдите наибольшую крутизну (tg ϕ) подъёма поверхности, 
определяемой уравнением  z = x ⋅ y, в точке (1, 1). 

6. Найдите единичный вектор нормали к эллипсу 
12: 22 =+ yxs  в точке (2,0). 

7. Как Вы думаете, может ли градиент скалярного поля не зави-
сеть от выбора точки поля? (Да, нет). 

8. Функция z = f(x, y), определяющая скалярное поле, не диффе-
ренцируема в точке M(x, y). Можно ли утверждать, что градиент ска-
лярного поля не определён в этой точке? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) да, градиент в этой точке не определён; 
2) градиент определён несмотря на то, что функция не диффе-

ренцируема; 
3) о существовании градиента ничего сказать нельзя. 
9. Функция z = f(x, y) имеет градиент в точке М(х, у). Можно ли 

утверждать, что функция дифференцируема в этой точке? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) функция z = f(x, y) дифференцируема в точке М; 
2) функция не дифференцируема в этой точке; 
3) о дифференцируемости  функции в этой точке ничего сказать 

нельзя. 
10. Найти производную от функции 22 32 yxu +=  в точке 

Р(1, 1) в направлении градиента. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) 10)64( =+=∂
∂

pyxl
u ;  

2) jiyjxi pl
u 6464 +=+=∂

∂ ; 

3) 52)6()4( 22 =+=∂
∂

p
yxl

u ;  
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4) правильный ответ не указан. 
11. Найти в произвольной точке производную от функции 

xyyxz ++= 22  в направлении AB  где А(3, 1), В(6, 5). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) )1110(5
1 yx + ;    2) 4)2(3)2( ⋅++⋅+ xyyx ;     3) yx 33 + . 

12. Найти наибольшую скорость изменения скалярного поля 
xyyxz ++= 22   в точке А(3,1). 

 
 

5. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА 
 

5.1. Производные и дифференциалы высших порядков 
 

Пусть функция ),,,( 21 nxxxfu K=  имеет частную производную 

первого порядка 
1x
u

∂
∂  в некоторой окрестности точки М0.  Если 

1x
u

∂
∂  име-

ет частную производную по xk  в точке М0, то она называется частной 
производной второго порядка по аргументам xi и xk  в точке М0.  

Принято обозначение  ( )0

2
M

ik xx
u
∂∂

∂ . 

Если i ≠  k, то частная производная называется смешанной. По-
добным же образом определяются частные производные 3-го, 4-
го, ..., n-го порядков. Имеет место следующая теорема. 

Теорема 5.1.1 (о равенстве смешанных частных производ-
ных.) Если в некоторой окрестности точки М0 функция ),( yxfu =  
имеет смешанные частные производные ),( yxf xy′′  и ),( yxf yx′′  и эти 
производные непрерывны в точке М0, то они равны в этой точке 

)( 0Mf xy′′  = )( 0Mf yx′′ . 
Пример 5.1.1. Найти все частные производные 2-го порядка от 

функции z = sinxy, 
Сначала найдём частные производные 1-го порядка 

xyyx
z cos=∂

∂  и xyxy
z cos=∂

∂ . 

Далее в соответствии с определением частных производных 
высших порядков имеем 
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( ) xyyxyyxx
z

xx
z sincos 2
2

2
−==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂

∂ , 

( ) xyxyxyxyyyx
z

yxy
z sincoscos

2
−==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂∂

∂ , 

( ) xyxyxyxyxxy
z

xyx
z sincoscos

2
−==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂∂
∂ . 

Замечаем, что  
∂

∂ ∂

∂

∂ ∂

2 2z
y x

z
x y

=  всюду на 2R , что объясняется 

непрерывностью смешанных частных производных данной функции в 
силу их элементарности на 2R . Наконец,  

( ) xyxxyxyy
z

yy
z sincos 2
2

2
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= ∂

∂=
∂
∂

∂
∂

∂
∂ . 

Пусть функция u = (x, y) имеет дифференциал в точке М(х,у)  
( ) ( )dyyxdxyxdu y

u
x
u ,, ∂

∂
∂
∂ += . 

Пусть при этом ( )yxx
u ,∂
∂  и ( )yxy

u ,∂
∂  – дифференцируемые функ-

ции. 
Определение 5.1.1. Вторым дифференциалом функции u(x, y) в 

точке М(х,у) называется дифференциал от дифференциала первого 
порядка при условиях: 

1) в дифференциале первого порядка dx и dy являются постоян-
ными приращениями; 

2) при отыскании дифференциалов от ( )yxx
u ,∂
∂  и ( )yxy

u ,∂
∂   при-

ращения  независимых переменных х и у  берутся равными dx и dy со-
ответственно. 

 То есть 

( ) =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +== ∂

∂
∂
∂ dydxddudud y

u
x
u2

( ) ( ) ( ) =+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛++ ∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂ dyddyddxddxd y

u
y
u

x
u

x
u  

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂ dydydxdxdydx

y
u

yx
u

xy
u

x
u

2
222

2

2
 

2
2

222
2

2
2 dydxdydx

y
u

yx
u

x
u

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂ ++= , т. к. ( ) ( ) 0== dyddxd . 
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Итак, 2
2

222
2

22 2 dydxdydxud
y

u
yx
u

x
u

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂ ++= . 

Аналогично определяется дифференциал третьего порядка 
( )uddud 23 =  и далее по индукции дифференциал порядка n 

( )uddud nn 1−= . 
Определение 5.1.2. Оператором дифференциала первого по-

рядка назовём символ 
dydxd yx ∂

∂
∂
∂ += , 

действие которого на функцию  u(x, y)  определяется по формуле  

dydxudydxdu y
u

x
u

yx ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ +=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += . 

Таким же образом вводится оператор дифференциала второго 
порядка  

2
2 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += ∂

∂
∂
∂ dydxd yx , 

с помощью которого дифференциал 2-го порядка находится по формуле  
2

2

222
2

22
2 2 dydxdydxudydxud

y
u

yx
u

x
u

yx ∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ++=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += . 

Наконец, дифференциал порядка n также может быть записан с 
помощью оператора дифференциала порядка n в виде  

udydxud
n

n
yx ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += ∂

∂
∂
∂ . 

Пример 5.1.2. Найти ud 2 , если 32 yxu = . 
Пример можно решить двумя способами:  

а) по формуле 2
2

222
2

22 2 dydxdydxud
y

u
yx
u

x
u

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂ ++= . 

Для этого найдём все частные производные 2-го порядка: 
32xyx

u
=∂

∂ , 3
2

2
2y

x
u =

∂
∂ , 22

6xyxy
u =∂∂

∂ ,  223 yxy
u =∂
∂ , yx

y
u 2
2

2
6=

∂
∂ . 

Тогда 222232 6122 dyyxdydxxydxyud ++= . 

б) По определению ( )dudud =2 . 

 Имеем dyyxdxxydu 223 32 += . 
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( ) ( )=+== dyyxdxxyddudud 2232 32 ( ) ( ) =+ dyyxddxxyd 223 32

( ) ( ) =+++= dydyyxdxxydxdyxydxy 2223 6662
22223 6122 dyyxdydxxydxy ++ . 

 
Задание 5.1 

 
1. Для функции 34 yxz =  найдите: 

1.1. ∂
∂

2

2
z

x
.  1.2. ∂

∂ ∂

2 z
x y . 1.3. ∂

∂

2

2
z

y
. 

Альтернативы для выбора ответов к задачам 1.1 – 1.3: 
1) 334 yx ;   2) 3212 yx ;   3) 243 yx ;   4) 2312 yx ;   5) yx46 . 
2. Для функции ( )yxz 32sin +=  найдите: 

2.1. ∂
∂ ∂

3

2
z

x y
.  2.2. ∂

∂ ∂

3

2
z

y x
.   2.3. ∂

∂ ∂

3

2
z

y x
. 

Альтернативы для выбора ответов к задачам 2.1 – 2.3: 
1)–6sin (2x + 3y);  2) –18 cos (2x + 3y); 3) –12 cos (2x + 3y); 
4) 2 cos (2x + 3y);           5) 4 cos (2x + 3y); 6) –6cos (2x + 3y). 

3. Справедливо ли равенство ∂
∂ ∂ ∂

∂
∂ ∂ ∂ ∂

4

2

4u
х у z

u
х z у x=  для 

функции yexzu yz ++= ? (Да, нет). 

4. Какие из функций 1 – 3 удовлетворяют уравнению  0
2

=∂∂
∂

yx
u ? 

Укажите все правильные высказывания из 1 – 3, где: 
1) ( ) const, =yxu ;  2) ( ) ( ) ( )yxyxu 21, ϕ+ϕ= ; 
3) u(x, y) = 2x + 6y. 

5. Какие из функций удовлетворяют уравнению ∂
∂

2

2 0u
x

= ? 

Укажите все правильные высказывания из 1 – 3, где: 
1) u(x, y) = const;  
2) ( ) 21, CxCyxu += , где С1 и С2 – константы; 
3) ( ) ( ) ( )yxyyxu 21, ϕ+ϕ= . 
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6. ( ) 222,, zxyzxyzyxf ++= . Найдите: 

6.1. ∂
∂

2

2
f

x
 (0,0,1).  6.2.  

∂

∂ ∂

2 f
x z

 (1,0,2).  6.3.  
∂

∂ ∂

2 f
x z

(2, 0, 1). 

7. Найдите zd 2 , если xyez = . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) ( )22 2 dydydxdxexy ++ ;  

2) ( )( )2222 12 dyxdydxxydxyexy +++ . 

8. Найдите ud 2 , если xyzu = . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) ( )dzdxydzdyxdydxzud ++= 22 ; 2) 02 =ud ; 

3) ( ) ( ) ( )2222 dzxydyxzdxyzud ++= . 

9. Найдите zd 2 , если ( )vuzz ,= , axu = , byv = . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 

1) 2
2

22
2

2

2
2 2 dydydxdxzd

v
z

vu
z

u
z

∂

∂

∂∂

∂

∂

∂
++= ; 

2) 2
2

2222
2

222 2 dybdydxabdxazd
v

z
vu
z

u
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂ ++= . 

10. z = z(u, v), u = x + y , v = x − y. Найдите: 

10.1. ∂
∂

2

2
z

x
. 10.2.  ∂

∂ ∂

2 z
x y . 10.3. ∂

∂

2

2
z

y
. 

Альтернативы для выбора ответов к задачам 10.1 – 10,3: 

1) 2

22

2

2
2

v
z

vu
z

u
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

+− ; 2) 2
2

2
2

v
z

u
z

∂
∂

∂
∂ + ; 3) ∂

∂
∂
∂

2

2

2

2
z

u
z

v
− ; 

4) 2

22

2

2
2

v
z

vu
z

u
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

++ ; 5) ∂
∂

2

2
z

u
;        6) ∂

∂

2

2
z

v
;    

7) 2

22

2

2

v
z

vu
z

u
z

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

++ . 

11.  
222

1

zyx
u

++
= . Справедливо ли равенство  

02

2

2

2

2
2

=++
∂
∂

∂
∂

∂
∂

z
u

y
u

x
u  

в области определения функции? (Да, нет). 
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12. yez xcos= . Справедливо ли равенство 02

2

2

2
=+

∂
∂

∂
∂

y
z

x
z ? 

(Да, нет). 
 

5.2. Представление по формуле Тейлора 
функции нескольких переменных 

 
Теорема 5.2.1. Если   функция   ( )nxxxfu ,,, 21 K=  n + 1  раз  

дифференцируема в некоторой  окрестности точки ( )00
2

0
10 ,,, nxxxM K , 

то для любой точки ( )nxxxM ,,, 21 K     из   этой   окрестности   спра-
ведливо равенство 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,100

2
00 !

1
!2

1
++++++= n

n RMfdMfdMdfMfMf nK  (5.2.1) 

где  ( ) ( )NfdR n
n n

1
1 !1

1 +
+ +=  – остаточный член формулы Тейлора  в  

форме Лагранжа, здесь N – некоторая  точка, принадлежащая от-
резку MM0 . Возможна другая форма остаточного члена 

( )n
n oR ρ=+1 , где ( )ММ ,0ρ=ρ , называемая  формой Пеано. 

Выражение (5.2.1) называется формулой Тейлора порядка n для 
функции ( )nxxxfu ,,, 21 K=  в точке 0М . 

Пример 5.2.1. Разложить по формуле Тейлора функцию yxu =  
с центром в точке ( )1,10М  до членов 2-го порядка включительно с ос-
таточным членом в форме Пеано. 

Для разложения функции по формуле Тейлора указанного  порядка  
потребуются  следующие  величины: ( )0Mf , ( )0Mdu , ( )0

2 Mud  и 3R . 
 Найдём их. 
1)  ( )

( )
1

1,10 == yxMf ;       

2)  2) ( ) ( )
( )

dxxdyxdxyxdu yy
M =+= −

1,1
1 ln

0
; 

3) ( )d u M2
0 = ( )

( )
=+−

1,1
1 lnxdyxdxyxd yy  

 ( ) ( )( )( )=⋅+⋅= −
1,1

1 ln dyxxddxxyd yy  

( ) ( )[ ]{ +++−⋅= −−− dxdyxyxxdxyyx yyy ln1 112  

( )[ ] }
( )

dxdydyxdyxdxxxyx yyy 2lnln
1,1

211 =+++ −− ; 
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4) ( ) ( ) ( )( )222
3 11 −+−ο=ρο= yxR . 

Теперь запишем требуемую формулу с учётом того, что 
1−=Δ= xxdx ,     dy = Δy = y − 1;        

( ) ( )( ) 31111 Ryxxx y +−−+−+= . 
 

Задание 5.2 
 

1.  Для функции  z = f(x, y) в точке М0(х0, у0) записана формула 
Тейлора. 

 Какой член разложения имеет вид 
( ) ( ) ( ) ( ) ?33 3

3
0

3
2

2
0

3
2

2
0

3
3

3
0

3

6
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Δ+ΔΔ+ΔΔ+Δ

∂

∂

∂∂

∂

∂∂

∂

∂

∂
yyxyxx

y
Mf

yx
Mf

yx
Mf

x
Mf

 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) ( ) yyxxyxfd =Δ=Δ ,,, 00

6
6
1 ;    

2) ( ) yyxxyxfd =Δ=Δ ,,, 00
3

!3
1 ; 

3) ( )00
3 ,!3

1 yxfd , 00 , yyyxxx −=Δ−=Δ ; 

4)  ( )00
2 ,3!

1 yxfd ,    0xxx −=Δ , 0yyy −=Δ . 

2. Запишите ( )1,32 fd  для ( )yxfz ,= . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) ( ) dxdydxdydxfd
y

f
yx
f

x
f

2

22
2

2

2
2 21,3

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂ ++= ; 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

22
2

2

2
2 1,31,31,3 21,3 yyxxfd

y
f

yx
f

x
f

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

+⋅+= ; 

3) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

22
2

2

2
2 113231,3

1,31,31,3
y
f

yx
f

x
ffd

∂

∂
∂∂

∂
⋅

∂

∂
+⋅+= ; 

4)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )22

222
2

2
2 113231,3 1,31,31,3 −+−−+−=

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂ yyxxfd

y
f

yx
f

x
f . 

3. Функция z = f(x, y) представлена по формуле Тейлора  в окре-
стности  точки ( )00 , yx . Какому члену этой формулы соответствует 

слагаемое     вида ( ) ( )0
5

0 yyxxA −− ? Чему равен коэффициент А? 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) ( ) ( )
yx
yxf

Ayxfd
∂∂

∂
= 5

00
6

00
6 ,

!6
1

!6
1 ,, ; 

2) ( ) ( )
5

00
5

00
5 ,

!5
1

!5
1 ,,

x

yxfAyxfd
∂

∂
= ; 

3) ( ) ( )
yx

yxfAyxfd
∂∂

∂
= 5

00
6

00
6 ,,, ; 

4)  ( ) ( )
5

00
6

00
6 ,

!6
1

!6
1 ,,

yx
yxfAyxfd

∂∂

∂
= . 

4. Запишите разложение функции z = f(x, y) по формуле Тейлора 
в окрестности точки (х0, у0) до членов третьего порядка включительно 
(без остаточного члена). 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+ ∂

∂
∂

∂
0

00
0

00
00

,,
, yyxxyxf y

yxf
x

yxf
+ 

( ) ( ) ( )( )⎢
⎣

⎡
+−−+−+ ∂∂

∂
∂

∂
00

22
02

00
2

2
,

yyxxxx yx
f

x
yxf ( ) ( ) +⎥

⎦

⎤
−

∂

∂ 2
02

00
2 ,

yy
y

yxf
 

( ) ( )⎢
⎣

⎡
+−

∂

∂ 3
03

00
3 ,

xx
x

yxf

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +−−+−−+
∂∂

∂

∂∂

∂ 2
002

00
2

0
2

02
00

2 ,,
33 yyxxyyxx

yx
yxf

yx
yxf

 

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
−+

∂

∂ 3
03

00
3 ,

yy
y

yxf
; 

2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+ ∂

∂
∂

∂
0

00
0

00
00

,,
, yyxxyxf y

yxf
x

yxf
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
⎢
⎢
⎣

⎡
+−−+−+ ∂∂

∂

∂

∂
00

00
2

2
02

00
2 ,,

!2
1 2 yyxxxx yx

yxf
x

yxf
 

( ) ( ) +
⎥
⎥
⎦

⎤
−+

∂

∂ 2
02

00
2 ,

yy
y

yxf ( ) ( )
⎢
⎢
⎣

⎡
+−

∂

∂ 3
03

00
3 ,

!3
1 xx

x
yxf

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +−−+−−+
∂∂

∂

∂∂

∂ 2
002

00
3

0
2

02
00

3 ,,
33 yyxxyyxx

yx
yxf

yx
yxf
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( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤
−+

∂

∂ 3
03

00
3 ,

yy
y

yxf
; 

3)  ( ) ( ) ( )
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ ∂

∂
∂

∂
yxyxf y

yxf
x

yxf 0000
00

,,
,   

( ) ( )
+

⎢
⎢
⎣

⎡
++ ∂∂

∂

∂

∂
xyx yx

yxf
x

yxf 00
2

2
2

00
2 ,,

!2
1 2  ( )∂

∂

2
0 0
2

2f x y
y

y, ⎤
⎦⎥
+  

( )
⎢
⎢
⎣

⎡
++

∂

∂ 3
3

00
3 ,

!3
1 x

x
yxf ( ) yx

yx
yxf 2

2
00

3 ,
3

∂∂

∂
+ ( )

+
∂

∂ 2
2

00
3 ,

3 xy
xdy

yxf
 

+
( ) ( ) ⎥

⎦

⎤
−

∂

∂ 3
03

00
2 ,

yy
y

yxf
; 

4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+ ∂

∂
∂

∂
0

00
0

00
00

,,
, yyxxyxf y

yxf
x

yxf
 

( ) ( )⎢
⎣

⎡
+−+

∂

∂ 2
02

00
2 ,

!2
1 xx

x
yxf ( ) ( ) +⎥

⎦

⎤
−

∂

∂ 2
02

00
2 ,

yy
y

yxf
 

( ) ( )
⎢
⎢
⎣

⎡
−+

∂

∂ 3
03

00
3 ,

!3
1 xx

x

yxf ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤
−+

∂

∂ 3
03

00
3 , yy

y

yxf . 

5.  Может ли в разложении функции z = f(x, y) по формуле Тей-

лора содержаться слагаемое вида ( ) ( ) ( )32
2

4
13

1,3
−−⋅

∂∂

−∂ yxA
yx

f
? (Да, нет). 

6.  Может ли в разложении функции z = f(x, y) по формуле Тей-

лора содержаться слагаемое вида ( ) 23
23

5 1,1 yxA
yx

f
∂∂

−∂
⋅  ? (Да, нет). 

7. Как Вы думаете, членами какого порядка заканчивается раз-
ложение   по формуле Тейлора функции xyyxz 333 −+=  в окрестно-
сти точки ( )1,10М ? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1) первого; 2) второго;  3) третьего; 4) четвёртого; 
5)  правильный ответ не указан. 
8. Если функцию z = f(x, y) представили формулой Тейлора  в 

окрестности точки M0(x0, y0), ограничиваясь членами 1-го порядка, то 
какой поверхностью заменили поверхность s:   z = f(x, y) в окрестности 
этой точки? 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) поверхностью второго порядка;     2) плоскостью. 
9. Функцию 3355 yxxyxz +−=  требуется представить формулой 

Тейлора в окрестности некоторой точки ( )000 , yxM . Для какого n 1+nR  
равен нулю в любой точке?  

10. Запишите по формуле Тейлора разложение функции yxez +=  
по    степеням х и у до членов  третьего порядка включительно. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) ( ) ( )++++++ ++ 22 21 dydydxdxedydxe yxyx

( ) 4
3223 33 Rdydydxdydxdxe yx +++++ + ; 

2) ( ) ( )++++++ ++ 22 21 !2
1 dydydxdxedydxe yxyx

( ) 4
3223 33!3

1 Rdydydxdydxdxe yx +++++ + ; 

3) ( ) ( )++++++ 22 21 !2
1 dydydxdxdydx

( ) 4
3223 33!3

1 Rdydydxdydxdx +++++ ; 

4) ( ) ( )++++++ 22 21 !2
1 yxyxyx ( ) 4

3223 33!3
1 Ryxyyxx ++++ . 

11. Запишите разложение функции z = cos(x + y) в окрестности 
начала координат по формуле Тейлора до членов второго порядка 
включительно (без остаточного члена). 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 5, где: 
1)  0 + R3;     
2) ( ) 3

22 2!2
1 Ryxyx +++− ;    

3) ( ) 3
22 21 !2

1 Ryxyx +++− ; 

4) ( ) ( ) ( ) 22 coscos2cos1 dyyxdxdyyxdxyx +−+−+− + R3; 

5)  ( ) ( ) ( )[ ]22 coscos2cos1 !2
1 yyxxyyxxyx +++++− + R3. 

12. Запишите разложение функции 323 23 yyxxz −+=  по фор-
муле Тейлора в окрестности точки ( )1,20М , ограничиваясь членами 
второго порядка. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) ( ) ( )[ ]+−+++ dyyxdxxyx 222 636318  

( )[ ]22 121266 ydyxdxdydxyx −+++ + R3; 
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2) ( ) [ ]22 121218!2
162418 dydydxdxdydx −++++ + R3; 

3) ( ) ( )[ ]+−+−+ 1622418 yx  

 + ( ) ( )( ) ( )[ ]22 1121224218!2
1 −−−−+− yyxx + R3. 

 
5.3. Определение экстремума 

 
Пусть функция u = f(M) определена на множестве D и точка 

M0 ∈ D. 
Определение 5.3.1. Точка 0М  называется точкой локального 

максимума функции u = f(M), если существует такая окрестность 
точки 0М , для всех точек М которой, отличных от 0М , выполняет-
ся неравенство ( ) ( )MfMf ≥0 , (рис.24). В случае ( ) ( )MfMf >0  точ-
ка 0М  называется точкой строгого локального максимума. Анало-
гично определяется точка локального минимума, (рис.25). Точки ло-
кального максимума и минимума называются точками локального 
экстремума. 

    z 
 
 
 
 
       O                    y 
 x                 M0 
    

Рис. 24 
    

    z 
 
 
 
 
      O                    y 
   x             M0 

Рис. 25  
Пример 5.3.1. Является ли точка О(0, 0) точкой экстремума 

функции yxz 2= ?  
Рассмотрим некоторую окрестность точки 

О(0,0), (рис.26). Для точек верхней полуплоско-
сти (у > 0)  имеем z(x, y) − z(0, 0) = 002 >−yx . Для 
точек нижней полуплоскости (у < 0) 
( ) ( ) 000,0, 2 <−=− yxzyxz . И, следовательно, точка 
О(0,0)  не удовлетворяет определению точки экс-

тремума. 

           y 
 
 
           O               x 
 

Рис. 26  



 83

Пример 5.3.2. Является ли точка ( )0,0O  точкой 

экстремума функции 22 yxz += ? 
Да, точка ( )0,0O  является точкой минимума 

функции 22 yxz += , т. к. в любой окрестности 

точки ( )0,0O  ( ) ( ) 000,0, 22 >−+=− yxzyxz , что 
наглядно иллюстрируется геометрически. 

 
Задание 5.3 

 
Для задач 1 – 6 ответ выберите из следующих высказываний: 
1) да, точка максимума;    
2)  да, точка минимума;    
3) экстремума нет. 
1. Является ли точка О(0, 0) точкой экстремума функции 

22 yxz += ? 
2. Является ли точка О(0, 0) точкой экстремума функции 

22 yxz −= ?  
3. Является ли точка О(0, 0) точкой экстремума функции 

yxz += ?  
4. Является  ли  точка  О(0, 0)  точкой  экстремума функции 
( )22 yxez +−= ? 
5. Является  ли  точка  (1, –1)  точкой  экстремума функции 

( ) ( ) 111

1
22 +++−

=
yx

z ? 

6. Является ли точка О(0,0) точкой экстремума функции 
yxz ⋅= ? 

 
5.4. Необходимые условия экстремума 

 
Теорема 5.4.1. Если функция ( )Mfu =  имеет экстремум в точ-

ке 0М , и в этой точке существует частная производная по kx , то 

( ) 00 =∂
∂ M

kx
u . 

Точка M0, в которой все частные производные равны нулю, на-
зывается стационарной точкой функции. 

          z 
 
 
 
 
           O            y 
 x 

Рис. 27  
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Пример 5.4.1. Функция 22 yxz +=  имеет ми-
нимум в точке О(0, 0), что наглядно иллюстрируется 
геометрически (рис. 28). Частные производные этой 
функции   

( ) ( ) 020,0 0,0 ==∂
∂ xx
z , ( ) ( ) 020,0 0,0 ==∂

∂ yy
z . 

В точке экстремума  частные производные могут 
и не существовать. 

Пример 5.4.2. Функция 22 yxz +=  имеет 
минимум в точке ( )0,0O , что также наглядно иллю-
стрируется геометрически, (рис.29). Однако  част-

ные  производные  
22 yx

x
x
z

+
∂
∂ = , 

22 yx

y
y
z

+
∂
∂ =  в 

точке ( )0,0O  не определены. 
З а м е ч а н и е . Равенство нулю частных производных является 

лишь необходимым, но не достаточным условием экстремума. 
Так, для функции z = x ⋅ y 

( ) 00,0 =∂
∂
x
z , ( ) 00,0 =∂

∂
y
z , 

но в любой окрестности ( )0,00М  есть точки, для которых 
( )00 Mfyxz =>⋅=  и точки, для которых ( )00 Mfyxz =<⋅= . 

В ( )0,00М  функция  z = x ⋅ y  не имеет экстремума. 
 

Задание 5.4 
 

1.  Точка O(0,0) есть стационарная точка для каждой из функ-
ций 

 ( ) 22
1 , yxyxf += ;  ( ) 22

2 , yxyxf −= . 
Что можно сказать о наличии экстремума в этой точке для каж-

дой из функций на основании необходимого признака? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1)  обе функции имеют экстремум в точке О(0,0); 
2) по проведённому исследованию ничего сказать нельзя: экс-

тремум может быть, а может и не быть. 
 
 
 

         z 
 
 
 
 
           O          y 
 x 

Рис. 28  

          z 
 
 
 
 
           O            y 
 x 

Рис. 29  
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2.  Какое из утверждений, 1 или 2, верно: 

1) 0
00

== ∂
∂

∂
∂

MM y
z

x
z  есть необходимое условие существования 

экстремума дифференцируемой функции в точке 0М ; 

2) 0
00

== ∂
∂

∂
∂

MM y
z

x
z  есть достаточное условие существования 

экстремума дифференцируемой функции в точке M0. 
3.  Выберите из предложенных функций те, у которых частные 

производные в точке O(0,0) не существуют, а функция имеет экстремум. 
1)  22 yxz += ;  2) 22 yxz −= ; 
3) yxz += ; 4) yxz ⋅= . 
4. Является ли точка M0(−2, 1) стационарной для функции 

524 22 +−++= yyxxz ? 
5. Если M0(−2, 1) есть стационарная точка функции 

524 22 +−++= yyxxz ,  можно ли утверждать, что это точка экстре-
мума? 

6. Используя понятие градиента, запишите необходимое усло-
вие существования экстремума дифференцируемой функции 

( )yxfz ,=  в точке ( )000 , yxM . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) градиент в точке 0М  не существует;   
2) градиент параллелен оси OZ;. 
3) градиент является нуль–вектором. 
7. Используя понятие дифференциала, запишите необходимое 

условие существования экстремума дифференцируемой функции 
( )yxfz ,=  в точке ( )000 , yxM . 
1)  ( )0Mdf  не существует;   
2)  2) ( )0Mdf = 0;  
3)  о значении дифференциала в точке 0M  ничего сказать нельзя. 
8.  Является ли точка 0М (0, 0) стационарной точкой функции 

524 22 +−++= yyxxz ? 
9.  Если точка 0М (0, 0) не является стационарной точкой функ-

ции 524 22 +−++= yyxxz , можно ли утверждать, что точка 0М  не 
является точкой экстремума? 
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10. Является ли точка 0М (1, −2) стационарной точкой функции 
22 −−+= yxxyz ? 

11. Если 0М (1, −2) стационарная точка функции 
22 −−+= yxxyz , можно ли утверждать, что 0М (1, −2) – точка экс-

тремума? 
12. Постройте диаграмму взаимного расположения множеств 

А и В дифференцируемых функций, для которых: 
1) точка 0М  является стационарной (А); 
2) точка 0М  является точкой экстремума (В). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) 
        А   В 

2) 
       А     В 

3) 
       В    А 

4) 
        А =  В 

 
 

5.5. Достаточные условия экстремума  
функции двух переменных 

 
Пусть функция u = f(x, y) дифференцируема в некоторой окрест-

ности её стационарной точки ( )000 , yxM  и дважды непрерывно диф-
ференцируема в самой точке 0М  и пусть  

( )02

2

11 Ma
x

u

∂

∂
= , ( )0

2

12 Ma
yx
u
∂∂

∂
= , ( )02

2

22 Ma
y

u

∂

∂
= . 

Условия существования экстремума в точке 0М  состоят в следую-
щем: 

2
122211 aaaD −=  

 
                       

0>D  0<D  0=D  
Экстремум 
существует 

Экстремум не 
существует 

Для установления факта существования 
экстремума требуется дополнительное 

исследование 
 

011 <a  0M – точка максимума 
011 >a  0M – точка минимума 
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Пример 5.5.1. Найти точки локального экстремума функции 
 yxyxu 632 33 +−−= . 

Сначала найдём стационарные точки функции из системы урав-
нений 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±=
⇔

=+−=

±==−=

∂
∂
∂
∂

.1,066

;1,033

2,1
2

2,1
2

yy

xx

x
u
x
u

 

Получаем 4 точки: М1(1, 1), М2(−1, −1), М3(−1, 1), М4(1, −1). 
Найдём частные производные 2–го порядка: 

x
x

u 6
2

2
=

∂

∂ ,  0
2

=
∂∂

∂

yx
u ,  y

y

u 122

2
−=

∂

∂ . 

Исследуем теперь каждую критическую точку и результаты 
оформим в виде таблицы. 

( )000 , yxM  11a 22a  12a  D Вывод 

1M (1, 1) 6 −12 0 −72 Экстремум отсутствует 

2M (−1, −1) −6 12 0 −72 Экстремум отсутствует 

3M  (−1, 1) −6 −12 0 72 3M – точка максимума 

4M  (1, −1) 6 12 0 72 4M – точка минимума 

Пример 5.5.2. Найти точки локального экстремума функции 
33 yxz = . 
Найдём стационарные точки из системы уравнений 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==

∂
∂
∂
∂

,03

,03
32

32

xy

yx

x
z
x
z

⇔ 
⎩
⎨
⎧

=
=

.0
,0

y
x  

Таким образом, функция имеет единственную стационарную 
точку 0)(0,0М . 

Найдём частные производные 2–го порядка: 
3

2

2
6xy

x
z =

∂
∂ ,   222

9 yxyx
z =∂∂

∂ ,   3
2

2
6yx

y
z =

∂
∂ . 

Откуда в точке 0М (0, 0) имеем, что 011 =a , 012 =a , 022 =a  и 
D = 0. 

Так как существование или отсутствие экстремума не установ-
лено, проведём дополнительные исследования. Рассмотрим некоторую 
окрестность точки 0М (0, 0). 
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Замечаем, что если х и у имеют одинаковые знаки, то 
z(x, y) −z(0, 0) > 0  для ∀M(x, y) из  окрестности точки 0М , а если х и у 
имеют противоположные знаки, то z(x, y) −z(0, 0) < 0. Следовательно, 
экстремум в точке 0М (0, 0) отсутствует. 

 
Задание 5.5 

 
1.  Найдите точки экстремума функции 524 22 +−++= yyxxz .  
2. Найдите точки экстремума функции 22 −−+= yxxyz . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) точек  экстремума нет; 2) (1, –2) – точка минимума; 
3) (1, –2) – точка максимума;  4) (–2, 1) – точка минимума. 
3. Найдите точки, в которых касательная плоскость к поверхно-

сти s:  z = xy + 2x – y – 2  параллельна плоскости хОу.  
4. Найдите точки, в которых касательная плоскость к поверхно-

сти ›—yxzs 3: 33 −+=  параллельна плоскости хОу.  

5. Имеет ли стационарные точки функция 22 2 yxyxz ++= ? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) да, точку (0,0); 
2) да, это множество точек, удовлетворяющих уравнению 

х + у = 0; 
3) стационарных точек нет. 
6. Проверьте выполнение достаточных условий экстремума 

функции 22 2 yxyxz ++=  в стационарных точках. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1)  02

122211 >− aaa , экстремум есть;   

2) 02
122211 <− aaa , экстремума нет; 

3) 02
122211 =− aaa , признак ответа не даёт. 

7. Имеет ли функция 22 2 yxyxz ++=  экстремумы? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) в каждой точке прямой l:   x + y = 0 функция имеет нестрогий 

максимум; 
2) в каждой точке прямой l:   x + y = 0 функция имеет нестрогий 

минимум; 
3) точек экстремума нет. 
8. Имеет ли стационарные точки функция 3xyz = ? 
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Альтернативы для выбора ответа 1 –4, где: 
1) да, только (0,0);   
2) все точки, для которых у = 0; 
3) все точки, для которых х = 0;  
4) все точки, для которых х = 0 или у = 0. 
9. Проверьте достаточные условия экстремума функции  3xyz =  

в её стационарных точках. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) 02

122211 >− aaa , экстремум есть;  

2) 02
122211 <− aaa , экстремума нет; 

3) 02
122211 =− aaa , признак ответа не даёт. 

10. Имеет ли функция 3xyz =  экстремумы? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) в каждой точке прямой  l:   y = 0 функция имеет нестрогий 

максимум; 
2) в каждой точке прямой  l:   y = 0 функция имеет нестрогий 

минимум; 
3) точек экстремума нет. 
11. Какое заключение о существовании экстремума функции  

( ) ( )32 2++−= yxyz   
в точке (–2,–2) можно сделать на основании достаточного признака 
экстремума? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) экстремум существует;   
2) экстремум не существует; 
3) на основании достаточного признака экстремума никакого 

заключения о его существовании сделать нельзя. 
12. Имеет ли функция  ( ) ( )32 2++−= yxyz  экстремум в точке 

(–2,–2)? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) (–2, –2) – точка максимума;   
2) (–2, –2) – точка минимума; 
3) (–2, –2) не является точкой экстремума. 
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5.6. Достаточные условия экстремума  
для функции п переменных 

 
Достаточные условия экстремума для функции n переменных 

сформулированы в следующей теореме. 
Теорема 5.6.1. Пусть функция ( )nxxxfu ,,, 21 K=  дифферен-

цируема в окрестности точки 0М , и дважды дифференцируема в 
точке 0М , причём 0М  – стационарная точка функции. Тогда, если: 

1) ( )0
2 Mud  – положительно   определённая   квадратичная 

форма, то функция u = f(M) имеет минимум в точке 0М ; 

2) ( )0
2 Mud  – отрицательно   определённая  квадратичная 

форма, то функция u = f(M) имеет максимум в точке 0М ; 

3) ( )0
2 Mud  – знакопеременная квадратичная форма, тогда ло-

кальный экстремум в точке 0М  отсутствует; 

4) ( ) 00
2 =Mud , тогда функция u = f(M)  в точке 0М  может 

как иметь экстремум, так и не иметь его. 
Исследование знака квадратичной формы проводится на осно-

вании критерия Сильвестра, а именно: 
1) для того, чтобы квадратичная форма была положительно 

определённой, необходимо и достаточно, чтобы все главные (угловые) 
миноры её матрицы были положительны; 

2) для того, чтобы квадратичная форма была отрицательно 
определённой, необходимо и достаточно, чтобы  знаки  главных  (уг-
ловых)  миноров её  матрицы чередовались следующим образом: 

01 <δ , 02 >δ , …. 
Пример 5.6.1. Найти точки локального экстремума функции  

16422 222 +−+−++= zyxzyxu . 
Сначала найдём стационарные точки из системы 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

∂
∂
∂
∂
∂
∂

,0

,0
,0

z
u
y
u
x
u

    
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=+
=−

,062
,044
,022

z
y
x

  ⇔ 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−=

=

.3
,1

,1

z
y
x

  

Следовательно данная функция имеет единственную стацио-
нарную точку 0M (1, −1, 3). 

Найдём все частные производные 2-го порядка в точке 0М : 
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22

2
11 ==

∂
∂

x
ua ;  0

2
1221 === ∂∂

∂
yx
uaa ;  42

2
22 ==

∂
∂
y
ua ;   

0
2

1331 === ∂∂
∂

zx
uaa ;   0

2
2332 === ∂∂

∂
zy

uaa ;  22

2
33 ==

∂
∂

z
ua . 

Составим матрицу квадратичной формы ( )0
2 Mud  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

33323

232221

131211

aaa
aaa
aaa

 = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

200
040
002

. 

Проверим знаки главных миноров: 

021 >=δ ,     0840
02

2 >==δ ,     016
200
040
002

3 >==δ . 

В соответствии с критерием Сильвестра заключаем, что в точке 
( )3,1,10 −М  заданная функция имеет минимум. 

 
Задание 5.6 

 
1. Найдите стационарные точки функции  

zxxyzyxu 2222 −+−++= . 
2. Запишите матрицу для исследования достаточных условий 

экстремума функции zxxyzyxu 2222 −+−++=  в её стационарной 
точке. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−

200
021
012

;  2) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−

200
021
012

;  

3) 
( ) ( )( )

( )( ) ( )
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−

200
021
012

3
1

3
2

3
1

3
2

. 

3. Имеет ли функция zxxyzyxu 2222 −+−++=  точки экстре-
мума? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) функция имеет точку максимума;    
2) функция имеет точку минимума; 
3) экстремума нет;                         
4) критерий Сильвестра ответа не даёт. 
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4. Функция zxxyzyxu 2222 −+−++=  имеет в точке (0, 0, 0) 
такую же матрицу для исследования достаточных условий экстремума, 
что и в точке ( )1,, 3

1
3
2 −− . Что Вы можете сказать о наличии экстре-

мума функции в точке (0, 0, 0)? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) (0,0,0) – точка максимума;   
2) (0,0,0) – точка минимума; 
3) экстремума нет, т. к. (0,0,0) не является стационарной точкой. 

 
5.7. Условный экстремум 

 
 Пусть аргументы функции ( )nxxxfu ,,, 21 K=  связаны соотно-

шениями ( ) ,0,,, 21 =ni xxxF K  ( )nkki <= ,1 . 
Определение 5.7.1. Точка 0М  называется точкой условного 

максимума функции f(M),  если  ( )0Mf   есть наибольшее значение 
функции по отношению ко всем значениям функции во всех точках 
некоторой окрестности точки М0, удовлетворяющих условиям связи. 

Аналогично определяется точка условного минимума. 
Например, точка условного минимума функции 22 yxz +=  при 

условии 4=+ yx  изображена на рис. 30.  
Задача отыскания условного экстремума 

может быть сведена к исследованию безуслов-
ного экстремума.  

Пусть в окрестности точки 
( )00

2
0
10 ,,, nxxxM K  для уравнений 

( ) ,0,,, 21 =ni xxxF K ki ,1= , ( nk < ) выполня-
ются условия теоремы существования неявных 
функций. 

Разрешая уравнения ( ) ,0,,, 21 =ni xxxF K  
относительно k переменных ix , найдём, что ( )nkkii xxxxx ,,, 21 K++= .  

Подставим найденные ix  в функцию ( )nxxxfu ,,, 21 K= , полу-
чим  

( ) ( )( ,,,,,,,,, 212211 KKK nkknkk xxxxxxxxfu ++++=  

( ) ) ( ).,,,,,,,,,, 212121 nkknkknkkk xxxxxxxxxx KKK ++++++ ϕ=  

           z 
 
 
 
 

           О                      x 
                M0 (2, 2) 
 y 

Рис. 30 
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Полученную функцию можно исследовать на безусловный экс-
тремум. 

Пример 5.7.1. Исследовать на экстремум функцию 22 yxz +=  
при условии 4=+ yx . 

Разрешим уравнение связи относительно одной из переменных, 
например, относительно у : 

xy −= 4 . 
При найденном значении у функция z становится функцией од-

ной переменной:  
 ( ) 16824 222 +−=+−= xxxxz . 

Исследуем эту функцию на экстремум. Так как 84 −=′ xz , то 
х = 2 есть стационарная точка. Кроме того, ( ) 042 >=′′z  и это значит, 
что при  2=x   функция имеет минимум, т. е. z = 8 есть минимальное 
значение функции 22 yxz +=  при условии x + y = 4. Достигается ус-
ловный минимум в точке (2, 2). 

Существует другой метод отыскания условного экстремума –
 метод Лагранжа. 

Если u = f(x1, x2, …, xn) – заданная функция и F1(x1, x2, …, xn) = 0, 
( )ki ,1=   − условия  связи,  то  задача об условном экстремуме функ-
ции f(M) эквивалентна задаче об экстремуме функции Лагранжа 

)(...)()()()( 2211 MFMFMFMfM kkλ++λ+λ+=φ , 
( kλλλ ,,, 21 K  – произвольные числа), т. к. при выполнении условий 
связи φ(M) = f(M). 

Теорема 5.7.1 (необходимый признак Лагранжа условного 
экстремума). Пусть выполняются два условия: 

1) дифференцируемая в точке M0 функция  u = f(M) имеет в 
этой точке условный  экстремум при условиях связи   

Fi(x1, x2, …, xn) = 0, ( )ki ,1=  ; 
2) уравнения связи в некоторой окрестности точки M0 удовле-

творяют условиям теоремы существования неявных функций 
)..,,.,( 21 nkkii xxxxx −+= . 

Тогда существуют числа λ1, λ2, …, λn такие, что все частные 
производные функции Лагранжа в точке M0 равны нулю. 

Таким образом, для отыскания точки возможного экстремума 
нужно решить систему n + k уравнений 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=αλλλ

==

α∂
φ∂ nxxx

kixxxF

kn

ni

x ,1),,...,,,,,(

;,1,0),...,,(

2121

21

K
 

относительно  x1, x2, …, xn, λ1, λ2, …, λk 
Пример 5.7.2. Составить функцию Лагранжа и найти точки 

возможного экстремума функции z = xy при условии x2 + y2 = 1. 
Составим функцию Лагранжа φ(x, y, λ) = xy + λ(x2 + y2 − 1) и 

систему уравнений для отыскания точки возможного условного экс-
тремума 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=λ+≡

=λ+≡

=−+

∂
φ∂
∂
φ∂

.02

,02

,0122

yx

xy

yx

y

x  

Решая эту систему, находим стационарные точки: 

• при 2
1=λ : ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2

1
2
2

2
2 ,,1M , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
− 2

1
2
2

2
2 ,,2M ; 

• при 2
1−=λ : ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

2
2

2
2 ,,3M , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2

1
2
2

2
2 ,,4M . 

Для установления характера экстремума рассматривается вто-
рой дифференциал функции Лагранжа в стационарной точке  

βα
=βα βα
∑ ∂∂

φ∂
=φ dxdxM

xx
d

n

)( 0
1,

2
2 ,  

где nkk dxdxdx ...,,, 21 ++  – дифференциалы независимых переменных,  

ndxdxdx ...,,, 21 – дифференциалы неявных функций. 

Если )( 0
2 Md φ  – положительно определённая квадратичная 

форма, то M0 – точка условного минимума,  если  же отрицательно оп-
ределённая, то M0 – точка условного максимума; если )( 0

2 Md φ  
есть знакопеременная форма, то экстремум в точке M0 отсутствует. 

Продолжим решение примера.  
Найдём 222 222 dydxdydxd λ++λ=φ . 

Подставим 2
1=λ , получим 

0)(2 2222 >+=++=φ dydxdydxdydxd . 
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Следовательно, в точках  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2

1
2
2

2
2 ,,1M  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2

1
2
2

2
2 ,,2M  

функция z = xy имеет условный минимум 2
1−=z . 

При 2
1−=λ  0)(2 2222 <−−=−+−=φ dydxdydxdydxd  и в точ-

ках ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1

2
2

2
2 ,,3M , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2

1
2
2

2
2 ,,4M  функция z = xy имеет ус-

ловный максимум, равный 2
1 . 

 
Задание 5.7 

 
1. Есть ли точки экстремума у функции z = xy?  (Да, нет). 
2. Найдите точки экстремума функции z = xy при условии y = x.   
3. Найдите точки экстремума функции z = xy при условии y = –x.  
4. Найдите точки экстремума функции z = xy при условии y = x2. 
Альтернативы для выбора ответов к задачам 2 – 4: 
1)  (0, 0) – точка условного максимума;   
2) (0, 0) – точка условного минимума; 
3)  экстремума в (0, 0) нет. 
5. Составьте функцию Лагранжа для отыскания точек экстре-

мума функции z = x + 2y при условии  x2 + y2 = 5. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) )5()2(),,( 22 −+λ++=λφ yxyxyx ;  

2) )2(5),,( 22 yxyxyx +λ+−+=λφ ; 

3) )5()2(),,,( 22
21 −+λ++λ+=λφ yxyxzzyx . 

6. Найдите стационарные точки функции Лагранжа для отыска-
ния экстремума функции z = x + 2y  при условии x2 + y2 = 5. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) одна точка (–1, –2) при 2
1=λ ;  

2) одна точка (1, 2) при 2
1−=λ ; 

3) две точки (±1, ±2) при 2
1±=λ ;   

4) две точки (±1, ±2) при 2
1±=λ . 
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7. Найдите ),(2 yxd φ для функции Лагранжа из предыдущей за-
дачи. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1)  

λ+λ+λ+++
λ∂∂

ϕ∂

λ∂∂

ϕ∂

λ∂

ϕ∂

∂

ϕ∂

∂∂

ϕ∂

∂

ϕ∂ dyddxdddydxdydx
yxyyxx

22
2

2

2
2

2

22
2

2

2
222 ; 

2) 222 22 dydxd λ+λ=φ ; 

3) 222 222 dydxdydxd λ++λ=φ . 
8. Найдите точки экстремума функции z = x + 2y при условии 

x2 + y2 = 5. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) (–1, –2) – точка условного минимума,  (1, 2) – точка условно-

го максимума; 
2) (1, 2) – точка условного минимума,  (–1, –2) – точка условно-

го максимума.; 
3) точек условного экстремума нет. 
9. Найдите стационарную точку функции Лагранжа для отыска-

ния экстремума функции 122 −++−+= yxxyyxz  при условии 
03 =++ yx . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) (1, 1) при λ = −3;     

2) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −− 2

3
2
3 ,  при λ = 0,5;      

3) (–2, –1) при λ = 0. 
10. Найдите φ2d  для  исследования  достаточного условия су-

ществования экстремума функции 422 −++−+= yxxyyxz  при ус-
ловии 03 =++ yx . 

Какому условию должны удовлетворять dx и dy? 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) dxdydydxd 222 222 −+=φ ,  dx, dy – любые; 

2) 222 )(2)(2 dydxd +=φ  dx, dy – любые; 

3) 22 )(2 dydxd −=φ , dx =  dy ; 

4) dxdydydxd 222 222 −+=φ , dx +  dy = 0 . 
11. Найдите экстремум функции z = x2 + y2 − xy + x + y − 4 при 

условии x + y + 3 = 0. 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −− 2

3
2
3 , – точка условного минимума; 

2) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −− 2

3
2
3 , – точка условного максимума; 

3) точек экстремума нет;    
4) достаточный признак условного экстремума ответа не даёт. 
 

5.8. Наибольшее и наименьшее значения функции на множестве 
 

В соответствии с теоремой Вейерштрасса о достижении непре-
рывной функцией своих точных границ всякая функция u = f(M), не-
прерывная в замкнутой ограниченной области, достигает на ней своих 
наибольшего и наименьшего значений. 

Эти значения достигаются либо в точке локального экстремума, 
либо в граничной точке области. 

Пример 5.8.1. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-
ции z = x2 + y2 − 12 x + 16y  в области, заданной неравенством  

2522 ≤+ yx . 
Сначала найдём стационарные точки функции из системы урав-

нений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+=

=−=

∂
∂
∂
∂

.0162

,0122

y

x

y
z
x
z

 

Решением системы является точка M0(6, −8), не принадлежащая 
заданной области. 

Теперь рассмотрим функцию на границе области, перейдя к па-

раметрическим уравнениям границы 
⎩
⎨
⎧

π∈=
=

].2,0[,sin5
,cos5

tty
tx

 

Функция z = x2 + y2 − 12 x + 16y  в точках границы области при-
нимает вид 

z = 25 − 60cost + 80sint,     t ∈ [0, 2π], 
и поставленная задача сводится к отысканию её наибольшего и наи-
меньшего значений на указанном отрезке. 

Найдём стационарные точки функции из уравнения 
0cos80sin60 =+=′ ttz ,     t ∈ [0, 2π]. 

Откуда 3
4tg −=t , π+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−= nt 3

4arctg .  
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Выберем те решения, которые принадлежат отрезку [0, 2π]: 

3
4arctg1 −π=t , 3

4arctg22 −π=t . 
Вычислим значения функции в стационарных точках и на кон-

цах отрезка [0, 2π], получим 

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −π+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −π−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −π 3

4
3
4

3
4 arctgsin80arctgcos6025arctgz  

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+= 3

4
3
4 arctgsin80arctgcos6025  

( )
( )

( ) =⋅⋅+⋅+=
+

+
+

+= 5
3

3
4

5
3 806025

arctgtg1

arctgtg
80

arctgtg1

16025
3
42

3
4

3
42

 

= 25 + 36 + 64 = 125, 

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −π 3

4
3
4

3
4 arctgsin80arctgcos6025arctg2z  

( )
( )

( ) =⋅⋅−⋅−=
+

−
+

−= 5
3

3
4

5
3 806025

arctgtg1

arctgtg
80

arctgtg1

16025
3
42

3
4

3
42

 

= 25 − 36 − 64 = −75, 
z(0) = 25 – 60 = −35,    z(2π) = 25 – 60 = −35,     

Сравнивая найденные значения, отмечаем, что 75наим −=z , 
125наиб. =z . 

 
Задание 5.8 

 
1. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 

22 yxz +=  на множестве { }xyxyxD −≤≤≤≤= 10,10:),( . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) 0наим. =z , 1наиб. =z ;  

2) 2
1

наим. =z , 2наиб. =z ;  

3) 0наим. =z , 2наиб. =z . 
2. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции 

22 yxz +=  на множестве { }xyxyxD −=≤≤= 1,10:),( . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) 0)0,0(наим. =z , 1)1,0(наиб. =z ;  
2) 0)0,0(наим. =z , 2)1,1(наиб. =z ; 
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3) 1)1,0()0,1( наим.наим. == zz , 2)1,1(наиб. =z ;  

4) 2
1

2
1

2
1 ),(наим. =z , 1)1,0()0,1( наиб.наиб. == zz . 

3. Постройте тело, ограниченное параболоидом 22: yxzs +=  
и плоскостями 0:1 =xP , 0:2 =yP , 0:3 =zP , 1:4 =+ yxP  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1)     z 
 
 
 
             О               y 

x        

2)     z 
 
 
 
             О              y  
x 

 

3)      z 
 
 
 
              О             y 
  
x    

4. Найдите стационарные точки функции 23 3 yxxu +−=   в об-
ласти { }11,20:),( ≤≤−≤≤= yxyxD  

5. Какие из следующих функций 
1) 133 −−= xxu ;  2) 133 +−= xxu ;  3) 22 += yu ;  4) 2yu =  

совпадают со значениями функции 23 3 yxxu +−=  на границе облас-
ти D = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 1}? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) (4, 3, 2, 2); 2) (4, 3, 1, 2); 3) (1, 2, 3, 4). 
6. Перечислите точки, в которых функция 23 3 yxxu +−=  может 

достигнуть наибольшего и наименьшего значений на границе области 
D = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 1}. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) (0, 0), (0,1), (0, –1), (2, 0), (2, 1), (2, –1), (1, 1), (1, –1); 
2) (0, 1), (0, –1), (2, 1), (2, –1); 
3) (0, 0), (0, 1), (0, –1), (2, 0), (2, 1), (2, –1), (1, 1), (1, –1), (–1, 1). 
7. Найдите наибольшее значение функции 23 3 yxxu +−=  в об-

ласти 
D = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 1}. 

8. Найдите наименьшее значение функции 23 3 yxxu +−=  в 
области 

D = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 2, −1 ≤ y ≤ 1}. 
9. Найдите наибольшее значение функции 22 yxu −=  в области 

D = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 3, −x ≤ y ≤ x}. 
10.  Найдите наименьшее значение функции 22 yxu −=  в области 
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  D = {(x, y): 0 ≤ x ≤ 3, −x ≤ y ≤ x}. 
11. Найдите наибольшее значение функции z = 4x в области, ог-

раниченной кривой xyxl 2: 22 =+  
12. Найдите наименьшее значение функции z = 4x  в области, 

ограниченной кривой xyxl 2: 22 =+  
 

6. ОТОБРАЖЕНИЯ 
 

6.1. Отображения: R → R,  R2 → R, R2 → R2  
 

Определение 6.1.1. Отображением (функцией) множества X в 
множество Y называется такое соответствие этих множеств, при 
котором каждой точке Хx∈  отвечает единственная точка y ∈ Y. 

Обозначается отображение буквой f и записывается одним из 
способов:   

YXf → : ;        yxf →: ,  Xx∈ , Yy∈ ;       ( )xfy = , Xx∈ . 
Принята следующая терминология:  
а) x – независимая переменная или аргумент; 
б) y – зависимая переменная или значение функции; 
в) у – образ элемента х, х – прообраз элемента у при заданном 

отображении y = f(x). 
г) X – множество определения отображения; 
д) множество всех Yy∈ , являющихся образами хотя бы одного 

Хx∈ , называется множеством значений отображения; 
е) множество всех y ∈ Y, являющихся значениями отображения f 

в точках XAx ⊂∈  называется образом множества A при отображении 
f; 

ж) множество всех XAx ⊂∈ , для которых соответствующие 
значения YBy ⊂∈ , называется прообразом множества B. 

Геометрическую интерпретацию рассматриваемых отображений 
для наглядности оформим в виде таблицы. 
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R → R R R2 →  R R22 →  
f : X → Y ⇔ 

( ) Xxxfy ∈= ,  
    y

         y
Y⊂R
                                x
               x
                 X⊂R

( ) ( ) Xyxyxfz ∈= ,,,  
           z 
      z 
      
          
Y⊂R 
         0                       y 
                
    x       (x, y)       
                           X⊂R2 

 

( )( ){
( ) Xyx

yxvv
yxuu

∈
=
=

,
,,
,,
 

      y                 v
      X⊂R2           Y⊂R2

        (x, y)          (u, v)
     0                 0
             x                   u

Пример 6.1.1. Найдите образ множества ( ){ }4:, 22 ≤+= yxyxX  

при отображении 22 yxz += . 
Данная функция неотрицательная, её значения изменяются от 

наименьшего, равного нулю при x = y = 0, до наибольшего, равного 2. 
Образом множества Х при данном отображении является отрезок [0,2]. 

Пример 6.1.2.  Найти образ множества 
[ ]1,1−=Х  при отображении xy 2= . 

Так как xy 2=  – монотонно возрастающая 
функция, то множеством её значений будет отрезок 

[ ]1
e e, , (рис.31). 

 
 

Пример 6.1.3. Найти образ окружности 4: 22 =+ yxC  при ото-

бражении, определяемом формулами 22 yx

xu
+

= , 22 yx

yv
+

= . 

Для отыскания образа окружности следует из формул, опреде-
ляющих отображение, и из уравнения окружности исключить х и у. 
Для этого возведём функции u и v в квадрат и сложим, получим  

( )222

22
22

yx

yxvu
+

+
=+ .  

Учтём,  что  для точек окружности   выполняется равенство 
422 =+ yx . Тогда получим  4

122 =+ vu . То есть образом окружности 

при заданном отображении является окружность, (см. рис.32). 

         у 
        e 
 
 
               1 
               e 
     1     О      1      x 

Рис. 31  
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Пример 6.1.4. Найти прообраз числа е  при отображении 

z e
x

x y= +

2
2 2

.  
Другими словами, требуется найти множество точек (х, у), кото-

рые при заданном отображении переходят в число е.  

e e
x

x y x

x y
= ⇔ =+

+

2

2 2

2 2 2 1 . 

Откуда 
⎩
⎨
⎧

≠+
=−+

,0
,02

22
22

yx
xyx   или  ( )

⎩
⎨
⎧

≠+
=+−

0
,11

22
22

yx
yx , (рис. 33). 

 
Пример 6.1.5. Найти образ множества [−1, 2] при отображении 

24 xy −= . 
Сравним значения функции на концах промежутка и в единст-

венной стационарной точке: 
х −1 0 2 

f(x) 3 4 0 
Множество значений функции есть отрезок [0, 4]. 

 
Задание 6.1 

 
1. Найдите образ множества [ ]ππ ;4  при отображении xy sin= . 

2. Для отображения у = ln(1 − x) найдите образ множества А. 
2.1.  А = [ )∞+,1 . 2.2.  А = ( )1,∞− . 2.3.  А = ( )0,∞− . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) ( )∞+,0 ; 2) [ )∞+,0 ; 3) ( )∞+∞− , ; 
4) oтображение не определено. 
3.  Найдите прообразы числа 1 при отображении xy sin= . 
 
 

           y                               
 
                                                       
 
            0      1     2   x          0   e       z
                                                               

 
Рис. 33 

           y                              v 
 
 
 
           О     1     2   x          О   1 1    u
                                                             2 

 
Рис. 32 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) 2

π ; 2) π+π k2 , K,2,1,0 ±±=k ; 3) π+π k22 , K,2,1,0 ±±=k . 

4) прообразы не существуют. 
4. Пусть :f 2R → 1R  по правилу 22 yxz += . Найдите  образ 

множества точек окружности 4: 22 =+ yxC  при этом отображении. 

5.  Пусть :f 2R → 1R  по правилу 22 yxz += . Найдите образ 

множества  ( ){ }4:, 22 ≤+= yxyxА  при этом отображении. 

6. Найдите образ множества ( ){ }5,4:, 2222 >+<+= yxyxyxA  

при отображении, определяемом по формуле 22 yxz += . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) [ ] [ )∞+,54,0 U ; 2) [ ) ( )∞+,54,0 U ; 3) ( )∞+,0 . 
7. Найдите множество прообразов числа 25 при отображении 

:f 2R → 1R , определяемом по правилу 222 zyxu ++= . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) 2522 =+ yx ; 2) 2522 ++= yxz ; 3) 25222 =++ zyx . 

8. Найдите прообраз нуля при отображении  :f 2R → 1R , опре-

деляемом по правилу x
yz −=1 . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1)  y = x; 2) 0, ≠= xxy ;  3) xy −= . 

9. При отображении, определяемом по формулам 22 yxu −= , 
xyv 2= , найдите и постройте образ прямой: 

9.1. 0: =yl . 9.2.  0: =xl . 9.3. xyl =: . 9.4. xyl −=: . 
Альтернативы для выбора ответов 1 – 9, где: 
1)      v 
 
 
         О               u 

 

2)       v 
 
 
          О               u 

 

3)       v 
 
 
         О               u 

 
4)       v 
 
 
          О              u 

 

5)       v 
 
 
          О               u 

 

6)      v 
 
 
         О              u 
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7)      v 
 
 
          О               u

 

8)      v 
 
 
          О               u 

 

9)       v 
 
 
          О               u

 
10. Найдите и постройте образ прямой 1: =xl  при отображении 

:f 2R → 2R , определяемом по формулам  22 yxu −= , xyv 2= . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1)       v 
 
 
          О      1       u 

2)       v 
 
 
          О      1       u

3)           v 
 
 
          О               u

4)      v 
 
 
          О               u

 
11. При отображении 2R → 2R , определяемом по формулам: 

yeu xcos= , yev xsin= , найдите: 

11.1. Образ прямой 0: =xl . 11.2. Образ линии 4: π=yl . 
Альтернативы для выбора ответов 1 – 4, где: 

1)       v 
 
 
          О              u 

2)       v 
 
 
          О             u 

3)       v 
                         π 
                               4           
             О          u 

 

4)            v 
                               π 
                               4           
             О          u 

 
 

6.2. Векторная функция скалярного аргумента 
 

Определение 6.2.1. Если каждому значению переменной 
t ∈ T ⊂ R поставлен в соответствие некоторый вектор r , то гово-
рят, что на множестве T задана вектор-функция ( )trr = . 

Определение 6.2.2. Конец вектора ( )tr  при изменении t ∈ [a, b] опи-
сывает кривую, которая называется годографом вектор-функции ( )tr . 

Если обозначить координаты конца вектора ( )tr : ( )tx , ( )ty , 

( )tz , а kji ,, – базисные векторы координатных осей, то вектор-
функцию ( )tr  можно представить в виде  

( ) ( ) ( ) ( )ktzjtyitxtr ++= . 
Пример 6.2.1. Найти годограф вектор-функции 

jtitr 22 sincos += , если 0 ≤ t ≤ ∞. 
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Из условия задачи следует, что tx 2cos= , ty 2sin= , ∞<≤ t0 . 
Исключая отсюда параметр t, находим, что 1=+ yx .  

Причём при t = 0 x = 1, y = 0 и с возрастанием параметра  t от 0 
до 2

π  переменная х убывает от x = 1  до x = 0, а пе-

ременная у возрастает от 0 до 1.  
 Далее для  [ ]π∈ π ,2t   переменная х возраста-

ет до 1, а переменная у убывает до 0 и так далее, 
(рис.34). 

Определение 6.2.3. Производной вектор – функции ( )trr =  на-
зывается  

( ) ( )
t

trttr
M Δ

−Δ+
→0

lim . 

Производная ( )tr ′  есть вектор мгновенной скорости точки, 
движущейся по закону ( )trr = , в момент времени t и её можно пред-
ставить в виде  

 ( ) ( ) ( ) ( )ktzjtyitxtr ′+′+′=′ . 
Вектор скорости направлен по касательной к годографу вектор-

функции. 
Пример 6.2.2. Найти годограф вектор-функции 

( ) jtRitRtr sincos +=  

Построить вектор скорости при 21
π=t  и π=2t .  

Как следует из уравнения, определяющего вектор-функцию, 
x = R cos t, y = R sin t и, следовательно, годограф представляет окруж-

ность с центром в начале координат и радиусом, рав-
ным R.  

Находим вектор скорости 
( ) jtRitRtr cossin +−=′ , 

вычисляем  его координаты при  заданных  значениях  
t и получаем ( ) Rir −=π′ 2  и ( ) Rjr −=π′ , (рис.35). 

 
Задание 6.2 

 
1. Радиус-вектор   движущейся   точки  в   момент времени t за-

дан уравнением jtitr 34 −= .  Найдите траекторию движения. 
 

       y 
(0, 1) 
 
        О      (1, 0)    x 

Рис. 34 
 

         y 
 
 
         О           x 

 
 

Рис. 35 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) прямая 043 =+ yx ;  2) гипербола 3

4=xy ;  

3) окружность 222 25tyx =+ . 

2. Дано уравнение движения ( )jttitr 243 −+= . Найдите траек-
торию движения. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) прямая ( ) 034 =−− yxt ;   2) парабола 2

9
1

3
4 xxy −= . 

3. Дано уравнение движения jtbitar sincos += . Найдите траек-
торию движения. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) синусоида tby sin= ; 2) эллипс 12

2

2

2
=+

b
y

a
x ; 

3) окружность 2222 bayx =+ ;  4) прямая ay = bx. 
4. Дано уравнение движения jtbitar sincos += , где a > 0, b > 0. 

Найдите скорость движения в момент времени t. 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) ( ) ( )trtv = ; 2) ( ) jtbitatv cossin +−= ; 
3) ( ) jtbitatv sincos −−= ; 4) ( ) jtbitatv cossin += . 
5. Постройте вектор скорости, найденный в предыдущей задаче 

при 0=t  и 2
π=t . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1)  y 
          ( )2

πv  

 
 
      О    v (0)         x  

2)       y 
                  b 
( )2
πv                      v (0)  

                 
           О            a      x  

3)         y 
                           v(0)
 ( )2

πv              
                          
             О               x  

4)   y                    
      b 
            ( )2

πv             v (0) 

  
       О                   a      x  

6.  Дана векторная функция скалярного аргумента jeier tt −+= . 
Найдите координаты точки годографа функции в момент времени 

0=t .  
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7. Найдите и постройте вектор скорости функции jeier tt −+=  
в момент времени t = 0. 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) i + j     у 
                      
                 j 
 
                  О   i          х 

2) i    j  y 
       
                    i 
 
              j   O                x   

3) i    j        y 
                      j     
 
                        
                     i   O      x   

 
8. Укажите направление обхода годографа векторной функции 

jeier tt −+=  в точке (1, 1) при возрастании параметра t.  
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) y 
           
 
 
      O                     x 

    

2) y 
           
 
 
      O                      x 

    

3) y 
           
 
 
      O                      x

 
9. Какая часть годографа векторной функции 

jitr
t
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−= 2cos

11tg  обходится за промежуток времени от 0=t  до 

2
π=t . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) 2xy = , x ∈ R; 2) 2xy = , 0≥x ; 3) 2xy = , 0≤x . 
10. Отметьте часть годографа векторной функции 

jitr
t
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−= 2cos

11tg , отвечающей изменению параметра [ ]24 , ππ−∈t . 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1)      y 
 
     1 
          O              x 

 

2)       y 
 
     1 
          O              x 

  

3)      y 
 
 
          O              u 

  

4)      y 
 
      
          O              x 

 
11. Найти траекторию движения ( ) ktjtittr ++= sincos , 

[ ]π∈ 2,0t . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) окружность радиуса R = 1;   
2) цилиндр круговой R = 1, H = 2π; 
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3) винтовая линия;    
4) винтовая линия. 

1)      y 
 
      
          O              x 

  

2)      z 
 
      
             O          y 
  x   

3)      z 
 
      
             O          y 
   x   

4)      z 
 
      
             O          y 
   x  

 
6.3. Матрица Якоби. Якобиан 

 
Пусть отображение :f nR → mR определено по формулам 

    
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

.,,,
,

,,,,
,,,,

21

2122
2111

nmm

n
n

xxxfy

xxxfy
xxxfy

K
LLLLLLLL

K
K

  

Определение 6.3.1. Матрица 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

n

mmm

n

n

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

x
f

L

LLLL

L

L

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

 

называется матрицей Якоби отображения (1). 
Если n = m, то матрица квадратная и её определитель называ-

ется якобианом.  

Обозначается якобиан символом  ( )
( )n

n
xxxD
fffD

K

K

,,
,,,

21

21 . 

Отображение f : X → Y, где X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm , определяемое по 
формулам (1), называется непрерывно дифференцируемым, если все 

k

i
x
f

∂
∂ , mi ,1= , nk ,1=  непрерывны на множестве Х. 

Пример 6.3.1. Найти матрицу Якоби и якобиан отображения 

2: Rf → 2R , определяемого по формулам ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
=

.ln
arctg

22
2
1

,
yxv

u x
y

 

Найдём все частные производные 
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∂
∂

u
x

y

x y
= −

+2 2
,  ∂

∂
u
y

x

x y
=

+2 2
,  ∂∂

v
x

x

x y
=

+2 2
, ∂∂

v
у

y

x y
=

+2 2
. 

Составим матрицу Якоби 
−⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟

+ +

+ +

y

x y

х

x y
х

x y

y

x y

2 2 2 2

2 2 2 2 .

 

Вычислим якобиан  

( )
( ) ( )

D u v
D x y

y

x y

х

x y
х

x y

y

x y
x y

,
, .

=
−

= −+ +

+ +
+

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

1
 

 
Задание 6.3 

 
1. Запишите матрицу Якоби для отображения 2: Rf → 2R , оп-

ределяемого по формулам 
⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=
.sin
,cos

y
x  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ϕ′⋅ϕρϕρ′
ϕ′⋅ϕρϕρ′

cossin
sincos ; 2) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ϕρϕ
ϕρ−ϕ

cossin
sincos ; 

3) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ϕρϕ
ϕρϕ

cossin
sincos ; 4) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ϕϕ
ϕ−ϕ

cossin
sincos . 

2. Найдите якобиан ( )
( )

D x y
D

,
,ρ ϕ  отображения, определяемого по 

формулам 
⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=
.sin
,cos

y
x  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) ρ cos2ϕ; 2) ρ; 3) 2ρ . 

3. Найдите   матрицу   Якоби   отображения 2: Rf → 2R , опре-

деляемого по формулам 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=ϕ

+=ρ

.arctg

,22

x
y
yx
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1) 

x
x y

y
x y

y
x y

x
x y

2 2 2 2

2 2 2 2

+ +

+ +
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

; 2) 

x
x y

y
x y

y
x y

x
x y

2 2 2 2

2 2 2 2

+ +

+ +

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

;  

3) 

1
2

1
22 2 2 2

2

2 2

2

2 2

x y x y
y

y x
x

x y

+ +

+ +

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

; 4) 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

++

2222

2222

yx
x

yx
y

yx

y
yx

x

.  

4.  Найдите   якобиан  ( )
( )

D
D x y

ρ ϕ,
,  отображения 2: Rf → 2R , опре-

деляемого по формулам 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=ϕ
+=ρ

.arctg
,22

x
y
yx  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1)  
( )
x y
x y

2 2

2 2
−
+

; 2) ( )

( )
x x y

x y

2

2 2
3
2

−

+

; 3) 
1

2 2x y+
. 

5. Сравните  ( )
( )

D x y
D

,
,ρ ϕ   и  ( )

( )
D
D x y

ρ ϕ,
,   для отображения 

⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=
.sin
,cos

y
x  

 Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 

1) ( )
( )

D x y
D

,
,ρ ϕ ⋅ ( )

( )
D
D x y

ρ ϕ,
,  = 1; 

2) якобианы не равны и не выражаются один через другой. 

6. Найдите якобиан ( )
( )

D u v
D x y

,
,  отображения 2: Rf → 2R , опреде-

ляемого по формулам
⎩
⎨
⎧

=
=

.
,

x
yv
xyu

 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) 2 y
x ; 2) y

x xy+ ; 3) y
x

x
y+ . 

7.  Найдите якобиан ( )
( )

D x y
D

,
,ρ ϕ  отображения 2: Rf → 2R , опре-

деляемого по формулам 
⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=
.sin
,cos

by
ax  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1)  ρ; 2) ab; 3) ab cos ϕ; 4) ab ρ. 
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8. Найдите ( )
( )

D x y z
D z

, ,
, ,ρ ϕ  для отображения, определяемого по фор-

мулам 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
ϕρ=
ϕρ=

.
,sin
,cos

zz
y
x

 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) ρ; 2) ρ cos 2ϕ;  3) 0. 

9. Найдите ( )
( )

D x y z
D r

, ,
, ,ϕ θ  для отображения, определяемого по фор-

мулам 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ=
θϕ=
θϕ=

.cos
,sinsin
,sincos

rz
ry
rx

 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1)  θ− sin2r ; 2) θsin2r ; 3) ( )θ−ϕθ 2cos2cossin2r . 

 
6.4. Геометрический смысл модуля якобиана 

 
Пусть f:  X → Y – взаимно-однозначное отображение, опреде-

ляемое по формулам ( )
( )⎩⎨

⎧
=
=

,,
,,

vuyy
vuxx  где функции x(u, v) и y(u, v) непре-

рывны и  дифференцируемы. 
Тогда прямоугольник АВСD (рис. 36) при отображении f пере-

ходит в криволинейный четырёхугольник DCBA ′′′′  (рис. 37). 
        v 
v + Δv     D                C 
 
 
        v    A                    B 
        0      u            u + Δu     u 

Рис. 36  

        y                           
                D                        C 
 
                  A             B 
               
        О                               x 

Рис. 37 
 

 
Площадь прямоугольника ABCD равна vud Δ⋅Δ=σ .  
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Mожно доказать, что при малых uΔ , vΔ  площадь четырёх-

угольника DCBA ′′′′  приближенно равна ( )
( ) σ= dds vuD

yxD
,
, . 

Отсюда  следует, что  ( )
( )

D x y
D u v

,
,   характеризует   растяжение эле-

мента площади в окрестности точки (u, v) при отображении f и поэто-
му называется коэффициентом растяжения. 

Аналогично, пусть f:  X → Y взаимно-однозначное отображение, 
определяемое формулами  

( )
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
=

,,,
,,,
,,,

wvuzz
wvuyy
wvuxx

 

где функции x = x(u, v, w), y = y(u, v, w), z = z(u, v, w) непрерывны и 
дифференцируемы.  

Тогда ( )
( )

D x y z
D u v w

, ,
, ,  есть коэффициент растяжения элемента объёма. 

Пример 6.4.1. Найти коэффициент растяжения элемента пло-
щади в точке M0(1, 1) при отображении 2R → 2R , определяемом по 
формулам 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

+

+
.22

22 ,

yx
y

yx
x

v

u
 

Найдём якобиан отображения ( )
( )

D u v
D x y

,
, : 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

D u v
D x y

u
x

u
y

v
x

v
y

y x

x y

xy

x y

xy

x y

x y

x y

,
, = =

−

−

−

+ +

+

−

+

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2

2

2
; 

 ( )
( ) 4

1

2
1

2
1

,
,

0
0

0

=
−

−
=

MyxD
vuD ; ( ) 4

1
0 =Mk . 
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Задание 6.4 
 

1. Выразите  ds  (элемент площади в хОу) через σd  (элемент 
площади в ρОϕ) при отображении, определяемом по формулам 

⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=
.sin
,cos

y
x  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) σρ= dds ; 2) σ= ρ dds 1 ;  

3) ( ) ( )ϕϕρ+ρϕ⋅ϕϕρ−ρϕ= ddddds cossinsincos ; 
4)  ϕϕρ⋅ϕρ−= dds cossin . 
2. Выразите dσ (элемент площади в uov) через ds (элемент пло-

щади в хОу) при отображении, определяемом по формулам 
⎩
⎨
⎧

=
=

.
,

x
yv
xyu

 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) ( ) dydxxyd x
y +=σ ;    2) ( ) dydxd y

x
x
y +=σ ;    3) dydxd x

y2=σ . 

3. Выразите элемент площади ds в хоу через элемент площади 

dσ  в uov при отображении, определяемом по формулам   
⎩
⎨
⎧

=
=

.
,

:
x
yv
xyu

f  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) σ= d
v

ds
2
1 ; 2) σ+= d

uvv
uvds

4
;   3) σ−= d

uv
uvds

4
. 

4. Сравните коэффициенты растяжения при  отображе-

нии 2R → 2R , определяемом по формулам 
⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
,cos

y
x  в точках 

( )1,21М  и ( )2,12М  (даны декартовы координаты х и у). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1)  ( ) ( )21 MkMk < ; 2) ( ) ( )21 MkMk = ; 3) ( ) ( )21 MkMk > . 
5. Сравните коэффициенты растяжения при отображении 

2R → 2R , определяемом по формулам 
⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
,cos

y
x  в точках ( )4,31М  и 

( )12,52М  (даны декартовы координаты точек). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) ( ) ( )21 MkMk < ;       2) ( ) ( )21 MkMk = ;     3) ( ) ( )21 MkMk > . 
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6. Сравните   коэффициенты  растяжения   ( )
( )yxD

D
,
,ϕρ  при отобра-

жении, определяемом по формулам 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=ϕ

+=ρ

x
y
yx

arctg

,22

 в точках ( )1,21М  и 

( )2,12М  (даны декартовы координаты х и у). 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) ( ) ( )21 MkMk < ;     2) ( ) ( )21 MkMk = ; 3) ( ) ( )21 MkMk > . 

7.  Дано отображение f, определяемое формулами 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
ϕρ=
ϕρ=

.
,sin
,cos

zz
y
x

  

Найдите выражение элемента объёма  xyzdV  через элемент zdVρϕ . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
 1) zxyz dVdV ρϕρ= ; 2) zxyz dVdV ρϕρ= 1 . 

8. Дано отображение f, определяемое формулами 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

θ=
θϕ=
θϕ=

.cos
,sinsin
,sincos

rz
ry
rx

 

Найдите выражение элемента объёма  xyzdV  через элемент ϕθrdV . 
Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 
1) ϕθθ= rxyz dVrdV sin2 ; 2) θϕθ= rxyz dVrdV sin2 ; 

3) ϕθ
θ

= rxyz dVdV
r sin

1
2 ; 4) θϕ

θ
= rxyz dVdV

r sin

1
2 . 

 
6.5. Свойства матриц Якоби и якобианов 

 
Свойства матриц Якоби и якобианов cформулированы в двух 

следующих теоремах. 
Теорема 6.5.1. Пусть 
1) ϕ – отображение  ⊂T nR ⊂→ X nR ,  осуществляемое  по 

формулам 
( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

ϕ=

ϕ=
ϕ=

,,,,
,
,,,,

,,,,

21

2122
2111

nnn

n
n

tttx

tttx
tttx

K
LLLLLLLL

K
K
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непрерывно  дифференцируемо  в  точке  ( )ntttt ,,, 21 K   и А – его мат-
рица Якоби; 

2) f – отображение X ⊂ nR → Y ⊂ nR , определяемое по формулам 
( )
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

,,,,
,

,,,,
,,,,

21

2122

2111

nnn

n

n

xxxfy

xxxfy
xxxfy

K

LLLLLLLL

K

K

, 

непрерывно дифференцируемо в точке ( )nxxxx ,,, 21 K , соответст-
вующей точке ( )ntttt ,,, 21 K  при отображении ϕ, u B – его матрица 
Якоби.  

Тогда композиция отображений 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

ϕϕϕ=

ϕϕϕ=
ϕϕϕ=

ϕ

nnnnnn

nnnn

nnnn

tttttttttfy

tttttttttfy
tttttttttfy

f

,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,

:

21212211

2121221122

2121221111

KKKK

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

KKKK

KKKK

o  

непрерывно дифференцируема в точке ( )ntttt ,,, 21 K  и её матрица Яко-
би С = ВА, а ABC detdetdet ⋅= . 

Пример 6.5.1. Построить композицию отображений ϕof , про-
верить свойства матриц Якоби и якобианов, если 

( )⎩
⎨
⎧

−=
+=ϕ ,: 2yxv

yxu
⎩⎨
⎧

−=
+=

.: vuq
vupf  

Найдём матрицы Якоби и якобианы указанных отображений 

( ) ( ) ,22
11 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−−= yxyxA  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= 11
11B . ( )yxA −−= 4det , 2det −=B . 

Составим композицию отображений  
( ) ( )
( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−+=

−++=
ϕ

.

,
:

2

2

yxyxq

yxyxp
f o  

Найдём матрицу Якоби композиции 
( ) ( )
( ) ( )⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−−
−−−+

=
yxyx
yxyx

C
2121
2121

, 

( )[ ] ( )[ ] ( )yxyxyxC −=−−−−+= 82121det 22 . 
Проверим равенства С = ВА и ABC detdetdet ⋅= : 
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( ) ( )⎟⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−−⋅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−= yxyxBA 22
11

11
11 ( ) ( )

( ) ( ) Cyxyx
yxyx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+−−
−−−+= 2121

2121 , 

( )( )( ) ( ) .det842detdet CyxyxAB =−=−−−=  
Теорема 6.5.2. Пусть 
1) ϕ – взаимно-однозначное непрерывно-дифференцируемое 

отображение множеств ⊂X  nR  и ⊂Y  nR  с матрицей Якоби А; 
2) обратное  отображение  1−ϕ   также  непрерывно диффе-

ренцируемо и его матрица Якоби равна В. 
Тогда 1) EABBA =⋅=⋅ , 2) 1detdetdetdet =⋅=⋅ ABBA . 
Пример 6.5.2. Является ли взаимно-однозначным отображение 

⎩
⎨
⎧

=
=ϕ −

+

yx

yx

ev
eu ,:   на множестве 2R ?  Если да, то найти и проверить свой-

ства матриц Якоби прямого и обратного отображений. 
Проверим взаимную однозначность отображения, т. е. убедим-

ся, что любым двум различным  точкам из 2R  соответствуют различ-
ные точки из X = {(u, v):  u > 0, v >0}.  

Возьмём  две разные точки  ( )111 , yxМ   и  ( )222 , yxМ , найдём 
условие, при котором они переходят в одну и ту же точку. Получим 

⎩⎨
⎧

=
=⇔

⎩⎨
⎧

−=−
+=+⇔

⎩
⎨
⎧

=
=

−−

++

.
,,,

21
21

2211
2211

2211

2211

yy
xx

yxyx
yxyx

ee
ee

yxyx

yxyx
 

Найдём матрицу Якоби и якобиан заданного отображения 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

= −−

++

yxyx
yxyx

ee
eeA ,   xeA 22det −= . 

Найдём обратное отображение 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=
ϕ−

,lnln

,lnln
:

2
1
2
1

1

vuy

vux
 где 

0,0 >> vu . 
Найдём матрицу Якоби и якобиан обратного отображения 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

vu

vuB
2
1

2
1

2
1

2
1

,  uvB 2
1det −= . 

Тогда  
( ) ( )

( ) ( ) .10
01

2
1

2
1

2
1

2
1

E
ee

ee
ee

eeAB yxyx

yxyx

yxyx
yxyx

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

= −−+−

−−+−

−−

++
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( ) 12detdet 2
2 1

2
1 =−−=⋅ x

x

e
eBA . 

 
Задание 6.5 

1. Найдите   матрицу Якоби и якобиан ( )
( )

D p q
D u v

,
,  отображения 

PUf →: , определяемого по формулам 
⎩⎨
⎧

−=
+=

.
,

vuq
vup  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где:  

1)  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

11
11 , 0; 2) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−11
11 , 0; 3) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−11
11 , 2− . 

2. Найдите матрицу Якоби и якобиан ( )
( )

D u v
D x y

,
,  отображения 

ϕ :  X → U, определяемого по формулам 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

.
,

22

22

yxv
yxu  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

yx
yx

22
22 , 0; 2) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

yx
yx

22
22 , 0; 3) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

yx
yx

22
22 , 8xy. 

3. Составьте композицию отображений  

UX →ϕ  : ,  
⎩
⎨
⎧

+=
−=

22

22 ,
yxv
yxu     и  PUf →: , 

⎩⎨
⎧

−=
+=

.
,

vuq
vup  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) 
⎩
⎨
⎧

=
=

;0
,2 2

q
xp  2) 

⎩
⎨
⎧

=
=

;2
,2

2

2

yq
xp  3) 

⎩
⎨
⎧

−=
=

.2
,2
2

2

yq
xp  

4.  Найдите матрицу Якоби и якобиан композиции отображений 

UX →ϕ  : ,    
⎩
⎨
⎧

+=
−=

22

22 ,
yxv
yxu   и PUf →: ,    

⎩⎨
⎧

−=
+=

.
,

vuq
vup  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где:  

1)  0; 2) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

—
›

40
04 , 16ху;  3) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

− —
›

40
04 , –16ху. 

5. Выполняется ли равенство ( )
( )

( )
( )

( )
( )

D p q
D u v

D u v
D x y

D p q
D x y

,
,

,
,

,
,⋅ =   для 

отображений UX →ϕ : , 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

22

22 ,
yxv
yxu      и  PUf →: ,  

⎩⎨
⎧

−=
+=

?
,

vuq
vup   
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6. Найдите отображение 1−f , обратное к отображению 

PUf →: , определяемому по формулам 
⎩⎨
⎧

−=
+=

.
,

vuq
vup  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 

1)  
⎩
⎨
⎧

−=
+=

;
,

qpv
qpu  2) 

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
+=

.
,

2
1
2
1

qpv
qpu

  

7. Найдите матрицу Якоби и якобиан отображения 1−f , обрат-

ного к PUf →: , определяемого по формулам 
⎩⎨
⎧

−=
+=

.
,

vuq
vup   

Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 

1) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

− 2
1

2
1

2
1

2
1

, − 1
2 ; 2) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−11
11 , –2; 3) 

1
2

1
2

1
2

1
2−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ , 0. 

8.  Выполняется ли равенство ( )
( )

( )
( )

D p q
D u v

D u v
D p q

,
,

,
,⋅ =1, если 

PUf →:  определяется по формулам 
⎩
⎨
⎧

−=
+=

vuq
vup , ? 

 
6.6. Системы функций, заданных неявно 

 
Пусть задана система m уравнений 

( )
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

.0,,,,,,,

,0,,,,,,,
,0,,,,,,,

2121

21212

21211

mnm

mn

mn

yyyxxxF

yyyxxxF
yyyxxxF

KK
LLLLLLLLLLLLLLL

KK
KK

 (6.1.1) 

Определение 6.6.1. Решение системы (6.6.1) 
 ( ) ( ) ( )nmmnn xxxfyxxxfyxxxfy ,,,,,,,,,,,, 2121222111 KKKK ===  

называется совокупностью неявных функций, определяемых системой 
уравнений (6.6.1). 

Теорема 6.6.1. Пусть выполняются четыре условия: 
1) функции F1, F2, …, Fm дифференцируемы в некоторой окре-

стности точки ( )00
2

0
1

00
2

0
10 ,,,,,,, mn yyyxxxM KK ; 

2) частные производные 
∂

∂
αF

yi
, m,1=α ; ni ,1=  непрерывны в 

точке 0М ; 
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3)  ( ) 00 =α MF ; 4) 
( )
( )

D F F F

D y y y
m

m M

1 2

1 2
0

0
, , ,

, , ,

K

K
≠ . 

Тогда найдётся такая окрестность точки 0М , в которой су-
ществует единственная совокупность неявных функций 

( )nxxxfy ,,, 21 Kαα = , определяемых системой (6.6.1), причём: 

а) ( )00
2

0
1

0 ,,, nxxxfy Kαα = ; 
б) функции ( )nxxxfy ,,, 21 Kαα =  непрерывны вместе со своими 

частными производными в окрестности точки 0М . 
Как можно найти частные производные совокупности неявных 

функций, определяемых системой уравнений (6.6.1)? Предполагая, что 
в систему (6.6.1) вместо переменных уа подставлены её решения 

( )nxxxfy ,,, 21 Kαα = , продифференцируем её по некоторой перемен-
ной ix , в результате получим систему m тождеств 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+++

=+++

=+++

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

.0

,0

,0

1

1

21

1

22

11

1

11

i

m

m

m

i

m

i

m

i

m

mii

i

m

mii

x
y

y
F

x
y

y
F

x
F

x
y

y
F

x
y

y
F

x
F

x
y

y
F

x
y

y
F

x
F

K

LLLLLLLLLLLLLL

K

K

 

Найденная система представляет систему m линейных уравнений  

относительно 
∂

∂
αy

x i
,  её  определитель есть якобиан ( )

( ) 0
0

,,
,,

21

21 ≠
Mm

m
yyyD
FFFD

K

K  

(по условию 4 теоремы 6.6.1). 
Следовательно, такая система имеет единственное решение от-

носительно 
∂

∂
αy

x i
 в окрестности точки 0М , которое может быть най-

дено по формулам 

∂

∂
αy

x i

( )

( )
( )myyyD

mFFFD
myayxayyD

mFFFD

i

,,2,1

,,2,1

,,1,,1,,1

,,2,1

K

K

KK

K

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+−−=  (6.6.2) 

где m,1=α , ni ,1= . 
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Пример 6.6.1. Определяет ли система уравнений 
⎩⎨
⎧

=−
=−+
0

,0
yvu

xvu  

в окрестности точки ( )0,0,2,00М  неявные функции ( )yxuu ,=  и 
( )yxvv ,= ? 
Проверим выполнение условий теоремы: 
а) функции xvuF −+=1  и yvuF −=2  дифференцируемы в лю-

бой точке ( )∈vuyxM ,,, 4R ; 

б) частные производные 11 =
∂

∂

u
F , 11 =

∂

∂

v
F , 11 −=

∂

∂

x
F , 01 =

∂

∂

y
F , 

02 =
∂

∂

x
F , v

y
F

−=
∂

∂ 2 , 12 =
∂

∂

u
F , y

v
F

−=
∂

∂ 2  непрерывны в любой точке 

∈М 4R ; 
в) ( ) 001 =MF , ( ) 002 =MF ; 

г) ( )
( ) ( ) 03121

11
0,

, 21 ≠−=−−=−=
MyvuD

FFD . 

Следовательно, найдётся такая окрестность точки ( )0,0,2,00М , 
в пределах которой данная система уравнений определяет единствен-
ную пару функций ( )yxuu ,=  и ( )yxvv ,= . 

Разрешая систему относительно переменных u и v, находим  

u yx
y= +1 , v x

y= +1 . Очевидно,  что  в  качестве такой окрестности 

можно взять, например, открытый шар ( ) 32 2222 <++−+ vuyx . 
Убедимся в том, что координаты точки 0М  удовлетворяют  

уравнениям,  определяющим найденные функции. Получаем, что 

0
2
,0

0

1 ==
=

=+
y
xy

yxu , 0
2
,01 ==

=
=+

y
xy

xv . 

Кроме того, в указанной окрестности найденные функции не-
прерывны вместе со своими частными производными. 

Пример 6.6.2. Найти частные производные ∂
∂

u
x

 и ∂
∂

v
x

 совокуп-

ности неявных функций ( )yxuu ,= , ( )yxvv ,= , определяемых систе-

мой 
⎩⎨
⎧

=−
=−+
0

,0
yvu

xvu  в окрестности точки 00 =x , 20 =y , 000 == vu . 
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Дифференцируя каждое уравнение системы по х, получаем сис-

тему для частных производных 
∂

∂

u
x

 и 
∂

∂

v
x

  
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

u
x

v
x

u
x

v
xy

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

0

,

,
 решая 

которую, находим, что  ∂∂
v
x y= +

1
1 , ∂∂

u
x

y
y= +1 . 

Те же частные производные можно найти  по формулам (6.6.2): 
( )
( )

( )
( )vuD

FFD
vxD
FFD

x
u

,
2,1

,
2,1

−=∂
∂ ,  

( )
( )

( )
( )vuD

FFD
xuD
FFD

x
v

,
2,1

,
2,1

−=∂
∂ , 

где  ( ) ,,,,1 xvuvuyxF −+= ( ) .,,,2 yvuvuyxF −=  
 

Задание 6.6 
 

1. Найдите ∂
∂

u
x

, если 
⎩⎨
⎧

=+
+=+

.1
,

yvxu
yxvu  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1)  − +
−

u y
x y ; 2) u x

x y
+
− ; 3) − +

−
v y
x y ; 4) v x

x y
+
− . 

2. Найдите ∂
∂

u
y

, если 
⎩⎨
⎧

=+
+=+

.1
,

yvxu
yxvu  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1)  u y
x y
+
−  ;        2) − +

−
v x
y x ;  3) y v

y x
+
− ; 4) v x

y x
+
− .  

3. Найдите ∂
∂

v
x

, если 
⎩⎨
⎧

=+
+=+

.1
,

yvxu
yxvu  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 4, где: 

1)  u x
x y
+
− ; 2) − +

−
v x
y x ; 3) v x

y x
+
− ; 4) u v

y x
+
− . 

4. Найдите ∂
∂

u
x

, если 
⎩⎨
⎧

=−
=−+
.0

,0
yvu

xvu  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 

1)  y
y +1 ; 2) у

y −1 . 

5. Найдите ∂
∂

u
у

, если 
⎩⎨
⎧

=−
=−+
.0

,0
yvu

xvu  
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 

1) 
( )

x

y1
2

+
; 2) 

( )
у

у1
2

−
. 

6. Найдите ∂
∂

v
x

, если 
⎩⎨
⎧

=−
=−+
.0

,0
yvu

xvu  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 

1)  1
1+ y

; 2) 
1

1 − y
. 

7. Найдите ∂
∂

v
y

, если 
⎩⎨
⎧

=−
=−+
.0

,0
yvu

xvu  

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 

1) 
( )

−
+

х
у1

2 ; 2) 
( )

у

у1
2

−
. 

 
6.7. Зависимые и независимые системы функций 

 
Пусть в области ⊂D  nR  заданы m дифференцируемых функций  

( )
( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
=

.,,,
,

,,,,
,,,,

21

2122
2111

nmm

n
n

xxxfy

xxxfy
xxxfy

K
LLLLLLLL

K
K

 (6.7.1) 

Определение 6.7.1. Функция ( )nkk xxxfy ,,, 21 K=  называется 
зависимой в области D от остальных функций, если 

( )mkkk yyyyyy ,,,,, 1121 KK +−ϕ= ,  
где ϕ – дифференцируемая функция. 

Определение 6.7.2. Функции (6.7.1) называются зависимыми в 
области D, если хотя бы одна из них в этой области зависит от ос-
тальных. Если же ни одна из функций не зависит от остальных, то 
функции (6.7.1) называются независимыми в области D. 

Пример 6.7.1. Зависима ли система функций 3211 xxxy ++= , 

312 xxy += , 23 xy = ?  
Ясно, что 321 yyy += , и система данных функций зависима 

всюду на 3R . 
Теорема 6.7.1. Пусть выполняются 2 условия: 
1) функции  
( )nxxxfy ,,, 2111 K= , ( ),,,, 2122 nxxxfy K= …, ( )nmm xxxfy ,,, 21 K= ,  



 123

( )nm ≤  дифференцируемы в окрестности точки ( )00
2

0
10 ,,, nxxxM K ; 

2)  якобиан этих функций по каким-либо переменным не равен 
нулю в точке 0М . 

Тогда эти функции независимы в окрестности точки 0М . 
Пример 6.7.2. Исследовать на независимость систему функций  

31
1 += xey , 

42 2
12 −+= xexy , 

4213
33 xexxy x +−−= . 

Данные функции определены и дифференцируемы всюду на 4R . 
Матрица Якоби системы функций имеет вид 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

113
0021
000

3

2

1

x

x

x

e
e

e
A . 

Рассмотрим определитель 3-го порядка этой матрицы 

02
13

021
00

321

3

2

1

≠−=
−−

++ xxx

x

x

x

e
e

e
e

 ни в одной точке на 4R .  

Следовательно, функции 321 ,, yyy  независимы всюду на 4R . 
Теорема 6.7.2. Пусть выполняются четыре условия: 
1) функции myyy ,,, 21 K  дифференцируемы в некоторой окре-

стности точки  ( )00
2

0
10 ,,, nxxxM K ; 

2) частные производные ∂
∂

αf
xi

 ( )nim ,1,,1 ==α  непрерывны в 

точке 0М ; 

3) матрица Якоби ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ α

ix
f  имеет минор порядка r, не равный 0 в 

точке 0М ; 
4) все миноры порядка 1+r  равны нулю. 
Тогда функции, входящие в минор порядка r, независимы в окре-

стности точки 0М , а все остальные зависят от этих r функций. 
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Пример 6.7.3. Исследовать на зависимость систему функций 

222
3

2
1

,
,

zyxy
zyxy

zxyzxyy

++=
++=
++=

 

в окрестности точки ( )3,2,10М . 
Составим матрицу Якоби данной системы функций 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +++
=

zyx

xyzxzy
A

222
111 , 

Рассмотрим определитель 2-го порядка, составленный из эле-
ментов двух первых строк и столбцов матрицы А 

xyzxzy −=++
11 . 

Этот определитель обращается в нуль только в тех точках про-
странства, в которых y = x, в остальных он отличен от нуля. 

Следовательно, в точках, где xy ≠ , 1y  и 2y  независимы, а 3y  
зависит от них. 

Так как для точки ( )3,2,10М  условие у = х не выполняется, то 
найдётся такая окрестность этой точки, в  которой  любые две из ука-
занных функций независимы, а третья зависит от них. 

 
Задание 6.7 

 

1. В какой области независима система функций  
⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
,cos

y
x  ? 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) Всюду в 2R , кроме точки О(0,0).   
2) На всей плоскости 2R . 
2. Укажите область, в которой независима система функций   

⎩
⎨
⎧

=
=

.
,

x
yv
xyu

 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) на всей плоскости хОу; 
2) На всей плоскости хОу за исключением осей Ох и Оу.  

3. В какой области независима система функций 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
ϕρ=
ϕρ=

zz
y
x

,sin
,cos
 ? 
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Альтернативы для выбора ответа 1 – 3, где: 
1) всюду в 3R ; 
2) всюду в 3R  за исключением точки О(0,0,0); 
3) всюду в 3R  за исключением координатных осей. 
4.  Исследовать на зависимость систему функций  

.22
,2
,2

txw
exv
exu

z

y

−+=
−+=
−+=

 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где:  
1) зависима; 2) независима. 
5.  Исследовать на зависимость систему функций 

.
,

,

4
33

2
2

2
12

3
2
2

2
11

xy
xxy

xxxy

=
+=

−+=
 

Альтернативы для выбора ответа 1 – 2, где: 
1) зависима;           2) независима. 
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Ответы 
1.  Определение метрического пространства и некоторые топологические 

понятия в нём 
Задание 1.1 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 
Ответ 1 3 2 13 12 17 1 

Задание 1.2 
Задача 1.1 1.2 1.3 2.1 2.2 2.3 3.1 3.2 3.3 4.1 4.2 4.3 5 
Ответ 2 3 4 4 2 3 2 4 1 3 1 2 2 

Задание 1.3 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Ответ нет да 4 да да 2 нет да 2 1 

Задание 1.4 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 
Ответ 2 1 1 1 2 3 3 3 

Задание 1.5 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 
Ответ да нет да нет нет да нет нет

Задание 1.6 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Ответ 3 3 (0, 0) (1, −1) (0, 0) (0, е) (0, 0) 2 да нет (2, 1, 1) 2 2 

Задание 1.7 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Ответ 2 2 1 1 1 2 2 2 2 2 3 

2. Определение, предел, непрерывность функций нескольких переменных 
Задание 2.1 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 
Ответ 2 1 2 4 2 2 4 

Задание 2.2 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Ответ 1 3 2 4 5 3 3 1 4 3 4 3 4 

Задание 2.3 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Ответ 2 0 2 1 3 4 1 −1 2 4 0 

Задание 2.4 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Ответ 1 1 2 2 1 3 2 5 1 7 4 

Задание 2.5 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Ответ да да 2 (0, 0) −2 (1, 2) Да нет нет нет
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Задача 11 12 13 14 15 16 17 18 19  
Ответ нет да нет нет да да нет нет да  

3. Дифференцируемость функций нескольких переменных 
Задание 3.1 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ответ 1 3 2 1 5 e y3

xx 1+ ( )zyx +3cos3 2  −2 −1 0 0 
Задание 3.2 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 
Ответ 3 2 4 3 (2, 1) 2 135 (0, 0, 2) 

Задание 3.3 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Ответ да (0, 5) 2 2 2 4 x

z
y
z −3 −1 

Задание 3.4 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ответ 2 4 11 3 5 9 10 7 1 6 3 6 

Задание 3.5  Задание 3.6  
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13  1 2 3 4 5 
Ответ 2 нет 2 да 3 да 2 да 3 нет 2 нет 2  3 2 да нет нет

Задание 3.7 
Задача 1 2 3 4 5 
Ответ 0542 =−−+ zyx x y z− − −

−= =
1

2
2

4
5

1
(0, 0, 4) (1, 1, 2) x y z+ −

−= =
2

1 0
1

1   
Задача 6 7 8 9 10 
Ответ 1 2 4 5 0x y z+ − − = x y z− −

= =
2

1
1

2 0  (4, 4, −4) (−4, −4, 4) (0, 0, 0)

Задание 3.8 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
Ответ 2 3 1 4 1 6 3 3 2 3 1 4 2 5 2 3 

4. Скалярное поле 
Задание 4.1 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 
Ответ нет нет сферы 3 4 3 2 5 

Задание 4.2 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Ответ 2 ( )− −1

3
2
3

2
3, ,  ( )

3
1

3
1

3
1 ,,  41

5  −63 3 0 нет нет да 

Задание 4.3 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Ответ 2 2 1 1

5
2
5i j+  2 i да 3 3 3 1 74  

5.  Формула Тейлора 
Задание 5.1 
Задача 1.1 1.2 1.3 2.1 2.2 2.3 3 4 5 6.1 6.2 6.3 7 
Ответ 2 4 5 3 2 3 да 1, 2, 3 1, 2, 3 2 2 4 2  
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Задача 8 9 10.1 10.2 10.3 11 12 
Ответ 1 2 4 3 1 да да 

Задание 5.2 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ответ 3 4 1 2 нет нет 3 2 6 4 3 3 

Задание 5.3 
Задача 1 2 3 4 5 6 
Ответ 2 3 2 1 1 3 

Задание 5.4 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Ответ 2 1 3 да нет 3 2 нет да да нет 1 

Задание 5.5 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ответ (−2, 1) − min 1 (1, −2) (0, 0) (1, 1) 2 3 2 2 3 3 3 3 

Задание 5.6 
Задача 1 2 3 4 
Ответ ( )− −2

3
1
3 1, ,  2 2 3 

Задание 5.7 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Ответ нет 2 1 3 1 4 2 1 2 4 1 

Задание 5.8 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Ответ 1 4 3 (1, 0) 1 1 3 −1 9 0 8 0 

6.  Отображения 
Задание 6.1 
Задача 1 2.1 2.2 2.3 3 4 5 6 7 8 9.1 9.2 9.3 9.4 10 11.1 11.2
Ответ [0, 1] 4 3 1 3 4 [0, 4] 2 3 2 3 2 7 8 3 2 4 
Задание 6.2 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Ответ 1 2 2 2 2 (1, 1) 2 1 2 2 3 

Задание 6.3 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Ответ 2 2 1 3 1 1 4 1 2 

Задание 6.4  Задание 6.5 
Задача 1 2 3 4 5 6 7 8  1 2 3 4 5 6 7 8 
Ответ 1 3 1 2 1 2 1 2  3 3 3 3 да 2 1 да

Задание 6.6  Задание 6.7 
Задача 1 2 3 4 5 6 7   1 2 3 4 5 
Ответ 1 3 1 1 1 1 1  1 2 2 2 1 
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