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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

В этой лекции мы будем изучать 

«абсолютно твердые» тела. Это 

значит, что всякого рода дефор-

мациями, которые могут проис-

ходить при движении тела, мы 

можем пренебречь и полагать, 

что расстояния между частица-

ми тела остаются неизменными. 

Рассмотрим твердое тело, вра-

щающееся около неподвижной 

проходящей через него оси.  

Кинетическая энергия вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Мысленно разобьем это тело на маленькие 

объемы с массами Dт1, Dm2, ..., находящиеся на 

расстояниях r1, r2, ... от оси вращения. Разным 

значениям расстояний будут соответствовать и 

различные скорости движения v1, v2,... Нас 

интересует кинетическая энергия вращения всего 

твердого тела. Она сложится из кинетических 

энергий частиц Dт1, Dm2, ..., т. е. 
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Кинетическая энергия вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Скорость кругового движения той или иной точки 

тела нетрудно выразить через угловую скорость 

вращения тела w. Если тело поворачивается за 

время dt на угол d, то производная 
d
dt

 носит 

название угловой скорости: 

 ω =
d
dt

 

 В случае равномерного движения формула 

переходит в известное соотношение ω =
2π

𝑇
 .  

Кинетическая энергия вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Величина ω измеряется обычно в радианах в 

секунду. Если тело совершает 1 оборот в 

секунду, то его угловая скорость равна 2p рад/с. 

Все точки вращающегося твердого тела имеют 

различные скорости v (мы будем называть их 

линейными), но одинаковую угловую скорость w. 

При повороте на угол d точка проходит дугу  

ds=r d.  

Кинетическая энергия вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Кинетическая энергия вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Величина, стоящая в скобках, не зависит от 

скорости движения, а характеризует инерцион-

ные свойства тела во вращательном движении: 

чем больше величина, стоящая в скобках, тем 

большую энергию надо затратить для 

достижения заданной скорости.  

Поэтому величина 

𝐼 = 𝑟1
2∆𝑚1 + 𝑟2

2∆𝑚2 +⋯ 

называется моментом инерции тела, а 

выражение 𝑟1
2∆𝑚1 — моментом инерции точки. 

Кинетическая энергия вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Значение I можно записать и короче: 

𝐼 =  𝑟2𝑑𝑚, 

при этом интегрирование (суммирование) 

производится по всем точкам тела. 

Формула для кинетической энергии 

вращающегося тела приобретает вид 

𝐾вр =
𝐼𝜔2
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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Эта формула справедлива для тела, вращающе-

гося около неподвижной оси. Если речь идет о 

катящемся теле — шаре, колесе и пр., то энергия 

движения будет складываться из энергии враще-

ния и энергии поступательного движения. 

Если катящееся тело имеет массу М, момент 

инерции I, скорость поступательного движения v 

и вращательного ω, то кинетическая энергия 

𝐾кач =
𝑀𝑣2
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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Более того, оказывается, что последняя формула 

справедлива для любого производного движения 

твердого тела. В теоретической механике 

доказывается, что произвольное движение 

всегда можно разложить на совокупность 

поступательного и вращательного. 

При этом вращение надо рассматривать по 

отношению к оси, проходящей через центр 

инерции 

  

Кинетическая энергия вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Из формулы для момента 

инерции видно, что значение I 

зависит от характера распре-

деления массы по отношению к 

оси вращения. Точки, лежащие 

вдали от оси вращения, вносят 

в сумму значительно больший 

вклад, чем близкие точки.  

Момент инерции 

Вычислим момент инерции плоского диска с 

радиусом r относительно оси, перпендикулярной к 

его плоскости и проходящей через его центр.  



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Масса элементарного кольца с радиусом х будет 

dm=r·2pxdx, где r — плотность материала диска. 

Момент инерции этого кольца dl1=dm·x2, а момент 

инерции всего диска 

𝐼1 =  𝑑𝐼1 =  𝜌 ∙ 2𝜋𝑥
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Очевидно, что относительно такой же оси момент 

инерции кольца, вся масса которого сосредоточена 

на внешней окружности радиуса r, будет I2=тr2, т.е. 

I2=2I1.  

Момент инерции 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Момент инерции одного и того же тела будет 

различным, в зависимости от расположения оси 

вращения. Если тонкая спица вращается около 

своей длинной оси, то момент инерции будет 

крайне мал — все точки лежат очень близко к оси 

вращения, и следовательно, все величины r1, r2, ... , 

входящие в формулу для I, совершенно 

незначительны. Момент инерции будет гораздо 

больше, если спицу вращать около линии, 

перпендикулярной к ее оси. 

Момент инерции 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Момент инерции зависит и от 

направления оси и от места ее 

прохождения. Если не оговорено 

специально, то предполагается, 

что ось вращения проходит через 

центр инерции тела. 

Если ось вращения сдвинута по 

отношению к центру инерции на 

расстояние а, то новый момент 

инерции I будет отличен от 

Момент инерции 

момента инерции I0 относительно параллельной 

оси, проходящей через центр инерции. 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

По аналогии с катящимся колесом кинетическую 

энергию тела, вращающегося около сдвинутой оси, 

можно представить как сумму 

𝐾 =
𝑀𝑣2

2
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здесь v — скорость движения центра инерции, 

которая будет равна аw. Таким образом, 
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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Следовательно, момент инерции I относительно 

параллельной оси, сдвинутой на а от центра 

инерции, будет равен 

 

Отсюда следует, что момент инерции относительно 

оси, проходящей через центр инерции, всегда 

самый малый для данного направления. В 

зависимости от симметрии тела его характеризуют 

одним, двумя или тремя моментами инерции по 

отношению к главным осям, проходящим через 

центр инерции. 

Момент инерции 

2
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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Так, для диска характерны две оси, проходящее 

через его центр: лежащая вдоль диска и 

перпендикулярная к диску; моменты инерции 

соответственно равны (разумеется, имеем в виду 

однородное распределение массы по диску) mr2/4 и 

тr2/2. Для кольца моменты инерции около так же 

проведенных осей будут тr2/2 и тr2. 

Для всех тел вращения достаточно знать моменты 

инерции относительно двух осей.  

Момент инерции 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

В случае тел произвольной формы для 

исчерпывающей характеристики инерционных 

свойств тела при вращении вполне достаточно 

знать три  момента инерции относительно осей, 

проходящих через центр инерции, а именно: 

наибольший момент инерции Iмакс, наименьший /мин 

и момент инерции относительно оси, 

перпендикулярной к первым двум (Iср). 

Единственное тело, у которого моменты инерции 

около всех осей одинаковы, - это шар. Для шара 

/=2/5mr2. 

Момент инерции 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Примеры.  

1. Маховик судового двигателя с массой порядка 1т 

и диаметром 2 м имеет момент инерции I≈1000 

кгм2. Делая 300 об/мин, маховик обладает 

кинетической энергией вращения 

 

 

2. Момент инерции земного шара имеет величину 

порядка 1045 гсм2 = 1038кгм2. Кинетическая энергия 

вращения Земли вокруг своей оси 2,51029 Дж. 

Момент инерции 
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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Примеры.  

3. В молекуле водорода Н2 расстояние между ядрами 

атомов l=0,75310-10 м, масса атома водорода mн = 

1,659810-27 кг, поэтому момент инерции молекулы 
относительно оси, перпендикулярной к l, будет 

  

 

Момент инерции 
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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Если тело, закрепленное на оси, приводится во 

вращение силой F или, напротив, вращающееся 

тело тормозится силой, то при этом кинетическая 

энергия вращения возрастает или убывает на 

величину затраченной работы. Так же, как и в 

случае поступательного движения, эта работа 

зависит от действующей силы и от произведенного 

ею перемещения. Однако перемещение теперь 

угловое и знакомое нам выражение работы для 

смещения материальной точки на некоторое 

расстояние теперь уже неприменимо. 

Работа вращения и основное уравнение вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Для нахождения 

интересующей нас 

формулы обратимся к 

чертежу. Сила F 

приложена в точке, 

находящейся на 

Работа вращения и основное уравнение вращения 

расстоянии r от оси вращения. Угол между направ-

лением силы и радиусом-вектором обозначен 

через θ. Так как тело абсолютно твердое, то работа 

этой силы (хотя она и приложена к одной точке) 

равна работе, затраченной на поворот всего тела.  



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

При повороте тела на угол d точка приложения 

проходит путь r d и работа dA, равная 

произведению проекции силы на направление 

смещения на величину смещения, будет равна 

dA=Frsinθd 

Выражение M = Frsinθ называется моментом силы.  

Из чертежа видно, что rsinθ = d – плечо силы, 

кратчайшее расстояние между линией действия 

силы и осью вращения. Поэтому М = Fd, т.е. 

момент силы равен произведению силы на плечо.  

Работа вращения и основное уравнение вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

И тогда     

dA=Md: 

Работа вращения тела равна произведению 

момента действующей силы на угол поворота. 

Строго говоря, формула справедлива для 

бесконечно малого угла d. Однако мы можем ею 

пользоваться в любом случае, если будем 

понимать под М среднее значение момента силы 

за время поворота. Тогда  

DA=McpD 

  

 

Работа вращения и основное уравнение вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Работа вращения идет на увеличение кинетической 

энергии вращения. Поэтому должно выполняться 

равенство 

 

 

Если момент инерции постоянен во время 

движения, то 

Md=Iwdw 
 

Или, поскольку     ,   

  

 

Работа вращения и основное уравнение вращения 
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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Это и есть основное уравнение движения 

вращающегося тела. Момент силы, действующей 

на тело, равен произведению момента инерции 
 

тела на угловое ускорение       . 
 

Примеры. 1. Момент силы, приходящийся на одно 

колесо локомотива, развивающего тяговое усилие 

порядка 105 Н, будет порядка    3000 Нм. 

Человек, едущий на велосипеде, создает 

вращающий момент на педали порядка 100 Нм. 

Работа вращения и основное уравнение вращения 

dt

dw




ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Бросается в глаза аналогия между формулами 

движения материальной точки и выведенными 

законами вращения твердого тела. Это ясно хотя 

бы из такого сопоставления:  

Момент импульса 

Движущаяся точка Вращающееся тело 
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ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Очевиден и физический смысл аналогии: подобно 

тому как в механике точки ускорения могут быть 

вычислены по заданной силе, во вращательном 

движении угловое ускорение вычисляется по 

заданному моменту силы. Роль массы играет 

момент инерции, им характеризуется во вращении 

степень инертности тела (одной массы уже для 

этого недостаточно). Эта аналогия поощряет нас к 

тому, чтобы сделать еще один шаг и допустить, что 

в отношении аналогичных физических величин 

должны существовать аналогичные закономерности. 

Момент импульса 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Ранее было установлено, что импульс p=mv 

является физической величиной, 

удовлетворяющей закону сохранения в замкнутой 

системе. Величиной, аналогичной р, является 

момент импульса (вращательный импульс) 

N=Iω 

Можно строго доказать, что вращательный импульс 

удовлетворяет закону сохранения: в замкнутой 

системе полный вращательный импульс входящих 

в эту систему тел не изменяется.  

Момент импульса 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Увеличение вращательного импульса одного из тел 

должно быть скомпенсировано равным 

уменьшением остальных. Закон сохранения 

импульса, если его применить к одному телу, имеет 

форму mv=const и, таким образом, совпадает с 

законом инерции. Закон сохранения вращательного 

импульса приводит нас к интересному результату 

даже в этом простейшем случае. Одно 

единственное тело при отсутствии взаимодействия 

со средой должно удовлетворять условию 

Iω = const. 

Момент импульса 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Но момент инерции тела может изменяться во 

время движения. Мы видим, что возрастание 

момента инерции  I должно сопровождаться 

уменьшением угловой скорости ω, и наоборот. 

Этому можно привести множество примеров и 

эффектно проиллюстрировать на опытах, если 

располагать вращающимся табуретом (скамьей 

Жуковского).  

Момент импульса 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Момент импульса 

знакомо гимнастам 

и танцорам. Этот 

прием использует-

ся во всякого рода 

прыжках, пере-

ворачиваниях, 

кружениях.  

Уменьшение момента 

инерции как прием, 

увеличивающий скорость 

вращения, хорошо  



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Допустим, что тело получило импульс вращения 

около какой-либо закрепленной оси. Представим 

себе, что закрепление оси снято. Хотя 

вращательный импульс должен сохраниться 

(разумеется, если пренебречь трением), но 

расположение тела в пространстве может все же 

меняться; если при этом изменится момент 

инерции, то это будет скомпенсировано 

соответственным изменением угловой скорости. 

Свободные оси вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Однако в ряде случаев характер вращения не 

изменится; вращение будет устойчиво происходить 

около первоначального направления так, как будто 

бы ось вращения была по-прежнему закреплена. 

Теория и опыт показывают, что такими 

устойчивыми свободными осями вращения могут 

быть две оси, проходящие через центр инерции: 

ось максимального момента инерции и ось мини-

мального момента инерции. 

Свободные оси вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Если закрепленная 

ось вращения 

проходила через 

центр инерции, но 

была наклонена к 

осям симметрии, а 

следовательно, и к 

Свободные оси вращения 

названным выше направлениям, то после того, как 

ось высвободится, тело начнет менять свое 

расположение по отношению к оси вращения.  



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Из рисунка видно, что причиной изменения рас-

положения является то, что центробежные силы 

образуют пару сил. Тело будет менять 

расположение до тех пор, пока осью вращения не 

станет свободная ось. 

Можно показать, что свободно вращающееся тело 

будет менять ось вращения до тех пор, пока 

вращение не станет происходить около свободной 

оси.  
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Привязывая за 

нитку тела раз-

личного профи-

ля и прикрепив 

другой конец 

нитки к оси мо-

тора, мы можем  

Свободные оси вращения 

передать телу вращательное движение, не закреп-

ляя оси вращения. На рисунке показаны последо-

вательные положения вращающегося кружка, цепи 

и спичечной коробки. Спичечная коробка начнет 

вращаться около оси, параллельной либо самому 

короткому, либо самому длинному ребру.  



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Пример: При строительстве одной из первых 

паровых турбин не сумели при скорости в 3000 

об/мин достаточно точно фиксировать положение 

закрепленной оси, чтобы ликвидировать пары 

центробежных сил, действующие на подшипники. 

При столь больших скоростях эти силы 

недопустимо велики. Из затруднения вышли, ис-

пользуя для оси турбинного диска гибкий вал. 

Вращение происходило около свободной оси, а 

гибкий вал приспосабливался к этой оси. 

Свободные оси вращения 



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Рассмотрим это явление более детально. 

Обозначим через ɑ сдвиг центра тяжести колеса 

турбины, происходящий из-за асимметрии колеса, 

а через Δ - величину изгиба вала под действием 

центробежной силы. Вал прогнется в сторону асим-

метрии, поэтому выражение центробежной силы 

может быть записано в виде 4𝜋2𝑛2𝑀 𝑎 + ∆ . Эта 

сила уравновешивается упругой силой kΔ где k – 

жесткость вала. Таким образом, 

∆= 𝑎
1

𝑘
4𝜋2𝑛2𝑀

− 1
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Из формулы следует, что при увеличении скорости 

вращения n прогиб вала Δ не растет, а стремится 

стать равным величине асимметрии колеса с 

обратным знаком. Это означает, что при 

возрастании скорости вращения турбины полное 

смещение колеса с валом от оси вращения 

становится равным нулю. В этом и состоит при-

способляемость гибкого вала: он может изогнуться 

на нужную для уничтожения центробежной силы 

величину, не сломавшись. 
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Из приведенной формулы следует, что условие 
𝑘

4𝜋2𝑛2𝑀
= 1 

является критическим. При этом соотношении 

изгиб вала становится бесконечно большим. Это - 

момент резонанса (внешняя частота 𝑛 =
1

2𝜋

𝑘

𝑀
  

совпадает с собственной частотой колеса турбины, 

имеющего массу М и насаженного на вал с 

жесткостью k), который должен быть быстро 

пройден при разгоне турбины. 
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Под гироскопом или волчком обычно понимают 

устройство, которое может вращаться около как 

угодно ориентированной оси. Если волчок закручен 

и предоставлен сам себе, то он сохраняет свою ось 

вращения неизменной, пока на него не действуют 

силы (Iω в этом случае не должно меняться). 

Действие силы на ось вращения волчка 

проявляется весьма неожиданным образом. Это 

демонстрируется с помощью гироскопа, 

уравновешенного грузом так, чтобы ось прибора 

была горизонтальной.  

Гироскопы 
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Раскрутим гиро-

скоп в вертикаль-

ной плоскости и к 

оси подвесим груз 

G. Казалось бы, 

вся правая часть, 

Гироскопы 

т. е. гироскоп, должна поднять-

ся кверху. Так и было бы, если  

бы гироскоп не вращался. Вращающийся же гиро-

скоп придет во вращение с постоянной скоростью 

около вертикальной оси в направлении, показан-

ном пунктиром со стрелкой.  



ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

Движение происходит под прямым углом к 

направлению действующей силы. Описанное 

явление, при котором ось вращения начинает вра-

щаться около направления силы, называется 

прецессией. Как только ось волчка хоть немного 

отклонится от вертикали, на волчок начнет 

действовать опрокидывающий момент силы 

тяжести. Неподвижный волчок упал бы, но 

вращающийся волчок начнет прецессировать 

около вертикали. Ось волчка будет описывать 

конус с вершиной в точке опоры волчка.  
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Гироскопы 

Обычно вращение волчка носит 

еще более сложный характер. На 

прецессионное движение 

накладывается нутация. Даже 

небольшой толчок (который 

всегда возможен) может 

заставить ось волчка дрожать.  

В результате явления нутации ось описывает не 

окружность, а циклоидальную линию, показанную 

на рисунке. Впрочем, часто нутационные явления 

заметны очень слабо. 


