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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Настоящее пособие предназначено для студентов института кибер-

нетики, но может быть использовано студентами и других инженерных 
специальностей. В нем рассматриваются три раздела теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений (ОДУ). В первой главе изучают-
ся уравнения первого порядка. Во второй главе рассматриваются урав-
нения высших порядков, при этом, наряду с задачей Коши рассматрива-
ется краевая задача. В частности, один параграф посвящен задаче 
Штурма-Лиувилля, как частному случаю краевых задач. В третьей главе 
изучаются системы дифференциальных уравнений. Здесь же несколько 
параграфов посвящено линейным уравнениям в частных производных 
первого порядка. Хотя уравнения в частных производных являются ча-
стью курса «уравнения математической физики», авторы считают, что 
линейные уравнения в частных производных первого порядка полезнее 
изучать в рамках курса дифференциальных уравнений, так как интегри-
рование такого типа уравнений сводится к интегрированию системы 
ОДУ. Кроме того, это позволит студентам привыкнуть к работе с урав-
нениями, связывающими функцию нескольких переменных и ее част-
ные производные, и подготовит их к решению объемных задач матема-
тической физики.  

Для удобства работы с пособием авторы использовали в главах 
сквозную нумерацию параграфов. Нумерация формул, теорем и приме-
ров привязана к параграфам. Использовались символы ∎ – доказатель-
ство закончено и ⋄ – решение примера завершено. Дополнительная ин-
формация, уточняющая или поясняющая определения или теоремы, вы-
делена в виде замечаний. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Понятия, а вслед за ними и целые разделы, существующие в совре-

менной математике, часто кажутся весьма далекими от реального мира. Но 
именно они позволяют понять и описать строение атомного ядра, движения 
геологических плит, рассчитать движение объектов вблизи и в далеком 
космосе, дают возможность строить математические модели экономики, 
применять математику в изучении общественных явлений.  

Один из таких разделов, которые в обязательном порядке изучают 
студенты младших курсов – дифференциальные уравнения. Особенно-
стью дифференциальных уравнений является их непосредственная 
связь с приложениями. Чтобы изучить достаточно сложное явление 
природы, предварительно рассматривают всевозможные связи между 
величинами, их характеризующими. Затем эти связи выражают мате-
матически – функциями и их производными. В результате получают 
дифференциальное уравнение, а, зачастую, и систему дифференциаль-
ных уравнений. Решая такое уравнение (или систему), мы, фактически, 
восстанавливаем функцию по ее свойствам. Далее, по виду полученной 
функции можно делать выводы о том, как в дальнейшем будет разви-
ваться изучаемое явление, какие условия надо задать, чтобы достиг-
нуть требуемых результатов.  

Как известно, теория обыкновенных дифференциальных уравнений 
начала развиваться в XVII веке одновременно с возникновением диф-
ференциального и интегрального исчисления. Можно сказать, что необ-
ходимость решать дифференциальные уравнения для нужд механики, то 
есть находить траектории движений, явилась толчком для создания 
Ньютоном нового исчисления. Законы Ньютона позволяют строить ма-
тематическую модель механического движения, которая обычно пред-
ставляет собой дифференциальное уравнение. Рассмотрим, например, 
подробнее такую задачу.  

С некоторой высоты сброшено тело массой m. Требуется устано-
вить закон изменения скорости падения тела v(t), если на него действует 
сила сопротивления воздуха, пропорциональная скорости (коэффициент 
пропорциональности k). По II закону Ньютона  

ma = F,  

где 
dt
dva =  – ускорение движущегося тела, kvmgFFF сопрT −=+=  – 

сумма сил, действующих на тело – силы тяжести и силы сопротивления 
воздуха. Таким образом, имеем уравнение, связывающее искомую функ-
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цию v(t) и ее производную 
dt
dv :  

kvmg
dt
dvm −= , 

т. е. дифференциальное уравнение. 
В настоящее время теория дифференциальных уравнений является 

одним из самых больших разделов современной математики. Ее разра-
боткой занимались крупнейшие ученые XVIII века, такие как Ж. Далам-
бер, Ж. Л. Лагранж, А. Клеро и др. Наибольшую роль в развитии этой 
теории сыграли труды Л. Эйлера. В первых двух томах его «Интеграль-
ного исчисления» содержится немало классических примеров интегри-
рования дифференциальных уравнений, в том числе и решения линей-
ного однородного уравнения любого порядка с постоянными коэффи-
циентами.  

Отметим, что изучение обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ОДУ) на младших курсах обычно остается на уровне открытий 
XVIII века, и заключается в освоении приемов интегрирования лишь 
хорошо изученных типов уравнений и некоторых экзотических случаев, 
ибо "точно" интегрируемые уравнения – это исключительная редкость 
во множестве возможных уравнений. Переходя к реальным объектам 
исследования, студенты, инженеры и аспиранты сталкиваются с более 
сложными моделями и их математической реализацией. Даже в кругах 
исследователей – «чистых математиков» довольно долго интегрирова-
ние уравнений в квадратурах, теоретико-групповой подход к уравнени-
ям считались тупиковой ветвью в науке. Тем не менее, теория обыкно-
венных дифференциальных уравнений является базой для уравнений 
математической физики и, кроме того, развитие современной физики 
показало, что именно те самые редкие и хорошо изученные случаи и 
представляют наибольший физический интерес. А успехи, достигнутые 
в ряде разделов математики – в алгебраической топологии, дифферен-
циальной геометрии и коммутативной алгебре, позволяют надеяться на 
то, что общая теория уравнений с частными производными будет по-
строена. 
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ГЛАВА I  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

§ 1. Основные понятия 

В математике и физике часто встречаются задачи, для решения ко-
торых требуется решить уравнение, содержащее не только неизвестную 
функцию и ее аргумент, но и производную неизвестной функции.  

Уравнение вида  
 , (1.1) 0),,,,,,( )( =′′′′′′ nyyyyyxF K

связывающее независимую переменную x , искомую функцию )(xyy =  
и ее производные ) , называется обыкновенным 
дифференциальным уравнением. Порядок старшей производной, вхо-
дящей в дифференциальное уравнение, называется порядком диффе-
ренциального уравнения. 

(,),(),( )( xyxyxy nK′′′

Например, уравнения  
02 =−+′ xxyy , 
0)( 2 =+′ xeyx , 

01=−′yy , 

0)(
25 =+′ yey  

будут дифференциальными уравнениями первого порядка; уравнения 
0)( 3 =−′−′′ yyyx , 

1=′−′′ yy  
будут дифференциальными уравнениями второго порядка; уравнение 

052 =+′′′− xyy  
имеет третий порядок. 

Функция )(xy ϕ=  называется решением дифференциального урав-
нения (1.1) на интервале ) , если при ее подстановке в это уравнение 
получается тождество, справедливое для всех 

,( ba
x  из интервала . ),( ba

Например, функция xy cos=  является решением дифференциаль-

ного уравнения  на )0=+′′ yy ,( +∞−∞ ; функция 21 xy −=  будет ре-

шением уравнения y
xy −=′  в интервале )1;1(− . Чтобы это проверить, 

достаточно подставить функцию в соответствующее уравнение.  
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Уравнение  
0),( =Φ yx , 

задающее в неявном виде решение дифференциального уравнения (1.1), 
называется интегралом дифференциального уравнения.  

График решения (интеграла) дифференциального уравнения назы-
вается интегральной кривой. 

Процесс нахождения решений дифференциального уравнения на-
зывается интегрированием дифференциального уравнения. Это назва-
ние не случайно, так как нахождение решений обычно связано с про-
цессом интегрирования. Поскольку процесс интегрирования функции 
приводит к появлению множества функций, то и решений любое диф-
ференциальное уравнение тоже будет иметь множество. Основной зада-
чей теории дифференциальных уравнений является отыскание всех ре-
шений данного дифференциального уравнения в заданной области (в 
явной или неявной форме). Дифференциальное уравнение называется 
интегрируемым в квадратурах, если все его решения могут быть полу-
чены в результате конечной последовательности элементарных действий 
над известными функциями и интегрированием этих функций. Таких 
уравнений сравнительно немного. В нашем курсе мы рассмотрим основ-
ные типы дифференциальных уравнений, интегрируемых в квадратурах. 

Замечание .  В математике рассматриваются также уравнения, 
которые связывают искомую функцию нескольких переменных, ее 
аргументы и частные производные. Такие уравнения называются 
дифференциальными уравнениями в частных производных. Их 
интегрирование представляет собой значительно более сложную 
задачу, чем интегрирование обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Позднее мы познакомимся с одним типом дифференци-
альных уравнений в частных производных.  

§ 2. Теорема существования и единственности решения задачи Коши 
для уравнения, разрешенного относительно производной 

В общем случае дифференциальное уравнение первого порядка 
имеет вид 
 0),,( =′yyxF , (2.1)
где x  – независимая переменная,  – неизвестная искомая функция, y
F  – заданная функция трех переменных. В §§ 2-10 мы будем рассмат-
ривать дифференциальные уравнения первого порядка, которые можно 
записать в виде 
 ),( yxfy =′ . (2.2)
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Уравнение (2.2) называется уравнением первого порядка, разрешенным 
относительно производной. Для уравнений вида (2.2) справедлива 
следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 2.1 (Коши). Пусть в уравнении  
 ),( yxfy =′  (2.2) 

функция ),( yxf  удовлетворяет двум условиям: 
1) ),( yxf  непрерывна в некоторой области D  плоскости xOy ; 
2) ее частная производная ),( yxf y′  в области D  ограничена.  

Тогда для любой точки DyxM ∈),( 000  существует единственное реше-
ние )(xy ϕ=  уравнения (2.2), определенное в некотором интервале 

, содержащем точку , и удовлетворяющее условию ),( ba 0x )( 00 xy ϕ= .  

Числа  называются начальными значениями (данными) для 
решения )

00, yx
(xy ϕ= , а условие )( 00 xy ϕ=  – начальным условием реше-

ния. Задача нахождения решения )(xy ϕ=  дифференциального уравне-
ния (2.2), удовлетворяющего начальному условию )( 00 xy ϕ= , называет-
ся задачей Коши. Поэтому теорему 2.1 называют теоремой существо-
вания и единственности решения задачи Коши.  

Геометрически задание начального усло-
вия означает, что на плоскости xOy  задается 
точка ) , через которую проходит ин-
тегральная кривая. Согласно теореме 2.1, через 
каждую точку области  проходит, и притом 
единственная, интегральная кривая уравнения 
(2.2). Закрепляя значение  и изменяя в неко-
торых пределах значение  (так, чтобы точка 

 принадлежала области ), для каждого числа  будем получать 
свое решение. В результате, вся область  будет покрыта интегральными 
кривыми, которые нигде между собой не пересекаются (рис.2.1).  

,( 000 yxM

D

0x
0y

),( 00 yx D 0y
D

y

Рис.2.1.

O

D
M0

x

Таким образом, теорема 2.1 подтверждает высказанное нами ранее 
предположение о том, что дифференциальное уравнение имеет множе-
ство решений и говорит о том, что эта совокупность решений зависит от 
произвольной постоянной.  
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Общим решением дифференциального уравнения (2.2) 
 ),( yxfy =′    
в области D  существования и единственности решения задачи Коши 
называется функция ),( Cxy ϕ= , 
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зависящая от x  и одной произвольной постоянной , которая удовле-
творяет следующим двум условиям: 

C

1) при любом допустимом значении постоянной С она удовлетворяет 
уравнению (2.1); 

2) каково бы ни было начальное условие )( 00 xyy =  (где ), 
можно найти единственное значение  такое, что функция 

Dyx ∈),( 00

0C
),( 0Cxy ϕ=  удовлетворяет данному начальному условию. 

Уравнение 0),,( =Φ Cyx , задающее общее решение в неявном ви-
де, называется общим интегралом уравнения. 

С геометрической точки зрения общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения представляет собой семейство инте-
гральных кривых, зависящих от одного параметра. Решение уравнения, 
удовлетворяющее условию )( 00 xyy =  (где Dyx ∈),( 00 ), будет изобра-
жаться определенной кривой этого семейства (рис.2.1). 

Замечани е .  Теорема 2.1 дает достаточные условия существова-
ния (1 условие теоремы) и единственности (2 условие теоремы) 
решения задачи Коши. Поэтому возможно, что в точке  ус-
ловия теоремы 2.1 не выполняются, а решение )

),( 00 yx
(xyy =  уравнения 

(2.2), удовлетворяющее условию )( 00 xyy = , существует и единст-
венно. 

ПРИМЕР 2.1. Рассмотрим уравнение 2
1
y

y =′ . Имеем 2
1),(
y

yxf = , 

3
2
yy

f
−=

∂
∂ . В точках )  оси Ox функция f(x, y) разрывна и, следова-

тельно, условия теоремы 2.1 не выполняются. Но через каждую точку 
 проходит единственная интегральная кривая 

0,( 0x

)0,( 0x 3
0 )(3 xxy −=  

(рис. 2.2). ⋄ 

ПРИМЕР 2.2. Рассмотрим уравнение 3 2

2
3 yy =′ . Имеем 

3 2

2
3),( yyxf = , 

3

1
yy

f
=

∂
∂ . Во всех точках плоскости xOy функция ),( yxf  

определена и непрерывна. Однако в точках )  производная функции 0,(x0

∞→
∂y
∂f . Так как в точках оси Ox нарушается второе условие теоремы 2.1, 

то возможно нарушение единственности решения. Легко проверить, что 
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функция 
8

)( Cxy +
=

3

 является общим решением данного уравнения. Кро-

ме того, очевидно, что уравнение имеет решение 0≡y
0,(x

. Таким образом, че-
рез каждую точку )  проходит две интегральные кривые (рис. 2.3), и в 
этих точках действительно нарушается единственность решения. ⋄ 

0

y

O x

Рис.2.2.
          

Рис.2.3.

y

O x

Решение (интеграл), в каждой точке которого выполняется условие 
единственности, называется частным. Очевидно, что любое частное 
решение (интеграл) получается из общего решения (интеграла) при кон-
кретном значении постоянной C  (включая ±∞=C ). 

Общее решение не всегда описывает все множество решений диф-
ференциального уравнения (см. пример 2.2). Решение (интеграл) 

)(xy ψ= , в каждой точке которого нарушено условие единственности 
(т. е. через каждую точку интегральной кривой )(xy ψ= , проходит по-
мимо )(xy ψ=  еще хотя бы одна интегральная кривая), называется осо-
бым. Особое решение, очевидно, не входит в общее решение диффе-
ренциального уравнения. График особого решения называют особой 
интегральной кривой уравнения. С геометрической точки зрения осо-
бая интегральная кривая является огибающей семейства интегральных 
кривых  
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линия  называется огибающей однопараметриче-
ского семейства кривых, если она в каждой своей точке касается од-
ной кривой семейства, причем в различных точках она касается раз-
личных кривых. 

l

x
R 

Рис. 2.4. 

ПРИМЕР 2.3. Прямые Ry ±=  явля-
ются огибающими семейства окружностей 

 (рис. 2.4). ⋄ 222)( RyCx =++
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ПРИМЕР 2.4. Прямая 0=y  являются огибающей семейства кри-

вых 
8

)( Cxy +
=

3

 (рис. 2.3). ⋄ 

Интегрируя дифференциальное уравнение, необходимо всегда про-
верять, не были ли потеряны в процессе преобразования какие-нибудь 
решения. Если уравнение имеет особое решение, оно всегда «теряется» и 
обладает тем свойством, что оно могло бы быть включено в общее реше-
ние, если бы допускалось )(xCC =  (так как огибающая касается в разных 
точках разных кривых семейства). 

Вопросы, связанные с существованием и нахождением особых ре-
шений в нашем курсе подробно рассматриваться не будут.  

§ 3. Уравнения с разделенными переменными 

Заметим, что дифференциальное уравнение первого порядка, раз-
решенное относительно производной, всегда можно записать в виде 
 0),(),( =+ dyyxQdxyxP  (3.1) 
(иногда эту форму записи называют дифференциальной формой уравне-
ния).  

Действительно, так как 
dx
dyy =′ , то уравнение (2.2) можно переписать 

следующим образом: 

),( yxf
dx
dy

=     или    0),( =− yxf
dx
dy . 

Умножая каждое слагаемое на , находим dx
0),( =− dxyxfdy . 

Это уравнение вида (3.1), где ),(),( yxfyxP −= , 1),(x y =Q . 
Обратно, всякое уравнение вида (3.1), если 0),( ≠yxQ , можно раз-

решить относительно производной: 

),(
),(

yxQ
yxP

dx
dy

−=   

или  

),( yxfy =′ ,  где 
),(
),(),(

yxQ
yxPyxf −= . 

В дальнейшем мы будем использовать ту форму записи уравнения, 
разрешенного относительно производной (форму (2.2) или (3.1)), кото-
рая нам более удобна в конкретном случае. При этом, если уравнение 
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записано в виде (3.1), то обычно предполагают, что переменные x  и  
равноправны. 

y

Дифференциальное уравнение вида 
 0)()( =+ dyydxxf ϕ , (3.2)

где )(xf  и )(yϕ  – непрерывные функции, называется уравнением с 
разделенными переменными. 

Найдем общий интеграл уравнения (3.2). Пусть )(xF  – первообраз-
ная функции )(xf , Φ  – первообразная функции ))(y (yϕ . Тогда 

       dFdxxf =)( ,    Φ= ddyy)(ϕ ,  
⇒   )()()( Φ+=+ Fddyydxxf ϕ . 

Из (3.2) следует, что 0)( =Φ+Fd . Тогда  
 CyxF =Φ+ )()( , (3.3)  
где C  – произвольная постоянная. 

Итак, мы получили соотношение (3.3), связывающее решение , 
независимую переменную 

y
x  и произвольную постоянную C , т. е. полу-

чили общий интеграл уравнения (3.2). Его принято записывать в виде 
 Cdyydxxf =+ ∫∫ )()( ϕ , (3.4) 
где C  – произвольная постоянная. 

Замечание .  В (3.4), как и всюду в теории дифференциальных 
уравнений, символом  обозначают одну из первообразных 

функции (а не все множество первообразных, как это принято в ма-
тематическом анализе). 

∫ dxxf )(

ПРИМЕР 3.1. Найти общий интеграл уравнения . 03 2 =+ dyyxdx
РЕШЕНИЕ. Это уравнение с разделенными переменными. Интегрируя, 
получаем:  

Cdyyxdx =+ ∫∫ 23  Cyx
=+⇒ 3

2

2
 . Cyx 22 32 =+⇒

Обозначим CC ~2 =  и получим, что общий интеграл данного уравнения 
имеет вид 

Cyx ~2 32 =+ . ⋄ 
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§ 4. Уравнения с разделяющимися переменными 

Дифференциальное уравнение вида 
 0)()()()( 2211 =⋅+⋅ dyyNxMdxyNxM , (4.1)

называется уравнением с разделяющимися переменными (функции 
, , ,  предполагаются непрерывными).  )(1 xM )(1 yN )(2 xM )(2 yN

Иначе говоря, уравнение с разделяющимися переменными, это 
уравнение, в котором коэффициенты при дифференциалах распадают-
ся на множители, зависящие только от х и только от . y

Уравнение (4.1) может быть приведено к уравнению с разделенны-
ми переменными путем деления обеих его частей на выражение 

. Действительно, в этом случае имеем )()( 21 xMyN ⋅

0
)()(
)()(

)()(
)()(

21

22

21

11 =
⋅
⋅

+
⋅
⋅ dy

xMyN
yNxMdx

xMyN
yNxM .  

После сокращения получим уравнение с разделенными переменными 

0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1 =+ dy
yN
yNdx

xM
xM . 

Замечания .  1) Деление на )()( 21 xMyN ⋅  может привести к поте-
ре решений, обращающих в нуль произведение . По-
этому чтобы получить полное решение, необходимо рассмотреть 
корни уравнений 

)()( 21 xMyN ⋅

0)(1 =yN , 0)(2 =xM . 
2) Уравнение, разрешенное относительно y′ , является уравне-

нием с разделяющимися переменными, если оно имеет вид:  
)()( yxfy ϕ⋅=′ . 

Действительно, разделим уравнение (4.1) на dxyNxM )()( 22 ⋅  

 0
)()(
)()(

22

11 =+
⋅
⋅

dx
dy

yNxM
yNxM  

и получим )()( yxfy ϕ⋅=′ , 

где  
)(
)()(

2

1
xM
xMxf −= , 

)(
)()(

2

1

yN
yNy =ϕ .  

ПРИМЕР 4.1. Найти все решения уравнения  
0)1(2 2 =−+⋅ dyxdxyx . 

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение является уравнением с разделяющимися 
переменными, так как коэффициенты при dx и dy представляет собой 
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произведение двух функций, одна из которых зависит только от х, а 
другая – только от y. Разделим обе части уравнения на yx ⋅− )1( 2 : 

0
)1(

2
2 =+

− y
dydx

x
x      (где 0)1( 2 ≠⋅− yx ). 

Получили уравнение с разделенными переменными. Его общий интеграл 

C
y

dydx
x
x

=+
− ∫∫ )1(
2

2 , 

Cyx =+−− 21ln 2 .  
Найдем общее решение. Имеем: 

( )Cxy +−= 21ln
2
1      или     

2
2

2
11ln ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= Cxy . 

Так как C  – произвольная постоянная, то C
2
1  можно переобозначить 

через C . Следовательно, общее решение уравнения будет иметь вид: 
2

21ln ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= Cxy . 

При делении на yx ⋅− )1( 2  мы могли потерять решения. Поэтому 
необходимо рассмотреть корни уравнений 1 02 =− x , 0=y .  

1) 01 2 =− x  ⇒ 1±=x .  
Подстановкой в дифференциальное уравнение убеждаемся, что 

1±=x  являются решениями. Проверим, входят ли они в общий инте-
грал. Имеем: Cxy =−− 21ln2 .  

⇒   yC eex 221 ⋅±=− −   

⇒   yeCx 2~
1 ⋅−±= ,   где 0

~
≠±= −CeC . 

Решения 1±=x  могут быть включены в общее решение, если снять 
ограничение на C

~
.  

2) 0=y  ⇒ .  0=y
Подставляя в исходное дифференциальное уравнение убеждаемся, 
что 0 удовлетворяет дифференциальному уравнению и в общее 
решение (интеграл) не входит, но могло бы входить, если бы допус-
калось 

=y

)(xCC= 21ln x−−= . Это означает, что через каждую точку 

кривой 0 проходит еще одна интегральная кривая, входящая в 
общее решение и, следовательно, мы имеем дело с особым решением. 

=y
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Таким образом, все решения дифференциального уравнения опре-
деляются равенствами: 

2
21ln ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= Cxy , 0=y , 

причем решение 0 – особое. ⋄ =y

ПРИМЕР 4.2. Найти все решения уравнения 0=−xdyydx  и указать 
частное решение, удовлетворяющее условию 2)1( =y . 
РЕШЕНИЕ. Разделим обе части уравнения на yx⋅ :  

0=−
y

dy
x

dx     (где 0≠⋅ yx ). 

Получили уравнение с разделенными переменными. Его общий интеграл 

C
y

dy
x

dx
=−∫∫      или     Cyx =− lnln . 

Найдем общее решение. Так как функция xy ln=  может принимать 
любое действительное значение, то произвольную постоянную можно 
представить в виде Cln , где 0>C . Получим: 

Cyx lnlnln =−     или    xCy ⋅= , 
откуда  

xCy ⋅±= . 
Так как C  – произвольная постоянная, то C±  можно переобозначить 
через C . Следовательно, общее решение уравнения будет иметь вид: 

xCy ⋅= ,    где 0≠C . 
При делении на yx⋅  мы могли потерять решения. Поэтому необхо-

димо рассмотреть функции 0=x  и 0=y .  
1) Подстановкой в дифференциальное уравнение убеждаемся, что 0=y  

является решением. В общее решение оно войдет при 0=C . Следо-
вательно, ограничение на значения константы необходимо снять. 

2) 0=x  – удовлетворяет дифференциальному уравнению и в общее 

решение входит при 01
=

C
, т. е. при ∞=C . 

Таким образом, все решения дифференциального уравнения опре-
деляются равенством: 

xCy ⋅= ,   где C  – любое число. 
Найдем решение, удовлетворяющее начальному условию 2)1( =y . 

Подставим значения , 10 =x 20 =y  в общее решение и найдем значение С: 

12 ⋅=C      ⇒   2=C . 
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Таким образом, при 2=C  получаем частное решение 
 xy 2= , 

которое удовлетворяет начальному условию 2)1( =y . ⋄ 

В заключение параграфа рассмотрим следующее уравнение:  
 )( cbyaxfy ++=′ , (4.2) 
где ,  и  – некоторые числа. Оно приводится к уравнению с разде-
ляющимися переменными заменой 

a b c
cbyaxxz ++=)( .  

Действительно, в этом случае имеем:  

dx
dyba

dx
dz

+=      ⇒   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅= a

dx
dz

bdx
dy 1 . 

Тогда уравнение (4.2) примет вид 

)(1 zfa
dx
dz

b
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅      или     azbf

dx
dz

+= )( . 

Это уравнение с разделяющимися переменными, интегрируя которое 
получаем 

dx
azbf

dz
=

+)(
      (где 0)( ≠+ azbf ); 

⇒   Cx
azbf

dz
+=

+∫ )(
. 

ПРИМЕР 4.3. Найти общее решение уравнения yxy −=′ 2 . 
РЕШЕНИЕ. Положим yxz −= 2 . Тогда  

dx
dy

dx
dz

−= 2      ⇒   
dx
dz

dx
dy

−= 2 . 

Подставляя эти выражения в исходное уравнение, получим:  

z
dx
dz

=−2    ⇒   z
dx
dz

−= 2 . 

Разделим переменные: 

dx
z

dz
=

−2
     (где 02 ≠− z ). 

Проинтегрируем: 

Cdx
z

dz ln
2

−=
− ∫∫ , где 0>C ; 

Cxz ln2ln +−=− , где 0>C ; 

⇒   Cz xe ⋅=− −2 ,   где 0≠C ;  
⇒   xeCz −⋅+= 2 .  
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Возвращаясь к старой переменной, получим: 
xeCyx −⋅+=− 22 ,     где  0≠C . 

В процессе преобразований потеряно решение 2=z  (т. е. 22 −= xy ), 
которое может быть включено в общее при 0=C . Таким образом, общее 
решение   

xeCxy −⋅−−= 22 , C∀ . ⋄ 

§ 5. Однородные уравнения 

К уравнению с разделяющимися переменными всегда можно при-
вести уравнения, которые получили название однородных. 

Функция ),( yxM  называется однородной измерения  (или од-
нородной степени ), если при любом 0

m
m ≠t  справедливо равенство  

 ),(),( yxMtytxtM m ⋅=⋅⋅ . 

Например, функция 4 88),( yxyxf +=  – однородная измерения 2, 
так как 

),(),( 24 8824 8888 yxftyxtytxtytxtf ⋅=+⋅=+=⋅⋅ ; 

функция 
xy

yxyxf
22

),( +
=  – однородная измерения 0, так как 

),(),( 0
22

2

2222

yxft
xy

yx
xyt

ytxtytxtf ⋅=
+

=
+

=⋅⋅ . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Уравнение первого порядка  
),( yxfy =′  

называется однородным относительно x и y, если ),( yxf  – однородная 
функция нулевого измерения. 

Покажем, как уравнение, однородное относительно x  и , можно 
привести к уравнению с разделяющимися переменными.  

y

По определению имеем ),(),( yxfytxtf =⋅⋅  для любого 0≠t . По-

ложим в этом тождестве 
x

t 1
=  и получим 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yfyxf ,1),( , 

т. е. однородная функция нулевого измерения зависит от отношения 
x
y . 

Следовательно, уравнение (5.1) можно записать в виде 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

x
y

x
yfy ϕ,1 . 

Сделаем замену z
x
y
= . Тогда xzy =  и 

dx
dzxz

dx
dy

+= . Подставим эти 

выражения в уравнение ),( yxfy =′  и получим уравнение с разделяю-
щимися переменными: 

)(z
dx
dzxz ϕ=+      или     zz

dx
dzx −= )(ϕ . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим: 

x
dx

zz
dz

=
−)(ϕ

     (где 0)( ≠− zzϕ ); 

⇒   Cx
zz

dz
+=

−∫ ln
)(ϕ

. 

Подставив после интегрирования вместо z отношение 
x
y , получим об-

щий интеграл исходного уравнения. 
Замечани е .  Дифференциальное уравнение 

0),(),( =+ dyyxNdxyxM  
является однородным относительно x и y, если функции ),( yxM и 

),( yxN  – однородные функции одного и того же измерения. 
Действительно, в этом случае 

),(
),(

yxN
yxM

dx
dy

−= , 

а отношение двух однородных функций одного и того же измере-
ния, очевидно, является функцией нулевого измерения. 

ПРИМЕР 5.1. Найти общее решение уравнения 0
2

=
+
+

+′
yx

yxy . 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде  

yx
yxy

2+
+

−=′ . 

Функции yx +  и yx 2+  – однородные первого измерения. Тогда функ-

ция 
yx

yxyxf
2

),(
+
+

−=  – однородная нулевого измерения. Действительно, 

),(
22

),( 0 yxft
yx

yx
tytx

tytxtytxf ⋅=
+
+

−=
+
+

−= ,   . 0=m

Следовательно, имеем однородное уравнение. 
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Делаем замену z
x
y
= . Тогда xzy =  и 

dx
dzxz

dx
dy

+= . Подставляя в 

уравнение, получаем 

0
21

1
=

+
+

++
z

z
dx
dzxz      или     0

21
122 2
=

+
+++

z
zz

dx
dzx . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим:  

0
122

)12(
2 =+

++
+

x
dx

zz
dzz      или     0

122
)122(

2
1

2

2
=+

++
++

⋅
x

dx
zz
zzd , 

⇒ Cxzz lnln122ln
2
1 2 =+++⋅ , 0>C ; 

⇒ 222 lnln122ln Cxzz =+++ , 0>C ; 

⇒ 222 122 Cxzz =⋅++ , 0>C . 

Подставляя z
x
y
= , получаем  222 22 Cxxyy =++ , 0>C . 

⇒ . 222 22 Cxxyy ±=++

Переобозначим 2C±  через C . Тогда общий интеграл уравнения. 
Cxxyy =++ 22 22 ,   0≠C . 

Потери решений в процессе интегрирования не произошло, так как 
, 0122 2 ≠++ zz z∀ , а 0=x  не является решением. ⋄ 

Замечание .  Некоторые однородные уравнения проще интегри-

руются с помощью подстановки z
y
x
= , которая, как легко убедить-

ся, также приводит однородное уравнение к уравнениию с разде-
ляющимися переменными. 

ПРИМЕР 5.2. Найти общее решение уравнения ydyydxxdy =− . 
РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде  

ydxdyyx =− )( .  
Функции x – y и x – однородные измерения 1. Следовательно, уравнение 
является однородным относительно x и y . Но, так как уравнение можно 
записать в виде  

dy
dx

y
x

=−1 , 

то в данном случае за свободную переменную удобнее выбрать y, а за 
искомую функцию )(yxx = .  
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Положим z
y
x
= . 

⇒  yzx ⋅=      и     zyzx ′⋅+=′ . 
Подставляя в уравнение выражения для x и x′ , получаем 

zyzz ′⋅+=−1 . 
Приводя подобные и разделяя переменные, находим:  

dz
y

dy
−=      ( 0≠y ). 

Отсюда после интегрирования будем иметь 
zCy −= ln||ln ,   С > 0;  

⇒   ,   zCey −= 0≠C . 

Заменяя z на 
y
x , получаем общий интеграл  

y
x

Cey
−

= . 
При делении на y мы могли потерять решение 0=y . Подстановкой 

в дифференциальное уравнение убеждаемся, что 0=y  является решени-
ем. Из общего интеграла оно может быть получено при С = 0.  

Таким образом, все решения дифференциального уравнения опре-
деляются равенством: 

y
x

Cey
−

= , C∀ .⋄ 

ПРИМЕР 5.3. Найти общее решение уравнения  

xyy
dy

yxyx
dx

4
2

222 −
=

+−
. 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

)(2
4

22

2

yxyx
xyyy
+−

−
=′     или    

xyy
yxyxx

4
)(2

2

22

−
+−

=′ . 

Функции 22

2 4),(
yxyx

xyyyxf
+−

−
=  и 

xyy
yxyxyx

4
)(2),( 2

22

−
+−

=ϕ  – однород-

ные нулевого измерения. Следовательно, рассматриваемое уравнение 

однородное, причем здесь замены z
y
x
=  и z

x
y
=  приведут к уравнениям 

одинаковой сложности. Например, будем работать с уравнением  

xyy
yxyxx

4
)(2

2

22

−
+−

=′ . 
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Тогда свободной переменной является y, а искомая функция x=x( y ). 

Полагаем z
y
x
= , 

⇒ yzx ⋅= ,     zyzx ′⋅+=′ . 
Подставляя в уравнение выражения для x и x′  получаем 

z
zzzyz

41
222 2

−
+−

=′+ ,  

z
zzzy

41
236 2

−
+−

=′ . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим  

y
dydz

zz
z

=
+−

−
236

41
2      или     

y
dy

zz
zzd

−=
+−
+−
236

)236(
3
1

2

2

, 

⇒   ,   С > 0; ||lnln)236ln( 332 yCzz −=+−

3

3
2 236

y
Czz =+− ,   0≠C . 

Подставляя z
y
x
= , получаем общий интеграл  

3322 236 Cyxyyx =+− ,   0≠C . 
Потери решений в процессе интегрирования не произошло, так как 

, 0236 2 ≠+− zz z∀ , а 0  не является решением. ⋄ =y

§ 6. Уравнения, приводящиеся к однородным 

6.1. Уравнение вида ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=′
222

111
cybxa
cybxafy  

Рассмотрим уравнение  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=′
222

111
cybxa
cybxafy . (6.1) 

Если 021 ==cc , то уравнение (6.1) будет однородным. В противном 
случае, в зависимости от коэффициентов при x  и , оно может быть с 
помощью замены приведено либо к уравнению с разделяющимися пе-
ременными, либо к однородному. Рассмотри каждый из этих двух слу-
чаев. 

y
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1) Пусть хотя бы одно из чисел  или  отлично от нуля, а коэф-
фициенты при 

1c 2c
x  и  удовлетворяют условию y

0
22

11 ≠
ba
ba

. 

Тогда система уравнений 

  (6.2) 
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0
,0

222

111
cybxa
cybxa

будет иметь единственное решение.  
Сделаем замену переменных: 
 α+=tx , β+= zy ,

где α  и β  – решения системы (6.2). Тогда 
dt
dz

dx
dy =  и из уравнения (6.1) 

получим:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++
++++

=
222

111
)()(
)()(

czbta
czbtaf

dt
dz

βα
βα ,  

⇒  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++
++++

=
)(

)(

22222

11111

cbazbta
cbazbtaf

dt
dz

βα
βα . 

Но α  и β  – решения системы (6.2). Следовательно, 
0111 =++ cba βα     и    0222 =++ cba βα , 

и имеет место однородное уравнение 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
zbta
zbtaf

dt
dz

22

11 . 

2) Теперь рассмотрим случай, когда хотя бы одно из чисел  или  
отлично от нуля, а коэффициенты при 

1c 2c
x  и  удовлетворяют условию y

0
22

11 =
ba
ba

. 

Равенство нулю определителя второго порядка с ненулевыми эле-
ментами означает, что его строки пропорциональны, т. е.  

12 aa λ= ,    12 bb λ= . 
Но тогда уравнение (6.1) можно записать в виде 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

++
=′

211

111
)( cybxa
cybxafy

λ
   или   )( 11 ybxay +=′ ϕ . 
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Это уравнение вида (4.2), которые мы уже рассмотрели ранее в §4. Мы 
показали, что оно приводится к уравнению с разделяющимися перемен-
ными с помощью замены ybxaz 11 += . 

ПРИМЕР 6.1. Найти общий интеграл уравнения  
0273)534( =++−′−− xyyxy . 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

543
237

−+−
−+−

=′
yx
yxy . 

Это уравнение вида (6.1). Рассмотрим систему  

⎩
⎨
⎧

=−+−
=−+−

.0543
,0237

yx
yx  

Она имеет единственное решение  

19
7

0 =x , 
19
29

0 =y . 

Следовательно, уравнение приводится к однородному заменой  

19
29,

19
7

00 +=+=+=+= zyzytxtx . 

В результате получим однородное уравнение 

zt
zt

dt
dz

43
37

+−
+−

= . 

Сделаем еще одну замену переменных: 

utz =      ⇒   
dt
dutu

dt
dz += . 

Это приведет нас к уравнению  

   
u
u

dt
dutu

43
37

+−
+−

=+ ,  

⇒  
u
uu

dt
dut

43
764 2

+−
−+−

= . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Запишем его в виде 

0
764

34
2 =

+−
−

+ du
uu

u
t
dt , 

⇒ 0
764

)764(
2
1

2

2
=

+−
+−

+
uu
uud

t
dt . 

Интегрируя, получаем 
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Cuut ~ln)764ln(
2
1ln 2 =+−+ ,   ;  0~ >C

⇒ ,   ; 222 ~)764( Ctuu =⋅+− 0~ >C

⇒    Ctuu =+− 22 )764( , 0>C . 

Сделаем обратную замену переменных 
t
zu=  и получим: 

Ctztz =+− 22 764 ,   0>C . 

Но 
19
29−= yz , 

19
7−= xt . Следовательно  

19
131104647 22 −=−+−+ Cyxxyyx .   

Переобозначив 
19
131

−C  через C , окончательно получим 

Cyxxyyx =−+−+ 104647 22 , где 
19
131−>C . 

Потери решений в процессе интегрирования не произошло, так как 
 0764 2 >+− uu u∀ , а 0=t  не является решением. ⋄ 

ПРИМЕР 6.2. Найти общий интеграл уравнения  
342)12( ++=′++ yxyyx . 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

12
342

++
++

=′
yx
yxy . 

Это уравнение вида (6.1). Рассмотрим систему  

⎩
⎨
⎧

=++
=++

.012
,0342

yx
yx  

Так как определитель ее матрицы 021
42 = , то система не имеет решений 

и исходное дифференциальное уравнение сводится к уравнению с разде-
ляющимися переменными с помощью замены  

yxz 2+= . 
В этом случае имеем:  yz ′+=′ 21 ,   

⇒ )1(
2
1 −′⋅=′ zy , 

и из уравнения получаем: 
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( )
1
321

2
1

+
+=−′⋅

z
zz . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим: 

1
1
64 +

+
+=

z
z

dx
dz      или     

1
75

+
+=

z
z

dx
dz , 

⇒  dxdz
z
z =
+
+

75
1     )075( ≠+z , 

⇒  Cdxdz
z
z +=
+
+

∫∫ 75
1 ,  

⇒  Cdxdz
z

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− ∫∫ 5/7

5/21
5
1 , 

⇒  Cxzz +=+− 5
5
7ln

5
2 . 

Заменяя yxz 2+= , получаем:  

Cxyxyx +=++−+ 5
5
72ln

5
22 , 

⇒  Cxyxy +=++− 4
5
72ln

5
22 , 

⇒  Cxyxy +=++− 2
5
72ln

5
1 , 

⇒  Cxyxy +=++− 107105ln5 . 

В процессе интегрирования, при делении на 75 +z , было потеряно 
решение 07105 =++ yx . Оно может быть включено в общий интеграл, 
если переписать общий интеграл в виде: 

.,7105 105 CCeyx xy ∀=++ − ⋄ 

6.2. Обобщенно однородные уравнения 

Уравнение первого порядка называется обобщённо однородным, 
если существует такое рациональное число α , что каждое слагаемое 
уравнения – однородная функция степени  относительно m x , , y y′  
(относительно x , , , ), если считать y dx dy x  – величиной измерения 1, 

 – величиной измерения y α , y′ ( ) – величиной измерения dy 1−α ,  – 
величиной измерения 0. 

dx
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Иначе говоря, уравнение 0),(),( =+ dyyxQdxyxP  является обоб-
щено однородным, если существует такое рациональное число α , что 

[ ]dyyxQdxyxPtdytyttxQdxyttxP m ),(),()(),(),( 1 +⋅=⋅+ −ααα   
или, что тоже, выполняются равенства 

    (6.3) 
⎭
⎬
⎫

⋅=⋅
⋅=

− .),()(),(
,),(),(

1 dyyxQtdytyttxQ
dxyxPtdxyttxP

m

m

αα

α

 
Обобщенно однородное уравнение приводится к однородному урав-

нению заменой 
 

αzy= .  

Действительно, после замены αzy =  получим уравнение 
 0),(),(

),(

1

),( 11

=⋅+ − dzzzxQdxzxP
zxQzxP
44 344 2143421
ααα α . (6.4) 

Рассмотрим функцию ) . Имеем: ,(1 zxP
dxyttxPdxzttxPdxtztxPdxtztxP ),(),())(,(),(1

αααα === . 
По условию (6.3) 
 . dxyxPtdxyttxP m ),(),( ⋅=α

⇒  , dxzxPtdxzxPtdxyxPtdxtztxP mmm ),(),(),(),( 11 ⋅=⋅=⋅= α

⇒  . ),(),( 11 zxPttztxP m=
Аналогично, для ) , имеем: ,(1 zxQ

=⋅⋅=⋅= −−− dzztzttxQdztztztxQdztztxQ 111
1 ),()())(,(),( αααααα αα  

dytyttxQ ⋅⋅= −1),( αα  
По условию (6.3) 

dyyxQtdytyttxQ m ),()(),( 1 ⋅=⋅ −αα . 
⇒   ; == dyyxQtdztztxQ m ),(),(1 dzzxQtdzzzxQt mm ),(),( 1

1 ⋅=⋅⋅ −αα α
⇒  . ),(),( 11 zxQttztxQ m=

Итак, функции  и )  – однородные одинаковой степе-
ни и, следовательно, уравнение (6.4) – однородное. 

),(1 zxP ,(1 zxQ

 
Обобщенно однородное уравнение приводится к уравнению с разде-

ляющимися переменными заменой 

 
αzxy= .  
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Действительно, из определения обобщенного однородного уравне-
ния, получаем: 

),(),( yxPtyttxP m ⋅=α      и     ),(),( 1 yxQtyttxQ m +−= αα . 

Положим 
x

t 1= . Тогда: 

),(1,1),( yxP
xx

yPyttxP m=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= α

α , 

),(1,1),( 1 yxQ
xx

yQyttxQ m +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= αα

α . 

Следовательно,   

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= αx

yPxyxP m ,1),( ,     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= +−

α
α

x
yQxyxQ m ,1),( 1  

⇒   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=− −

α
α ϕ

x
yx

yxQ
yxP 1

),(
),( . 

Таким образом, обобщенно однородное уравнение, разрешенное 
относительно производной, имеет вид 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=−=′ −

α
α ϕ

x
yx

yxQ
yxPy 1

),(
),(  

Делая в этом уравнении замену αzxy=  получим: 
)(11 zxxzxz ϕα ααα ⋅=⋅⋅+′ −− ,  

 ⇒  zzxz αϕ −=′ )( .  
Но последнее уравнение, очевидно, является уравнением с разделяю-
щимися переменными. 

ПРИМЕР 6.3. Найти все решения уравнения 02 2
2 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dydxy

x
. 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

02 2
2 =+− dydxydx

x
. 

Слагаемое dx
x2
2  имеет измерение 20)2(1 −=+−⋅ , слагаемое  – из-

мерение 

dxy2

αα 202 =+⋅ , слагаемое  – измерение 1dy −α . Равенства  
122 −==− αα  

справедливы при 1−=α . Следовательно, данное уравнение – обобщён-
но однородное, 1−=α . 
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Приведем исходное уравнение к уравнению с разделяющимися пе-
ременными, сделав замену 1−= zxy . Тогда: 

2x
zdx

x
dzdy −= , 

и уравнение примет вид: 

02
22

2

2 =−+−
x
zdx

x
dzdx

x
zdx

x
     или     , 0)2( 2 =+−− xdzdxzz

⇒ 0
2 2 =

−−
+

zz
dz

x
dx , 

⇒ 0
1

1
2

1
3
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+ dz

zzx
dx      или     0

1
1

2
13 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+ dz

zzx
dx . 

Интегрируя, находим 

Cdz
zzx

dx ln
1

1
2

13 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+ ∫∫ ,   0>C , 

⇒  C
z
zx ln

1
2lnln3 =

−
++⋅ ,   0>C , 

⇒  3

2
1 Cx

z
z

=
+
−    или    3

2
31 Cx

z
=

+
− ,   0≠C , 

⇒  31
32
Cx

z
−

=+ ,   0≠C , 

⇒  3

3

1
21
Cx
Cxz

−
+

= ,   0≠C . 

Сделаем обратную замену переменных yxz=  и получим: 

3

3

1
21
Cx
Cxyx

−
+

= ,   0≠C , 

⇒  4

321
Cxx
Cxy

−
+

= ,   0≠C . 

В процессе преобразований было потеряно решение  (т. е. 
). Оно может быть включено в общее при 0

1−= xy
1=z =C . Решение 12 −−= xy  

(т. е. ) входит в общее при 2−=z 01 =
C

, т. е. при ∞=C . 

Таким образом, все решения уравнения имеют вид: 

4

321
Cxx
Cxy

−
+

= , C∀ . ⋄ 
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§ 7. Линейные уравнения первого порядка 

 
Линейным дифференциальным уравнением первого порядка на-

зывается уравнение, которое может быть записано в виде 
 )()( xfyxpy =+′ , (7.1)

где )(),( xfxp  – заданные непрерывные функции. 
Иначе говоря, линейное дифференциальное уравнение первого по-

рядка это уравнение, в которое неизвестная функция  и ее производ-
ная  входят в первых степенях и не перемножаясь

y
y′ 1.  
Если 0)( ≡xf , то линейное уравнение называется однородным. В 

противном случае уравнение называется неоднородным. Рассмотрим их 
по отдельности. 

7.1. Линейные однородные уравнения 

Линейное однородное уравнение 
 0)( =+′ yxpy  (7.2)

является уравнением с разделяющимися переменными. 
Действительно, разделяя переменные, получаем  

0)( =+ dxxp
y

dy    (где  0≠y ). 

Откуда находим 
Cdxxpy ln)(ln =+ ∫ ,   0>C  

(здесь для удобства постоянная С представлена в виде Cln ); 

⇒  Cy dxxpe =∫⋅
)( , 

 ⇒  ,   ∫⋅= − dxxpeCy )( 0≠C . (7.3) 
В процессе преобразований было потеряно решение 0 . Оно 

может быть получено по формуле (7.3) при 0
=y

=C . Следовательно, об-
щее решение линейного однородного уравнения (7.2) будет иметь вид 

 ,  ∫⋅= − dxxpeCy )( C∀ . (7.4) 
 

                                           
1 Т. е. линейное относительно неизвестной функции и ее производной. 
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7.2. Линейные неоднородные уравнения 

Имеются два метода интегрирования линейных неоднородных 
уравнений первого порядка. 

1) Метод вариации постоянной (метод Лагранжа).  
Сначала решаем однородное уравнение, которое имеет ту же левую 

часть, что и уравнение (7.1) (его называют однородным уравнением, 
соответствующим данному неоднородному уравнению). Общим ре-
шением такого уравнения, как было показано выше, является функция 

 . ∫⋅=
− dxxpeCy )(

Далее полагаем, что решение неоднородного уравнения по струк-
туре совпадает с решением соответствующего линейного однородного 
уравнения, т. е. имеет вид 

∫⋅=
− dxxpexCy )()( . 

Функцию )(xC  можно найти, подставив  и y y′  в исходное неоднород-
ное уравнение (7.1). Действительно, 

=′y )()( )()( xpxC
dx
dC

dx
dy dxxpdxxp ee ⋅∫⋅−∫⋅=

−− . 

Подставляя выражения для  и y y′  в (7.1) получим 

)()()()()( )()()( xfxCxpxpxC
dx
dC dxxpdxxpdxxp eee =∫⋅⋅+⋅∫⋅−∫⋅

−−− , 

⇒  )()( xf
dx
dC dxxpe =∫⋅ − ,  

⇒  ∫⋅= dxxpexf
dx
dC )()( ,  

⇒  . dxxfdC dxxpe∫⋅= )()(
Интегрируя, находим 

1
)()()( CdxxfxC dxxpe +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∫⋅= ∫ . 

И, окончательно получим, что общее решение неоднородного уравне-
ния имеет вид 

∫⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∫⋅=

−

∫
dxxpdxxp ee Cdxxfxy )()(

1)()(  

или 

 . (7.5) ∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫⋅⋅∫+∫⋅=

−− dxxfCxy dxxpdxxpdxxp eee )()()( )()( 1
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Замечания .  1) С формальной точки зрения общее решение не-
однородного уравнения получается из общего решения соответст-
вующего однородного уравнения заменой константы C на функ-
цию C(x). Такой «произвол» объясняет происхождение названия 
метода «вариация постоянной». 
 2) Формула (7.5) трудна для запоминания. Поэтому в 
конкретных примерах обычно повторяют проведенные выше рас-
суждения.  
 3) Заметим, что первое слагаемое в (7.5) совпадает с 
общим решением однородного уравнения, а второе – функция  

∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫⋅⋅∫=

− dxxfx dxxpdxxp ee )()( )()(ϕ   

является частным решением линейного неоднородного уравнения 
(получается из общего решения при 0=C ). 

ПРИМЕР 7.1. Решить уравнение 0 . Найти частное 
решение, удовлетворяющее начальному условию 

2 4 =−+′ xyyx
0)1( =y . 

РЕШЕНИЕ. Это линейное неоднородное уравнение. Запишем его в виде 
32 x

x
yy =+′ . 

Интегрируем соответствующее однородное уравнение 

02 =+′
x
yy      или     02 =+

x
y

dx
dy . 

Имеем:   
x
dx

y
dy 2−= , 

⇒  Cxy lnln2ln +−= ,   0>C . 

Откуда получаем, что общее решение рассматриваемого линейного од-
нородного уравнения  

2x
Cy = ,   C∀ . 

Теперь полагаем, что решение неоднородного уравнения совпадает 
по структуре с решением соответствующего однородного уравнения, 
т. е. имеет вид: 

 2
)(

x
xCy = . (7.6) 

Тогда  32
21
x
C

xdx
dC

dx
dy

−⋅= .  

Подставим y и 
dx
dy  в исходное уравнение. Получим: 
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0221 3
232 =−⋅+−⋅ x

x
C

xx
C

xdx
dC ,  

⇒ 01 3
2 =−⋅ x

xdx
dC ,  

⇒ 5x
dx
dC

=      и     CxxC +=
6

)(
6

. 

Подставим найденное )(xC  в (7.6) и получим, что общее решение ли-
нейного неоднородного уравнения имеет вид 

2

46

2 66
1

x
CxCx

x
y +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅= . 

Теперь найдем частное решение, удовлетворяющее условию 
. Подставляя в общее решение начальные значения 0)1( =y 10 =x , 

, находим 00 =y
6
1

−=C . Следовательно, искомым частным решением 

уравнения будет функция 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−=

⋅
−= 2

4
2

4 1
6
1

6
1

6 x
x

x
xy . ⋄ 

2) Метод Бернулли.  
Решение уравнения (7.1) может быть сведено к последовательному 

интегрированию двух уравнений с разделяющимися переменными. 
Будем искать решение уравнения (7.1) в виде произведения двух 

непрерывно дифференцируемых функций от x : 
 )()( xvxuy ⋅= . (7.7)
Тогда  

=′y u
dx
dvv

dx
du

dx
dy

⋅+⋅= . 

Подставим y и y′  в линейное неоднородное уравнение (7.1) и получим: 

)(xfpuvu
dx
dvv

dx
du

=+⋅+⋅ , 

или )(xfpv
dx
dvuv

dx
du

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+⋅ . (7.8) 

Имеем одно дифференциальное уравнение (7.8), содержащее две неиз-
вестные функции u и v . Так как число неизвестных больше числа урав-
нений, то одно неизвестное можно выбрать произвольно. Выберем )(xv  
так, чтобы выражение в скобках в (7.8) обратилось в нуль. Тогда 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅

=+

.)(

,0

xfv
dx
du

pv
dx
dv

 

 
 (7.9)

 
 (7.10)

Уравнение (7.9) совпадает с (7.2). Его решением является функция 
(7.4), причем, учитывая свободу выбора )(xv , можно в (7.4) принять 

1=C , т. е. 
∫=

− dxxpexv )()( . 
Полученную функцию )(xv  подставим в уравнение (7.10) и найдем )(xu : 

)()( xf
dx
du dxxpe =∫⋅ −      или     ,  dxxfdu dxxpe∫⋅= )()(

⇒ Cdxxfxu dxxpe +∫⋅= ∫
)()()( . 

Подставив найденные таким образом )(xu  и )(xv  в (7.7), мы получим, 
что общее решение линейного неоднородного уравнения (7.1) имеет вид: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +∫⋅⋅∫= ∫

− Cdxxfy dxxpdxxp ee )()( )( . 

ПРИМЕР 7.2. Найти общее решение уравнения  
xyxyx x 2cos2sincos ⋅=⋅+′⋅ . 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 
xytgxy x cos2 ⋅=⋅+′ . 

Полагаем )()( xvxuy ⋅= . Подставляя uvy =  и vuvuy ′+′=′  в исходное 
уравнение, будем иметь 

xuvtgxvuvu x cos2 ⋅=⋅+′+′      или     . xvtgxvuvu x cos2)( ⋅=⋅+′+′
Согласно (7.9) полагаем 
 0=⋅+′ vtgxv . (7.11) 
Тогда xvu x cos2 ⋅=′ . (7.12) 

Находим одно решение уравнения (7.11). Имеем: 

tgxv
dx
dv

⋅−=      или     tgxdx
v
dv

−= ,  

⇒ Cxv lncoslnln += ,   0>C , 

⇒ xCv cos= ,   C∀ . 
Так как нам требуется какое-нибудь одно решение, то полагаем 1=C  и 
получаем 
 xxv cos)( = .  

Подставим найденную функцию )(xv  в уравнение (7.12): 
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xxu x cos2cos ⋅=⋅′ . 
Откуда находим  

=′u x2      или     dxdu x2= ,  

⇒  Cxu
x

+=
2ln

2)( . 

Так как по предположению )()( xvxuy ⋅= , то окончательно получа-
ем, что общее решение заданного линейного уравнения имеет вид 

xCxvxuy
x

cos
2ln

2)()( ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅= . ⋄ 

ПРИМЕР 7.3. Найти общее решение уравнения  

22
1

yx
y

−
=′ . 

РЕШЕНИЕ. Уравнение является линейным, если x считать функцией, а 
y аргументом. Действительно, в этом случае оно принимает вид  

22 yxx −=′ . 
Полагаем )()( yvyux ⋅= . Подставляя uvx =  и vuvux ′+′=′  в исходное 
уравнение, будем иметь 

22 yuvvuvu −=−′+′   
⇒ . 2)2( yvvuvu −=⋅−′+′

Согласно (7.9) полагаем 
 02 =⋅−′ vv . (7.13) 
Тогда . (7.14) 2yvu −=′

Находим одно решение уравнения (7.13). Имеем: 

v
dy
dv 2=      или     dy

v
dv 2= ,  

⇒  Cyv ln2ln += ,   0>C  

⇒  yCev 2= ,   C∀ . 
Так как нам требуется какое-нибудь одно решение, то полагаем 1=C  и 
получаем 
 .  yeyv 2)( =

Подставим найденную функцию )(yv  в уравнение (7.14): 
22 yeu y −=⋅′ . 

Откуда находим  
yeyu 22 −⋅−=′ , 
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⇒  . dyeydu y22 −⋅−=
Интегрируя два раза по частям, находим: 

Cyyeyu
y

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

−

2
1

2
)( 2

2
. 

Так как по предположению )()( yvyux ⋅= , то окончательно получа-
ем, что общее решение заданного линейного уравнения имеет вид 

y
y

eCyyeyvyux 22
2

2
1

2
)()( ⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⋅=

−

. ⋄ 

 

§ 8. Уравнения Бернулли 

Уравнением Бернулли называется уравнение вида 
 nyxfyxpy ⋅=⋅+′ )()( , (8.1)

где )(),( xfxp  – непрерывные функции, 0≠n , 1≠n  (в противном слу-
чае это будет линейное уравнение). 

Уравнение Бернулли можно привести к линейному уравнению. Для 
этого достаточно обе части уравнения Бернулли разделить на , а 
затем сделать замену 

ny

 nyz −= 1 . 
Действительно, разделив обе части уравнения на , получим: ny

 )()(
1 xf

y
xp

y
y

nn =+
′

−      или     . (8.2) )()( 1 xfyxpyy nn =⋅+⋅′ −−

Теперь полагаем . Тогда nyz −= 1

dx
dyyn

dx
dz n−−= )1(      ⇒     

dx
dz

n
y

dx
dyy

n

−
==′

1
. 

Подставим  и nyz −= 1

dx
dz

n
yy

n

−
=′

1
 в уравнение (8.2) и получим: 

)()(1
1

xfzxp
dx
dz

yn
y

n

n

=+⋅
−

, 

⇒  )()(
1

1 xfzxp
dx
dz

n
=+

−
, 
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⇒  )()1()()1( xfnzxpn
dx
dz

⋅−=⋅⋅−+ . 

Это линейное неоднородное уравнение относительно z  и . Найдя 
его общее решение методом Бернулли, получим: 

z′

)()( xvxuz ⋅=      или     )()(1
1 xvxu

yn ⋅=−
,  

⇒  
)(

1
)(

11

xvxu
yn ⋅=− , 

⇒ )(~)(~
)(

1
)(

1 1
1

1
1

xvxu
xvxu

y
nn

⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−−
. 

Таким образом, решение уравнения Бернулли можно сразу искать в 
виде произведения двух функций методом Бернулли, не приводя предва-
рительно к линейному уравнению. 

Замечание .  Уравнение Бернулли при 0 имеет решение 
. Оно будет частным решением при 1 (обычно входит в 

общее при 

>n
0=y >n

∞=C ) и особым при 10 << n . 

ПРИМЕР 8.1. Найти общее решение уравнения . dxxyxydy )( 2 +=
РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде: 

xy
xy

dx
dy +

=
2

     или     1−=−′ y
x
yy . 

Это уравнение Бернулли, в котором 1−=n . Приведем его к линейному. 
Для этого разделим обе части уравнения на : 1−y

1
2

=−′
x
yyy . 

Далее полагаем . Тогда nyz −= 1 2y=

dx
dyy

dx
dz 2=      или     yyz ′=′ 2 . 

Подставим  и 2yz = yyz ′=′ 2  в исходное уравнение и получим 

1
2
1

=−′
x
zz      или     22

=−′ z
x

z . 

Это линейное неоднородное уравнение относительно z  и . Ре-
шим его методом вариации произвольной постоянной. Для соответст-

вующего однородного уравнения 

z′

x
zz 2

=′  имеем: 
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x
dx

z
dz 2=  

⇒  Cxz lnln2ln += ,   0>C ; 

⇒  2Cxz = ,   C∀ . 
Считаем, что решение неоднородного уравнения имеет вид  

2)( xxCz ⋅= . 

Тогда  Cxx
dx
dC

dx
dz

⋅+⋅= 22 . 

Подставляем z  и  в линейное неоднородное уравнение и находим: z′

222 22 =⋅−⋅+⋅ Cx
x

Cxx
dx
dC , 

22 =⋅ x
dx
dC      или     dx

x
dC 2

2
= ,  

⇒ C
x

xC +−=
2)( . 

Найденное )(xC  подставим в общее решение  неоднородно-
го уравнения и получим: 

2)( xxCz ⋅=

xCx
x

Cxz 22 22 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

Вернемся к переменной  (по формуле ): y 2yz =
xCxy 222 −= . 

Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид 
xCxy 22 −±= . ⋄ 

ПРИМЕР 8.2. Найти все решения уравнения yxyyx 23=−′ . 
РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

yxy
x

y 31
=−′ . 

Это уравнение Бернулли. Проинтегрируем его, не приводя к линейному. 
По методу Бернулли полагаем )()( xvxuy ⋅= . Тогда vuvuy ′⋅+⋅′=′ . 
Подставив эти выражения в уравнение Бернулли, получим 

vuxuv
x

vuvu ⋅=−′+′ 31 , 

⇒ vuxv
x

vuvu ⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′+′ 31 . 
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Полагая выражение в скобках равным нулю, запишем систему: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=′

=−′

.3

,01

vuxvu

v
x

v  

Находим одно из решений первого уравнения: 

x
v

dx
dv

=     или     
x

dx
v
dv

= , 

⇒ Cxv lnlnln += ,   0>C ; 

⇒  Cxv = ,   C∀ . 
Положим 1=C , тогда  

xv = . 
Из второго уравнения при xv =  находим )(xu : 

xuxxu ⋅=⋅′ 3 , 

ux
dx
du

⋅= 3      или     dxx
u

du 3= ,  

Cxu 222 3 +=      или     Cxu += 3 , 

⇒  ( )23 Cxu += . 
В итоге получим, что  общее решение данного уравнения имеет вид 

( )23 Cxxvuy +⋅=⋅= . 
В процессе интегрирования было потеряно решение 0 . Так как 

оно может быть получено из общего решения при 

=y
3)( xxCC −== , то 

это решение – особое.  
Таким образом, все решения дифференциального уравнения опре-

деляются равенствами:  

( )23 Cxxy +⋅= ,   C∀ ;     0=y . ⋄ 

ПРИМЕР 8.3. Решить уравнение . 0)1( 22 =+++ xydxdyyx
РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

xy
yx

dy
dx 122 ++

−=      или     
xy

y
y
xx 12 +

−=+′ . 

Сравним полученное уравнение с (8.1) и заметим, что это уравнение 
Бернулли, но теперь роль свободной переменной играет , а искомой 
функции – 

y
)(yx . Полагаем )()( yvyux ⋅= . Тогда vuvux ′⋅+⋅′=′ . Под-

ставив эти выражения в уравнение Бернулли, получим 
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yvu
y

y
vuvuvu

⋅⋅
+

−=
⋅

+′⋅+⋅′
12

,  

yvu
y

y
vvuvu

⋅⋅
+

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′+⋅′

12

. 

Полагая выражение в скобках равным нулю, запишем систему: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅⋅
+

−=′

=+′

.1

,01

2

yvu
yvu

v
y

v
 

Находим одно из решений первого уравнения: 

y
v

dy
dv −=      или     

y
dy

v
dv −= ,  

⇒  Cyv lnlnln +−= ,   0>C ;  

⇒  
y
Cv = ,   C∀ . 

Пусть 1=C , тогда  

y
v 1
= . 

Из второго уравнения при 
y

v 1
=  находим : )(yu

y
y

u

y
y
u

⋅⋅

+
−=

′
1

12

,  

⇒  ,  dyyyduu )( 3 +−=⋅

⇒  
2242

242 Cyyu
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= , 

24

2
1 yyCu −−±= . 

В итоге получим, что  общее решение данного уравнения имеет вид 
24

2
11)( yyC

y
vuyx −−⋅±=⋅= ,   C∀ . 

Потерянных решений нет. ⋄ 
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§ 9. Уравнения в полных дифференциалах 

Уравнение 
 0),(),( =+ dyyxNdxyxM  (9.1) 
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая 
часть является полным дифференциалом некоторой функции ),( yxu , 
т. е. если  
 ),(),(),( yxdudyyxNdxyxM =+ .

Очевидно, что общий интеграл уравнения в полных дифференциа-
лах будет иметь вид 

Cyxu =),( . 
Таким образом, задача интегрирования дифференциального урав-

нения в полных дифференциалах фактически сводится к задаче отыска-
ния функции двух переменных по ее полному дифференциалу. 

Критерий, когда выражение dyyxNdxyxM ),(),( +  представляет 
собой дифференциал некоторой функции ),( yxu  и один из возможных 
способов ее нахождения, дает следующая теорема.  
ТЕОРЕМА 9.1. Пусть функции ),(),,( yxNyxM  определены и непре-
рывны в области D  плоскости xOy  и имеют в ней непрерывные част-

ные производные 
y
M
∂
∂  и 

x
N
∂
∂ . Для того чтобы выражение 

 dyyxNdxyxM ),(),( +   
представляло собой полный дифференциал некоторой функции ),( yxu , 
необходимо и достаточно, чтобы во всех точках области D  выполня-
лось условие  
 

x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.   
1) Необходимость (⇒).  Пусть  

),(),(),( yxdudyyxNdxyxM =+ . 
Но  

dy
y
udx

x
uyxdu

∂
∂

+
∂
∂

=),( . 

Следовательно,  

x
uyxM
∂
∂

=),( ,     
y
uyxN
∂
∂

=),( . 
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Тогда 

yx
u

y
M

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

,     
xy

u
x
N

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

. 

По условию теоремы 
yx
u

y
M

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

 и 
xy

u
x
N

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

 – непрерывны в области 

 и, следовательно, D

      
xy

u
yx
u

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22
, 

⇒  
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂ . 

2) Достаточность (⇐).  Пусть  

x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂ . 

Найдем функцию ),( yxu  такую, что  
dyyxNdxyxMyxdu ),(),(),( += , 

или, что то же самое, функцию, для которой 

),( yxM
x
u
=

∂
∂ ,     ),( yxN

y
u
=

∂
∂ . 

Сначала найдем любую функцию u(x, y), удовлетворяющую условию 

),( yxM
x
u
=

∂
∂ . 

Для этого достаточно проинтегрировать это равенство по x , считая  – 
постоянной. Получим: 

y

)(),(),( ydxyxMyxu ϕ+= ∫ , 

где )(yϕ  – произвольная функция.  
Теперь необходимо подобрать )(yϕ  так, чтобы выполнялось условие 

 ),( yxN
y
u
=

∂
∂ . 

Имеем: 

( ) ( ) )(),()(),( ydxyxM
y

ydxyxM
yy

u ϕϕ ′+
∂
∂

=+
∂
∂

=
∂
∂

∫∫  

и ),( yxN
y
u
=

∂
∂ . 

⇒  ( ) ),()(),( yxNydxyxM
y

=′+
∂
∂
∫ ϕ , 
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⇒  ( )∫∂
∂

−=′ dxyxM
y

yxNy ),(),()(ϕ . 

Следовательно, искомая функция )(yϕ  будет существовать, если 

выражение (∫∂
∂

− dxyxM
y

yxN ),(),( ) не зависит от x . Убедимся в этом, 

продифференцировав его по x  (если выражение не зависит от x , то в 
результате дифференцирования должен получиться ноль): 

( ) ( )=
∂∂
∂

−
∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

∫∫ dxyxM
xyx

NdxyxM
y

yxN
x

),(),(),(
2

 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=
∂∂
∂

−
∂
∂

= ∫∫ dxyxM
xyx

NdxyxM
yxx

N ),(),(
2

 

( ) 0),( =
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
y

M
x
NyxM

yx
N . 

Итак, выражение ( )∫∂
∂

− dxyxM
y

yxN ),(),(  действительно не зави-

сит от x , и, следовательно, проинтегрировав его по , получим: y

( ) )(),(),( yCdydxyxM
y

yxN ϕ=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−∫ ∫  

и  

( ) CdydxyxM
y

yxNdxyxMyxu +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−+= ∫ ∫∫ ),(),(),(),( .   ∎ 

ПРИМЕР 9.1. Найти общий интеграл уравнения 
0)46()63( 3222 =+++ dyyyxdxxyx . 

РЕШЕНИЕ. Имеем  
22 63),( xyxyxM += ,     , 32 46),( yyxyxN +=

xy
y

M 12=
∂
∂ ,     xy

x
N 12=
∂
∂ . 

Так как условие =
∂
∂

y
M

x
N
∂
∂  выполнено, то уравнение является урав-

нением в полных дифференциалах, т. е. левая часть этого уравнения 
есть полный дифференциал некоторой функции ),( yxu . Найдем эту 
функцию так, как это было сделано в теореме. Имеем: 
1) )(3)()63()(),(),( 22322 yyxxydxxyxydxyxMyxu ϕϕϕ ++=++=+= ∫∫ . 
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2) 
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+==
∂
∂

′+=++
∂
∂

=
∂
∂

.46),(

,)(6)(3

32

2223

yyxyxN
y
u

yyxyyxx
yy

u ϕϕ
   

 ⇒  , 322 46)(6 yyxyyx +=′+ϕ
⇒       и     . 34)( yy =′ϕ Cyy += 4)(ϕ

Таким образом, получили: 
Cyyxxyyxxyxu +++=++= 4223223 3)(3),( ϕ , 

и общий интеграл уравнения будет иметь вид: 
Cyyxx =++ 4223 3 . ⋄ 

Существуют и другие способы нахождения функции ),( yxu . Напри-
мер, она может быть найдена по одной из следующих формул, которые 
появляются при изучении свойств криволинейных интегралов II рода: 

 ),( yxu CdyyxNdxyxM
y

y

x

x
++= ∫∫

0

0

0

),(),( , (9.2) 

 ),( yxu CdyyxNdxyxM
y

y

x

x
++= ∫∫

00

0 ),(),(

)

, (9.3) 

где )  – любая точка области  непрерывности функций ,( 00 yx D ,( yxM , 

),( yxN , а интеграл в (9.2)  вычисляется 

в предположении, что переменная  (переменная 

∫
x

x
dxyxM

0

),(  ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫ )3.9(в),(
0

y

y
dyyxN

y x ) является константой. 

ПРИМЕР 9.2. Найти общий интеграл уравнения 
0)2( =+− −− dyxydx yy ee . 

РЕШЕНИЕ. Имеем  
yeyxM −=),( ,     )2(),( yexyyxN −+−= , 

    ye
y

M −−=
∂
∂ ,     ye

x
N −−=
∂
∂ . 

Так как условие =
∂
∂

y
M

x
N
∂
∂  выполнено, то уравнение является урав-

нением в полных дифференциалах, т. е. левая часть этого уравнения 
есть полный дифференциал некоторой функции ),( yxu . 
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Найдем функцию ),( yxu  по формуле (9.3). Так как функции 
),( yxM  и ),( yxN  определены и непрерывны в любой точке плоскости 

xOy , то можно взять в качестве точки )  начало координат. Тогда ,( 00 yx

 =),( yxu =++− ∫∫ − Cdyxydx
yx

yee
00

0 )2( =++− ∫∫ − Cdyxydx
yx

ye
00

)2(     

 ( ) =+−−= − Cxyx
yx ye
0

2
0 CyxCxxyx yy ee +−=+−+− −− 22 . 

Следовательно, общий интеграл исходного уравнения имеет вид 

Cyx ye =−− 2 .⋄ 

Иногда функцию ),( yxu  можно найти, сгруппировав члены выраже-
ния dyyM x dxy N x ),(),( + ),( y и приведя его таким образом к виду xdu

0

. 
Этот метод получил название метод интегрируемых комбинаций. 

ПРИМЕР 9.3. Найти общий интеграл уравнения 
 . )3(2 22 =−+ dyyxxydx
РЕШЕНИЕ. Имеем 

xyyxM 2),( = ,     . 22 3),( yxyxN −=

  x
y

M 2=
∂
∂ ,     x

x
N 2=
∂
∂ . 

Так как условие =
∂
∂

y
M

x
N
∂
∂  выполнено, то уравнение является урав-

нением в полных дифференциалах, т. е. левая часть этого уравнения 
есть полный дифференциал некоторой функции ),( yxu .  

Чтобы найти функцию ),( yxu , группируем члены уравнения сле-
дующим образом 

03)2( 22 =−+ dyydyxxydx . 
Имеем  

)(2 22 yxddyxxydx =+      и     . )(3 32 yddyy =
Следовательно, уравнение можно записать в виде 

0)()( 32 =− ydyxd , 
⇒ ( ) 032 =− yyxd . 

Таким образом, , 2),( yxyxu = 3y−
и общий интеграл исходного уравнения имеет вид 

2yx Cy =− 3 . ⋄ 
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§ 10. Интегрирующий множитель 

Если условие =
∂
∂

y
M

x
N
∂
∂  не выполнено, то уравнение   

 0),(),( =+ dyyxNdxyxM  (10.1) 
не является уравнением в полных дифференциалах. Но в некоторых 
случаях удается подобрать функцию ),( yxμ , после умножения на кото-
рую левая часть уравнения становится полным дифференциалом. Такая 
функция называется интегрирующим множителем уравнения. 

Покажем, как можно в некоторых случаях найти интегрирующий 
множитель. Поскольку уравнение  

0),(),( =+ dyyxNdxyxM μμ  
является уравнением в полных дифференциалах, то выполняется условие 

x
N

y
M

∂
∂

=
∂

∂ )()( μμ , 

т. е. 

μμμμ
x
NN

xy
MM

y ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂ , 

или 

M
y

N
xx

N
y

M
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂ μμμ . 

Разделив обе части этого равенства на μ , получим 

 M
y

N
xx

N
y

M
∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅=

∂
∂

−
∂
∂ μ

μ
μ

μ
11 , (10.2) 

 
x
N

y
M

y
M

x
N

∂
∂

−
∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂ μμ lnln . (10.3) 

Таким образом, всякая функция μ , удовлетворяющая уравнению 
(10.3), является интегрирующим множителем уравнения (10.1). Следо-
вательно, для нахождения ),( yxμ  нужно проинтегрировать дифферен-
циальное уравнение в частных производных (10.3). В общем случае эта 
задача является сложной, поэтому рассмотрим два частных случая. 

1) Пусть )(xμμ = . Тогда условие (10.3) принимает вид 

x
N

y
M

dx
dN

∂
∂

−
∂
∂

=
μln  

или 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
x
N

y
M

Ndx
d 1lnμ . 
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Откуда находим 

Cdx
x
N

y
M

N
x +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= ∫ 1)(lnμ  

и 
( )∫

= ∂
∂

−
∂
∂ dx

x
N

y
M

Nex
1

)(μ  
(так как достаточно иметь какой-нибудь один интегрирующий множи-
тель, то можно взять 0=C ). 

Итак, если выражение 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

x
N

y
M

N
1  

зависит только от x , то интегрирующий множитель )(xμμ =  существу-
ет и может быть найден из уравнения  
 

)(ln x
dx

d ϕμ
= ,     где  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
x
N

y
M

N
x 1)(ϕ . (10.4)

В противном случае интегрирующего множителя вида )(xμ  не существует. 

2) Пусть )(yμμ = . Тогда уравнение (10.3) принимает вид 

x
N

y
M

dy
dM

∂
∂

−
∂
∂

=−
μln  

или 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
x
N

y
M

Mdy
d 1lnμ . 

Откуда находим 
( )∫

= ∂
∂

−
∂
∂

− dy
x
N

y
M

Mey
1

)(μ . 
Таким образом, если  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

x
N

y
M

M
1  

зависит только от , то интегрирующий множитель )y ( yμμ =  сущест-
вует и может быть найден из уравнения 
 

)(ln y
dy

d ψμ
−= ,     где  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
x
N

y
M

M
y 1)(ψ . (10.5)

В противном случае интегрирующего множителя вида )(yμ  не существует. 

 46



ПРИМЕР 10.1. С помощью интегрирующего множителя, найти об-
щий интеграл уравнения  022 )( =+++ ydydxxyx .
РЕШЕНИЕ. Для данного уравнения 

xyxyxM ++= 22),( ,     yyxN =),( , 

⇒ y
y
M 2=
∂
∂ ,     0=

∂
∂

x
N ,     y

x
N

y
M 2=

∂
∂

−
∂
∂ . 

Это уравнение не является уравнением в полных дифференциалах, но 

отношение 2211
=⋅=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂ y

yx
N

y
M

N
 не зависит от . Следовательно, 

существует интегрирующий множитель )

y

(xμμ = , который может быть 
найден из уравнения (10.4): 

)(ln x
dx

d ϕμ
= ,    где 21)( =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
x
N

y
M

N
xϕ . 

Имеем:  

2ln
=

dx
d μ , 

⇒ Cx += 2ln μ      или    xeCx 2)( =μ , 
⇒  xex 2)( =μ     (при 1=C ). 

Умножим обе части исходного уравнения на xe2  и получим 
0)( 22 22 =+++ ydydxxyx xx ee .  

Тогда 
ydydxxyxdu xx ee 22 )( 22 +++= . 

Для нахождения функции ),( yxu  применим формулу (9.3), выбрав 
в качестве точки )  начало координат. В этом случае будем иметь ,( 00 yx

=+++= ∫∫ Cydydxxxyxu
yx

xx ee
00

2 22 )(),( =++ Cyx
yx xx ee
0

2
0

2 22
2
1

2
1  

( ) CyxCyx xxx eee ++=++= 2222 222
2
1

2
1

2
1 . 

Следовательно, общее решение уравнения имеет вид 

( ) Cyxxe ~
2
1 222 =+  

или 
( ) Cyxxe =+ 222 ,    где CC ~2= . ⋄ 
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ПРИМЕР 10.2. Найти общий интеграл уравнения  
0)()( 3223 =−++++ xdyydxdyyyxdxxyx  

Если известно, что для него существует интегрирующий множитель ви-
да . )

)
( 22 yx += μμ

РЕШЕНИЕ. Если , то  ()( 22 tyx μμμ =+=

x
dt
d

x
t

dt
d

x
2⋅=

∂
∂
⋅=

∂
∂ μμμ ,      y

dt
d

y
t

dt
d

y
2⋅=

∂
∂
⋅=

∂
∂ μμμ . 

Следовательно, из (10.2) получаем: 

yM
dt
dxN

dt
d

x
N

y
M 2121

⋅⋅−⋅⋅=
∂
∂

−
∂
∂ μ

μ
μ

μ
, 

⇒  ( )yMxN
dt
d

x
N

y
M 221

−⋅⋅=
∂
∂

−
∂
∂ μ

μ
, 

⇒  ( )yMxN
dt

d
x
N

y
M 22ln

−⋅=
∂
∂

−
∂
∂ μ , 

 ⇒  
yMxN
x
N

y
M

dt
d

22
ln

−
∂
∂

−
∂
∂

=
μ . (10.6) 

Таким образом, интегрирующий множитель  суще-
ствует, если функция 

)( 22 yx += μμ

yMxN
x
N

y
M

22 −
∂
∂

−
∂
∂

 

зависит только от , и находится он в этом случае по формуле 
(10.6). 

22 yxt +=

Для заданного уравнения 
yxyxyxM ++= 23),( ,       xyyxyxN −+= 32),( ,

⇒ 12 +=
∂
∂ xy

y
M ,      12 −=

∂
∂ xy

x
N ,     2=

∂
∂

−
∂
∂

x
N

y
M , 

222332
1

)(2)(2
2

22 yxyxyxyxyyxxyMxN
x
N

y
M

+
−=

++−−+
=

−
∂
∂

−
∂
∂

. 

Следовательно, интегрирующий множитель  
существует. Из уравнения (10.6) находим: 

)()( 22 tyx μμμ =+=
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tyxdt
d 11ln

22 −=
+

−=
μ , 

⇒  
t
dtd −=μln  

⇒  Ct +−= lnln μ      или     
t
C

=μ , 

⇒  22
11

yxt +
==μ      (при 1=C ). 

Умножив заданное дифференциальное уравнение на 22
1

yx +
, получим: 

0222222

32

22

23
=

+
−

+
+

+
+

+
+
+

yx
xdy

yx
ydxdy

yx
yyxdx

yx
xyx , 

⇒  02222 =
+

−
+

++
yx

xdy
yx

ydxydyxdx , 

⇒  02222 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
dy

yx
xydxx

yx
y . 

По формуле (9.3) (полагая 10 =x , 00 =y ) находим: 

),( yxu Cdy
yx

xydxx
x

yx
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
= ∫∫

0
22

1
22 0

0 , 

⇒  ),( yxu C
x
y

x
xyx

yx

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−+=

0

2

1

2
arctg1

22
,  

⇒  ),( yxu C
x
yyx

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−= arctg

22
1

2

22
. 

Следовательно, общий интеграл заданного дифференциального 
уравнения имеет вид 

C
x
yyx ~arctg

22

22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+      

или      

C
x
yyx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+ arctg222 ,   где CC ~2= . ⋄ 
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§ 11. Дифференциальные уравнения первого порядка, 
не разрешенные относительно производной 

До сих пор рассматривались дифференциальные уравнения первого 
порядка, разрешенные относительно производной, то есть уравнения, 
которые можно было записать в виде 
 ),( yxfy =′ . (11.1) 
В общем случае дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид: 
 0),,( =′yyxF , (11.2) 
причем непосредственный переход от уравнения вида (11.2) к уравне-
нию вида (11.1) не удается. Такие уравнения называются не разрешен-
ными относительно производной. 

Рассмотрим некоторые частные случаи уравнений, не разрешенных 
относительно производной, и укажем способы их интегрирования. 

11.1. Уравнения, разрешаемые относительно y′  неоднозначно 

Пусть уравнение (11.2) таково, что его можно разрешить (в элемен-
тарных функциях) относительно y′  неоднозначно. Т. е. уравнение (11.2) 
эквивалентно k  различным уравнениям 

),(,),,(),,(),,( 321 yxfyyxfyyxfyyxfy k=′=′=′=′ K . (11.3) 
Предположим, что для каждого из уравнений (11.3) найден общий 

интеграл: 
 0),,(,,0),,(,0),,( 21 =Φ=Φ=Φ CyxCyxCyx kK . (11.4) 
Совокупность общих интегралов (11.4) называется общим интегралом 
уравнения, разрешаемого относительно y′  неоднозначно. Эту совокуп-
ность можно записать в виде 
 0),,(),,(),,( 21 =Φ⋅⋅Φ⋅Φ CyxCyxCyx kK . 
 

y′Замечани е .  Если уравнение (11.2) разрешается относительно 
неоднозначно, то через каждую точку ) области, в которой 
рассматривается это уравнение, будет проходить не менее 

,( 00 yx
k  инте-

гральных кривых. Однако условие единственности для этой точки 
будет считаться нарушенным только в том случае, когда хотя бы две 
кривые в этой точке будут иметь общую касательную. Т. е. если 

 (),(),( 0000 yxfyxf ji ≠ ji ≠ ) и через точку )  не проходят осо-

бые кривые семейств 0

,( 00 yx

ki ,1=),,( =Φ Cyxi  ( ), то решение уравнения, 
удовлетворяющее условию 00 )( yxy =  считается единственным. 
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ПРИМЕР 11.1. Найти общий интеграл уравнения . 
Найти решение, удовлетворяющее условию а) 

4)( 22 =−′ xy 0
1)1( =y , б) . 0)0(y =

y′РЕШЕНИЕ. Разрешая уравнение относительно , получаем: 
xyxy 2,2 −=′=′ . 

Интегрируя каждое из этих уравнений, находим: 
CxyCxy +−=+= 22 , . 

Общий интеграл исходного уравнения имеет вид 
( ) ( ) 022 =−+⋅−− CxyCxy . 

а) Найдем решение, удовлетворяющее условию 1. Имеем:  )1( =y
Cxy += 2      ⇒  C+=11      ⇒  0=C ; 
Cxy +−= 2      ⇒  C+−= 11      ⇒  2=C . 

Таким, образом, искомое решение  и 2 . Решение 
единственное, так как указанные кривые имеют в точке )  разные 
касательные (рис. 11.1). 

2xy = 2 +−= xy
1( ;1

                        

 

1

1

Рис. 11.1 

 

Рис. 11.2.

б) Найдем решение, удовлетворяющее условию 0 . Имеем: )0( =y
Cxy += 2      ⇒  C+= 00      ⇒  0=C ; 
Cxy +−= 2      ⇒  C+−= 00      ⇒  0=C . 

Таким, образом, искомое решение  и . Кривые  
и  имеют в точке )  общую касательную. Следовательно, 
единственности решения в точке )  нет (рис. 11.2). ⋄ 

2xy = 2xy −= 2xy =
2xy −= 0;0(

0;0(
Если уравнение (11.2) не удается разрешить относительно  даже 

неоднозначно, либо полученные в результате уравнения сложно интег-
рировать, то в ряде случаев все же можно найти общее решение в пара-
метрическом виде. Рассмотрим этот метод на примере неполных урав-
нений, т. е. уравнений, не содержащих явно 

y′

x  или . y
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11.2. Неполные уравнения 

а) Уравнения, содержащие только производную 

Пусть дифференциальное уравнение имеет вид 
 0)( =′yF . (11.5) 

xТак как уравнение (11.5) не содержит  и , то его корни тоже не 
будут зависеть от 

y
x  и , т. е. будут постоянными. Пусть существует 

хотя бы один вещественный корень 
y

iky =′  этого уравнения. Интегрируя 
уравнение , получаем: iky =′

x
Cyki

−
=Cxky i +=      или     . 

Так как  – корень уравнения (11.5), то  ik

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
CyF . 

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
CyFУравнению  удовлетворяют, очевидно, все решения диф-

ференциального уравнения и, следовательно, оно является общим инте-
гралом уравнения (11.5). 

ПРИМЕР 11.2. Общим интегралом уравнения  
( ) ( ) ( ) 0442 234 =+′−′+′−′ yyyy  

является выражение:  

0442
234

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
Cy

x
Cy

x
Cy

x
Cy  

(вещественные корни уравнения существуют, например корнем будет 
). ⋄ 1=′y

б) Уравнения, не содержащие искомой функции 

Рассмотрим уравнение вида 
 0),( =′yxF , (11.6) 

в котором отсутствует искомая функция . Возможны 2 случая: y
y′1) уравнение (11.6) разрешимо относительно  неоднозначно; 

y′2) уравнение (11.6) неразрешимо относительно , но допускает пара-
метрическое представление, т. е. может быть заменено двумя урав-
нениями вида 

  )(),( tytx ψϕ =′= . 
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Первый случай сводится к уравнению, рассмотренному в п. 11.1. 
Во втором случае можно попытаться найти его решение в параметриче-
ском виде. Имеем: 

dxydy ′= dttdx )(ϕ′=,     , 
⇒  dtttdy )()( ϕψ ′⋅= , 

Cdttty +′⋅= ∫ )()( ϕψ⇒  . 

Таким образом, интегральные кривые уравнения (11.6) определя-
ются в параметрическом виде следующими уравнениями: 
  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+′⋅=

=

∫ .)()(
,)(

Cdttty
tx

ϕψ
ϕ

Исключая здесь (и далее в подобных ситуациях) из параметрических 
уравнений параметр t , получаем общий интеграл исходного уравнения. 

xЕсли уравнение (11.6) можно разрешить относительно , т. е. запи-
сать в виде  

  )( yx ′= ϕ , 

yt ′=то в качестве параметра удобно взять . Тогда 
dtttdxydy )(ϕ′⋅=′=)(tx ϕ= ,     , 

Cdttty +′⋅= ∫ )(ϕ⇒  . 

Общее решение уравнения в этом случае определяется в параметриче-
ском виде уравнениями: 

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+′⋅=

=

∫ .)(

,)(

Cdttty

tx

ϕ

ϕ
 

( ) yyx ′+′= 3ПРИМЕР 11.3. Проинтегрировать уравнение . 
xРЕШЕНИЕ. Уравнение не содержит  и разрешено относительно y . 

Следовательно, его решения можно найти в параметрическом виде.  
ty =′ . Тогда Полагаем 

( )dttdx 13 2 +=ttx += 3 ,     , 
( )dtttdxydy 13 2 +⋅=′= , 

( ) CttCdttty ++=++⋅= ∫ 24
313

2
42⇒  . 

 53



⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

+=

Ctty

ttx

24
3

,
2

4

3

Таким образом, уравнения  определяют в пара-

метрическом виде общее решение заданного уравнения. ⋄ 

ПРИМЕР 11.4. Проинтегрировать уравнение )ln( =′−′ yxy 1. 
РЕШЕНИЕ. Уравнение не содержит  и может быть разрешено относи-
тельно 

y
x :  

y
y

x ′+
′

= ln1 .  

Следовательно, его решения можно найти в параметрическом виде.  
ty =′ . Тогда Полагаем 

dt
tt

dx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

11
2t

t
x ln1

+= ,     ,  

dt
t

dt
tt

tdxydy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅=′= 1111

2⇒  . 

Интегрируя, получаем 

CttCdt
t

y ++−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫ ln11 . 

Таким образом, уравнения  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−=

+=

Ctty

t
t

x

ln

,ln1
 

определяют общее решение уравнения в параметрической форме. ⋄ 

в) Уравнения, не содержащие независимой переменной 

Рассмотрим уравнение вида 
 0),( =′yyF , (11.7) 
в котором отсутствует свободная переменная x. Возможны 2 случая: 

y′  неоднозначно; 1)  уравнение (11.7) разрешимо относительно 
y′2)  уравнение (11.7) неразрешимо относительно , но допускает пара-

метрическое представление, т. е. может быть заменено двумя урав-
нениями вида 

  )(),( tyty ψϕ =′= .
Первый случай мы рассмотрели выше в п.11.1. Во втором случае 

можно попытаться найти его решение в параметрическом виде. Имеем: 
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)(t
dx
dy ψ=dtdy ϕ ′=      и     . 

Cdt
t
tx +

′
= ∫ )(

)(
ψ
ϕdt

t
t

t
dydx

)(
)(

)( ψ
ϕ

ψ
′

==⇒       и     . 

Таким образом, интегральные кривые уравнения (11.7) определя-
ются в параметрическом виде следующими уравнениями: 
  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
′

= ∫
.)(

,
)(
)(

ty

Cdt
t
tx

ϕ
ψ
ϕ

 

Если уравнение (11.7) можно разрешить относительно , т. е. за-
писать в виде  

y

  )( yy ′= ϕ , 

yt ′=то в качестве параметра удобно взять . Тогда 

dtdy ϕ ′=)(ty ϕ= ,      

dt
t
t

y
dydx )(ϕ′

=
′

= Cdt
t
tx +

′
= ∫

)(ϕ⇒       и     . 

Общее решение уравнения в этом случае определяется в парамет-
рическом виде уравнениями: 

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
′

= ∫
.)(

,)(

ty

Cdt
t
tx

ϕ

ϕ
 

( ) ( ) 63 34 −′+′−′= yyyyПРИМЕР 11.5. Проинтегрировать уравнение . 
xРЕШЕНИЕ. Уравнение не содержит  и разрешено относительно . 

Найдем его решения в параметрическом виде. Полагаем . Тогда 
y

ty =′

( )dtttdy 194 23 +−=63 34 −+−= ttty      и     . 

dx
dyy =′Из   следует  

dt
t

ttdt
t
tt

y
dydx ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

+−
=

′
=

194194 2
23

0≠t  ( ), 

CtttCdt
t

ttx ++−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫ ln

2
9

3
4194 232⇒  . 
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Таким образом, уравнения  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=

++−=

63

,ln
2
9

3
4

34

23

ttty

Ctttx
 

определяют общее решение уравнения в параметрическом виде.  
Общее решение получено в предположении, что 0≠t . При =t 0  

получаем 6 . Проверка показывает, что это тоже решение уравне-
ния, которое не входит в общее решение.⋄ 

−=y

( ) 13232 =′+ yyПРИМЕР 11.6. Проинтегрировать уравнение . 
xРЕШЕНИЕ. Уравнение не содержит  и допускает параметрическое 

представление  
ty 3cos= ,     (где  ty 3sin=′ ]2;0[ π∈t ). 

Следовательно, его решения можно найти в параметрическом виде.  
Имеем: 

      ⇒  . ty 3cos= tdttdy sincos3 2 ⋅−=

dx
dyy =′ t3sin=Из   следует  

dt
t
tdt

t
tt

t
dydx 2

2

3

2

3 sin
cos3

sin
sincos3

sin
⋅−=

⋅−
== 0sin ≠t  ( ), 

CttCdt
t

tCdt
t
tx ++=+

−
⋅−=+⋅−= ∫∫ 3ctg3

sin
sin13

sin
cos3 2

2

2

2

⇒  . 

Таким образом, уравнения  

⎩
⎨
⎧

=
++=

ty
Cttx

cos
,3ctg3  

определяют общее решение уравнения в параметрическом виде.  
Общее решение получено в предположении, что 0sin ≠t . Уравне-

ние 0 ℤ), но только sin =t kt π= ∈k =t имеет множество решений  ( 0  и 
π=t  попадают в промежуток ]2;0[ π .  При =t 0 π=t и   получаем соот-

ветственно  и 1. Проверка показывает, что это тоже решения 
уравнения, которые не входят в общее решение.⋄ 

=y 1 −=y

Замечани е .  Уравнение в примере 11.6 можно было разрешить 
относительно  и проинтегрировать его также, как уравнение 
примера 11.5. Но тогда решение окажется более трудоемким, чем 
приведенное выше (убедитесь в этом самостоятельно). 

y
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11.3. Уравнения Лагранжа 

Пусть уравнение 0),,( =′yyxF  не может быть разрешено относи-
тельно , но является линейным относительно y′ x  и . В этом случае 
его можно записать в виде 

y

 )()( yyxy ′+′⋅= ψϕ . (11.8)

Такое уравнение называется уравнением Лагранжа. 
Решение уравнения Лагранжа можно найти в параметрической 

форме.  
ty =′Полагаем . Тогда уравнение (11.8) запишется в виде 

 ()( ttxy ψϕ +⋅= ) . 
x , получаем: Дифференцируя это выражение по 

dx
dtt

dx
dttxty )()()( ψϕϕ ′+′+=′ , 

[ ]
dx
dtttxtt )()()( ψϕϕ ′+′=− , 

[ ] )()()( ttxtt
dt
dx ψϕϕ ′=′−− , 

)(
)(

)(
)(

tt
t

tt
tx

dt
dx

ϕ
ψ

ϕ
ϕ

−
′

=
−
′

⋅− 0)( ≠− tt ϕ,   (где  ). (11.9)  

dt
dxx  и Последнее уравнение является линейным относительно  и, сле-

довательно, легко интегрируется методом вариации постоянной или ме-
тодом Бернулли. Пусть ),( Ctx μ=  – общее решение уравнения (11.9). 
Тогда общее решение уравнения Лагранжа в параметрическом виде 
 

⎩
⎨
⎧

+⋅=
=

.)()(),(
,),(

ttCty
Ctx

ψϕμ
μ

 
 

Общее решение уравнения Лагранжа получено нами в предположе-
нии, что 0)( ≠− tt ϕ . Если уравнение 0)( =− tt ϕ  имеет действительные 
корни , то к найденному общему решению уравнения Лагранжа надо 
еще добавить )

it
()( ii ttxy ψϕ +⋅= . Непосредственная проверка показыва-

ет, что это будут решения, которые теряются в процессе интегрирования. 

ПРИМЕР 11.6. Проинтегрировать уравнение . ( )342 yyxy ′−′=
РЕШЕНИЕ. Данное уравнение является уравнением Лагранжа. Полага-
ем . Тогда уравнение запишется в виде ty =′
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342 txty −= . 
x , находим: Дифференцируя это выражение по 

dx
dtt

dx
dtxty 21222 −+=′ , 

[ ]
dx
dttxtt 21222 −+=⇒  , 

[ ] 0122 2 =−+
dx
dttxt⇒  , 

0122 2
=

−
+

t
tx

dt
dx⇒    (где ≠t 0 ), 

tx
tdt

dx 122
=+⇒  . 

xПолучили линейное неоднородное уравнение относительно  и 

dt
dx vux ⋅=. Найдем его решение методом Бернулли. Полагаем . Тогда 

vuvux ′+′=′ x′x  и . Подставим  в уравнение и получим следующую 
систему для функций u  и v : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′

=+′

.12

,02

tvu

v
t

v  

2
1
t

v = Ctu += 43Решая эту систему, получаем  ,   и общее решение ли-

нейного неоднородного уравнения будет иметь вид 

2
23

t
Ct +=2

1
t

( )Ct +43=x . 

Следовательно, интегральные кривые исходного уравнения определя-
ются уравнениями: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

.22

,3

3

2
2

t
Cty

t
Ctx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=

3

2
2

42

,3

txty
t
Ctx

     или      

Это решение получено в предположении, что 0≠t . При 0=t  получаем 
30402 ⋅−⋅= xy      ⇒  0=y . 

Проверка показывает, что это тоже решение уравнения, которое не вхо-
дит в общее. ⋄ 
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11.4. Уравнения Клеро 

Получить уравнение (11.9) невозможно, когда 0)( ≡− tt ϕ . В этом 
случае )(tt ϕ=  или yy ′=′)(ϕ  и уравнение Лагранжа принимает вид 
 )( yyxy ′+′⋅= ψ . (11.10) 

Уравнение вида (11.10) называется уравнением Клеро.  
Так же как для уравнения Лагранжа, для интегрирования уравнения 

Клеро применяют параметрический метод.  
ty =′ . Тогда уравнение (11.10) запишется в виде Полагаем 

 )(ttxy ψ+⋅= . (11.11) 
xДифференцируя обе части уравнения (11.11) по , получаем: 

dx
dtt

dx
dtxty )(ψ ′++=′ , 

[ ]
dx
dttxtt )(ψ ′++= , 

[ ] 0)( =′+
dx
dttx ψ . 

Последнее уравнение распадается на два уравнения: 

0=
dx
dt 0)( =′+ tx ψ     или      . 

В первом случае решение уравнения определяется системой 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

.)(

,0

txty
dx
dt

ψ
 

Ct =  и Откуда находим 
 )(CCxy ψ+⋅= . (11.12) 

Функция (11.12) является общим решением уравнения Клеро (од-
нопараметрическое семейство прямых). 

Замечани е .  Сравнивая выражения (11.10) и (11.12), замечаем, 
что для получения общего решения уравнения Клеро достаточно в 
исходном уравнении заменить производную y′  на произвольную 
постоянную C . 
Во втором случае решение определяется системой  

⎩
⎨
⎧

+=
=′+

,)(
,0)(

txty
tx
ψ

ψ  

из которой находим решение 
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⎩
⎨
⎧

+⋅′−=
′−=

.)()(
,)(

ttty
tx

ψψ
ψ  (11.13) 

Убедимся, что кривая (11.13) действительно является интегральной 
кривой уравнения Клеро.  

Из (11.13) находим: 
dttdx )(ψ ′′−= ,  

tdttdtttttdy ⋅′′−=′+′−⋅′′−= )()]()()([ ψψψψ , 

t
dtt
tdtt

dx
dy

=
′′−
⋅′′−

=
)(

)(
ψ
ψ⇒  . 

Следовательно, подставляя (11.13) в уравнение (11.10) получим тождество: 

{ {)()()()(
y
t

y
t

x
t

y
ttt

′
+
′

⋅′−=+⋅′− ψψψψ
32144 344 21

. 

Более того, обычно решение (11.13) является особым. Действи-
тельно, пусть   

constt ≠′ )(ψ . 
Тогда из уравнения 0)( =′+ tx ψ t можно выразить :  

)(xt χ= . 
Это позволит записать (11.13) в явном виде: 

))(()( xxxy χψχ +⋅= . 
Предположим, что это решение получается из общего при некотором 
значении постоянной : 0C

)())(()( 00 CxCxxx ψχψχ +=+⋅ . 
Тогда   

( ) ( ))())(()( 00 CxC
dx
dxxx

dx
d ψχψχ +=+⋅ , 

⇒  0)())(()()( Cx
x

xxxx =′⋅
−
′+′⋅+ χχψχχ

43421
, 

⇒  0)( Cx =χ . 
Следовательно, решение (11.13) может быть получено из общего 

только если допустить, что )(xCC = . Но это означает, что решение яв-
ляется особым. 

ПРИМЕР 11.7. Проинтегрировать уравнение . 1)( −′+′= yxyy
РЕШЕНИЕ. Данное уравнения является уравнением Клеро. Полагаем 

. Тогда уравнение запишется в виде ty =′
1−+= ttxy . 
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xДифференцируя обе части этого равенства по , получаем: 

dx
dtttx

dx
dty ⋅−+=′ −2 ,  

( ) 02 =− −tx
dx
dt

dx
dtttx

dx
dtt ⋅−+= −2⇒  .      или     

0=
dx
dt 02 =− −tx⇒       или     . 

В первом случае имеем: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

− .

,0
1ttxy

dx
dt

 

Ct =Откуда получаем  и общее решение уравнения Клеро (однопара-
метрическое семейство прямых) 

1−+⋅= CCxy . 
Во втором случае  

⎩
⎨
⎧

+=
=−
−

−

.
,0

1

2

ttxy
tx  

Откуда находим  

⎩
⎨
⎧

=+⋅=
=

−−−

−

.2
,

112

2

tttty
tx  

Избавляясь от параметра t , получаем в итоге решение  
xy 42 = . 

Таким образом, парабола  есть огибающая семейства пря-
мых 

xy 42 =
1−+⋅= CCxy  (рис. 11.3) и является особым решением заданного 

уравнения Клеро. ⋄ 
 

Рис. 11.3.

x

y
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ГЛАВА II 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

§ 12. Основные понятия и определения 

Дифференциальными уравнениями высшего порядка называют 
уравнения порядка выше первого. В общем случае такие уравнения 
имеют вид 
 , (12.1) 0),,,,,( )( =′′′ nyyyyxF K

где . 1>n
Замечани е .  Функция  может не зависеть от некоторых из ар-
гументов , но обязательно в уравнении (12.1) 
должна присутствовать производная -го порядка. 

F
)1(,,,,, −′′′ nyyyyx K

n
В нашем курсе мы будем рассматривать в основном такие дифферен-

циальные уравнения n -го порядка , которые можно записать в виде )1( >n
 ),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy K . (12.2)

Уравнение (12.2) называют уравнением, разрешенным относительно 
старшей производной.  

Также как и дифференциальные уравнения первого порядка, диф-
ференциальные уравнения высших порядков имеют, вообще говоря, 
бесчисленное множество решений. Каждое из этих решений изобража-
ется на плоскости xOy  некоторой кривой (интегральной кривой). Чтобы 
из этого множества решений выбрать определенное, надо задать  ус-
ловий, которым должно удовлетворять искомое решение. Обычно, за-
дают значение искомой функции и всех ее производных до порядка 

 включительно при некотором значении аргумента : 

n

1−n 0xx =

 , , 00 )( yxy = 010 )( yxy =′ 020 )( yxy =′′ , K, 100
)1( )( −

− = n
n yxy . (12.3) 

Совокупность этих условий называется начальными условиями для 
дифференциального уравнения -го порядка. n

Нахождение решения уравнения (12.1) или (12.2), удовлетворяю-
щего заданным начальным условиям (12.3), называется решением зада-
чи Коши для этого уравнения. Достаточные условия существования и 
единственности решения задачи Коши для уравнения, порядка , разре-
шенного относительно старшей производной, дает следующая теорема. 

n
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ТЕОРЕМА 12.1 (Коши). Пусть в уравнении  
  (12.2) ),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy K

функция  удовлетворяет двум условиям: ),,,,,( )1( −′′′ nyyyyxf K

1)  непрерывна как функция ),,,,,( )1( −′′′ nyyyyxf K )1( +n -ой перемен-
ной  в некоторой области  -мерного 
пространства; 

)1(,,,,, −′′′ nyyyyx K D )1( +n

2) ее частные производные по переменным  в облас-
ти D  ограничены.  

)1(,,,, −′′′ nyyyy K

Тогда для любой точки Dyyyyx n ∈− ),,,,,( 10020100 K  существует един-
ственное решение )(xy ϕ=  уравнения (12.2), определенное в некотором 
интервале , содержащем точку , и удовлетворяющее началь-
ным условиям  

),( ba 0x

00 )( yxy = , , 010 )( yxy =′ 020 )( yxy =′′ , K, 100
)1( )( −

− = n
n yxy . 

Замечание .  Единственность решения задачи Коши для уравне-
ния -го порядка )  не означает, что через данную точку 

 плоскости 
n 1( >n

),( 00 yx xOy  проходит одна интегральная кривая 
)(xy ϕ= , как это имело место для уравнения первого порядка, раз-

решенного относительно производной. Кривых через эту точку 
проходит множество, а единственность означает, что они различа-
ются набором значений )( 0xy′ , )( 0xy ′′ , …, )( 0

)1( xy n−  (т. е. через 
точку )  не проходит двух кривых с одинаковыми значения-
ми ,

,( 00 yx
)( 0xy′ )( 0xy ′′ ,…, )( 0

)1( xy n− ). Например, для уравнения второго 
порядка ),,( yyxfy ′=′′  с начальными условиями , 

, единственность решения означает, что через точку 
 плоскости 

00 )( yxy =

010 )( yxy =′
),( 00 yx xOy  проходит возможно бесконечное множест-

во интегральных кривых, но только одна из них имеет в этой точке 
касательную с угловым коэффициентом . 01y
Из теоремы 12.1 следует, что, закрепляя значение  и изменяя в 

некоторых пределах значения  (так, чтобы точка 
 принадлежала области ), мы будем для каж-

дой системы чисел  получать свое решение. Это под-
тверждает предположение о бесконечном множестве решений уравне-
ния -го порядка и говорит о том, что эта совокупность решений зави-
сит от  произвольных постоянных. 

0x
1002010 ,,,, −nyyyy K

),,,,,( 10020100 −nyyyyx K D
1002010 ,,,, −nyyyy K

n
n
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция  
),,,,( 21 nCCCxy Kϕ= , 

зависящая от x  и n  произвольных постоянных , называет-
ся общим решением дифференциального уравнения 

nCCC ,,, 21 K

 , (12.2) ),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy K

в некоторой области D  существования  и единственности решения 
задачи Коши, если она удовлетворяет следующим двум условиям: 

1) при любых допустимых значениях постоянных  она 
удовлетворяет уравнению (12.2); 

nCCC ,,, 21 K

2) каковы бы ни были начальные условия 
 , , 00 )( yxy = 010 )( yxy =′ 020 )( yxy =′′ , K, 100

)1( )( −
− = n

n yxy , (12.3) 
где , можно так подобрать значения постоянных 

, , …, , что решение 
Dyyyy n ∈− ),,,,( 1002010 K

01C 02C nC0 ),,,,( 00201 nCCCxy Kϕ=  будет удовлетво-
рять заданным начальным условиям (12.3). 

Уравнение 0),,,,,( 21 =Φ nCCCyx K , задающее общее решение в не-
явном виде, называется общим интегралом уравнения. 

С геометрической точки зрения общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения (12.2) представляет собой семейство ин-
тегральных кривых, зависящих от  параметров. Решение уравнения, 
удовлетворяющее условиям (12.3) будет изображаться определенной 
кривой этого семейства. Начальных условий достаточно для того, чтобы 
выделить это решение из общего. Соответствующие ему значения по-
стоянных  будут находиться из системы уравнений 

n

nCCC ,,, 21 K

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

′=
=

−
− .),,,,(

,),,,,(
,),,,,(

210
)1(

10

21001

2100

n
n

n

n

n

CCCxy

CCCxy
CCCxy

K

KKKKKKKK

K

K

ϕ

ϕ
ϕ

 

Решение (интеграл) дифференциального уравнения (12.2) называ-
ется частным, если в каждой его точке сохраняется единственность 
решения задачи Коши. Любое частное решение (интеграл) получается из 
общего решения (интеграла) при конкретных значениях постоянных 

 (включая значения nCCC ,,, 21 K ±∞=iC ). 
Решение (интеграл) дифференциального уравнения (12.2), в каждой 

точке которого нарушено условие единственности, называется особым. 
Очевидно, что особое решение не может быть получено из общего ре-
шения. Оно будет среди тех решений, которые «теряются» в процессе 
преобразований. 
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Задача интегрирования дифференциальных уравнений -го поряд-
ка является более сложной, чем интегрирование дифференциальных 
уравнений первого порядка. Одним из основных методов, применяемых 
при интегрировании дифференциальных уравнений высших порядков, 
является понижение порядка уравнения. В следующем параграфе мы 
рассмотрим несколько типов уравнений, которые можно проинтегриро-
вать таким методом. 

n

§ 13. Понижение порядка уравнения 

13.1. Уравнения, содержащие только x  и  )(ny

Пусть уравнение порядка n  содержит только x  и , т. е. имеет вид )(ny
 0. (13.1) ),( )( =nyxF
Здесь возможны два случая:  
1) уравнение разрешено относительно ;  )(ny
2) уравнение нельзя разрешить относительно . )(ny

Рассмотрим первый случай, когда уравнение разрешено относи-
тельно , т. е. имеет вид  )(ny
 )()( xfy n = , 

причем )(xf  непрерывна на некотором интервале . ),( ba
Общее решение такого уравнения получается в результате -

кратного последовательного интегрирования правой части уравнения. 
Действительно, так как  

n

 )(ny ( ) )(
)1(

)1( xf
dx

dyy
n

n ==
′

=
−

− , 

то . dxxfdy n )()1( =−

Интегрируя обе части, получим уравнение порядка )1( −n : 

 1
)1( )( Cdxxfy n += ∫−  . 

Так как  )1( −ny ( )
dx

dyy
n

n
)2(

)2(
−

− =
′

= , 

то  =− )2(ny ( ) 2121 )()( CxCdxxfdxCdxCdxxf ++=++ ∫ ∫∫ ∫ . 

Продолжая этот процесс, мы будем каждый раз понижать порядок 
уравнения на единицу, и после -кратного интегрирования получим  n

=y nn

nn

CxC
n
xC

n
xCdxxfdxdx +++

−
+

−
+ −

−−

∫ ∫∫ 1

2

2

1

1 )!2()!1(
)( KK . 
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ПРИМЕР 13.1. Найти общее решение уравнения 2
1
x

y −=′′′  и част-

ное решение, удовлетворяющее начальным условиям  
0)1(,0)1(,0)1( =′′=′= yyy . 

РЕШЕНИЕ. Имеем  

)( ′′′=′′′ yy 2
1
x

−=      ⇒   12
11 C
x

dx
x

y +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=′′ ∫ ; 

              )( ′′=′′ yy 1
1 C
x

+=      ⇒   211 ln1 CxCxdxC
x

y ++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′ ∫ . 

Интегрируя третий раз, получаем общее решение уравнения 

( ) 32

2

121 2
lnln CxCxCxxxdxCxCxy +++−=++= ∫ . 

Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее заданным на-
чальным условиям, надо определить соответствующие значения 

. Полагая 1321 ,, CCC =x  имеем:   
 3215,01 CCCy +++−= 0= , 

 21 CCy +=′ 0= ,  
 11 Cy +=′′ 0= . 
Откуда находим 

5,0,1,1 321 ==−= CCC . 
Таким образом, искомое частное решение имеет вид 

5,05,0ln 2 +−= xxxy . ⋄ 
Замечани е .  Если в задаче требуется найти только частное ре-
шение дифференциального уравнения, то целесообразно опреде-
лять значения постоянных в процессе решения, а не после нахож-
дения общего решения. Это ускоряет решение задачи, так как в ре-
зультате подстановки конкретных значений  обычно упрощают-
ся интегралы (см. пример 13.5). 

iC

Теперь рассмотрим второй случай, когда уравнение 
 0 (13.1) ),( )( =nyxF
нельзя разрешить относительно . Если оно допускает параметриче-
ское представление,  

)(ny

 )(),( )( tytx n ψϕ == , 

то его решение можно найти в параметрическом виде.  
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Действительно, из  получим dxydy nn )()1( =−

dtttdy n )()()1( ϕψ ′⋅=− . 
Тогда 

),()()( 111
)1( CtCdttty n ψϕψ =+′⋅= ∫− . 

Из  имеем dxydy nn )1()2( −− =
dttCtdy n )(),( 11

)2( ϕψ ′⋅=− , 

⇒  . ),,()(),( 212211
)2( CCtCdttCty n ψϕψ =+′⋅= ∫−

Аналогично найдем выражения для  и получим yyyy nn ,,,, )4()3( ′−− K

⎩
⎨
⎧

=
=

.),,,,(
,)(

21 nn CCCty
tx

Kψ
ϕ  

Эти уравнения определяют общее решение уравнения (13.1) в парамет-
рическом виде. 

ПРИМЕР 13.2. Проинтегрировать уравнение . xy ye =+′′ ′′

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение не может быть разрешено относительно 
. Попытаемся найти его решение в параметрическом виде. Полагаем 

. Тогда  
y ′′

ty =′′
tetx += ,     . dtdx te )1( +=

Поэтому 
dttdxyyd te )1( +=′′=′ , 

1

22

)1(
22

Cttdttty tt ee +−+=+=′ ∫ . 

Тогда 

dtCttdxydy tt ee )1()1(
2 1

2

+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+=′= ,  

⇒  dtCttCttdy tttt eeee ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+++−+= 1

2

1

2

)1(
2

)1(
2

2 ,  

⇒  211

23

1
24

3
26

2 CtCCttty tt ee ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= . 

Итак, общее решение уравнения в параметрическом виде 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

+=

.1
24

3
26

,

211

23
2 CtCCttty

tx

tt

t

ee

e
⋄ 
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13.2. Уравнения, не содержащие искомой функции  
и ее производных до порядка (k – 1) включительно 

Пусть уравнение имеет вид 
 0),,,,( )()1()( =+ nkk yyyxF K , )1( nk <≤ , 

т. е. не содержит искомой функции и ее производных до порядка )1( −k  
включительно. Это уравнение допускает понижение порядка на k  еди-
ниц заменой ) . В результате такой замены получим уравнение ()( xpy k =

0),,,,( )( =′ −knpppxF K . 
Предположим, что это уравнение интегрируется в квадратурах и 

),,,,( 21 knCCCxp −= Kϕ  есть его общее решение. Тогда неизвестную 
функцию  находим из уравнения  y ),,,,( 21

)(
kn

k CCCxy −= Kϕ k -
кратным интегрированием правой части. 

ПРИМЕР 13.3. Проинтегрировать уравнение yxxy ′′=′′′ ln . 
РЕШЕНИЕ. Полагая , имеем )(xpy =′′ py ′=′′′  и уравнение принимает 
вид 

pxxp =′ ln . 
Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. Раз-
деляя переменные и интегрируя, получим: 

 
xx

dx
p

dp
ln

=  (где  0≠p , 0ln ≠xx ), 

⇒  1lnlnlnln Cxp += ,    01 >C
⇒  xCp ln1 ⋅= ,   01 ≠C . 

Условие 0ln ≠xx  не приводит к потери решения уравнения 
. Условие 0pxxp =′ ln ≠p  приводит к потере решения 0=p . Но оно 

может быть включено в общее решение пр 0и 1 =C
м 

. Следовательно, 
получае

xCp ln1 ⋅= ,       или     1C∀ xCy ln1 ⋅=′′ ,  1C∀ . 
Интегрируя дважды, находим 

211 )ln(ln CxxxCdxxCy +−=⋅=′ ∫ ,  21,CC∀ ; 

321 )ln( CxCdxxxxCy ++−= ∫ , 

⇒  32
2

1 4
1

2
ln

CxC
x

xCy ++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= , 321 ,, CCC∀ . 

Это и есть общее решение уравнения. ⋄ 
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13.3. Уравнения, не содержащие независимого переменного 

Пусть уравнение имеет вид 
 0),,,,( )( =′′′ nyyyyF K , (13.2)

т. е. не содержит независимого переменного. Порядок такого уравнения 
можно понизить на единицу заменой yp ′= , причем p  рассматривается 
как новая неизвестная функция, аргументом которой является , т. е. y

)( ypp = . Тогда 

ppp
dy
dpy

dy
dp

dx
dy

dy
dp

dx
dp

dx
dy

dx
d

dx
ydy ⋅′=⋅=′⋅=⋅==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==′′

2

2

, 

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=′′′

dx
dyp

dy
dp

dy
dp

dy
dp

dx
dy ppppp

dy
dpp

dy
pd

⋅′+′′=⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅ 22

2

2

2

)( , 

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK  

),,,,(,,,, )1(
1

)1(

2

2
)( −

−

−

′′′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= n

n

n
n pppp

dy
pd

dy
pd

dy
dppy KK ωω . 

Подставляя эти выражения в (13.2), получаем уравнение ) -го порядка.  1( −n
Предположим, что ),,,,( 121 −= nCCCyp Kϕ  является общим реше-

нием получившегося уравнения )1( −n -го порядка. Тогда 
),,,,( 121 −=′ nCCCyy Kϕ . 

Разделим переменные: 

dx
CCCy

dy

n
=

− ),,,,( 121 Kϕ
. 

Интегрируя, получаем общий интеграл уравнения (13.2): 

n
n

Cx
CCCy

dy
+=∫

− ),,,,( 121 Kϕ
. 

ПРИМЕР 13.4. Найти общее решение уравнения . yyy ′′−=′ )1()(2 2

РЕШЕНИЕ. Полагаем . Тогда )( ypy =′ ppy ⋅′=′′  и уравнение прини-
мает вид 

ppyp ′⋅⋅−= )1(2 2      или     0)1(2 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

dy
dpypp , 

⇒ 0=p      или     0)1(2 =−−
dy
dpyp . 

Из условия 0=p  находим: 
0=′= yp      ⇒  Cy = . 
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Из условия 0)1(2 =−−
dy
dpyp  находим: 

 
p

dp
y
dy

=
−1

2    (где 0≠p , 01− ≠y ); 

⇒  1lnln1ln2 Cpy −=− ,    ; 01 >C

⇒     pyC =− 2
1 )1( , 01 ≠C . 

Условие 0  не приводит к потери решения уравнения 1 ≠−y

0)1(2 =−−
dy
dpyp . Условие 0≠p  приводит к потере решения 0=p , но 

оно может быть включено в общее решение при 01 =C . Следовательно, 
получаем 

pyC =− 2
1 )1( ,       или     ,   1C∀ 2

1 )1( −=′ yCy 1C∀

 ⇒  dxC
y

dy
12)1(

=
−

 (где 01 ≠−y ). 

После интегрирования будем иметь 

21)1(
1 CxC

y
+=

−
− . 

Откуда находим общее решение  

21

11
CxC

y
+

−= , 

где  и  – произвольные постоянные (полученные ранее решения 1C 2C
Cy =  получаются по этой формуле при 01 =C ; предположение 01 ≠−y  

не привело к потере решения, т. к. 1=y  получается из общего решения 
при ).⋄ ∞=2C

ПРИМЕР 13.5. Найти решение уравнения , удовлетво-
ряющее условиям: 

3128yy =′′
8)0(,1)0( =′= yy . 

РЕШЕНИЕ. Полагаем . Тогда )( ypy =′ ppy ⋅′=′′  и уравнение прини-
мает вид 

3128ypp =′ . 
Тогда . dyypdp 3128=
Интегрируя, находим: 

1

42

4
128

2
Cyp

+=      или     , 1
42 64 Cyp +=

⇒  1
464 Cyp +±=      или     1

464 Cyy +±=′ . 
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Получили уравнение с разделяющимися переменными. Но его интегри-
рование приводит к неберущимуся интегралу:  

∫
+ 1

464 Cy

dy . 

Таким образом, общее решение в данном уравнении найти не удастся. Тем 
не менее, частное решение найти можно. Из начальных условий получаем  

⎭
⎬
⎫

=′
=

,8)0(
,1)0(

y
y      ⇒  1648 C+=      ⇒  01 =C . 

Тогда уравнение 1
464 Cyy +±=′  примет вид: 

28yy =′ . 
Разделяя переменные и интегрируя, находим 

dx
y
dy 82 = ,  

⇒  281 Cx
y

+=−      или     
xC

y
8

1

2 −
= . 

Из начальных условий получаем 12 =C . Таким образом, искомое част-
ное решение имеет вид:  

x
y

81
1

−
= . ⋄ 

13.4. Уравнения, однородные относительно неизвестной функции  
и ее производных 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Уравнение 
0),,,,,( )( =′′′ nyyyyxF K , 

называется однородным относительно , если при всех )(,,,, nyyyy K′′′
0≠t  выполняется тождество  

),,,,,(),,,,,( )()( nmn yyyyxFttyytyttyxF KK ′′′=′′′ . 
Порядок такого уравнения может быть понижен на единицу подстановкой  
 yzy =′ , 
где )(xzz =  – новая неизвестная функция. 

Действительно, пусть 
y

t 1
= . Тогда 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′′
=′′′

y
y

y
y

y
yxFtyytyttyxF

n
n

)(
)( ,,,,1,,,,,, KK  
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и ( ) ( ))()( ,,,,,1,,,,, n
m

n yyyyxF
y

tyytyttyxF KK ′′′=′′′ . 

Из этих двух равенств получаем: 

( ))(
)(

,,,,,1,,,,1, n
m

n

yyyyxF
yy

y
y
y

y
yxF KK ′′′=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′′
, 

⇒  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′′
⋅=′′′

y
y

y
y

y
yxFyyyyyxF

n
mn

)(
)( ,,,,1,,,,,, KK . 

Следовательно, однородное относительно  уравнение 
может быть записано в виде 

)(,,,, nyyyy K′′′

 0,,,,1,
)(

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′′
⋅

y
y

y
y

y
yxFy

n
m K . (13.3) 

Далее, из  находим  yzy =′

)( 2 zzyzyzyy ′+=′+′=′′ , 
)3(2 3 zzzzyzyzyzyy ′′+′+=′′+′′+′′=′′′ , 
KKKKKKKKKKKKKKKKKKKK  

=)(ny ),,,,( )1( −′′′⋅ n
n zzzzy Kω . 

Откуда получаем: 

z
y
y

=
′

,     zz
y
y ′+=

′′ 2 ,     … ,     ( ))1(
)(

,,,, −′′′= n
n

n

zzzz
y

y
Kω . 

Подставляя эти выражения в (13.3) получаем: 
( ) 0,,,,, )1( =′′′Φ⋅ −nm zzzzxy K ,  

⇒ ( ) 0,,,,, )1( =′′′Φ −nzzzzx K  (при условии 0≠y ). 
Пусть ),,,,( 121 −= nCCCxz Kϕ  – общее решение уравнения 

( ) 0,,,,, )1( =′′′Φ −nzzzzx K . Тогда, из yzy =′  находим: 
),,,,( 121 −⋅=′ nCCCxyy Kϕ , 

⇒  dxCCCx
y

dy
n ),,,,( 121 −= Kϕ    ( 0≠y ), 

⇒  nn CdxCCCxy += ∫ − ),,,,(ln 121 Kϕ , 

⇒  ,   ∫ −⋅= dxCCCx
n

neCy ),,,,( 121 Kϕ 0≠nC . 
Условие 0≠y  приводит к потере решения 0=y . Но оно может 

быть включено в общее решение при 0=nC . Следовательно, оконча-
тельно получаем 

∫ −⋅= dxCCCx
n

neCy ),,,,( 121 Kϕ ,   nC∀ . 

 

72



ПРИМЕР 13.6. Проинтегрировать уравнение  yyyxyxy ′=′−′′ 2)( .
РЕШЕНИЕ. Проверим, будет ли данное уравнение однородным относи-
тельно . Имеем:   yyy ′′′,,

=′′′ ),,,( yyyxF yyyxyxy ′−′−′′ 2)( . 
Тогда 

=′′′ ),,,( ytyttyxF =′−′−′′ ))(()())(( 2 yttyytxyttyx  
=′−′−′′= ))(( 22 yyyxyxyt 2t ),,,( yyyxF ′′′ . 

Т. е. уравнение действительно однородное относительно  yyy ′′′,, .
Полагаем yzy =′ . Тогда для y ′′  будем иметь: 

)( 2 zzyzyzyy ′+=′+′=′′ . 
Подставляя  и  в уравнение, получаем: y′ y ′′

zyzxyzzxy 22222 )( =−′+ ,  
⇒  zxzzzx =−′+ 22 )(    ( 0≠y ), 

⇒  zzx =′ , 

⇒  
x

dx
z

dz
=    ( 0≠z , 0≠x ),  

⇒  1lnlnln Cxz += ,   ,  01 >C
⇒  xCz 1= ,   01 ≠C . 

Условие 0≠x  не приводит к потери решения уравнения zzx =′ . 
Условие 0  приводит к потере решения 0≠z =z . Но это решение может 
быть включено в общее решение при 01 =C . Следовательно, получаем 

xCz 1= ,       или     1C∀ xC
y
y

1=
′

,  1C∀ ; 

⇒  xdxC
y

dy
1= ; 

⇒  2

2

1 2
ln CxCy +=      или      2

2
1 2

CxC
ey

+
= ; 

⇒  ,   
2

1
2

xCeCy ⋅= 02 ≠C . 
Условие 0≠y  приводит к потере решения 0=y , но оно может 

быть включено в общее решение при 02 =C .  
Следовательно, окончательно, общее решение уравнения имеет вид 

2
1

2
xCeCy ⋅= ,   21,CC∀ . ⋄ 
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13.5. Уравнения, левая часть которых  является точной производной  

Рассмотрим уравнение 
 0 , (13.4) ),,,,,( )( =′′′ nyyyyxF K

в котором левая часть является производной от некоторой функции пе-
ременных , т. е. )1(,,,,, −′′′ nyyyyx K

 =′′′ ),,,,,( )(nyyyyxF K ),,,,,( )1( −′′′Φ nyyyyx
dx
d

K . (13.5) 

Такое уравнение называют иначе уравнением в точных производных.  
Если уравнение является уравнением в точных производных, то его 

порядок легко понизить на единицу. Действительно, из (13.5) получаем 

0),,,,,( )1( =′′′Φ −nyyyyx
dx
d

K , 

⇒  . Cyyyyx n =′′′Φ − ),,,,,( )1(K

Уравнение ) -го порядка  называют 
первым интегралом уравнения (13.4). 

1( −n Cyyyyx n =′′′Φ − ),,,,,( )1(K

Если уравнение (13.4) не является уравнением в точных производ-
ных, то можно попытаться подобрать такую функцию 

, после умножения на которую уравнение станет 
уравнением в точных производных.  

),,,,,( )1( −′′′ nyyyyx Kμ

ПРИМЕР 13.7. Проинтегрировать уравнение . 0)( 2 =′′−′′′′ yyy

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 0=
′
′′

−
′′
′′′

y
y

y
y  (полагаем 0≠′y , 

). Отсюда  0≠′′y

( ) ( ) 0lnln =′′−′′′ yy ,  

⇒  ( ) 0lnln =′′−′′ yy . 
Таким образом, левая часть уравнения является точной производ-

ной от функции yyyyyx ′−′′=′′′Φ lnln),,,( . Тогда  

1lnlnln Cyy =′−′′ ,    01 >C
и первый интеграл заданного уравнения можно записать в виде 

yCy ′=′′ 1 ,  где 01 ≠C . 
Первый интеграл является дифференциальным уравнением второго 

порядка. Запишем его в виде 

yC
dx
yd ′=

′
1

)(      или     dxC
y
yd

1=
′
′

 ( 0≠′y ). 
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Отсюда находим 

21
~ln CxCy +=′      или     21

~CxCey +±=′ , 

⇒  ,   где xCeCy 1
2=′ 02

2

~
≠±= CeC . 

Из уравнения  находим xCeCy 1
2=′

dxCdy xCe 1
2= . 

Интегрируя последнее равенство, получим общее решение исходного 
уравнения 

3
1

1

2
3

1

1
2

1 C
C
C

C
C

Cy xCxC ee +=+⋅= ,   где 01 ≠C , C , . 02 ≠

0

3C∀

В процессе интегрирования уравнения мы предполагали, что ≠′y  
и 0 . Условию 0  удовлетворяют функции ≠′′y =′y 3Cy = , которые яв-
ляются решениями уравнения и могут быть получены из общего реше-
ния при 0 . Условию 02 =C =′′y  удовлетворяют функции , 
которые тоже являются решениями уравнения, но из общего решения 
получены быть не могут. Следовательно, все решения дифференциаль-
ного уравнения определяются равенствами: 

32 CxCy +=

3
1

1

2
3

1

1
2

1 C
C
CC

C
Cy xCxC ee +=+⋅= ,   32 CxCy += ,  

где , . ⋄ 01 ≠C 32 ,CC∀

)nn
nn =+′+++ −

− K

§ 14. Линейные однородные дифференциальные уравнения n-го порядка 

14.1. Общие понятия и определения  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейным дифференциальным уравнением -го по-
рядка называется уравнение, линейное относительно неизвестной 
функции y  и ее производных , т. е. уравнение вида 

n

)(,,, nyyy K′′′
 , (14.1) ()()()()( 1

)1(
1

)(
0 xgyxpyxpyxpyxp

где  и свободный член )(,),(),(),( 210 xpxpxpxp nK )(xg  – заданные 
функции аргумента x  или постоянные, причем 0)(0 ≠xp  для всех x  из 
той области, где рассматривается уравнение (14.1). 

Если правая часть )(xg 0≡ , то уравнение (14.1) называется линей-
ным однородным, если )(xg 0≡/ , то уравнение (14.1) называется линей-
ным неоднородным (или уравнением с правой частью).  

 

75



Если коэффициент )  не равен нулю ни в одной точке некото-
рого отрезка 

(0 xp
bxa ≤≤ , то, разделив на ) , придем к так называемо-

му приведенному уравнению: 
(0 xp

 )()()()()( 1
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K , (14.2) 

где 
)(
)()(,

)(
)()(,,

)(
)()(,

)(
)()(

000

2
2

0

1
1 xp

xgxf
xp
xp

xa
xp
xpxa

xp
xpxa n

n ==== K .  

В дальнейшем будем работать только с этим уравнением. Также в даль-
нейшем будем предполагать, что функции  
непрерывны на некотором отрезке ] . Тогда в области  

)(),(,),(),( 21 xfxaxaxa nK

;[ ba
∈∀∈= − in yybaxyyyxD ,],;[),,,,({ 11 K ℝ ℝ⊂} n+1

для уравнения (14.2) будут выполняться условия теоремы 12.1 сущест-
вования и единственности решения и, следовательно,  и 

ℝ существует единственное решение уравнения (14.2), удов-
летворяющее условию   

];[0 bax ∈∀
∈∀ iyy 00 ,

00 )( yxy = , , 010 )( yxy =′ 020 )( yxy =′′ , K, 100
)1( )( −

− = n
n yxy . 

Линейные дифференциальные уравнения обладают рядом свойств, 
которые значительно облегчают их интегрирование. Но чтобы эти свой-
ства сформулировать, необходимо вспомнить понятие линейного про-
странства, введенное раннее в курсе линейной алгебры. 

14.2. Линейное пространство: основные определения и утверждения 

Пусть L  – некоторое множество, элементы которого можно скла-
дывать и умножать на числа из ℝ (или ℂ). Например, множество матриц 
одинакового размера, множество векторов, множество функций с оди-
наковой областью определения и т.д.  

Договоримся элементы из L  обозначать малыми латинскими бук-
вами, а числа – малыми греческими буквами. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество L  называется линейным пространст-
вом над ℝ (ℂ) если для любых элементов Lcba ∈,,  и для любых чисел 

∈βα , ℝ(ℂ) выполняются условия: 
1)  (коммутативность сложения элементов из abba +=+ L ); 
2) )()( cbacba ++=++  (ассоциативность сложения элементов из L ); 
3) во множестве L  существует такой элемент o , что  (эле-
мент o  называют нулевым элементом множества 

aoa =+
L ); 

4) для любого элемента La∈  существует элемент La∈−  такой, что 
 (элемент a  называют противоположным к ); oaa =−+ )( − a
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5) aa )()( αββα =  (ассоциативность относительно умножения чисел); 
6) aaa βαβα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на элемент из 

L  относительно сложения чисел); 
7) baba ααα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на число отно-
сительно сложения элементов из L ); 

8) . aa =1
Наряду с термином «линейное пространство» используется также 

термин «векторное пространство», элементы линейного пространства 
принято называть векторами. Линейное пространство над ℝ называют 
вещественным (действительными) линейным пространством, а над 
ℂ – комплексным. В нашем курсе мы будем иметь дело с веществен-
ными линейными пространствами. 

В курсе линейной алгебры было показано, что линейными про-
странствами над ℝ являются: 
1) множество ,( nmM × ℝ )  матриц размера nm ×  с элементами из ℝ; 
2) множество  ( ) свободных векторов пространства (плоскости); )3(V )2(V
3) множество ℝn

 последовательностей  действительных чисел (его на-
зывают арифметическим линейным пространством, элементы 
множества ℝ

n

n
 называют -мерными векторами); n

4) множество ℝ ][x  многочленов с коэффициентами из ℝ; 
5) множество ],[ baC  функций, непрерывных на . ],[ ba

Пусть L  – линейное пространство над ℝ(ℂ),  – непустое под-
множество в 

1L
L . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Говорят, что  является подпространством ли-
нейного пространства 

1L
L  (или линейным подпространством), если оно 

само образует линейное пространство относительно операций, опре-
деленных на L . 

Справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 14.1 (критерий подпространства). Пусть L  – линейное про-
странство над ℝ(ℂ),  – непустое подмножество в 1L L .  является 
подпространством линейного пространства 

1L
L  тогда и только тогда, 

когда для любых элементов 1, Lba ∈  и любого ∈α ℝ(ℂ) выполняются 
два условия: 1) 1Lba ∈− ;   2) 1La ∈⋅α . 
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С помощью теоремы 14.1 легко показать, например, что 
1) множество  свободных векторов плоскости является подпростран-
ством линейного пространства  свободных векторов пространства; 

)2(V
)3(V

2) множество ℝn
][x  многочленов с коэффициентами из ℝ и имеющих 

степень меньше  является подпространством линейного простран-
ства ℝ

n
][x  многочленов с коэффициентами из ℝ; 

3) если система линейных однородных уравнений OAX =  имеет нетри-
виальные решения, то множество ℋ ее решений является подпро-
странством арифметического линейного пространства ℝn

; 
4) множество ]  n-раз непрерывно дифференцируемых на [a;b] 
функций является подпространством линейного пространства 

,[)( baC n

],[ baC . 

Очень важными понятиями в теории линейных пространств являют-
ся понятия линейной зависимости и линейной независимости векторов. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторы , , …,  называются линейно зависи-
мыми, если существуют числа 

1a 2a ka
1α , 2α , …, kα , не все равные нулю и та-

кие, что линейная комбинация kk aaa ⋅++⋅+⋅ ααα K2211  равна нуле-
вому элементу o  линейного пространства L . 

Если же равенство kk aaa ⋅++⋅+⋅ ααα K2211 o=  возможно 
только при условии 021 ==== kααα K , то векторы , , …,  на-
зывают линейно независимыми. 

1a 2a ka

Справедливо следующее утверждение.  
ЛЕММА 14.2 (необходимое и достаточное условие линейной зависимо-
сти векторов). Векторы , , …,  линейно зависимы тогда и только 
тогда, когда хотя бы один из них линейно выражается через оставшиеся. 

1a 2a ka

Замечани е .  Часто в качестве определения линейно зависимых 
векторов берут формулировку леммы 14.2. 

Рассматривая линейно независимые системы векторов, например, в 
пространстве ℝn

, легко доказать, что они могут содержать не более  
элементов. Это замечание приводит к следующему важному понятию в 
теории линейных пространств. 

n

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Максимальная линейно независимая система векто-
ров линейного пространства называется базисом этого линейного про-
странства. 
Иначе говоря, векторы , , …, 1e 2e ne L∈  образуют базис в линейном 
пространстве L  если выполняются два условия: 
1) , , …,  – линейно независимы; 1e 2e ne
2) , , …, , a – линейно зависимы для любого вектора a из 1e 2e ne L . 
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Очевидно, что в линейном пространстве существует не единствен-
ный базис (например, легко доказать, что если , , …,  образуют 
базис в линейном пространстве 

1e 2e ne
L  и 1α , 2α , …, nα  – отличные от нуля 

действительные числа, то векторы 11eα , 22eα , …, nneα  тоже будут бази-
сом). Но справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 14.3. Любые два базиса линейного пространства состоят 
из одного и того же числа векторов. 

Если в линейном пространстве L  существует базис из n векторов, 
то пространство называют конечномерным,  n  называют размерно-
стью линейного пространства (пишут: nL =dim ).  

Если в линейном пространстве L  для любого натурального  
можно найти линейно независимую систему из  векторов, то про-
странство называют бесконечномерным (пишут: 

n
n

∞=Ldim ). 
Конечномерными являются, например, линейные пространства 

)3(V , ,( nmM × ℝ , ℝ)
n
 (размерности: 3dim )3( =V , ,(dim nmM × ℝ nm ⋅=) , 

ℝdim
n
= n). Примером бесконечномерных линейных пространств явля-

ются ℝ ][x  и ];[ baC . 
Роль базиса в линейном пространстве характеризует следующая 

теорема. 
ТЕОРЕМА 14.4 (о базисе). Каждый вектор линейного пространства ли-
нейно выражается через любой его базис, причем единственным образом. 

Из теоремы 14.4 следует, что если в конечномерном линейном про-
странстве известен базис, то мы можем получить любой его вектор, т. е. 
дать полное описание этого линейного пространства. 

Итак, мы вспомнили некоторые определения и утверждения теории 
линейных пространств. Теперь покажем, что множество решений ли-
нейного однородного уравнения порядка n образует конечномерное ли-
нейное пространство и определим его размерность. 

14.3. Интегрирование линейных однородных уравнений n-го порядка 

Рассмотрим линейное однородное уравнение порядка n, т. е. урав-
нение вида  

 . (14.3) 0

)

)()()()( 1
)2(

2
)1(

1
)( =+′++++ −

−− yxayxayxayxay nn
nnn K

Для его решений справедливо следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 14.5. Если  и )  являются решениями линейного 
однородного уравнения (14.3), то 

(1 xy (2 xy
)()( 21 xyxy +  и )(1 xyC ⋅  (∀ ∈C ℝ) 

тоже является решениями уравнения (14.3). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Подставив функцию 21 yy +  в уравнение (14.3) 
получим: 

=+⋅+′+⋅+++⋅++ −
− )()()()()()()( 21211

)1(
211

)(
21 yyxpyyxpyyxpyy nn

nn K  
++′+++= −

− ][ 111
)1(

11
)(

1 ypypypy nn
nn K  

≡+′++++ −
− ][ 221

)1(
21

)(
2 ypypypy nn

nn K  
000 ≡+≡ . 

Следовательно, функция  также является решением уравнения (14.3). 21 yy +
Аналогично доказывается, что решением уравнения (14.3) будет и 

функция , где 1Cy C  – произвольная постоянная. ∎ 

СЛЕДСТВИЕ 14.6. Если  – решения уравнения (14.3), то их 
линейная комбинация 

nyyy ,,, 21 K

  (14.4) ∑
=

=+++
n

i
iink yCyCyCyC

1
2211 K

тоже является решением уравнения (14.3) для любых постоянных 
. nCCC ,,, 21 K

Пусть ];[ baS  – множество решений линейного однородного урав-
нения (14.3). Так как любое решение уравнения (14.3) является n раз не-
прерывно дифференцируемой функцией, определенной на ] , то ;[ ba
 ];[ baS ];[)( baC n⊂ , 
где ]  – множество функций, n раз непрерывно дифференцируе-
мых на отрезке ] . Более того, в силу теоремы 14.1, 

;[)( baC n

;[ ba ];[ baS  является 
подпространством линейного пространства ] . Оказалось также, 
что линейное пространство ]

;[)( baC n

;[ baS  конечномерное (докажем это утвер-
ждение позднее).  

Рассмотрим систему функций ,  раз 
дифференцируемых на некотором отрезке ] . Составим для них оп-
ределитель порядка n следующего вида 

)(,),(),( 21 xyxyxy nK )1( −n
;[ ba

 

)1()1(
3

)1(
2

)1(
1

321

321

321

−−−−

′′′′′′′′
′′′′

=

n
n

nnn

n

n

n

yyyy

yyyy
yyyy
yyyy

W

K
KKKKK

K
K
K

. (14.5)

Определитель (14.5) является функцией переменой x . Он обозначается 
)(xW ],,,[ 21 nyyyW K= W=  и называется определителем Вронского 
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(или вронскианом) функций ) . Определитель Врон-
ского играет важную роль при изучении линейной зависимости системы 
функций. А именно, справедлива следующая теорема. 

(,),(),( 21 xyxyxy nK

ТЕОРЕМА 14.7 (необходимое условие линейной зависимости функ-
ций). Если функции  nyyy ,,, 21 K 1−n  раз дифференцируемы и линейно 
зависимы на , то их определитель Вронского на  тождест-
венно равен нулю. 

];[ ba ];[ ba

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть функции  1nyyy ,,, 21 K −n  раз дифференци-
руемы и линейно зависимы на ] . Тогда, по определению, существуют 
числа 

;[ ba
nααα ,,, 21 K , среди которых хотя бы одно отлично от нуля, такие, что 

02211 =+++ nn yyy ααα K ,   ];[ bax ∈∀ . 
Пусть, для определенности, 01 ≠α . Тогда 

nn yyy ββ ++= K221 ,   где 
1α

αβ i
i −= . 

Откуда получаем: 

=
′′′

=
−−− )1()1(

2
)1(

1

21

21

21 ],,,[
n

n
nn

n

n

n

yyy

yyy
yyy

yyyW

K
KKKK

K
K

K  

0
)1()1(

3
)1(

2
)1()1(

22

3222

3222

≡

++

′′′′++′
++

=
−−−−− n

n
nnn

nn
n

nnn

nnn

yyyyy

yyyyy
yyyyy

KK
KKKKK

KK
KK

ββ

ββ
ββ

 

(так как первый столбец определителя является линейной комбинацией 
остальных столбцов). ∎ 

Теорема 14.7 дает необходимое условие линейной зависимости 
системы функций. Достаточным это условие для произвольной системы 
функций не будет, т. е. если ],,,[ 21 nyyyW K 0≡ , то система функций 

 может оказаться как линейно зависимой, так и линейно не-
зависимой. Так, например, легко проверить, что функции 

nyyy ,,, 21 K

⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0,
;0,0

)( 21 xx
x

xy      и     
⎩
⎨
⎧

≥
<=

0,0
;0,)(

2

2 x
xxxy

являются линейно независимыми, и их вронскиан 
212121 ],[ yyyyyyW ′−′= 0≡ . 

Но ситуация меняется, если  – решения линейного од-
нородного уравнения. Здесь справедлива следующая теорема. 

nyyy ,,, 21 K
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ТЕОРЕМА 14.8 (условие линейной независимости решений линейного 
однородного дифференциального уравнения). Если n  решений 

 линейного однородного уравнения (14.3) линейно независи-
мы на , то определитель Вронского  не может об-
ратиться в нуль ни в одной точке этого промежутка. 

nyyy ,,, 21 K

];[ ba ],,,[ 21 nyyyW K

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Пусть  ли-
нейно независимы на ]  и существует ]

nyyy ,,, 21 K

;[ ba ;[0 bax ∈  такое, что 
0)](,,,[ 021 =xyyyW nK . 

Обозначим  
 1001 )( yxy = ,  2002 )( yxy = ,  …,  ; 00 )( nn yxy =

 ,  ,  …,  ; )1(
1001 )( yxy =′ )1(

2002 )( yxy =′ )1(
00 )( nn yxy =′

 ………………………………………………… 
 ,     ,  …,  . )1(

100
)1(

1 )( −− = nn yxy )1(
200

)1(
2 )( −− = nn yxy )1(

00
)1( )( −− = n

n
n

n yxy
Рассмотрим систему линейных однородных уравнений, матрицу кото-
рой составляют числа : )(

00 , k
ii yy

  (14.6) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

−−− .0

,0
,0

)1(
0

)1(
202

)1(
101

)1(
0

)1(
202

)1(
101

0202101

n
nn

nn

nn

nn

yCyCyC

yCyCyC
yCyCyC

K
KKKKKKKKK

K

K

Определитель матрицы  системы (14.6) M
=Mdet 0)](,,,[ 021 =xyyyW nK . 

Следовательно, система (14.6) имеет ненулевые решения. 
Пусть  – одно из ненулевых решений системы (14.6). 

Функция  в силу следствия (14.2) будет яв-
ляться решением уравнения (14.3), причем 

nCCC ~,,~,~
21 K

nn yCyCyCy ~~~~
2211 +++= K

0)(~
0 =xy  (из 1-го уравнения системы (14.6)), 

0)(~
0 =′ xy  (из 2-го уравнения системы (14.6)), 

………………………………………………. 
0)(~

0
)1( =− xy n  (из -го уравнения системы (14.6)). n

Но начальным условиям  
0)( 0 =xy , 0)( 0 =′ xy , 0)( 0 =′′ xy , K, 0)( 0

)1( =− xy n  
удовлетворяет и тривиальное решение 0)( ≡xy .  

Поскольку, по теореме существования и единственности решения, 
начальные условия для линейного уравнения определяют единственное 
решение, получаем: 
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0~~~~
2211 ≡+++= nn yCyCyCy K , 

причем среди коэффициентов  есть ненулевые. Но это оз-
начает, что  линейно зависимы на ] , что противоречит 
условию теоремы.  

nCCC ~,,~,~
21 K

nyyy ,,, 21 K ;[ ba

Следовательно, предположение было неверным и  
0)](,,,[ 21 ≠xyyyW nK ,   ];[ bax ∈∀ . ∎ 

СЛЕДСТВИЕ 14.9 (теоремы 14.7 и 14.8). Пусть  решения 
уравнения (14.3). Тогда их определитель Вронского либо тождественно 
равен нулю, и это означает, что решения  линейно зависимы; либо не 
обращается в нуль ни в одной точке 

nyyy ,,, 21 K

iy
],[ bax ∈ , и это означает, что ре-

шения  линейно независимы.  iy
В свою очередь, следствие 14.9 позволяет доказать утверждение о 

конечномерности пространства ];[ baS . 
ТЕОРЕМА 14.10. Пространство решений ];[ baS  линейного однород-
ного уравнения (14.3) конечномерно и его размерность совпадает с по-
рядком дифференциального уравнения, т. е. 

nbaS =];[dim . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Покажем, что для уравнения (14.3) можно най-
ти  линейно независимых решений. n

Пусть ] . Возьмем любой определитель порядка n, отлич-
ный от нуля. Например, 

;[0 bax ∈∀

100

010
001

K
KKKK

K
K

=Δn . 

По теореме существования и единственности решения имеем: 
1) существует единственное решение ) , определенное в некоторой 
окрестности точки , удовлетворяющее условию 

(1 xy
0x

1)( 01 =xy , 0)( 01 =′ xy , 0)( 01 =′′ xy , K,  0)( 0
)1(

1 =− xy n

(где 0  – числа из первого столбца определителя );  ,,0,1 K nΔ
2) существует единственное решение ) , удовлетворяющее условию  (2 xy

0)( 02 =xy , 1)( 02 =′ xy , 0)( 02 =′′ xy , K,  0)( 0
)1(

2 =− xy n

(где 0  – числа из второго столбца определителя ); ,,1,0 K nΔ
………………………………………………………………… 

n ) существует единственное решение ) , удовлетворяющее условию  (xyn

0)( 0 =xyn , 0)( 0 =′ xyn , 0)( 0 =′′ xyn , K, 1)( 0
)1( =− xy n

n  
(где 1 – числа из -го столбца определителя ,,0,0 K n nΔ ). 
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Для найденных таким образом функций  имеем: nyyy ,,, 21 K

0)](,,,[ 021 ≠Δ= nn xyyyW K , 
и, следовательно, по следствию 14.9,  – линейно независимы. nyyy ,,, 21 K

2) Покажем, что любое решение линейного однородного диффе-
ренциального уравнения (14.3) может быть представлено как линейная 
комбинация  линейно независимых решений. n

Пусть  – некоторые линейно независимые решения урав-
нения (14.3),  – решение уравнения (14.3), удовлетворяющее условиям 

nyyy ,,, 21 K

)(ˆ xy

00 )(ˆ yxy = ,   ,   ,   K,   . )1(
00 )(ˆ yxy =′ )2(

00 )(ˆ yxy =′′ )1(
00

)1( )(ˆ −− = nn yxy
Рассмотрим систему  линейных уравнений вида: n

  (14.7) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

−−−− ,

,
,

)1(
0

)1(
0

)1(
202

)1(
101

)1(
0

)1(
0

)1(
202

)1(
101

00202101

nn
nn

nn

nn

nn

yyCyCyC

yyCyCyC
yyCyCyC

K
KKKKKKKKK

K

K

где ,  ()( 00 xyy ii = )( 0
)()(

0 xyy k
i

k
i = ni ,1= , 1,1 −= nk ).  

Так как  – линейно независимые решения уравнения 
(14.3), то для матрицы  системы имеем: 

nyyy ,,, 21 K

M
=Mdet 0)](,,,[ 021 ≠xyyyW nK . 

Следовательно, система (14.7) имеет единственное решение . nCCC ~,,~,~
21 K

Рассмотрим функцию . В силу следствия 
(14.6) она будет являться решением уравнения (14.3), причем 

nn yCyCyCy ~~~~
2211 +++= K

00 )(~ yxy =  (из 1-го уравнения системы (14.7)), 
)1(

00 )(~ yxy =′  (из 2-го уравнения системы (14.7)), 
………………………………………………. 

)1(
00

)1( )(~ −− = nn yxy  (из -го уравнения системы (14.7)). n
Но тем же самым начальным условиям удовлетворяет и решение 
.  )(ˆ xy
Поскольку, по теореме существования и единственности решения, 

начальные условия для линейного дифференциального уравнения опре-
деляют единственное решение, получаем: 

)(ˆ~~~~
2211 xyyCyCyCy nn =+++= K . ∎ 

Система n линейно независимых решений линейного однородного 
дифференциального уравнения n-го порядка (базис пространства 
S[a;b]) называется его фундаментальной системой решений. 
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Таким образом, задача интегрирования линейного однородного 
уравнения n-го порядка сводится к отысканию фундаментальной систе-
мы его решений. Но сделать это для произвольного уравнения очень 
сложно. Фундаментальные системы решений удается найти лишь для 
некоторых простейших типов линейных однородных уравнений. Одним 
из таких типов являются линейные однородные уравнения с постоян-
ными коэффициентами.  

14.4. Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами 

Пусть линейное однородное уравнение имеет вид 
 01

)2(
2

)1(
1

)( =+′++++ −
−− yayayayay nn

nnn K , (14.8)

где  – некоторые действительные числа. Уравнение (14.8) 
называется линейным однородным уравнением n–го порядка с посто-
янными коэффициентами. Класс однородных уравнений с постоян-
ными коэффициентами замечателен тем, что для него нахождение фун-
даментальной системы решений сводится к решению алгебраического 
уравнения n-й степени. 

naaa ,,, 21 K

Вид уравнения (14.8) наводит на мысль, что решения этого уравне-
ния следует искать прежде всего среди таких функций, производные ко-
торых «похожи» на сами функции. Среди элементарных функций таким 
свойством обладает показательная функция. Поэтому решения уравне-
ния (14.8) будем искать в виде 
 xey λ= , (14.9)

где λ  – неизвестная постоянная, которую нужно выбрать так, чтобы 
функция (14.9) обращала уравнение (14.8) в тождество.  
Для функции  (14.9) имеем: 

xey λλ=′ ,   ,   ,   K ,   . xey λλ2=′′ xey λλ3=′′′ xnn ey λλ=)(

Подставим  в уравнение (14.8) и получим )(,,,, nyyyy K′′′

)( 1
2

2
1

1 nn
nnnx aaaae +++++ −

−− λλλλλ K 0= . 

Поскольку xeλ 0≠ , то решение (14.9) удовлетворяет уравнению, если 
 01

2
2

1
1 =+++++ −

−−
nn

nnn aaaa λλλλ K . (14.10)

Уравнение (14.10) называется характеристическим уравнением для 
уравнения (14.8), многочлен слева – характеристическим многочле-
ном, корни характеристического уравнения (14.10) – характеристиче-
скими корнями уравнения (14.8). 
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Замечание .  Формально характеристическое уравнение получа-
ется из уравнения (14.8) заменой производных искомой функции 
на соответствующие степени λ , а самой функции – на 10 =λ . 

Характеристическое уравнение (14.10) есть алгебраическое уравне-
ние n-й степени. В алгебре доказывается, что такое уравнение имеет n 
корней, среди которых есть как действительные, так и комплексные 
числа (каждый корень считается столько раз, какова его кратность). До-
казывается также, что комплексные корни такого уравнения попарно 
сопряжены. Следовательно, функции вида  в общем случае не дадут 
всю фундаментальную систему решений уравнения (14.8). «Недостаю-
щие» решения позволяет найти следующая теорема. 

xλe

ТЕОРЕМА 14.11. Пусть λ  – характеристический корень уравнения 
(14.8). Тогда 
1) если λ  – простой действительный корень уравнения (14.10), то ре-

шением уравнения (14.8) является функция ; xeλ

2) если λ  – действительный корень кратности k  уравнения (14.10), 
то решениями уравнения (14.8) являются функции 

xeλ ,     xxeλ ,     xex λ2 ,     …     xk ex λ1− ; 
3) если iβαλ +=  – простой комплексный корень уравнения (14.10), то 

число iβαλ −=  тоже является простым корнем характеристиче-
ского уравнения, а решениями уравнения (14.8) будут функции 

xe x βα cos⋅ ,     ; xe x βα sin⋅
4) если iβαλ +=  – комплексный корень кратности k  уравнения (14.10), 

то число iβαλ −=  тоже является корнем характеристического 
уравнения кратности k , а решениями уравнения (14.8) будут функции 

xe x βα cos⋅ ,    ,    ,    …,    . xxe x βα cos⋅ xex x βα cos2 ⋅ xex xk βα cos1 ⋅−

xe x βα sin⋅ ,    ,    ,    …,    . xxe x βα sin⋅ xex x βα sin2 ⋅ xex xk βα sin1 ⋅−

Решения, относящиеся к различным характеристическим корням, 
линейно независимы и найденные таким образом n  решений уравнения 
(14.8) будут образовывать его фундаментальную систему решений. 

Для удобства запоминания этой теоремы и применения ее при ин-
тегрировании дифференциальных уравнений, составим таблицу, в кото-
рой отражается зависимость частных решений от вида характеристиче-
ских корней.   
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Таблица 14.1 
Вид корня Решения из фундаментальной системы 

∈λ ℝ 
кратность 1 

xey λ=  

∈±= iβαλ ℂ 
кратность 1 

xey x βα cos1 ⋅= ,      xey x βα sin2 ⋅=

∈λ ℝ 
кратность k  

xey λ=1 2 3 1,   ,   ,   …    xxey λ= xexy λ2= xk exy λ1−=

∈±= iβαλ ℂ 
кратность k  

 ,     , xey x βα cos1 ⋅= xey x βα sin2 ⋅=

 ,     , xxey x βα cos3 ⋅= xxey x βα sin4 ⋅=
 ,     , KKK KKK

 , . xexy xk
k βα cos1

12 ⋅= −
− xexy xk

k βα sin1
2 ⋅= −

Итак, чтобы найти общее решение линейного однородного диффе-
ренциального уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами 
необходимо: 
1) записать его характеристическое уравнение; 
2) найти характеристические корни nλλλ ,,, 21 K ; 
3) с помощью теоремы 14.11 (таблицы 14.1) найти частные линейно 

независимые решения ;  )
)

(,),(),( 21 xyxyxy nK

4) записать общее решение ()()()( 2211 xyCxyCxyCxy nn+++= K . 

ПРИМЕР 14.1. Найти общее решение уравнения 
01834 =−′−′′+′′′ yyyy . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 
01834 23 =−−+ λλλ  

имеет корни 3,2 3,21 −== λλ . 
Им соответствуют решения 

xxxxxx eeeeee xxyyy 332 3
3

2
2

1
1 ,, −− ======

λλλ . 
Так как это будет фундаментальная система решений, то общее решение 
дифференциального уравнения имеет вид 

xxx eee xCCCy 332
321

−− ++= .⋄ 

ПРИМЕР 14.2. Найти общее решение уравнения  
0842 =−′+′′−′′′ yyyy . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 
0842 23 =−+− λλλ  
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имеет корни i2,2 3,21 ±== λλ . 
Тогда частными линейно независимыми решениями будут 

4444 34444 21
 20,  как так

321 2sin,2cos,2

==

===
βα

xyxyy xe . 

Следовательно, общее решение уравнения будет иметь вид 
 xCCy xe 2cos21

2 += xC 2sin2+ .⋄ 

ПРИМЕР 14.3. Найти общее решение уравнения 
04884 )4()5( =′+′′+′′′++ yyyyy . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 
04884 2445 =++++ λλλλλ  

или . 0)22( 22 =++⋅ λλλ
Его корни i±−== 14,32,1 λλ , 05 =λ . 
Тогда фундаментальная система решений состоит из функций 

xey x cos1
−= ,     ,  xxey x cos2

−=

xey x sin3
−= ,     ,  xxey x sin4

−=

10
5 == ⋅xey . 

Следовательно, общее решение имеет вид 
( ) 54321 sinsincoscos CxxCxCxxCxCey x ++++= − .⋄ 

14.5. Уравнения Эйлера 

Еще одним типом линейных однородных дифференциальных урав-
нений, для которых можно найти фундаментальную систему решений, 
являются уравнения Эйлера. 

Линейное однородное уравнение вида 
 01

)1(1
1

)(
0 =+′+++ −

−− yayxayxayxa nn
nnnn K  (14.11) 

(где ℝ), называется уравнением Эйлера. ∈ia
Уравнение Эйлера заменой tex =  сводится к линейному однород-

ному уравнению с постоянными коэффициентами. 
Действительно, если tex = , то )(~)( tyxy =  и 

t
tt

t

t

t ey
e
y

x
y

dx
dy −⋅′=

′
=

′
′

= ~~~
; 

t
ttt

t
t

t
t

t

t
t

t

tx eyy
e

eyey
e
ey

x
y

dx
yd 2
2

2

)~~(
~~)~()( −

−−−

⋅′−′′=
⋅′−⋅′′

=
′⋅′

=
′

′′
= ; 
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=
−⋅′−′′+⋅′′−′′′

=
′⋅′−′′

=
′

′′′
=

−−−

t

t
tt

t
tt

t

t
tt

t

tx

e
eyyeyy

e
eyy

x
y

dx
yd )2()~~()~~())~~(()( 222

3

3

 

t
ttt eyyy 3)~2~3~( −⋅′+′′−′′′= ; 

…………………………………………………… 

=n

n

dx
yd ( ) nt

t
n

t
n

t eyyy −− ⋅′~,,~,~ )1()( Kϕ . 

Подставим tex =  и найденные выражения для 
dx
dy , 2

2

dx
yd , … , n

n

dx
yd  

в (14.11) и получим уравнение 
 0)(~~~~

1
)1(

1
)(

0 =+′+++ −
− tybybybya ntn

n
t

n
t K . (14.12) 

где ℝ. ∈iba ,0

Так как (14.12) – линейное однородное с постоянными коэффици-
ентами, то, согласно теореме 14.11, его фундаментальная система реше-
ний может содержать лишь функции вида  

teλ ,    tet λl ,    te t βα cos ,    te t βα sin ,    tet t βα cosl ,    tet t βα sinl . 
Значит, фундаментальная система решений уравнения (14.11) будет со-
стоять из функций вида:  

teλ = λx ,     tet λl = λxx ⋅)(lnl , 
te t βα cos = )lncos( xx βα ,     te t βα sin = )lnsin( xx βα , 

tet t βα cosl = )lncos()(ln xxx βα⋅l ,     t te t βα sinl )= lnsin()(ln xxx βα⋅l . 

Замечани е .  На практике, при решении уравнения Эйлера, уравне-
ние (14.12) не записывают. Записывают сразу его характеристическое 
уравнение. Это достаточно легко сделать. Действительно, характери-
стическое уравнение для (14.12) – это условие для λ , при котором 
функция tey λ=~  является решением уравнения (14.12). Но λλ xe t = . 
Следовательно, то же самое условие для λ  получим, если потребуем, 
чтобы функция λxy =  являлась решением уравнения (14.11). 

ПРИМЕР 14.4. Найти общее решение уравнения 
0663 23 =−′+′′−′′′ yyxyxyx . 

РЕШЕНИЕ. Введем новую переменную по формуле  
tex =      ⇒  xt ln= . 

В результате получим линейное однородное уравнение с постоянными 
коэффициентами. Найдем его характеристическое уравнение. Полагаем 

λxy = . 

 

89



Тогда: 
1−=′ λλxy ,     2)1( −−=′′ λλλ xy ,     3)2)(1( −−−=′′′ λλλλ xy . 

Подставляя выражения для yyyy ′′′′′′ ,,,  в исходное уравнение, получаем: 

{ 066)1(3)2)(1( 12233 =−+−−−−
′

−

′′

−

′′′

−

yyyy

xxxxxxx λλλλ λλλλλλ 3214434421444 3444 21
, 

⇒  0]66)1(3)2)(1([ =−+−−−− λλλλλλλx , 
⇒  066)1(3)2)(1( =−+−−−− λλλλλλ , 

⇒  0]63)2()[1( =+−−− λλλλ , 
⇒  . 0)65)(1( 2 =+−− λλλ

Полученное характеристическое уравнение имеет корни 
11 =λ ,    22 =λ ,    33 =λ . 

Им соответствуют решения 
tety =)(~

1 ,     ,     , tety 2
2 )(~ = tety 3

3 )(~ =

 ⇒  ,     ,     . xxy =)(1
2

2 )( xxy = 3
3 )( xxy =

Тогда общее решение уравнения будет иметь вид 
3

3
2

21 xCxCxCy ++= .⋄ 

14.6. Линейные однородные уравнения 2-го порядка  
с произвольными коэффициентами 

Еще один случай, когда удается найти общее решение линейного 
однородного дифференциального уравнения – уравнение второго по-
рядка, для которого известно одно из решений.  

Действительно, рассмотрим уравнение  
 0)()( 21 =+′+′′ yxayxay . (14.13) 
Пусть )  любое ненулевое решение уравнения (14.13). Тогда его 

общее решение имеет вид 
(1 xy

2211 yCyCy += . 

⇒  )(1
1

2
211 xuy

y
yCCyy ⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= . 

Найдем функцию )(xu . Имеем: 
uyuyy ′+′=′ 11 ,    uyuyuyy ′′+′′+′′=′′ 111 2 . 

Подставив эти выражения в уравнение (14.13) получим: 

{ 0)()()(2 12111111 =⋅+′+′⋅+′′+′′+′′
′′′ yyy

uyxauyuyxauyuyuy
43421444 3444 21

, 
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⇒  0))()(())(2(
(14.13) решениет.к.,0

121111111

1

=+′+′′⋅++′⋅′+⋅′′
−

4444 34444 21
y

yxayxayuyxayuyu , 

 ⇒  0))(2( 1111 =+′⋅′+⋅′′ yxayuyu . (14.14) 
Уравнение (14.14) не содержит искомой функции. Для его интегри-

рования введем новую функцию uxz ′=)( . Тогда 
0))(2( 1111 =+′⋅+⋅′ yxayzyz , 

⇒  dx
y

yxay
z

dz

1

111 )(2 +′
−=    (где 0≠z ), 

⇒  ∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
−= 11

1

1 ~)(2ln Cdxxa
y
yz , 

⇒  ∫ +−−= 111
~)(ln2ln Cdxxayz , 

⇒  ∫ +−⋅±= 11
~)(

2
1)(
1 Cdxxae

y
z , 

⇒  ∫−⋅= dxxae
y
Cz )(

2
1

1 1

)(
,   где . 01

~

1 ≠±= CeC

В процессе преобразований было потеряно решение 0 . Оно 
может быть получено из общего при 0

=z
1 =C . Следовательно,  

∫−⋅= dxxae
y
Cz )(

2
1

1 1

)(
,  1C∀ . 

⇒  ∫−⋅=′ dxxae
y
Cu )(

2
1

1 1

)(
     или     dxe

y
Cdu dxxa

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅= ∫− )(

2
1

1 1

)(
, 

⇒  2
)(

2
1

1 1

)(
Cdxe

y
Cu dxxa +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅= ∫ ∫− . 

Таким образом, общее решение уравнения (14.13) имеет вид: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅== ∫ ∫−

2
)(

2
1

1
11

1

)(
Cdxe

y
Cyuyy dxxa . 

ПРИМЕР 14.5. Найти общее решение уравнения 02
=+′+′′ yy

x
y , 

если известно, что его решением является функция 
x

xy sin
1 = . 

РЕШЕНИЕ. Имеем: u
x

xuyy ⋅=⋅=
sin

1 . Тогда 
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 u
x

xu
x

x
x

xu
x

xu
x

xy ′⋅+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′⋅+⋅

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′ sinsincossinsin

2 ; 

 =′′⋅+′⋅
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅

″
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′ u

x
xu

x
xu

x
xy sinsin2sin  

 u
x

xu
x

x
x

xu
x

x
x

x
x

x ′′⋅+′⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=

sinsincos2cos2cos2sin
232 . 

Подставим выражения для , y y′ , y ′′  в исходное уравнение и получим: 

+′′⋅+′⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

′′
444444444444 3444444444444 21

y

u
x

xu
x

x
x

xu
x

x
x

x
x

x sinsincos2cos2cos2sin
232  

0sinsinsincos2
2 =⋅+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ′⋅+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

′

4342144444 344444 21
yy

u
x

xu
x

xu
x

x
x

x
x

, 

⇒  0cos2sin
=′⋅+′′⋅ u

x
xu

x
x , 

⇒  0cos2sin =′⋅+′′⋅ uxux . 
Так как полученное уравнение не содержит искомой функции, то 

его порядок можно понизить, сделав замену uxz ′=)( . Тогда  
0cos2sin =⋅+′⋅ zxzx , 

⇒  xdx
z

dz ctg2−=    (где 0≠z ), 

⇒  1lnsinln2ln Cxz +−= ,   01 >C , 

⇒  
x

Cz 2
1

sin

~
= ,   где 0~

11 ≠±= CC . 

В процессе преобразований было потеряно решение 0 , которое 
может быть получено из общего при 0 . Следовательно, 

=z
~

1 =C

x
Cz 2

1

sin

~
= ,  . 1

~C∀

Учитывая, что , получаем уравнение uxz ′=)(

x
Cu 2

1

sin

~
=′      или     

x
dxCdu 2

1

sin

~
= , 

⇒  ,  где  ; 2121 ctgctg~ CxCCxCu +=+−= 11
~CC −=

и общее решение уравнения будет иметь вид: 

)ctg~(sin
211 CxC

x
xuyy +⋅=⋅=     или    

x
xC

x
xCy sincos~

21 += .⋄ 
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§ 15. Линейные неоднородные уравнения n-го порядка 

15.1. Метод вариации произвольных постоянных 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение 
 . (15.1) )

0

()()()()( 1
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K

Если известно общее решение соответствующего однородного уравнения 
 , (15.2) )()()()( 1

)2(
2

)1(
1

)( =+′++++ −
−− yxayxayxayxay nn

nnn K

то можно найти и общее решение неоднородного уравнения (15.1). 
Действительно, пусть  – фундаментальная система ре-

шений уравнения (15.2). Тогда его общее решение будет иметь вид 
nyyy ,,, 21 K

 nn yCyCyCy +++= K2211 , (15.3) 
где  – произвольные постоянные.  nCCC ,,, 21 K

Далее полагаем, что решение неоднородного уравнения по струк-
туре совпадает с решением соответствующего линейного однородного 
уравнения, т. е. имеет вид  

 nn yxCyxCyxCy )()()( 2211 +++= K ∑
=

=
n

i
ii yxC

1

)( , (15.4) 

где )  – некоторые пока неизвестные функции. (,),(),( 21 xCxCxC nK

Для определения n неизвестных )  есть пока только одно обяза-
тельное условие – функция (15.4) должна удовлетворять неоднородному 
уравнению (15.1). Следовательно, 

(xCi

)1( −n  условие для выбора функций 
 можно задать произвольно, лишь бы полученная система условий 

оказалась совместной. Например, можно потребовать, чтобы производ-
ные  функции (15.4) структурно совпадали с производны-
ми функции (15.3), т. е. чтобы они получались из соответствующих 
производных функции (15.3) заменой констант  функциями . 
Так как для функции (15.3) 

)(xCi

)1(,,, −′′′ nyyy K

iC )(xCi

∑
=

′=′++′+′=′
n

i
iinn yCyCyCyCy

1
2211 K , 

а для функции (15.4) 
[ ] [ ] =′+′++′+′=′ nnnn yxCyxCyxCyxCy )()()()( 1111 K  

∑∑
==

′+′=
n

i
ii

n

i
ii yxCyxC

11
)()( , 

то такое требование приведет к первому произвольному условию 

 . (а0)()()()( 2211
1

=′++′+′=′∑
=

nn

n

i
ii yxCyxCyxCyxC K 1) 
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Далее, для функции (15.3) 

∑
=

′′=′′++′′+′′=′′
n

i
iinn yCyCyCyCy

1
2211 K , 

а для функции (15.4) (при условии а1) 
[ ] [ ] =′′+′′++′′+′′=′′ nnnn yxCyxCyxCyxCy )()()()( 1111 K  

∑∑
==

′′+′′=
n

i
ii

n

i
ii yxCyxC

11
)()( , 

что приводит ко второму произвольному условию 

 . (а0)()()()( 2211
1

=′′++′′+′′=′′∑
=

nn

n

i
ii yxCyxCyxCyxC K 2) 

Продолжая этот процесс, в качестве ( 1−n )-го произвольного усло-
вия получим 

 . (а0)()()()( )2()2(
22

)2(
11

1

)2( =′++′+′=′ −−−

=

−∑ n
nn

nn
n

i

n
ii yxCyxCyxCyxC K n-1) 

Так как согласно нашим предположениям производные 
 функции (15.4) имеют вид  )1(,,, −′′′ nyyy K

)()(
11

)( )()( k
nn

kk yxCyxCy ++= K ∑
=

=
n

i

k
ii yxC

1

)()(  ( 1,1 −= nk ), 

то [ ] [ ]=+′+++′= −− )()1()(
11

)1(
11

)( )()()()( n
nn

n
nn

nnn yxCyxCyxCyxCy K  

∑∑
==

− +′=
n

i

n
ii

n

i

n
ii yxCyxC

1

)(

1

)1( )()( , 

и из обязательного условия получаем: 

)()()()()()()(
11

)1(
1

1

)(

1

)1(

)1()(

xfyxCxayxCxayxCyxC

y

n

i
iin

y

n

i

n
ii

y

n

i

n
ii

n

i

n
ii

nn

=⋅++⋅++′ ∑∑∑∑
==

−

==

−

−
43421

K

443442144444 344444 21

, 

⇒  [ ] )()()()()(
1 0

)1(
1

)(

1

)1( xfyxayxayxCyxC
n

i
in

n
i

n
ii

n

i

n
ii =++++′ ∑∑

=

−

=

−

444444 3444444 21
K , 

 ⇒  . (а)()(
1

)1( xfyxC
n

i

n
ii =′∑

=

−
n) 

Итак, требование, чтобы производные  функции 
(15.4) получались из соответствующих производных функции (15.3) за-
меной констант  функциями )  дало для функций 

 условия (а

)1(,,, −′′′ nyyy K

iC (xCi

)(,),(),( 21 xCxCxC nK 1), (а2), …, (аn), т. е. систему 
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=′++′+′
=′++′+′

=′′′++′′′+′′′
=′′++′′+′′
=′++′+′

−−−

−−−

.)()()()(
,0)()()(

,0)()()(
,0)()()(
,0)()()(

)1()1(
22

)1(
11

)2()2(
22

)2(
11

2211

2211

2211

xfyxCyxCyxC
yxCyxCyxC

yxCyxCyxC
yxCyxCyxC
yxCyxCyxC

n
nn

nn

n
nn

nn

nn

nn

nn

K

K

KKKKKKKKK

K

K

K

 (15.5)

Система (15.5) – система n линейных уравнений с n неизвестными. 
Ее определитель – определитель Вронского . Так как 
функции  образуют фундаментальную систему решений од-
нородного уравнения, то по теореме 14.8 их определитель Вронского 
отличен от нуля при любом x. Поэтому система (15.5) совместна и име-
ет единственное решение. Решая ее, находим 

]

)

,,,[ 21 nyyyW K

nyyy ,,, 21 K

 ()( xxC ii ψ=′ ,   ),1( ni = . 
Откуда получаем 

iiii CxdxxxC ~)()()( +== ∫ ϕψ , 

где  – произвольные постоянные. Общее решение неоднородного 
уравнения тогда имеет вид 

iC~

 . (15.6) (∑
=

+=
n

i
iii yCxy

1

~)(ϕ )
Изложенный выше метод нахождения решения линейного неодно-

родного уравнения n-го порядка получил название метода вариации 
произвольных постоянных. 

ПРИМЕР 15.1. Найти общее решение уравнения . xtgyy 2=+′′
РЕШЕНИЕ. Рассмотрим сначала соответствующее однородное уравне-
ние. Его характеристическое уравнение 012 =+λ  имеет корни i±=2,1λ . 
Поэтому общее решение соответствующего однородного уравнения 
имеет вид 

xCxCy sincos 21 += . 
Теперь рассмотрим неоднородное уравнение. Его общее решение 

может быть записано в виде 
xxCxxCy sin)(cos)( 21 += . 

Система для нахождения неизвестных функций )  будет для 
данного уравнения иметь вид 

(),( 21 xCxC
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⎩
⎨
⎧

=′+−′
=′+′

.cos)()sin)((
,0sin)(cos)(

2
21

21

xtgxxCxxC
xxCxxC

 

Из этой системы  находим (например, по формулам Крамера) 

x
xxC 2

3

1 cos
sin)( −=′ ,     

x
xxxtgxC

cos
sincos)(

2
2

2 =⋅=′ . 

Интегрируя, получаем 

12

3

1 cos
cos

1
cos
sin)( Cx

x
dx

x
xxC +−−=−= ∫ , 

2

2

2 sin
42

ln
cos
sin)( Cxxtgdx

x
xxC +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==∫ π , 

где  – произвольные постоянные. Подставим  и )  в об-
щее решение неоднородного уравнения и получим 

21,CC )(1 xC (2 xC

xCxxtgxCx
x

y sinsin
42

lncoscos
cos

1
21 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=

π  

или  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅++= 2

42
lnsin)sincos( 21

πxtgxxCxCy .⋄ 

ПРИМЕР 15.2. Найти общее решение уравнения . xxyyxyx ln62 =+′−′′
РЕШЕНИЕ. Рассмотрим сначала соответствующее однородное уравнение 

02 =+′−′′ yyxyx . 

Это уравнение Эйлера. Введем новую переменную по формуле 
tex =      ⇒  xt ln= . 

В результате получим линейное однородное уравнение с постоянными 
коэффициентами. Найдем его характеристическое уравнение. Полагаем 

λxy = , 
⇒  1−=′ λλxy ,     2)1( −−=′′ λλλ xy . 

Подставив  в однородное уравнение и сократив на yyy ′′′,, λx , получим: 
01)1( =+−− λλλ , 

⇒  0122 =+− λλ . 
Полученное характеристическое уравнение имеет корни 12,1 =λ . Им со-
ответствуют решения 

tety =)(~
1 ,     , ttety =)(~

2

⇒ xxy =)(1 ,     xxxy ln)(2 = . 
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Тогда общее решение однородного уравнения будет иметь вид 
xxCxCy ln21 += . 

Теперь рассмотрим неоднородное уравнение. Прежде всего, запи-
шем его в виде  

x
x

x
y

x
yy ln6

2 =+
′

−′′  

(так как система (15.5) была получена для приведенного уравнения). 
Общее решение этого уравнения можно представить в виде 

xxxCxxCy ln)()( 21 ⋅+⋅= , 
где )  – функции, удовлетворяющие системе  (),( 21 xCxC

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+⋅′+′

=⋅′+⋅′

.ln6)1(ln)()(

,0ln)()(

21

21

x
xxxCxC

xxxCxxC
 

Решая эту систему по формулам Крамера, находим 

xx
xxxD =

+
= )1(ln1

ln , 

xx
x

x
xx

D 2
1 ln6)1(lnln6

ln0
−=+= ,  x

x
x

x
D ln6ln61

0
2 == , 

⇒  
x

x
D
DxC

2
1

1
ln6)( −==′ ,      

x
x

D
DxC ln6)( 2

2 ==′ . 

Интегрируя, получаем 

1
3

2

1 ln2ln6)( Cxdx
x

xxC +−=−= ∫ , 

2
2

2 ln3ln6)( Cxdx
x

xxC +== ∫ , 

где  – произвольные постоянные.  21,CC
Подставим  и )  в общее решение неоднородного уравне-

ния и получим 
)(1 xC (2 xC

xxCxxCxy ln)ln3()ln2( 2
2

1
3 ⋅++⋅+−=  

или  
xxxxCxCy 3

21 lnln ++= .⋄ 
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15.2. Линейные неоднородные уравнения n-го порядка с постоянными 
коэффициентами и правой частью специального вида  

Раскроем скобки в (15.6) и сгруппируем слагаемые следующим об-
разом:  

( ) ∑∑∑
===

+=+=
n

i
ii

n

i
ii

n

i
iii yxyCyCxy

111

)(~~)( ϕϕ . 

Заметим, что первая получившаяся сумма – общее решение соот-
ветствующего однородного уравнения, вторая – частное решение неод-
нородного уравнения (получается из общего решения при 0 ). Более 
того, оказалось, что в общем случае справедлива следующая теорема. 

~ =iC

ТЕОРЕМА 15.1 (О структуре общего решения линейного неоднородно-
го уравнения). Общее решение линейного неоднородного уравнения n-го 
порядка равно сумме общего решения )()()( 2211 xyCxyCxyC nn+++ K  
соответствующего ему однородного уравнения и любого частного ре-
шения y~  неоднородного уравнения, т. е. имеет вид 
 )()()()( 2211 xyCxyCxyCxy nn+++= K )(~ xy+ . (15.7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Требуется доказать, что  
1)  функция (15.7) является решением линейного неоднородного урав-

нения n-го порядка при любых значениях констант ;  nCC ,,1 K

2) любое решение )  линейного неоднородного уравнения n-го по-
рядка может быть получено из (15.7) при некоторых значениях 
констант . 

(ˆ xy

nCC ,,1 K

Чтобы убедиться в справедливости первого утверждения, доста-
точно подставить (15.7) в линейное неоднородное уравнение: 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∑∑∑

=

−

==

)(~)()()(~)()()(~)(
1

)1(

1
1

)(

1
xyxyCxaxyxyCxaxyxyC

n

i
iin

nn

i
ii

nn

i
ii K  

[ ] +⋅++⋅+= ∑
=

−

−
n

i
y

in
n

i
n

ii

i

xyxaxyxaxyC
1

уравнения) ооднородног решение(т.к.
0

)1(
1

)( )()()()()(
44444444 344444444 21

K  

[ ] =⋅++⋅++

−

−

44444444 344444444 21
K

уравнения) огонеоднородн решение~(т.к.
)(

)1(
1

)( )(~)()(~)()(~

y
xf

n
nn xyxaxyxaxy  

)()(0 xfxf =+= . 

Докажем второе утверждение. Рассмотрим разность . Эта 
функция будет являться решением однородного уравнения. Действительно, 

)(~)(ˆ xyxy −
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[ ] [ ] [ ] =−++−+− − )(~)(ˆ)()(~)(ˆ)()(~)(ˆ )1(
1

)( xyxyxaxyxyxaxyxy n
nn K  

[ ]−⋅++⋅+= − )(ˆ)()(ˆ)()(ˆ )1(
1

)( xyxaxyxaxy n
nn K  

[ ]=⋅++⋅+− − )(~)()(~)()(~ )1(
1

)( xyxaxyxaxy n
nn K  

0)()( =−= xfxf  
Но если )  является решением линейного однородного 

уравнения, то она является линейной комбинацией фундаментальной 
системы решений этого однородного уравнения. Т. е. существуют такие 
значения , что 

(~)(ˆ xyxy −

nCC ˆ,,ˆ
1 K

)(~)(ˆ xyxy − )(ˆ)(ˆ)(ˆ
2211 xyCxyCxyC nn+++= K , 

⇒  )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ 2211 xyCxyCxyCxy nn+++= K )(~ xy+ .   ∎ 

Таким образом, интегрирование линейного неоднородного диффе-
ренциального уравнения можно свести к интегрированию соответст-
вующего однородного уравнения и нахождению какого-либо частного 
решения неоднородного уравнения. Однако обычно нахождение частно-
го решения неоднородного уравнения представляет собой достаточно 
трудную задачу. Исключение составляют дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами и правой частью вида 
 )(xf [ ]xxPxxP ks

xe ββα sin)(cos)( += , (15.8) 
где )  – многочлены степени s и k соответственно, (),( xPxP ks α и β  – 
некоторые числа. Функцию (15.8) принято называть функцией специ-
ального вида. Для таких уравнений удалось выяснить структуру частно-
го решения. А именно, была доказана следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 15.2 (о структуре общего решения линейного неоднородно-
го уравнения с постоянными коэффициентами и правой часть специаль-
ного вида). Если правая часть )(xf  линейного неоднородного уравнения 
с постоянными коэффициентами имеет специальный вид (15.8), то ча-
стное решение такого уравнения может быть найдено в виде 
 [ xxTxxRxy mm

xe ββ ]α sin)(cos)(~ += l , (15.9) 
где  и )  – некоторые многочлены степени  (где  – боль-
шая из степеней многочленов  в правой части 

)
) )

(xRm (xTm m m
(),( xPxP ks (xf ),  – 

кратность характеристического корня 
l

iβα ±  ( 0=l , если число iβα ±  
не является характеристическим корнем). 
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ПРИМЕРЫ. 
1. Если линейное неоднородное уравнение с постоянными коэффици-

ентами имеет правую часть )(xf )(xPs= , то частное решение тако-
го уравнения имеет вид: 
а) , если число 0)(~ xRy s= =λ  не является корнем характеристиче-
ского уравнения; 

б) , если число 0)(~ xRxy s⋅= l =λ  является корнем кратности  ха-
рактеристического уравнения. 

l

2. Если )(xf x
s exP α)(= , то частное решение имеет вид: 

а) , если число x
s exRy α)(~ = α  не является корнем характеристиче-

ского уравнения; 
б) , если число x

s exRxy α)(~ l= α  является корнем кратности  ха-
рактеристического уравнения. 

l

3. Если )(xf xxPxxP ks ββ sin)(cos)( += , (где один из многочленов 
 или )  может быть равен нулю), то частное решение име-

ет вид: 
)(xPs (xPk

а) xxTxxRy mm ββ sin)(cos)(~ += , если число iβ±  не является харак-
теристическим корнем уравнения; 

б) , если число [ xxTxxRxy mm ββ sin)(cos)(~ += l ] iβ±  является кор-
нем кратности  характеристического уравнения. l

Находя частное решение по теореме 15.2, многочлены  и 
 записывают с неопределенными коэффициентами, а затем опре-

деляют их, подставляя решение в дифференциальное уравнение. 

)

0

(xRm

)(xTm

ПРИМЕР 15.2. Найти общее решение уравнения  
xeyyy 382 =+′−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Сначала рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 2 =+′−′′ yyy .  
Так как его характеристическое уравнение 0122 =+− λλ  имеет корни 

12,1 =λ , то общее решение однородного уравнения будет иметь вид  
xx ee xCCy 21 += . 

Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 
часть является произведением числа и показательной функции xe3 : 
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 )(xf xe38=      ⇒  3=α , 0=β , 0=s . 
При этом число 3=± iβα  не является корнем характеристического урав-
нения. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравнения надо искать 
в виде , xAey 3~ =
где A  – неизвестный коэффициент. 
Имеем:  ,     . xAey 33~ =′ xAey 39~ =′′
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

xxxx eAeAeAe 3333 8329 =+⋅− , 
⇒  xx eAe 33 84 = , 

⇒  84 =A      или     2=A . 
Таким образом, – частное решение неоднородного уравне-

ния, а его общее решение имеет вид 

xey 32~ =

 )( 21
xx xeCeCy += xe32+ .⋄ 

ПРИМЕР 15.3. Найти общее решение уравнения  
)43(23 xeyyy x −=+′−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Сначала рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 023 =+′−′′ yyy .  
Так как его характеристическое уравнение 0232 =+− λλ  имеет корни 

11 =λ , 22 =λ , то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 
xx eCeCy 2

21 += . 
Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 

часть уравнения является произведением многочлена первой степени и 
показательной функции xe : 

)(xf )43( xex −=      ⇒ 1=α , 0=β , 1=s . 
При этом число 1=± iβα  является корнем характеристического урав-
нения кратности 1. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравне-
ния надо искать в виде 
 , )()(~ 2 BxAxeBAxxey xx +=+=
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  [ ]))2(~ 2 BxABAxey x +++=′ , 

[ ])22()4(~ 2 BAxABAxey x ++++=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

[ ] [ ] [ ] )43(2)2(3)22()4( 222 xBxAxBxABAxBAxABAxe xxxx eee −=+++++−++++ , 
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⇒  , [ ] )43()322()2364()23( 2 xeBBAxBBABAxAAAe xx −=−+++−−+++−

⇒  xBAxA 43)2(2 −=−+⋅− , 

⇒         
⎩
⎨
⎧

=−
−=−

;32
,42

BA
A

⇒  1,2 == BA . 
Таким образом,  – частное решение неоднородного 

уравнения, а его общее решение имеет вид 
)12(~ +⋅= xxey x

)( 2
21

xx ee CCy += )12( ++ xxex .⋄ 

ПРИМЕР 15.4. Найти общее решение уравнения   
xxyyy 2sin2cos452 +=+′+′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
052 =+′+′′ yyy . 

Характеристическое уравнение 0522 =++ λλ  имеет корни i212,1 ±−=λ . 
Поэтому общее решение этого однородного уравнения имеет вид 

xeCxeCy xx 2sin2cos 21
−− += . 

Правая часть уравнения xxxf 2sin2cos4)( += , т. е. 0=α , 2=β , 
степени многочленов при синусе и косинусе 0== ks . Так как число 

ii 2±=± βα  не является корнем характеристического уравнения, то ча-
стное решение неоднородного уравнения следует искать в виде 

 xBxAy 2sin2cos~ += . 
Имеем  

xAxBy 2sin22cos2~ −=′ ,     xBxAy 2sin42cos4~ −−=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

( ) ( ) ( ) =++−+−− xBxAxAxBxBxA 2sin2cos52sin22cos222sin42cos4  
xx 2sin2cos4 += , 

⇒  xxxBABxABA 2sin2cos42sin)544(2cos)544( +=⋅+−−+⋅++− , 

⇒  xxxBAxBA 2sin2cos42sin)4(2cos)4( +=⋅+−+⋅+ , 

⇒    
⎩
⎨
⎧

=+−
=+

;14
,44

BA
BA

⇒  0=A ,   1=B . 
Таким образом xy 2sin~ = – частное решение неоднородного урав-

нения, а его общее решение имеет вид 
 )2sin2cos( 21 xCxCey x += − x2sin+ .⋄ 
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ПРИМЕР 15.5. Найти общее решение уравнения  
xyy cos=−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 0=−′′ yy .  
Так как его характеристическое уравнение 012 =−λ  имеет корни 12,1 ±=λ , 
то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 

xx eCeCy −+= 21 . 
Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 

часть уравнения является произведением многочлена нулевой степени 
(число 1) и тригонометрической функции :cos x  

xxf cos)( =      ⇒  0=α , 1=β , 0=s . 
При этом число ii ±=± βα  не является корнем характеристического 
уравнения. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравнения надо 
искать в виде 
 xBxAy sincos~ += , 
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  xBxAy cossin~ +−=′ , 

xBxAy sincos~ −−=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим: yyy ′′′ ~,~,~

[ ] xxBxAxBxA cossincos]sincos[ =+−+− , 

⇒  xxBxA cossin2cos2 =−− , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=
=−

;02
,12

B
A 0,

2
1

=−= BA . 

Таким образом, xy cos
2
1~ −=  – частное решение неоднородного 

уравнения, а его общее решение имеет вид 

xeCeCy xx cos
2
1

21 −+= − . ⋄ 

ПРИМЕР 15.6. Найти общее решение уравнения  
xyy cos=+′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 0=+′′ yy .  
Так как его характеристическое уравнение 012 =+λ  имеет корни i±=2,1λ , 
то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 

xCxCy sincos 21 += . 
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Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 
часть уравнения является произведением многочлена нулевой степени 
(число 1) и тригонометрической функции :cos x  

xxf cos)( =    ⇒ 0=α , 1=β , 0=s . 
При этом число ii ±=± βα  является корнем характеристического урав-
нения кратности 1. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравне-
ния надо искать в виде 
 )sincos(~ xBxAxy += , 
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  [ ] ]cossin[sincos~ xBxAxxBxAy +−⋅++=′ , 

[ ] ]sincos[)cossin2~ xBxAxxBxAy −−⋅++−⋅=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим: yyy ′′′ ~,~,~

[ ] xxBxAxxBxAxxBxA cos]sincos[]sincos[)cossin2 =+⋅+−−⋅++−⋅ , 

⇒  [ ] xxBxA cos)cossin2 =+−⋅ , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=
=−

;12
,02

B
A

2
1,0 == BA . 

Таким образом, xxy sin
2

~ =  – частное решение неоднородного урав-

нения, а его общее решение имеет вид 

xxxCxCy sin
2

sincos 21 ++= . ⋄ 

При нахождении частных решений линейного неоднородного 
уравнения часто оказывается полезной следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 15.3 (о наложении решений). Если и  – частные 
решения уравнений 

)(~
1 xy  )(~

2 xy

)()()()()( 11
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K , 

)()()()()( 21
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K  

соответственно, то функция )(~)(~)(~
21 xyxyxy +=  будет являться ре-

шением уравнения 
 . (15.10) )()()()()()( 211

)2(
2

)1(
1

)( xfxfyxayxayxayxay nn
nnn +=+′++++ −
−− K

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Чтобы убедится в справедливости теоремы, дос-
таточно подставить функцию )(~)(~)(~ xyxyxy 21 +=  в уравнение (15.10): 

[ ] [ ] [ ] [ =++ ]′++++++ −
−

21211
)1(

211
)(

21
~~)(~~)(~~)(~~ yyxayyxayyxayy nn

nn K  
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[ ] +⋅+′⋅++⋅+= −
−

111
)1(

11
)(

1
~)(~)(~)(~ yxayxayxay nn

nn K  

[ ]=⋅+′⋅++⋅++ −
−

221
)1(

21
)(

2
~)(~)(~)(~ yxayxayxay nn

nn K  

)()( 21 xfxf += . ∎ 

ПРИМЕР 15.7. Найти общее решение уравнения  
22 22sin842 xxyyyy xe +=−′+′′−′′′ . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 0842 23 =−+− λλλ  имеет 
корни 21 =λ  и i23,2 ±=λ . Поэтому общее решение соответствующего 
однородного уравнения имеет вид 

 . xCxCeCy x 2sin2cos 32
2

1 ++=
Правая часть )(xf  не имеет специального вида, но она состоит из 

двух слагаемых, каждое из которых имеет специальный вид. Обозначим 
,  и найдем частные решения  неодно-

родных уравнений 
xexf x 2sin)( 2

1 = 2
2 2)( xxf = 21

~,~ yy

)(842 1 xfyyyy =−′+′′−′′′      и     )(842 2 xfyyyy =−′+′′−′′′ . 
Тогда частное решение y~  исходного уравнения будет равно сумме этих 
частных решений, т. е.  
 21

~~~ yyy += . 
1) , т. е. xexf x 2sin)( 2

1 = 0=s , 2=α , 2=β , ii 22 ±=± βα . Так как 
число ii 22 ±=± βα  не является корнем характеристического уравне-
ния, то частное решение неоднородного уравнения с правой частью 

 следует искать в виде )(1 xf
 . )2sin2cos(~ 2

1 xBxAey x +=

Имеем: [ ]xABxBAey x 2sin)(2cos)(2~ 2
1 −++=′ , 

 [ ]xAxBey x 2sin2cos8~ 2
1 −=′′ , 

 [ ]xBAxABey x 2sin)(2cos)(16~ 2
1 −−+−=′′′ . 

Подставим 1111
~,~,~,~ yyyy ′′′′′′  в уравнение, и после приведения подобных сла-

гаемых, получим 
[ ]=−−+−⋅ xBAxABe x 2sin)168(2cos)168(2 xe x 2sin2 , 

⇒  =−−+− xBAxAB 2sin)168(2cos)168( xx 2sin2cos0 +⋅ , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=−−
=−

;1816
,0168

AB
AB

40
1,

20
1

−=−= AB , 

 ⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= xxey x 2sin

20
12cos

40
1~ 2

1 ( )xxe x 2sin22cos
40
1 2 +−= . 
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2) , т. е. правая часть представляет собой многочлен 
степени 

2
2 2)( xxf =

2=s , 0== βα . Так как число 0=± iβα  не является корнем 
характеристического уравнения, то частное решение неоднородного 
уравнения с правой частью )  следует искать в виде (2 xf

 . CBxAxy ++= 2
2

~

Имеем BAxy +=′ 2~
2 ,     Ay 2~

2 =′′ ,     0~
2 =′′′y . 

Подставим 2222
~,~,~,~ yyyy ′′′′′′  в неоднородное уравнение, и после приведе-

ния подобных слагаемых, получим: 
22 2)2(4)(88 xCBAxBAAx =+−−−+− , 

⇒        ⇒  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=−

=−

;02
,0

,28

CBA
BA

A
0,

4
1,

4
1

=−=−= CBA . 

 ⇒  )(
4
1~ 2

2 xxy +−= . 

Итак, частное решение исходного неоднородного уравнения имеет вид 

21
~~~ yyy += ( )xxxe 2sin22cos

40
1 2 +−= )(

4
1 2 xx +− , 

а его общее решение  

( )xCxCCy xe 2sin2cos 32
2

1 ++= ( )xxxe 2sin22cos
40
1 2 +− )(

4
1 2 xx +− .⋄ 

§ 16. Понятие краевой задачи 

Решая дифференциальные уравнения, мы получаем множество ре-
шений. Чтобы выделить из этого множества одно решение, дополни-
тельно задают условия. До сих пор мы имели дело лишь с задачей Ко-
ши, т.е. условием выбора решения являлось значение функции и ее про-
изводных в некоторой точке. Но в дифференциальных уравнениях, на-
ряду с задачей Коши приходится решать и так называемые краевые (или 
граничные) задачи. В этих задачах условием выбора решения является 
значение искомой функции (или значение линейной комбинации иско-
мой функции и ее производных) на концах отрезка, на котором это ре-
шение рассматривается. 

Если удается найти общее решение дифференциального уравнения, 
отвечающего краевой задаче, то для решения самой задачи надо из гра-
ничных условий определить значения произвольных постоянных, вхо-
дящих в общее решение. При этом решение не всегда существует, а ес-
ли существует, то не всегда единственное. 

 

106



ПРИМЕР 16.1. На отрезке ] найти решение уравнения  ;0[ 1x
 0=+′′ yy , (16.1) 
удовлетворяющее граничным условиям  

0)0( =y , 11)( yxy = . 
РЕШЕНИЕ. Общее решение уравнения (16.1) имеет вид 

xCxCy sincos 21 += . 
Из первого граничного условия получаем 01 =C , поэтому 

xCy sin2= . 

Второе граничное условие для функции xCy sin2=  дает равенство 
 121 sin xCy = . (16.2) 
Рассмотри равенство (16.2). Возможны три случая.  
1) Если πnx ≠1 , где  – целое число, то 0sinn 1 ≠x , и из (16.2), находим  

1

1
2 sin x

yC = . 

Следовательно, при πnx ≠1  существует единственное решение 
краевой задачи, а именно 

x
x

yy sin
sin 1

1= . 

2) Если πnx =1  и 0 , то равенство (16.2) справедливо при любом 
. Значит, в этом случае имеется бесконечно много решений 

 рассматриваемой краевой задачи. 

1 =y

2C
xCy sin2=

3) Если πnx =1  и 0 , то равенство (16.2) невозможно ни при каком 
. Следовательно, в этом случае решения краевой задачи не суще-

ствует. ⋄ 

1 ≠y

2C

Помимо граничных условий, рассмотренных в этом примере 16.1, 
могут быть и другие граничные условия. Например,  

 11)( yxy =′ ,   22 )( yxy =′  
или 11111 )()( yxyxy =′+ βα ,   22222 )()( yxyxy =′+ βα , 
где , , ix iy iα , iβ  – заданные числа, причем  ( ). 022 ≠+ ii βα 2,1=i

Рассмотрим еще одну краевую задачу, которая может иметь раз-
личные решения в зависимости от входящего в нее параметра. 
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ПРИМЕР 16.2. На отрезке ]  требуется найти решение уравнения ;0[ l

 02

2
=+ y

dx
yd λ , (16.3) 

удовлетворяющее граничным условиям  
0)0( =y , 0)( =ly  

(l – фиксированное число).  
РЕШЕНИЕ. При любом λ  эта задача имеет очевидное решение 0≡y  
(его называют тривиальным решением). Поэтому логично задать во-
прос: существуют ли такие значения параметра λ , при которых рассмат-
риваемая краевая задача имеет нетривиальные решения? Выясним это. 

Уравнение (16.3) – линейное однородное с постоянными коэффи-
циентами. Его характеристическое уравнение 
 02 =+ λk . (16.4) 
Такое уравнение может иметь корни трех видов. Они соответствуют 
случаям: а) 0<λ ; б) 0=λ ; в) 0>λ . 

Пусть 0<λ . Тогда характеристическое уравнение (16.4) имеет два 
простых действительных корня λ−−=1k , λ−=2k  и общее решение 
дифференциального уравнения имеет вид 

xx eCeCy λλ −−− += 21 . 
Потребовав выполнения граничных условий, получим систему 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

−−− .0
,0

21

21
ll λλ eCeC

CC
 

Определитель этой системы  

011
≠−= −−−

−−−
ll

ll
λλ

λλ eeee . 

Следовательно, система имеет единственное решение  и рас-
сматриваемая краевая задача имеет только тривиальное решение . 

0
0

21 == CC
≡y

Пусть 0=λ . Тогда характеристическое уравнение (16.4) имеет 
кратный действительный корень 02,1 =k  и общее решение дифференци-
ального уравнения имеет вид 

xCCy 21 += . 
Граничные условия дают систему 

⎩
⎨
⎧

=+
=

.0
,0

21

1
lCC

C  

Такая система имеет единственное решение 021 == CC  и рассматривае-
мая краевая задача снова имеет только тривиальное решение . 0≡y
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Пусть 0>λ . В этом случае характеристическое уравнение (16.4) 
имеет комплексно-сопряженные корни ik λ±=2,1  и общее решение 
дифференциального уравнения имеет вид 

)sin()cos( 21 xCxCy λλ += . 
Граничные условия дают систему 

⎩
⎨
⎧

=+
=

.0)sin()cos(
,0

21

1
ll λλ CC

C
 

Определитель этой системы  

)sin()sin()cos(
01

l
ll

λλλ = . 

Так как этот определитель может обращаться в ноль, то система 
может иметь нетривиальные решения. Имеем: 

0)sin( =lλ      ⇒  kπλ =l , K,3,2,1=k  
( k  – натуральное, а не целое, так как 0>lλ ), 

 ⇒  
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
l

k
k

πλ , K,3,2,1=k  

Найденным таким образом значениям kλ  будут соответствовать 
нетривиальные решения  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= xkCyk
l

πsin2 ,   2C∀ . 

Рассмотренная нами задача нахождения значений параметра λ  и со-
ответствующих им нетривиальных решений краевой задачи для уравне-
ния (16.3) представляет собой частный случай так называемой задачи 
Штурма – Лиувилля, которая часто возникает в уравнениях математиче-
ской физики. 

Уравнением Штурма – Лиувилля называется дифференциальное 
уравнение вида 

 ( ) ( ) ( ) yxyxq
dx
dyxp

dx
d

⋅⋅−=⋅−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ρλ ,  (16.5) 

где функции 0)( >xp , 0)( ≥xq , 0)( >xρ  всюду на некотором интервале 
, причём ));( 21 xx (xρ  является ограниченной функцией. 

Говорят, что решение )(xy  уравнения (16.4) удовлетворяет на кон-
це интервала  краевому (или граничному) условию первого, вто-
рого, третьего или четвёртого рода, если функция )

);( 21 xx
(xy  удовлетворяет 

в точке  ( 2ixx = ,1=i ) соответственно условию:  
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1) ; 0)( =ixy
2) ; 0)( =′ ixy
3) 0,0)()( >=+′ ββ ii xyxy ; 
4) функция )(xy  ограничена при oxx +→ 1  (при oxx −→ 2 ).  

Краевые условия первого, второго или третьего рода ставятся в 
точке  только тогда, когда функции ix )(xp , )(xp′ , )(xq , )(xρ  опреде-
лены и непрерывны не только на интервале ) , но и в точке , при-
чём 0 . Краевое условие четвёртого рода ставится в точке ( ) 
только тогда, когда 

;( 21 xx ix
)( ≠ixp 1x 2x

0)( →xρ   при  oxx +→ 1 ( oxx −→ 2 ). 
Значения ,λ  для которых уравнение Штурма – Лиувилля имеет 

нетривиальные решения, удовлетворяющие заданным краевым услови-
ям, называют собственными значениями (или собственными числа-
ми) данной краевой задачи. Нетривиальные (отличные от ) реше-
ния, соответствующие собственным значениям 

0≡y
λ , называются соб-

ственными функциями (или собственными решениями). 
Задача нахождения всех собственных чисел и собственных функ-

ций уравнения Штурма – Лиувилля при краевых условиях 1-го, 2-го, 3-го 
или 4-го типов на концах интервала  называется задачей 
Штурма – Лиувилля. 

);( 21 xx

В связи с тем, что задача Штурма – Лиувилля играет важную роль в 
уравнениях математической физики, отметим некоторые интересные 
свойства ее собственных чисел и собственных функций. А именно, 
справедлива следующая теорема.  
ТЕОРЕМА 16.1. Пусть для уравнения (16.4) на интервале  зада-
ны краевые условия 1-го, 2-го, 3-го или 4-го типа. Тогда собственные 
числа и собственные функции этой краевой задачи обладают следую-
щими свойствами:  

);( 21 xx

1) собственные числа образуют бесконечную возрастающую последо-
вательность: ...;...21 <<<< nλλλ   

2) все собственные числа неотрицательны; каждому собственному 
числу соответствует только одна (с точностью до постоянного 
множителя) собственная функция; каждой собственной функции 
отвечает только одно собственное число;  

3) собственные функции, соответствующие различным собственным 
значениям, ортогональны на интервале  с весом );( 21 xx )(xρ , т. е. 

  ( ) ( ) ( ) .,0
2

1

mkdxxyxyx mk

x

x

≠=⋅⋅∫ ρ
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ПРИМЕР 16.3. Найти такие λ, при которых существуют нетриви-

альные решения уравнения 0=+′′ yy λ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤

2
3

2
1 x , удовлетворяющие 

граничным условиям 0
2
3

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ yy .  

РЕШЕНИЕ. Так как характеристическое уравнение в данной задаче такое 
же как и в примере 16.2, выделяем три случая: а) 0<λ ; б) 0=λ ; 
в) 0>λ . В первых двух случаях получаем только тривиальные решения 

. В последнем случае ( 00≡y >λ ) общее дифференциального уравнения  
)sin()cos()( 21 xCxCxy λλ += . 

Тогда 
)cos()sin()( 21 xCxCxy λλλλ +−=′ . 

Потребовав выполнения граничных условий, получим систему 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+=

.
2

3cos
2

3sin0

,
2

sin
2

cos0

21

21

λλλλ

λλ

CC

CC
 (16.6) 

Система (16.6) будет иметь нетривиальные решения, если ее определи-
тель равен нулю. Имеем  

=
−

2
3cos

2
3sin

2
sin

2
cos

λλλλ

λλ

 

0
2

3sin
2

sin
2

3cos
2

cos =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

λλλλλ ,  

⇒  0
2
3

2
1cos =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − λ , 

⇒  0cos =λ    (так как 0>λ ) 

⇒  ππλ k+=
2

,   K,3,2,1=k  

Откуда находим собственные значения 
2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ππλ kk ,   K,3,2,1=k  

Найдем собственные функции, соответствующие найденным собст-
венным значениям. Для этого необходимо найти общее решение системы 
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(16.6) если kλλ = . В качестве свободной переменной можно выбрать, на-
пример, . Тогда из первого уравнения системы (16.6) находим: 2C

0
24

sin
24

cos 21 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ππππ kCkC ,  

⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=
24

24
cos

24
sin

221
ππ

ππ

ππ
ktgC

k

k

CC . 

Подставляем выражение для  в общее решение и получаем, что собст-
венные функции, соответствующие собственным значениям λ

1C
k имеют вид 

)sin()cos(
24

)( 22 xCxktgCxy kkk λλππ
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  

или 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= xkxkktgCxyk ππππππ

2
sin

2
cos

24
)( ,   C∀ . ⋄ 

ПРИМЕР 16.4. Найти такие λ, при которых существуют нетриви-
альные решения уравнения , удовлетворяющие 
граничным условиям 

)10(0 ≤≤=+′′ xyy λ 2

0)0()1( ′ == yy . 
РЕШЕНИЕ. Из характеристического уравнения получаем, что необхо-
димо рассмотреть два случая: а) 0=λ , б)  0>λ . 

а) Если 0=λ , то общее решение уравнения xCCxy 21)( += . Потре-
бовав выполнения граничных условий, получим систему  

⎩
⎨
⎧

=
+=
;0

,0
2

21
C

CC      ⇒  021 == CC . 

Следовательно, при λ = 0 существует только тривиальное решение y ≡ 0. 
б) Если 0>λ , то общее решение уравнения 

)sin()cos()( 21 xCxCxy λλ += . 
Тогда 

)cos()sin()( 21 xCxCxy λλλλ +−=′ . 
Граничные условия дают систему   

⎩
⎨
⎧

⋅⋅+⋅⋅−=
+=

.100
,sincos0

21

21
λλ

λλ
CC
CC  

Так как 0>λ  отсюда находим 

⎩
⎨
⎧

=
=

.0
,cos0

2

1
C
C λ      
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Нетривиальные решения эта система будет иметь если 0cos =λ .  
⇒  kk ππλ +=

2
,  K,3,2,1=k  – собственные значения. 

Подставляем найденные λk и 02 =C  в общее решение и получаем, что со-
ответствующие собственные функции имеют вид  

xkCxyk ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅= ππ

2
cos)( ,   C∀ . ⋄ 

ПРИМЕР 16.5. Найти такие λ, при которых существуют нетриви-
альные решения уравнения )0(04 l≤≤=+′+′′ xyyy λ , удовлетво-
ряющие граничным условиям 0)()0( =′=′ lyy . 
РЕШЕНИЕ. Запишем характеристическое уравнение, найдем его корни:  

042 =++ λkk   ⇒ λ−±−= 42k . 
Следовательно, необходимо рассматривать три случая: а) λ  < 4, 
б) λ = 4, в) λ > 4.  

а) Если λ < 4, то общее решение уравнения имеет вид 
xx eCeCxy )42(

2
)42(

1)( λλ −+−−−− += . 
Тогда 

xx eCeCxy )42(
2

)42(
1 )42()42()( λλ λλ −+−−−− −+−+−−−=′  

Потребовав выполнения граничных условий, получим систему 

⎩
⎨
⎧

−+−+−−−=
−+−+−−−=

−+−−−− .)42()42(0
,)42()42(0

2
)42(

1
)42(

21

CeCe
CC

ll λλ λλ
λλ  

Эта система имеет только тривиальное решение, так как ее определи-
тель не равен нулю: 

=
⋅−+−⋅−−−
−+−−−−

−+−−−− ll )162()162( )42()42(
)42()42(

λλ λλ
λλ

ee
 

011)42()42( 4242

4)4(4 2

≠⋅−+−⋅−−−= ⋅−+−⋅−−−

>=−−

ll44444 344444 21 λλ

λλ

λλ ee .  

Следовательно, при λ < 4 существует только тривиальное решение y ≡ 0. 
б) Если  λ = 4, то общее решение уравнения имеет вид 

xx xeCeCxy 2
2

2
1)( −− += . 

Тогда  
xxx eCxeCeCxy 2

2
2

2
2

1 22)( −−− +−−=′ . 
Граничные условия дают систему 
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⎩
⎨
⎧

+−−=
−−=

−−− ;220
,220

2
2

2
2

2
1

21
lll eCeCeC

CC
   

которая имеет только тривиальное решение С1 = С2 = 0.  Следовательно, 
при λ = 4 существует только тривиальное решение y ≡ 0. 

в) Пусть λ > 4. В этом случае 4242 −±−=−±−= λλ ik  и об-
щее решение уравнения имеет вид 

)4sin()4cos()( 2
2

2
1 xeCxeCxy xx −+−= −− λλ . 

Тогда 

)4cos(4)4sin(2
)4sin(4)4cos(2)(

2
2

2
2

2
1

2
1

xeCxeC
xeCxeCxy

xx

xx

−−+−−
−−−−−−=′

−−

−−

λλλ
λλλ  

или, перегруппировав слагаемые, 
)4sin(]42[)4cos(]42[)( 2

12
2

21 xeCCxeCCxy xx ⋅−⋅−−−+⋅−⋅−+−=′ −− λλλλ . 
Граничные условия дают систему 

 
⎩
⎨
⎧

−−−−+−−+−=
−+−=

.)4sin()42()4cos()42(0
,420

1221

21

λλλλ
λ

ll CCCC
CC  (16.8) 

(Во втором уравнении сократили на общий множитель ).  l2−e
Заметим, что во втором уравнении системы (16.8) слагаемое  

0)4cos()42( 21 =−⋅−+− λλ lCC  
(из первого уравнения системы). Тогда 

0)4sin()42( 12 =⋅−⋅−−− lλλCC ,  
042 12 =−−− λCC      или    0)4sin( =⋅− lλ . 

Следовательно, система (16.8) распадается на две: 

⎩
⎨
⎧

−−−=
−+−=

420
,420

12

21

λ
λ

CC
CC      и     

⎩
⎨
⎧

⋅−=
−+−=
.)4sin(0

,420 21

lλ
λCC  

Рассмотрим систему   

⎩
⎨
⎧

−−−=
−+−=

.420
,420

12

21

λ
λ

CC
CC  

Ее определитель   

0)4(4
24

42 2 ≠=−+=
−−−

−− λλ
λ

λ  

и, следовательно, она имеет только тривиальное решение  . 021 == CC
Рассмотрим систему   

⎩
⎨
⎧

⋅−=
−+−=
.)4sin(0

,420 21

lλ
λCC  
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Из ее второго уравнения находим 
kπλ =⋅− l4 ,   K,3,2,1=k  

⇒  42

22

+=
l

k
k

πλ ,   K,3,2,1=k  – собственные значения. 

Тогда из первого уравнения системы 

2
4

21
−

=
λCC , 

⇒  
l221
kCC π

⋅= . 

Таким образом, найденным собственным значениям 42

22

+=
l

k
k

πλ  

( K,3,2,1=k ) соответствуют собственные функции 

)4sin()4cos(
2

)( 2
2

2
2 xeCxekCxy k

x
k

x
k −+−⋅⋅= −− λλπ

l
 

или  
x

k ekxkxkCxy 2sincos
2

)( −⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

lll

πππ ,   C∀ .  ⋄ 

ПРИМЕР 16.6. Найти такие λ, при которых существуют нетриви-
альные решения уравнения )10(08′ ′− − = ≤′ xyyy ≤λ , удовлетворяю-
щие граничным условиям 0)1()0(′ ′= =yy .  

Замечание .  Уравнение в примере 16.6 не является уравнением 
Штурма – Лиувилля, т.к. оно получено из уравнения вида 

y
dx
dye

dx
d x ⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅− λ8 . 

РЕШЕНИЕ. Запишем характеристическое уравнение и найдем его корни:  
082 =−− λkk      ⇒   λ+±= 1642,1k . 

Следовательно, необходимо рассматривать три случая: а) 16−>λ , 
б) 16−=λ , в) 16−<λ . 

а) Если 16−>λ , то общее решение уравнения имеет вид  
xx eCeCxy )164(

2
)164(

1)( λλ +++− += . 
Тогда 

xx eCeCxy )164(
2

)164(
1 )164()164()( λλ λλ +++− ++++−=′ . 

Потребовав выполнения граничных условий, получим систему 

⎩
⎨
⎧

++++−=
++++−=

+++− .)164()164(0
,)164()164(0

2
164

1
164

21

CeCe
CC

λλ λλ
λλ  
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Ее определитель: 

=
⋅++⋅+−

+++−
+++− λλ λλ

λλ
164164 )164()164(

)164()164(
ee

  

=⋅++⋅+−= +++− λλλλ 164164
11)164()164( ee  

[ ] ( ) ( )
444 3444 21

0
)16(16 1641641641642

≠

−⋅−=−⋅+−= +−+++−++ λλλλ λλ eeee . 

Следовательно, нетривиальное решение система имеет только при 0=λ . 
Полагая 0=λ , находим: 

xeCCxy 8
21)( += , 

⇒  . xeCxy 8
28)( =′

Потребовав выполнения граничных условий, получим 

⎩
⎨
⎧

==′
==′

.08)1(
,08)0(

8
2

0
2

eCy
eCy  

Откуда получаем 0  и, следовательно, искомое нетривиальное реше-
ние имеет вид 

2 =C

Cxy =)(0 ,  0≠∀C . 
б) Если  λ = 16, то общее решение уравнения имеет вид 

xx xeCeCxy 4
2

4
1)( += . 

Тогда  
xxx eCxeCeCxy 4

2
4

2
4

1 44)( ++=′ . 
Граничные условия дают систему 

⎩
⎨
⎧

++=
+=

;440
,440

4
2

4
2

4
1

21

eCeCeC
CC

   

которая имеет только тривиальное решение С1 = С2 = 0.  Следовательно, 
при λ = 16 существует только тривиальное решение y ≡ 0. 

в) Пусть 16−<λ . В этом случае 164164 −−±=+±= λλ ik  и 
общее решение уравнения имеет вид 

)16sin()16cos()( 4
2

4
1 xeCxeCxy xx −−+−−= λλ . 

Тогда 

)16cos(16)16sin(4
)16sin(16)16cos(4)(

4
2

4
2

4
1

4
1

xeCxeC
xeCxeCxy

xx

xx

−−−−+−−+
+−−−−−−−=′

λλλ
λλλ  

или, перегруппировав слагаемые, 
)16sin(]164[)16cos(]164[)( 4

12
4

21 xeCCxeCCxy xx −−−−−+−−−−+=′ λλλλ . 
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Граничные условия дают систему 

 
⎩
⎨
⎧

−−−−−+−−−−+=
−−+=

.16sin)164(16cos)164(0
,1640

1221

21

λλλλ
λ

CCCC
CC  (16.7) 

(Во втором уравнении сократили на общий множитель ).  4e
Заметим, что во втором уравнении системы (16.7) слагаемое 

016cos)164( 21 =−−−−+ λλCC  
(из первого уравнения системы). Тогда  

016sin)164( 12 =−−⋅−−− λλCC ,  
0164 12 =−−− λCC      или    016sin =−− λ . 

Следовательно, система (16.7) распадается на две: 

⎩
⎨
⎧

−−−=
−−+=

1640
,1640

12

21

λ
λ

CC
CC      и     

⎩
⎨
⎧

−−=
−−+=

.16sin0
,1640 21

λ
λCC  

Рассмотрим систему   

⎩
⎨
⎧

−−−=
−−+=

.1640
,1640

12

21

λ
λ

CC
CC  

Ее определитель   

0)16(16
416

164 2 ≠−=−−+=
−−−

−− λλ
λ

λ  

и, следовательно, она имеет только тривиальное решение  . 021 == CC
Рассмотрим систему   

⎩
⎨
⎧

−−=
−−+=

.16sin0
,1640 21

λ
λCC  

Из ее второго уравнения находим 
kπλ =−− 16 ,   K,3,2,1=k  

⇒  ,   )16( 22 +−= kk πλ K,3,2,1=k  – собственные значения. 
Тогда из первого уравнения системы 

4
16

21
−−

−=
λCC ,     ⇒  

421
kCC π

⋅−= . 

Таким образом, найденным собственным значениям 
 ()16( 22 +−= kk πλ K,3,2,1=k ) соответствуют собственные функции 

)16sin()16cos(
4

)( 4
2

4
2 xeCxekCxy k

x
k

x
k −−+−−⋅⋅−= λλπ  

или  x
k ekxkxkCxy 4sincos

4
)( ⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−= πππ ,   C∀ .  ⋄ 
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ГЛАВА III. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

§ 17. Задачи, приводящие к понятию систем  
дифференциальных уравнений 

Рассмотрим систему уравнений  

    (17.1) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=′′′

=′′′
=′′′

,0),,,,,,,,,,,,,(

,0),,,,,,,,,,,,,(
,0),,,,,,,,,,,,,(

)()(
222

)(
111

)()(
222

)(
1112

)()(
222

)(
1111

21

21

21

n

n

n

m
nnn

mm
n

m
nnn

mm

m
nnn

mm

yyyyyyyyyxF

yyyyyyyyyxF
yyyyyyyyyxF

KKKK
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

KKKK

KKKK

где x  – независимая переменная,  – искомые 
функции,  – известные функции. Система (17.1) называет-
ся системой обыкновенных дифференциальных уравнений. 

)(,),(),( 21 xyxyxy nK

nFFF ,,, 21 K

Системы дифференциальных уравнений применяются для описа-
ния многих процессов реальной действительности. В частности, к ним 
относятся различного рода физические и химические процессы, процес-
сы нефте- и газодобычи, геологии, экономики и т. д. Действительно, ес-
ли некоторые физические величины (перемещение тела, пластовое дав-
ление жидкости в фиксированной точке с тремя координатами, концен-
трация веществ, объемы продаж продуктов) оказываются меняющимися 
со временем под воздействием тех или иных факторов, то, как правило, 
закон их изменения по времени описывается именно системой диффе-
ренциальных уравнений, т. е. системой, связывающей исходные пере-
менные как функции времени и производные этих функций. Независи-
мой переменной в системе дифференциальных уравнений может высту-
пать не только время, но и другие физические величины: координата, 
цена продукта и т.д. Рассмотрим две задачи, в ходе решения которых 
возникают системы дифференциальных уравнений.  

Задача 1. Некоторое вещество A  разлагается на два вещества P  и 
. Скорость образования каждого из этих веществ пропорциональна 

количеству неразложившегося вещества. Пусть 
Q

x  и  – количества ве-
щества 

y
P  и , образовавшихся к моменту Q t . Определить закон их из-

менений, зная, что в начальный момент 0=x , 0=y , а через 1 час 

8
3cx = , 

8
cy = , где  – первоначальное количество вещества c A . 

Решение. К моменту t  количество неразложившегося вещества A  
равно )( yxc −− . Тогда, согласно условиям задачи, скорости образова-
ния веществ P  и Q : 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−=

−−=

),(

),(

2

1

yxck
dt
dy

yxck
dt
dx

 

где  и  – коэффициенты пропорциональности скорости образования 
каждого из веществ 

1k 2k
P  и , Q )(txx = , )(tyy =  – искомые функции, опи-

сывающие закон изменения количества веществ P  и Q .  
Не останавливаясь подробно на процессе решения этой системы и на-
хождении коэффициентов k1, k2 запишем окончательный ответ: 

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

−

−

.21
4

3

,21
4

t

t

cy

cx
 

График искомых функций )(tx  и )(ty  (рис. 3.1) демонстрирует характер 
образования веществ P  и  в процессе химической реакции разложе-
ния вещества 

Q
A .   

4
3c

4
c

)(tx

)(ty

0
 

Рис. 3.1. 

Задача 2 (о движении материальной точки в пространстве под дей-
ствием переменной силы). Пусть )(trr rr

=  – закон движения материаль-
ной точки в пространстве, где t  – время, )}(),(),({)( tztytxtr =

r  (т.е. в 
момент времени t  точка имеет координаты )}(),(),({ tztytx ). Если точка 

движется под действием силы ),,( rrtFF &rr
rr

= , где =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

dt
dz

dt
dy

dt
dxr ,,&r  

},,{ zyx &&&=  – скорость, то по II закону Ньютона вектор )(trr  должен удов-
летворять уравнению движения  
 ),,( rrtFrm &rr

r
&&r = .  

Это векторное уравнение эквивалентно системе трех скалярных уравнений  
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zyxzyxtZ
dt

zdm

zyxzyxtY
dt

ydm

zyxzyxtX
dt

xdm

&&&

&&&

&&&

 

где } . Если считать неизвестными еще и проекции скорости ,,{ ZYXF =
r

wzvyux === &&& ,, , то система перепишется в виде 

⎪
⎪
⎪
⎪
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⎪
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⎩

⎪
⎪
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⎪
⎪
⎪

⎨

⎧
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=

=

=

).,,,,,,(

),,,,,,,(

),,,,,,,(

),(

),(

),(

wvuzyxtZ
dt
dwm

wvuzyxtY
dt
dvm

wvuzyxtX
dt
dum

tw
dt
dz

tv
dt
dy

tu
dt
dx

 

Или, в более компактной форме:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

),,,(

,

VrtF
dt
Vdm

V
dt
rd

rrr
r

rr

 

где V
r

 – вектор с проекциями ),,( wvu . 

Таким образом, мы убедились, что физические задачи приводят нас 
к необходимости рассмотрения систем дифференциальных уравнений. 
Причем, в зависимости от постановки задачи, число уравнений может 
быть достаточно большим. В таких случаях удобнее использовать более 
компактные формы записи (например, векторную, матричную).  
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§ 18. Нормальные системы дифференциальных уравнений. 
Метод исключения 

Пусть дана система обыкновенных дифференциальных уравнений  

    (18.1) 

⎪
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⎧
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,0),,,,,,,,,,,,,(
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m
nnn

mm

m
nnn

mm

yyyyyyyyyxF

yyyyyyyyyxF
yyyyyyyyyxF

KKKK
LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

KKKK

KKKK

где x  – независимая переменная,  – искомые 
функции,  – известные функции.  

)(,),(),( 21 xyxyxy nK

nFFF ,,, 21 K

Совокупность  функций n )(,),(),( 2211 xyyxyyxyy nn === K  на-
зывается решением системы (18.1) на интервале , если она об-
ращает на  каждое уравнение этой системы в тождество. 

),( ba
),( ba

Замечани е .  Всегда будем предполагать, что число уравнений 
системы равно числу неизвестных функций. На практике встреча-
ются системы, в которых число уравнений меньше числа неизвест-
ных. Такие системы дифференциальных уравнений называются 
уравнениями Монжа. В нашем курсе мы их рассматривать не будем.
Система, которая может быть разрешена относительно старших 

производных всех входящих в нее функций, называется канонической: 

  (18.2) 
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KKKK
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где x  – независимая переменная,  – искомые функции,  – за-
данные в некоторой области функции.  

)(xyi )(xfi

Класс систем дифференциальных уравнений, решение которых 
можно найти аналитическим путем, достаточно узок. Поэтому мы будем 
изучать главным образом системы линейных дифференциальных урав-
нений первого порядка, для которых существует законченная теория 
построения общего решения, и несложные системы нелинейных урав-
нений, для которых, как правило, можно подобрать интегрируемые 
комбинации. Для всех остальных случаев на практике используют чис-
ленные методы, которые выходят за рамки нашего курса. 

Частный случай канонической системы – система уравнений пер-
вого порядка, разрешенных относительно производной всех искомых 
функций, т. е. система вида:  
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yyyxf
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yyyxf
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LLLLLLLLLL
 (18.3)

Система (18.3) называется нормальной. Если известные функции  
системы (18.3) не зависят от свободной переменной 

if
x , то она называет-

ся автономной (стационарной). 
Число уравнений системы (18.3) называется ее порядком. В даль-

нейшем будем рассматривать только нормальные системы, т. к. канони-
ческую систему (18.2) всегда можно заменить эквивалентной ей нор-
мальной системой nmmmk +++= K21  уравнений. Для этого достаточ-
но ввести k  новых функций 

1210 ,,,, −imiiii yyyy K    ),,2,1( ni K=  

полагая, что  
)1(

1210 ,,,, −
− =′′=′== i

i

m
imiiiiiii yyyyyyyy K    ),,2,1( ni K= . 

ПРИМЕР. Рассмотрим систему трех уравнений второго порядка 
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′′′=′′

).,,,,,,(
),,,,,,,(
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32132133
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yyyyyyxfy
yyyyyyxfy
yyyyyyxfy

 

Введем новые функции  
331221111330220110 ,,,,, yyyyyyyyyyyy ′=′=′==== . 

Тогда исходная система будет эквивалентна следующей системе: 
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 ⋄ 
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Дифференциальное уравнение первого порядка  

),( 11
1 yxf

xd
yd
=  

можно рассматривать как частный случай системы дифференциальных 
уравнений. Ее решением будет функция )()(1 xxy ϕ= , которая с геомет-
рической точки зрения представляет собой кривую на плоскости (в дву-
мерном пространстве). Для системы 2-го порядка  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

),,(

),,,(

212
2

211
1

yyxf
xd
yd

yyxf
xd
yd

 

решением будет пара функций  которые можно рассматри-

вать как уравнения кривой в пространстве трех измерений. Обобщая 
геометрическую терминологию, будем считать, что решение 

⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(

22

11

xy
xy

ϕ
ϕ

)(...,),(),( 2211 xyxyxy nn ϕϕϕ ===  системы (18.3) представляет собой 
интегральную кривую )1( +n -мерного пространства переменных 

. n

Задача Коши для систем дифференциальных уравнений ставится 
также, как для одного уравнения: найти решение системы, удовлетво-
ряющее начальным условиям 

yyyx ,...,,, 21

 .)(,,)(,)( 0020021001 nn yxyyxyyxy === K (18.4)

Справедлива следующая теорема  
ТЕОРЕМА 18.1 (о существовании и единственности решения задачи Коши). 
Пусть в системе (18.3) функции  удовлетворяют двум 
условиям:  

),,,,( 21 ni yyyxf K

1) функции  непрерывны как функции -ой пе-
ременной  в некоторой области  -мерного 
пространства; 

),,,,( 21 ni yyyxf K )1( +n
nyyyx ,,,, 21 K D )1( +n

2) их частные производные по переменным  в области  

ограничены (т. е. ∃ М > 0 такое, что 

nyyy ,,, 21 K D

njiM
y
f

j

i ,1,, =≤
∂
∂

). 

Тогда для любой фиксированной точки  области 
 существует, и притом единственное, решение 

),,,,( 0201000 nyyyxM K
D

)(,),(),( 2211 xyxyxy nn ϕϕϕ === K  
системы (18.3), определенное в некоторой окрестности точки , и 
удовлетворяющее начальным условиям (18.4). 

0x
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Из теоремы 18.1 следует, что, закрепляя значение  и изменяя в 
некоторых пределах значения  (так, чтобы точка 

 принадлежала области ), мы будем для каждой 
системы чисел  получать свое решение. Следовательно, в 
области  система (18.3) имеет бесчисленное множество решений и эта 
совокупность решений зависит от n  произвольных постоянных.  

0x
02010 ,,, nyyy K

),,,,( 020100 nyyyx K D
02010 ,,, nyyy K

D

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Совокупность n функций 
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nnn
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CCxy

CCxy
CCxy

K
KKKKKKK

K

K

ϕ

ϕ
ϕ

=

=
=

 (18.5) 

зависящих от x  и n  произвольных постоянных , называет-
ся общим решение системы (18.3), если:  

nCCC ,,, 21 K

1) при любых допустимых значениях постоянных  она 
обращает все уравнения системы (18.3) в тождество, т. е. опре-
деляет решение системы; 

nCCC ,,, 21 K

2) для любых допустимых начальных условий найдутся такие значе-
ния констант, при которых функции совокупности (18.5) удовле-
творяют заданным начальным условиям. 

Любое решение, которое получается из общего при конкретных посто-
янных , будем называть частным.  iC

Для нормальных систем справедливо следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 18.2. Всякое дифференциальное уравнение n-го порядка 

),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy K  
может быть заменено эквивалентной ему нормальной системой порядка n. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 

n
n zyzyzyzy ==′′=′= − )1(

321 ,,,, K . 
Тогда 
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n
nn

n
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dzy KK ======′′==′ −− , 

т. е. получили нормальную систему  
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эквивалентную заданному уравнению. ∎ 
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Справедливо также и обратное утверждение. 
ТЕОРЕМА 18.3. Всякая нормальная система n-го порядка может быть 
заменена эквивалентным ей дифференциальным уравнением порядка n. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть дана нормальная система 
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 (18.6) 

Дифференцируем по x  обе части первого уравнения системы: 
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Заменим 
dx
dy

dx
dy

dx
dy n,,, 21 K  их выражениями через  из системы 

(18.6) и получим 
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или, переобозначая правую часть, имеем: 
),,,,( 2121 nyyyxFy K=′′ . 

Дифференцируя полученное уравнение по x  и, заменяя производные их 
выражениями из системы (18.6), будем иметь 

),,,,( 2131 nyyyxFy K=′′′ . 
Продолжая этот процесс, получим систему уравнений: 
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 (18.7) 

Из первых )  уравнений системы (18.7) находим , кото-
рые будут выражаться через : 

1( −n nyyy ,,, 32 K
)1(

1111 ,,,,, −′′′ nyyyyx K

  (18.8) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′′′=

′′′=
′′′=

−

−

−

).,,,,,(

),,,,,,(
),,,,,,(

)1(
1111

)1(
111133

)1(
111122

n
nn

n

n

yyyyxy

yyyyxy
yyyyxy

K
LLLLLLLLLLLL

K

K

ψ

ψ
ψ

Подставляя эти выражения в последнее уравнение системы (18.7), при-
ходим к дифференциальному уравнению -го порядка относительно 
переменной : 

n
1y

 . ∎ (18.9) ),,,,,( )1(
1111

)(
1

−′′′= nn yyyyxFy K
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Теорема 18.3 позволяет найти решения систем дифференциальных 
уравнений, сведя ее, по сути, к решению одного дифференциального 
уравнения порядка n. Действительно, решив уравнение (18.9) мы получим  

),,,,( 2111 nCCCxy Kϕ= . 
Дифференцируя найденную функцию  1y )1( −n  раз и, подставляя 

)1,1()(
1 −= niy i  в (18.8), находим искомое решение нормальной системы 

дифференциальных уравнений: 
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Интегрирование системы дифференциальных уравнений путем 
сведения ее к одному уравнению порядка , называется методом ис-
ключения.  

n

)

Замечани е .  Уравнение (18.9) было получено в предположении, 
что из системы (18.8) можно выразить  как функции 

. Но в ряде случаев это сделать невозможно 
(например, если первое уравнение имеет вид 

nyyy ,,, 32 K
)1(

1111 ,,,,, −′′′ nyyyyx K

,( 11 yxfy =′ ). Тогда 
следует получить систему вида (18.8) для i-го ( 1) уравнения 
системы и заменить систему уравнением порядка n относительно 
функции . Для системы дифференциальных уравнений нельзя 
получить эквивалентного ей уравнения порядка n только тогда, ко-
гда система распадается на отдельные уравнения, т.е. является не 
системой, а совокупностью уравнений. 

≠i

iy

ПРИМЕР 18.1. Найти методом исключения общее решение системы  
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Указать решение, удовлетворяющее условиям 3)0(,11)0( 21 == yy . 
РЕШЕНИЕ. Продифференцируем второе уравнение системы: 

12 212 +′−′=′′ yyy . 
Заменим  ее выражением из первого уравнения системы: 1y′
 121454 2212 +′−−+−=′′ yxyyy . (18.10) 
Из второго уравнения системы находим: 

xyyy −+′= 221 2 . 
Подставляя выражение для  в (18.10) получим уравнение: 1y

032 222 =−′−′′ yyy . 
Его общее решение:  
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xx eCeCy −+= 2
3

12 . 
Дифференцируя  и подставляя  и 2y 2y 2y′  в выражение для  находим: 1y

xeCeCy xx −+= −
2

3
11 5 . 

Таким образом, общее решение системы имеет вид 
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Найдем значение постоянных  и , при которых частное реше-
ние будет удовлетворять начальным условиям 

1C 2C
3)0(,11)0( 21 == yy . 

Подставив в общее решение 00 =x , 111 =y , 32 =y , будем иметь  
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Следовательно, решение, удовлетворяющее заданным начальным 
условиям, имеет вид  
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ПРИМЕР 18.2. Найти общее решение системы  
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РЕШЕНИЕ. 1) Дифференцируем первое уравнение системы по x два раза, 
каждый раз заменяя  и  их выражениями из второго и третьего урав-
нений системы: 

2y′ 3y′

321 yyy +=′ ; 
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yyyyyyyy
′′

++−+=′+′=′′ , 

⇒   211 2yyy +=′′ . 
)(2)(2 32132211 yyyyyyyy −+++=′+′=′′′ ,  

 ⇒   3211 32 yyyy −+=′′′ . (18.11) 
Получили систему: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=′′′
+=′′
+=′

.32
,2

,

3211

211

321

yyyy
yyy

yyy
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Из системы уравнений  находим  и : 
⎩
⎨
⎧

+=′′
+=′

211

321
2

,
yyy

yyy
2y 3y

( )
( ).5,0

,5,0
1113

112
yyyy

yyy
−′′⋅−′=

−′′⋅=  

Подставляя выражения для  и  в уравнение (18.11)  получим 2y 3y
( ) ( )1111111 5,05,12 yyyyyyy −′′⋅+′−−′′⋅+=′′′ ,  

⇒   02 111 =′+′′−′′′ yyy . 
Это линейное однородное уравнение с постоянными коэффициентами. 
Его характеристическое уравнение 02 23 =+− λλλ  имеет корни 01 =λ , 

13,2 =λ . Следовательно, общее решение этого уравнения имеет вид: 

)( 3211 xCCeCy x ++= . 
2) Теперь найдем  и . Имеем: 2y 3y

( )
( ).5,0

,5,0
1113

112
yyyy

yyy
−′′⋅−′=

−′′⋅=  

Из  находим  )( 3211 xCCeCy x ++=

 )      и     .  ( 3321 xCCCey x ++=′ )2( 3321 xCCCey x ++=′′
Тогда   
 [ ])()2(5,0 3213322 xCCeCxCCCey xx +−−++⋅= , 

⇒   [ ]1323322 )2(5,0 CxCCxCCCey x −−−++⋅= , 

⇒   ; xeCCy 312 5,0 +⋅−=

( )xx eCCxCCCey 313323 5,0)( +⋅−−++= , 
⇒   . )(5,0 3213 xCCeCy x ++⋅=

Таким образом, общее решение системы имеет вид: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++⋅=
+⋅−=
++=

).(5,0
,5,0

),(

3213

312

3211

xCCeCy
eCCy

xCCeCy

x

x

x

 ⋄ 

§ 19. Метод интегрируемых комбинаций 

Пусть решение системы дифференциальных уравнений  
    (),,,( 1 nii yyxfy K=′ ni ,1= ) (19.1) 
имеет вид: 
 ),,,( 1 nii CCxy Kϕ=    ( ni ,1= ). (19.2) 
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Можно доказать, что в области ⊂D ℝn+1, в которой выполняются усло-
вия теоремы существования и единственности решения, система (19.2) 
может быть однозначно разрешена относительно , , …, . Т. е. в 
области 

1C 2C nC
D  справедливы равенства 

  (19.3) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

.),,,(

,),,,(
,),,,(

1

212

111

nnn

n

n

Cyyx

Cyyx
Cyyx

K
KKKKKKKKK

K

K

ψ

ψ
ψ

Совокупность равенств (19.3) называют общим интегралом системы 
(19.1), а каждое из равенств системы (19.3) называют первым интегра-
лом системы (19.1). 

Иногда при интегрировании системы дифференциальных уравнений 
легче найти именно общий интеграл системы. Так, например, если с по-
мощью элементарных преобразований система (19.1) приводится к виду 
 0),,,( 21 =Φ ni yyyxd K    ( ni ,1= ), (19.4) 
то  ini Cyyyx =Φ ),,,( 21 K    ( ni ,1= ) 
будут первыми интегралами системы, а их совокупность – общий инте-
грал. Такой способ интегрирования систем называют методом интег-
рируемых комбинаций. 

Замечани е .  n  первых интегралов системы образуют общий ин-
теграл, если они независимы, т. е. ни один из них не может быть 
получен из оставшихся. Доказано, что если ini Cyyyx =Φ ),,,( 21 K

( ki ,1= ) – первые интегралы и для каких-нибудь k  функций 
 якобиан 

kiii yyy ...,,,
21

0
),,,(
),,,(

21

21

21

21

21
222

111

≠
∂

ΦΦΦ∂
=

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

k

k

k

k

iii

k

i

k

i

k

i

k

iii

iii

yyy

yyy

yyy

yyy

K

K

K

LLLL

K

K

, 

то первые интегралы независимы. 

ПРИМЕР 19.1. Найти первые интегралы системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′+′+
′

+
′

=+′+′

.0

,01

1221
2

2

1

1

2211

yyyy
y
y

y
y

yyyy
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РЕШЕНИЕ. Заметим, что систему можно переписать в следующем виде:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++

=++

;0

,0

1221
2

2

1

1

2211

dyydyy
y

dy
y

dy
dxdyydyy

 

⇒  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=++

;0)(|)|(ln|)|(ln

,0)(
2
1)(

2
1

2121

2
2

2
1

yydydyd

dxydyd  

⇒   
⎩
⎨
⎧

=++
=++

.0)||ln||(ln
,0)2(

1221

2
2

2
1

yyyyd
xyyd

Значит, общий интеграл системы: 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

.||ln||ln
,2

21221

1
2
2

2
1

Cyyyy
Cxyy  ⋄ 

Если привести систему к виду (19.4) сложно, но удается найти k  
( nk < ) независимых первых интегралов системы, то из них можно вы-
разить k  неизвестных функций через остальные )( kn −  функций и пе-
рейти таким образом к системе с меньшим числом переменных. 

ПРИМЕР 19.2. Найти общее решение системы 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

++−=

−−=

−−=

.2

,323

,2

321
3

321
2

321
1

yyy
dx
dy

yyy
dx
dy

yyy
dx
dy

  

РЕШЕНИЕ. Почленно сложим второе и третье уравнения, вычтем пер-
вое и получим  

0)2()323()2( 321321321
321 =++−+−−+−−−=++− yyyyyyyyy

dx
dy

dx
dy

dx
dy  

или  0)( 321 =++− yyy
dx
d . 

Отсюда первый интеграл системы: 
1321 Cyyy =++− . 

Этот интеграл позволяет выразить одну из неизвестных функций через 
две другие, например,  
 2113 yyCy −+= . (19.5) 
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Подставим  в первые два уравнения системы и получим систему из 
двух уравнений с двумя неизвестными  и : 

3y
1y 2y

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−−=

−+−−=

),(323

),(2

21121
2

21121
1

yyCyy
dx
dy

yyCyy
dx
dy

     ⇒     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

.3

,

12
2

11
1

Cy
dx
dy

Cy
dx
dy

 

Каждое из уравнений этой системы является уравнением с разделяю-
щимися переменными. Интегрируя их, находим:  

xeCCy 211 += ,  xeCCy 312 3 += . 
Подставим найденные  и  в (19.5) и найдем : 1y 2y 3y

132312113 )()3()( CCCCCCCCy xxx eee −−=+−++= . 
Таким образом, общее решение исходной системы: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
+=

+=

.)(
,3

,

1323

312

211

CCCy
CCy

CCy

x

x

x

e
e

e
 ⋄ 

Равенства (19.3), дающие общий интеграл системы (19.1) обладают 
следующей особенностью: независимая переменная и функции входят в 
них равноправно. Следовательно, они сохранят свой вид и в том случае, 
когда мы берем в качестве независимой переменной , хотя сама сис-
тема дифференциальных уравнений свою форму в этом случае меняет.  

iy

Систему дифференциальных уравнений тоже можно записать в ви-
де, который не будет меняться при смене независимого переменного. 
Действительно, из уравнений 

),,,( 1 ni
i

i yyxf
dx
dyy K==′    ( ni ,1= ) 

получаем: 
),,,( 1 ni

i
yyxf

dydx
K

=    ( ni ,1= ). 

⇒   
),,,(),,,( 111

1

nn

n

n yyxf
dy

yyxf
dydx

K
K

K
=== ; 

 ⇒   
),,,()(),,,()()( 111

1

nn

n

n yyxfxf
dy

yyxfxf
dy

xf
dx

K
K

K ⋅
==

⋅
= ,  (19.6) 

где )(xf  – любая отличная от нуля функция. Обозначим  
 , 1xx = 21 xy = , …, 1+= nn xy . 
Тогда равенства (19.6) примут вид: 
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),,(),,(),,( 111

1

112

2

111

1

++

+

++
===

nn

n

nn xxF
dx

xxF
dx

xxF
dx

K
K

KK
 (19.7)

Форма (19.7) записи системы дифференциальных уравнений, называет-
ся симметричной (или симметрической). Для метода интегрируемых 
комбинаций она обычно более удобна. 

Замечани е .  При интегрировании системы методом интегрируе-
мых комбинаций часто оказывается полезным свойство равных 
дробей (или производных пропорций): 

если   
3

3

2

2

1

1

b
a

b
a

b
a

== ,     то  
332211

332211

1

1
bbb
aaa

b
a

ααα
ααα

++
++

= . 

Действительно, пусть 

k
b
a

b
a

b
a

===
3

3

2

2

1

1 , 

⇒   11 bka ⋅= ,   22 bka ⋅= ,   33 bka ⋅= . 
Тогда 

1

1

332211

332211

332211

332211
b
ak

bbb
kbkbkb

bbb
aaa

==
++
++

=
++
++

ααα
ααα

ααα
ααα .  ∎ 

ПРИМЕР 19.3. Решить систему методом интегрируемых комбинаций 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

.1
2
ln

,
2
ln

1

2

1

1

y
x

dx
dy

y
x

dx
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РЕШЕНИЕ. Запишем систему в симметричной форме: 

11
2
ln

2
ln

1

2

1

1 xd

y
x

dy

y
x

dy
=

−
=

−
,  

⇒   
11

21
2ln2ln y
xd

xy
dy

x
dy

−
=

−
= . 

Из равенства первой и третьей дроби получим один первый интеграл: 

1

1
2ln y
xd

x
dy

−
= , 

⇒   xxddyy ln2 11 =− ,  
⇒        или     . 1

2
1 )1(ln Cxxy +−=− 1

2
1 )1(ln Cxxy =−+
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Другой первый интеграл системы получим используя свойства равных 
дробей: 

11

21
2ln2ln y
xd

xyx
dydy

−
=

−+
+ , 

⇒   xddydy −=+ 21 , 
⇒   221 Cxyy +−=+      или     221 Cxyy =++ . 

Убедимся, что найденные первые интегралы  
1

2
1 )1(ln Cxxy =−+      и     221 Cxyy =++  

независимы (см. замечание на стр. 129). Имеем: 
)1(ln2

11 −+=Φ xxy ,     xyy ++=Φ 212 , 

0211
02

1
1

2

2

1

2

2

1

1

1

≠==

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

yy

yy

yy . 

Таким образом, первые интегралы действительно независимы и 
общий интеграл системы имеет вид 

⎩
⎨
⎧

=++
=−+

.
,)1(ln

221

1
2

1
Cxyy
Cxxy   ⋄ 

§ 20. Системы линейных дифференциальных уравнений  

Нормальная система дифференциальных уравнений (18.3) называ-
ется линейной, если функции  линейны относительно неиз-
вестных функций, т. е. если она имеет вид 

nfff ,,, 21 K

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
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),()()()(
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22222121
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1

xbyxayxayxa
dx
dy
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n
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KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK

K

K

 (20.1) 

или, более кратко, 
 

)()(
1

xbyxa
dx
dy

i

n

j
jij

i +=∑
=

   ),1( ni = ,

где коэффициенты  и )  – известные функции от )(xaij (xbi x ,  – ис-
комые функции.  

)(xyi
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Если все  0)( ≡xbi ),1( ni = , то система (20.1) называется однород-
ной. 

Систему линейных дифференциальных уравнений (СЛДУ) можно 
записать в более компактной матричной (векторно-матричной) форме. 
Обозначим матрицы 
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⎜
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Тогда систему (20.1) можно записать в виде матричного уравнения 
 BYAY +⋅=′      или     BAYY =−′ . (20.2) 
Для однородной системы матричная форма записи имеет вид 
      или     YAY ⋅=′ OAYY =−′ , (20.3) 
где  – нулевая матрица-столбец длины n . O

Чтобы упростить дальнейшее изложение, свяжем также систему 
линейных дифференциальных уравнений с действием некоторого ли-
нейного оператора.  

Пусть ] – множество матриц-столбцов, элементами которых 
являются функции, непрерывные на отрезке ,  – множество 
матриц-столбцов, элементами которых являются функции, непрерывно 
дифференцируемые на отрезке ] . Легко доказать, что оба этих мно-
жества образуют линейное пространство над ℝ, причем ] являет-
ся подпространством . 

,[ baCn
];[ ba ],[ baDn

]

;[ ba
,[ baDn

,[ baCn
Пусть L  – оператор, действующий из  в ] по сле-

дующему правилу 
],[ baDn ,[ baCn

[ ] AYYY −′=L ,   ],[ baDn∈∀Y . 
Тогда система (20.1) означает, что  
 [ ] BY =L . (20.4) 
Равенство (20.4) называется операторной формой неоднородной сис-
темы. Операторная форма однородной системы имеет вид: 
 [ ] OY =L . (20.7) 
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В дальнейшем, мы чаще всего будем использовать именно такую форму 
записи систем линейных дифференциальных уравнений. 

Заметим, что оператор [ ]YL  является линейным, т. к. обладает сле-
дующими свойствами: 
1. , ∀[ ] [ ]YY CLCL = ∈C ℝ;  (20.5) 
2. [ ] [ ] [ 2121 YYYY LLL +=+ ]

]

.  (20.6) 
Действительно, по свойствам матриц, 

1) [ ] [YAYYAYYYAYY CLCCCCCCL =−′=−′=−′= )()()( ; 
2) [ ] =−−′+′=+−′+=+ 2121212121 )()( AYAYYYYYAYYYYL  
 [ ] [ ]212211 )()( YYAYYAYY LL +=−′+−′= . ∎ 

Изучение СЛДУ будем проводить по той же схеме, что и изучение 
линейных дифференциальных уравнений -го порядка: сначала изучим 
однородные СЛДУ, а затем – неоднородные. 

n

20.1. Интегрирование однородных систем дифференциальных уравнений  

Рассмотрим линейную однородную систему 
 [ ] OY =L , (20.7) 
в которой все коэффициенты )  непрерывны на ] . Тогда в области  (xaij ,[ ba

∈∀∈= in ybaxyyyxD ],;[),,,,({ 21 K ℝ ℝ⊂} n+1

для системы (20.7) будут выполняться условия теоремы существования 
и единственности решения и, следовательно, для любого  и 
любого ℝ существует единственное решение системы (20.7), удов-
летворяющее условию  

];[0 bax ∈

∈0iy

1001 )( yxy = ,   2002 )( yxy = ,   K,   00 )( nn yxy = . 
Так как оператор  – линейный, то справедлива следующая 

теорема. 
[ ]YL

ТЕОРЕМА 20.1. Если  и  – решения линейной однородной систе-
мы (20.7), то  и (

1Y 2Y

21 YY + 1YC  ∈∀C ℝ) тоже являются решениями ли-
нейной однородной системы (20.7). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимо убедиться, что 21 YY +  и  удов-
летворяют системе . Из условия (20.5) получаем:  

1YC
[ ] OY =L
[ ] [ ] OOYY 11 =⋅=⋅= CLCCL . 

Из условия (20.6) получаем: 
[ ] [ ] [ ] OOOYYYY =+=+=+ 2121 LLL .   ∎ 

 

135



СЛЕДСТВИЕ 20.2. Если  – решения линейной однородной 
системы (20.7), то для любых постоянных  линейная ком-
бинация решений 

kYYY ,,, 21 K

nCCC ,,, 21 K

∑
=

k

i
iiC

1
Y kkCCC YYY +++= K2211  

тоже является решением системы. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (20.5) и (20.6) следует справедливость равенства  

[ ] OOYY =⋅==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∑∑∑
===

k

i
i

k

i
ii

k

i
ii CLCCL

111
, 

где  – произвольные постоянные. Но это и означает, что  – 

решение однородной системы (20.7).  ∎ 

iC ∑
=

k

i
iiC

1
Y

Обозначим через ]  множество матриц-столбцов порядка , 
элементы которых являются решениями системы (20.7). Так как функ-
ции любого решения системы (20.7) является непрерывно дифференци-
руемыми, то 

,[ baSn n

 , ]

]

,[ baSn ];[ baDn⊂
где ] – множество матриц-столбцов длины , элементами кото-
рых являются функции, непрерывно дифференцируемые на отрезке 

. Более того, в силу теоремы 20.1,  является подпростран-
ством линейного пространства ]. Оказалось также, что линей-
ное пространство ]  конечномерное. Чтобы доказать это, необхо-
димо нам сначала получить условие линейной независимости векторов 
пространства . 

,[ baDn n

];[ ba ],[ baSn
,[ baDn

,[ baSn

,[ baSn
Возьмем в пространстве    n  векторов: ],[ baDn

 . (20.8) 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

)(

)(
)(

,,

)(

)(
)(

,

)(

)(
)(

2

1

2

22

12

2

1

21

11

1

xy

xy
xy

xy

xy
xy

xy

xy
xy

nn

n

n

n

nn

KK
K

KKKK
YYY

Если векторы  линейно зависимы на ] , то существуют 
числа 

nYYY ,,, 21 K ,[ ba
nααα ,,, 21 K  такие, что хотя бы одно из них отлично от нуля и 

 02211 ≡+++ nnYYY ααα K .  
Это тождество означает, что система 
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  (20.9) 
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K
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K

имеет нетривиальные решения. А это возможно только в том случае, ко-
гда определитель матрицы системы (20.9) тождественно равен нулю. 

Матрица системы (20.9) 
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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⎝

⎛

nnnn
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n
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21

22221

11211

 (20.10)

называется интегральной матрицей, а ее определитель называется оп-
ределителем Вронского (вронскианом) векторов  и обо-
значается  

nYYY ,,, 21 K

],,,[ 21 nW YYY K     или     .  )](,,,[ 21 xW nYYY K

Таким образом, мы показали что справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 20.3 (необходимое условие линейной зависимости  векто-
ров пространства ]). Если векторы  линейно зависи-
мы на , то их определитель Вронского на  тождественно ра-
вен нулю. 

n
,[ baDn nYYY ,,, 21 K

];[ ba ];[ ba

Теорема 20.3 дает необходимое условие линейной зависимости 
векторов . Достаточным это условие для произвольных  
элементов пространства ] не будет, т. е. если 

nYYY ,,, 21 K n
,[ baDn ],,,[ 21 nW YYY K 0≡ , 

то векторы  могут оказаться как линейно зависимыми, так и 
линейно независимыми.  

nYYY ,,, 21 K

ПРИМЕР 20.1. Для векторов  и ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 0

2

1
xY ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 02

xY  имеем: 

0
00

2

21 ≡=
xxW ]Y,[Y . 

Однако эти векторы линейно независимы, так как из 02211 ≡+ YY αα  следует 

⎩
⎨
⎧

≡⋅+⋅
≡+

;000
,0

21

2
2

1
αα
αα xx   

⇒        или     02
2

1 ≡+ xx αα 021 ≡+αα x   
⇒   021 ==αα . 
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Но ситуация меняется, если  – решения линейной од-
нородной системы (20.7). Здесь справедлива следующая теорема. 

nYYY ,,, 21 K

ТЕОРЕМА 20.4 (условие линейной независимости решений линейной 
однородной системы дифференциальных уравнений). Если n  решений 

 линейной однородной системы (20.7) линейно независимы 
на , то их определитель Вронского  не может об-
ратиться в нуль ни в одной точке этого промежутка. 

nYYY ,,, 21 K

];[ ba ],,,[ 21 nW YYY K

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Пусть  ли-
нейно независимы на ]  и существует ]

nYYY ,,, 21 K

;[ ba ;[0 bax ∈  такое, что 

)](,,,[ 021 xW nYYY K 0

)()()(

)()()(
)()()(

00201

02022021

01012011

==

xyxyxy

xyxyxy
xyxyxy

nnnn

n

n

K
KKKKKKKKKKKKK

K

K

. 

Рассмотрим систему  линейных однородных уравнений, матрицу 
которой составляют числа :  

n
)( 0xyij

  (20.11) 
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Определитель матрицы системы (20.11) 
=Mdet )](,,,[ 021 xW nYYY K 0= . 

Следовательно, система (20.11) имеет нетривиальные решения.  
Пусть nααα ~,,~,~

21 K  – одно из нетривиальных решений системы 
(20.11). Рассмотрим матрицу-столбец  

nnYYYY ααα ~~~~
2211 +++= K . 

Так как  – решения линейной однородной системы , то iY [ ] OY =L
Y~  – решение той же системы, удовлетворяющее в силу (20.11), началь-
ным условиям .  OY =)( 0x

С другой стороны, однородная система [ ] OY =L  всегда имеет ну-
левое решение OY ≡)(x , которое тоже удовлетворяет начальному усло-
вию . OY =)( 0x

Поскольку, по теореме существования и единственности решения, 
начальные условия определяют единственное решение, получаем: 

nnYYYY ααα ~~~~
2211 +++= K O= , 

причем среди коэффициентов nααα ~,,~,~
21 K  есть ненулевые. Но это озна-
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чает, что  линейно зависимы на ] , что противоречит ус-
ловию теоремы.  

nYYY ,,, 21 K ;[ ba

Следовательно, предположение было неверным и  
)](,,,[ 21 xW nYYY K 0≠ ,  ];[ bax∈∀ .  ∎ 

СЛЕДСТВИЕ 20.5 (теоремы 20.3 и 20.4). Пусть  – решения 
системы (20.7). Тогда их определитель Вронского  либо 
тождественно равен нулю, и это означает, что решения  линейно 
зависимы; либо не обращается в нуль ни в одной точке 

nYYY ,,, 21 K

],,,[ 21 nW YYY K

iY
],[ bax∈ , и это 

означает, что решения  линейно независимы. iY

Следствие 20.5 позволяет доказать следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 20.6. Пространство решений  линейной однородной 
системы (20.7) конечномерно и его размерность совпадает с порядком 
системы, т. е. 

],[ baSn

nbaSn =];[dim . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  

1) Покажем, что для системы (20.7) можно найти  линейно неза-
висимых решений. 

n

Возьмем любое ]  и любой определитель ;[0 bax ∈ nΔ порядка , от-
личный от нуля. Например, пусть 

n

100
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K
KKKK

K
K

=Δn . 

По теореме существования и единственности решения получаем, 
что существуют  решений системы (20.7)  n
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определенных в окрестности точки  и удовлетворяющих условиям: 0x
1) 0)(,,0)(,1)( 01021011 === xyxyxy nKKK  

(где 0  – числа из первого столбца определителя );  ,,0,1 K nΔ
2) 0)(,,1)(,0)( 02022012 === xyxyxy nKKK  

(где 0  – числа из второго столбца определителя ); ,,1,0 K nΔ
………………………………………………………………… 

n ) 1)(,,0)(,0)( 00201 === xyxyxy nnnn KKK  
(где 1 – числа из -го столбца определителя ,,0,0 K n nΔ ). 
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Для найденных таким образом решений  имеем: nYYY ,,, 21 K

)](,,,[ 021 xW nYYY K 0≠Δ= n , 
и, следовательно, по следствию 20.5,  – линейно независимы. nYYY ,,, 21 K

2) Покажем, что любое решение однородной системы (20.7) может 
быть представлено как линейная комбинация ее  линейно независи-
мых решений. 

n

Пусть )(,),(),( 2211 innii yyy === YYY K  – некоторые линейно неза-
висимые решения системы (20.7),  – решение системы (20.7), 
удовлетворяющее условию , т. е. 

)ˆ(ˆ
iy=Y

0YY =)(ˆ
0x

 , 1001 )(ˆ yxy = 2002 )(ˆ yxy = , K, 00 )(ˆ nn yxy = . 
Рассмотрим систему  линейных уравнений вида: n

  (20.12) 
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Так как  – линейно независимые решения системы 
(20.7), то для матрицы системы  имеем: 

nYYY ,,, 21 K

M
=Mdet )](,,,[ 021 xW nYYY K 0≠ . 

Следовательно, система (20.12) имеет единственное решение 
. nCCC ~,,~,~

21 K

Рассмотрим матрицу-столбец . В 
силу следствия (18.5) она будет являться решением системы (20.7), причем 

)~(~~~~
2211 inn yCCC =+++= YYYY K

1001 )(~ yxy =  (из 1-го уравнения системы (20.12)), 
2002 )(~ yxy =  (из 2-го уравнения системы (20.12)), 

………………………………………………. 
00 )(~

nn yxy =  (из -го уравнения системы (20.12)). n
Но начальным условиям  

1001 )( yxy = , 2002 )( yxy = , K, 00 )( nn yxy =  
удовлетворяет и решение .  Ŷ

Поскольку, по теореме существования и единственности решения, 
начальные условия определяют единственное решение, получаем: 

nnCCC YYYY ~~~ˆ
2211 +++= K Y~= .  ∎ 

Система  линейно независимых решений линейной однородной 
системы порядка  (базис пространства ] ) называется его фун-
даментальной системой решений.  

n
n ;[ baSn
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Если матрицы-столбцы 
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образуют фундаментальную систему решений линейной однородной 
системы , то общее решение этой системы имеет вид [ ] OY =L
 

∑
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=
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i
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или, подробнее 
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Итак, задача интегрирования линейной однородной системы све-
лась к отысканию фундаментальной системы ее решений. Но сделать 
это для произвольной системы очень сложно. Позже мы рассмотрим 
один класс однородных систем, для которых практически всегда удает-
ся найти фундаментальную систему решений – линейные однородные 
системы с постоянными коэффициентами.  

ПРИМЕР 20.2. Доказать, что  и  образуют 

фундаментальную систему решений системы  
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Записать общее решение этой системы. 
РЕШЕНИЕ. Имеем: 

01
cossin
sincos

],[ 21 ≠=
−

=
xx
xx

W YY . 

Следовательно, – линейно независимы (по следствию (20.7)) и об-
разуют фундаментальную систему решений (по теореме 20.6). Поэтому 
общее решение можно записать в виде 

21,YY

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
+

=+= xCxC
xCxCCC cossin

sincos
21

21
2211 YYY . ⋄ 
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20.2. Линейные неоднородные системы дифференциальных уравнений 

Рассмотрим линейную неоднородную систему  
 BAYY =−′ . (20.13) 
Если известно общее решение соответствующей однородной системы 
 AYY =′ , (20.14) 
то можно найти общее решение неоднородной системы (20.13) изло-
женным ниже методом, который называют методом вариации посто-
янных. 

Пусть  – фундаментальная система решений линейной 
однородной системы (20.14). Тогда его общее решение будет иметь вид 

nYYY ,,, 21 K

 nnCCC YYYY +++= K2211 , (20.15) 
где  – произвольные постоянные.  nCCC ,,, 21 K

Полагаем, что решение линейной неоднородной системы по струк-
туре совпадает с решением соответствующей однородной системы, т. е. 
имеет вид 

 nn xCxCxC YYYY )()()( 2211 +++= K ∑
=

=
n

i
ii xC

1
)( Y , (20.16) 

где )  – некоторые пока неизвестные функции. Тогда (,),(),( 21 xCxCxC nK

 . ∑∑
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′+′=′
n
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i
ii xCxC

11

)()( YYY

Подставим  и Y  в неоднородную систему Y ′ BAYY =−′ : 

∑∑
==

′+′
n

i
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==

n

i
iii

n

i
ii xCxC
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Т.к.  – решения однородной системы, то iY OAYY =−′ ii  и, следовательно, 

BY =′∑
=

n

i
ii xC

1

)( , 

или, более подробно, 
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 (20.17) 

Это линейная неоднородная система относительно неизвестных функ-
ций ) . Ее определитель – определитель Вронского для системы ли-(xCi′
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нейно независимых решений , и, следовательно, он отличен 
от нуля. Значит система (20.7) имеет единственное решение 

nYYY ,,, 21 K

)(xCi′ ),1()( nixi ==ϕ , 
откуда интегрированием находим 
 )(xCi ),1()( niCdxx ii =+= ∫ , (20.18) ϕ
где  – произвольные постоянные.  iC

Подставим найденные функции )в (20.16) и получим общее 
решение неоднородной системы (20.13): 

(xCi

( )∑ ∫
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+=
n

i
iii Cdxx

1
)( YY ϕ . 

ПРИМЕР 20.3. Найти общее решение системы  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

=

.
cos

1

,

1
2

2
1

x
y

dx
dy

y
dx
dy

 

РЕШЕНИЕ. Запишем соответствующую однородную систему 

⎩
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−=′
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.
,
12
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yy  

Из первого уравнения находим: 
21 yy ′=′′      ⇒  11 yy −=′′ . 

Получили линейное однородное уравнение с постоянными коэффици-
ентами. Его характеристические корни i±=2,1λ  и, следовательно, общее 
решение уравнения 

xCxCy sincos 211 += . 
Тогда из первого уравнения системы 
 xCxCyy cossin 2112 +−=′= . 
Таким образом, общее решение однородной системы имеет вид 
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или, в матричном виде, 
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Полагаем, что общее решение неоднородной системы имеет вид 
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xC

cos
sin

)(
sin

cos
)( 21  

или, подробнее, 

   
⎩
⎨
⎧

+−=
+=

.cos)(sin)(
,sin)(cos)(

212

211

xxCxxCy
xxCxxCy

Тогда функции  и )  должны удовлетворять системе (20.17) )(1 xC ′ (2 xC ′

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′+′−

=′+′

.
cos

1cossin

,0sincos

21

21

x
xCxC

xCxC
 

Решая систему по формулам Крамера, находим: 

1cossin
sincos =

−
=Δ xx

xx ,   tgxx
x

x
−==Δ cos

cos
1

sin0
1 ,   1

cos
1sin
0cos

2 =−=Δ
x

x
x

, 

⇒  tgxxC −=′ )(1 ,     1)(2 =′ xC . 
Интегрируя, получаем: 

11 cosln)( CxxC += ,     22 )( CxxC += . 
Следовательно, общее решение неоднородной системы будет иметь вид 

oнY =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

⋅+= x
xCxx

xCx cos
sin)(sin

cos)cos(ln 21  

xx
xxx

x
x
xCx

xC ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

= cos
sincoslnsin

cos
cos
sin

sin
cos

21  

или, подробнее,  

 
⎩
⎨
⎧

+⋅−+−=
+⋅++=

.coscoslnsincossin
,sincoslncossincos

212

211
xxxxxCxCy
xxxxxCxCy

 ⋄ 

Замечани е .  Общее решение (20.18) линейной неоднородной 
системы (20.13) можно переписать в виде 

( )∑ ∫∑
==

+=
n

i
ii

n

i
ii dxxC

11

)( YYY ϕ . 

Здесь слагаемое  – общее решение соответствующей одно-

родной системы, а слагаемое 

∑
=

n

i
iiC

1

Y

( )∑ ∫
=

=
n

i
ii dxx

1

)( YY ϕ  – частное решение 

системы (20.13) (получается из общего решения при  0=iC ),1( ni = ). 
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В общем случае оказалась справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 20.7 (о структуре общего решения неоднородной системы 
дифференциальных уравнений). Общее решение неоднородной системы  

BAYY +=′  
с непрерывными на  коэффициентами  и правыми частями 

, равно сумме общего решения соответствующей однородной 
системы  и частного решения 

],[ ba )(xaij

)(xbi

AYY =′ Y  рассматриваемой неодно-
родной системы, т. е.   
 

YYY i +=∑
=

n

i
iC

1
, (20.19)

где  – фундаментальная система решений однородной 
системы . 

nYYY ,,, 21 K

AYY =′
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Перейдем к операторному представлению систем: 

BAYY +=′      ↔     BY =][L , 
AYY =′      ↔     OY =][L . 

По условию теоремы  BY =][L ,  OYi =][L . 
Тогда, в силу линейности оператора L , имеем: 

=+=+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∑∑∑

===

)()()(
111

YYYYYY iii LLCLCLCL
n

i
i

n

i
i

n

i
i  

BBO =+⋅=∑
=

n

i
iC

1
.  ∎ 

Таким образом, задача нахождения общего решения неоднородной 
системы может быть сведена к нахождению одного частного решения 
этой системы и фундаментальной системы решений соответствующей 
однородной системы. В этом случае может оказаться полезной и сле-
дующая теорема. 
ТЕОРЕМА 20.8 (о наложении решений). Если  – решения неоднород-
ных систем 

iY

iBAYY +=′    ),1( mi = , 
то их сумма  является решением неоднородной системы m21 YYY +++ K

)( m21 BBBAYY ++++=′ K . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Перейдем к операторному представлению систем: 

iBAYY +=′      ↔     iBY =][L , 

∑
=

+=′
m

i 1
iBAYY      ↔     . ∑

=

=
m

i
L

1
][ iBY
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По условию теоремы  
),1(][ miL == ii BY . 

Тогда, в силу линейности оператора L , имеем: 

∑∑∑
===

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ m

i

m

i

m

i
LL

111
][ iii BYY . ∎ 

§ 21. Системы линейных дифференциальных уравнений  
 с постоянными коэффициентами  

21.1. Собственные значения и собственные векторы  

В предыдущем параграфе мы использовали линейный дифференци-
альный оператор для компактной формы записи системы дифференци-
альных уравнений и доказательства некоторых теорем. Для дальнейшей 
работы нам необходимо вспомнить ряд понятий, связанных с линейны-
ми операторами. А именно, нам понадобятся понятия собственного век-
тора и собственного значения оператора конечномерных пространств. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть ϕ  – оператор пространства L . Если для не-
которого ненулевого вектора Lx∈  и числа λ  имеем xx λϕ =)( , то 
число λ  называется собственным значением оператора ϕ , а вектор x  
называется собственным вектором оператора ϕ , относящимся к соб-
ственному значению λ . 

Укажем свойства, которыми обладают собственные векторы. 
1. Каждый собственный вектор x  оператора ϕ  относится к единст-
венному собственному значению. 

2. Если  и  – собственные векторы оператора 1x 2x ϕ , относящиеся к 
одному и тому же собственному значению λ , то их линейная комби-
нация 21 xx βα +  – собственный вектор оператора ϕ , относящийся 
к тому же собственному значению. 
Из второго свойства следует: 

а) каждому собственному значению λ  соответствует бесчисленное 
множество собственных векторов; 

б) если к множеству всех собственных векторов x  оператора ϕ , отно-
сящихся к одному и тому же собственному значению λ , присоеди-
нить нулевой вектор (нулевой вектор по определению не является 
собственным), то получим подпространство пространства L . Это 
подпространство называется собственным подпространством 
оператора ϕ  и обозначается . λL
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3. Собственные векторы  оператора kxxx K,, 21 ϕ , относящиеся к различ-
ным собственным значениям kλλλ ,,, 21 K , линейно независимы. 
Из свойства 3 следует, что линейный оператор, действующий в n -

мерном линейном пространстве , не может иметь более n  собст-
венных значений. Кроме того, в пространстве может существовать 
базис, хотя бы часть которого – собственные векторы. 

nL

Процесс поиска собственных значений и собственных векторов 
оператора конечномерного пространства на практике сводится к реше-
нию алгебраических уравнений и систем.  

Действительно, предположим, что  – матрица оператора A ϕ  в базисе 
, ,K, ,  – матрица-столбец координат вектора 1e 2e ne X x  в том же базисе. 

Тогда векторное равенство xx λϕ =)(  равносильно матричному равенству  
 XXA λ=⋅      или     OXEA =− )( λ . (21.1) 
Но матричное уравнение OXEA =− )( λ  представляет собой матричную 
запись системы  линейных однородных уравнений с n  неизвестными.  n

Так как собственные векторы ненулевые, то система (21.1) должна 
иметь нетривиальные решения. Это будет иметь место, если  

nrang ≠− )( EA λ  
или, что то же,   
 0)det( =− EA λ . 

Матрица EA λ−  называется характеристической матрицей опе-
ратора ϕ  (матрицы ), а ее определитель )A det( EA λ− , являющийся 
многочленом относительно λ  – характеристическим многочленом 
оператора ϕ  (матрицы ).  A

Найдя корни характеристического многочлена, мы определим соб-
ственные значения. Подставив конкретное собственное значение в 
(21.1) и решив получившуюся систему, мы найдем относящиеся к нему 
собственные векторы.   

ПРИМЕР 21.1. Найти собственные векторы и собственные значе-
ния оператора, имеющего в некотором базисе матрицу  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−
−−

=
12153

321
352

A . 

РЕШЕНИЕ. 1) Запишем характеристическую матрицу и найдем харак-
теристический многочлен: 
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=− EA λ
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−−
−−−

λ
λ

λ

12153
321
352

,  

⇒  =− EA λ )189)(3( 2 +−− λλλ . 
Корни характеристического многочлена (собственные значения): 

3,6 3,21 == λλ . 
2) Для каждого из найденных собственных значений iλ  запишем 

систему линейных однородных уравнений OXEA =− )( iλ  и найдем ее 
фундаментальную систему решений. Это будут координаты базисных 
векторов собственного подпространства . 

i
Lλ

а) Для 61 =λ  имеем: 

=− XEA )6( O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−−
−−−

3

2

1

612153
3621
3562

x
x
x

, 

⇒  , 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−−
−−−

0
0
0

6153
381
354

3

2

1

x
x
x

⇒   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=−−−
=−−−

.06153
,038
,0354

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 81
54

−−
−− . Тогда переменные  будут за-

висимыми, а  – свободной. Отбрасываем третье уравнение системы и 
находим общее решение: 

21, xx

3x

⎩
⎨
⎧

=−−−
=−−−

;038
,0354

321

321
xxx
xxx      ⇒   

⎩
⎨
⎧

=−−
=−−

;38
,354

321

321
xxx
xxx

⇒  2781
54 =

−−
−−=Δ ,    3

3

3
1 983

53 xx
x

−=
−
−

=Δ ,    3
3

3
2 931

34 xx
x

−=
−
−

=Δ ; 

⇒  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
Δ
Δ

=

−=
Δ
Δ

=

.
3

,
3
31

2

31
1

xx

xx
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Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Чтобы ее записать, придадим свободной переменной  любое отличное 
от нуля значение. Например, полагаем 3

3x
3 −=x . Тогда из общего реше-

ния находим 11 =x ,   12 =x . 

Итак, получили:  – решение фундаментальной системы. 

Следовательно, базисом собственного подпространства  является 
вектор 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

3
1
1

1X

6=λL
}3;1;1{311 3211 =⋅−⋅+⋅= eeec . 

⇒  ∈∀== ααλ |{ 16 cL ℝ}. 
б) Для 33,2 =λ  имеем: 

=− XEA )3( O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−−
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3

2

1

312153
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3532

x
x
x

, 

⇒  , 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−−
−−−

0
0
0

9153
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3

2

1

x
x
x

⇒   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=−−−
=−−−

.09153
,035
,035

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Матрица системы имеет три пропорциональные строки и, следова-
тельно, ее ранг равен 1. Выбирая в качестве зависимой переменной  
получаем, что ее общее решение имеет вид: 

1x

321 35 xxx −−= . 
Находим фундаментальную систему решений: 

12 =x ,  03 =x      ⇒  51 −=x ; 
02 =x ,  13 =x      ⇒  31 −=x . 

Итак, получили: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

0
1
5

2X , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

1
0
3

3X  – решения фундаменталь-

ной системы. Следовательно, базисом собственного подпространства 
 являются векторы 3=λL
      и     }0;1;5{2 −=c }1;0;3{3 = −c . 

⇒  ∈∀+== βαβαλ ,|{ 323 ccL ℝ}. ⋄ 

 

149



В заключение этого пункта заметим, что говорят также о собст-
венных векторах матрицы  порядка , имея при этом ввиду собст-
венные векторы оператора -мерного пространства, имеющего  своей 
матрицей в некотором базисе. Использование такой терминологии 
удобно в задачах, в которых на каком-то этапе решения возникает сис-
тема линейных однородных уравнений 

A n
n A

OXEA − )( =λ . В этом случае 
любое решение системы OXEA =− )( λ  обычно называют собственным 
вектором матрицы , а ее фундаментальную систему решений – ли-
нейно независимыми собственными векторами матрицы . 

A
A

21.2. Линейные однородные системы дифференциальных уравнений  
с постоянными коэффициентами. Метод Эйлера  

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений вида 

 )(
1

xbya
dx
dy

i

n

j
jij

i +=∑
=

   ),1( ni = , (21.2) 

где коэффициенты  – постоянные. Такие системы называют систе-
мами дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами и именно они имеют наибольшее практическое применение. 

ija

Систему (21.2) можно решить методом исключения. При этом по-
лучится линейное уравнение порядка  с постоянными коэффициента-
ми. Мы умеем интегрировать такие дифференциальные уравнения. 
Проблема лишь в том, что процесс получения дифференциального 
уравнения порядка  довольно трудоемкий и требует аккуратности. 

n

n
Другой способ – найти общее решение соответствующей однород-

ной системы, а затем найти общее решение неоднородной системы ме-
тодом вариации постоянных. Этот путь, как правило, менее трудоемкий, 
так как оказалось, что фундаментальная система решений линейной од-
нородной системы с постоянными коэффициентами связана с собствен-
ными векторами ее матрицы. Именно установление этой связи и являет-
ся целью нашего дальнейшего изложения. Нахождение фундаменталь-
ной системы решений с использованием собственных векторов матрицы 
называется методом Эйлера. 

Итак, рассмотрим линейную однородную систему с постоянными 
коэффициентами: 

 ∑
=

=
n

j
jij

i ya
dx
dy

1
   ),1( ni = . (21.3) 

Вид уравнений системы (21.3) наводит на мысль, что решения следует 
искать прежде всего среди таких функций, производные которых «по-
хожи» на сами функции. Среди элементарных функций таким свойст-
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вом обладает показательная функция. Поэтому частные решения будем 
искать в виде 
 xedy λ

11 = , xedy λ
22 = , …, xenn dy λ= , (21.4) 

где nddd ,,,, 21 Kλ  – неизвестные действительные числа, которые нужно 
выбрать так, чтобы функции (21.4) удовлетворяли системе (21.3).  

Запишем систему (21.3) в матричном виде: 
 AYY =′ , (21.5) 
где  

⎟⎟
⎟
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⎜
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По предположению,  
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x
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⎟
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
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⇒  . DY x
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⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′
K

2

1

Подставим  и Y  в (21.5) и получим Y ′
)( DAD xx ee λλλ ⋅=⋅      или     DAD ⋅=⋅λ , 

⇒  ODDA =−⋅ λ , 
 ⇒  ODEA =⋅− )( λ . (21.6) 

Матричное уравнение (21.6) представляет собой матричную запись 
системы  линейных однородных уравнений с  неизвестными. Чтобы 
такая система имела нетривиальные решения необходимо, чтобы 

n n

 0)det( =− EA λ . 

Но это означает, что λ  должно является действительным характери-
стическим корнем (т. е. собственным значением) матрицы , а  – ее 
собственным вектором, относящимся к 

A D
λ . 

Матрица  имеет  характеристических корней, но среди них мо-
гут быть комплексные и кратные. Рассмотрим ситуации, которые в свя-
зи с этим могут возникнуть. 

A n
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I. Характеристические корни матрицы  действительны и различны  A

В этом случае для каждого характеристического корня iλ  ),1( ni =  

найдем собственный вектор )( jid=iD  и запишем решения : ii DY xieλ=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1

21

11

1

1

1

n
x

x

x

de

de
de

λ

λ

λ

K
1Y , , …, . 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2

22

12

2

2

2

2

n
x

x

x

de

de
de

λ

λ

λ

K
Y

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nn
x

n
x

n
x

n

de

de
de

n

n

n

λ

λ

λ

K
2

1

Y

Рассмотрим определитель Вронского этих решений. Имеем: 

],,,[ 21 nW YYY K ==

x
nn

x
n

x
n

x
n

xx

x
n

xx

n

n

n

ededed

ededed
ededed

λλλ

λλλ

λλλ

K
KKKK

K

K

21

21

21

21

22221

11211

 

0

21

22221

11211

21 ≠⋅⋅⋅=

nnnn

n

n
xxx

ddd

ddd
ddd

eee n

K
KKKK

K
K

K λλλ . 

Действительно, так как все собственные векторы  относятся к 
различным собственным значениям, то они линейно независимы, т. е. 

iD

ODDD n21 =+++ nααα K21  только при условии, что 
021 ==== nααα K . Это означает, что система 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

0

,0
,0

2211

2222211

1122111

nnnnn

nn

nn

ddd

ddd
ddd

ααα

ααα
ααα

K
KKKKKKKKK

K
K

 

имеет единственное (тривиальное) решение и, следовательно, ее опре-
делитель  

0

21

22221

11211

≠

nnnn

n

n

ddd

ddd
ddd

K
KKKK

K
K

. 

Так как 0],,,[ 21 ≠nW YYY K , то решения  линейно не-
зависимы и образуют фундаментальную систему решений. Общее ре-
шение системы в этом случае имеет вид 

nYYY ,,, 21 K

nnCCC YYYY +++= K2211  
или, подробнее, 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+++=

+++=
+++=

.

,
,

21

21

21

2211

22222112

11221111

x
nnn

x
n

x
nn

x
nn

xx

x
nn

xx

n

n

n

edCedCedCy

edCedCedCy
edCedCedCy

λλλ

λλλ

λλλ

K
KKKKKKKKK

K

K

 

ПРИМЕР 21.2. Найти общее решение системы: 

⎩
⎨
⎧

+=′
+=′

.34
,2
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Данная система – линейная однородная с постоянными ко-
эффициентами. Следовательно, ее общее решение может быть найдено 
методом Эйлера.  

Матрица системы: 

 . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 34

21A

Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=− λ
λλ 34

21EA , 

 ⇒  542 −−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
 0542 =−− λλ , 
 ⇒  1,5 21 −== λλ . 

Характеристические корни являются собственными значениями 
матрицы . Найдем ее собственные векторы, относящиеся к каждому 
из собственных значений. 

A

а) Для 51 =λ  имеем: 

=− XEA )5( O=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

2

1
534

251
x
x , 

⇒       или      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

0
0

24
24

2

1
x
x

⎩
⎨
⎧

=−
=+−

.024
,024

21

21
xx
xx

 ⇒  12 2xx =  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 1 и находим это решение:  1 =x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2
1

1D . 
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Итак, получили, что  – собственный вектор матрицы , отно-
сящийся к собственному значению 5

1D A
1 =λ . Следовательно, решение сис-

темы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== x

x
xx

e
eee 5

5
55

22
1

11 DY  . 

б) Для 12 −=λ  имеем: 

=+ XEA )( O=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

2

1
134

211
x
x , 

⇒       или      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0

44
22

2

1
x
x

⎩
⎨
⎧

=+
=+

.044
,022

21

21
xx
xx

 ⇒  12 xx −=  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 1 и находим это решение:  1 =x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

= 1
1

2D . 

Так как  – собственный вектор матрицы , относящийся к соб-
ственному значению 1

2D A
2 −=λ , то решение системы дифференциальных 

уравнений: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

== −

−
−−

x

x
xx

e
eee 1

1
22 DY . 

Найденные таким образом решения  и  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид 

1Y 2Y

  xx eCeCCC −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= 1

1
2
1

2
5

121 21 YYY

или, подробнее,  

  ⋄ 
⎩
⎨
⎧

−=
+=

−

−

.2
,

2
5

12

2
5

11
xx

xx

eCeCy
eCeCy

II.  Характеристические корни матрицы A различны,  
но среди них есть комплексные 

Так как характеристический многочлен матрицы  имеет действи-
тельные коэффициенты, то комплексные корни будут появляться со-
пряженными парами. Пусть, например, характеристическими корнями 
являются числа 

A

ii βαλβαλ −=+= 21 , . 
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Рассмотрим две системы  линейных однородных уравнений с  
неизвестными: 

n n

OXEA =⋅− )( 1λ      и     OXEA =⋅− )( 2λ . 
В алгебре доказано, что если для них выбрать одни и те же пере-

менные свободными и придать им сопряженные значения, то для зави-
симых переменных тоже получаться сопряженные значения.  

Пусть )  – решение системы ( 1jd=D OXEA =⋅− )( 1λ . Тогда 
)( 1jd=D  – решение системы OXEA =⋅− )( 2λ . Рассмотрим матрицы-

столбцы 

DDDDZ1 )sin(cos)(1 xixeeeee xxixxix ββαβαβαλ +⋅=⋅=== + , 

 DDDDZ2 )sin(cos)(2 xixeeeee xxixxix ββαβαβαλ −⋅=⋅=== −− . 

В силу выбора  и D D  эти матрицы-столбцы   и   будут удовле-
творять матричному уравнению 

1Z 2Z
AYY =′ . Полагаем далее 

( )211 ZZY +=
2
1 ,     ( )212 ZZY −=

i2
1 . 

Непосредственной проверкой легко убедиться, что  и  состоят из 
действительных функций и тоже удовлетворяют матричному уравне-
нию . Более того, можно доказать, что  и  линейно неза-
висимы и, следовательно, могут быть включены в фундаментальную 
систему решений. 

1Y 2Y

AYY =′ 1Y 2Y

Замечани е .  На практике матрицу-столбец не записывают, 
так как 

2Z

12 ZZ = . Действительно, 

=⋅+⋅=+⋅= DDZ1 )sin(cos)sin(cos xixexixe xx ββββ αα  

2ZD =⋅−⋅= )sin(cos xixe x ββα . 

Следовательно,          ( ) 1111 ZZZY Re
2
1

=+= , 

( ) 1112 ZZZY Im
2
1

=−=
i

. 

  

ПРИМЕР 21.3. Найти общее решение системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=′
+=′

−−=′

.3
,

,

313

212

3211

yyy
yyy

yyyy
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РЕШЕНИЕ. Так как данная система – линейная однородная с постоян-
ными коэффициентами, то ее общее решение может быть найдено ме-
тодом Эйлера.  

1) Матрица системы: . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −−
=

103
011
111

A

Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−
=−

λ
λ

λ
λ

103
011
111

EA , 

 ⇒  ]4)1)[(1( 2 +−−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
  , 0]4)1)[(1( 2 =+−− λλ
 ⇒  11 =λ ,  i213,2 ±=λ . 

2) Действительный корень 11 =λ  является собственным значением 
матрицы . Найдем собственный вектор матрицы, относящийся к это-
му собственному значению. Имеем: 

A

=− XEA )( O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−

3

2

1

1103
0111
1111

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −−

0
0
0

003
001
110

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=
=−−

.03
,0
,0

1

1

32

x
x

xx

Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 01
10 − . Тогда переменные  будут зави-

симыми, а  свободной. Общее решение при этом будет иметь вид: 

21, xx

3x

⎩
⎨
⎧

=
−=

.0
,

1

32
x

xx  

Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем 1 и находим его:  3 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=
1
1

0
1D . 
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Итак, получили, что  – собственный вектор матрицы , отно-
сящийся к собственному значению 1

1D A
1 =λ . Следовательно, решение сис-

темы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−==

x

xxx

e
eee
0

1
1

0
11 DY . 

3) Возьмем один из комплексных корней, например i212 +=λ , и 
найдем фундаментальную систему решений системы OXEA =− )( 2λ . 
Имеем: 

 =− XEA )( 2λ O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+−
+−

−−+−

3

2

1

)21(103
0)21(11
11)21(1

x
x
x

i
i

i
, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−

0
0
0

203
021
112

3

2

1

x
x
x

i
i

i

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=−−−

.023
,02
,02

31

21

321

ixx
ixx

xxix

Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор i
i

20
02
−

− . Тогда переменные  будут 

зависимыми, а  свободной. Общее решение при этом будет иметь вид: 

32 , xx

1x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

.
2

3

,
2

1
3

1
2

i
x

x
i

x
x

 

Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем  и находим его:  ix 23 =

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

3
1
2i

D . 

Тогда  , 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+⋅=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= +

3
1
2

)2sin2(cos
3
1
2

)21(
i

xixe
i

e xxiZ

⇒   
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛−
⋅=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+
⋅+
⋅+−

⋅=
x

x
x

ie
x

x
x

e
xix

xix
xix

e xxx

2sin3
2sin
2cos2

2cos3
2cos

2sin2

2sin32cos3
2sin2cos

2cos22sin2
Z

Откуда находим 
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⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛−
⋅==

x
x

x
ex

2cos3
2cos

2sin2
Re ZY1 ,     . 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅==

x
x
x

ex

2sin3
2sin
2cos2

ImZY2

Найденные таким образом решения , ,  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид 

1Y 2Y 3Y

 =++= 321 YYYY 321 CCC  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

x
x
x

eC
x

x
x

eCeC xxx

2sin3
2sin
2cos2

2cos3
2cos

2sin2

1
1

0
321  

или, подробнее, 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++−=
+−=

.2sin32cos3
,2sin2cos
,2cos22sin2

3213

3212

321

xeCxeCeCy
xeCxeCeCy
xeCxeCy

xxx

xxx

xx

 ⋄ 

III. Характеристические корни матрицы A действительны, 
 но среди них есть кратные 

Пусть λ  – действительный характеристический корень матрицы  
кратности l , 

A
)( EA λ−= rangr . Возможны два случая. 

1) . l=− rn
В этом случае фундаментальная система решений системы линей-

ных однородных уравнений OXEA =− )( λ  состоит из  решений. Сле-
довательно, существуют  линейно независимых собственных векторов 

 матрицы , относящихся к собственному значению 

l

l

lK DDD 21 ,,, A λ . 
Тогда решения системы дифференциальных уравнений 

11 DY xeλ= , 22 DY xeλ= , …, ll DY xeλ=  
линейно независимы и входят в фундаментальную систему решений 
этой системы. 

2)  (точнее, l≠− rn l<− rn , случай l>− rn  вообще невозможен 
из алгебраических соображений). 

Тогда фундаментальная система решений системы линейных одно-
родных уравнений OXEA =− )( λ  состоит из l<k  решений. С их помо-
щью мы сможем получить k  линейно независимых решений системы 
дифференциальных уравнений. В такой ситуации существует два возмож-
ных способа найти все решения.  
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Первый способ – искать  решений вида l

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++
+++

=

−
−

−
−

−
−

1
1,10

1
1,22120

1
1,11110

l
l

l
l

l
l

K
KKKKKKK

K

K

xaxaa

xaxaa
xaxaa

e

nnn

xλY , 

где коэффициенты многочленов  находят, подставляя  в исходную 
систему. 

ija Y

ПРИМЕР 21.4. Найти общее решение системы 

⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

.3
,
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

Матрица системы: . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 31

11A

Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−=− λ

λλ 31
11EA , 

 ⇒  442 +−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
  0442 =+− λλ ,     ⇒  22,1 =λ . 

Итак, имеем характеристический корень кратности 2 . При этом =l
1)2( =−= EArangr  (т. к. 02 =− EA ). Следовательно, 

112 =−=− rn       и      l<− rn . 
Будем искать решения системы в виде 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+= dxc

bxae x2Y , 

т. е. полагаем 
  ,     . xebxay 2

1 )( += xedxcy 2
2 )( +=

Тогда 
 ,     . xebbxay 2

1 )22( ++=′ xeddxcy 2
2 )22( ++=′

Подставим  в исходную систему и получим: 2121 ,,, yyyy ′′

⎩
⎨
⎧

+++=++
−−+=++

xx

xx

edxcbxaedxdc
edxcbxaebxba

22

22

)33()22(
,)()22(  
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или, после сокращения на : xe2

⎩
⎨
⎧

+++=++
−−+=++

;3322
,22
dxcbxadxdc

dxcbxabxba    

⇒   
⎩
⎨
⎧

=+−+−−
=++++

.0)()(
,0)()(

xdbdca
xdbcba

Приравнивая коэффициенты при равных степенях x, получим:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+
=−−
=+−−
=++

.0
,0
,0
,0

db
db
dca
cba

 

Или, после преобразований: 

⎩
⎨
⎧

=+
=++

.0
,0

db
cba

 

Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 10
11 . Тогда переменные ,  будут зависи-

мыми, c  и  – свободными. Общее решение при этом будет иметь вид: 

a b

d

⎩
⎨
⎧

−=
−=

.
,

db
cda  

Находим фундаментальную систему решений: 
1=d , 0=c      ⇒  1=a ,  1−=b ; 
0=d , 1=c      ⇒  1−=a ,  0=b . 

Первое из решений фундаментальной системы ( 1=a , , 1−=b 0=c , 
) дает для системы дифференциальных уравнений решение 1=d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= x

xe x 12
1Y , 

второе решение из фундаментальной системы ( 1−=a , , 0=b 1=c , 
) дает решение 0=d

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1

12
2

xeY . 

Найденные таким образом решения ,  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид: 

1Y 2Y

=+= 2YYY 211 CC ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
11 2

2
2

1
xx eCx

xeC .  ⋄ 
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Как показывает рассмотренный пример, чтобы найти решения для 
системы дифференциальных уравнений второго порядка, нам пришлось 
решать алгебраическую систему из четырех уравнений с четырьмя не-
известными. А если порядок исходной системы будет 3, то алгебраиче-
ская система будет содержать в лучшем случае шесть уравнений и 
шесть неизвестных (а в худшем – девять уравнений и неизвестных). И 
хотя мы в каждом случае точно знаем количество свободных перемен-
ных (их количество совпадает с кратностью корня), задача получается 
трудоемкая. 

Второй способ решения – найти k  линейно независимых решений 
системы дифференциальных уравнений, а недостающие k−l  решений 
искать в виде 

)( 1,10,1 xe x
+++ += kk1k DDY λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++= ++++ 2

2

2,21,20,
xxe x

kk2k2k DDDY λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅++= +++++ 32

3

3,3

2

2,31,30,3
xxxe x

kkkk3k DDDDY λ   и т.д. 

Здесь  – числовые матрицы-столбцы, определяемые так, чтобы  
были решениями системы дифференциальных уравнений. 

ijD iY

На первый взгляд кажется, что этот способ такой же трудоемкий, 
как и предыдущий. Но на самом деле это не так. Рассмотрим его приме-
нительно к системам дифференциальных уравнений 3-го порядка, т. е. к 
системам вида 

 AYY =′ , (21.7) 
где )  – матрица третьего порядка, ( ija=A ∈ija ℝ. 

Число характеристических корней матрицы совпадает с ее поряд-
ком, следовательно, если матрица  имеет кратный характеристиче-
ский корень 

A
λ , то его кратность  равна двум или трем. Рассмотрим 

каждый из этих случаев. 
l

а) Пусть 2=l , 1=− rn . 
В этом случае матрица  имеет один линейно независимый собст-

венный вектор , относящийся к собственному значению 
A

1D λ  и, следо-
вательно, 11 DY xeλ=  – решение системы (21.7). Еще одно решение сис-
темы дифференциальных уравнений будем искать в виде 
 )( 10 xe x

222 DDY += λ . 
Тогда )( 110 2222 DDDY ++=′ xe x λλλ  
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и, подставляя  и  в (21.7), получаем: 2Y 2Y′
)()( 10110 xexe xx

22222 DDADDD +⋅=++ λλ λλ . 
После преобразований будем иметь: 

xx 10110 22222 ADADDDD +=++ λλ . 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , находим: 

⎩
⎨
⎧

=+
=

202120

2121
ADDD
ADD

λ
λ ,      или      

⎩
⎨
⎧

=−
=−

.
,
212020

2121
DDAD
ODAD

λ
λ

 ⇒   (21.8) 
⎩
⎨
⎧

=−
=−

.)(
,)(
2120

21
DDEA
ODEA

λ
λ

Первое уравнение системы (21.8) означает, что  – собственный век-
тор матрицы , относящийся к собственному значению 

21D
A λ  и, следова-

тельно, можем полагать 121 DD = . Тогда второе уравнение системы 
(21.8) перепишется в виде: 

 120 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 

20D
1DXEA =− )( λ . 

Таким образом, если 2=l  и 1=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ=   и  )( 10 xe x DDY 22 += λ , (21.9)

где   – собственный вектор матрицы , относящийся к собствен-
ному значению 

1D A
λ ;  

20D  – любое решение системы линейных уравнений 1DXEA =− )( λ . 
Найденные таким образом решения  и  входят в фундамен-

тальную систему решений, так как они линейно независимы.  
1Y 2Y

Действительно, рассматривая 
OYY 21 =+ βα , 

получаем  ODDD 1201 =++ xββα )( , 

⇒   
⎩
⎨
⎧

=+
=

.
,

ODD
OD

201

1
βα
β

По определению собственного вектора OD1 ≠ . Тогда из этой системы 
находим  0== βα .  
А это означает, что  и  – линейно независимы. 1Y 2Y

Замечани е .  При получении формул (21.9) нигде не использовал-
ся тот факт, что система дифференциальных уравнений третьего 
порядка. Следовательно, они останутся справедливыми и для ли-
нейной однородной системы порядка n . 
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ПРИМЕР 21.5. Найти общее решение системы 

⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

.3
,
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

1) Матрица системы: 

 . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 31

11A

Ее характеристическая матрица: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−=− λ

λλ 31
11EA . 

Тогда 442 +−=− λλλEA , 
⇒   22,1 =λ . 

Итак, имеем характеристический корень кратности 2 . При этом =l
1)2( =−= EArangr  (т. к. 02 =− EA ). Следовательно, 

112 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.9). 

2) Найдем собственный вектор матрицы , относящийся к собст-
венному значению 2

A
=λ . Имеем: 

=− XEA )2( O=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

2

1
231

121
x
x , 

⇒       или      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

0
0

11
11

2

1
x
x

⎩
⎨
⎧

=+
=−−

.0
,0

21

21
xx
xx

 ⇒  21 xx −=  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 1 и находим это решение:  2 =x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1

1
1D . 

Итак, получили, что  – собственный вектор матрицы , отно-
сящийся к собственному значению 2

1D A
=λ . Следовательно, решение сис-

темы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== x

x
xx

e
eee 2

2
22

1
1

11 DY . 
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3) Второе решение системы дифференциальных уравнений найдем 
в виде  , )( 10

2 xe x DDY 22 +=
где  – любое решение системы линейных уравнений  
Имеем: 

20D 1DXEA =− )2( .

 =− XEA )2( 1D=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

2

1
231

121
x
x , 

⇒       или      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

1
1

11
11

2

1
x
x

⎩
⎨
⎧

=+
−=−−

.1
,1

21

21
xx
xx

 ⇒  21 1 xx −=  – общее решение системы. 
Полагаем 0  и находим частное решение:  2 =x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0
1

20D . 

Подставляем  и  в  и получаем: 1D 20D 2Y

 . ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= x

xexe xx 1
1
1

0
1 22

2Y

Найденные таким образом решения ,  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

1Y 2Y

=+= 2YYY 211 CC ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

x
xeCeC xx 1

1
1 2

2
2

1 .  ⋄ 

б) Пусть 3=l , 1=− rn . 
В этом случае матрица  имеет один линейно независимый собст-

венный вектор , относящийся к собственному значению 
A

1D λ  и, следо-
вательно, 11 DY xeλ=  – решение системы (21.7). Необходимо найти еще 
два решения. Второе решение системы дифференциальных уравнений 
будем искать в виде 
 . )( 10 xe x

222 DDY += λ

Условия, которым при этом будут удовлетворять  и  были 
нами уже получены ранее. А именно,  будет собственным вектором 
матрицы , относящимся к собственному значению 

20D 21D
21D

A λ , и, следователь-
но, можно считать ;  – любое решение системы линейных 
уравнений 

121 DD = 20D
1DXEA =− )( λ . 

Третье решение системы запишем в виде 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++=

2

2

210
xxe x

3333 DDDY λ . 
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Тогда 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅++=′ xxxe x

21

2

210 2 333333 DDDDDY λλλλ  

и, подставляя  и  в (21.7), получаем: 3Y 3Y′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅++

22

2

21021

2

210
xxexxxe xx

33333333 DDDADDDDD λλ λλλ . 

После преобразований будем иметь: 

( ) ( )
22

2

210

2

22110
xxxx ⋅++=⋅++++ 33333333 ADADADDDDDD λλλ . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , находим: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+
=

;
,
,2

303130

313231

323

ADDD
ADDD
ADD

λ
λ

λ
      

⇒   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=−

;
,

,

313030

323131

3232

DDAD
DDAD
ODAD

λ
λ
λ

 ⇒   (21.10) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=−

.)(
,)(

,)(

3130

3231

32

DDEA
DDEA
ODEA

λ
λ
λ

Первое уравнение системы (21.10) означает, что  – собствен-
ный вектор матрицы , относящийся к собственному значению 

32D
A λ  и, 

следовательно, можем полагать 132 DD = . Тогда второе уравнение сис-
темы (21.10) перепишется в виде: 

 131 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 

31D
1DXEA =− )( λ . Так как  тоже является решением этой 

системы, то можем полагать 
20D

2031 DD = . 
С учетом этого, третье уравнение системы (21.10) перепишется в виде: 

2030 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 

30D
20DXEA =− )( λ . 
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Таким образом, если 3=l  и 1=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ= , )( 10 xe x DDY 22 += λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++=

2

2

20
xxe x

1033 DDDY λ , (21.11)

где  – собственный вектор матрицы , относящийся к собствен-
ному значению 

1D A
λ ;  

20D  – любое решение системы линейных уравнений 1DXEA =− )( λ ; 
30D  – любое решение системы линейных уравнений 20DXEA =− )( λ . 
При этом легко доказать, что найденные таким образом решения 

, ,  будут линейно независимыми. 1Y 2Y 3Y
Замечани е .  При получении формул (21.11) нигде не использо-
вался тот факт, что система дифференциальных уравнений третье-
го порядка. Следовательно, они останутся справедливыми и для 
линейной однородной системы порядка . n

ПРИМЕР 21.6. Найти общее решение системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=′
+−−=′

+−=′

.84
,1362

,33

3213

3212

3211

yyyy
yyyy

yyyy
 

РЕШЕНИЕ. Система является линейной однородной с постоянными ко-
эффициентами. Следовательно, ее общее решение может быть найдено 
методом Эйлера.  

1) Матрица системы: 

 . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

=
841

1362
331

A

Ее характеристическая матрица: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

−−
=−

λ
λ

λ
λ

841
1362
331

EA . 

Тогда 
323 )1(133 −−=+−+−=− λλλλλEA , 

⇒  13,2,1 =λ . 
Итак, имеем характеристический корень кратности 3 . При этом  =l

 

166



⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

−−
=⋅−

741
1372
330

1841
13162
3311

1 EA , 

072
30 ≠

−−
−      ⇒  2)( =−= EArangr . 

Следовательно, 123 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.11). 

2) Найдем собственный вектор матрицы , относящийся к собст-
венному значению 1

A
=λ . Имеем: 

=− XEA )( O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

3

2

1

741
1372
330

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

0
0
0

741
1372
330

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−
=+−−
=+−

.074
,01372
,033

321

321

32

xxx
xxx
xx

Как уже указывали выше, ранг матрицы системы равен 2 и в каче-

стве базисного минора можно выбрать, например, минор 72
30

−−
− . То-

гда переменные  будут зависимыми, а  свободной. Отбрасываем 
третье уравнение системы и находим общее решение: 

21, xx 3x

⎩
⎨
⎧

=+−−
=+−

;01372
,033

321

32
xxx
xx      ⇒   

⎩
⎨
⎧

=+
=

;1372
,33

321

32
xxx
xx

⇒   – общее решение. 
⎩
⎨
⎧

=
=

31

32
3

,
xx

xx

Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем 1 и находим это решение:  3 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
3

1D . 

Итак, получили, что  – собственный вектор матрицы , отно-
сящийся к собственному значению 1

1D A
=λ . Следовательно, решение сис-

темы дифференциальных уравнений: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
==

x

x

x

xx

e
e
e

ee
3

1
1
3

11 DY . 
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3) Второе решение системы дифференциальных уравнений будем 
искать в виде  , )( 10 xex DDY 22 +=
где  – любое решение системы линейных уравнений  
Имеем: 

20D 1DXEA =− )( .

 =− XEA )( 1D=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

3

2

1

741
1372
330

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

1
1
3

741
1372
330

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−
=+−−
=+−

.174
,11372
,333

321

321

32

xxx
xxx
xx

Выбирая переменные  зависимыми, а  свободной, получаем об-
щее решение 

21, xx 3x

  
⎩
⎨
⎧

+=
+−=

.33
,1

31

32
xx

xx

Полагаем 0  и находим частное решение:  3 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=
0
1

3
20D . 

Подставляем  и  в  и получаем: 1D 20D 2Y

 . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−
+

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

x
x
x

exe xx 1
33

1
1
3

0
1

3
2Y

4) Третье решение системы дифференциальных уравнений найдем 

в виде  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++=

2

2

20
xxe x

1033 DDDY λ , 

где  – любое решение системы линейных уравнений .  0D3 20DXEA =− )(
Имеем: 

 =− XEA )( 20D=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

3

2

1

741
1372
330

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

0
1

3

741
1372
330

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−
−=+−−

=+−

.074
,11372

,333

321

321

32

xxx
xxx
xx

Выбирая переменные  зависимыми, а  – свободной, получаем 
общее решение 

21, xx 3x
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⎩
⎨
⎧

+=
+−=

.34
,1

31

32
xx

xx

Полагаем  и находим частное решение:  03 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=
0
1

4
30D . 

Подставляем ,  и  в  и получаем: 1D 20D 30D 3Y

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+−−
++

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

2

2

2
2

3
5,0

5,01
5,134

21
1
3

0
1

3

0
1

4

x
xx
xx

exxe xxY . 

Найденные таким образом решения , ,  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

1Y 2Y 3Y

=++= 332 YYYY CCC 211  

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

21
1
3

0
1

3

0
1

4

1
1
3

0
1

3

1
1
3 2

321
xxeCxeCeC xxx  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+−−
++

+
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+−
+

+
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

2

2

2

321
5,0

5,01
5,134

1
33

1
1
3

x
xx
xx

eC
x

x
x

eCeC xxx  

или, более подробно, 

  ⋄ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅+⋅+=
+−−++−+=
+++++=

.5,0
,)5,01()1(
,)5,134()33(3

2
3213

2
3212

2
3211

xeCxeCeCy
xxeCxeCeCy
xxeCxeCeCy

xxx

xxx

xxx

в) Пусть 3=l , 2=− rn . 
В этом случае матрица  имеет два линейно независимых собст-

венных вектора  и , относящихся к собственному значению 
A

1D 2D λ  и, 
следовательно, 11 DY xeλ= ,  – решения системы (21.7). Необ-
ходимо найти еще одно решение. Третье решение системы дифферен-
циальных уравнений будем искать в виде 

22 DY xeλ=

 )( 10 xe x
333 DDY += λ . 
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Условия, которым при этом будут удовлетворять  и , нами 
получены ранее. А именно,  будет собственным вектором матрицы 

, относящимся к собственному значению 

30D 31D
31D

A λ ;  – любое решение 
системы линейных уравнений 

30D
31DXEA =− )( λ . 

В нашем случае размерность собственного подпространства мат-
рицы  для собственного значения A λ  равна двум, а в качестве его бази-
са выбраны  и . Следовательно, 1D 2D

2131 DDD βα += , 

где α ,β  – некоторые числа, одновременно не равные нулю, которые 
следует выбрать так, чтобы система линейных уравнений 

31DXEA =− )( λ  была совместна. 
Замечани е .  Если  0== βα ,  то  ODDD 2131 =+= βα  и, следо-
вательно,  не будет собственным вектором. 31D

Таким образом, если 3=l  и 2=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ= ,  ,  22 DY xeλ= )( 10 xe x
333 DDY += λ , (21.12)

где  ,  – линейно независимые собственные векторы матрицы , 
относящиеся к собственному значению 

1D 2D A
λ ;  

 2131 DDD βα += , α ,β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-
торые выбираются так, чтобы система линейных урав-
нений 31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 
При этом легко доказать, что найденные таким образом решения 

, ,  будут линейно независимыми. 1Y 2Y 3Y
Замечани е .  Формулы (21.12) останутся справедливыми и для 
линейной однородной системы порядка , так как при их получе-
нии не использовался тот факт, что система дифференциальных 
уравнений третьего порядка. 

n

ПРИМЕР 21.7. Найти общее решение системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=′
−=′

=′

.3
,

,2

323

322

11

yyy
yyy

yy
 

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 
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1) Матрица системы: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=
310
110

002
A . 

Ее характеристическая матрица: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=−

λ
λ

λ
λ

310
110

002
EA . 

Тогда 
32 )2()44)(2( −−=+−−=− λλλλλEA , 

⇒  23,2,1 =λ . 
Итак, имеем характеристический корень кратности 3 . При этом  =l

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=−

110
110

000

2310
1210

0022
2EA , 

⇒ 1)2( =−= EArangr . 
Следовательно, 213 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.12). 

2) Найдем собственные векторы матрицы , относящиеся к собст-
венному значению 2

A
=λ . Имеем: 

=− XEA )2( O=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

3

2

1

110
110

000

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

0
0
0

110
110

000

3

2

1

x
x
x

⎩
⎨
⎧

=++⋅
=−−⋅

.00
,00

321

321
xxx
xxx

Выбрав  в качестве зависимой переменной, а  – свободны-
ми, получаем общее решение: 

3x 21, xx

213 0 xxx −⋅= . 
Находим фундаментальную систему решений: 

11 =x , 02 =x      ⇒  03 =x ; 
01 =x , 12 =x      ⇒  13 −=x . 

⇒  , . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
1

1D
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

1
1
0

2D
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Итак, получили, что ,  – линейно независимые собственные 
векторы матрицы , относящиеся к собственному значению 

1D 2D
A 2=λ . 

Следовательно, решения системы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
==

0
0
1

22 xx ee 11 DY ,     . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
==

1
1
0

22 xx ee 22 DY

3) Третье решение системы уравнений найдем в виде  
 )( 10 xe x

333 DDY += λ , 
где 2131 DDD βα += , α ,β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-

торые выбираются так, чтобы система линейных уравнений 
31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 

Исследуем на совместность систему линейных уравнений 
21 DDXEA βαλ +=− )( . Имеем: 

=− XEA )2(
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

3

2

1

110
110

000

x
x
x
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⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=+

β
β
α

βαβα
1

1
0

0
0
1

21 DD ; 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

β
β
α

3

2

1

110
110

000

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=++⋅
=−−⋅
=

.0
,0
,0

321

321
β
β
α

xxx
xxx

Система будет совместна при 0=α  и ∈∀β ℝ. Пусть 0=α  и 1−=β . 
Тогда 22131 DDDD −=⋅−+⋅= )1(0  
и система для нахождения  имеет вид 30D

⎩
⎨
⎧

=++⋅
−=−−⋅

.10
,10

321

321
xxx
xxx  

Выбрав  в качестве зависимой переменной, а  – свободными, 
получаем общее решение: 

3x 21, xx

213 01 xxx −⋅−= . 
Полагаем ,  и находим частное решение:  01 =x 02 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
0

30D . 
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Подставляем  и  в  и получаем: 231 DD −= 30D 3Y

 . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
−=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

x
xexe xx

1

0

1
1
0

1
0
0

22
3Y

Найденные таким образом решения , ,  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

1Y 2Y 3Y

=++= 332 YYYY CCC 211  

=
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⎦
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⎢
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⎜⎜
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−
+
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= xeCeCeC xxx

1
1
0

1
0
0

1
1
0

0
0
1

2
3

2
2

2
1  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
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−+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

x
xeCeCeC xxx

1

0

1
1
0

0
0
1

2
3

2
2

2
1  

или, более подробно 

   ⋄ 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=
−=

=

.)1(
,

,

2
3

2
23

2
3

2
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2
11

xx
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exCeCy
xeCeCy

eCy

ПРИМЕР 21.8. Найти общее решение системы AYY =′ , где  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
244
122
244

A . 

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

1) Матрица системы: 

 . 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
244
122
244

A

Ее характеристическая матрица: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−

−−
=−

λ
λ

λ
λ

244
122
244

EA . 

Тогда 32 )44( λλλλλλ −=−+−=− EA , 
⇒  03,2,1 =λ . 
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Итак, имеем характеристический корень кратности 3 . При этом  =l

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−

−−
=⋅−

244
122
244

0244
1022
2404

0 EA , 

⇒ 1)0( =⋅−= EArangr . 
Следовательно, 
 213 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.12). 

2) Найдем собственный вектор матрицы , относящийся к собст-
венному значению 0

A
=λ . Имеем: 

=⋅− XEA )0( O=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

3

2

1

244
122
244

x
x
x

, 

⇒       или      
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

0
0
0

244
122
244

3

2

1

x
x
x

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+−
=+−
=+−

.0244
,022
,0244

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Как уже указывали выше, ранг матрицы системы равен 1 и в каче-
стве базисного минора можно выбрать, например, минор 1 . Тогда пе-
ременная  будет зависимой, а  – свободными. Отбрасываем пер-
вое и третье уравнение системы и находим общее решение: 

3x 21, xx

022 321 =+− xxx ,   
⇒  213 22 xxx +−=   – общее решение. 

Фундаментальная система решений состоит из двух решений. По-
лагая 0,1 21 == xx   и  1,0 21 == xx , находим их:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

2
0
1

1D ,  . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2
1
0

2D

Итак, получили, что  и  – собственные векторы матрицы , 
относящиеся к собственному значению 0

1D 2D A
=λ . Следовательно, решение 

системы дифференциальных уравнений: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
== ⋅

2
0
1

0
11 DY xe      и     . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
== ⋅

2
1
0

2
0

2 DY xe
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3) Третье решение системы уравнений найдем в виде  
 )( 10 xe x

333 DDY += λ , 
где 2131 DDD βα += , α ,β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-

торые выбираются так, чтобы система линейных уравнений 
31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 

Исследуем на совместность систему линейных уравнений 
21 DDXEA βαλ +=− )( . Имеем: 

 =⋅− XEA )0(
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

3

2

1

244
122
244

x
x
x

,      

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+−
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
=+

βα
β
α

βαβα
222

1
0

2
0
1

21 DD ; 

⇒  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

βα
β
α

22244
122
244

3

2

1

x
x
x

.  

Умножим вторую строку на –2 и 2 и прибавим к первой и третьей стро-
ке соответственно. В результате получим систему линейных уравнений: 

  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

βα
β
βα

42

2

000
122
000

3

2

1

x
x
x

. 

Система будет совместна при 0422 =+−=− βαβα , где β  – любое 
действительное число. Пусть 

1=β      ⇒  2=α . 

Тогда  
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
=+⋅=

2
1
2

2 2131 DDD

и система для нахождения  имеет вид 30D
{ ,122 321 =+− xxx  

Выбрав  в качестве зависимой переменной, а  – свободными, 
получаем общее решение: 

3x 21, xx

213 221 xxx +−= . 
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Полагаем ,  и находим частное решение:  01 =x 02 =x

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
0

30D . 

Подставляем и  в  и получаем: 2131 DDD +⋅= 2  30D 3Y

 . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ⋅

x
x
x

xe x

21

2

2
1
2

1
0
0

0
3Y

Найденные таким образом решения , ,  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

1Y 2Y 3Y

=++= 332 YYYY CCC 211  

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣
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⎟
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⎜
⎜
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⎟
⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛

−
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2
1
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1
0
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2
1
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2
0
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− x
x
x

CCC
21

2

2
1
0

2
0
1

321  

или, более подробно 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−++−=
+=
+=

.)21(22
,
,2

3213

322

311

xCCCy
xCCy
xCCy

  ⋄ 

Итак, мы рассмотрели метод Эйлера в трех случаях: 
1) характеристические корни матрицы  действительны и различны; A
2) характеристические корни матрицы  различны, но среди них есть 

комплексные; 
A

3) характеристические корни матрицы  действительны, но среди них 
есть кратные. 

A

Не рассмотренным остался случай, когда среди характеристических 
корней матрицы  есть кратные комплексные корни. В этой ситуации 
алгебраические трудности метода Эйлера возрастают настолько, что 
лучше использовать другие методы интегрирования. 

A
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§ 22. Линейные уравнения с частными  
производными первого порядка 

22.1. Понятие уравнения с частными производными  
и его интегрирование 

Уравнением с частными производными1 называется соотноше-
ние, связывающее неизвестную функцию нескольких переменных, ее ар-
гументы и ее частные производные. Порядок старшей частной произ-
водной, входящей в уравнение, называется порядком уравнения. 

Функция, обращающая уравнение с частными производными в 
тождество, называется решением этого уравнения. Процесс нахож-
дения решений дифференциального уравнения с частными производны-
ми называется интегрированием этого уравнения. 

Так как обыкновенные дифференциальные уравнения можно рас-
сматривать как частный случай уравнения с частными производными, 
то можно утверждать, что если уравнение с частными производными 
имеет решение, то решений будет множество.  

Для обыкновенных дифференциальных уравнений порядка  вся 
совокупность решений (за исключением некоторых) представлялась 
функцией, зависящей от независимой переменной 

n

x  и  произвольных 
постоянных , , … ,  (общим решением)

n
1C 2C nC 2. Для дифференциаль-

ных уравнений с частными производными общее решение будет иметь 
более сложную структуру. Оно тоже будет содержать некоторые произ-
вольные элементы, но это уже будут не константы, а функции. В этом 
можно убедиться, рассмотрев несколько простых примеров. 

ПРИМЕРЫ. 
1) Рассмотрим уравнение 0),,,( =′xzzyxF , где ),( yxzz = . 
Это уравнение можно рассматривать как обыкновенное дифференци-
альное уравнение относительно x , где  – параметр. Общее решение 
такого уравнения будет иметь вид 

y

))(,,( yCyxz ϕ= ,  
где )  – произвольная функция. (yC

                                           
1  Или «уравнением в частных производных». 
2  Справедливо и обратное. Т. е. для любого семейства функций 

),,,( 1 nCCxy Kϕ=  существует дифференциальное уравнение порядка , для 
которого это семейство является общим решением. Оно получается в результате 

исключения констант  из системы 

n

nCC ,,1 K

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

′=′
=

.),,,(

,),,,(
,),,,(

1
)()(

1

1

n
nn

n

n

CCxy

CCxy
CCxy

K

KKKKKKKKKK

K

K

ϕ

ϕ
ϕ
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2) Рассмотрим уравнение yx zz ′=′ , где ),( yxzz = . 
Введем новые переменные по формулам  

yxu += ,    yxv −= . 
Тогда  ),(),( vufyxz = ,  

{ { vuxvxux ffvfufz ′+′=′⋅′+′⋅′=′
11

, 

{ { vuyvyuy ffvfufz ′−′=′⋅′+′⋅′=′
−11

. 

Из уравнения  получаем: yx zz ′=′

vuvu ffff ′−′=′+′ , 
⇒  02 =′vf ,  

⇒  )(),( uvuf ϕ=      или     )(),( yxyxz += ϕ , 
где )( yx +ϕ  – произвольная функция. 

3) Рассмотрим уравнение 0
2

=
∂∂

∂
yx
z , где ),( yxzz = . 

Имеем:  0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
x
z

y
z

yx
z , 

⇒  
x
z
∂
∂  – не зависит от , y

⇒  )(x
x
z ϕ=
∂
∂ ,  где )(xϕ  – произвольная функция; 

⇒  , )()()()( yxydxxz ψωψϕ +=+= ∫
где )(),( yx ψω  – произвольные функции. 

4) Рассмотрим уравнение 02

2
=

∂
∂
x

z , где ),( yxzz = . 

Имеем:  02

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
z

x
z

x
z , 

⇒  
x
z
∂
∂  – не зависит от x , 

⇒  )(y
x
z ϕ=
∂
∂ , где )(yϕ  – произвольная функция; 

⇒  , )()()()( yxyydxyz ψϕψϕ +=+= ∫
где )(),( yy ψϕ  – произвольные функции. 
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Как показывают рассмотренные примеры, уравнение с частными 
производными имеет множество решений, которые определяются с точ-
ностью до некоторой функции. Поэтому, для выбора одного решения 
необходимо задавать некоторые условия, которым эта функция должна 
удовлетворять.  

Если уравнение можно разрешить относительно старшей частной 
производной, т. е. записать, например, в виде 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

=
∂
∂

K
K

K ,,,,,,
1

1
21

1
nk

n
k

k

nm

m

xx
zzxxxf

x
z , (22.1) 

здесь mkkk n ≤=++K1  и mk <1 , то обычно полагают, что 

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=
∂
∂

=
∂
∂
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=

=

=
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................

),,,(

),,,(
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1

1

21
1
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101
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nmm

m

n

nxx

xx
x

z

xx
x
z

xxz

xx

xx

K

K

K

ϕ

ϕ

ϕ

 (22.2)

где  – заданное значение, 10x ),,( 20 nxx Kϕ , …, ),,( 21 nm xx K−ϕ  – заданные 
функции 1 аргумента. Условия (22.2) называют начальными условия-
ми для уравнения (22.1), а задача нахождения решения уравнения (22.1), 
удовлетворяющего начальным условиям (22.2), называется задачей Коши. 

−n

В частности, для уравнения первого порядка  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

n
n x

z
x
zzxxxf

x
z ,,,,,,,

2
21

1
KK  (22.3) 

начальное условие будет иметь вид 
 ),,( 20101 nxx xxz Kϕ== , (22.4) 
где  – заданное значение, 10x ),,( 20 nxx Kϕ  – заданная функция 1 ар-
гумента. 

−n

В случае функции ),( yxzz =  задача Коши для уравнения с част-
ными производными первого порядка имеет простой геометрический 

смысл. Действительно, для уравнения ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂

y
zzyxf

x
z ,,,  частное реше-

ние ),( yxz ϕ=  представляет собой некоторую поверхность в простран-
стве Oxyz  (ее называют интегральной поверхностью). Тогда, общее 
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решение – некоторое семейство поверхностей. Начальное условие 
)(),( 00 yyxxz ϕ==  задает в пространстве некоторую кривую , 0xx =

)()( 0 yyz ϕ= . Следовательно, задача Коши представляет собой на-
хождение поверхности, проходящей через заданную кривую. 

Например, если общее решение )  – семейство поверх-
ностей вращения (рис. 22.1), то частным решением будет та поверх-
ность, на которой лежит заданная кривая (начальное условие 

( 22 yxz += ϕ

)(),( 00 yyxxz ϕ== ). Так на рис 22.1 в качестве начального условия вы-

брана ветка гиперболы 22
00 ),( yxyxxz +==  и, следовательно, част-

ным решением является конус, на поверхности которого она лежит.   
 

 

x y

z

0x

Рис. 22.1. 

По аналогии с трехмерным пространством, говорят, что 
 – точка 1-мерного пространства, ),,,,( 21 zxxx nK +n ),,,( 21 nxxxz Kϕ=  – 

гиперповерхность (поверхность  измерений) в 1n +n -мерном простран-
стве, а условие  

 ),,(),,,( 2021 101 nxxn xxxxxz KK ϕ=
=

 
определяют в 1-мерном пространстве гиперповерхность 1-из-
мерения. Поэтому говорят, что для дифференциального уравнения с ча-
стными производными первого порядка задача Коши в общем случае 
состоит в нахождении интегральной гиперповерхности, проходящей 
через заданную гиперповерхность 

+n −n

1−n -измерения. 
В нашем курсе мы будем рассматривать только линейные уравне-

ния с частными производными первого порядка, поскольку их интегри-
рование сводится к интегрированию некоторой системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений.  
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22.2. Линейные однородные уравнения  
с частными производными первого порядка 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейным однородным уравнением с частными 
производными первого порядка3 называется уравнение вида 
 

0),,(),,( 1
1

11 =
∂
∂

⋅++
∂
∂

⋅
n

nnn x
zxxF

x
zxxF KKK , (22.5)

где )  – заданные функции, непрерывно дифференцируемые в 
рассматриваемой области ℝ

,,( 1 ni xxF K

⊂G n, ),,( 1 nxxzz K=  – неизвестная функция. 

Запишем систему обыкновенных дифференциальных уравнений вида: 
 

),,(),,(),,( 112

2

11

1

nn

n

nn xxF
dx

xxF
dx

xxF
dx

K
K

KK
=== . (22.6)

Ее называют соответствующей уравнению (22.5). Связь между урав-
нением (22.5) и системой обыкновенных уравнений (22.6) устанавлива-
ет следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 22.1. Функция ),,( 1 nxxz Kϕ=  является решением уравне-
ния (22.5) тогда и только тогда, когда Cxx n =),,( 1 Kϕ  является первым 
интегралом системы (22.6). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Достаточность (⇐). Пусть имеется уравнение  
 Cxxx n =+ ),,,( 121 Kϕ . (22.7) 
Очевидно, что уравнение (22.7) определяет первый интеграл системы 
(22.6) тогда и только тогда, когда для любого ее решения   11 ,, +nxx K

 Cxxx n ≡+ ),,,( 121 Kϕ .  
Отсюда  0),,,( 121 ≡+nxxxd Kϕ ; 

⇒  01
1

2
2

1
1

≡
∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

+
+

n
n

dx
x

dx
x

dx
x

ϕϕϕ
K . 

Но из (22.6) находим:  ),,( 11 += nii xxkFdx K . 
Следовательно,  

0),,(),,( 111
1

111
1

≡⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

∂
∂

++⋅
∂
∂

++
+

+ nn
n

n xxF
x

xxF
x

k KKK
ϕϕ ,

 
 ⇒  0),,(),,( 111

1
111

1
≡⋅

∂
∂

++⋅
∂
∂

++
+

+ nn
n

n xxF
x

xxF
x

KKK
ϕϕ . (22.8) 

                                           
3 или «линейным однородным уравнением в частных производных первого порядка» 
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Таким образом, функция  
),,( 1 nxxz Kϕ=  

является решение уравнения (22.5). 
2) Необходимость (⇒). Легко проверить, что условие (22.8) являет-

ся не только необходимым, но и достаточным условием того, что урав-
нение Cxxx n =+ ),,,( 121 Kϕ  определяет первый интеграл системы диф-
ференциальных уравнений (22.6). Следовательно, если ),,( 1 nxxz Kϕ=  – 
решение уравнения (22.5), то уравнение Cxx n =),,( 1 Kϕ  определяет 
первый интеграл системы (22.6).  ∎ 

Пусть найдена система независимых4 первых интегралов системы 
дифференциальных уравнений (22.15), образующих ее общий интеграл: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

−− .),,(

,),,(
,),,(

111

212

111

nnn

n

n

Cxx

Cxx
Cxx

K
KKKKKKK

K

K

ϕ

ϕ
ϕ

 

По теореме 22.1 функции ),,( 1 ni xx Kϕ  ( 1,1 −= ni ) являются решениями 
уравнения (22.5), причем справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 22.2. Если ini Cxx =),,( 1 Kϕ  ( 1,1 −= ni ) – независимые пер-
вые интегралы системы (22.6) и Φ  – произвольная непрерывно диффе-
ренцируемая функция 1 аргумента, то −n ),,( 11 −Φ= nz ϕϕ K  – общее 
решение уравнения (22.5). 

ПРИМЕР 22.1. Найти общее решение уравнения  

0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
uz

y
uy

x
ux . 

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение – линейное однородное. Искомая функ-
ция ),,( zyxuu = . Соответствующая система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений имеет вид 

z
dz

y
dy

x
dx

== . 

Из равенства первой и третьей дроби получим один первый инте-
грал системы: 

z
dz

x
dx

= , 

                                           
4 т. е. ни один из них не следует из остальных. 
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⇒  1lnlnln Cxz +=      или     1C
x
z
= . 

Из равенства второй и третьей дроби получим другой первый инте-
грал системы: 

z
dz

y
dx

= , 

⇒  2lnlnln Cyz +=      или     2C
y
z
= . 

Первые интегралы 1C
x
z
=  и 2C

y
z
=  независимы и образуют общий 

интеграл системы дифференциальных уравнений. Следовательно, общее 
решение однородного дифференциального уравнения в частных произ-
водных имеет вид 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=

y
z

x
zu ; .  ⋄ 

Теперь покажем, как найти решение задачи Коши для линейного 
однородного уравнения с частными производными первого порядка. 

Пусть дано уравнение 

 0),,(),,( 1
1

11 =
∂
∂

⋅++
∂
∂

⋅
n

nnn x
zxxF

x
zxxF KKK ,  (22.5) 

где )  – заданные функции, непрерывно дифференцируемые в 
рассматриваемой области ℝ

,,( 1 ni xxF K

⊂G n, ),,( 1 nxxzz K=  – неизвестная функ-
ция. Требуется найти его решение, удовлетворяющее условию 

),,(),,,( 110011 −− Φ== nnnn xxxxxxz KK , 
где )  – заданная функция 1,,( 110 −Φ nxx K −n  аргумента.  

Найдем систему независимых первых интегралов системы диффе-
ренциальных уравнений (22.6), образующих ее общий интеграл: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

−− .),,(

,),,(
,),,(

111

212

111

nnn
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n
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Cxx

K
KKKKKKK

K

K

ϕ

ϕ
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Обозначим 

 

⎪
⎪
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⎪⎪
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=
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−−−
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.),,,(
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,),,,(
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20112
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nnnn
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ϕϕ

K
KKKKKKK

K

K

  (22.9)  
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Разрешим (22.9) относительно  (это всегда можно сделать в ок-
рестности точки , такой что 0

11 ,, −nxx K

),,( 020100 nxxxM K )( 0 ≠MFi ). Получим: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
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−−−
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−
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,),,,(
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nnn

n

n

x

x
x

ϕϕϕω

ϕϕϕω
ϕϕϕω

K
KKKKKKKKKK

K

K

 (22.10)  

Тогда решение уравнения (22.5), удовлетворяющее условию 
),,(),,,( 110011 −− Φ== nnnn xxxxxxz KK , 

будет иметь вид 
 )],,(,),,,(),,,([ 1111121110 −−−−Φ= nnnnz ϕϕωϕϕωϕϕω KKKK . (22.11)

Действительно, в силу теоремы 2, функция (22.11) определяет ре-
шение уравнения (22.5). А при 0nn xx =  имеем 

==− ),,,( 011 nnn xxxxz K

=Φ =−−−
0

)),,(,),,,(( 1111110
nn xxnnn ϕϕωϕϕω KKK  

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
Φ=

−−

=−=−=−= )()(
1

0

1

0

1

0

1

0 1111110 ,,,,,,
43421

K
43421

K
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K
43421

n

nnnn

n

nnnn xxnxxnxxnxx

ϕϕϕϕ

ϕϕωϕϕω

=
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⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
Φ=

−

−−− 444 3444 21
KK

44 344 21
K

11

),,(,,),,( 1111110

nx
nn

x
n ϕϕωϕϕω  

),,( 110 −Φ= nxx K . 
Замечани е .  Алгоритм нахождения решения задачи Коши показы-
вает, что решение начальными данными определяется однозначно. 

ПРИМЕР 22.2. Найти решение уравнения 0
2

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
uz

y
uy

x
ux , 

удовлетворяющее начальному условию . 2),,1( zyzyu +=

РЕШЕНИЕ. 1) Данное уравнение – линейное однородное. Искомая 
функция ),,( zyxuu = . Соответствующая система обыкновенных диф-
ференциальных уравнений имеет вид 

2z
dz

y
dy

x
dx

== . 

Из равенства 1-й и 3-й дроби получим один первый интеграл системы: 

z
dz

x
dx 2

= , 
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⇒  1lnlnln2 Cxz +=      или     1

2
C

x
z

= . 

Из равенства 2-й и 3-й дроби получим другой первый интеграл: 

z
dz

y
dx 2

= , 

⇒  2lnlnln2 Cyz +=      или     2

2
C

y
z

= . 

Первые интегралы 1

2
C

x
z

=  и 2

2
C

y
z

=  независимы и образуют общий 

интеграл системы дифференциальных уравнений. Следовательно, общее 
решение линейного однородного дифференциального уравнения в част-
ных производных имеет вид 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=

y
z

x
zu

22
; .  

2) Имеем:  
x
zzyx

2

1 ),,( =ϕ ,    
y

zzyx
2

2 ),,( =ϕ . 

Тогда  2
11 ),,1( zzy ==ϕϕ ,    

y
zzy

2

22 ),,1( ==ϕϕ . 

⇒  1ϕ±=z ,     
2

1

2

2

ϕ
ϕ

ϕ
==

zy . 

Подставляя найденные выражения для  и  в начальное условие и 
«теряя черточки», получаем искомое частное решение: 

y z

( )
x
z

yz
xzzyxu

2

2

2

1
2

12
1

2

1),,( +=+=±+= ϕ
ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ , 

⇒  
x
z

x
yzyxu

2
),,( += .  ⋄ 

ПРИМЕР 22.3. Найти решение уравнения 0=
∂
∂

−
∂
∂

y
zx

x
zy , удовле-

творяющее начальному условию 1)0,( −= xxz . 
РЕШЕНИЕ. 1) Данное уравнение – линейное однородное. Искомая 
функция ),( yxzz = . Соответствующая система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений имеет вид 

x
dy

y
dx

−
= . 

 

185



Она имеет единственный первый интеграл (общий интеграл дифферен-
циального уравнения):  

ydyxdx =− , 

⇒  Cxy
+−=

22

22
     или     . Cxy =+ 22

Следовательно, общее решение дифференциального уравнения в част-
ных производных имеет вид 

( )22 xyz +Φ= . 
С геометрической точки зрения, общее решение представляет со-

бой всевозможные поверхности вращения с осью . Oz
2) Имеем:  . 22),( xyyx +=ϕ

Тогда  2)0,( xx ==ϕϕ , 
⇒  ϕ±=x . 

Подставляя найденное выражения для x  в начальное условие и «теряя 
черточку», получаем искомое частное решение: 

11),( 22 −+±=−±= yxyxz ϕ . 
С геометрической точки зрения, это частное решение представляет 

собой конус , т.е. поверхность вращения, проходящую 
через прямую 

222)1( yxz +=+

⎩
⎨
⎧

−=
=

.1
,0

xz
y

  ⋄ 

22.3. Линейные неоднородные уравнения  
с частными производными первого порядка 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейным неоднородным уравнением с частными 
производными первого порядка называется уравнение вида 

 ),,,(),,,(),,,( 11
1

11 zxxP
x
zzxxF

x
zzxxF n

n
nnn KKKK =

∂
∂

⋅++
∂
∂

⋅ ,  (22.12) 

где ,  – заданные функции, непрерывно диф-
ференцируемые в рассматриваемой области ℝ

),,,( 1 zxxF ni K ),,,( 1 zxxP nK

⊂G n+1,  – 
неизвестная функция. 

),,( 1 nxxzz K=

Интегрирование уравнения (22.12) сводится к интегрированию не-
которого линейного однородного уравнения с частными производными 
первого порядка. Действительно, предположим, что уравнение 
 0),,,( 1 =zxxu nK  (22.13)  
задает в неявном виде решение уравнения (22.12). Тогда 
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i u
u

x
z i

′

′
−=

∂
∂  

и из уравнения (22.12) находим: 

),,,(),,,(),,,( 1111
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( ) ( ) znxnnxn uzxxPuzxxFuzxxF
n

′⋅=′−⋅++′−⋅ ),,,(),,,(),,,( 1111 1
KKKK . 

 0),,,(),,,(),,,( 11
1

11 =
∂
∂
⋅+

∂
∂

⋅++
∂
∂
⋅

z
uzxxP

x
uzxxF

x
uzxxF n

n
nnn KKKK . (22.14) 

Уравнение (22.14) – линейное однородное первого порядка, в кото-
ром искомая функция  зависит от 1u +n  переменной . Соот-
ветствующая ему система дифференциальных уравнений  

zxx n ,,,1 K

 
),,,(),,,(),,,( 1111

1

uxxP
dz

zxxF
dx

zxxF
dx

nnn

n

n KK
K

K
===  (22.15) 

имеет  независимых первых интегралов n
111 ),,,( Czxx n =Kϕ ,   …,   nnn Czxx =),,,( 1 Kϕ  

и, следовательно, общее решение уравнения (22.14) будет иметь вид 
),,( 1 nu ϕϕ KΦ= . 

Но тогда уравнение 0),,( 1 =Φ nϕϕ K  будет определять в неявном 
виде общее решение (22.12). 

Замечание .  На практике, при интегрировании линейных неод-
нородных уравнений с частными производными первого порядка, 
уравнение (22.14) обычно не записывают. Записывают сразу его 
соответствующую систему (22.15). 

ПРИМЕР 22.4. Найти общее решение уравнения  

2)1( =
∂
∂

+
∂
∂

−−+
y
z

x
zyxz . 

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение – линейное неоднородное. Искомая 
функция ),( yxzz = . Соответствующая система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений имеет вид 

211
dzdy

yxz
dx

==
−−+

. 

Из равенства 2-й и 3-й дроби получим один первый интеграл системы: 

21
dzdy

= , 

⇒ 15,0 Cyz +=      или     12 Cyz =− . 
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Другой первый интеграл системы получим, используя свойства равных 
дробей: 

1)1(21 −−−+−
−−

=
yxz

dydxdzdy , 

⇒  
yxz
yxzddy

−−
−−

=
)(

1
, 

⇒  22 Cyxzy =−−− . 

Первые интегралы 12 Cyz =−  и 22 Cyxzy =−−−  независимы и 
образуют общий интеграл системы дифференциальных уравнений. Сле-
довательно, общее решение неоднородного дифференциального урав-
нения в частных производных имеет вид 

( ) 02;2 =−−−−Φ yxzyyz . ⋄ 

ПРИМЕР 22.5. Найти решение уравнения 222 yx
y
zy

x
zx +=

∂
∂

−
∂
∂ , 

удовлетворяющее начальному условию . 2)1,( xxz =
РЕШЕНИЕ. 1) Данное уравнение – линейное неоднородное. Искомая 
функция ),( yxzz = . Соответствующая система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений имеет вид 

222 yx
dz

y
dy

x
dx

+
=

−
= . 

Из равенства 1-й и 2-й дроби получим один первый интеграл системы: 

y
dy

x
dx

2−
= , 

⇒  
y

dy
x

dx
−=2 , 

⇒  1lnlnln2 Cyx +−=      или     . 1
2 Cyx =

Другой первый интеграл системы получим, используя свойства равных 
дробей: 

2222
5,0

yx
dz

y
ydy

x
xdx

+
=

−
= , 

⇒  2222
5,0

yx
dz

yx
ydyxdx

+
=

+
− , 
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⇒  dzydyxdx =− 5,0   или  0
42

22
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

yxzd , 

⇒  2

22

42
Cyxz =+− . 

Первые интегралы  и 1
2 Cyx = 2

22

42
Cyxz =+−  независимы и обра-

зуют общий интеграл системы дифференциальных уравнений. Следова-
тельно, общее решение неоднородного дифференциального уравнения в 
частных производных имеет вид 

0
42

;
22

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−Φ

yxzyx . 

Разрешая это уравнение относительно второй переменной, получим об-
щее решение неоднородного уравнения в явном виде: 

)(
42

2
22

yxfyxz =+− , 

⇒  
42

)(
22

2 yxyxfz −+= . 

2) Найдем искомое частное решение. Имеем:  

 ,     yxzyx 2
1 ),,( =ϕ

42
),,(

22

2
yxzzyx +−=ϕ . 

Тогда  2
11 ),1,( xzx ==ϕϕ ,    

4
1

2
),1,(

2

22 +−==
xzzxϕϕ . 

⇒  1ϕ±=x ,     
4
1

24
1

2
1

2

2

2 −+=−+=
ϕϕϕ xz . 

Подставляя найденные выражения для x  и z  в начальное условие 
 и «теряя черточки», получаем искомое частное решение: 2)1,( xxz =

( )21
1

2 4
1

2
ϕϕϕ ±=−+ , 

⇒  1
1

2 4
1

2
ϕϕϕ =−+  или 0

4
1

2
1

2 =−−
ϕϕ , 

⇒  0
4
1

242

222
=−−+−

yxyxz , 

⇒  
4
1

242

222
++−=

yxyxz .⋄ 
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